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BEVEZETES

Ez a jegyzet egy kétes kimeneteli kisérletnek is tekinthetd: sikeriil-e mintegy kétszaz
oldalon ugy osszefoglani az emberi tudés egy nagy szegmensének, az &amléstannak a
lényeges részeit, hogy az olvasd elegendd segitséget kapjon annak megértésében,
elsgjdtitdsdban és ami a legfontosabb, megszeretésében és a mérnoki alkotdmunkéban valé
eredményes felhasznél &saban.

Mint minden ismeretkdzlés, a jegyzetiras is az ,,elhallgatds miivészete”: azt nehéz ugyanis
meghatarozni, hogy mi az, amit nem szilkkséges leirni, megtanitani és megtanulni. Az
érdekes és fontos ismeretek nagy mennyisége és aterjedelmi korlatok kozotti ellentmondast
nehéz feloldani, nehezen keriilhetd el a vazlatossag. Figyelembe véve azonban, hogy e
jegyzet az eldadasokkal, a tantermi és laboratoriumi gyakorlatokkal egyiitt segiti a
felkészillést, és bizva az olvasd 6nallo munkajaban a szerz§ vallalta a kevésbé részletes

kifejtés kockézatat.

Az aramlastan olyan ismeretekkel foglalkozik, amelyek nemcsak a miiszaki alkotasok, a
mérndki feladatok nagy részében jatszanak dontd szerepet, de hozzasegitenek ahhoz is,
hogy megértsilk az ¢16 és élettelen természet szamos jelenségét. A repiilésben, a
haj6zésban, az energetikdban, a kozlti kdzlekedésben, a szdlitasban, a vizépitésben, a
kornyezetvédelemben, a vegyiparban, az éplletgépészetben és az emberi tevékenység
szdmos més tertiletén fontos szerepe van a kdzegek aramlasaval kapcsolatos ismereteknek.
Ugyanakkor a meteoroldgia, az orvostudomany, a biolégia, a hidroldgia, az oceanografia
milvelése sem képzelhetd el az aramlastan alkalmazasa nélkiil. Igen sok természeti
jelenség, amely 6sid6k ota megragadja az ember képzeletét: a langok lobogasa, a folyok
vizének aramléasa, a tenger hullimzasa, a felh6k jatéka, a szél susogdsa mind-mind a
kozegek éramlésaval vannak kapcsolatban, mutatva a lehetséges véltozatok végtelen
sz&mét, az dramlési jelenségek bonyol ultsagat.

Az aramlastant sokan azért is tartjak figyelemremétd tantargynak, mert igen szépen és
érdemben kapcsolja Ossze a fizikal jelenségek leirasat a matematikai ismeretek alkalmazé-
saval és a gyakorlati mérnoki feladatok megoldasaval. Ilymédon ez a tantargy
hozzgj&rulhat egy olyan mérnoki habitus kialakuldsdhoz, amely a gyakorlati miiszaki
feladatok igényes elméleti apparatus birtokaban torténd megoldasat részesiti elényben, ahol

az elmélet és a gyakorlat szerves kapcsolata val sul meg.

Megkoszonve Kristof Gergely doktorandusz kolléga lelkes munkgd az &brék
elkészitésében és az anyag szerkesztésében a szerzd kitartast és tiirelmet kérve, eredményt

és oromet kivanva az olvaso joindul atéba gjanlja a jegyzetet.

Budapest, 1994 tavasz Lajos Tamas



1. Az aramlastan targya, a folyadékok

sajatossagai

1.1. A folyadékok ésa szilard anyagok tsszehasonlitasa

Az aramlastan nyugvo és mozgo folyadékok egyes sgjatossagaival ill. e sajdtossagok
gyakorlati, miiszaki alkalmazasaval foglalkozik. Nyugvo folyadékterekben altaldban a
nyomasmegoszlas meghatarozasa a feladat, mig aramlé kbzegekben a nyomasmegoszlés

mellett legtébbszor a folyadék sebességének eloszlasara vagyunk kivancsiak.

A ,folyadékok” e tantargyban egyarant jelentik a cseppfolyos és a légnemii halmaz-
allapot( kozegeket, igy legtobbszor a levegével és a vizzel, mint a miiszaki gyakorlatban

leggyakrabban el6forduld folyadékokkal foglalkozunk.

Mi kiilonbozteti meg a folyadékokat a szilard testektdl? Végezziink el egy gondolati
kisérletet. Az 1.1. abrén bal oldalon két siklap kézé helyezett, 1apos szilar d testet
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szilard folyadék

1.1. dbra

l&tunk, amelyet alul és felll a lapokhoz ragasztunk. Jobb oldalon a két parhuzamos lap
kozott folyadékréteg (pl. ola)) van. A szildrd test és a folyadékréteg lappal pérhuzamos
keresztmetszete A. Az alsé lap rogzitett, a fels6 6nmagaval parhuzamosan elmozdithato.
Hassunk F erdvel a felsé lapra. Azt tapasztaljuk, hogy a szilard anyagban keletkez6
T=F/A cslsztatéfesziitség hatdsdra a szilard anyag deformdodik. A deforméciora
jellemzd y szog egy hatérig arényos a 1 csisztatofesziiltséggel (Hooke-torvény). Jelentds
deforméci¢ dtaldban csak az anyag szerkezetének tonkremenetel ével val Gsithatd meg.

A folyadékréteget kozrefogd lapok koziil a felsére F erével hatva a fels6é lap u sebességii
mozgasba jon, a folyadék idében folyamatosan deformalodik. Ha kiilonb6z6 nagysagi F
er6t fejtiink ki vagy kiilonb6zé A keresztmetszetl szilard testekkel vagy folyadékrétegekkel
kisérleteziink, azt tapasztaljuk, hogy amig a szilard testnél a y defor mécio, a folyadéknal
a deformaécié sebessége, a dy/dt ardnyos egyenesen a 1 csisztatofesziiltséggel.



A kisérlet soran azt tapasztalnank, hogy a szilard fallal érintkezd folyadék sebessége
kozvetlenil a falndl megegyezik a fal sebességével. Ezt az dtalanosan akalmazott

tapasztalatot atapadas tor vényének szoktuk nevezni.

Rajzoljuk fel (1.2. abra) a két parhuzamos sikot 6sszeko6td, azokra merdleges e egyenes
mentén a sebességmegoszlast, azaz azon sebességvektorok végpontjait Osszekoto
gorbét, amelyek talppontjai az e egyenesen vannak! A tapadas térvénye kovetkeztében
az 4ll6 laphoz legkdzelebb 1évé folyadékrészek sebessége v, =0, mig a felsd lap kozvetlen
kozelében a sebesség egyenld a lap u sebességével. Milyen a sebességmegoszlas a két lap

kozott?
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1.2. dbra

E kérdés megvalaszolasahoz elészor hatarozzuk meg a y ésa v, kozotti kapcsolatot!

Megjegyzés. A differencidlhanyados szokdsos matematikai  értelmezése  egy
differencidlhat6 y=y(x) fliggvény egy rogzitett pontjaban, ha Ay a Ax ndvekményhez tartozé
flggvényérték megvaltozas:

A
lim_y:d_y:

'=tga,
-0 Ax dx T8

dy

ha a a régzitett pontban az érintd hajlasszége a pozitiv x tengelytél mérve. A dx itt egy
X

szimbolikusjeldlése a hatdrértéknek és nem a szamldlo és nevezd hanyadosa.

Elsésorban a miiszaki tudomdnyok teriiletén szokdsos a %’ kifejezés egy masik
X
értelmezése:
. Ay dy
lim — =y'=tgat =—,
Mx-0 Ax y o8 dx

ami a latszattal ellentétben elvileg kiilonbézik az elézo felirdstol. Eszerint a hatarérték altal
rogzitett érintdiranytangens két kicsiny, de 6sszetartozo dx és dy érték hanyadosaval is ki-
fejezheto. A kicsiny jelzd azt jelenti, hogy ezen értékek a gorbe olyan kicsi szakaszanak ve-

tiiletei, amely elegendden jol kozditi az y=y(x) flggvényt a rogzitett pont kornyezetében.



igy értelmeztilk a dy és dx differencialokat, melyeknek hanyadosa, szorzata stb. is értelme-
zett.

A jelen jegyzetben ez utdbbi értelemben kezeljik a differencidlokat, illetve

differencialhanyadosokat.

Az 1.2. dbrén az y helyen lathat6 egy dy vastagsagu folyadékréteg. A csak az y-tol fiiggd
v, sebességkomponens y irdnyl véltozésdt a dv, /dy differencidlhdnyados jellemzi.
Gondolatban fessiik meg az aramlasban az M jelii, dy hosszisagu szakaszt, €s vizsgaljuk
meg, hogy dt id6 alatt milyen dy szoggel fordul el! Az M szakasz fels6 része

v, +(dv, /dy)dy, also része v sebességgel mozog. A szakasz felsé része dt idGtartam
aatt (dv, /dy)dy [dt -vel tavolabbra jut, mint az also rész (Id. 1.2. &bra). A dt idétartamra
juto elfordulast, dy-t afenti szorzat dy-nal valé osztaséva kapjuk meg. Az egységnyi idére

jutd szogelfor dulés, azaz a defor méci dsebesség a dt-vel val6 osztés utén adodik:

dy dv,

. 11
dt dy D

Amint azt az elé6z6 gondolatkisérletben megallapitottuk, a dy/dt deformacidsebesség és a T
csUsztatéfesziiltség kozott egyenes aranyossag van. Ezért az (1.1)-et figyelembe véve

felirhatd Newton viszkozitas torvénye:

—X=p—. (1.2)

(A T indexei koziil az els6 a T-t tartalmazo sik normalisanak iranyat, a masodik a T irdnyéat
jelenti. T/, tehat az y normalisi sikon €bredd x iranyu fesziiltseget jeloli. A surlodasos
kozegek targyalasandl latni fogjuk, hogy &talanos esetben a 1, kifejezésében més
sebességkomponens hely szerinti derivdltja is szerepel. Megjegyezzik tovabbd, hogy a
sirlédasos kdzegek deformécidjandl a cslisztatofesziltségek mellett huzdfesziltségek is
keletkezhetnek, amelyekkel a 9. fg ezetben foglalkozunk.)

Az (1.2)-ben p egy, a folyadék tulajdonsagaitol fiiggd értékli aranyossagi tényezd, a

dinamikai viszkozitas, amelynek mértékegységét a 1 (1.2) egyenletbdl torténd kifejezése

utan az alabbi médon hatarozzuk meg:

_ dy |_ kgm m _ kg
[u]_[T]{dVX}_ 2m? m/s ms (L3)

Definidjuk a kinematikai viszkozitast, mint a dinamikai viszkozitas és a p [kg/m3]

stlirliség hanyadosat:

[mz /s] (14)
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Az (1.2) ismeretében mé& megvéaszolhatjuk a sebességmegoszlas aakjéra vonatkozd kér-
dést. Esetiinkben a1 cslisztatofesziiltség az e egyenes mentén, azaz a két lap kozott dlando,
igy (1.2)-bél adodoan dv,/dy is dlando, azaz a sebességmegoszlas linedris.

Ha megvizsgdljuk az (1.2) kifejezést, tovébbi kdvetkeztetéseket vonhatunk le: ha a defor-
méciOsebesség zérushoz tart, akkor a cslsztatofesziltség is eltiinik. Ezt Ggy szoktuk
mondani, hogy — a szilard anyagokkal ellentétben — a folyadékok nyugvasbeli sirlédasa
zérus. (Ezért lehet — persze csak igen lassan — eltolni kézzel a parttdl egy tébb tonnas
haj6t.)

Mésrészt, ha a 1 cslsztatofesziiltség zérustdl kiilonbozik, az (1.2) Gsszefliggésbol
dv,/dy #0 kovetkezik, azaz nyugvé folyadékban nem tarthaté fenn tartésan
nyirdfesziiltség: a nyiréfesziiltség hatasiara a folyadék idoben folyamatosan
deformalodik. Ez az egyik fontos sgjdtossag, amely a folyadékokat a szilard anyagoktél
megkulénbozteti. Tovabbi kildnbség, hogy szemben a szilard anyagokkal a folyadékok

tetszéleges mértékben deformalhaték belso szerkezetiik megvaltozasa nélkiil.

Itt jegyezzik meg, hogy a folyadékok és a szilard anyagok kozotti éles kil énbségtétel sok
anyag esetén nem konnyi feladat. Vannak olyan kdzegek ugyanis, amelyek egyarant
rendelkeznek a folyadékok és a szilard anyagok jellemzbivel. Vannak tovabba olyan
folyadékok is, amelyeknél a cssztatofesziiltség és a deforméci 0sebesség kozott az (1.2)-t61
eltéré kapcsolat al fenn. Ezeket nem-newtoni kdzegeknek nevezzilk, és sgjatossagaikat
késobb, a 9. fejezetben targyaljuk.

1.2 A folyadékok néhany tulajdonsaga

Az 1.3. dbrén lathato dugattyuval lezart hengerben géz van, amelynek V [m3] térfogatat és
m [kg] tdmegét ismerjik, igy ezek hanyadosaként szamolhatd a v [m3/ kg] fajtérfogat,
ebbdl pedig a p=Lv [kg/ m3] stiriség. A dugattyd mozgatasaval a g6z térfogatat

valtoztatjuk, mikozben mérjik p [Pa] nyomasat. A T [K] hémérsékletet egy hécseréld

segitségével, hd bevezetéssel vagy elvonassal allando értéken tartjuk.

Kiilonbozé T=&l. mellett mozgassuk a dugatty(t balfeé és méjik a v fatérfogat
flggvényében a p nyomast, majd a mérési eredményeket dbrazoljuk az 1.3. abran |athatd

diagramban.

Adott, allandé hémérséklet mellett csokkentve a gz térfogatat a nyomas kezdetben ndvek-
szik, majd allandova valik. Ekkor a hengerben folyadékcseppek jelennek meg, azaz a géz

Osszenyomas mértékétol fiiggd része kondenzalddik. Tovébb csokkentve a térfogatot az



Osszes g6z kondenzalddik és csak cseppfolyos fazis lesz a hengerben, amely kis térfogat-

csokkenésre nagy nyomas novekedéssel reagdl, azaz a gérbék igen meredekek |esznek.
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1.3. dbra

A kiilonb6z6 T=all. mellett kapott gérbék két helyen tdrnek. E toréspontok tsszekotésével
a diagram ba és jobb oldaldn egy-egy hatarologorbét kapunk, amelyek a diagram felsé
részén egy u.n. kritikus pontban taldlkoznak. A gorbék kozoétt a kdzeg mind cseppfolyos
mind pedig légnemii, azoktol balra csak cseppfolyos, jobbra pedig csak Iégnemii

halmazallapotban van.

Van egy olyan T, gazhdmérséklet, amelynél a 1égnemii-cseppfolyos atalakulds rejtett ho
felszabadulasa nékil megy végbe a p,,;, nyomason és v, fajtérfogaton, és amelynd
magasabb hdmérsékleten nem lehet az adott gazt cseppfolyositani. (Vizre: Ty, = 647 K, p,,

=2.25007 Pa)

Az 1.3. dbra jobb oldalan elhelyezkedd hatarologérbén és a CS+L jelii teriileten a géz
telitett, azaz a géz a térfogat valtozaséra halmazallapot vatozéssal reaga. A jobb oldali
hatarologorbétl jobbra, annak kozelében 1évé pontokkal jellemzett allapotoknal

talhevitett g6zrél, mig a hatarologorbétdl tavol, pl. T >> T, ;, esetén gézrdl beszélunk.

A levegét alkoto O, és N, esetén a T, rendre 154 [K] és 126 [K], tehat a miiszaki
alkalmazasoknal szokdsos homérsékleteknél T >>T,; . Igy a levegd gaznak tekinthetd,

amelyre j6 kozelitéssel érvényes az idedlis gazra vonatkozé gaztor veny:

pV = % = RT (15)

(1.6)
ahol R=R,/M

az adott gaz gazallandgja, ami az univerzalis gazallando (R, = 8314.3 Jkg/K) és a
moltémeg (M kg/kmol) hanyadosa. Levegdre M=29 [kg/kmol], tehat R = 287 J/kg/K. Az



1.3. &brén lathato, hogy a CS+L-lel jeldlt terlleten (ahol a gaz telitett dlapotban van) a
T =all. gorbek vizszintesek, azaz egy adott T hémérscklethez adott telitett géznyomas py

tartozik. Rejzoljuk fel aavizre vonatkoz6 T -p, u.n. tenziogorbét: 1.4. abral

pg[POJ

10°

273 373 T[K]

1.4. dbra

A diagrambdl lathato, hogy kis homérsékleten is 1étrejohet gézfazis (azaz a folyadék
forrasba johet), ha elegendéen kicsiny a nyomés. A nyomas csokkenését okozhatja pl. az
aramlasi sebesség megnovekedése. Eléfordulhat tehat, hogy az aramlé folyadékban a
nyomas a telitett gbéznyomasig csokken, ezért gbzbuborékok keletkeznek. Amikor e
buborékok nagyobb nyomasi helyre keriilnek a g6z kondenzalodik, a buborékok
Osszeroppannak és a kozellkben 1év6 szilard anyag feliiletén (pl. szivattyu lapatjan)
jelent6s roncsolast okoznak. A gézbuborékok képzodését és dsszeroppanasat kavitacionak,

aroncsolast kavitacios er 6zionak nevezzik.

A cseppfolyos és légnemii halmazallapotu kozegek kozotti legfontosabb kiilonbségek

bemutatasa érdekében rajzoljuk fol a molekuldk kozott hatd erdt a kdzottiik 16vo d tdvolsag

fliggvényében: 1.5. dbra.

- A diagrambdl |athaté, hogy a molekulak kozott

[N] a d tavolsagtol fliggben vonzas és taszitas egy-
taszitds i ) i .
ardnt  felléphet. A d, ,semleges’ tavolsag,

amikor az er§ zérus, egyszerii molekulaknal al-

4o taldban 3-5007'°[m], ami kb. a molekuldk
d[m]

, amérgjével egyenld. A cseppfolyds halmazal-
e lapott kézegek molekulai egymashoz viszony-

1.5. dbra lag k6zel vannak: d =d. A tavolsdg csokkené-

se esetén meredeken novekedd taszitds meg-

magyardzza, hogy miért névekszik olyan rohamosan a nyomas, ha csokkentjik a cseppfo-

ly6s halmazéllapot kézegek térfogatét. (vo.: 1.3. abra)

A molekuldk tavolitasakor keletkez6 vonzoderd nagyobb tavolsag esetén rohamosan,
d 7 -nel ardnyosan csokken. Miutan a gazok siiriisége kb. 3 nagysagrenddel kisebb, mint a

folyadékoké, a molekuldk kozotti atlagos tavolsag gazoknal a cseppfolyds kdzegeknél ér-



vényes [1d, tavolsagnak kb. tizszerese. Ezért — szemben a cseppfolyds halmazallapott ko-

zegekkel — a gazoknal a molekuldk kozotti vonzé- vagy taszité eré az iitkozésektol el-

tekintve elhanyagolhato.

A légnemii és cseppfolyos kozegek viszkozitisanak eredetét vizsgalva jelentds
kllonbséget tapasztalunk. Tudjuk, hogy a k6zegek belsé energidja (amit a hémérséklettel
jellemziink) a kozeget alkotd molekuldk rendezetlen mozgésaval flgg Ossze. A légnemii
kozeg molekulai az iitkozésektol eltekintve egymastol fliggetleniil mozoghatnak, a d,-hoz
képest jelentds tavolsagot (szabad thosszat) megtéve két titkozés kozott. Az aramld gazok
tehat viszonylag nagy sebességgel, rendezetlenil mozg6é molekuldkbdl alé halmazok,
amelyek a rendezetlen molekula-sebességhez képest atalaban egy-két nagysagrenddel
lassabban mozognak az aramlas irdnyaban. Amit mi a géz sebességének tekintink (pl. v, a
(1.2) osszefliggésben), az a gyorsan mozgo molekuldk sebességének vektoridis étlaga.

Tételezzik fel, hogy a v, vatozik az y mentén, azaz az egymas mellett halad6 gézrétegek
sebessége kiilonboz6. A rendezetlen (hé)mozgas kovetkeztében a nagyobb sebességil
rétegb6l a kisebb sebességiibe atjutd molekuldk gyorsitjdk az e rétegben haladd
molekulakat, mig a kisebb sebességiick a nagyobb sebességii rétegbe jutva lassitjak azt. A
Kiillonbozé sebességili rétegek Kkozott a gizmolekuldk rendezetlen mozgasa

kovetkeztében létrejovoé molekulérisimpulzuscser e a gazok viszkozitasanak forrasa.

Ha né a gaz homérséklete, azaz n6 a molekulak rendezetlen mozgasanak sebessége, nd a
kiilonboz6é rétegek kozott atlépd molekuldk szdma, ezért ndé a viszkozitas. Ha adott
hémérséklet mellett a nyomas névekszik, nem varhaté a viszkozitas valtozasa, ami a
kovetkezéképpen magyarazhatd. A nyomas az egységnyi felilleten iranyt véaltoztato
molekuldk altal a feliileten kifejtett erd, ami adott hoémérséklet, azaz a gdzmolekulak adott
rendezetlen sebessége esetén a térfogategységben 1évé molekulak szamatol azaz a
stirtiségtol fligg. Nagyobb nyomas esetén a gaz nagyobb siiriisége kovetkeztében aranyosan
tobb molekula 1ép at ugyan az eltérd sebességii rétegbe, de a nagyobb molekula-siiriiség
miatt rovidebb az (tkozések kozott megtett Ut (a szabad Uthossz), ezért kisebb mélységben

hatolnak be az eltérd sebességii rétegbe, azaz kisebb a molekulak kozotti impulzuscsere.

A cseppfolyos halmazallapoti kézegek molekuldi ugyancsak végeznek hémozgast,
amelynek Uthossza a molekulak kozotti [ényegesen kisebb tavolsag kovetkeztében sokkal
csekélyebb, mint a gazokndl. A molekuldk kozotti kisebb tavolsag kdvetkeztében a mole-
kuldk kozotti erének jelentds szerepe van a viszkozitas kialakulasaban. Ezt indokolja
az a korilmény, hogy — ellentétben a gazokka — a hémérséklet novekedtével a cseppfo-
lyés kozegek viszkozitdsa csokken. Novekvé hoémérséklet ugyanis intenzivebb

homozgast, a molekul&k kozotti tavolsag ndvekedését és a kozottiikk hatd vonzoerd csokke-



nését eredményezi. Cseppfolyds kdzegek — mint I&ttuk — igen kevéssé sszenyomhatdk,

tehat a nyomésnak ezekné sincs gyakorlati befolyésa a viszkozitasra.

Foglaljuk 6ssze a cseppfolyos és 1égnemii halmazallapot kozegekkel kapcsolatos megdlla-

pitasokat!

cseppfolyds légnemii
Molekul&k kozétti tavolég kicsi=d, nagy=10d,
Molekulak kozotti erd szerepe nagy] szabad felszint kicsi kitolti a

képez rendelkezésre

alo teret

Nyomas ndvekedés hatésa kicsi [0 1000 bar 5% nagy 0 T=4l. esetén
atérfogatra térf. csokkenést v az 1/p-vel

okoz aranyos (1.5)

A viszkozitas forrasa

molekul &k kozotti

molekulak hémozgésa

vonzoerd miatti impulzuscsere
A viszkozités
a hémérséklet novekedtével csokken né
anyomastal nem fligg nem figg

1.3. Az idedlisfolyadék

A fenti gondolatmenetbdl 1athatd, hogy jelentds kiilonbség van a cseppfolyods és 1égnemii
kozegek felépitése, szerkezete kozott. Mégis, ha az &ramléastani feladatok megoldésa szem-
pontjabdl tekintjiik e kdzegeket, igen sok egyezést tapasztalunk. igy pédaul az (1.2) dssze-
flggéssel leirt Newton viszkozitasi torvény a leggyakrabban eléforduld cseppfolyos és 1ég-

nemi halmazallapotu kdzegekre egyarant érvényes.

Ezért volt lehetdség a folyadék gyiijtéfogalom bevezetésére, valamint a kiilonb6z6 halmaz-

alapotu folyadékokra egyarant érvényes dramléstani 0sszefliggések meghatérozésara.

A valosagos (cseppfolyos és légnemi halmazallapotil) folyadékok modellezésére bevezet-
ték az idedlis folyadék fogalmat, amelynek legfontosabb sajétosségait a val 6ségos folyadé-
kokkal 6sszehasonlitva adtuk meg.
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Val6sagos folyadék | dealis folyadék

molekularis szerkezetii homogén (kontinuum)
stirlodésos (u # 0) surlédésmentes (1 = 0)
Osszenyomhato (p # al.) Osszenyomhatatlan (p = dll.)

A kovetkezd fejezetekben tobb, az idealis folyadékokra érvényes Osszefliggést fogunk
meghatarozni, amelyek meghatérozott esetekben jol haszndlhatok valdsagos folyadékok
aramlaséanak leirasara, miiszaki feladatok megoldasara. Ahhoz kell szilard tudés és intuicio,
hogy az egyszerlsito feltevések alkalmazasanak lehetdségét helyesen hatarozzuk meg és az
elhanyagolasok, kozelitések hatésat jél meg tudjuk becsiiini. Becdéseink, feltevéseink he-
lyességét a kisérletek, a gyakorlati tapasztalatok mutatjak meg. Kés6bb a surldédasmentes-
Ség és az Osszenyomhatatlansag feltételeit mar nem kotj ik ki és ezéltal egyre bonyolultabb,
de aval 6sagos kbzeg aramlasét egyre tokél etesebben leiré megol dasokra jutunk.

Felmerll a kérdés, hogy miért van sziikkség ilyen ,,tobblépcsds” megoldasra, elhanyago-
l&sokra és ezek hatédsanak becslésére. Azért, mert jelenlegi aramlastani ismereteink, a ren-
delkezésre all6 matematikai eszkoztar és szamitasi kapacitas altaldban nem elegendd, hogy
atermészetben vagy a miiszaki gyakorlatban elfordulé aramlastani problémaékat szamitassal
,pontosan” megoldjuk. Igy pl. még mindig tavol vagyunk atté] a lehetéségtdl, hogy egy
személyautora hatd aramlasi eredetil er6t szamitassal a miiszaki gyakorlat szempontjabol

szilkséges — mondjuk £2%-os relativ hibahatéron bell — kiszamoljuk.
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2. Fizikai mennyisegek és leirasuk

2.1. Skalarterekkel leirhaté mennyiségek

Stirtiség

A valosagos kozeg striisége: p, = hénlﬁ[kg/ m ] ahol Am a AV térfogatban 1év6

kozeg tomege, € pedig egy, a vizsgdt folyadéktér méreteihez képest kicsi, de a folyadék-
molekulak kdzotti tavolsaghoz képest nagy méret. (Ha € a molekula-tavol sag nagysagrend-
jébe es6 méret lenne, akkor a siirliség jelentdsen ingadozna attol fliggben, hogy éppen hany

molekula tartézkodik a AV térfogatban.)

Az idedlis folyadékot homogénnek tekintjik és p stiriiségét a modellezett valosagos kozeg
p, stirliségével vessziik egyenldnek, ami ltaldban az r helyvektor és a t id6 fiiggvénye. A
siiriiséget altalanosan a p=p(r,t) skalértér, azaz a p =p(x,y,z,t) négyvaltozds

flggvény irjale.

Nyomés

Vegyiink fel nyugvo folyadékban egy fellletelemet ill. az azt jellemz6 AA fellletelem vek-
tort (amely merdleges a feliiletelemre, abszolut értéke aranyos a feliiletelem nagysagaval és

zart felllet esetén kifelé mutat). A AA fellletelemre AF er6 hat.

AF) =plAA Nyugv6 val 6sagos (surl édasos) folyadékban az
=1 iy
AF,  (1.2) Osszefuigges értelmeben nem tarthato fenn

AA B
AF 1447 AF, cslisztat6fesziiltséy, ezért AF-nek meréleges-
1

AF nek kell lennie a fellletre. (Ugyanez érvényes

IAA AF, idedlis kozegben is, fUggetlenll attdl, hogy

nyugszik-e vagy aramlik.)

ang  Tar

Az egységnyi feliiletre hato, arra meréleges

2.1. dbra erét nyomasnak ([N/m? ill. [Pa]) nevezzik,

ami akkor pozitiv, ha az er6 a feliiletbe befelé

mutat. (SUrlédésos kdzegek aramlésa esetén a folyadék deformacid kdvetkeztében is kelet-
kezik feliiletre merdleges erd. Ilyenkor a nyomas a folyadéktérben keletkez6 fofesziiltségek

atlaganak ellentettje, Id. 9. fejezet.)

Valdsagos kozegeknél a nyomas a h6mozgast végzé molekulak és a feliilet kozotti kol-

csonhatas kdvetkezményekeént jon | étre.



Az 2.1. dbrén lathatd, a nyugvo folyadékban gondolatban elhatarolt, hdromszog alaki kis
hasab feliiletén hat6 erék egyensulyban vannak, amikor a hasabot egy pontra zsugoritjuk.
(A hasabra hat6 térer6sség, /pl. a sulyerd/, ugyanis a feliileti er6khoz képest eltiinik, miutan
az a jellemz6 méret kdbével, mig a feliileti eré annak négyzetével aranyosan csokken.) Ezt
az egyensulyt egy zarodo vektorhdromszog fejezi ki, amelynek oldalai merdlegesek a hasab
odalaira, kovetkezésképp hasonld a hasab haromszog alaku keresztmetszetéhez. Ebb6l k-
vetkezik, hogy [AF] rendre aranyos AA, -vel, azaz a nyomas értéke egy pontban a felilet
irényitasatdl fuggetlen, skalaris mennyiség.

A nyomas altalaban a hely és az id6 fiiggvénye, tehat a p=p(r,t) skalartérrel azazap
=p(X,y,z,t) négyvaltozés fliggvénnyel irhaté le.

Hasonl 6an skalartérrel irhaté le a T=T(r,t) hdmérséklet megoszlésis.

A skalértereket szintfellletekkel (szintvonalakkal) jellemezzik, amelyek a tér (ill. sik)
azon pontjait kotik tssze, amelyekben a fizikai valtozo értéke azonos. (Pl. az izobérok az

alandé nyomasl pontokat.)

A skalérterek hely szerinti valtozasénak jellemzésére egy vektormennyiséget haszna
lunk, amelynek X, y és z komponensei a leirt fizikai mennyiség x, y és z iranyu vatozésa-

nak rohamossagaval arényosak:

Op . Op op
d tp= —k= —,
gracp = x T oy oy 0z~ Or
ahol = Ly 2y Ly
- 0x~ 0dy- 0z~

A gradiens vektor

— askalartér legrohamosabb vatozasanak iranyaval parhuzamos,
— askalartér ndvekedésének iranydba mutat,

— hossza arényos a valtozas rohamossagaval,

—merdleges a szintfeliiletre (szintvonalra).

Ha a tér két kozel 1év6 A és B pontjat a As vektor koti 6ssze, amelynek talppontja az A

pontban van, ap skalartér Ap véltozasat aB és A pont kozott linedris kozelitésben a

dp dp op
Ap = - Ograd p As= — Ax+ — Ay+ — Az
P=pp ~Pa Heradp As= Solxt oo 5 (2.2)

skalarszorzat adja meg.
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2.2. Vektorterekke leirhatd mennyiségek
Sebességtér

A sebesség vektor v altalaban a hely és az idé fiiggvénye, ezért egy vektor-vektor fligg-
vénnyel (vektortérrel) irhato le

A vektortér meghatarozhaté a v
skalartérrel is:

x » Vy €s v, vektorkomponens leirasaval, azaz harom

VX =VX(X5Y5Z7t)5 Vy =Vy(X,Y:Z,t), VZ =VZ(X’Y7Z,t)'

Tekintsik a 2.2. dorét, ahol az r vektorhoz tartozoé v vektort abra
zoltuk. Hogyan valtozik a sebesség, ha Ar-rel elmozdulunk? Ha-
tarozzuk meg tehat a sebességvektortér Ar-hez tartozd Av meg-
véltozésat!

A feladat megoldasara felhaszndlhatjuk a skalartér jellemzésére
22 &bra tanult modszert, azaz képezhetjik az egyes vektorkomponensek,
mint skalarterek gradiensét, és ezek segitségével szamolhatjuk a
v sebességvektor komponenseinek vatozésat a Ar el mozdul dsvektor mentén:

Av, Ogradv, Ar= Ovy Ax+ Ovy Ay+ Ovy Az. (2.2
T 0x dy 0z

Hasonl 6képpen felirvaa v, és v, megvatozasit, latjuk, hogy aAv sebesség valtozas vek-

tor az aldbbi modon irhat6 fel:

ov, AX+6VX Ay+an Az ov, Ov, Ov,

0x )Y 0z ox 0y 0z A

ov ov ov ov, O0Ov, O0v X

Av O —Ax+—LAy+— Az |=| — Y || Ay (2.3)

- ox dy 0z ox 0dy 0z A

ov, Ax+avz Ay_'_avZ Az ov, O0v, O0v,

| 0x oy 0z | | 0x Oy 0z |
Av ODAr.

A sebessegter hely szerinti valtozasat tehat a D derivalttenzorral jellemezhetjuk,

amely — mivel harom sebességkomponens vatozhat hdrom koordinata iranyban — kilenc
mennyiséget tartalmaz.
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A sebességteret két tovabbi mennyiséggel is jellemezhetjik. (Ezeket a derivalttenzor in-
variansainak is szoktak nevezni, hiszen koordinata-transzformécio esetén a D vaamennyi
tagjanak értéke valtozhat, de ezek egyes kombinacidinak értéke nem.)

av, Ovy odv

Az egyik ilyen (skalér) invarians a vektortér divergencigja, divv = —*+
ox 0y 0z

amelynek a kovetkez6 fizikai interpretaciot lehet adni: a divv egy skaldr mennyiség, amely-
nek értéke az &amlas tér adott pontjdban megmutatja, hogy egységnyi idé alatt,
egységnyi térfogatbdl mennyivel tébb folyadéktérfogat 1€ép ki, mint be.

M értékegysége: [divy] =m?/s/m> =1/s.

Tekintsik a 2.3. dbran lathat6 térben rogzitett, zart fellletet, amelyen kdzeg &amlik at.
Vizsgaljuk meg, hogy masodpercenként mennyivel tobb kozeg aramlik ki a feliiletbdl, mint

be. A dA fellletelem vektorral jellemzett fel il eten masodpercenként
dg=vdA :|\_/||dé| cosd [m3/s]

térfogataram édramlik &. Ha v és dA kozotti szdg
o < 90°, akkor dg > 0, azaz a két vektor skaléris szorza-

ta kiaramlas esetén ad pozitiv értéket. Ha kiszamol-

juk a jydé integrélt a teljes zart feliiletre, akkor aka-
A

2.3 &bra

pott g [m3/s] mennyiség megmutatja, hogy masodper -
cenként mennyivel tobb folyadéktérfogat Iépett ki az
A feliiletbdl, mint be.

Tekintslink most egy dV térfogatelemet az A fellilet dtal hatarolt V térfogatban. A divv fi-

zikai interpretaciojabol adédéan dq=divv dV az elemi térfogatbdl idéegységben torténd

tobbletkiaraml as értékét adja meg. Képezve az egész térfogatra vonatkozo .[div vdV integ-
\%

ralt, ismét a masodpercenkénti tobbletkiramlas adodik. Ha az azonos mennyiségeket kifeje-

70 integralokat egymassal egyenlové tessziik:

fydé:jdivde (2.4)
\

A

av sebességtérre alkalmazott Gauss-Osztrogr adszkij tételt kapjuk.

A derivalt tenzor mésik (vektor) invariansa a roty rotéacio vektor, amelyet az aldbbi de-

terminans formalis kifejtésével képezhetjik:
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_avz_aVy_
i j ok dy 0z

roty=x v= |0 9 9L | OV OV, | (2.5)
- T T |0x 0dy 0z 0z  0Ox
Vi Yy V| |9y _0vye
ox Oy

A rotv vektor szoros kapcsolatban van az aramlas tér fontos sgjatossagaval, a folyadékré-

szek forgasi szbgsebességével, Q-val:

fov=2a) 2o

Vegylink fel egy egyszeresen 0sszefiiggd A feliiletet, amelyet a G zart gorbe vesz koriil. (G
iranyitasa pozitiv az A felllet felél nézve.) A rotv vektortér A felllet mentén vett integrélja
és a Vv sebességtér A feliiletet koriilvevd G gorbe menti integralja, a I cirkulécié kozotti

kapcsolatot a

F:jgyd§=JrotydA_ (2.7)
G A

Stokes-tétel teremti meg.

A vektorterek, igy a sebessegtér leiraséhoz — mint 1attuk — dtaldban harom négyvatozos
fiiggvényre van sziikség. Lényeges egyszerlsitést jelentene, ha a vektortér leirasdhoz egy
négyvaltozos fliggvény (skalartér) is elég lenne. A gradiens miivelet segitségével barmely ¢
differencialhatd skalartérb6l elballithatd a v = gradd vektortér. Létezik-e valamennyi vek-
tortér esetén olyan ¢ skalartér (amit potencialnak neveziink), amelybdl az adott vektor-
tér a grady miivelettel leirhat6? Sajnos nem. Tudjuk, hogy csak avektorterek egy része, a

potencialos vektorterek rendelkeznek ezzel a sajdtossaggal.
Matematikai tanulmanyaink soran megismertiik, hogy egyszeresen Osszefliggd tartomany-

ban megadott vektortérre — esetiinkben v sebességtérre — az aldbbi harom allitas ekvivalens:

— | étezik potenciafiggvény

—acirkul&cio barmely zart G gorbére I = §yd§ =0
G

—avektortér rvénymentes azaz rotv = 0 (Id. (2.7) Stokes-tétel).

El6z6ekbdl adododan potencialos sebességtér esetén a folyadékrészek nem forognak.
Eréterek

Hasonlokeppen, vektorterek irjak le a g erdtereket, amelyek vektorai, a térersség-

vektorok az egységnyi tomegre hato eré nagysagat, iranyat és iranyitasat mutatjak. A
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térer6sség mértékegysége a fentiek alapjan [g] =N/kg =m/s’. Kérdés hogy a Fold ne-
hézségi erétere, amelynek abszolut értéke szélességi koriinkon kb. 9.81 N/kg (azaz 1 kg

tomegre 9.81 N stlyerd hat), potencialos-e? Hat&rozzuk meg a § gds vonaintegrat tetszo-
G

leges zart G gorbe mentén. Az integrdl egy zart gérbe mentén mozgd egységnyi témegen a
nehézségi erdtér altal kifejtett munka nagysagat hatarozza meg, ami nyilvanvaléan zérus.

Tehat a Fold nehézségi erdtere, mint tobb mas erdtér, potencialos.

Jeloljik U [m/g]-val az erdtér potencialjat, és allapodjunk meg, hogy abban az irany-
ban novekedjék, amelyik irinyban az erétér ellenében munkat kell végezni, ha egy

témeget elmozditunk (pl. a Féldon folfelé). E megallapodasbol a térerdsség-vektor g és

az U potencid kozott a

29

kapcsolat kdvetkezik.

A Fold nehézségi erétere felfelé mutato z koordindta mellett g = —g, k aakban irhato,
ahol g,=9.81 N/kg. A nehézségi erétér U, potencialja (ami egységnyi tdmegi test hely-

zeti energiajaval egyenld) ebben az esetben

|Ug =g,z +konst.| (2.9)

alakban irhato. (Ha a z fligg6leges koordinata lefelé mutat, a kifejezés jobb oldalan az el6jel

megvaltozik.)

A tovabbi két, gyakran el6forduld potencialos er6térrel, a tehetetlenségi és centrifugalis
erdtérrel csak akkor kell szamolni, ha egyenes mentén gyorsulé vagy forgo koordina-
tarendszerbél vizsgiljuk a jelenséget. (Nem az szamit tehét, hogy a vizsgdlt folyadék

gyorsul vagy forog-e, hanem a koordinatarendszer allapota, amelybdl a jelenséget vizsgal-
juk.)

Az x koordinata iranyban a=ai gyorsulassal mozg6 koordinatarendszerben hat egy

avval ellentétesiranyu ésazonos nagysagu g, = —ai tehetetlenségi erétér. Ennek a po-

tencialjat a kovetkezo Osszefiiggéssel szamithatjuk:

U, =ax +konst. (2.10)
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Egy w szogsebességgel forgd koordinata-rendszerben a centrifugalis erdtér térerésség

vektora sugér irényu vektor: g, =r w?’. E vektortér potenciéljat az

r’w (2.11)

Osszefliggésirjale.
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3. Kinematika és a folytonossag tétele

3.1. A folyadék mozgés leirasa

A kinematika a folyadékok mozgasaval foglalkozik figyelmen kivil hagyva a folyadékra

hat6 eroket.

A szilard testek mozgasat Ugy irjuk le, hogy atest egy vagy t6bb pontjanak helyét adjuk
meg az id6 fiiggvényében. A folyadékoknal analég modon jérhatunk el. Az egyes folya-
dékrészeket a t=0 pillanathoz tartozé helyzetikke ,jeldljik meg” (amelyet az s,

helyvektor hatiroz meg), és a t id6 fiiggvényében megadjuk a folyadékrészek helyét:
£=£(so,t). (3.2

A folyadékrész sebességét és gyorsulasét az r id6 szerinti elsé és masodik differencialhd-
nyadosa adja meg rogzitett s, mellett:

(7]

[e3)

©
=

X:

|
1

Ea

(7]
—
(9]

Ezt a mbédszert Lagrange leirasi médnak nevezzik. E médszer nehézkesnek mutatkozott,

ezért ritkén hasznaljék.

A tovébbiakban a legelterjedtebb Euler-féle leirasi moédot alkalmazzuk, amely a fo-
lyadékrészek sebességét adja meg a hely (r) és az idé (t) fiiggvényében:

v=y(r,t). (32)

Az dramlasok jelent6s részénél —mint |&tni fogjuk — a sebességvektortér nem fligg az id6t6l
(stacionarius aramlasok). Egyebek mellett tehat azért is egyszeriibb ez a leirasi mod mint az
el6z6, mert stacionarius aramlasoknal, ellentétben a Lagrange leirdsi méddal, a fliggetien

valtozok szama a t eltiinésével eggyel csokken.

3.2. Néhany meghatéar ozas
A kovetkezokben néhany gyakran alkalmazott aramléstani fogalmat hatarozunk meg.

A folyadékrész palyaja egy kiszemelt pontszerii folyadékrész egymast koveto pillana-

tokban elfoglalt helyeit 6sszekoto gorbe.



Az aramvonal olyan gorbe, amelyet egy adott pillanatban a sebességvektor minden
pontjaban érint: vxds =0, ahol ds az aramvonal elemi hosszisagi darabjat jellemzé

vektor. (Az aramvonal egy adott pillanatban a sebességvektorok burkol 6gorbée.)

A nyomvonal a tér egy pontjan egymas utan athaladé folyadékrészeket egy adott pil-
lanatban 6sszekotoé gorbe. (Ilyen nyomvonal pl. a jarmiivek szélcsatorna kisérleteinél 1ét-
rehozott fustcsik, vagy egy kéménybél kilépé fiistzaszld, ha pontszeriinek tekintjiik a ké-

mény kiomlonyilasat.)

Az aramfeliiletet egy kijelolt vonalra illeszkedé aramvonalak alkotjak, amelyeket a
sebességvektorok érintik. Ezért az aramfellleten nincsen &téramlés. Barmely dramlés
ba helyezett felllet, amelyen nincs &aramlas (pl. egy szilard testé), aramfelllet. Az &ram-
cs6 specialis aramfeliilet, amelynél az Aramvonalak egy zart gorbére illeszkednek. (Id.
3.7. abra)

3.3. Stacionarius ésinstacionarius aramlasok

Az aramlasok igen fontos sgjdtossaga id6fliggésiik, azaz, hogy jellemzbik (sebesség, nyo-

mas, sliriség) fliggenek-e az id6tol.

Stacionarius (id64allé) aramlasban a jellemzék (v,p,p, T) nem fiiggenek az id6tél, igy

a sebességteret a
v=y(r)

alaka vektortér irja le, azaz a sebességvektorok az aramlasi tér egyes pontjaiban adott

koordinata-rendszerbél nézve idében nem valtoznak.
Instacionarius Aramlasoknal a sebességtér az id6tdl is fiigg:

v=v(r,t)

Egyes aramlisok attél fiiggéen lehetnek stacionariusak vagy instacionariusak, hogy
milyen koordinata-rendszerbél vizsgaljuk azokat. igy pl. egy tavon egyenletes sebes-
s&ggel haladé csénak koriili aramlas az abszolut rendszerbdl (pl. a partrol) nézve
instacion&rius, hiszen a kordbban nyugvo folyadékrészek a csonak kozeledtére mozgasha
jonnek. Ha viszont az dramlést a csdnakhoz rogzitett koordindtarendszerb6l vizsgaljuk,
akkor e mozg6 koordinédta-rendszer egyes pontjaiban a (csdnakhoz képesti) relativ sebesség
idében nem véltozik, azaz az aramléas stacionarius. Az instacionarius aramlas egyes ese-

tekben staciondriussa tehetd a koordinata-rendszer helyes megvalasztasaval.
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3.1 dbra

A 3.1. dbra egy glicerinnel t61t6tt csében siillyedé gémb koriili aramlast mutat be, amelyet
a folyadékban lebegd, egy keskeny fénysavval oldalrol megvilagitott magnézium reszelék
tesz lathatéva A bal oldali képen a hosszabb expozicids idével mitk6dé fényképezégép
egyiitt mozog a gémbbel, a jobb oldali képen all. (Az aramlésra jellemzd, késobb targyalt
Reynolds-szam kicsi, azaz a kozeg mozgasat foként a sirlodasbol szarmazo erék befolyd

soljak. A gombt6l jobbra lathaté fekete sdv a gdmb arnyéka.)

Az expozici6 alatt elmozdul 6 szemcsék alkotta vonalak irdnya és hossza az dramlasi sebes-
Ség irényédt és nagysagat mutatja. Lathatd, hogy a koordinata-rendszer megvélasztésatol —
azaz attol, hogy a fényképezdgép all-e vagy mozog — jelentGsen fiigg az aramkép és az
aramlas jellege is. Egyiittmozgé koordindta-rendszer esetén (bal oldali kép) az aramlés sta-
cionarius, hiszen egy késébbi iddpontban késziilt kép ugyanilyen lenne. Az all6 koordinata-
rendszerbdl nézve az aramlas instacionarius: a késébb késziilt képen a gdmb és a koriilotte

1évo aramkeép lejjebb latszodna.

Vannak olyan aramlasok, amelyeknél a tér kiilonbdz6 pontjaiban az aramlasi sebesség egy
id6ben allandé kozépérték koriil ingadozik. Ezeket kvézistacionarius aramlésoknak ne-

vezzik.

Belathatd, hogy stacionarius aramlas esetén az aramvonal, a palya és a nyomvonal
egybeesik. Ez az egybeesés ad lehetdséget arra, hogy stacionarius esetben az aramlas |at-

hatova tételével végzett vizsgdatoknal az aramlasba bevezetett flstcsikkal — ami egy
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nyomvonal — vagy az aramlé viz felszinén sz parafadarabrol hosszu expozicids id6vel
készitett képpel — ami a palyat mutatja — a benniinket leginkabb érdekl6 &ramvonalakr ol
kapjunk felvilégositast.

3.2. dbra
A 3.2. dbrén egy vizaramléasba helyezett szarnyprofil koruli dramlést tesznek |athatéva a
szarny el6tti pontokban az aramlasba vezetett festékcsikok, amelyek az elézéek alapjan
nyomvonalak. Tekintettel azonban arra, hogy az aramléas stacionarius, a nyomvonalak egy-

beesnek az &ramvonalakkal ésapayaval is.

Lehetnek olyan instacionérius &ramlésok, ahol az &ramvonal, a palya és a nyomvonal
egybeesik (ha a sebességvektorok irdnya idében nem valtozik pl. egyenes cs6ben gyorsuld

aramlas esetén), de e vonalak instacionarius aramlasban altalaban kilénbézéek.

3.4. A potencidlos 6rvény

Eddigiekben megszerzett tudasunkat alkalmazzuk egy specidlis &ramlési formara, amelynek
jellemzoi: allando stirtiségli (6sszenyomhatatlan) kdzeg, stacionarius sikaramlas, koncent-

rikus kor alaka &ramvonalak (3.3. &ora).

Sikaramlésnak nevezziik azokat az &ramlaso-
kat, amelyeknél van olyan sik, amelyre mer 6-
leges sebességkomponens értéke zérus, és
amely sikkal parhuzamos valamennyi sikban

az aramkép azonos. Legyen ez a sik az (X, y)
sik. Ez esetben akkor beszélhetiink sikaram-

l&srdl, ha

3.3. dora
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ov, _Ovy _ (3.3)
0z 0z

v, =0 ¢&s

Mivel koncentrikus korok az aramvonaak (ill. koncentrikus hengerek az azok altal akotott
aramfeliiletek), azaz a kozottik 1évo aramlasi keresztmetszet a keriilet mentén allando és
p =all., a folytonossag késobb targyalt (3.29) dsszefliggésébdl adodik, hogy adott r sugart
koron az aramlési sebesség abszol it értéke |v| = v =dlandé . Tehét a sebesség abszol it ér-

téke csak a sugér (r) fuggvénye és nem fligg a9 keriileti szogt6l: v =v(r).

Vegylink ol egy r sugaron 1év6, elemi dr vastagséggal és dd (3.3. dbra) kdzépponti sz6g-
gel jellemzett dA elemi fellletet, amelyre irjuk fel a Stokes-tételt (2.7)! A cirkulacié szami-
tasénal a feliiletelemet koriilvevé G gorbét ugy jarjuk koriil, hogy a teriilet a bal keziink felé

essen (pozitiv kordljarasi irény):

§zd§=jzd§+jyd§ +:4fzd§ +jzd§ : (34)
G 1 2 3 4

=0 =0

A bal oldal masodik és negyedik integralja zérus értéki, hiszen vlds. Az els6 integral ese-
tén v és ds vektor a=0°-t zar be, a harmadik integralna pedig 180°-ot. Ezért az aldbbi irha-

to:

§Xd§=(r +dr)dd v(r+dr) -rd9 v(r).

Figyelembe véve, hogy v(r +dr)=v(r) +% dr, behelyettesités és a miveletek elvégzése
r

utan a

§yd§:rd8£dr +drd9 v(r)+drdd gdr (3.5)
5 dr dr

Osszefiiggést kapjuk, amelynek jobb oldali harmadik tagja harmadrendiien kicsiny, ezért a

masik kettd tag mellett elhanyagolhato.

A Stokes-tétel (2.7) jobb oldalan szerepld integral esetiinkben igy irhato:

J.rotydé=(roty)z rdd dr. (3.6)
dA
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Itt jegyezzilk meg, hogy ha a (2.5) determinanst a sikaramlésra tett (3.3) kikdtések mellett
fejtjuk ki, az adédik, hogy sikaramlasban arotv vektornak csak az aramlas sikjara me-
réleges (z iranyu) komponense kiilonb6zhet zérustol:
ov
(rotv) =_y_0V_X . (3.7
z  0x Oy

(Ugyanezt az eredményt kapjuk, ha meggondoljuk, hogy egy sikaramlasban milyen tengely
koril foroghatnak a folyadékrészek.)

A (3.5) és(3.6) Osszefliggéseket egyenldvé téve és r [dld [dr -rel elosztva minkét oldalt ado-
dik:

(roty), =+ (38)

A (3.8) dsszefliggés természetesen csak alevezetés elején felsorolt feltételek fenndllasa ese-

tén érvényes.

A (3.8) Osszefliggés aapjdn mar meghatarozhatd, hogy milyen v = v(r) sebességmegosz-
|&s esetén Orvénymentes (rotv = 0) az aramlés. Ez esetben ugyanis létezik sebességi po-

tencidl. Ezt az &ramlast potencialos 6rvénynek nevezzik.

Tegyiik egyenlové a (3.8) Osszefiiggés jobb oldalat zérussal, és oldjuk meg a differen-
cidlegyenletet!

dv _ dr _K
T__T O In¥ - Int# InKonst.d V—T. (3.9)

A fenti keretezett Osszefliggésnek megfeleld sebességmegoszlasok esetén az aramlas orvé-
nyessége a tengely kivételével mindeniitt zérus, ami a (2.6) Osszefliggés miatt azt is jelenti,
hogy a folyadékrészek a potencidlos orvény tengelyének kivételével nem forognak. (Ha ki-
engedjiik a vizet a kadbol, a késébb targyalandod Coriolis-erdtér kdvetkeztében a lefolyd ko-
rill egy orvény alakul ki. Ha egy kis darab papirt az 6rvény ,,tengelyét6l” tavolabb az aram-
16 viz felszinére dobunk, lathatjuk, hogy mikozben alefolydt megkertili a papirdarab, nem,
vagy csak kissé fordul el tengelye koriil. Ez az &ramlés tehdt hasonl6 az imént meghataro-

zott potencidlos rvényhez.)
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Vegylnk fel a kdzéppont korl egy r sugart kort és szamitsuk ki rajta a (2.7) dsszefliggés-
ben definidlt I cirkulacidt, azaz a sebesség vonalintegrdjét! Mivel a B kor (1d.3.3. &bra)

dramvond, rajta v|| ds:
K
rzﬂﬁydgzzrnvzzrn—:z TK #0. (3.10)
r
B

Ha a zart gorbe tartalmazza a kzéppontot, akkor I' = 2 TK , egyébként ' = 0.

Milyen lehet a potencialos orvény ¢ [m2/s] sebességi potencidja? Miutén v =grad ¢, a
¢ =all. szintfelilleteknek (amelyre a koncentrikus kor alaki aramvonalakat érintd sebes-

ségvektorok merdlegesek) sugar iranyu, az x,y sikra merdleges sikoknak kell lenniiik. Le-

gyen ¢ = K9 . Szamitsuk ki a sebességi potencidl gradiensét!

o, L% L0 K

+—e +——¢

= dp = = ,
vEgradg =re, +ore, boses S

(3.11)

tehat visszakaptuk a potencidl os 6rvény sebessegmegoszl asét.

Merev test-szeriien forgé folyadék esetén az aramvonalak ugyancsak koncentrikus korok,
a sebességmegoszlast pedig a vV = w i dsszefliggésirjale. A (3.8) dsszefliggést alkalmazva
(rotv) =20 adodik, ami (Id. (26) Osszefliggés) vérakozésainknak megfelelden

szolgdltatja a folyadékrészek forgasi szogsebessegét: Q = w.

3.5. Kisfolyadékrész mozgasa

A 34. dbrén lahaiok a pédaképpen felvett

v =4yi vektortérrel leirhatd dramlés &ramvona-

% lai és a sebességmegoszlés. Hogyan mozog a fo-

lyadékban gondolatban elhatarolt elemi méretii

[q—
% folyadékhasab? Ehhez nyilvanvaléan tudnunk
r+dr

- — kell, hogy ahaséb cslicsai hogyan mozdulnak e a

1<

Z X/ kézépponthoz képest, azaz ha ismerjik v(r)-et,
hogyan hatérozzuk meg v(r +dr) értékét. Erre a
3.4. dora ] ]
2.2. fejezetben |1&thato moédon a D derivalt tenzor
haszndhat6 (Id. 2.2. dbra és (2.3) dsszefliggés):
v(r+dr) Oyv(chk Ddr. (312)
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irjuk fel D derivat tenzor matrixat az x,y,z koordinata -rendszerben:

[ov, odv, oav, |
ox Oy 0z
D= ov, Ov, Ov, (313)
= ox Oy 0z
ov, O0v, O0v,
| 0x dy 0z |
Végezzik €l az aldbbi talakitast!
1 * 1 *
p=>(p+p’)+>(n-D’). (3.14)
ahol Q* a transzponalt (matrixaban f6atlora tiikkr6zott) derivalt tenzor.
frjuk fel a jobb oldal els6 (szimmetrikus) tagjat, és jeldjiik Ag-sel:
i 5 OVx vy , vy dv, LV, ]
ox dy O0x 0z OX
. ov ov ov
:£(D+D ):l y+aVX 2 y y+aVZ . (315)
=s 2= = 2| ox oy ay 0z oy
v, OV, OV, +0Vy 2,
| OX 0z dy 0z 0z |
A (3.14) osszefliggés jobb oldalanak masodik tagjat jeloljik A -val.
I 0 ov, Ovy dv, av, ]
oy O0x 0z OX
. ov ov
A —E(D—D )_1 Ny _ 0V« 0 Ny v, (3.16)
=Q 2'= = 2| ox oy 0z oy
ov, dv, dv, Ov, 0
| OX 0z dy 0z |

Lathatd, hogy a (3.16) tenzor métrixanak elemel arotv vektor komponensei (Id. (2.5) 6ssze-

flggés):

~(roty)
0
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Ha elvegezzik az A odr miiveletet,

A dr =lr0tv xdr (3.17)

vektorszorzat adodik. Tekintettel arra, hogy a sebességtér drvényessege és a folyadékrészek
forgas szogsebessége Q kozott szoros kapesolat van (Id. (2.6) Gsszefliggés), a (3.17) 6sz-
szefliggés az a dbbi modon irhato fel:

o dr=2xdr (3.18)
Alkalmazzuk a (3.15), (3.16) tenzorokat a 3.4. dbran |&that6 aramlasra (ami sikéramlés, igy

a (3.3) feltételek kovetkeztében a derivalt tenzornak csak négy zérustol kiilonb6z6 eleme

lehet):

(dv) (dv.)
dv), =Dd ] Yo/2
P, 1( V>;7 ?’1 (d 3)2 ’/I 7 (d\/Q%
dy dr ! IQﬁ> \I
@2 / ) '
! = ~ I
5 [ax M (v, (G¥sh (G T2 (dvy),
3.5. dora

Alkalmazzuk az A . ésaz A, tenzorokat a négyzet keresztmetszetli folyadékhasab tenge-
lyét aP,, P,, P, és P, élekkel 8sszekoté elemi (dr), =dxi+dyj, (dr), =-dxi+dy j stb.
vektorokra (Id. 3.5. dbra). Eredményiil a (dXs )1,27374, (dxQ )1’2’3’4 elemi sebesség megvadl-

tozas vektorokat kapjuk, amelyek megmutatjak, hogy a hasab éleinek sebessége mennyire
tér el a tengelyének sebességétdl. Pl. a P, jelii ¢l és a hasab kdzéppontjanak sebessége ko-

z0ttaz A €s A  tenzorok alkalmazasaval az alabbi kil onbségek adddnak:
_[0 2][dx]_|2dy
(dYs)l‘[z 0}[dy]_[2dx}

(dYQ )1 = [—02 (2)][3;} - [—22(13;}
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A sebesség megvatozas vektorokat dbrazolvalatjuk (3.5. abra), hogy a (d ys) vektorok ha-

tasara a hasab alakja megvaltozik, eltorzul, ugyanakkor a (d Vo ) vektorok a hasabot forgat-
jék.

Az el6zoekben meghatarozott 0sszefiiggéseket felhasznalva irhato:

v(r+dr)=v(r) +A dr+A dr. (3.19)

A (3.19) 6sszefliggés a 3.5. bra alapjan az kovetkez6képp interpretalhato:
az &ramlési térben afolyadékrész

— kozéppontjanak pillanatnyi sebességvektoréval parhuzamosan eilmozdul (transz-

14cio): v(r)
— alakjéat és méretét valtoztatja (szogdefor macio6 és tagulas): és dr
— merev test-szeriien elfordul (rotacio): A a dr

A folyadékrész mozgésaban jatszott szerepe miatt és tenzort alakvaltozas sebesség

tenzornak, A ot pedig Orvénytenzor nak nevezzik.

Haa D derivalt tenzor szimmetrikus, akkor A = %(2 —Q*) =0, azaz roty =0 (afolya
dékrészek nem forognak). Ebben az esetben |étezik a v sebességtér ¢ potencidja (Id. 2.2.
fejezet), amellyel v = grad ¢. Ha az aramlé kozeg siiriisége p=allando, a késébbiekben tar-

gydt folytonossag tételének (3.25) Osszefliggése értelmében divv =0 (azaz a derivalt

divgradd = A =0, azaz

2 2 2
0 ¢+6 ¢+6 ¢ —0
ox*> oy? 9z°

(3.20)

Laplace differencialegyenlet irja le a sebességi potencialt. A szamos jelenség (hdvezetés,
szivargés sth.) leiraséra hasznalt egyenletet a peremfeltételek ismeretében megoldva meg-
hatérozhat6 a ¢ sebességi potencid, abbdl pedig a sebességtér.
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3.6. A folytonossag (kontinuitas) tétele

Lehet-e tetszbleges a folyadékrészek mozgasa? Megvalosithato-e a természetben bérmilyen
v =v(r,t) sebességtér? Nyilvanvaléan nem: a folyadékrészek mozgéasanak eleget kell ten-
nie az anyagmegmaradas térvényének, amelyet az aramlastanban a folytonossag vagy kon-

tinuitas tételének neveziink. E tétel azt a fontos tapasztalatot fegezi ki, hogy tdmeg nem

keletkezhet és nem tiinhet el.

Tekintstk a 3.6. &bran lathatd, az aramlé kbdzegben 1é-
v0, a térben rogzitett zart A fellletet, amelyen a kdzeg
aaramlik. irjuk fel, hogy masodpercenként mennyivel
tobb tomeg dramlik ki a fellileten, mint be (Id. 2.2. fe-
jezet divergencidval foglalkozdé része):

3.6. dbra Am =£ pvdA [ke/s] (3.21)

Nyilvanval 6, hogy a témeg tobbletkidramlas csak atérfogatban 1év6 tomeg rovasara, azaz a
stiriiség csokkenése mellett mehet végbe. Az A felllet atal hatérolt V térfogatban 1év6 to-

meg mésodpercenkeénti valtozasat a

op
{ 5V [kets] (322)

integrdl adja meg.

Miutan a dA fellleti normalis kifelé mutat, a (3.21) integrdl pozitiv értéke esetén — fogy a
tdmeg a V térfogatban — a (3.22) integrdlnak negativnak kell lenni, tehdt a (3.21) és (3.22)
integrél Osszege zérus. A (3.21) integrélt a Gauss-Osztrogradszkij-tétel (2.4) akalmazasa
val dakitsuk &t térfogati integralla és a fentiek figyelembevételével tegylk egyenlvé a
(3.22) integrdl ellentettjével:

—j@ av :jpydé ZIdiv(py)dV. (3.23)
J ot J )

A (3.23) egyenlet keretezett része a folytonossagi tétdl integral alakja.A bal oldalra hozva
ajobb oldali masodik integrélt és figyelembe véve, hogy ugyanarraaV térfogatra végezzik
€l az integrd &st, irhato:

j{% +div(p\_f)}dv =0. (3.24)
Y
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A fenti integral csak akkor lehet zérus tetszoleges V integraldsi tartomany esetén, ha az

integrandusz zérus. llymoédon megkaptuk a folytonossag tételét differencidlis alakban:

%+div(py) =0). (3.25)

Alkalmazzuk a folytonossag tételét a 3.7. &b-
ran lathat6 aramcsére. Legyen az aramlas sta-
cionérius. Célszerlien a folytonossag tétele
(3.23) Osszefliggésben megadott integral alak-
j& haszndjuk. Miutan feltevésiink szerint
op/at =0, a(3.23) dsszefliggés bal oldala z&

rus, ezért:

3.7. dbra

== (3.26)

ahol az A az aramcsé palastjabol (A ) valamint A, €s A, be- ¢és kilépé keresztmetszetbdl

all. Miutdn az aramcs® palastja aramfeliilet, amelyen nincs atédramlés (v O dA), ezért a
(3.26) Osszefliggés az alabbi modon irhato:

[pvda+ [pvda=0. (3.27)
A, A,
Tekintettel arra, hogy vdA =|v||dA|cosa, ahol o a két vektor dtal bezart sz6g, (3.27)
Osszefliggéssel adadik:
Jp|y||dé|cos0(+ Jp|y||dé|cos(x =0 (3.28)
A, A,
Tetelezzik fel, hogy a be- és kilépd keresztmetszetben a sebesség merdleges az A, €s A,
fellletre, azaz coso a belépésnél —1, a kilepésnél 1, tovabba azt, hogy az A keresztmet-

szetben a siriiség allando: p,, ugyanigy az A, keresztmetszetben p,. llyen feltételek mel-

lett a (3.28) Osszefliggés a

o, ViA =p,V, A (3.29)

alakra hozhato, ahol v, és v, az &tlagsebesség az A, és A, keresztmetszetben. A (3.29)
Osszefliggés azt fejezi ki, hogy stacionarius dramlés esetén a q.,[kg/s] tomegéram az
aramcsé barmely keresztmetszetében azonos. Léthatd, hogy e gyakran haszndlt Osszefiiggés
haszndlatdhoz milyen sok feltételnek kell teljestinie.
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Aramcsovet alkotnak a miiszaki gyakorlatban alkalmazott csovek, hiszen belsé feliiletiikon
nincsen folyadék atlépés. Ha egy kor keresztmetszeti cso 1 keresztmetszetében az atlagse-

besség v,, és a cs6 atmérGje D,-r6l D, -re valtozik, a (3.29) osszefiiggésbol adéddan a Vv,

atlagsebesség a

2
7 7. =7 piD,
= | 2
! p2D2

| oD dl:il: <>\ R
| i " ) ssszefiiggéssel szamolhato ki

Ha a sebesség a keresztmetszetben valto-

(3.30)

zik, akkor atérfogataramot (és abbdl a v

\/m0><

atlagsebességet) a sebességmegoszlas
keresztmetszeten torténd integralasaval

lehet meghatérozni. Tekintsik a 3.8. &b-

3.8. dra

rét, ahol egy D atmérdéjii, kOr keresztmetszetii cs6 lathatd, amelyben a sebességmegoszlast
egy n-ed foku forgasi paraboloid irjale (av,,, ésav(r) kilonbsége az r sugar n-edik hat-

vanyaval aranyos):
v(r)= Vmax[l—(r/R)n]. (3.31)

Hogyan |ehetne kiszamitani a vV &tlagsebességet? irhato:

4q,
D’m

V=

[m/s], (332
ahol g, [m3 /S] a térfogataram (a cs6keresztmetszeten egységnyi id6 alatt ataramlo folya-
déktérfogat). A térfogataramot a 3.8. abran lathat6 kor keresztmetszetil cs6 esetén az alabbi

maodon irhatjuk fel:

R
0 :J.Zrnvmax[l—(r/R)n]dr‘ (3.33)
0

Az integrélast elvégezve q, = R’mv, . —— adodik, azaza v=——v (3.34)
n+2 n+2

max max

M asodfoku paraboloid (n = 2) esetén az étlagsebesség a maximalis sebesség fele.
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3.7. Jellemzok lokalis és konvektiv megvaltozasa

A folytonossag kifejezésének masodik tagja a szorzat derivdas szabdlyai szerint fel-

bonthat6:

%’fzgradp’fpdiV(P\_f) =0 (3.35)

Ertelmezziik a (3.35) Osszefiiggés elsd két tagjat!
Tekintsik a 3.9. abrét, ahol egy dV térfogatl elemi
folyadékrész |athat6. A folyadékrész v dramlasi sebesség-
gel mozog. Jellemezze a P pontban az aramlasi sebesseget

a v vektor, a stirliség hely szerinti valtozasat pedig a 2.1.

fejezetnek megfeleléen a gradp vektor.

Legyen instaciondrius az aramlés, tehat dp/ ot # 0. Vizsgajuk meg, hogy dt id6 elteltével

mennyit valtozik az eliszo6 elemi folyadékrész stirlisége.

A dp stirliségvaltozas két okra vezethetd vissza:

al mivel a slirliség az id6t6l fugg (0p/ot#0), a slrliség a P pontban dt id6 alatt

Jp

Edt értékkel valtozik;

dp, =

b/ az elemi folyadékrész az aramlo kozeggel egyiitt dt id6 alatt ds= v dt utat tesz meg és
egy olyan P’ helyre jut, ahol a siiriiség dp, = gradpds =gradpvdt értékkel tér el aP

pontban 1év6tol (1d. 2.1.fejezet).

Az a/ alatti stirliségvaltozasra akkor is sor keriilne, ha a kzeg nem aramlana, azaz a dV tér-

fogat a helyén maradna. Ezért a dp,-et a striiség lokdlis megvaltozadsanak nevezzik,

amelynek csak akkor van szerepe, ha a siiriség id6ben valtozik (azaz, ha az aramlas

instacionarius).

A b/ alatti siiriiségvaltozas oka az elemi térfogat elmozdulasa, elaramlasa egy olyan helyre,

ahol a siirliség eltérd, ezért a dp, -t a stirliség konvektiv megvaltozasanak nevezzik.

A folyadékrész stirliségének dt id6tartam alatti teljes megvaltozasa tehat:

dp=dp, +dp, =%dt +v gradpdt, (3.36)
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amibol:

dp _dp
— =+ dp. 3.3
at at v gra p ( 7)

A 3.35 egyenlet bal oldalanak elsé két tagja tehat a dp/dt -t, a folyadékrész strliségének

idd szerinti teljes megvaltozasat fejezi ki.

A fizikai jellemzOk lokalis és konvektiv megvdtozasa az aramlastan fontos gondolata, ami

tobbszor el6 fog keriilni a tovabbiakban.
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4. Euler-egyenlet, Bernoulli-egyenlet,

orvenyteételek

4.1. A folyadékrészek gyorsulasa

A folyadékrészek mozgasat az azokra hato erfkkel Osszefiiggésben a kinetika térgyalja.
Miutan Newton II. axiémaja szerint a folyadékrészekre hatéd erékkel gyorsulasuk van kap-

csolatban, e fg ezetben a folyadékrészek gyorsuldsanak leirasaval foglalkozunk.

A folyadékrész gyorsulasat kifejezé Gsszefiiggést felirhatjuk a 3.7. fejezetben tanult felbon-
tas felhasznalasaval (I1d. (3.37) Osszefiiggés). Egy skalartérrel leirhato jellemzo (ott a strti-
ség, itt az aramlasi sebesség v, ,v

y vagy v, komponense) egységnyi idore vonatkozo

megvaltozasit a lokdlis és a konvektiv megvaltozés dsszegeként az aldbbi médon irhatjuk
fel:

dv,
dt

Ovy tvgradv (4.9
.
at _g X.

A (4.1) osszefiiggés a folyadékrész x iranyu sebességkomponensének egységnyi idore
juté megvéltozasat, azaz x irdnyd gyorsulésat feezi ki. Az dsszefliggés jobb oldalanak

elsd tagja a lokalis gyor sulas, amasodik a konvektiv gyor sulas.

Hasonl 6 Osszefligges irhaté fel v, és v, sebessegkomponensekre is. Elvégezve a (4.1) Ossze-
fliggés jobb oldalan a két vektor skal&r szorzésat, a folyadékrészek gyorsuldsanak x,y és z
komponensét az aldbbi madon irhatjuk fel:

ov ov ov ov

dVX — X +VX X +V X +VZ X
dt ot ox 7 dy 0z

dvy _ avy y avy . 0vy . avy 42)

dt ot * ox Y oy “ 0z

dv, O0v, ov, ov, ov,
= +v +v +v
dt ot *oox Y oy “ 0z

Felismerjik, hogy a gyorsulasvektor (4.2) Osszefliggésben megadott alakjaa

dv

t

Q|
2|2

+2\_/ (4.3

kifejezéssel ekvivalens.



Hatdrozzuk meg a dv/dt folyadékrész gyorsulast egy més meggondoldssal is. A v
sebességvektortér az r hely és t idd fiiggvénye, teljes differencialjat tehat a

dv= %dt +% dr Osszefluiggés adja meg. Vonatkoztassuk a folyadékrész sebességének
r

megvaltozasat egységnyi idore, azaz osszuk el a kifejezést dt-vel:

dv o0v odvdr
__:__+__ —

t ot or dt - (44)

A (4.4) kifgjezés jobb oldalanak masodik tagja fejezi ki a folyadékrész sebességének
konvektiv (elaramlas miatti) megvaltozasat. Az e tagban szerepld dr/dt tényez6 v sebesség-
gel egyenld, mert azt az utat kell, hogy megadja, amelyet a folyadékrész egységnyi id6 alatt
tesz meg (mivel a dv/dt is az €llszo folyadékrész sebességének id6 szerinti megvaltozasat
fejezi ki). Miutén dv/dr = D.e meggondolasis a (4.3) Osszefliggésre vezetett.

ov o sl
A folyadékrész gyorsulasa tehat két részbél all, a a—; lokalis gyorsulasbdl és a Dv

konvektiv gyorsulashdl.

A lokélis gyorsulas akkor kiilonbdzhet zérustél, ha a sebességtér a t id6tdl is fiigg, az-
az az aramlas instacionérius. A konvektiv gyorsulas nincs kapcsolatban az dramlés ids-
fliggésével, értéke staciondrius és instacionarius &ramlas esetén egyarant |lehet zérustol elté-
ré. Konvektiv gyorsulés akkor létezik, ha a folyadéktér sebességének nagysaga ésvagy

iranya a folyadékrész mozgasanak iranyaban (azaz az aramlas ir anyaban) valtozik.

Hogyan lehetne a konvektiv gyorsulast maskent kifejezni? Bontsuk fel a D derivalttenzort
az aldbbi moédon:

tehét a konvektiv gyorsulés:
8y =Dy=D"v+(D-D)v (5)

Tekintsiik a (4.5) kifejezés jobb oldalanak els6 tagjat!

-6VX vy, dv, ] I ov, N ov, . ov, |
v v v
ox 0Ox Ox * ox Y ox “ 0x
D'y = v, Ovy v, || Vx _ 6VX+ ov, N ov, | _
V= v, [=|v v v =
=" oy oy oy |)] Yoy oy oy
v, Ovy v, |- ° ov, N ov, N ov,
v v v
| 0z 0z 9z | | Y ez Y oz 7 0z |

(4.6)
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0 V2 +V2 +V2
X y z

o0x 2

0 Vi +V§ +Vi v?
= —| ————— | |=grad—

dy 2 2 .

o[ vi+vi+v?
X y z

0z 2

A (2—2*)d£ kifejezésrdl korabban megallapitottuk (Id. (3.16) és (3.17) Osszefiiggése-

ket), hogy az rot v x dr -rel egyenld. Hasonloan:
(2—2*)y=roty XV = =V Xrotv (4.7

(A 4.7 bsszefliggés jobb oldalan a félreértések elkeriilése végett cseréltiik meg a vektorok

sorrendjét megvaltoztatva a szorzat eldjelét.)

Végul eredmeényként azt kapjuk, hogy afolyadékrész gyorsul ésa:

2
g:ﬂﬂgradv——v Xrot v (4.8)
t ot 2 - |-

4.2. Az Euler-egyenlet

Amint azt az el6z6 fejezetben megallapitottuk, a folyadékrészek mozgasanak leirasanal
Newton |I. axiomga akamazhatd, amely a folyadékrészekre haté eré és mozgas-
mennyiségiik idé szerinti megvaltozasa kozott teremt kapcsolatot. Hanyagoljuk el a

kozeg sirlodéasanak hatésait, tekintsiik a kdzeget sirldddsmentesnek!

A folyadékrészekre éltaldban kétfajta eré hat: a tomegre hato téreré (pl. a sulyerd) és
a folyadékrész feliilletén hato feliileti er6. Ha a kozeg surlodasmentes, a feliileti erének
nincsen fellilettel parhuzamos komponense (a cslsztatéfesziiltség zérus), csak a fellletre

merdleges, nyomasbol szarmazo erd hat.

ptdo Tekintsik a4.1. &orét! Az dorén a grad p nyomasgradiens

vektort tiintettiik fel és egy dA alapteriileti, |d§| magass&
gu hengert, amelynek tengelye parhuzamos a gradp vek-
torra. Vizsgaljuk meg, hogy milyen nagysagu, nyomashbdl
sz&rmazé erd hat a hengerre. Miutan a henger fed6lapjan a

nyomés p+dp, az alaplapon p, a hengerre hatd, nyomashdl

4.1. dbra
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szérmazo6 dF | eréta

dF, =-dAdp

ds
2 (4.9)
5|

[ds]
vektor fejezi ki, amely ellentétes iranyitasi a ds vektorral.

Tekintve, hogy dp = gradpds valamint gradp és ds megegyez6 iranyt és iranyitasy, tehét
dp = |gradp||d§|, a (4.9) osszefliggés a p stiriiséggel vald szorzas és osztas utan az alabbi

maodon irhaté:

-1 s
dF, = p|gradp|p|d§| dA|d§| _ (4.10)

Miutdn p|ds|dA = dm, az elemi folyadékrész témege és esetiinkben a |gradp||j—§| = gradp,
S
a(4.10) osszefiggés mindkét oldaldnak dm-mel torténé osztasa utan az egysegnyi témegre

hatd, nyomasbol szarmazé erét kapjuk:

€ 1 d 4.11
am . pEradp (4.12)

A folyadékrész egységnyi tomegére hato erdt az erétér g térerdésség vektoraval fejez-

hetj Uk ki:

dF
¢ (4.12)

1
10Q

Newton 1. axiomgja értelmében adott (esetiinkben egységnyi) tdmegre hatd erékkel egye-
zik meg atdmeg és a dv/dt gyorsulas szorzata:

|o.
I<

= g —%gradp (4.13)

o

t

A (4.13) tsszefliggést Euler -egyenletnek nevezzik, amely a val 6sagos kdzegben dltaldban
fellép6 strlédas el hanyagolasa esetén érvényes.

Az Euler-egyenlet tehat egy mozgasegyenlet, amely a sirlédas elhanyagolasa esetén

osszefiiggést teremt a folyadékrész gyorsulasa és a folyadékrészre haté erék kozott.

A (4.8) tsszefuiggés figyelembevételével kifejtve a (4.13) dsszefiiggés bal oldalét az Euler-
egyenlet gyakran alkalmazott vektoridlis alakjat kapjuk:
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p] 2
X, gradv— —vXrotv =g 1 gradp (4.14)
ot 2 = p .

Ha a siirliség a nyomas fiiggvénye: p = p(p), a (4.14) egyenlet jobb oldaldnak utolso tagja
az aldbbi médon irhato:
1 f dp
———gradp = —grad | — (4.15)
p(p) pj p(p) -
(A lancszabaly szerint eljarva ugyanis a valtozo fels6 hatara integralt kell eldszor a felsé

hatar szerint differencidni —ami az 1/p primitiv flggvényt eredményezi.Ezt kell szorozni a

Véltoz6 felsd hatar hely szerinti differencialhanyadosaval, gradp-vel.)

A (4.2) osszefliggeés figyelembevétel ével felirhat6 az Euler egyenlet x,y és z iranyd kompo-

nens egyenl et formgj aban:

ov, ov, ov, ov, 1 dp

+v, +v +v, =g ——
ot ox 7 oy 0z p Ox
ov ov ov ov

Ly —L 4y Ly, — =g 1% (4.16)

ot 0x Y oy 0z Y poy
ov, ov, ov, ov, 1 dp

+v, +v +v, =g, ——
ot ox ¥ oy 0z p 0z

A (4.16) 6sszefiiggésbdl jol lathato az adott koordinata irdnya sebességkomponens 1d6 sze-

rinti megvaltozasa (az adott iranyu gyorsulas) és az adott koordinata iranya erék kozotti

kapcsolat.

Hatarozzuk meg az Euler-egyenletet mas médon! Tekintslk a
4.2. &brat, ahol egy gondolatban elhatérolt (mondjuk kékre
festett), a folyadékkal egyltt Usz6 V térfogatl folyadékrész
l&thatd. A folyadékrész A felllete u.n. folyékony felllet, hi-
szen a folyadékkal egyitt mozog, rajta nincs &éramlas. A V
térfogat alakjat és nagysagat is vatoztathatja (hiszen a kdzeg

stirlisége odébbuszas kozben valtozhat), de a térfogatban 1évo

M tomeg nem véltozik. {rjuk fel a térfogatban 1év6 témeg
mozgasmennyiségének egységnyi idére juté megvaltozédsat, ami egyenlé a folyadék-
részre haté erdok osszegével.

Ezek az erdk:
— atomegre hatd, erotérbdl szarmazo ero,

— a feliileten hato erd, amely a surlodasmentesség miatt a feliiletre merdleges, nyomasbol

szarmazd erdre korl &tozodik.
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%jpydv:jpgdv—jpdé_ (4.17)
\ \ A

A jobb oldal elsé tagja a térer6bdl szarmazo, tomegre hatd erét, a masodik tag a feliileten
hat6, nyomasbdl szarmazo erét fejezi ki. (Ez utdbbi eldjele azért negativ, mert a dA felllet-

elem vektor kifelé mutat, igy negativ eldjel esetén adodik a folyadékrészre hato erd.)

Alakitsuk at a (4.17) dsszefiiggés bal oldalan 1évé tagot. Vegyiik figyelembe, hogy az in-
tegralas és differencialas sorrendje felcserélhet6. Ez itt azt jelenti, hogy ugyanazt az ered-
ményt kapjuk, ha az egész folyadékrész mozgasmennyiségének id6beni valtozasat vizsgal-
juk, mint abban az esetben, ha az egyes elemi folyadékrészek mozgésmennyisegének meg-
véltozésat Osszegezzilk. Figyelembe kell tovébba venni azt is, hogy amig a V integrélés
tartomany ill. a dV elemi térfogat a slirliség valtozasa miatt idében valtozhat, addig az M

folyadéktomeg ill. annak dm = pdV tomegeleme idében nem valtozik. Fentiek figyelembe

vételével az alabbi atalakitasok végezhetdk el:

jypv j [ pdv]:j——pdv +j %pdV . (4.18)
\Y

y 0 =0

A fenti atalakitas azt jelenti, hogy az idében valtozo térfogatban 1év6 tdmeg mozgasmeny-
nyiségének valtozasat idében valtozatlan elemi tomegek és gyorsulasuk szorzataként haté-
rozzuk meg, azaz a jobb oldal els6 integraljaban 1év6 dv/dt a folyadékrész gyorsulésa,

amelyet az ¢l6z06 fejezetben targyaltunk (I1d. (4.3) és (4.4) osszefliggések).

Térjink vissza a (4.17) Osszefliggéshez, amely jobb oldalanak masodik tagjat szeretnénk
térfogati integralla alakitani. Vegyiink fel egy tetszéleges b=konstans vektorteret és szoroz-
zuk meg e vektortérrel a p nyomést. Ezzel az integrandusz vektortérré valik, amelyre al-
kalmazhat6 a Gauss-Osztrogradszkij-tétel:

[bpdA = [div(bp)dV = [(pdivb +bgradp)dV (4.19)
) .

Tekintettel arra, hogy b =all., divb =0 és b az integraljel elé kivihetd:

b[pdA=b]gradp dv (4.20)

Tekintettel arra, hogy b tetszéleges iranyt vektor, a két integral egyenlé egymassal.

Fentiek figyelembevétel ével irhato:

(4.21)
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J%pdV = jgpdV—jgradpdV_
v v v

Valamennyi tagot bal oldalra hozva és figyelembe véve, hogy az integrdlas tartomany

megegyezik, ezért kozos integraljel ala vihetok:
dv -
I S +gradp |[dV =0 (4.22)
/ .
Az integral értéke tetsz6leges V-nél zérus, ami csak akkor lehet, ha az integandusz zérus.
Atrendezés és az egyenlet p-val val 6 osztésa utén a (4.13) 6sszefiiggés adodik:

dv 1
—==g-—gradp.
t ~—p

4.3. Euler-egyenlet ter mészetes koor dinatar endszer ben

Legyen az &ramlas stacionarius, a surlodast

db de hanyagoljuk el és vegyink fel egy aramvo-

dn nalhoz rogzitett, ,természetes’ koordindta-

© rendszert (Id. 4.3. &bra). E derékszogii koor-
/ R dindta-rendszer az dramvona P pontjara il-

leszkedik, és az e érint6 irdnya koordinata-

1<

G
4.3. dbra tengelye érinti az aramvonalat. Az n norméis

iranyu koordinéta-tengely a P pontot az &ram-

vonal G gorbiileti kozéppontjaval 6sszekotd egyenesbe esik. A b binormalis koordinataaz e
és n koordindtékkal jobbsodréasti rendszert alkot. Vegyik fel a 4.3. dbrén |&thato, db, dn és
de élhosszakkal jellemzett elemi folyadékhasabot és irjuk fel az arra hat6 e irAnyu erdk
egyensulyat! Miutan a strlédast elhanyagoltuk, a hasdbra az erétér és a nyomasbol szarma-

z6 erd hat:

dF, :pdbdn—{p +(g—p)de}dbdn+pdbdndege (4.23)
c

ahol g, a térerdsség e iranyu vetiilete.

Ez az er6 a dm=pdbdnde témegli folyadékrészt gyorsitja. Tekintettel arra, hogy kik6té-
slink szerint az aramléas staciondrius, csak konvektiv gyorsulas létezik. A (4.2) Osszefliggés
els6 sor 2., 3. és 4. tagjanak 0sszege adja az x iranyu konvektiv gyorsulést. Esetiinkben az e
koordinata-tengely irany gyorsulast keressik, figyelembe véve, hogy v, =v, =0. Ez

esetben:
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ov

Aony = V% :

A fentiek alapjan a (4.23) figyelembe vételével irhato:

pdbdndev%X::—%Rdedbdn+pdbdndege (4.24)
c c .

Az elemi tdmeggel vald egyszeriisités utan adodik a természetes koor dinatar endszer ben

felirt Euler-egyenlet érint6 iranyd komponens egyenlete:

o 1o, (4.25)
Oe p Ode

Tekintsik most a normalis iranyu egyensulyt! Ahhoz, hogy a dm témeg v sebességgel

2
mozogjon az R gorbileti sugard &amvonalon, a gérbileti kbzéppont felé mutatd dm%
nagysagu (centripetalis) eronek kell a tomegre hatnia. Ez az eré ismét a nyomasbol szar-

maz0, a folyadékrész feliiletén hato erd és a tomegre hatd térerésség dsszegével egyenld:

2
—-pdedb dn% =pdbde —{p +[%)dn}dh de+pdedbdng, (4.26)

Az egyes tagok elbjelét az n koordinata és az er6k iranyitasanak figyelembe vételével hata-
roztuk meg. Egyszeriisités utan adédik a természetes koordinatarendszerben felirt

Euler-egyenlet normalisiranyl komponens egyenlete:

Vv
R pon on (4.27)

A binormalisiranyud komponens egyenlet — mivel ebben az iranyban nincsen gyorsulas —
a nyomasbol és a térerdsségbol szarmazod erdk egyensulyat fejezi ki:

0=-L% o (4.28)

p db

Az Euler-egyenlet kiilonboz6 kifejezéseit vizsgalva egy nagyon egyszerii fizikai interpreta
cio adddik. Sarlédasmentesség feltételezése mellett a folyadékrészekre a nyomashdl és a
térer6sségbol szarmazo erd hat. Ha e kétfajta erd kiegyenliti egymast, a kézeg nem gyorsul
(vagy all, vagy egyenesvonalll egyenletes sebességli mozgast végez). Forditva is igaz: ha a

kozeg dl, anyomasbdl szarmazo erd egyensulyban van az er6térb6l szarmazo erdvel.

Ha a két er6 nem egyenliti ki egymast, akkor a kdzeg gyorsul. Az er6tér a térerdsség vek-

torral megegyez0 iranyu €s iranyitdsu gyorsulast eredményez. A nyomas valtozasa esetén a
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folyadékrészek a csokkend nyomas iranyaban (a nyomasgradienssel parhuzamosan, de el-

lentétes iranyitassal) gyorsulnak.

A térerdsség hatasa sok esetben figyelmen kiviil hagyhato ill. elhanyagolhato. Ilyen esetben
az aramképrdl a nyomasmegoszlasra ill. a nyomasmegoszlasrol az aramképre kovetkeztet-
hetiink. Igy pl. a folyadékrészek csokkend nyomads irdnyaban gyorsulnak (pl. ha kiilénb6z6
nyomasu tereket sszenyitunk, a nagyobb nyomasu térbdl a kisebb nyomasu térbe aramlik a
kozeg). Egy aramlas iranyaban sziikiild cs6ben (konfuzorban), amelyben a folytonossag
miatt gyorsul a kozeg, az dramlas irdnyaban csokken a nyomas. Aramlés iranyaban boviilo
cs6nél (diffuzornal) lassul az aramlas, és ennek megfeleléen névekedd nyomas tapasztalha-
t6. (A mozgo folyadéknak le kell lassulnia és alassito erdt — strlodas és térerd hianyaban —

csak anyomas aramlas irany(l ndvekedése okozhatja.)

Az eddigi példékban a kozeg sebességének nagysdga valtozott a nyomésmegoszlés hatasa-
ra. Vannak esetek, amikor a nyomés véaltozasa nem a sebesség nagysagat, hanem irdnyat
véltoztatja meg. Igen jol hasznalhatd Osszefiiggés a ter mészetes koor dinata-r endszer ben
felirt Euler-egyenlet normdlis irdnyld komponens egyenlete (Id. (4.27) Osszefligges).
Szorozzuk meg a (4.27) egyenlet mindkét oldalat (—1)-el éstekintsiink el a térerfsség hatd

satol. Ez esetben az kovetkezo Osszefiiggést kapjuk:

R pon

v 12

az alabbi kovetkeztetéseket vonhatjuk le az 6sszefiiggésbol:

a  ha az aramvonalak parhuzamos egye-
nesek (R=c0), akkor azokra merélegesen

nem valtozik a nyomas;

b/ ha az &ramvonalak gorbultek, akkor

azokra merdélegesen a nyomas valtozik: a

4.4. dbra

gorbiileti kozépponttol kifelé haladva né. (A

nyomasbol szarmazoé centripetalis eré kényszeriti korpdyéra a folyadékrészeket.)

A 4.4. &ran |&haté személyautd karosszérigjan kialakul6 nyomasmegoszlés jellegét a fenti
meggondolasokkal meg lehet hatérozni: az aramvonaak gorbileti kézéppontjdbdl kifelé
mutato nyilak a nyomas novekedését mutatjak. A + és — jelek a zavartalan aramlashoz tar-
toz6 nyoméshoz képesti tilnyomast ill. depressziot (kiils6hoz képest kisebb nyomast) jel-
lik. L&thato, hogy a homlokfal alatti spoiler cstkkenti a nyomést, ezaltal csokken a felhgj-
toerd. A motorhaztetd és a szélvédo talalkozasanal az aramvonalak gorbiiletébdl lathatdan

tllnyomas van, ezért itt vezetik be a szell6z6 leveg6t.
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4.4. A Bernoulli-egyenlet

Az Euler-egyenlet (Id. (4.13), (4.14), (4.16) Osszefliggéseket) egy differencidlegyenlet,
amely kapcsolatot teremt a folyadékgyorsulas és a folyadékra hatd erék kozott — a folyadék
surlodasanak elhanyagolasaval. A miiszaki feladatok megoldasanal allando strtiség feltéte-
lezése mellett dtaldban av,, vy, v, és p a meghatarozandd ismeretlenek. E négy ismeretien
meghatérozaséhoz szilkséges 4 egyenletet az Euler-egyenlet harom komponens egyenlete
(1d.(4.16) osszefiiggés) ¢és a folytonossag tétele (3.25) szolgaltatja. Miiszaki feladatok meg-
oldhatdk afenti differencid egyenletek megoldasaval adott peremfeltétel ek mellett.

Az Euler-egyenlet megoldasanak egy igen hatékony maédja a (4.14) alakban felirt egyenlet
tagjainak az aramlasi tér két (pl. 1-gyel és 2-vel jeldlt) pontjat 6sszekotd vonal menti (hely

szerinti) integrél ésa:

25y 2 2 2 2 2
ja—;dg +Jgrad7d§ —Jyxrotydg :Jgdg —| —gradpds |. (4.29)
1 ! n 1 m_ | v | P v

Vizsgdjuk meg, hogy a legéltalanosabb alakban felirt Bernoulli-egyenlet milyen feltételek

teljesiilése esetén hozhat6 egyszeriibb alakra!

a Miutdn (Id. (2.1) 6sszefiiggés)

2
[eradfds=t, -f, (4.30)
1 L

2 _ .2
Vo V)

a IT jelii integral minden tovabbi feltétel nélkiil a aakra hozhato.

b/ Ez a vonzo atalakitas a IV jelil integralon is elvégezhetd, ha a g erétér potenciilos
(Id. 2.2. fejezet, 2.8 Gsszefligges). A g = —gradU helyettesitéssel €s az integralas el-

végzésével a(4.29) Bernoulli-egyenlet IV jelii tagja -(U,- U,) alaku lesz.
o ov . . L
¢/ Az egyenlet jelii tagja zérus, ha a—; =0, azaz haaz aramlés stacionarius.

d/ A III jelii tag szamitasa altalaban nehézséget okozna, ezért téreksziink zérussa tételére.
E tag zérus értékil, ha
— ay sebesség zérus,
— arotv=0, azaz az aramlas potencialos,
— adsay ésrotv vektor atal kifeszitett sikba esik

— ads| v, azaz aramvonalon integralunk,

— ads| roty, azaz érvényvonaon (Id.4.5.fejezet) integralunk,



= v/ roty, un. Beltrami aramias.

e Az V tagban p=all. esetén a p/p gradiensét kell vonal mentén integrdni, ami a

—% eredményre vezet. Ha p = p(p), akkor a (4.15) 6sszefliggés felhasznal asa-
. ) P, dp )
val az V integrd a j— alakra hozhaté.
> p(p)

Ha a Bernoulli-egyenletet hasznaljuk, a kovetkez6 kérdéseket célszerii feltenni és a vala-

szok alapjan a lehetséges egyszertisitéseket végrehajtani:

— Stacionarius-e az &amlas? Ha nem, van e olyan (pl. egyiitt mozgd) koordinata-
rendszer, amelybdl stacionariussa tehetd?

— Potencidlos-e az &ramlés? Ha nem, |ehet-e dramvonalon integréni?

— Potencidlos-e az er6tér?

— Allandé-e a siirtiség? Ha nem, csak a nyoméstdl fiigg-e?

A miiszaki gyakorlatban leggyakrabban el6forduld esetekben az &ramlas stacionarius, le-
het Aramvonalon integralni, az er6tér a Fold nehézségi erdtere, ami potencialos, a sii-
riiség pedig allandé. Ilyen esetben a Bernoulli-egyenlet az aldbbi, j6l ismert alakban irhato
fel:

SIS

2
Vi Pi v
—+—+U1 =

2 p

2 (4.31)

+—= +U,

p
p

o]

ahol U a Fold nehézségi erdterének potencialja, ami felfelé mutat6é z koordinata esetén az

U =g,z Osszefuiggéssel irhato le.

A (4.31) oOsszeflggés azt fejezi ki, hogy a fenti feltételek fenndlasa esetén a
(v2/2+ p/p+U) Bernoulli-tsszeg egy aramvonal mentén alland6. (Potencidlos aramlés

esetén a Bernoulli-Osszeg az egész aramlési térben — és nemcsak aramvonal mentén — a-

lando.)

4.5. Orvénytételek

Ebben a fejezetben talan tal elméletinek tiing 6sszefliggéseket fogunk meghatarozni, ame-
lyeknek azonban elméleti jelent6ségiik mellett fontos gyakorlati szerepiik is van. Az alabbi-

akban térgyalt 6rvénytételek a surlodasmentesség feltételezésével vezethetdk le.



(v+dv)dt Tekintsik a 4.5. &orét, ahol egy G jelii zart folyé-
\ v

- kony vonaat tlntettink fel. (A folyékony vonal a
kozeggel egyditt Uszik €l.) Kérdés, hogyan véltozik a

G M= § vds cirkulacio értéke az id6 fliggvényében,
t t+dt G
4.5. dbra azaz
ar_d fvds=2
e dte™

(Ha nem irjuk az ellenkezdjét, a koriiljarasi irany mindig pozitiv.) Vizsgaljuk meg vds id6
szerinti megvaltozésat! A szorzat derivaldsi szabdyait akamazva:

d dv d
—_ ds)=—=ds+v—I(d
v s) S ds zdt( s) (4.32)

A (4.32) Osszefliggés azt fejezi ki, hogy a vds szorzat idé szerinti megvéltozasa a

sebességtér és a folyékony vonal elem id6 szerinti megvaltozasara vezethet6 vissza.
A 4.5. &bora alapjan irhaté:

d

- (ds) =é[(z+dz)dt ~vdt] =dv =Dds.

A ds folyékony vonal elem megvaltozasat végpontjainak kiilonb6z6 sebessége okozza. Ezt
a sebességkil onbséget a (2.3) dsszefliggés alapjan a derivalt tenzor segitségével hatérozzuk
meg. Hogyan lehetne a behelyettesités utdn a (4.32) jobb oldalan megjelend vDds szorza-

tot masként kifejezni? Az egyszerliség kedvéért szoritkozzunk sikaramlasra.

. ov, dx+aVX dy
vy 0x dy _
vDds= =
=" |vy ov, ov,
——dx+——dy
0x dy
0 0 ov ov
=v, X 4x +v, VX dy +v, ——dx +v, ——dy = (4.33)
0x dy 0x dy
_ ) A\
i V_X+V_y
ox| 2 2 2
SRR
i V_X+V_y
dy| 2 2
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Mivel a sirlédésmentesség feltételezésével éltiink, a dv/dt folyadék gyorsulést az Euler-
egyenlet aapjan fegjezhetjik ki. A (4.32) dsszefliggésbe helyettesitve a (4.13) és (4.33) 6sz-
szefliggéseket, irhato:

V2
iggy §:§ g——gradp +grad— ds (4.34)
dt G G '

Haa g erdtér potencialos és ha a siiriség allando, akkor a p/p, a v&/2 és a -U gradienseit

kell zart G gorbe mentén integrdlni. Figyelembe véve a (4.30) 6sszefliggést, valamint azt,
hogy zéart gorbe esetén az integralasi tartomany felsd és alsé hatara egybeesik, a (4.34) 6sz-
szefiiggés jobb oldalara zérus érték adodik. (Ha a siiriség csak a nyomas fliggvénye, a

(4.15) alapjan ugyanez az eredmény adodik.).

A Thomson (Lord Kelvin) tétel értelmében — ha az erétér potencialos és a strlodas
mentes kozeg siiriisége allando, vagy csak a nyomas fiiggvénye — a sebességtér zart fo-

lyékony vonal menti vonalintegralja, a cirkulacié az id6 fiiggvényében nem valtozik:

§yd§ =0 (4.35)
G

Tekintettel arra, hogy a cirkulécid és a sebességtér drvényessége kozott a Stokes-tétel (2.7)
értelmében szoros kapcsolat van, a Thomson-tétel alapjan megdllapithatd, hogy sirlodés-
mentes kdzegben a fenti feltételek fennallésa esetén drvényesség nem kel etkezhet. Mésként
megfogalmazva: sirlédésmentes kdzeg nyugvo térbdl (vagy potencialos dramlasbol) eredd
aramlasa potencid os. Val6sagos kozeg esetén a folyadéksirl édas kovetkeztében pl. szilérd
fal mellett keletkezik drvényesség. Orvényességet hozhat 1étre az is, ha az erdtér nem po-

tencidlos, példaul a Coriolis-erétérnek szerepe van tornadok, ciklonok kialakulaséban.

oty Definidljuk az 6rvényvonalat az alabbi mé-
don: az Orvényvonadat minden pontjdban
érinti aroty vektor, azaz ha ds az 6rvényvo-
nal eleme, akkor rotvxds=0. Definiajuk

tovébba az orvényfellletet, amely oOrvény-

vonalakbol al, és amelyet a rotv vektorok

4.6. dora érintenek: rotvdA =0, Id. 4.6. dra Ve
gyunk fel egy, az aramlo folyadékkal egyltt mozgd A folyékony orvényfelliletet (4.6. abra)
és azon jeldljunk ki egy G folyékony vonalat. Tekintettel arra, hogy az orvényvektorok
érintik a fellletet, azoknak a G dta hatérolt fellletre vett felUleti integralja zérus. Ekkor vi-
szont a (2.7) 6sszefliggéssel megadott Stokes-tétel értelmében a folyékony fellleten felvett
G zart folyékony vonalon a sebesség vonalintegrdlja, a cirkulacio zérus. Ha fennallnak a

Thomson-tétel levezetésénél tett kikotések (surlodasmentes, allando siiriiségii kozeg,
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potencialos erdtér), akkor a Thomson-tétel (4.35) értelmében a cirkulécié a G gorbe men-
tén zérus értékii is marad. Kovetkezésképpen egy folyékony oOrvényfelllet mindig meg-

tartja orvényfeilet jellegét.

Bel&thato, hogy két folyékony drvényfelllet drvényvonal mentén metszi egymést, amely az
elézoek szerint megtartja Orvényvonal jellegét. A metszésvonalon 1év6 folyadékrészek
mindkét folyékony felllet részel, ezért mindig a metszésvonal részel maradnak. A metszés-

vonal tehat mindig ugyanazokbdl a folyadékrészekbdl all.

A Helmholz | tétele szerint egy orvényvonal, amely két ¢érvényfellilet metszésvonala,
mindig ugyanazokbdl a folyadékrészekbdol all.

Tekintslk a 4.7. &brét, ahol egy folyékony 6rvénycsé (csovet
alkotod orvényfeliilet) lathat6. Az orvénycsd palastjan vegyiik
fel az S zart folyékony vonalat, amely S,,S,,S"” és S”’részekbdl
al. Miutén a zart vonal az orvényfellleten van, a sebesség vo-
nalintegralja e vonal mentén a Stokes-tétel értelmében zérus.
irjuk fel a cirkuléciét az S mentén, figyelembe véve, hogy a

sebesség vonalintegrdja S’ n és S”n éppen kigjti egymést:

§yd§:§vds+{>yd§ :0. (4.36)
S
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A koruljarasi iranyokat az A, és A, keresztmetszetekhez képest adtuk meg (azaz a (4.36)
jobb oldalan a mésodik integrd korlljarasi irdnya negativ). Azonos (pozitiv) koriljérés

irény esetén az S, gorbére vonatkozo integralt pozitiv eldjellel a masik oldalra vihetjiik at:

azaz a Stokes-tétel értelmében:

Jrotydéz Jrotydé (4.37)
A, A, '

Fentiek alapjan megfogalmazhaté Helmholz II tétele: Az 6rvénycsdé hossza mentén bar-

mely metszetében J.rot vdA értéke allando, és idében sem valtozik.
A

4.8. dora
Kovetkezmeény: az orvénycsé nem fejezédhet be az Aramlé kozegben. Vagy zart gyiiriit
alkot, vagy az aramlasi tér hataraig ér. (Kulénben A 00 0 rotv [ kovetkezne a tétel-
bél.) Helmholtz II. térvénye értelmében zart gyfir(i a fiistkarika, amely Helmholtz I. térvé-

nye értelmében ",,egbrzi"”a benne 1évé fiistét (azaz iddben ugyanazokbol a folyadékré-

szekbél all, 1d. 4.8. &bra).

Az orvénytételeknél alkalmaztuk az Euler-egyenletet, tehat e tételek val 6ségos kdzegeknél
addig és olyan mértékben érvényesek, ameddig és amilyen mértékben az Euler-egyenlet.
Latni fogjuk a strlédasos &ramlésok térgyalasndl, hogy val0sdgos kdzeg aramléasa esetén

szdmos esetben j6 kozelités a sirlddas hatédsdnak elhanyagolésa. Ezért az Orvénytételek sok
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esetben j6 kozelitésként, més esetekben a tendencidk meghatérozésara eredményesen hasz-
na hatok.

iiiiiiiii 9§vds 0 A repiil6gép szarnyakra felhajtoeré hat,

ami annak a kovetkezménye, hogy a szérny
<@ @ Q alatt a nyomas nagyobb, mint felette. Ez a
~— __ " nyomaskilénbség akkor johet Iétre, ha a
4.9. dbra szamy folott az aramlas sebbesseg na-

gyobb mint alatta, azaz a szarny kérl fel-

vett zart gorbén a sebesség vonalintegrdja, al cirkulacio zérustol eltérd. A 8.3 fejezetben
mutatjuk be, hogy egy szarnyra hat6 felhajtoerd egyenesen aranyos a szarny korlli cirkulé
cidval. A szarny (pl. egy repllégép szarny) tehat olyan aramképet hoz 1étre maga kortil,
mintha egy orvény lenne. Vegyik koril a nyugvo szarnyat a 4.9. dbran lathaté madon egy
zart goérbével, amin a cirkulacidé nyugvo levegd és allo szarny esetén zérus, és a Thomson-
tétel (4.35 osszefliggés) értelmében zérusnak kell maradnia, hiszen a szarnytdl tavol felvett
G gorbe kornyezetében az &ramlési sebességek kicsinyek, igy a Thomson-tétel érvényessé-
gét ", Irontd"” slirl 6dés hatasa elhanyagol haté. Ha mozgésba jon a szérny (elindul a repul 6-
gép), korulotte I cirkulacio alakul ki, ami csak akkor lehetséges, ha egy azonos nagysagu,
de ellentétes iranyban forgé u.n. indulasi 6rvény keletkezik a szarny mogétt (Id. 4.9. dbra).
Hasonl6an belathatd, hogy a szérny megdllitasakor is egy orvény, a megdllasi 6rvény valik

le aszarnyrdl.

A Helmholtz |1 tétel értelmében viszont ezek nem fejezGdhet be az aramlasi térben. Milyen

mechanizmus eredményeként adddik a zart 6rvény hurok?

4.10. abra
Tekintslk a 4.10. abrét, ahol egy aramlasi térbe helyezett szarny |athat6 fellilnézetben. Lat-
hat6, hogy a szarny mindkét végén folyamatosan Uszik le egy-egy €ellentétesen forgo or-

vény, amelyek kordli cirkulécid, megegyezik a szarny kordli cirkulécidval. Ezek az 6rvé-
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nyek kotik dssze a szarnyat, ill. annak megéllésa utén a megdllasi orvényt) az indulasi 6r-
vénnyel, a Helmholtz 11 térvény értelmében zart drvényhurkot alkotva. A szarnyvégi orvé-
nyek keletkezését mutatja a 4.11. dbra is amely Ma=1.1 Mach-szimmal (I1d. kés6bb) jel-
lemzett aramlasba helyezett repiildgépmodell koriil kialakuld aramlast latunk. A szarnyvé-
geken keletkez6 orvényeket, amelyekben a nyomas (és igy a sirliség is) kisebb a kdrnyeze-
tinél, a szarnyvéghez csatlakozo, a repiil6gép hossztengelyével parhuzamos sotétebb vona-

lak mutatjak. (A kép tobbi részét a gazdinamika fejezet targyaldsandl értelmezzik.)

4.11. gbra
A szarnyvégrol letiszo Orvények keletkezését elemi aramlastani megfontolas alapjan is
megérthetjik: a szarnyon Ugy keletkezik felhajtoerd, hogy alul a nyomas nagyobb, mint
felil. E nyomaskiilonbség hatasara a szarny végeit megkeriild aramlas alakul ki, amely a

széarny kordli dramléssal Osszeadddva két Grvényt alkot.
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5. Alkalmazasok: hidrosztatika, uszas

5.1. Hidrosztatika

E fejezetben azokat az eseteket vizsgdljuk, amelyeknél |étezik olyan koordindta-rendszer,
amelybol nézve a folyadék nem gyorsul, azaz a (4.13) értelmében a térer6sségbdl és a nyo-
masbdl szarmazo erd kiegyenliti egymast. Nem gyorsul a kozeg, ha az adott koordinata-
rendszerben dl, vagy egyenesvonal i, egyenletes mozgast végez. Ez utébbi esetben viszont
egy egyittmozgd koordinata-rendszerrel ,megdlithatjuk” a kozeget. Ezért azon feladato-
kat, amelyeknél afolyadék gyorsuldsa dv/dt =0 hidrosztatikai feladatoknak nevezzik.

Tekintslik az Euler-egyenlet (4.13) dsszefliggésben megadott al akjét:

dv

1
— =g ——ograd (5.1)
o =E TP,

p

Miutan a folyadékrészek sebessége zérus, hidrosztatikai feladatoknal az Euler-egyenlet
valdsagos (strlodasos) kozegben is elhanyagolas nélkil alkalmazhat6. Nyugalomban
[év6 (newtoni) kozegben ugyanis nem 1épnek fel cstsztatofesziiltségek (1d. 1.11 fejezet

(1.2) 6sszefligges):

Az (5.1) egyenlet bal oldaldra zérust irva, &rendezve és p-val dtszorozva megkapjuk a hid-
rosztatika alapegyenletét:

o2

A hidrosztatika alapegyenl ete alapjan megall apithat6, hogy

— anyomas leggyorsabb véltozdsanak (ndvekedésének) irdnya és irdnyitasa megegyezik az

erdtér térerdsség vektoranak iranyaval és irdnyitasaval,
— a nyomas valtozasanak mértéke a térerGsség abszolut értékével és a kozeg slirliségével
arényos.

Ha az er6tér potencidlos, azaz g = —gradU, az (5.2) egyenlet atal akithato:
gradp = —pgradU (5.3)

azaz az azonos nyomassal jellemezhetd p =4all. fellletek (izobarok) és az U =all.

ekvipotencidlis felliletek egybeesnek.

A hidrosztatikai feladatok megoldasand az (5.2) vagy (5.3) differencidlegyenletet kell in-

tegralni. Ezt mar az el6z6, 4.4. fejezetben megtettiik, amikor az Euler-egyenlet vonal menti



integralasdval megkaptuk a Bernoulli-egyenletet. A hidrosztatikai feladatok megoldasand
tehé& a Bernoulli-egyenlet targyaldsdnal meghatarozott egyenleteket célszerii hasznédni az-

zal az egyszerUsitéssel, hogy a sebességet (ill. gyorsulast) tartalmazoé tagok zérus értékiiek.

fgy pl. ha az erétér potencidlos (hidrosztatikaban csak ilyenekkel fogunk talalkozni) és a
kozeg slirlisége allando, akkor a Bernoulli-egyenlet (4.29) dsszefliggésben megadott legdl-
talanosabb alakjabdl a (4.31) alakot kapjuk, természetesen a sebesség tagok nélkiil:

Py, =224y, (5.4)

Py P

Tekintslk az 5.1. dbrat, ahol a Fold nehézségi erbterében 1évd tartaly lathatd, amelyben

p=10° [kg/ m’ ] striségli viz van. Hatarozzuk meg a nyomas valtozasat a tartalyban!

Egyik megoldasi lehetéségként induljunk ki a

Po
1 p
T ! hidrosztatika (5.2) alapegyenletébdl. Legyen z
’ i lefelé mutatd koordindta. Ebben a koordinéta-
oo rendszerben g =gk, ahol g=9.81N/kg. Az
N .
(5.2) egyenletet kifgjtve:
Viz
Z
P +PgH
dp. Op. Op
i i+ i+ X =pek 55
5.1. dbra o ayi 5, K TPek (5.5)
adodik.

Az 0Osszefiiggésbol latjuk, hogy a nyomds a varakozasnak megfeleléen csak a fiiggéleges

koordindta mentén vatozik. Ezért irhat6: dp/dz=pg. A differencidegyenlet megoldésa

utén a
p = pgz+Konst. (5.6)

Osszefliggést kapjuk, azaz a nyomas lefelé linearisan né. A Konst. integrdlasi dlandét ugy
hatédrozzuk meg, hogy a folyadéktér egy olyan pontj&rairjuk fel az (5.6) 6sszefliggést, ahol
ismert a nyomas. Ilyen pont a felszin, ahol irhaté: ha z =0, akkor p = p,. Behelyettesitve
Konst. = p, adodik, tehat

P=Do +pgz_ (5.7)

Haatartdly aljan keressiik anyomast, z = H-t kell az (5.7) egyenletbe helyettesiteni.

Masik megoldasként alkalmazzuk a Bernoulli-egyenlet (5.4) alakjat. (esetiinkben az eré-

tér potencidlos, a kozeg siirlisége allandd). A Bernoulli-egyenlet alkalmazésanal igen fontos

52



és esetenként talalékonysagot igényl6 feladat a két pont felvétele, amely k6z6tti vonalon az
egyenlet az Euler-egyenletet ,integrdja’. Altaldban jol haszndlhaté az a modszer, amely
szerint az egyik pontot ott vegyik fel, ahol mindent ismeriink, a maskat pedig ott,

ahol keresiink valamit és a legtobb jellemzdt ismerjiik.

Legyen tehd az egyik pont (ahol mindent ismeriink) a felszinen felvett 1 pont, a masik a
tartdly aljdn z=H helyen 1év6 2 pont (ahol a nyomast keressiik). Lefelé mutato z koordindta
esetén a Fold nehézségi er6tér potencialja (Id. 2.2. fejezet) U = —gz adaki. Az (5.4) egyen-

let egyes tényezodit szambavéve:
p1:p09 21:0, p2 :?: Z2 =H.
Behelyettesités és atrendezés utan: p, —p, =pgH adodik.

Ha a 2 pontot nem a tartaly aljan, hanem valamely z véltoz6 mélységben vesszik fol, az

(5.7) sszefliggésre jutunk.

Hogyan kell eljarnunk, ha a tartély felfelé gyorsul a gyorsulassal? Abszollt (a Foldhoéz
rogzitett) rendszerbdl vizsgalva a jelenséget, az semmiképpen nem tartozik a hidrosztatika
korébe: a folyadék mozog, st gyorsulva mozog, tehdt az &ramlés instacionérius. Szerencsé-
retaldlunk egy olyan koordindarendszert, amelybdl nézve a kozeg all: ez a tartallyal felfe-
Ié egytt gyorsul6 koordindta-rendszer. Ha a koordinata-rendszer gyorsul, akkor abban
tovabbi erétér jelenik meg (Id. 2.2. fejezet). Esetiinkben ez az er6tér a tehetetlenségi erd-
tér, amelynek potencidlja a (2.10) 6sszefliggés alapjan U, = —a z, hiszen felfelé gyorsuld
koordinéta-rendszerben felfelé kell munkat végezni, ha elmozditunk egy témeget, azaz fel-
felé (csokkend z-K irénydban) kell névekednie az U, -nak.

A tartaly aljan 1évé nyomast ugyantigy kell szdmolni mint az eldbb, de
U=U, +U, = —( g +a)z Osszefiiggést kell hasznalni az er6tér potencialjara. Eredményiil
ap, —p, =p(g+a)H kifejezést kapjuk, tehét atartdly felfelé gyorsulasa afolyadékra hat6

stlyerét mintegy megnévelte.

A felfelé gyorsul6 tartaly felszinérdl azt tételeztiik fel, hogy nem valtozik a gyorsulas hata-
sara. Ugy érezziik azonban, hogy pl. gyorsul6 teherauton 1év6 tartalyban 1évé cseppfolyds
kozeg felszine nem marad , vizszintes’. Milyen kapcsolat van a térerdsség és a felszin

kozott?
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Vegyilk a hidrosztatika (5.2) alapegyenletének rotéci6jat. Miutan rot grad( ) =0, abal ol-

dal zéruslesz. Ezért irhat6 — figyelembe véve a szorzat derivllasi szabdyait:
rot(pg) = protg +gradp xg =0.

Miutén a hidrosztatikai példainkban eléfordulé erdterek potencidlosak, rotg = 0. Ebbdl ko-
vetkezik, hogy gradpxg =0, azaz a slirliség legrohamosabb valtozasanak iranya parhu-

zamos a térerdsség vektorral. A kozeg striisége a felszinre merdlegesen valtozik a legro-
hamosabban, tehat két kiilonbozd siirliségii kozeget elvalaszté hataroléfelllet (felszin)
minden pontjaban merdleges az erétér (eredd) térerdsség vektorara. Ez azt is jelenti,
hogy a felszin egybeesik valamely ekvipotencidlis felllettel. (Ez utébbi megdllapités
kézvetlenl belathat6, ha meggondoljuk, hogy az U = dll. feliiletek is merdlegesek g -re.)

Megallapitottuk, hogy valtozo siirliség esetén a siiriiség leggyorsabb valtozasanak iranya
parhuzamos a térerésség vektorral. Kérdés, hogy e vektor irdnyaban elmozdulva csokken
vagy nd a siirliség. Bizonyithatd, hogy mindkét eset lehetséges, de csak a térerdésség ird-

nyaban névekvo siiriiség esetén stabil a rétegzodés.

z Térjunk vissza a felszin helyzetéhez. Az 5.2. &b-
U=all e~ %|/A X , . o
_____________ ran obbra gyorsul6 kocsit és hengeres
A%sﬂ\? rén egy jobbra gy egy heng
. 9/ — = edénnyel egyiitt merev test szerlien forgo folya-
o O
. 9% % dékot latunk. Milyen alaka a felszin és hol he-
Asq . . f s .
- lyezkedik €l? Ha ugyanis e kérdésekre véaszt
R Nz ) ) . .
k_g@ %; A tudunk adni, fel tudjuk irni a Bernoulli-
U=all, &/xg e T egyenletet a felszin egy pontja és a folyadéktér
— 9
5 o egy masik, a keresett jellemz6t tartalmazo pontja
5.2. dora kozott. Gyorsulé kocsi esetén egyitt gyorsuld

koordinata-rendszert vesziink fel, ezért a tehetetlenségi erétérrel (g, = —ai) is kell szdmol-

ni a Fold nehézségi erdtere (g, = —gk) mellett. (Az alkalmazott el6jelek az 5.2. abran fel-

vett koordinéta-rendszerhez igazodnak.)

Az eredb erbtér potencialja a két er6tér potencialjanak osszege. A folyadék felszine vala-
mely ekvipotencidis felllettel esik egybe. E fellletek egyenletét az U =gz +ax +4ll.
Osszefliggésbol kaphatjuk:

z=-2x +K. (5.8)
g

A gyorsuld kocsiban 1évé folyadék felszine tehat sik, amely a —a/g iranytényez6bdl ko-

vetkez6en merdleges a g eredd erbtérvektorra. Azt, hogy az ekvipotencidlis fellletsereg

melyik elemével esik egybe a felszin, a folyadékmennyiség allanddsaga donti €. Kony-
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nyen belathatd, hogy allandd szélességii kocsi esetén a hossz felében 1évé "tengely” kordl
"billen el" a felszin, ha nem vég be a kocsi aljéba. (Ezért érdemes a koordinéta-rendszer
origgjat itt felvenni.)

A forg6 edényben 1év8, merev test szeriien forgd folyadékot az egyiittforgd rendszerb6l
Célszeri vizsgalni, amikor a Fold nehézségi erbteréhez a centrifugalis erdétér jarul. A
2.2.fejezethen foglaltak alapjan felirhaté az ekvipotencidlis felliletek egyenlete:

+K (5.9

2

er 2,32

, "W
=all., azaz z =-—
2g

U=gz-

Lathato, hogy az ekvipotencialis feliiletek (¢s az egyikkel egybeesd felszin is) masodfoku

forgasi paraboloidok.

Ebben az esetben is a folyadék térfogatanak d&landésdga szabja meg, hogy az
ekvipotencidlis fellletsereg melyik eleme a felszin, azaz, hogy egy adott koordinata-
rendszerben mennyi a K értéke. A 3.6. fegjezetben meghatéroztuk egy n-ed foku forgasi
paraboloid alatt 1év6 térfogatot. Han=2, ez atérfogat a befoglald henger térfogatanak afele
(Id. 5.2. dbra). Ebbdl kovetkezik, hogy a forgd edényben a felszin eredeti, forgas elotti fel-
szinhez képesti legnagyobb lestillyedése és felemel kedése egymassal megegyezik:

Am=R’w’/(4g).

Ha elegendd tapasztalatot szerziink hidrosztatikai feladatok megoldasaban, a nyomasokat
egy egyszerli megfontolassal is szamolhatjuk. Tudjuk, hogy az er6tér ekvipotencialis feliile-
tei egybeesnek az allando nyomasu feliiletekkel (1d. (5.3)). Ha az eredd er6tér tobb erdtér
Osszegeként adodik, az egyes erdterek "s,j&" "kvipotencidlis fellletikon nem okoznak
nyomasndvekedést. Ha tehat az egyik erdtér-osszetevd ekvipotencialis feliiletén mozdulunk

el, amésik er6tér 6sszetevé okozhat nyomasnovekedést.

Az ekvipotencidlis fellletek megtaldasa dltaldban nem okoz nehézséget: a Fold nehészségi
erGtere esetén viszintes, a tehetetlenségi er6tér esetén a térer0sség vektorra merbleges si-
kok, centrifugalis er6tér esetén a forgastengellyel megegyez6 tengelyill hengerek. Ha a Fold
nehézségi eréterével vagy a tehetetlenségi erétér térerdsségvektoraval megegyez6 iranyban

ésiranyitassal As, ill. As, tavolsagot mozdulunk el allando p siirtiségl kozegben
Ap, =pgdls, ill. Ap, =pals,

nyomasnovekedés adddik (ellentétes irdnyban nyomascsokkenés). Ha w szégsebességgel
forgo koordinatarendszerben, p stirliségli kozegben r; sugarrdl egy nagyobb r, sugarra me-

gylnk &, anyomas Ap, = p(r22 - rl2 )(02 /2 értékkel n6 a centrifugalis er6tér hatasara.

Felhaszndlva a fentieket az 5.2. &brén 1év esetekben hatarozzuk meg a B és A pontban 1é&

v6 nyomas kiilonbségét:
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— agyorsulokocsind: py —p, =pgls, +pals,
— aforgoedénynd: py —p, =pghs, +pR*w’ /2.

Az eddigiekben vizsgalt esetekben a p = all. feltételezéssel dtiink, ami cseppfolyos hal-
mazallapot kdzegeknél a valdsagnak igen jol megfelel. A gazok slirlisége azonban a nyo-
mas nagyobb valtozasa esetén jelentsen valtozhat. (Az (1.5) gaztérvény értelmében a psii-
ruség T=all. esetben a nyomadssal aranyos.) Mi a teendd akkor, ha a slirliség nyomads valto-

zésamiatti valtozésa nem hanyagolhato el pl. meghaladja a 10%-ot?

Ha a siirliség a nyomas fiiggvénye, akkor hasznalhat6 a Bernoulli-egyenlet dtaldnos alakja
(4.29) a bal oldal zérus értéke mellett figyelembe véve a (4.15) atalakitast. Potencidlos eré-
tér feltételezésével:

tdp _ (5.10)
(Uz_Ul)"'J —0_

Altalanosségban (pl. ha a p nem a p-tél fiigg, ha

nem pl. még a hémérséklettél és a nedves

ségtartalomtdl is), a hidrosztatika (5.2) alapegyenle-
J/ téhez (azaz az Euler-egyenlethez) célszerli vissza-

Po

nydlni. Legyen a feladat az atmoszféraban 1&v6

7. P nyomasmegoszlas meghatarozdsa allandd levego-
5.3. ébra hémérséklet (T = all.) mellett. Vegyink fel egy fel-
felé mutat6 z koordinétat (1d. 5.3. bra). E koordinata-rendszerben a Fold nehézségi erbtere

g = —gk vektortérrel irhato le.

Alkalmazzuk a hidrosztatika (5.2) aapegyenletét:

op. dp. Op
—i+—j+—k =p(-gk).
Bxl 6yJ 0z~ p(-ek)

Ismét 1&tjuk, hogy a nyomés csak a z koordinata fliggvénye, ezért irhato:

dp _ :
o, = Plp)e,
ahol az (1.5) géztorvény értelmében p(p) = %.

56



Behelyettesités és a differencidegyenlet szétvdlasztasa utan az aldbbi integraléas elvégzé-
sével hatarozhatjuk meg a keresett p = p(z)fliggvénykapcsol atot:

p z _5
J'd_p:_ gdz L P__ 87 RT
p o RT Po RT (5.11)

Po

Az 5.3. dbrédba felvittik az (5.11) nyomasvaltozast, amelynek a kezdeti (z = 0-hoz tartozd)
érint6je megegyezik az allando siiriiség feltételezésével adodd nyomasvaltozas egyenesé-

vel.

Megjegyezzik, hogy a valésagban a hémérseklet felfelé haladva altalaban csokken.

5.2. Testek Uszasa

Az Euler-egyenlet levezetéséndl lattuk (Id. 4.2. fegjezet), hogy ha egy AV térfogatu testet
egy gradp nyomasgradienssel jellemzett térbe helyeziink, akkor arra AF [ grad p AV

erd hat. A hidrosztatika (5.2) alaptorvényét behelyettesitve AF = —-pg AV adodik, azaz ap

Sirliségl kdzegbe meritett AV térfogatu testre hatd erd iranyitasa ellentétes az erétérvektor
iranyitasaval, nagysaga pedig megegyezik a AV térfogata folyadékra hatd, er6térbdl szar-
maz6 erével. (A Fold nehézségi erbterében ,.felhajtoerérdl” beszélhetiink, amely nagysaga
megegyezik a ,kiszoritott folyadék sulyaval”. Ugyanilyen ,,felhajtoer6” mozgatja gyorsuld

autobuszon a hidrogénnel toltott 1éggdombot eldre, a vezetdfiilke felé.)

Ha egy V térfogati testet a Fold nehézségi erdterében p siirtiségli (cseppfolyds vagy 1ég-
nemi) folyadékba meritiink, arra F; =pgV felhajtoerd hat (amit timasztoerdnek is nevez-
nek). A tamasztoerd atmegy a kobtartalom kozépponton, ami a homogén tomegeloszlas

esetén megegyezik a stlyponttal.

Egy test akkor Uszik, ha atlagos stirlisége

—f megegyezik a cseppfolyds kdzeg p siirtisé-

gével, vagy kisebb annadl. Utdébbi esetben

K csak addig merll a vizbe a test, amig a
(S

bemertil6 rész altal kiszoritott folyadék su-

lya megegyezik a test stlyaval. A sllyer6

¢és a felhajtoerd egyensulya mellett az Gsz6

test stabilitasanak van jelentsége, amit
5.4. dbra az Usz6 test az elforduldssa szemben mu-
tat.
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Nyilvanval 6 atest stabilitésa, ha S stlypontja a kozegbe meriils rész K térfogatk6zéppontja
alatt van (Id. 5.4. dbra). Ekkor elfordul&s esetén egy, az elfordulast csokkenté M nyomaték
kel etkezik.

A test alakjatol fligg6 elfordulasi szogig stabilis lehet annak a testnek, pl. hajonak az egyen-
sllyais, amelynél az S stlypont a kiszoritott térfogat K kozéppontja felett van. (Ezt kezdeti
stabilitasnak nevezziik, mert a viszonyoktol fiiggd értéknél nagyobb kitérés esetén a hajo

felborul.) Tekintsiik az 5.5. dbrat!

Az dbran lathatd hajotest szimmetriasikja a fiiggélegeshez
képest szoggel tért ki. Az &orén lathatok az S stlyponton és
aK térfogati kozépponton atmend G sulyer6 és F, felhgjto-
erd a hajo kitérése elotti helyzetre vonatkoztatva. A kitérés

hatasara a sulypont és a sulyerd, valamint a felhajtoerd

nagysaga nem valtozott meg, de a felhajtéeré tamadasvona-
5.5. dbra laeltolddott. A kitérés hatdsara ugyanis a hajotest A jelii, ék

alaku része kikeriilt a vizb6l, a B jelii viszont belemertilt.

Az eredeti, kitérés el6tti helyzethez képest tehat egy erdpar keletkezett. Ez eltolta a felhaj-
toer6t, amelynek tAmadasvonalaaz M metacentrumban metszi a szimmetriasikot. Haaz S
stlypont az M metacentrum alatt van, akkor a haj6 egyensilyi helyzete stabil, hiszen

kitérés esetén egy azzal ellentétes (visszatéritd) nyomaték keletkezik.
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6. Alkalmazasok: surlédasmentes aramlasok

elemzése, szamitasa

Ebben a fejezetben példaként néhany feladatot oldunk meg, felhaszndlva az eddig tanulta-

kat. Az aramlo kozeg surlédasmentes és 6sszenyomhatatlan.

6.1. Aramlas konfuzor ban

L Tekintsiik a 6.1. dbrét, ahol egy konflzor 14t-

hat6, amelyben viz éaamlik. Mekkora a

x=0 vy 4D(x) nyomésgradiens a tengely A pontjaban, t =t,

——g%— - ——
1 g @7 <X pillanatban ha a  belépd  sebesség

|yl|:V0(1+t2) fuggvény szerint vétozik?

|4D;
Do
|

6.1. dbra Miért véltozik a nyomés a konflzorban? Az

aramlo folyadékrészek gyorsulnak, ami csak erd hatdsara mehet végbe. Tekintettel arra,
hogy a strlodas nem jatszik szerepet és a stlyerd az dramldsra merdleges, tehat csak a

nyomés hely szerinti valtozasa gyorsithatja a kozegrészeket.

A gyorsulas és a nyomasgradiens kozott az Euler-egyenlet teremt kapcsolatot (4.13),

amelybdl kifejezve a nyomasgradienst

dv
radp = -p— (6.2)
gradp P at
osszefliggés adodik. (A térerdsségnek nincsen vizszintes iranyl komponense, ezért nem be-
folyasolja a nyomés véltozasat.) A dv/ dt folyadékrész gyorsulésa a (4.3) 6sszefliggés sze-

rint lokalis és konvektiv részbdl all:

dv _ 9
dt

<

+Dyv.

(o))

t

A fenti dsszefliggés kifejtése komponensegyenletekben a (4.2) kifgjezésben lathaté. Miutan

akonflzor tengelyeben v, =v, =0 ésdv, /0x =0dv,/0x =0, a (4.2) kifejezésb8l megal-

lapithatd, hogy

dv

ov

X
Vxa
*ax

dt

= Vs i (62)
A ot Al
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A v, sebességkomponens hely és id6 szerinti valtozdsanak szdmitisanal felhasznaljuk a
folytonossag tételének (3.29) aakjat, ami a p striiség allandésaga miatt (ami viz esetén

igen j6 kozelités) a
v, D? =v(x) D*(x) (6.3)
Osszefliggésbe megy é&t.

A tengelyben 1év6 v, sebességet egyenlonek vessziik a v étlagsebességgel. Ezért valamely
x koordinétéhoz tartozo v, sebesség a

D,-D
D(x)=D, —%x (6.4)

Osszefliggéssel kifejezhetd konfuzoratmérd ismeretében a (6.3) és (6.4) alapjan felirhato:

_ vo (1+t*)D? 65)

2
D,-D '

A (6.5) kifejezést eldszor t masodszor x szerint differencialva, x helyébe mindkét kifejezés-

nél x,-t, t helyébe t,-t helyettesitve majd az igy kapott értékeket a (6.2) Gsszefliggésbe beir-

X

va megkapjuk a keresett gyorsulast. Ebbdl a nyomasgradiens a (6.1) dsszefiiggésbe vald he-
lyettesitéssel adodik.

6.2. Nyomas valtozas for go edényben

P, z @ Tekintslk a 6.2. dbrat, ahol egy henger alaku, vizzel toltott,
roo [1/ s] szogsebességgel forgd edény 1athatd. Az edény felsé lap-
AN

i, Jan a forgastengelyben 1év0 nyilas koti dssze a merev testként for-

“ - g0 folyadékot a kornyezettel. Hatérozzuk meg az A pontban 1év6
| By

6.2 4bra nyomas és a kiilsé p, nyomas kiil onbségét.

Harom kiilonb6z6 modszert alkalmazunk a feladat megoldasara:

al  egylttforgd koordinata-rendszerrel ,, megdllitjuk” a folyadékot, majd alkalmazzuk a

hidr osztatika modszereit;
b/ az a6 koordindta-rendszerben araml6 kozegre felirjuk a Ber noulli-egyenletet;
¢/ az al6 koordinda-rendszerben aramlé kdzegre alkalmazzuk a ter mészetes koor dina-

ta-rendszerben felirt Euler-egyenletet.
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al A folyadék egyuttforgd koordinédta-rendszerbdl vizsgalva all, ugyanakkor — mivel a ko-
ordindarendszer forog — figyelembe kell venni a centrifugalis eréteret. A O pontbdl az A
pontba a Fold nehézségi eréterének ekvipotencialis feliiletén haladhatunk, ezért az nem
okoz nyomésndvekedést. Alkalmazva a O és A pont kozott az (5.4) dsszefliggést és figye-

lembe véve, a centrifugalis erétér potencialjanak (2.10) kifejezését a nyomaskiilonbségre a

RZw? R’w?
Pa ~Po :_P(UA _Uo) = —p[ - 5 ‘OJ:P 5

Osszefliggés adadik, ahol p a viz siirlisége.

b/ irjuk fel az abszolt rendszerben a Bernoulli-egyenlet (4.29) Gsszefiiggéssel megadott
legétaldnosabb alakjéat!

A v2 A A A
I—ds+jgrad—ds _[y rotyd_s=_[9d J
0 0 0 0

gradpds (6.7)

Ok

I I Il v \%

Esetiinkben az abszolut sebességtér staciondrius, ezért az I integral zérus értéki. A II integ-
rél (Vi - V(z) )/ 2 dakrahozhatd. (Id. 4.4 fejezet) A 1T integralt nem tehetjiikk egyenl6vé zé-

russal (4.4. fejezet), hiszen az &ramléshan a rotv nem zérus, és — mivel az dramvonalak
koncentrikus korok — nem lehet O-bdl &ramvonalon A-ba jutni. A 1V tagnd figyelembe
kell venni, hogy — mivel az all6 rendszerbél vizsgaljuk ajelenséget — csak a Fold nehézségi
erbtere jatszhat szerepet, g azonban merdleges ds-re, ezért alV integral esetlinkben zérus
értékli. Tekintettel arra, hogy a kozeg Gsszenyomhatatlan, az V integral —( Pa —po)/ p

alakra hozhaté.
Ezek figyelembevétel ével:

2 2
Ya"V% (6.8)

A
Pa ~Po =pjy xrotvds —p
. 2

Abszol(t rendszerben az &ramlas koncentrikus kor alaku aramvonalakkal jellemzett sik-

aramlés, ahol a sebesség csak a sugar fliggvénye: v = wr. Ebben az esetben a rot v-nek
csak forgastengellyel | komponense van, amelyet a (3.8) Gsszefiiggéssel lehet meghatéroz-
ni: (roty)Z =dv/dr+v/r. Ebbdl esetiinkben (ro‘[y)Z =2 o adodik. Keressik az egymés-
ra merGleges v, rotv és ds vektorok vegyes szorzatét. Tekintettel arra, hogy e harom vek-
tor jobbsodrasu rendszert alkot és |d§| =dr, a (6.8) kifejezésben szerepld integral egyszerii-
en &talakithato. Figyelembe véve tovabba, hogy v, =R o és v, =0, a(6.8) Osszefliggés

a (6.6)-tal megegyez6 alakra hozhato:
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2,..2 2.2 2.2
R w R w
=pR?w? -p =P

(6.9)

R
Pa ~Po :pj(rw)2wdr—p
0

¢/ Lényegesen egyszeriibb megoldas is van az abszolut rendszerben. rjuk fel az Euler-
egyenlet normdlis irdnyl komponens egyenletét természetes koordinéta-rendszerben (ld.
4.3. fejezet, (4.27) Osszefliggés)

vi_19p _ (6.10)

gn
R, pon .

Az R, dramvonal gorbiileti sugara esetiinkben egyenld a kor alaki dramvonal r sugaréaval,

a dn normdlis irdnyl elemi elmozdulés esetiinkben dr-rel egyenld (mert az dramvonalak

koncentrikus korok). A g, esetiinkben zérus értékii. Fenti meggondolasokkal atirva,

szétvélasztva, majd integralva a differencialegyenletet, a kovetkez6 adodik:

Pa R V2 R
dp=|p—dr= w?dr O R2w?
[ap=[p=—ar {pr r (6.11)

o 0 Pa ~Po =P 5

6.3. Kiomlestartalybdl

Tekintsik a 6.3. &brét, ahol egy tartdly lathatd, amelyben viz van. (A vizfelszint tekinsik
végtelen nagynak, azaz hanyagoljuk € a slllyedését.) A tartdly hengeres falanak alsd ré-
sz€bol egy L hosszusag, allandd keresztmetszetii cs6 nyulik ki, amelynek végén egy csap
van, amelyet ,hirtelen” (rovid — elvileg zérus — id6tartam alatt) ki lehet nyitni. Nyilvanval,
hogy a folyadék nem a nyités pillanatdban éri €l a staciondrius kidramlasi sebességet, ha-

nem csak bizonyos idé mulva. Hogyan lehetne a jelenséget leirni?
irjuk fel aBernoulli-egyenlet (4.29) dsszefiiggésben megadott |egéltal anosabb al akjéat:

20v 2 v2 2 2 21
—ds+ | grad—ds—| v xrotvds=| gds—| —gradpds
R e R CaT

I I 11 v \%
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p A t<0 =0 ,t; >0 t,>h |

pgH

t—>om
6.3 dora

Vizsgdljuk meg a 4.4.fejezetben leirtak alapjan, hogy hogyan lehetne a (6.12) 6sszefliggést

egyszerisiteni.

Az | integral nyilvanval6an nem zérus, hisz éppen a folyadék gyorsulasat kivanjuk megha-
tarozni, és nincs is olyan koordinata-rendszer, amelybdl nézve az aramlas stacionariussa te-

het6.

A Il integrdlon hajtsuk végre a szokasos &alakitast, amelynek eredményeként
(v2-v2)/2 adodik.

A |11 integrél vizsgalata el6tt dontsiik el, hogy hogyan vessziik fel az 1 és 2 pontokat, ame-
lyek kozott az integralast végrehajtjuk. Az egyik pont lehetéség szerint ott legyen, ahol
mindent tudunk: legcélszeriibb a felszinen. A masik pontot ott vessziik fel, ahol az ismeret-
len fizikai mennyiséget keressiik és lehet6leg minél tobb valtozo értékét ismerjiik: ez a pont
cészerlien a cs6 vége, a kiomlés helye, ahol a hely és a nyomads ismert, és a sebességet és
gyorsulast keressiik. Az 1 és 2 pont felvehetd gy, hogy egy aramvonalon legyen, ezért a
11 integrél zérus értékii. (Valdsagban az 1’ és 2 pontok k6zo6tt aramvonalon integralunk 1°

és 1 kozott pedig — amint azt késébb latjuk - v 00

Figyelembe véve, hogy az abszol(t (Foldhoz rogzitett) koordindta-rendszerbél vizsgaljuk a
jelenséget, igy csak a Fold nehézségi erdterével kell szamolnunk, ami potencialos. Ezért a

IV integrdl a—(U, - U, ) alakrahozhato.

Tekintettel arra, hogy az aramlo kozeg viz, amelynek siiriisége allando, az V integrdl a

~(p, —p, )/ p dsszefliggésbe alakithatd &.
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A fentiek figyelembe vételével (6.12) az alabbi alakra hozhato:

2
] %’dy["—; +9+u} =0 (613)
1 P
A (6.13) Osszefliggést szandékosan irtuk fel ebben a szokatlan alakban, mert igy vilagosan
latszik, hogy az ,instacionarius tagot” az integral fels0 hatardhoz tartozé Bernoulli-
Osszeghez kell hozzaadni. Esetiinkben U = gz, mert a z koordinéta felfelé mutat és tudjuk,
hogy a potencidnak abban az irdnyban kell ndvekednie, amerre munkat végziink, ha egy
testet elmozditunk.

Hatarozzuk meg az egyes tagok értékét a cs6 végén 1évo csap kinyitasa utan. Az 1-es pont-
ban és a tartilyban a sebesség zérusnak tekintheté a kiomlés kornyezetétdl eltekintve,
mert a tartaly felszine (keresztmetszete) olyan nagy a cs6 keresztmetszetéhez képest, hogy
a folyadékfelszin sillyedési sebessége elhanyagolhatd. Ugyanitt p, =p, , z=H, haa
z = () szintet a 2-es pont magassagaban vesszilk fel (Id. 6.3. dbra). A 2-espontban z=0 és
a keresett sebesség v, = v(t). Mekkora a nyomas a kiomlé (2) keresztmetszet tengelyé-
ben? Erre a kérdésre a természetes koordinata-rendszerben felirt Euler-egyenlet ismereté-
ben adhatunk valaszt. Miutan egy csobdl kiomlé folyadéksugarban feliilr6l nézve az aram-
vonalak parhuzamos egyenesek, a (4.27) egyenlet bal oldalanak nevezbjében szereplé R
adramvonal gorbuleti sugara o, ezért a nyomas vizszintesen, az aramvonalakra merélegesen
nem védtozik. igy a kiomlé keresztmetszetben a nyomas a kiilsé nyomassal egyenlé:

P> =Py - (Oldalrol nézve a sugar a sulyerd és nem a nyomaskiilénbség hatasara hajlik le.)

A gyorsulas vonalintegraljét az aldbbi megfontolasok alapjan fejezzik ki. Ha a tartdly ele-
gendben nagy, akkor benne a sebesség elhanyagolhatd, de akkor a gyorsulasisjo kozelités-
sel zérus. Ezért az integrélési Utvonalat két részre osztjuk: 1-1' és1'- 2 szakaszra:

2V lV 2
[efgects

(6.14)

Q
||<
I(IJ

A jobb oldal els6 tagja 0, mert a végtelen nagynak tekintett tartdlyban a kdzeg gyorsulasat
elhanyagolhatjuk. A jobb oldal masodik tagjanak meghatarozasahoz tegyiink néhény meg-
alapitést. A dv/ ot gyorsuldsvektor, amelynek abszolUt értékét a-val jeldljik, parhuzamos
a ds vektorral a cs6 tengelyében 1€v6 integralasi utvonalon. (Ha a gyorsuldsnak lenne cs6-
tengelyre merdleges komponense, akkor csdtengelyre merdleges sebességkomponens ,.ke-
letkezne”, ami szimmetria okokbdl nem lehetséges.) Tételezziik fel, hogy elére nem ismer-
juk a folyadékgyorsulas irdnyitésat. llyen esetben felvesziink egy pozitivnak feltételezett
iranyitast, és az eredmény el6jele mutatja meg a gyorsulés tényleges iranyitasét. Vegyuk fel

pozitivnak a csé 2 kidomlo keresztmetszete iranyaba mutatdé gyorsulast. Tekintve, hogy a



0v/ 0t ésads vektor irdnya és irdnyitdsa megegyezik, az integrandusz az (a ds) alakban ir-

hat6, ahol ds = |ds|.

Hogyan valtozik a cs6 hossza mentén a gyorsulas? Ha p=all., a kontinuitasbdl kovetkezden
a csO barmely keresztmetszetében egy adott pillanatban azonosnak kell lennie a térfogat-

dramnak: v,A, = v,A,. Ebbdl kovetkezik, hogy
A, =a,A, (6.15)

ugyanis beldhatd, hogy a keresztmetszet-viszonnya forditottan aranyos sebességviszony
csak hasonldan forditottan aranyos lokdlis gyorsulés-viszony esetén johet 1étre. Ebb6l k-
vetkezik, hogy allando siiriiségli kdzeg lokalis gyorsulasa allandd keresztmetszetli cs6ben
nem valtozik a cs6hossz mentén. Ezért a (6.14) osszefliggés az alabbiak szerint alakithato

a:

2 5y 2

J.——dgz'[ads =al (6.16)
1 I '

Helyettesitsik (6.16) dsszefliggést (6.13)-ba, figyelembe véve, hogy v csak t fliggvénye:

2
£L+V_+p_0 =p_o +gH (6.17)
dt 2 p p .

Stacionérius esetben (% =0) felirvaa Bernoulli-egyenletet 1 és 2 pont kdzott egyszerlisi-
tés utan adodik:

2
Va s gh (6.18)
2 1

ahol v a staciondrius aramlashoz tartozo6 sebesség a csében.

A (6.18) oOsszefliggést (6.17)-be helyettesitve és a differenciél-egyenletet szétvllasztva kap-
juk:

dv. _ dt

st
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Atalakités utan integré hatunk:

\'
M dT Vg ¢
| —5=5r]a (6.19)
0 0

N c oz tvg . R - 2L . ..,
Integralas utan az arth —— = —St Osszefliggés adadik. Bevezetve a 1= — jel6lést, ahol T
Vg 2L Vg
az az idGtartam, ami alatt a cs6hossz kétszerese v sebességgel megtehetd.
Fenti jel6léssal:

Vo=l (6.20)

v A (6.20) fuggvénykapcsolatot a 6.4. dora mutatja be. Lat-

Vst

hato, hogy a kidramlés sebessége a stacionarius sebessé-

get aszimptotikusan kozeliti.

© A 6.3. &rdn feltiintettiik a cs6 tengelyében és a tartalyban
6.4. dra

a nyomas megoszlasat a csap kinyitasa el6tti és utani pil-
lanatokban. A csap nyitasa elétt (t <0) a nyoméas mindenitt p, +pgH. A csap nyitasanak
pillanatdban (t = 0) ateljes pgH nyomaskiilonbség a csében 1évé folyadékoszlop gyorsita
sara , forditodik”. Ahogy telik az idé (t > 0), apgH nyoméskillénbség egyre nagyobb része

sziikséges a tartalyban 1év folyadék v sebességre torténé felgyorsitasdhoz és egyre keve-
sebb jut a folyadékoszlop gyorsitaséra. Elvileg végtelen id6 elteltével a kiomlési sebesség

elériav, =42gH értéket.

Természetesen a valosagban a csében fellépé surlddas kdvetkeztében a nyomas staciondrius

allapotban sem lesz allandd a cs6 hossza mentén.

6.4. A statikus-, a dinamikus, és az ssznyomas

‘oo p=all. Ha p allando stirtiségii, p,, nyomési kézeg v, sebesség-
1 ﬁ gel dramlik és az araml6 kozegbe egy szilérd testet helye-
o 0 zink e (6.5. &ora), atesten taldunk egy olyan pontot — a

0o t
6.5. 4bra torlopontot — ahol az aramlasi sebesség zérus, azaz a

torl6pontba tartdé aramvonalon a folyadékrészek teljesen
lefékezédnek. Irjuk fel a Bernoulli-egyenletet az 1 és at (torl¢)pont kdzé. (Az 1 pontban a

zavartalan v, sebesség uralkodjék, ami a test zavar6 hatasa kovetkeztében a test el6tt elvi-
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leg csak végtelen tdvolsagban igaz. Gyakorlatilag elegend6 a test elott a test aramlasra me-
réleges méretének kb. Ot-tizszerese tévolsagba elhelyezni az 1 pontot ahhoz, hogy a test
elérehatasa elhanyagolhat6 legyen.)

Az aramlés stacionarius, aramvonalon integralunk, a Fold nehézségi erdterében vagyunk,

de g merdleges az integralasi Gtvonalra, p=dall., ezért a (4.31) alaku Bernoulli-egyenletet

alkalmazzuk p-val val6 dtszorzas utan, azaz nyomas mertékegységben:

Po+2V =p, =p, (621)
Lathatd, hogy a torlopontban 1év6 p nyomds nagyobb, mint a zavartalan dramlasban ural-
kodo p,, statikus nyomas. A torléponti nyomast Gssznyomasnak nevezzik és p; -vel

jeloljik. Az 6ssznyomas és a statikus nyomas kil dnbsége:
Py = gvi (6.22)

amit dinamikus nyomasnak nevezink.

Ossznyomésnak (p,) megdllitott kozeg nyomasat nevezzik. Léthatd, hogy az
Ossznyomas a potencidt tartalmazé taggal (pU) kilonbozik a (4.31) dsszefiiggés kapcsan
definidt Bernoulli-0sszeg p-szorosétdl. Ha tehét a kdzeg sirlodasmentes, az &ramlés
stacionarius, az erétér hatasatol eltekintiink és a siiriiség allando akkor a Bernoulli-

egyenlet azt fejezi ki, hogy
— potenciélos aramlasban az 6ssznyomas allando, vagy

— oOrvényes aramlasban az Ossznyomas egy aramvonal mentén alland6. (Az
Ossznyomas orvényes aramlasban dramvonalrél dramvonalra valtozik. Példaként te-
kintsik az 1.2. dbran lthato daramlést, ahol a parhuzamos egyenes aramvonal akra me-
rélegesen a természetes koordindta-rendszerben felirt Euler-egyenlet értelmében nem
valtozik a nyomas (Id. (4.27) dsszefliggés). Miutan azonban a sebesség minden aram-
vonalon mas, a (6.21) dsszefliggéssel definidlt 6ssznyomaés valtozik az aramvonalakra

mer6leges iranyban.

A kozeg megdllitasakor megfigyelhetd nyomasndvekedés realis (molekularis szerkezetil)
kozegekben az alabbi modon magyarazhatd. A molekuldk, mint az els6 fejezetben emlitet-
tilk, rendezetlen hémozgast és erre szuperponalodo, altalaban sokkal lassabb, rendezett
mozgast végeznek, amit a kdzeg sebességének neveziink. Ha feltessziik, hogy a kdzeg és a
kodrnyezete kozott nincsen hbcsere, akkor a lassuld aramlasban 1évé molekulak rendezett

sebességiik csokkenése révén novelik rendezetlen sebességiiket, azaz ndé a kézeg homér-
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Séklete és az egységnyi feliiletre hatd, a molekulak iitkozEsébol szarmazé erd, azaz a nyo-

més.

6.5. Radidlis ventilator, Euler-tur binaegyenlet

Tekintslik a6.6. &orét, ahol egy radidlis ventilator vézlata lathato.

A slrlédasmentesnek tekintett kozeg az (Sz) jelil szivocsonkon jut be a gépbe, egy alld
konfuzor (K) vezeti aforgd jarokerékhez (j), amely az (m) motor (t) tengelyére van rogzit-
ve. A kozeg radidlis iranyba fordul és athalad a jarokerék (1) lapatjai kozott. A motor M
[Nm] nyomatékot fejt ki az w [1/s] szdgsebességgel forgd jardkerékre. E nyomaték hatésara
a jérokeréken &thaladd kdzeg forgés iranyaban eltéril. Bejut a (cs) jelii csigahazba, majd a
(ny) nyomacsonkon keresztill hagyja el a gépet.

A ventil&orok feladata a széllitott kozeg Ossznyomasanak novelése. Az elézbek szerint az

Ossznyomésnovekedés a
_ _ _ P 2 _ P 2
Aps =Poys ~Psis =| P 2V pt-v (6.23)
ny Sz

Osszefiiggésbodl szamolhato.

A ventildtor hasznos teljesitményét (ami siirlédasmentes esetben a bevezetett teljesitmény-

nyel egyenld) a
P=q, Ap; (6.24)
osszefiiggés fejezi ki, ahol g [m3/s] aventilétor dtal szallitott térfogataram.

A fogamak meghatdrozasa utan vizsgdljuk meg, hogy hogyan lehetne az 6ssznyomasnd-

vekedést a Bernoulli-egyenlet alkalmazésaval kiszamolni! irjuk fel az egyenletet alapétracs
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el6tti 1 és az utani 2 pont kozott. Abszol Ut rendszerben alapatok mozgasa kdvetkeztében az
aramlas instaciondrius, ezért arelativ (egy(ttforgd) rendszerben — ahol az dramlas staciona

rius — alkalmazzuk a Bernoulli-egyenl etet.

6.7. dbra

Tekintsik a 6.7. &borét, ahol a lapétok elétti (1) és mogotti (2) pontban felrajzoltuk a v ab-
szol(it, w relativ és u szallitd (kerileti) sebesség vektorokat. irjuk fel arelativ rendszerben a
(4.29) osszefliggéshen megadott Bernoulli-egyenl etet:

gradpds

2 2 2 2
W5 —W
“—ds+—2 "1 _ xrotwds =
| 50955 {W wes (6.25)

B — N

2
gds-|
1

I ] 1l v \Y

ol =Y

Az | integrd zérus, miutan aw relativ sebességtér stacionarius. A 111 integrd is zérus, mert
1 és 2 pontok lehetnek azonos relativ aramvonalon. Hamarosan latni fogjuk, hogy ha nem
aramvonalon integralunk, de a ventilator nyugvo kozegbdl sziv, a 111 tag kiesik. Az V integ-

ralt p=4l. kdvetkeztében —(p, —p, )/ p aakrahozhatjuk.

A 1V integrd kifejtése némi megfontolast igényel. Miutan a koordindta-rendszeriink forog,
a centrifugalis erdtérrel kell szamolnunk. Ez Iényegesen meghaladja a Fold nehézségi erdte-
rét, ezért ez utébbit elhanyagoljuk. Tudjuk tovabba, hogy ha forgd rendszerben egy témeg

elmozdul, arra a Coriolis-erétér hat, amely a

=2WXW (6.26)

Osszefiiggéssel irhaté fel. Figyelembe véve, hogy a centrifugdlis erdtér potencialos

2,52
g, = —gradU, tovébba U, = - ro ,alV integrél az alébbi alakra hozhato:
2 r'w ;o)
[gds=| t=-2—|+]2wxwds (6.27)
1_ 2 2 1 - ’

ahol w a koordinata-rendszer forgasi szogsebessége, ami megegyezik a jarokerék szogse-
bességével. A (6.27) Osszefiiggésbdl lathatd, hogy a Coriolis-er6tér vonal menti integralja

zérus, ha dramvonalon integralunk: w | ds.
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Tételezzik fol, hogy nem dramvonalon integralunk. Ebben az esetben a (6.26) tsszefiiggés
IIT integralja nem zérus értékt. Tételezziik fol tovabba, hogy az abszolut sebességtér
Orvénymentes aramlasbol (pl. nyugvo térbdl) ered, tehat a Thomson-tétel (4.35) értelmében
az abszolt sebességtér Orvénymentes is marad. Miutan az abszoldt, relativ és szdllitd
sebességekre fenndll: v=w+u, rotv=0 esetén irhatd: rotw =-rotu. Az u
szdllitOsebesség a sugarra merdleges és abszolut értéke |g| =r w aakban irhato fel, ezért

rotu a (3.8) Osszefliggés alapjan 2 w-val egyenld.

Mindezt beirvaalll integrdlba

adodik, azaz a Coriolis-er6tér vonalmenti integraljaval megegyez6 alakra jutunk, ami kiejti
azt.

A fentieket 6sszefoglava:

— ha a relativ sebesség forgd koordindta-rendszerben nem zérus, akkor a centrifugalis

erétér mellett a Coriolis-erétér is figyelembe veendd,
— haéaramvonalon integrdlunk akkor a Coriolis-er6tér vonalintegralja zérus,

— hanem tudunk &ramvonalon integrélni, de az abszol(t &ramléas drvénymentes aramlasi
térbol ered, akkor a Coriolis-erteret tartalmazd tag a Bernoulli-egyenlet [1I

integraljaval egytt kiesik.

Most térjiink vissza az eredeti feladathoz, és irjuk fel a Bernoulli-egyenletet az 1 és 2 pont

kozott!

+2 -2 (6.28)

Mittnw=v-u 0O w

Fenti &tal akitést figyelembe véve (6.28) Osszefliggés felirhatd mint:

2 2 2 2 2 2 2 2
v u r; W v u r- w -

S R e . VIV .2 B (6.29)
2 2 2 2 2 2 P
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Mivel u, =r, w, a fenti egyenlet egyszeriisithet6, majd az 6ssznyomas nvekedés az alabbi

modon fejezhetd ki:
_ _ P p —
APy =Py ~Pis =| P2 += V5 |7 Py V] | =
2 2
=p(v,u, =y ).

Tekintettel arra, hogy v, u, =v,, u,, ahol v,, a v, vektor kerlileti sebesség iranyu vetl-

lete. Ezzel az Euler-turbinaegyenlet ventilatorokra, szivattylkrais érvényes alakja:

|80 10 = P(Vay Uy =V Uy)| (6.30)

Az Euler-turbinaegyenlet nemcsak radialis, de axidlis atomlésii aramlastechnikai gépekre is

érvényes.

Tekintettel arra, hogy a sirlddasmentességet feltételeztik, a létesitett Gssznyomés-nbve-
kedést — hogy megkiilonboztessiik a surlodasos esettdl — idedlis 6ssznyomés-ndvekedésnek
szoktuk nevezni és Ap ;4-sal jel6ljuk.

Ha a ventilator nyugvd térbél sziv, a Thomson-tétel értelmében v,, =0, tehat irhato:
Apy g =PV, U,. Lahato, hogy az dramléstani gépek a kdzeg perdiiletének (a kerllet ira
nyu sebességosszetevd és a sugar szorzata) megvaltoztatasaval (ventilator, szivattyl esetén
novelésével, turbina esetén csokkentésével) adnak & energidt az aramlé kodzegnek, vagy

nyernek energiét abhal.
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7. A felUleti feszultség

Az 1. fejezetben megismertiik a folyadékmolekulak kozott, a koztiik 1évo tavolsag fligg-
vényében fellépd taszitd- vagy vonzoerdt. Cseppfolyds halmazallapota kdzegeknél a mole-
kuldk kozel vannak egymashoz, ezért a vonzoer§ itt (a gazokkal ellentétben) szerepet jat-
szik. Amig a folyadék belsejében 1évé molekuldkra minden oldalr6l hatnak a szomszédos
molekulak, addig a hatarolofeliileten 1évé molekulaknal a szomszéd molekulak hatasa ki-
egyenstlyozatlan. Ezért a cseppfolyds halmazallapotl kdzegek felllete rugalmas hartya
ként viselkedik: a kiegyenstlyozatlan molekularis er6k a lehet6 legkisebbre ,,akarjak” Osz-
szehtzni a feliiletet. Ezért tartja meg a viz felszine pl. a bezsirozott tiit, ezért szalad-

gdhatnak rovarok aviz felszinén.

L Tekintslk a 7.1. dbrét ahol egy huzalbdl késziilt keretet 1&tunk, amelynek

egyik oldala elmozdithat6. Martsuk pl. szappanos vizbe a keretet! A kialaku-

lF 16 hartya két oldalan keletkezé feliileti fesziiltség csbkkenteni akarja a hartya
nagysagat. Az elmozduld L hosszsagl hartyat oldalt F er6 tartja egyensuly-

7.1.8ra o apagirhate: F=21.C , ahol C [N/m] az egységnyi hosszra juto, feliile-
ti fesziiltségbol szarmazo erd, amit a feliileti fesziiltség allandojanak neveziink. Ez az
allando a folyadék és a hatarfeliileten azzal érintkez6 szilard test vagy kozeg tulajdonsagai-

tol fiigg. Levegdvel érintkezo viz esetén C =0.025 [N/ m].

Tekintslk egy folyadékfelszin 7.2. dbran |&thaté elemét. A
felszin P pontjdban a gorblletet két, egymasra merdleges
metszetben megadott R, és R, gorbiileti sugarakkal hata-
rozhatjuk meg. A felszindem ds, =R,da, és
ds, =R, da, hosszlisagu oldalain felUleti fesziltség ébred,
amelybdl szarmazo er6knek (1d. 7.2. dbra) van az elemi mé-
retii felszinre merdleges komponense. Miutan a felszin

egyensulyban van, ezt az erét a hartya két oldalan 1évé nyo-

mas kiilonbségébdl szarmazo erd egyensulyozza ki:

(p; —p,)ds;ds, =Cds, da, +Cds, da ;. (7.2)

Az elemi szogeket a megfelel6 ds és R értékekkel kifejezve, behelyettesités és egyszerisités

utan adodik:

1 1
Ap = - =C| —+— (7-2)
P=P; P2 [RI R, ]




Ha a felllet hartya, akkor a (7.2) 6sszefliggés jobb oldalan egy kettes szorzo jelenik meg,
hiszen két fellleten 1ép fel a feluleti feszlltség. Ha a felllet gémb alaki R, =R, =R.

Ezért gbmb aakl folyadékcsepp belsejében a nyoméds Ap =2C/R ill. buborékban
Ap =4 C/ R 0Osszefliggéssel szamolhato.

% Haromféle folyadék (pl. leves, zsircsepp és levegd) érintkezését mu-

Ces tatja a 7.3. bra A kiilonboz6 folyadékokat elvalaszto felileteken fe-
Cza@ Cis lileti fesziiltségek ébrednek, amelynek allandoi az érintkezd folya-
® © & dékok sgjatossagaitdl flggenek. Vegyiink fel a harom folyadék talal-
12
kozési vonaaban , az abrara mer6leges ds hosszusagu vonal-
7.3. dbra oy g g

elemet, amely nyugalomban van, tehat a rea haté erék egyensulyban
vannak (a vektorharomszog zar6dik). Ha pl. |C ;| >|C,, | +|C 5], akkor nem dlhat fenn
egyensily, az 1 folyadék a 2 és 3 folyadék hatarol6fel lletén szétterjed (mint pl. az asvany-

olg aviz felszinén).

Q@ Gi3 Ha a szilard fal és két folyadék esetét vizsgaljuk, akkor a
(04
c25 D N 7 7.4. &brén |4hatd viszonyokat tapasztaljuk. Ekkor viz-
C 7
@ 1 szintes iranyban az egyensily feltétele:

C,;ds=C;, ds+C; cosa ds. (7.3

A C,, fiiggéleges komponensét a szilard fal és a folyadék kozott fellépd fiiggbleges erd

egyensllyozzaki.

Ha a 3 folyadék levegé (azaz egy szilard feliileten 1év6 csepp esetét vizsgaljuk) a C,, he-
lyébe a folyadék és a szilard anyag kozott fellépd, a feliileti fesziiltséghez hasonloan hato

adhézié 1 ép.
Fejezzik ki cosa —t a (7.3) egyenletbdl:  cosa = (C,; —Cy, )/ Cy5 -

HaC,; >C,, O & 90 , azaz a csepp aakja hasonl6 lesz a 7.4. bréan |athatohoz (pl viz-
csepp egy fa lapon). Ellenkez6 esetben o >90° (pl. a higanycsepp a padlion). Ha
|Cp3]>|Cy | +|C 5], afolyadék szétterjed a feltileten: pl. a petroleum , kimészik” az iveg-

bdl, ha nem zarjuk be gondosan).
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Vékony csovekben (kapill&risokban) afellleti feszilt-
s&g a folyadékoszlop felemelkedését vagy lesiillye-
dését okozhatja. Tekintsik a 7.5. dbrét! Az 1 jeli fo-
lyadékba mértott 2 jeli, r sugar csében 1évé folyadék

felszinét tekintsiik egy R sugard gdmbsiivegnek. A p,

kiils6 nyomas és az A pontban 1évé nyomas a (7.2)

Osszefliggés értelmében:
Po—pPa =2C;3/R=2C5cosa/r.
Az A pontban akkor lehet a kiils6 nyomasnal kisebb nyomds, ha a folyadékoszlop

Po —Pa =Pgm Osszefliggésbol szamolhatd m magassagra felemelkedik. A Kkapillaris
felemelkedésa

2C
m="" cosa (7.4)

Osszefiiggésbdl szamolhatd. Uveg, viz, levegd kombinicid esetén o <90° ezért fel-
emelkedést (m > 0) tapasztalunk, iiveg, higany leveg6 esetén o > 90°, ezért a higanysza a
fellleti feszliltség hatésara lesillyed (m > 0). Ez a felemelkedés ill. lesiillyedés pl. a folya-
dékoszlop kitérésen alapuld nyomasmérésnél okozhat hibét. Itt is megjegyezzik, hogy a

C,; a feliileti fesziiltséghez hasonld sajatossagokkal biré adhézios erd.
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8. Az impulzustétel és alkalmazasa

8.1. Az impulzustétel

Ebben a fejezetben a 4. fejezethez hasonldan a folyadékmozgas és a folyadékra hato erdk
kozotti kapesolatot vizsgdljuk, kikdtve a sirlodasmentességet. Ellentétben a 4. fejezettel,
ahol differencidegyenlet adddott, itt a mozgasegyenlet integrdl aakjé hatéarozzuk meg. Is-
mét Newton Il axiomgabdl indulunk ki, amely szerint a témeg mozgasmennyiségének
id6 szerinti valtozasa egyenlé a tomegre haté erdkkel. Egy folyadékrészre kétfajta erd
hathat: a tomegre hato térerésség és a feliileten haté erd. Ez utébbinak sirlédasmentes
esetben csak feliiletre meréleges komponense van, a nyomasbol szarmazo erd. irjuk fel is-
mét a mozgasmennyiség idobeni valtozas és a folyadékrészre hatd erk kapcsolatat kifejezo

egyenletet:

d jpde= jpgdv— jpdé (8.1)
dt - ]
V(t) V(t) A1)

Am=dAvAtp Y ahol V(t) a folyadék gondolatban elklldnitett, az A(t)
> felUlettel hatérolt részének térfogata (Id. 8.1. &bra).
(Ugyanebbdl az egyenletbdl indultunk ki az Euler-
egyenlet levezetéséndl, Id. (4.17) Osszefliggés.) A fo-
lyadékrész At id6 alatt odébbuszik, és az A(t+At) felU-

/
V(1) A A(t+AL) . _
lettel jellemzett helyre kerll, mikdzben mozgéas-

mennyisége egyrészt a sebességtér idofiiggése miatt
véltozhat meg (instacionérius dramlés esetén, |d. 4.1. fejezet), mésrészt azért, mert a folya
dékrész odébbuszva olyan helyre keriil, ahol a sebesség eltérd. Fejezziik ki a (8.1) Gssze-
flggés bal oldalét a 8.1. &bra figyelembevétel ével!

d

1
m JdeV=A1thE [(0¥) pu dV = [(py), dV (8.2)

V(t) 0 V(t+At) V(t)

A jobb oldali zaréjel az elmozdult folyadékrész és a kiinduld helyzetben 1év6 folyadékrész
mozgasmennyiségének killonbségét tartalmazza. Vonjuk le és adjuk hozza a zargjelben |1é-
v tagokhoz azt a mozgismennyiséget, amellyel az A(t+At) felllettel hatérolt térrészben 1&-

v6 folyadéktomeg t pillanatban rendelkezik!



d o
- Ipde—AgTOE[ [(ov) @&V = [(pv) av+
V(t) V(t+At) V(t+At) (8_3)

+ [(py), av~ [(py), dv}

V(t+At) V(1)

A jobb oldali kifejezés els6 két integréljanak integrdlasi tartomanya megegyezik, ezért irha-

to:

- lim 2 j(py)t dv At.
f-0 At Ot V(t+At)

1imi[ [(ov) ppdv= [(pyv) v

A0 At V(t+At) V(t+At)

At-vel vald egyszerlisités utan, képezve a At —» 0 hat&rémenetet a

At-
0 At V(t+At) V(t+At)

hmil [(p3) y aV- J(pY)th}%i(pz)dv (84)

Osszefliggést kapjuk, amely megengedi, hogy a pv vektortérnek szakadésa legyen aV tér-
fogaton bel(l.

A (8.3) Osszefiiggés jobb oldalan 1évé harmadik és negyedik integral kiilonbségének sza-
mitasa meggondolast igényel, hiszen az integralasi tartomany kiilonb6zd. Szerencsés ko-
riilmény, hogy ugyanahhoz a t id6ponthoz tartozé mennyiségeket tartalmaznak az integra-
lok. A két integrd kilonbsége Ugy adodik, hogy a 8.1. &brén + jellel jelolt térrészben 1&v6
mozgasmennyiségbdl le kell vonni a — jellel jeloltben 1év6t, hiszen a kozos rész kiejti egy-

mést.

Vegylnk fel a dA fellletelem vektorral jellemzett fellletelemet, amely At id6 alatt a v se-
besség iranyéban |yAt| tévolsagot mozdul el (és az A(t+At) felllet részévé vaik). Az e-
mozdul 6 elemi felllet a 8.1. doran vonalkézott vAtdA térfogatelemet hatdroz meg, amely-
ben 1évd elemi tomeg mozgasmennyisége: vpvAtdA. Ha v és dA tompaszoget zarnak
be (—jellel jeldlt térrészben), akkor a mozgasmennyiség a skalarszorzat sqjétossagai kovet-

keztében negativ lesz. Ezt az igen kedvez6 koriilményt kihasznalva irhato:

A0 At

.1 1 _
lim | [(py) dV- [(py) dV|= lim —[vpyatdA=[vp(vda)  (85)
V(t+At) V(t) A A

A jobb oldal utolsd integrdjdban egy zardjel jelent meg, amellyel egyértelmiivé tettiik,
hogy a mozgasmennyiség-megvaltozas vektor a sebesseg vektorral parhuzamos.
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A (8.1), (8.3), (8.4) és(8.5) tsszefliggéseket figyelembe véve felirhatd az impulzustétel:

%I(PX)dV+JXP(Zdé):Jpng ~[pda (8.6)
v A v 3

Az impulzustétel egy mozgasegyenlet, amely a folyadékra hato erdk és a folyadék
mozgasallapota kozott teremt kapcsolatot. Amig az Euler-egyenlet differencidlegyenlet
az impulzustétel integralokat tartalmaz, amelyek kiszamitasa utan erévektorok adodnak. Az
impulzustétel alkalmazasandl egy, a koordinatarendszeriinkhéz képest rogzitett, zart A felU-
letet, az ellendrzo feliiletet kell felvenni (amely a V térfogatot korilveszi), és ki kell sz&
molni az integralokat. Az impulzustétel igen nagy elénye, hogy jobbara feliileti integralokat
tartalmaz. A két térfogati integrdl kozll a bal oldali — amelynek szamitasa altaldban megle-
het6sen bonyolult — zérus értékil, ha az aramlas stacionarius. Ezért az impulzustételt altala-
ban stacionarius vagy kvazistacionarius (idében allandé idébeli atlag koril ingadozo) &ram-
lasra fogjuk alkalmazni. A jobb oldali térfogati integral az ellen6érzo feliiletben 1évé folya-

dékra hato térer6t (pl. sulyerdt) fejezi ki, amelynek szamitasa altalaban viszonylag egysze-

v Helyezziink egy szilard testet &raml6 kdzegbe (1d. 8.2. &bra)!
Vegylik fel az ellen6rz6 feliiletet ugy, hogy az A ,,bels6”
felllettel rekesszik ki a szilard testet a V térfogatbdl, ami
igy az A, és A, kozotti térfogat. Legyen az aramlas staciona-
rius. irjuk fel az impulzustételt!

%ﬂpY)d\H [vp(vda)+ [vp(vda)=

= [pgav-[pda-[paa o
\% A A

k b

Az els6 integral zérus, mert az aramlas megdllapodasunk szerint stacionérius. A harmadik
integral ugyancsak zérus, hiszen a szilard test feliiletén és igy az ellen6rz6 feliileten keresz-
tll nincsen &éramléas (vOdA ). A jobb oldali utolso integral a belsé feliileten a folyadékra
hat6, nyomasbol szarmazé er6ét 6sszegzi. Belathato, hogy az integralas eredményeként add-
do erd megegyez0d nagysagu és iranyu, de ellentétes iranyitasu, mint a folyadékrol a szilard
testre hat6 erd, amit R vektorra jeldlink. Ha tehdt stacionarius éramlés esetén a felvett el-

lendrzé feliiletben szilard test van, akkor a (8.6) 0sszefiiggés az alabbi alakban irhato fel:

[vp(vda)=[pgdv-[pda-R . (88)
\' A

A

Azért szerepel az R az impulzustétel fenti alakjaban, mert a mérnoki gyakorlatban legtobb-

szor a szilard testekre hatd erékre vagyunk kivancsiak. Az R vektor el6tti negativ eljelre
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azért van sziikség, mert az impulzustételben a szilard testrdl a folyadékra hato erdt kell sze-
repeltetni. (Az R alkalmazéséra természetesen csak akkor kerlll sor, ha a szilérd test az el-
lendrzo feliileten beliil van és nem rekesztjiik ki az ellendrzo feliilet egy elemével.) Ha va-
losagos, strlodéasos kozegekre alkalmazzuk az impulzustételt, €s az ellendrzé feliileten a fo-
lyadékra hato, strlodasbol szarmazé erdket meg tudjuk hatarozni, akkor ezek ereddjét — S
vektort — az impulzustétel (8.6) vagy (8.8) tsszefliggéssel megadott kifejezésének jobb ol-
daldhoz kell adnunk.

Végll felirhaté az impulzustétel legaltalanosabb alakja, amelynek jobb oldalan az €l-
lenérzé feliilletben 1évé folyadékra hato eréket osszegezziik és egyenlévé tesszik
ugyanezen folyadék mozgasmennyiségének az egyenlet bal oldalan kife ezett egyseg-

nyi idére es6 megvaltozasaval:

%J(py)dV+sz(zdé)=fpng ~[pdA-R 48 (89)
\ A \ A

8.2. Az impulzusnyomatéki tétel

A 8.1.fejezetben egy zart A feliiletben 1év6 folyadékra irtuk fel az erék és a mozgasmennyi-
seg-megvaltozas egyensulyat. Hasonlé modon felirhaté ezen erdk a tér adott P pontjara vo-
natkoz6 nyomatéka valamint a mozgésmennyiseg-megvaltozés-vektorok nyomatékanak

egyenldségét kifejezd impulzusnyomatéki tétel:

2 Jrx(pw)av+[rxvp(vdA) =1 xpgdV -[1 xpdA M +M, (8.10
\ A \4 A

ahol r atér kijeldlt P pontjabdl a dV térfogatelemhez ill. dA vektor talppontjéhoz hizott
vektor, M a folyadékrol az ellendrzé feliiletben 1év6 szilard testre atadodd nyomaték, M

pedig az ellendrzo feliileten hatd stirlodéer6k nyomatéka.

8.3. Az impulzustétel néhany alkalmazasa

M o0zg06 sik lap

Tekintslk a 8.3. dbrat, amelyen egy sik lap lathatd, amely
al, vagy u sebességgel jobbra mozog. A sik lap egy viz-

sugarat térit el, amelynek tengelye merdleges a lapra, za-

vartalan sebessége v, keresztmetszete pedig A. Milyen erd

hat az &16 és a mozgo lapra?
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A feladat megoldasa az impulzustétel nélkiil nem lenne konnyii: ki kellene szdmolni az el-
téril6 vizsugér aramképét, majd annak ismeretében a sik lap feliiletén keletkezd (és az
aramvonalak gorbiilete alapjan rogton felismerhet§) tulnyomast, azaz a kornyezetinél na-
gyobb nyomast. Ennek integralja adna a keresett er6t. Az impulzustétellel az aramlés rész-
leteinek ismerete nélkiil, pusztan a fizikai mennyiségek ellenérzo feliileten torténd vizsgala-

taval megvéaszolhat6 a kérdés.
Elészor isvegyik fel az ellen6rzé feliiletet. Ennél két tanacsot célszeri megfogadni:
— ha szilard testre hato er6t keresiink, a testet vegyiik bele az ellendérz6 feliiletbe és

— ahol dramlas van, ott az ellendrzo feliilet legyen merdleges az dramlasi sebességre vagy

legyen azzal parhuzamos.
Esetiinkben afentiek szerint eljarva a 8.3. dbran lathato ellenérzd feliilet adodik.

Masodszor irjuk fel az impulzustételt (8.9.6sszefliggés) és dlapitsuk meg, hogy mely
tagjait kell az adott feladat megoldasanal figyelembe venni!

9
o (PW)av+ [vp(vdA) = [ogav - [pdA -R +5 (8.11)
\ A Vv A
| I 1 v V VI

Az | integrd zérus, ha az &ramlés stacionérius. Ha a lap al, ez a feltétel fenndl, hiszen a
vizsugar irdnya, sebessége idében nem valtozik. Ha viszont mozog a lap, az aramlas az allo
rendszerben instacionariussa valik: a tér egy adott pontjaban a mozgo lap helyzetétdl fligg a
sebesség. Ha viszont a koordindta-rendszeriinket (és az ellendrzé feliiletet) a mozgo laphoz
rogzitjuk, akkor az &ramlés stacionériussa valik, azaz az | integrd értéke ebben az esetben

is z€érussa tehetd.
A 1I integral nem lehet eleve zérus, hiszen folyadék 1ép at az ellenérzé feliileten.

A III integral értéke esetlinkben zérus, mert a vizsugarrdl a fliggéleges lapra hato erét a viz-
sugar stlya nem befolyasolja. A vizre hatd sulyeré miatt valtozik a kérben sugériranyban

lelépé viz sebessége, ezt azonban elhanyagoljuk. Ezért irtunk alulra és foliilre dI,-t.

A 1V integral az ellen6rzé feliileten hatd, nyoméasbdl szarmazo erét fejezi ki. Amint ezt ko-
rébban I&tuk, a nyomés a parhuzamos, egyenes &ramvonalakra merélegesen nem valtozik,
azaz egy folyadéksugarban allando, és megegyezik a kiils6 nyomassal. Emiatt a 8.3. &bran
lathat6 ellenérzd felilleten a nyomas mindeniitt azonos, tehat a feliileten hatd, nyoméshol

szarmazo erdk ereddje zérus.

Az V tag nem zérus, hiszen van szilard test az ellendrzo feliileten beliil.
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A VI tag zérus, hiszen a siirl6dast elhanyagoltuk. (Ez esetben ez az elhanyagol &s nem okoz
hibét.)

Az el6z6 meggondolasokkal a (8.11) egyenlet jelentdsen egyszertisddott:

[vp(vda)=-R. (8.12)

A
Harmadszor, hatarozzuk meg az integrélok (esetiinkben egy integral) értékeit allé lap ese-
tén! Az egyszeriiség kedvéért a teljes, zart A ellenérzé feliiletre vonatkozo integralt tobb fe-
|Uletrészen szamolt integral 6sszegeként hatdrozzuk meg. A (8.12) dsszefiiggés bal oldalan
1év6 integral integrandusza zérus, ahol nincs folyadék atlépés a feliileten (vagy azért, mert
v =0, vagy mert v[IdA), ezért esetiinkben csak azokon a felliletrészeken kell integraini,
ahol kézeg 1ép at az ellendrzo felilleten: az A, és A, keresztmetszeten. E keresztmetszetek-
ben a sebesség dllando: v, ill. v, és mivel az ellen6rzo feliiletet az aramlasi sebességre me-
rélegesen vettiik fel, y" dA . Elészor tekintsiik az A; keresztmetszetet, ahol akozeg belép a
fellletbe. Miutan a sebesség és a fellletelem-vektor iranyitasa ellentétes pv, dA <0. Zé-

rusndl kisebb szdmmal szorozva av vektort egy azzal megegyezd iranyu, de ellentétes ird
nyitasa vektort kapunk. Miutdn az integranduszban szerepl? siiriiség és sebesség az A, fell-

let mentén alando, irhato:

1= [yp(vaa)=pvi A (v, /[y,).
A

ahol I, amozgasmennyiség-megvaltozas (impul zusaram) vektor.

Hatdrozzuk meg az 1 értékét a hengerpalast alaka kilépSkeresztmetszet d& kdzépponti

sz0ghtz tartozé dA, feliiletelemén. Az ellenérzd feliiletbl vald kilépésnél v, dA >0,
ezért a (8.12) bal oldalan 1évé integral integrandusza a v, vektorral megegyezd iranyu és

iranyitasti vektor:

d1, =pv? dAzﬁ_r
~l2

Arra az érdekes eredményre jutottunk, hogy az I mozgasmennyiség-vektorok (amelyekkel

a(8.11) tsszefiiggés 1 integraljanak egyes fellilet szakaszokra vonatkozo értékeit jel 6ltiik)

— mindig parhuzamosak a sebességvektorral (tehat, ha az ellenérzo feliiletet a sebességre

mer6legesen vettiik fel, akkor az ellenérzo feliiletre merdlegesek);

— kifele mutatnak a feliiletbdl és
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abszolut értékiikk (a keresztmetszet mentén allando sebesség és siiriiség esetén)

|=pv? A.

Az1, és dI, vektorokat abrazoltuk a8.3. abraban.

Negyedszer vegyink fel egy koordinata-rendszert és koordinéta irdnyonként irjuk fel az
er6k egyensulyat. Szimmetria okokbdl (meg azért is, mert a lapon csak arra merdleges,
nyomasbol szarmazé erd hat), csak x tengely iranyu erével szamolhatunk, ezért ebben az
esetben csak az x iranyu egyensulyt irjuk fel. Figyelembe véve, hogy a vektor megegyez6
vagy €ellentétes iranyitasi az x tengely pozitiv irdnyitésaval, az egyes vektorok (esetlinkben
az 1 vektorok) abszolut értékeit vagy pozitiv vagy negativ eldjellel kell beirni a (8.11)

egyenlet megfeleld oldalara:
X irényl egyenstly:

-1, =-R, azaz —pv: A, =-R, =R
azaz az 4l16 lapra hato er6 az R =p V12 A, képletbdl szamolhato.

(Fenti 6sszefliggésekben a vektorjel nélkili mennyiségek az abszol Gt értéket jelentik.)

Hogyan hatarozzuk meg a lapra hat6 er6t akkor, ha a lap u sebességgel x irdnyban mozog?
A mozgé laphoz rogzitett koordindta-rendszer és ellendrzd feliilet esetén ugyanigy kell el-
jarni, mint alo lapnal, csak a v, sebesség helyett a w, =v, —u relativ sebességgel kell

szémolni:
2
R= p(v1 —u) A,
(Haalap asugarral szemben mozogna, arelativ sebesség v, +u lenne.)

Vannak hasonl6 feladatok, ahol a kilépd folyadéksugarral is szamolni kell. Hogyan hata-
rozhatd meg v, és A, ismeretében v, és A, ?irjuk fel aBernoulli-egyenlet llandé siirtiségfi
kbzeg stacionarius aramldsara vonatkozd, aramvonalon torténd integralas esetén érvényes

(4.31) alakjét az 1 és 2 keresztmetszet kozott, elhanyagolva afolyadékra hato sulyerét.

e
N|I\)N

+ P P2
p p

Miutan a vizsugarban a nyomas a kiils6 nyomassal egyenlé: fennall p; =p,,tehét v, =v,.

A folytonossag tételét figyelembe véve pedig A, = A . Ugyanez vonatkozik mozgo lapra
isdeitt arelativ sebessegekre.
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A Borda-félekifolyonyilas

A 8.4.a. dbrén egy tartdly lathato, amelyben viz van. A tartalyon egy specidlis u.n. Borda-
féle kifolyonyilast képeziink ki, amely a kidmlokeresztmetszet pereméhez rogzitett, a tar-
talyba benytlo csddarab. Ha nincs ilyen csd, akkor a kidmlonyilas kozelében fokozatosan
felgyorsul a kozeg és a tartaly falan a kioml8nyilas kozelében csokken a p —p,, tlinyomas
(Id. 8.4.b. dbra M jelii nyomasmegoszlas). A Borda-féle kioml6nyilas alkalmazasa esetén a
kiomlényilas kozelében a tartaly falan a nyomas megegyezik az adott magassagban a tar-

taly faldnak mas pontjain 1év6 nyomassal (1d. N jelit nyomasmegoszlas).

8.4. dbra

Alkalmazva a Bernoulli-egyenlet (4.31) alakjét az adodik, hogy a viz a H magassagkuildnb-
ség hatasara

v=4/2gH (8.13)

sebességgel aramlik ki a tartalybol. A kiomld vizsugar a tapasztalatok szerint nem tolti ki
teljesen az A [m2] kiomlékeresztmetszetet. Hatarozzuk meg a vizsugar 6sszehtizodasara

jellemzd

a=Ag/A (8.14)

G.n. kontrakcids tényezo értékét a Bordarkifolyonyilas eseten, ahol Ag a vizsugar kereszt-

metszete a kiomlés helyén.

Alkalmazzuk az impulzustételt! Vegyuk fol a 8.4.a. &brén 1athato ellenérzd feliiletet, amit a
8.4.c. dbrén kiilon kirajzoltunk. (Itt jegyezziik meg, hogy az ellen6rzé feliilet célszerl felvé-
tele — hasonl6an a Bernoulli-egyenlet integrdlasi hatérainak céliranyos kijel6léséhez — a fel-
adatok sikeres megoldasat jelentdsen befolyasolo, intuiciot és némi gyakorlatot igényl6 te-

vékenység.) Alkalmazzuk az impulzustétel (8.9) tsszefliggéssel megadott al akjat:

2J(p¥)dV+J‘yp(ydA) :'[png _deé “R+S
atv . P2 ] .

I I I v VvV Vi
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Az | integrd értéke esetlinkben zérus, mert elhanyagolva a viz felszinének siillyedését az
aramlas stacionarius. A III taggal nem kell foglalkozni, mert eldre 1athato, hogy vizszintes
iranyban irjuk fel az egyensulyi egyenletet, ezért a fliggéleges sulyerd abban nem jatszik

szerepet.

Eltéréen az el6zd alkalmazastdl, a IV tag nem hagyhatd €, mert a nyomashol szarmazo
eredd erd varhatéoan nem zérus. Az ellen6rz6 feliileten beliil nincs szilard test ill. a surlodast

elhanyagoltuk (a valésagban sem jatszik jelentGs szerepet), ezért az V és VI tag zérus.

A nyomésbdl szdrmazé erdket kifejez6 IV integralt hasonld mddon szamoljuk, mint az I
vektorokat: ateljes A ellendrzé feliiletre hatd, nyomasbol szarmazo erét az A felllet egyes
részein kiszamolt P nyomasbol szdrmazo6 erd vektorok dsszegeként irjuk fel. A P vektorok
— miutédn —pdA integrdldsa révén adodtak, ésa dA kifele mutat a feliilletbdl — befelé mu-
tatnak a feliiletbe és a feliiletre mindig mer6legesek. A 8.4.c. &bran a kiomlés helyén 1évo
ellendrzd feliiletrészre és az azzal ,,szemben” 1év0, ugyancsak A nagysagu fellletrészre vo-
natkozé nyomés integralokat (P és P' vektorokat) tiintettiik csak fel, mert az ellenérzé felU-
let tobbi részén 1évd nyomasbdl szarmazo erdk kiegyenlitik egymast. Egy helyen, a kiom-
1ésnél 1ép at a viz az ellendrzé feliileten, ezért egy mozgasmennyiség-megvéltozés-vektort
(L) vettiink fel, ami az el6zéek szerint kifelé mutat az ellen6rz6 feliiletbdl, és parhuzamos

az aramlasi sebességgel.

Vegylk fel ajobbra mutaté x tengelyt, majd az egyes vektorok x-hez képesti iranyitasét fi-
gyelembe véve irjuk fel az impulzustételt: 1=P'-P. Az | helyébe pv? A -t, P helyébe
po A —t, P’ helyébe pedig a felszin alatt H mélységben 1évé nyomast figyelembe véve
(po +pgH)A helyettesitve pv? A, =(p, +pgH)A —p, A egyenlet adodik. Egyszeriisi-
tés és a (8.13) Osszefliggés behelyettesitése utdn 2pgHA, =pgHA adodik. amibdl a
kontrakcios tényez6: a = A /A =0.5, azaz a vizsugér keresztmetszete fele a Borda-féle

kifolyokeresztmetszetnek. Itt jegyezziik meg, hogy a kontrakcids tényezo pl. egy éles szEli
nyilas esetén a o [10.6. Minél jobban lekerekitjiik a kioml6nyilast, annal jobban megkoze-
litjik az o = 1 értéket.
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A Pelton-turbina

Tekintslk a 8.5. dbrét, ahol egy Pelton-turbina véz-
lata |athat6. Az A, keresztmetszetli v, sebességll viz-
sugar az u kerileti sebességgel forgd kanalakon val-
toztat iranyt. A kanalak kilépd érint6je a radilis

iranyhoz képest zarjon be & szoget. Vizsgdljuk meg,

hogy melyik koordinéa-rendszerben stacionérius az

aramlés. Az alo koordinéta-rendszerben nem, hiszen
a lapatok helyzetét6l fiiggéen valtozik az aramlasi
tér. Az egyiittforgd rendszerb6l nézve ugyancsak instacionarius (ha lehet ezt fokozni, ,,még
instaciondriusabb”) az aramlas. Ezért térjink vissza az abszollt (all6) koordinédta
rendszerbe, ahol a lapatvaltés periodikussiga kdvetkeztében az dramlés kvazistacionarius,
azaz az aramlasi sebességek és az er6k kozépértékek koriil ingadoznak. A kertileti er6 ko-
zépértéke kozelitben ahhoz a helyzethez tartozik, amikor a vizsugarat eltéritd lapatot a for-

gastengellyel 6sszek6td egyenes éppen merdleges a vizsugarra (1d.8.5. &bra).

Hatarozzuk meg a turbindra hatd Kkeriileti erét és a maximalis teljesitményhez tartozo u ke-
ruleti sebességet!

Vegyiink ol egy ellendrzo feliiletet! Szilard testre hatd erdt keresiink, ezért az egész kere-
ket korulvesszik a felllettel, ahol pedig viz 1ép a afellleten, ott a sebesség irdnyéra mers-
legesen vesszik fel az ellendrzé feliiletet. Tekintsiik a (8.11) Osszefliggést! Az I integral zé&-
rus, mert az ramlést staciondriusnak tekintjik, a 1l ugyancsak, mert a viz silya nem jét-
szik szerepet a keriileti er6ben, a IV integral is zérus, hiszen az ellendrzé feliileten (a vizsu-
garakban is) a nyomas allando, megegyezik a kiils6 nyomassal, a IV tag zérus, mert az el-

lenérz6 felileten a stirl 6dés nem jétszik szerepet.

Ezek szerint csak az 1 vektorokat kell felrgjzolni (1d. 8.5. dbra) és keressiik a turbinara ha-
t6 R eré keriileti irany komponensét. irjuk fol az x (keriileti) iranyban az impul zustételt:

-1, +1,, =-R,, ahol u indexszel jeloltuk a keruleti irényt.

[, =pv: A, I, =pv32 A, cosB, ahol B a v, ésakerilleti irdny dltal bezart szog. Miu-

tan afolytonossag tételébsl pv, A, =pv, A, irhato:
R, =pv,A, (v, -v,,), (8.15)
ahol v,, = v, cosP akilépd sebesség keriilet iranyl komponense.

A (8.15) 0Osszefiiggés az alabbi kovetkeztetésre vezet: ha a nyomasbol szarmazo erd és a

sulyerd zérus, akkor a szilard testre hato er$ egyenlo a kozeg tomegaramanak (pv, A ) ésa

keresett erovel parhuzamos sebességkomponens megvaltozasanak (v, —v,, ) szorzatéval.
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A v,, értekét a 8.5. dbran lathato, a kilépd vizsugarra vonatkozo sebességi haromszogbdl
hatérozhatjuk meg. A w, relativ sebességhez, amelynek iranya parhuzamos a lapat kilépd
érint6jével, hozzdadva az u kerileti (szallitd) sebességet megkapjuk a v, kilépd abszolut
sebességet. Ennek kerdleti iranyd komponense v,, =u—w, sind . Felirva gondolatban az

egyttforgd rendszerben a lapat el6tt és mogott 1évoé pontok kozé a Bernoulli-egyenletet az

instacionarius tag, a stlyerd és a centrifugalis er6tér elhanyagolasa mellett w, = w, ado-

dik, miutdn a nyoméas mindenitt dlandd. Belathatd, hogy a belépd relativ sebesség

W, =V, —u.
Mindezeket behelyettesitve a (8.15) dsszefliggésbe rendezés utan adddik:
R, =pv, A, (v, —u)(l +sin9) (8.16)

A keriileti er6 maximumat (3 =90°-nd éri €. Vizsgdjuk meg, hogy milyen kerlleti sebes-
ségnél maximdlis a Pelton turbina teljesitménye, amelyet az aldbbi 6sszefliggéssel fejezhe-
tink ki (9 = 90° esetén):

P=2leA1(V1 —u)u . (8.17)

Keressiik a teljesitmény szélsé értékét u fliggvényében, azaz képezziik OP/du-t és tegylk

egyenlové zérussal:

g—P:val A (v, =u) ~u] =0, amibsl u=v,/2 adédik a maximdis teljesitményhez
u

tartozo kerlileti sebességre. Ezt az eredményt visszahelyettesitve (8.17) dsszefliggésbe
Pmax :pVIAl V12/2 (818)

kifejezést kapjuk, azaz ebben az optimalis esetben a Pelton-turbina a viz teljes mozgési

energidjat hasznositja.

A szarnyracsra hato ero

A 8.6. dbrén egy fiiggbleges iranyban felfelé és lefelé
egymastol t osztas tévolségra végtelen sokszor ismét-
16d6 szarnyakbol all6 szarnyracs lathato, amely a racsra
merdleges x tengellyel o, szoget bezard v, hozzéaram-
lési sebességet eltériti: a v, sebesség a, szoget zar be

az x tengellyel. A folytonossag tételébol kovetkezik,

hogy v,, =v,, =v,. Hatédrozzuk meg a szérnyrécs egy
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elemének lapra merdlegesen 1 m hosszUségu szakaszéra hatd aramlasi ert. Ismételten az

impulzustételt hivjuk segitségiil e meglehetdsen bonyolult kérdés megvalaszolasahoz.

Vegyiink fel egy ellenérzé feliiletet, amely a kérdéses szarnyat koriilveszi. Ellentétesen az
eddigiekkel a feliiletet ne az aramlasi sebességre merélegesen vegyiik fel, hanem az y koor-
dindtédval parhuzamosan, ill. két, egymastdl t osztasnyira 1évé dramvonal mentén. (A t 0sz-

tas a szarnyak tavolsagaval egyenld.) Az ellendrzo feliilet lapra merdleges mérete 1 m.

Ismét a (8.11) Gsszefliggésben megadott impulzustételt alkalmazzuk stacionarius, sirl6-
dasmentes &ramlésra és figyelembe véve, hogy a sulyerének nincsen szerepe, ezért az
egyenlet I, III és VI tagja kiesik. Rajzoljuk fel a sebességgel parhuzamos és az ellendrzo fe-
liletbd] kifelé mutatd 1 és a felilletre mer6leges, abba befelé mutaté P vektorokat. Az
dramvonallal egybeeso feliileteket egy osztas tavolsagban vettiik fel, ezért a rajtuk kialakulo
nyomésmegoszlas teljesen megegyezik. igy az ezeken keletkezé nyoméasbol szarmazé er8k

kigjtik egymést. E fellleteken nincsen folyadék étlépés, ezért ezeken 1 =0.
irjuk fel x ésy irdnyban az impul zustételt!

_IIX +12X :P1 _P2 _RX éS _Il

H,, =R

y y

7

Miutan I, =pv,tv, (tbmegdram x sebesség) é 1, =pv,tv, vaamint
Py =p;t é P, =p,t, R, —re és Ry —ra az aldbbi Osszefliggések adodnak:

R, =(p, =p, )t +pv, t(v, cosa, —v, cosa , ) (8.19)
R, =pv, t(vly —sz). (8.20)

A (8.19) 6sszefiiggés masodik tagjaban 1év6 zardjel a folytonossag tétele kovetkeztében zé-

rus, az els6 tagjat a Bernoulli-egyenlet felhaszndlésaval haté&rozzuk meg a v,, =v,, figye-

lembe vételével:
_P _P
pi-p =23 —v1) =2(v3, 7).
Fentiek alapjan a (8.19) dsszefliggés dtal akithato:

R. =

X

N |

(sz _Vly)t(VZy +Vly) (8.21)

A 820 és 8.21 kifejezésekben szerepel a T = (v, —v,, )t kifejezés, ami az &ramlas se-

besség ellendrzé felilletre illeszked6 G zart gorbe mentén vett vonalintegrélja, a cirkul&cio.

(Az 4ramvonalakra illeszkedd két vonalszakaszon a sebesség vonalintegralja éppen kiejti
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egymast.) Itt a hagyomanyoknak megfeleléen a szokasossal ellentétesen vettiik f6l a pozi-

tivnak tekintett koriljarasi iranyt. irjuk fel az R vektor két komponensét!

+V2y

_ Viy _
Ry =-pr—2——=, R, =pl v,

Jz (8.22)

Vi, tVv
IR|=R2 +R? =prI [V +(—ly 2
= X y X 2

Az 8.6 dbra és a (8.22) dsszefliggések alapjan belathatod, hogy a szarnyra hatd R eré mer6-
leges a v, zavartdlan &ramlasi sebesség vektorra (v, lenne a sebesség, ha a szérnyrécs
nem lenne az &ramlésban). Felismerve, hogy a gyokjel alatti mennyiség a 8.6. &bran v -nel

jelélt ,&lagos’ sebesség abszol(t értéke, irhato:
IR|=p|v,|F [N/m] (8.23)

azaz a szarnyracs egy szarnyanak lapra meréleges 1m hosszisagu szakaszara hato eré

a sliriiség, az ,,atlagsebesség” és a szarny koriili cirkulacio szorzataként adodik.

»Higitsuk” minden hataron tul a szarnyracsot, azaz t — o, mikozben v,, —=v,, — 0 Ugy,
hogy I = t(vly ~Vyy ) =all., azaz a szérnyracshdl egy egyedildl|o szérny lesz, ami termé-
szetesen nem képes eltériteni az egész aramlo kozeget, azaz v, - v, - v,,. Egyedilallo

szérny esetén tehat a szarnyra haté eré merdleges a zavartalan (a szarnytél tavol ér-

vényes) aramlasi sebességre. A szarny 1m hosszu szakaszara hato erét az

IR|=p[v..|r (8.24)

osszefiiggésbol szamolhatjuk (Kutta-Zsukovszkij-tétel).

Itt jegyezzilk meg, hogy a szarny koril csak akkor alakul ki cirkulécio, ha az aramlo kézeg
slrlédésos. Mindazondltal az dltalunk is haszndlt targyalasmod, amely a sirlédast csak a
cirkulécio kialakulasaig veszi figyelembe, egyébként pedig sirlddasmentes kozeg feltétele-
zésével vizsgdlja az aramlast, a gyakorlatban is jol hasznosithatd eredményekre vezetett. A
szarnyracsok vizsgdatanak az aramlastechnikai gépek tervezésené van gyakorlati jelents-
sége, hiszen pl. egy radidlis ventilator jarokerekében (Id. 6.6. abra) barmely iranyban is j&
runk koriil, a lapatok végtelen sokszor ismétlddnek. Egy ilyen n. korracsnak a leképezé-

sével juthatunk a 8.6. &brén 1&that6 egyenes racshoz.
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9. A surlodasos kdzegek és mozgasegyenletik

Az 1. fgjezetben bevezettik az idedlis kozeg fogalmat. Az idedlis kdzeg a val ésbgossal el-
lentétben homogén, sirlédasmentes és dsszenyomhatatlan. Ebben és néhany tovabbi feje-
zetben feladjuk a sirl6dédsmentesség kritériumét: olyan aramléasokkal foglalkozunk, ame-
lyekben a slrlédasos kozeg deformécidjanak hatésara cslisztatéfesziiltségek és hizo-
feszlltségek is ébrednek.

9.1. A nemnewtoni kbzegek

Az 1. fejezetben mar foglalkoztunk a folyadékban keletkezd csusztatofesziiltség és a folya
dék deformécié kapcsolataval, és megdlapitottuk, hogy a cslsztatofesziltség a
defor méacibsebességgel aranyos:

dv, _dy
dy dt

Megdllapitottuk tovébbd, hogy az aldhizott Newton-féle viszkozités torvény a folyadékok
nagy részére, az u.n. newtoni folyadékokra vonatkozik. Newtoni folyadékok a mérnoki
gyakorlatban legtobbszor eléfordulé kozegek: a viz, a levegd, a gazok. Szamos olyan fo-
lyadék van azonban, amelyeknél a cslsztatofesziiltség nem egyenesen aranyos a
defor mécidsebességgel. Ezeket a folyadékokat nemnewtoni folyadékoknak nevezziik.

A nemnewtoni kdzegekkel areologia foglakozik.

Tekintsik a 9.1. dbrét! A diagramon a kiilonb6z6 koze-
gek reoldgiai gorbéi lathatdak, amelyek a folyadékban
keletkez6 T csUsztatOfesziiltség és a dy/dt-vel jellemzett
deforméci dsebesség kapesolatédt mutatjak meg. Az 1 je-

1l gorbe egy newtoni kdzegre vonatkozik, a 2 jeli pe-

dig egy plasztikus folyadékra, amelynél egy meghaté&

rozott T, hatér-csisztaté feszilltség elérése utén kezd a

9.1. dbra

kozeg folyamatosan deformal odni:

dy

=T THa 50

ahol [, akozeg sajatossagaitol fiiggd allando. A plasztikus folyadékokra altalaban valami-
lyen térhalos szerkezet a jellemzd, amelynek T, hatasdra bekovetkezd Osszeomldsa utdn

kezd dramlani a kézeg. Plasztikus kdzeg pl. az olgjfesték és a fogpép.



A 3 és4jelii gorbék az Gn. hatvanyfliggvény kdzegekr e vonatkoznak, amelyeknél a cslisz-
tatofesziiltség és a deformaci Gsebesség kozotti kapcsolatot egy hatvanyfiiggvény irjale:

T=k(dy/dt)".

n<1 esetén a 3 jelii reoldgiai gorbe a plasztikus kozegekéhez hasonlit, ezért ez egy Un.
pszeudoplasztikus kozegre vonatkozik. Ezek a kdzegek Ataldban hosszd lancd mole-
kulakat tartalmaznak. E molekulak ,,elrendezddéséig” a deformacidsebesség adott noveke-

déséhez nagy cslsztatéfesziiltség-valtozas tartozik, késébb kisebb.

Az n>1 hatvanykitev6vel rendelkezé 4 jelii un. dilatélo kozegek kis sebességii deforma-
cigjahoz viszonylag kis csusztatofesziiltség tartozik, novekvo deformaciosebesség rohamo-

san novekvl csusztatdfesziiltséget igényel. Ilyen kozeg pl. az asvanyi porokat tartalmazé

zagy.

Az 5 jelii gorbe tixotrop kdzegre vonatkozik. A tixotrop k6zegek fontos tul ajdonsaga, hogy
reologiai gorbéik alakulasa fligg a kdzeg megeléz6 deformacidjatol. Ilyen kozeg pl. a

nyersolaj.

9.2. A mozgasegyenlet

Az aramlo kozeg gondolatban elhatarolt részére kétféle eré: a tomegre hato térerésseg
és a feliileten hatd, a szomszédos folyadékrészekrol atadddo erd hat. Ezeknek az erdk-
nek az ereddje valtoztatja meg az aramlé kézeg mozgiasmennyiségét, azaz gyorsitja a

gondolatban elhatarolt folyadékrészt. Irjuk fel ezt a gondolatot egységnyi tomegii folyar

dékrészre:

Qo
<

(9.1)

]
1
lQ
+
T

Q
-+

A g az er6tér térerdsség vektora (azaz az egységnyi

tomegre hatd erd), az F pedig az egységnyi tomegii fo-
lyadékrész feliiletén hato er6k eredéje. (A 4.2. fejezet-
ben lattuk, hogy a slrlédas elhanyagoldsa esetén

F= —%gradp .) A slrlodasos kézegekben a gondo-

latban elhatarolt folyadékrész fellletén az arra me-

9.2. dbra réleges, nyomasbdl szarmazé erén Kiviil a feliiletre
meroéleges, a folyadék deformaciojaval osszefiiggé hiizofesziiltségbol és a feliilettel
parhuzamos, cslisztatéfesziiltségb6l szarmazé erdk is ébrednek. A 9.2. dbrén egy elemi

élhosszisagu kockan mutatjuk be az x irAnya erfket el6idézé fesziiltségeket. A T[Pa]
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csiisztatofesziiltségek és a o[Pa] (az eddig targyalt nyomast is tartaimazo) huzo-
fesziiltségek a térben valtoznak. Ez a valtozas okozza a feliileten hato er6kbdl szar ma-

z0, az elemi folyadékrészt gyorsito eredé erét.

frjuk fel a kis kockara hat6, x iranyd ered erét, majd osszuk el a kis kocka pdx dy dz t6-

megével, hogy az egységnyi tdmegre hatd F eré x komponensét kapjuk.

F, :m{[cx (x+dx) -0, (x)]dydz +[Tyx (y +dy) —Tyx(y)]dxdz o)

+[TZX (Z +dZ) -T, (Z)]dxdy}

(Az indexek kozott az elsd annak a siknak a normalisat jelzi, amelyen az adott fesziiltség
ébred, a masodik pedig a fesziiltség iranyat. Ha e ketté egybeesik, akkor csak egy indexet
hasznéltunk.)

Tekintettel arra, hogy pl. o, (x+dx) =0, (x) + a;:x dx, a (9.2) 6sszefiiggés atalakités utan
X
az alabbi alakra hozhato:
0
P, =L 9%, T 0T ©3)
pl oOx dy 0z |-

Jeloljuk @ -vel afesziltsegtenzort, amelynek matrixa:

Oy Tyx Tox
2 Tl Ty Oy Ty | (9.9
T yz o,

(9.3) és (9.4) Osszevetésébdl lathatod, hogy az egységnyi tomegili folyadékra hatdo F er a

feszliltségtenzorbdl az

=To ==
. . . .y o. 9. 0 . .
Osszefiiggéssel fejezhet6 ki, ahol O x i ™ it a—k a szokasos nabla (vektor) differen-
X y= 0z

cidloperator.

A folyadékra hato erék és a mozgasallapot kozott osszefiiggést teremtd (9.1) mozgas-

egyenlet tehat igy irhato:

(9.6)

=%
Il
|oQ
+
e
IO

o |~
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Figyelembe véve a folyadékrész gyorsulas targyaasand tanultakat (4.2), a mozgésegyenlet

x irdny( komponens egyenlete az aldbbi mddon irhat6 fel:

= +—
o ax Yoy e B TolTax ey os

v, v v, v, 1 (acx Oty 0T, ] | ©7)
A (9.6) ill. (9.7) mozgésegyenleteket nem tudjuk hasznalni mindaddig, amig a fesziiltség-
allapotrol nincs informacionk. Az elézéekben mar megismertiik a folyadékok azon sajatos-
ségét, hogy a cstisztatofesziiltség és a deforméci dsebesség kdzott kapesolat van. gy tehét le
lehet vezetni a feszlltségallapotot a mozgasillapotbdl és a (9.6) és (9.7) dsszefliggés jobb
oldalaraa o ésT helyett a sehességkomponenseket tartalmazé kifejezéseket lehet irni. Ezal-

tal az egyenletekben 1évo ismeretlenek szama radikalisan csdkkenthetd.

Szoritkozzunk newtoni kozegekre, amelyeknél a cslsztatéfeszilltség a tapasztalatok
szerint ardnyos a dy/ dt defor méciosebességgel. A kis folyadékrész mozgasanak elemzé-
sénél (3.5. fejezet) megismertiik, hogy a folyadékrész mozgasat parhuzamos eltolédasra,
forgasra, tgulasra és alakvaltozasra lehet felbontani. Ezek kdzll az utolsd, az alakvéltozas

van kapcsolatban a fesziltségallapottal.

y Tekintslk a 9.3. dbrét, ahol egy, az aramlo kdzegben gon-
, ,,d»x\——"/' dolatban elhatarolt elemi méretii hasab lathatd. Vizsgdljuk
I/ J dy meg, hogy ay szog idé szerinti valtozasa hogyan fiigg a
q 5\71 j C ’,’/ Y+dy hasab deformacidjanak sebességétol, azaz a lap sikjaba es6
;E’ \7 - sebességkomponensek hely szerinti véltozasétdl. A dx

hosszisagu oldal dt id6 alatt do szdget fordul el, mert a

végpontjainak y iranyu sebessége kiilonboz6. dt id6 alatt a

ov
végpontok dtal megtett Gt kiildnbsége: a—ydx dt. Az da efordulasi szoget Ugy kapjuk,
X

hogy ezt elosztjuk dx-szel. Tekintettel arra, hogy dy = da +df irhatd:

ov
dy = da +dp =—dt +0V—"dt (9.8)
0x dy -

Az egységnyi idére jutd szdgelfordulast, azaz a deformaciosebességet, a dinamikai viszko-

zitdssal megszorozva a deformacidt el8idézé T,, ¢és az ezzel megegyezd 1., csUsztatod-

feszlil tségeket kapjuk:

Txy

ov ov
= _y +_x =T 99
u[ ox oy ] ¥ (9.9)

Hasonldan kifejezhetd a tobbi csusztatofesziiltség komponens is.
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A feliiletre merdleges O fesziiltségkomponensek két részbdl tevédnek oOssze: a mar
megismert nyomasbol és az alakvaltozasbél adodo huzofesziiltségbdl. A nyomést atér P

pontj&ban Ggy tekintjiik, mint egy P k6zéppontu, r sugari gémb feliletén a feliletre merd-
leges fesziiltségek &lagét r — O esetén:—p =%(cx +0, +0,). A 0 hizéfesziitségek a

nyomast negativ eldjellel fogjak tartalmazni, hiszen az akkor pozitiv, ha a feliiletbe befelé
mutatd er6t eredményez. Az alakvaltozas eredményeként létrejové csusztatofesziilt-
ségek kivetkeztében feliiletre meréleges 0' hlzofesziiltségek is keletkeznek, azaz pl. a
folyadékban keletkez6 o hlzdfesziiltség x irdny( komponensére irhaté: o, = -p+a, A
deformacié kovetkeztében keletkezd fesziiltségek meghatarozasa érdekében  tekintsik a
9.4.a dbrédt, ahol egy hasabot lathatunk. A lapra merdlegesen

PP
dy VAN
2 1 \\\
N // X
AO \\ ‘4
y+dy
9.4.a dbra 9.4.b. dbora

egységnyi hosszisagu, négyzet alapl hasdb Aall felilleti oldalain hatd 1 csUsztatd-
fesziltségeket az &tloval kijelolt sik mentén hatd o, ' hizéfesziiltség tartja egyensilyban. A

lapra mer6legesen egységnyi hosszusaghi hasibra hatd er6k egyenstlyat felirva:

d .
2 Na T%:ﬁ Nao,' ,amibélol‘:rzud—\t’adc’)dlk.

A 9.4.b. &boran lathatd a hasdb deformd édasa, amely az x irdnyl sebességkomponens x ira-
nyu valtozasara vezethetd vissza. Az atlo megnyulasa dt id6 alatt: PP'. Ennek fele a dy/2

szogelforduldst meghatérozo, az x tengellyel 45 -ot bezérd PP' szakasz X iranyu vetilete.

A PP' szakasz hossza tehdt: Ov, Aa dt, amibdl a dz_y = a(;]—" dt. Fentiek figyelembevéte-
X X
lével irhato:
: dy ov L o, . ov
0y = H— =2u—X%. Hasonléan 0, = 2p—> ésG,, =2u—= . (9.10)
x = H at M x 1y =4H dy 1z = <H 97

A (9.10) kifejezések dsszefiiggést teremtenek egy adott koordinatara merdleges sikon ébre-
d6, az alakvaltozas miatt keletkez6 huzofesziiltségek és a sikra mer6leges sebessegkompo-

nensek adott koordinata irdny( megvaltozésa kozott.

Ha viszont p # all. esetén mindharom koordinéta iranyban egyforman ,tagul” a kozeg,

x 2y _ 6(:2 , akkor afolyadékrész novekszik, de nincsen alakvaltozas (i—z =0).
VA
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Miutan

ov, +6Vy ov

+ Z =divv (911)
ox 0Oy 0z -
. s Z . ” e 7 7 avx 1 . RANY -
valamennyi irdnyban azonos iitemii ,,tagulas” esetén pl. =§d1v v . A hlzéfeszlt-
X

. ov \4 1 .. .
ségek keletkezését eredményez6 deformaciot tehat nem a —=, hanem a 3 = —Edlv v ki-
X X

fejezés értéke jellemzi. Ezért a deformécié miatti  huzofesziltségre irhatd,

0
o,'=2u Vx —ldivv , 8zaz a 0, az alabbi modon fejezhetd ki:
* ox 3 - *

9.12
v, (9.12)

O, =-p+2p =

2
—udivv
3 Hevy .

A (9.9) és(9.12) Osszefliggések figyelembevételével az aldbbi modon irhatd fel a sebesség-
komponensek derivatjaival afesziiltségtenzor métrixa:

_p+2uaV_X—%ud1VV u(av_y+aV_XJ u(a\/_x_'_aV_Zj
ox 3 - ox 0Oy 0z  0x
P = p(av—y+av—"] -p+2 pav—y —zudivv p(av—y +6V—Z] (9.13)
= ox 0Oy dy 3 - 0z Oy
u((?\/_X+(3\/_Z) u(av_y+av_zj —p+2uav—z—%|.,lleV
0z  0Ox 0z Oy 0z 3 -

Léathato, hogy a fesziltségtenzor szimmetrikus matrixa a D derivalttenzor (3.28) és transz-
pondltja segitségével az alabbi mddon irhato fel:

’

q::[—p —%udivy)@+2ués (9.14)

ahol E az egysegtenzor, A=S :%(2 +2*) az dakvaltozés sebesseg tenzor (Id. (3.15) Osz-

szefliggés). A (9.14) kifgezés szépen mutatja a fesziiltségek és a deforméci Gsebesség line&
ris kapcsolatét, amely a newtoni folyadékok sgjdtossdga. A (9.14) dsszefliggéshez hasonld
szerkezetli, de bonyolultabb kifejezéseket lehet felirni a kiillonb6z6 nemnewtoni folyadékok

esetén a deforméci Osebesség és a fesziiltségdllapot kozott.

Most mar képezhetjik a ® 0 -t és fel tudjuk irni a mozgasegyenlet (9.6) kifejezését az

egyes koordinétak iranyaban. Az x irdny( komponens egyenlet:
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N ov, _ l1dp 1] 0 ov, 2 .
oy By, Pemg IR T 2 vy |+
ot 0x Y 0y 0z pox p|ox ox 3

0 ovy dv, 0 av, ov,
—| g ==+ +—| gl = +—= .
dy ox 0Oy 0z 0z  0x

Hasonl 6képpen felirva a mozgasegyenlet legaltalanosabb alakjat y és z koordinata irany-

(9.15)

ban, 3 egyenletet kapunk, amelyekben hat ismeretlen: v, ,v ,v,,p,p,| szerepel. Negye-
dik egyenletként felirhatd a folytonosség tétele a (3.25) Osszefliggés alakjdban. A p és |
meghatarozasihoz sziikséges egy hetedik ismeretlen, a T hémérséklet bevezetése. Otddik
egyenletiink a siiriiség, a nyomas és a hdmérséklet kapcsolatat fejezi ki, pl. gaz esetén az
(1.5) gaztorvény, a hatodik egyenlet pedig kapcsolatot teremt a viszkozitas és a hdmérséklet
kozott. A hianyzo hetedik egyenlet az energiacgyenlet, amely a bels6 energia (hémérsék-
let), a mozgés energia valamint a kdzeg dtal és a kdzegen végzett munka kdzott teremt
kapcsolatot. Elvileg tehé& rendelkezésre dl az ismeretlenek szamaval megegyezé szamu
egyenletet tartalmazd legédltalanosabb egyenletrendszer, amelynek analitikus megoldésa
azonban csak korldtozott szamu, egyszerli esetekben ismert, numerikus megoldasa pedig

igen sok esetben még nem lehetséges. Ezért egyszertisito feltevéseket teszunk.

9.3. A Navier-Stokes-féle egyenlet

Tételezzik fel, hogy p =4ll. és p = 4ll. azaz az aramlé kozeg dinamikai viszkozitasa és
siiriisége allando. Figyelembe véve, hogy p =all. esetén a folytonossag (3.25) tétele ér-
telmében diw =0, e feltételezéssel a (9.15) Osszefliggés jobb oldalan 1évé kapcesos zard-

jelben 1évo kifejezés az alabbi alakra hozhato:

I 262Vx +32VX +32Vy +62Vx +02VZ -y a%v, +02Vx +62Vx N
p| ox? ay? Oxdy 09z 0z0x x>  dy? oz’ (9.16)

g (av, Ovy av,
+V— + + .
ox| 0x dy 0z

Miutan az egyenlet jobb oldaldn dl6 mésodik tag a divw x szerinti derivdtja, amely
divw =0 kovetkeztében zérus, felirhaté az allandé siiriiség és viszkozitas esetén érve-

nyes mozgasegyenlet a Navier-Stokes-féle egyenlet, amelyet Navier 1827-ben, majd
Stokes 1845-ben vezetett le:
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ov, ov, ov, ov, 1 dp o’v, d%v, v,

+v, +v +v, =g, —— 1tV 3 + 3 + 3
ot ox 7 ody 0z p Ox 0x dy 0z

2 2 2

ov, v, ov, ‘y ov, oy, ov, —e _1dp n 0°v, +0 & +6 vy
ot ox Y 0y 0z Y poy ox2 dy? 972 (9.17)
ov, ov, ov, ov, 1 dp a’v, d*v, a%v,

+v, +v +v, =g, —— 1tV + +
ot 0x Y oy 0z p 0z x> oay? 0z’

A néegy ismeretlen (v, v, ,v, ésp) meghatdrozasdhoz szikséges negyedik egyenlet afoly-

tonosség egyenlete, amely p = all. esetén a

aVX +6VY +aVz =0 (918)
ox 0y 0z

alakban irhat6 fel.

Vektoridlis irasmodban a Navier-Stokes-féle egyenlet:

dv _0v v2 1
—— = —=+orad— —v Xrotv =¢ —oradp +VAvV (919)
d o oo g TR TR ERAP AL

L&hato, hogy a Navier-Stokes-egyenlet a jobb oldal utolso tagjaval a vAv taggal kiilon-

bozik a slrlodasmentes esetre levezetett Euler-egyenlettdl (1d. (4.14) Gsszefiiggés). A sur-
16das hatasat kifejezé tagban szereplé Av felbonthatd: Av = graddivv — rotrotv. Miutan

divv =0 irhato:

ﬂ_ —l radp —vrotrotv
a & P -, (9.20)

A (9.20) egyenlet j6l mutatja az aramlés Orvényessege és a surlddas kdzotti kapcesolatot. Po-

tencidlos &ramlés (rotv = 0), sét allandé drvényességii aramlés esetén a surlédasnak nincs

szerepe, a Navier-Stokes-egyenlet az Euler-egyenletbe megy &.
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9.4. Alkalmazasok

Couette-aramlas

=% (¥) Tekintsik a 9.5. dboran lathaté A jelli sebességmegoszlas-

d A'L,'B K sal jellemzett an. Couette-aramlast, amely hasonlit a szi-
VX/7’7 lard fal mellett a valésaghban kialakulé dramlésra. Legyen

Z = p=all., é p=all., az &ramlés pedig legyen stacionarius

sikdramlas (Id. 3.4.fejezet). Ennél az aramlasnd

ov
v = v (y), v, =0. Kovetkezéskép a(;/—;:a_)::()_

9.5. dbra

Mivel divv = 0, a(9.13) feszilltségtenzor az aldbbi alakban irhat6 fel:

B ov,

CD:|:0-X TYX:|— ap H oy
= X 0 VX ’

Y Y M -p

azaz atananyag legelejen targyalt, Newton-féle viszkozitasi torvény adodott a t, -re.

Hatérozzuk mega @ O-t!

60x aTyx ap aZVX
+—= -—+u
o | O Oy (| Ox oy’ (9.21)
= _aTxy +60'_y aZVx _a_p ’
0x oy H 0x0dy Oy

Tekintsiink el a Fold nehézségi eréterétdl és irjuk fel a (9.6) mozgasegyenlet x €s y iranya

komponens egyenl etét!

dv, 1dp d%v,
dt p 0x dy*

d 2
Vy o_10p 07V,

dt p 0y 0x 0y

Miutan a folyadékrészek gyorsulasa és a sebesség x irany mentén képzett derivatjainak ér-
. 0 . . .
téke zérus, a masodik egyenletbdl a—p =0 eredményre jutunk, azaz a parhuzamos egyenes
y

aramvonalakra mer6legesen nem valtozik a nyomas (1d. még Euler-egyenlet természetes

2

o . 0 . .
koordindta-rendszerben). A fels6 egyenletb6l pedig a g_p =u 5 sz eredmeny adddik.
X
y
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Ha a sebességmegoszlés linedris (Id. 9.5. dbra B jelii gorbe), akkor az aramlésban elképzelt
hasab alaki kis folyadékrész fels és also lapjan a Newton viszkozitasi torvény (1.2) értel-
mében ugyanakkora, de ellentétes iranyitasi csisztatofesziiltség alakul ki, amely kiegyen-
sllyozza egymést. Ezért az &ramlés fenntartdsdhoz nincs szilkkseg nyoméskilonbségre.
Ugyanez adodik az eredményiil kapott mozgasegyenletbdl is, mivel v, y szerinti mésodik

derivdtjalinedris sebességmegoszl &s esetén zérus és a folyadékrészek nem gyorsulnak.

Ha a sebességmegoszlas az A jelii gorbének felel meg, akkor a méasodik derivalt negativ,
azaz X iranyban csokkend nyomas esetén tarthatod fenn az aramlés. Ebben az esetben ugyan-
is a kis hasab fels6 lapjan kisebb T keletkezik, mint az alson, ezért a cslisztatofesziltségek
ereddje -X iranyitast er6 lesz, amit a nyomaskiilonbségb6l szarmazé erének kell ellensU-

lyoznia

Laminaris (réteges) aramlas csoben

Tekintsik a 9.6. dbrat, amely egy kor keresztmetszetil, egyenes cs6ben 1évé kialakult, hen-

gerszimmetrikus aramlast mutat be. (Azt az aramlast nevezzilkk kialakult aramlasnak,
0
amelyben a sebességmegoszlas a cs6 hossza mentén nem valtozik: v, =0, Q =0.)
z

0

By - =z
bg = = ﬁ

p+dp z T

dz

9.6. dbra

Vegylink fel egy, a cs6 tengelyével koncentrikus r sugaru, dz hosszusagu hengert, és irjuk
fel az erre hat6 er6k egyensulyat. Tekintettel arra, hogy e folyadékhenger nem gyorsul, ara
hat6 er6knek ki kell egyensulyozniok egymast. A hengerre az alap- és fed6lapjan 1évo
nyomasok kiilonbségébdl szarmazd erd és a palaston keletkezd, cshsztatdfesziiltségbdl
szarmaz6 er® hat. Vegyik fel a z koordindta tengelyt és pozitiv iranyitasanak

figyelembevételével irjuk fel az er6k egyensulyat:
r’mp-r? W{p+dp)+2r Tz T=0 (9.22)

Behelyettesités és egyszertsités utén 2 T dz = r dp adédik, amib6l a Newton-féle viszkozitéa

si torvényt felhasznalva:

T=—r—=p—= (9.23)
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adodik. A (9.23) differencidlegyenletet a valtozok szétvdlasztésaval oldjuk meg, figyelembe
véve, hogy kialakult cséaramlasban dp/dz=all.:

[av, __Ldp frarove 2 (9.24)
2 dz 4 dz

Har=R, azaz a cs6falon a sebesség v, = 0. Ezt a peremfeltételt a (9.24) dsszefliggéshe be-

helyettesitve megkapjuk az integrdasi dlanddt, majd v, -t kifejezve a

v, = - dprpo -’ (9.25)
4u dz

Osszefliggést kapjuk. A sebességmegoszlés tehat mésodfoku forgasi paraboloid aaku (Id.
9.6. dbra). L&thatd, hogy akkor egyezik meg az aramlas irdnya a z tengely pozitiv irdnyit&

saval, (azaz v, > 0), ha %) <0, azaz — a vérakozasnak megfeleléen — a nyomas névekvo z
z

koordinatik iranydban csokken. (Aramlds iranyaban csokkend nyomasbol szarmazéd erd

mozgatja a kozeget a sirlodoer6kkel szemben.) Vezessiik be a Ap'[Pa] sUrl6dasi veszteség

fogalmat, ami itt a surlodas kovetkeztében bekovetkezdé nyomascsokkenés. (Késdbb ezt a

fogamat kiterjesztjlk a Bernoulli Osszeg csbkkenésére) A fentiek aapjan irhato:

dp = _A_p’ ahol I[m] az a cs6hossz, amelyen a surlodas kovetkeztében a Ap' nyomas-

dz |
csokkenés bekovetkezett. Ezzel a (9.23)-mal megadott cslisztatéfesziiltség és a (9.25) se-
bességmegoszlas igy irhato:

= —A_pr’ és (926)
21
A '
v, =—p[R2 —rz] (9.27)
4ul .

A 9.6. abrdban felrgjzoltuk at és a sebesség sugar menti valtozasat. Lthato, hogy at nega-

tiv és abszolut értéke a sugar fiiggvényében no.

2
A maximdlis sebesség = 0-ndl adodik: v, . = AZ Rl
m

. A (3.34) dsszefiiggés kapcso-
latot teremtett aforgasi paraboloid alakl sebességmegoszlés esetén a maximalis sebesség és

v .
a Vv &tlagsebesség kozott. Méasodfok( paraboloid (n=2) esetén v = T‘“ igy frhato:
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ill. anyomasveszteséget kifegjezve:

Ap'= 8uvl (9.28)
R2
, et " i . Ap'R
A cstsztatofesziiltség a (9.26) Osszefiiggésbdl a falnal T, = ETE értéket vesz fel.

Ugyanez adddik, ha egyenlévé tesszilk az aramlast akadalyozd, csusztatofesziiltségbol
szérmaz6 2 R Tl Ty, eré és az dramlast fenntartd, nyomasbol szarmazo R? Tt lp' eré 6sz-

szegét zérussal (mivel nem gyorsul akézeg) éskifejezzik a Ty, értékét.
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10. Laminaris és turbulens aramlasok,
hatarrétegek
Ebben a fejezethen a val 6sdgos (siirldasos) kdzegek sgjatossagaival foglalkozunk. Az itt

tanult, tébbnyire kvalitativ ismeretek segitségiinkre lesznek abban, hogy gyakorlati &ram-
|&stani jelenségeket értelmezni tudjunk, kdzelebb kerlilve ezdltal megol désukhoz.

10.1. A Reynolds-féle kisérlet, laminaris ésturbulens

aramlasok

A mlt szazad harmadik harmadaban végezte alapvetd kisérleteit Reynolds. A 10.1. dbrén

lathato tartalybol szabalyozhaté mennyiségii viz aramlik ki. Az tivegbdl késziilt

10.1. dbra
kifolydcs6 tengelyébe egy masik, vékonyabb csévon keresztiil megfestett folyadék (pl. kék
tinta) vezethetd be. Ha a folyadék sebessége kicsi, a festett folyadékszal végighuzdodik a csé
tengelyében, jol megkiilonboztethetéen az atlatszo viztdl. (I1d. felsé kép) Ebben az esetben
laminaris (= réteges) aramlasr 6l beszélhetiink, amelyben az egymas mellett aramlo fo-
lyadékrétegek anyaga csak a molekularis diffuziéval keveredik egymassal. A sebesség-
vektor a csé barmely pontjan idében nem valtozik, az aramlas stacionarius, ha a Kki-

0mlé folyadékmennyiség idében nem valtozik.

Novelve a folyadék sebességét a festett folyadékszal idénkénti megzavarasat tapasztalhat-
juk (1d. kozéps6 kép), ami a sebesség novekedésével egyre gyakoribb lesz, mignem az
aramlés teljes egészére kiterjed és dlandosul ez a megzavart aramlési dlapot (1d. also kép).
Még nagyobb sebességnél a csdben aramlo kozeg egyenletes, vilagoskék szini, tehat a fes-
ték teljesen elkeveredik a csdben aramlo kozeggel. Ez a tapasztalat azt bizonyitja, hogy az
aramlasban idélegesen jelentds, csétengelyre merdleges sebességkomponens is van,
amely a festékszemcséket a teljes csOkeresztmetszetben elkeveri. Ha a kioml6 folyadék-
mennyiség idében nem is véltozik, az &ramlasi tér pontjaiban a sebesség irdnya és nagysaga
id6ben egy kozépérték koriil ingadozik: az &ramlas kvazistacionarius. Megvizsgdva az
aramlas struktardjat megdllapithatjuk, hogy abban kisebb nagyobb orvények keletkeznek,
egymassal helyet cserélnek, osszeolvadnak, elkeverednek, eltiinnek. Az &ramlasi tér egy

adott pontjaban a sebességvektor ingadozasa az egymas utan athalado, kiillonb6z6 méretii és



intenzitdsll orvényekkel magyarézhatd. Ezt az orvényekre szétbomld, igen bonyolult

aramlast turbulens aramlasnak nevezzik.

Reynolds kideritette, hogy a csGaramlas laminarisbol turbulensbe valé atalakulasa nem csu-

vdp . ., Aty e g
pan a v atlagsebességtél, hanem a vee dimenzidtlan csoport értékétdl is fiigg, amelyet

Reynolds-szamnak neveziink, és amellyel kés6bb behatdan foglalkozunk:

Re = YdP (10.2)
|_,l .

Ha a csd ill. ezaltal az aramlas rezgéseknek, zavarasnak van kitéve, akkor a laminaris-tur-
bulens atalakulas Re 02300 kordl megy végbe. Ha kelléen zavarmentessé tessziik az
aramlast, ennél |ényegesen nagyobb Reynolds-szam értékek mellett is laminéris maradhat
az aramlds, de ilyen esetben mar egy kis zavarasra is robbanasszerien végbemegy az atala-

kulés (&tcsapés).

Az idébeli atlagértékekre vonatkozdan stacionarius turbulens &ramlasban a v sebesség-

vektor Ugy irhat6 fel, mint az idébeli atlagsebesség
1
V= —jvdt (10.2)
T

és a sebességingadozas v' dsszege:

\_]:

1<l

+l'_ (10.3)

(A T[s] atlagolasi id6tartam haladja meg 1ényegesen azt az id6tartamot ami alatt egy Orvény

atér egy pontjan éthalad.)

A sztochasztikusan valtozé ingadozoé sebesség iddbeli atlagara irhatd:

<1
1

S —-
o
-t
1
S

-

A turbulens d&ramlésban anyomasisingadozik: p=p +p'.

A turbulencia mértékének jellemzésére a turbulenciafokot haszndljuk, amely a sebesség-

ingadozéasok atlagos mértékét viszonyitja az idébeni atlagsebességhez:
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(10.4)

10.2. Az idobeni atlagokra vonatkozo mozgasegyenlet

Az el6z0 fejezetben levezetett (9.15) mozgasegyenlet ill. az allando siiriiség és viszkozitas
esetén érvényes (9.17) ill. (9.19) Navier-Stokes-egyenlet helyesen irjale a newtoni k6zegek
aramlasat — fuggetlendl attél, hogy az aramléas laminéris vagy turbulens. A turbulens éaram-
lasok igen bonyolult struktaraja, id6fiiggése kérdésessé teszi, hogy talalunk-e olyan mod-
szereket, amelyekkel ezek az dramlésok teljes bonyolultsdgukban szamithatok lennének.

Ezért Reynolds levezette az idobeni atlagokra vonatkoz6 mozgasegyenletet.

Végezziik el mi is ugyanezt a feladatot! Legyen a siirliség p=all. irjuk fel a Navier-Stokes-
egyenlet x iranyd komponens egyenletét (Id. (9.17) 6sszefliggés) Ugy, hogy a ba oldalhoz

adjunk hozza v, divv =0-t:

ov, ov, ov, ov, av, Ovy dv,
+v, +Vy tv, +v, + =
ot 0x dy 0z ox 0y 0z (10.5)
1 dp a%v, 0d*v, d*v,
=g, ———+V + + .
p 0x ax* dy? 0z’
A bal oldalon elvégezve a miiveletet az alabbi kifejezést kapjuk:
alvi) o 2 2 2
ov, N ( x)+ (VXVy) +a(VxVZ) g, _10p v 0°v, +6 vy +6 Vs | (106)
ot 0x dy 0z p 0x ax? dy? 9z’

Helyettesitsik be a (10.3) alapjan felirhatd v, =v, +v;_sth. kifejezeseket a (10.6) egyen-
letbe, és ezt kovetden képezziik a egyenlet mindkét oldalanak iddébeli atlagat, ami meg-
egyezik az egyes tagok iddbeli atlaganak osszegével ill. kiilonbségével. (Az id6beli atlagot
a (10.2) osszefiiggésnek megfelelden definialjuk és az eddigieknek megfelelden feliilvonas-
sal jeloljiik.) Az egyszerliség kedvéért csak az egyes tipikus tagokra mutatjuk be az eljarast:

av, _av, O0v, v,
= +

ot ot ot ot
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mivel a k6zépso kifejezés masodik tagja zérus. Az idébeli atlagolas ugyanis id6 szerinti in-
tegrdast jelent (Id. (10.2) tsszefliggés), az integralés és a differencid és sorrendje pedig fel-

cserélhetd. Ezért

ov . . .
A atx értéke zérus, ha az idGbeli atlagsebesség hosszabb iddtartamot figyelembevéve

id6ben allando. Az id6beli atlagsebesség valtozhat pl. ha turbulens aramlas esetén a cs6 vé-
gén 1évo csapot fokozatosan kinyitjuk. Ez esetben a fenti differencialhanyados értéke zérus-

tol eltéro.

irhatd tovabba

D
—_
<
x
~—
N
=
<l
x
D
—_
<
x
<_
x
~—
D
<_
x
N

a(v v ) G(VV

k) J b))

+
dy dy dy dy dy

SN—
oY)
—
<

k]
<_
<
N
oY)
—~~
<4
>
<|

ahol ajobb oldal mésodik és harmadik tagja zérus, hiszen itt egy id6ben alland6 atlagsebes-
segkomponenssel — konstanssal — szorozva szerepelnek az ingadozé sebességkomponensek
iddbeli atlagai.

o _0p, o'
ax 0x Ox’

ahol ajobb oldal mésodik tagja zérus.

0’v, 0V, 0%V

ax? - ax? ax?

X X

ahol ajobb oldal masodik tagjaismét zérus.
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A fentiek alapjan a (10.6) dsszefliggés az adbbi aakban irhaté:

v, +0(V§)+0(va )+a(vxvz) g J1OP 0%V, +azvx %V, |
ot ox ay 0z 9 p Ox ax>  ay? 022

_ 0 Vli a(le V'y) a(le V|z)

X oy 0z

A bal oldal masodik, harmadik és negyedik tagjdban elvégezve a derivalast, megkapjuk a
v, divy = 0 tagot, amit elhagyunk. Ha tehat egy turbulens, kvazistacionarius aramlasra
irjuk fel a Navier-Stokes-egyenletet, az id6beli sebesség- és nyoméasatlagokra egy tel-
jesen hasonl6 egyenletet kapunk, csak az egyenlet jobb oldalan a sebességingadozasok
hatasat kifejez6, az ingadozé sebességek négyzeteinek ill. szorzatanak idébeli atlagait

tartalmazo tagok jelennek meg.

Vizsgdjuk meg az impulzustétel segitségével ezeknek a tagoknak
ajelentését! Tekintsik a 10.2. 8brédt, ahol egy tetszéleges A ellen-
6rz6 feliilet dA vektorral jellemzett fellleteleme lathatd. A vektor

talppontj&ban ebben a pillanatban a sebességingadozés v', amely

10.2. &ora normalis és érintdiranyti komponensekre (v', és v',) bonthat6 fel.
Legyen az id6beli atlagsebesség vV stacionérius. Felirva az impul zustételt az el6z6 megfon-
tolasok alapjén bel&thatdan az aldbbi kifejezés adadik:

]

A

1<l

PYdA=-[FdA +[pgdV -[vpyidA (108)
A \ A

A jobb oldal utolso tagja fejezi ki a sebességingadozés hatésat. Figyelembe véve, hogy
v'=v' +v' ésav' dA=0ill.v',dA = |V'n ||dA| =v', dA, irhato:

‘_[l'Tl'dA = ‘Jl'an'n dA —J!t pv' dA.
A A A

A jobb oldali elsé integral a feliiletre merdleges erdvektort eredményez, ezért a (10.8) 6sz-

szefliggés az aldbbiak szerint irhat6 fel:
fzouan=-[|p+p(v3)[da+ogav-folvvi)en (09
A A \% A

A kvézistaciondrius aramlasra felirt impulzustétel tehat atment egy idébeli atlagokra
vonatkozo kifejezésbe, amelyben megjelent a sebességingadozasok hatasat kifejezé két
tag. Ezeket a tagokat, amelyeket az ellendrz6 felilleten kell integralnunk, |4tsz6lagos nyo-

masndvekedés és latszolagos cslisztat6fesziiltség tagoknak nevezzik. A
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p = p(vvi) (10.10)

a latszolagos (a sebességingadozasok kovetkeztében létrejovo) nyomasnovekedés, a

t, =-p(viiv,) (10.11)

pedig a latszolagos csusztatofesziltség. (A kifejezésekben az " "”index jelzi, hogy 1&tsz6-
lagos fesziiltségekrdl van sz6.) Az eddigiek alapjan felismerjiik a (10.7) egyenlet jobb olda-
l&n a latszolagos huzéfesziltség és a latszélagos cslisztatdfesziltségek x komponensének

hely szerinti derivdtjait:

7 ' ' ! !
_a(vx)_a(vxvy)_a(vxvz)_l 9o, +aTyX| +5sz|
0x dy 0z ploox oy 0z )

Ha hasonl6képpen atalakitjuk a masik két komponensegyenletet, akkor rgévink, hogy a
jobboldal egyenletenként harom utolso tagja egy 2| l&tszdlagos fesziltségtenzor és a O

szorzata, azaz a kvazistacionarius aramlasra az id6beli atlagokkal felirt mozgasegyenlet (1d.

(9.6) Gsszefliggés) igy irhato:

. (10.12)

T
o =(-p(v,v)) -p(V'i) ) |= |t o T | (10.13)

_p(V’x V’z) _p(V'y V'Z) _p(E) TXZI TyZI OZI

A (10.10) és (10.11) tsszefliggéssel megadott feszlltsegeket és a @ | latszdlagos fesziilt-

ségtenzor elemeit Reynolds-fesziiltségeknek nevezzilk. A Reynolds-fesziiltségek beveze-
tése igen hasznos volt a turbulencia hatdsanak megértése és a turbulens dramlésok kozelité
szamitasa szempontjabdl egyarant. Az instacionarius Navier -Stokes-egyenlet ugyanis he-
lyesen irjale alegbonyolultabb turbulens aramlésokat is. Szamitasuk egyel6re azonban
remeénytelen teljes komplexitédsukban, ezért megel égsziink a sebesség és a nyomas idébeli
atlagainak meghatarozasaval. Ez gy torténik, hogy felirjuk az idébeli atlagokra vonat-
kozd Navier-Stokes-egyenletet és kiegészitjik azt a sebességingadozasok hatésat kife-
jezd tagokkal, amelyek a |&tszolagos (az instacionarius turbulens dramlésban val 6sdgban
nem létez6) nyomasndvekedés (ill. huzofesziiltség-ndvekedés) és a latszdlagos csiisztatofe-

sziiltség komponensek (a Reynolds-fesziiltségek) hely szerinti derivatjai. A turbulensin-
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gadozasokbol adddd latszolagos fesziiltségek a folyadékrész atlagsebességgel szamolt
defor maciéjabdl adédo fesziiltségeknél altalaban egy-két nagysagrenddel nagyobbak,
ezért fontos lenne viszonylag pontos szamitésuk. A Reynolds-fesziiltségek bevezetése a
turbulens aramlasok szamitasaval kapcsolatos problémékat nem oldotta meg teljesen, mert
még ma sem ismeretes olyan univerzdlis Osszefliggés, amely dltalanossagban leirna az
egyes Reynolds-fesziiltségeket, azaz megoldhatéva tenné a turbulens dramlésokat leird
egyenletrendszert. Szamos modell 1étezik, amelyekkel kozelit szamitasok végezhetok. Je-
lenleg az aramléastani kutatasok egyik legfontosabb terllete ezeknek a fesziiltségeknek a
meghatarozasa, leirasa. Ezért is valtak igen fontossa azok a mérési modszerek (pl. a hddrot

meéréstechnika), amelyekkel a turbulens ingadozasok meghatarozhatok.

10.3. Hatarr étegek, keveredési Uthossz, univer zalis faltérvény

A mérnoki feladatok bonyolultabba valasa (pl. a repiilés fejlédése) sziikségessé tette olyan
szamités eljarasok kidolgozasat, amelyekkel bonyolult turbulens dramlsok jellemzdi jo
kozelitéssel meghatarozhatok. A teljes aramlasi tér leirasa pl. egy szarny kordl
megoldhatatlan nehézséget jelentett a szamitogépek megjelenése el6tt. Prandtl német
aramléstan professzor évszézadunk elsé éveiben az alabbi megfontolast tette: ha egy szilard
testet tesziink az aramlasba, falan a sebesség (a tapadés térvénye értelmében) zérus, a
sebesség a fal kozelében, attél tévolodva rohamosan ndvekszik. Ebben a rétegben a
slrlodasnak nagy szerepe van. A szilard testt6l tavol pedig a srlédas elhanyagolhato.
Tehat ha a sirlodas hatasa szempontjabdl vizsgéljuk a teret, az két részre oszthatod

(1d.10.3. dbra):
— egy fa mélletti viszonylag vékony rétegre, az an.

Y 2 A .. ..
hatérrétegre, ahol a sebesség a fal kdzvetlen kdze-
- 1ében érvényes zérus értékrol a faltdl tavolabb érvé-
— nyes sebességre nd, ¢s ahol a surlodasnak dont6 sze-
I
—= repe van,
hatarreteg
10.3. &ra — afaltdl tavolabbi &ramlas térre, ahol a sirlo-

das hatasa elhanyagolhat6 (azaz j6 kozelitéssel érvé-

nyes az Euler-egyenlet).

Hasonl 6képpen osztanank fel a teret két részre az araml6 kdzegbe helyezett felmelegitett
sik lap koriili hdmérséklet eloszlas szempontjabol is. A meleg sik lap tavolabb is felmelegiti
az aramlo kdzeget, ez azonban elhanyagolhat6 a lap kdzelében bekdvetkezo felmelegedés-
hez képest. Ezért az aramlasi teret a lap kozelében 1évd, nagyobb homérséklettel és hdmer-
séklet gradienssel jellemezhet6 un. hémérsékleti hatarrétegre és az azon kiviili térre oszthat-
juk, ahol a hémérsékletet allandonak tekintjiik. Itt jegyezziik meg, hogy a hémérsékleti ha-

tarrétegben lejatszodo hoatadasi folyamatok és az aramlasi hatarrétegben 1évé impul-
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zuscser e (a falhoz kozelebb 1év6, a fal hatasara lelassult folyadékrészek fékezik a tavol abbi
gyorsabb folyadékrészeket) gyakorlatilag ugyanannak a mechanizmusnak az eredmé-
nye: a molekularis méretekben a molekuldk Utkodzése, turbulens aramlasok esetén

ezen kivil az 6rvények egymasr ahatasa, kever edése okozza a fenti jelenségeket.

A hatarréteg és azon kivili dramlés felosztasat indokolhatjuk a Navier-Stokes-egyenlet
(9.20) alakban felirt valtozata alapjan. Beldthato, hogy a fal kozelében az dramlés 6rvé-
nyessége (rotv, nem osszetévesztendé a turbulenciaval!) nagy és a hely fiiggvényében
gyorsan valtozik, tehat a sirlodas hatasat kifejezé v rotrotv értéke viszonylag nagy. Ha
feltessziik, hogy a test koriili &ramlas nyugvo térbdl vagy drvénymentes dramlasbol szar-
mazik (pl. repllégép-szarny esetén), akkor az aramlas barmely hatarrétegen kiviil es6 pont-

jéban a v rotrotv értéke zérus.

A hatérréteg jellemz0it a Navier-Stokes-egyenlet segitsegével szamolhatjuk, ahol az aldbbi
feltételezésekkel szoktunk éni (1d.10.3. &bra):

0
— ahatarrétegaramlas sikaramlas (v, =0, % =0),
z

Vy <<vy,

ox ay

o) __ol)

— az &ramlés stacionarius,
— atérerd hatasat figyelmen kiviil hagyjuk.

Laminéris aramlas esetén a hatarréteg sajatossagai a Navier-Stokes-egyenlet (9.17) alak-
jébol szarmaztatott sikaramlésra vonatkozo alabbi egyenletrendszer (pl. numerikus) megol-

désaval hatarozhaté meg:

ov, ov, 1 dp v, 0%v,
Vy +Vy =———+V B +—2
ox dy p 0x ox oy
go (10.14)
0 0 o*v, @’
VXL+Vy&=—la—p+V vy +i O % 0

ax dy p dy x> oy’ dy
go o go go

A (10.14) osszefliggés tobb tagjanal [J0-val jeloltik, hogy azokat a feltevéseinknek megfe-
lel6en a tobbi taghoz képest elhanyagoltuk. A masodik egyenletbdl az adodott, hogy a ha-
tarrétegen bellil a nyomas az adott x metszetben a hatarrétegen kivili nyomassal egye-
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zik meg j6 kozelitéssal. A hatarrétegen kivil viszont a sirlédas elhanyagolhat6, ezért az

Euler-egyenletb6l adododan irhato:

_la_p:\/dv

e b (10.15)

ahol V [m/s] a hatarrétegen kivili aramlasi sebesseg.

Behelyettesitve a (10.15) Osszefliggést a (10.14) felsé egyenletébe megkapjuk az Gn. ha-
tarréteg-egyenletet, amely az alland6 siriiség esetén érvényes kontinuités egyenlettel
egylitt alkotja azt a két egyenletb6l all6 parcialis differencialegyenlet-rendszert, amely a pe-

remfeltétel ek ismeretében (pl. numerikusan) megol dhaté:

ov, ov, dv = d%v,
VetV =V—+v 3
0x dy dx dy (10.16)
aV_X +aV_y =0.
ox dy

Turbulens hatérrétegek szamitasara elvileg rendelkezésre dl az instaciondrius tagot tar-
talmaz6 Navier-Stokes egyenlet. Ezt azonban — mint emlitettiik — még nem tudjuk megol-
dani a bonyolult instacionarius aramképre. Ezért az id6beli atlagokra felirt Navier-Stokes-
egyenletet alkalmazzuk az egyenlet jobb oldalan megjelend, a sebességingadozasok hatasat
kifejez6 latszolagos cstsztatofesziiltségek figyelembevételével. A turbulens hatarrétegek
szamitasara szolgal 6 egyenletet a mar megismert elhanyagolasok (Id. 10.14) alkalmazésaval

kapjuk oly médon, hogy alaminaris hatéarrétegekre kapott (10.16) egyenlet jobb oldaléat a

+l ot yxl
p Oy

taggal bovitjiik. (Ebben az egyenletben és a turbulens aramlasok tovabbi targyalasa soran a
fellilvonas nélkiili sebességek id6beli atlagsebességeket jelentenek.) A turbulens ingadozé

sok hatésat figyelembe vevd T, |atszOlagos cslisztatofesziiltseg szamitasara tobbféle mo-

dell Iétezik. Ezek koziil az igen szemléletes, klasszikus Prandtl-féle keveredési Uthossz mo-

dellt fogjuk megismerni.

Prandtl a gazok p viszkozitésat okozd molekuléris impulzus-
csere analogigjét (I1d. 1.fejezet) akalmazta a turbulens hatér-
rétegekre, ahol nem molekulak, hanem kisebb-nagyobb mé-

retli folyadékrészek, 6rvények mozognak a kiilonb6z6 sebes-

ségii folyadékrétegek kozott. Ezen folyadékrészek altal oko-

zott impulzuscsere a latszol agos viszkozitas okozoja. Tekint-

10.4. &bora
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siik a 10.4. brét, ahol egy turbulens hatérréteg v, (y) sebességmegoszlésa léthaté. Bejelol-
tik a hatérréteg o vastagsagét is, amelynél a v, megegyezik a hatéarrétegen kivili V sebes-
séggel (ill. el6irt mértékben, pl. 99%-ra megkozeliti azt). Bergjzoltunk egy kis ,folyadék-
csomagot” (pl. egy orvényt), amely a f6 dramlasi irAnyra merSlegesen | [m] Un. keveredési

tthosszat képes megtenni V', ingadozasi sebességgel (Id. (10.3)).

A létszllagos csUsztatéfesziltségre vonatkozéan irhaté (Id. (10.11) és (10.13) Gssze-
flggések):

— _ ' '
Tyxl - pVxVy

Amikor a ,folyadékcsomag” | tavolsagban elmozdul egy, a sajatjatol eltérd sebességii ré-

tegbe kertl, ahol v', sebességingadozast okoz. Az ingadozas abszol Ut értéke fligg a sebes-

ségprofil meredekségétdl és a keveredési tthossztol:

v | vy (10.17)
ay
Kontinuitasi megfontolasok alapjan kozelitéen irhatd:
vy Ol (10.18)

Tekintstik a 10.4. abrat. Megdllapithatjuk, hogy y irdnyban novekvd v, sebességek esetén
v v'y <0, mert hav'y >0, azaz a,, folyadékcsomag” felfelé mozdul e, akkor v', <0, miu-
tan sebessége kisebb a helyi sebességnél. Hasonldan ha v', <0, akkor v', > 0. Ennek alap-

jan irhato:

v, |o 9
Ve |0 L O (10.19)

I=T = |2 =
yxl p ay| ay Hy ay .

A (10.19) osszefiiggés akkor is helyesen fejezi ki a1 el§jelét, ha nem monoton névekvo a

sebességmegoszlas. A |, az eldzGekben megismert ,,anyagjellemz6 viszkozitas” analogia-

jarabevezetett ,turbulens viszkozitas’, amely elsésorban nem a kozeg fizikai sajatossa-

gaitél, hanem az aramlas jellemzd6it6l fiigg:

(10.20)

A léatszolagos cstsztatofesziiltség (10.19) kifejezése alkamazhatd a turbulens hatarrétegek

szamitésandl.

Alkalmazzuk Prandtl néhany kozelito foltevését:
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— A fa kozvetlen kozelében a fa jelenléte miatt a keveredési Gthossz zérus, tavolabb a

fal hatésa egyre kevéshé érvényesll, ezért | nd.
— Legyen a keveredési tthossz els6 kozelitésben linearis fiiggvénye az y nak: | [K y.

— A fal kozelében 1évo rétegben a csusztatofesziiltség jelentésen nem valtozhat. Tételez-

ziik fel kozelitéen, hogy T(y) Ot 0» azaz a csusztatofesziiltség kozelitden allandé és

egyenld T, [Pa] —lal, a falon ébredé un. fali cstisztatéfesziiltséggel .

— A hatéréteg falhoz kozeli részén aav—x >0,
y

A fenti feltevésekkel (10.19) &talakithaté:
ov ? T ov
TOZpszz[ ") 0% ky—.
oy p Oy

Bevezetveaz u” = Lo [2} an. strlédasi sebesseg fogalmat és szétvélasztva a fenti dif-
p |s

ferencidlegyenletet irhatd:

d 1d o . 1
V*X =~ amibsl integralas utan adodik: V—’; =—Iny +Konst.
u K'Yy u K

Alakitsuk at az egyenlet jobb oldal t:

% %
A 1 u 1. u

X =—1ny— ——In— +Konst.
WK v K WV

A hatarréteg egy adott metszetében u” dlandd, ezért afenti egyenlet két utélso tagja egy K

konstansba foghat6 ssze:

Ve _1oyu o e (10.21)

u K v
A (10.21) osszefliggést univer zalis (logaritmikus) faltérvénynek nevezzik, amely dlan-
déira k = 0.4 és K =5 adddott a kisérletekbdl. Ez az egyszerli és nyilvanvaléan durva ko-
zelitésekkel levezetett 6sszefiiggés meglepben pontosan irja le a turbulens hatarrétegek fal-

hoz kozeli rétegében a sebességmegoszl ast.

Turbulens hatérrétegeknél a fal jelenléte megakadalyozza a kozvetlen kozelében 16v6 ré-
tegben az orvények keletkezését, falra merdleges iranyt mozgasat. Mivel e rétegben a visz-

kozitas domindl, a fal kozvetlen kdzelében 1év6 réteget viszkbzus (vagy gyakran laminéris)
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alaprétegnek nevezzilkk. E rétegben Newton viszkozitasi torvénye (1.2) értelmében
ov,

dy

adodik. A differenciél-

0 -
T=1, :uaL; , azaz P =pv figyelembe vételével: u P=v

dv,

egyenletet szétvalasztva:

£

=Y 4y 6sszefiiggést kapjuk.
u Vv

*

s =y% 4C.Hay=0v, =0, ezét C=0.
\Y)

*

Integral as utan adodik:

Mindezekkel afal melletti viszkGzus alaprétegben a sebességmegoszlast a

*

’ x -0 (10.22)

U* u \Y

\%

Osszefliggés irja le. Tekintsik a 10.5. abrét, ahol a dimen-

*

|
. P4 4 Lo yu . L, o vy
1q 30 300 ziotlan faltavolsag 5 fuggvényében vittik fel a —
v
10.5. &bra dimenziotlan sebességet.

A fél-logaritmikus diagramban a kis faltavolsagoknal ér-

vényes, a (10.22) dsszefliggéssel leirt linearis sebesség-

megoszlas egy gorbét ad, amely Y% 010 és 30 kozétt amegy a (10.21) logaritmikus fal-
v

*

torvényt leiré egyenesbe. Y8 5300 értékeknd a sebességmegoszlas eltér az egyenest6l.
v

*

Léthat6 tehét, hogy a viszkézus alapréteg vastagsiga —— (110 alapjan szamolhaté, az
\Y)

univerzalis faltdrvény érvényességi tartomanya pedig 30 <

YU <300. A hatérréteg kiils
\Y)

részein Orvényes sebességmegoszlas leirasara kiillonbozé empirikus vagy félempirikus 6sz-

szefliggések szolgalnak.
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10.6. dbra

*

A 10.6. &bra kiilonbozé y* =2 értékeknél mutatja az dramlas jellemzoit. A bal olddli
\Y

képen (y* =2.7) a viszkézus alaprétegre jellemzé aramkép, a kozépsoén (y* =101) kiala-
kult turbulens aramlés |athaté. A jobb oldali kép (y* =407) alogaritmikus faltorvény érvé-
nyességi hataran kivili rendezett aramlast mutatja, amelyet csak helyenként zavar meg a
turbulens z6ndbdl szarmazo nagy orveny.

Annak érdekében, hogy érzékeljik a hatérréteg méreteit, a sebességndvekedés rohamos-
sagat, szamitsuk ki egy D =100 mm atmérdjit hengeres csében a fal mellett kialakulo visz-
kozus dapréteg vastagsdgét és az univerzais fatdrvény érvényességi tartomanyét. (A szé&
mitas soran fel kell hasznalni néhany fogalmat és Osszefiiggést, amelyet csak késobb tar-

gyal a jegyzet. Ezeket megkiilonboztetésiil zardjelbe tessziik.) A csében levegd aramlik:
k em? 3 _ o

p= 1.2—g3, v=15007° m—, atlagsebessége legyen v = 152 (A Reynolds-szédm értéke
m $ s

D . -
Re=—— = 105, a X csBsurlodasi tényezé A = 0.0178.) Egyenlévé téve egy L hosszuségl
v

egyenes cs6ben keletkez6 (a (13.9) Osszefiiggéssel szamolhatd) Ap' nyomésveszteség és a

csOkeresztmetszet szorzatat a T, fali csusztatofesziiltség és az L hosszasagh cséfal feliileté-

2
nek szorzataval kiszamithaté a fali csUsztatdfesziltseg értéke: 1, = pv

=0.6[Pa].

Ezekkel a sirl6dasi sebesség értékére u” =0.71 m/s adddik. A viszkézus alapréteg vas-

tagsagara Y% =10 értékhez 0.2 mm-t kapunk. A viszkozus alapréteg hatarén a sebesség a
Y

(10.22) 6sszefliggésbdl szamolva 7.1 m/s. Az univerzdlis fatorvény (10.21) dsszefliggése
y=0.6 —6.3mm intervallumban érvényes. Ezen intervallum szélén, a faltdl 6.3 mm tévol-

sagban a sebesség 13.7 m/s.
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A fenti szamitéasbdl néhany érdekes kovetkeztetés vonhato le:

— A fali cslisztatéfesziiltség viszonylag kicsiny (0,6 Pa), a csOben 1év6 atlagsebességgel

2
szamolt p% dinamikus nyomés 0,0044 szerese

— A viszkézus alapr éteg igen vékony, vastagsaga a cs6 sugaranak 0,4%-a, de e rétegben
az dramlési sebesség igen meredeken novekszik, a vékony réteg hatéran eléri az étlag-
sebesség csaknem felét.

Az univerzalis faltorvény érvényessége a csOkeresztmetszet viszonylag kis részére (a
sugér 12%-4&ra) terjed ki, de az é&vényességi tartomany hatérén a sebesség csaknem
megegyezik az atlagsebességgel, azaz a fal és a csdtengely kozotti sebességnovekedés

jelentOs része a viszkozus alaprétegben ¢€s itt jatszodik le.

Vz TAr Tekintstk a 10.7. dbrét, ahol a sugér fliggvényében jelleg-

—= — E% —=re helyesen vittikk fel laminaris és turbulens dramlés ese-

tén a hengeres csében kialakuld sebességmegoszlasokat és

E - a cslsztatofesziiltség megoszlését. Lamindris esetre, ami-
o S
z  kor a sebességmegoszlés masodfoku forgés-paraboloid a

9.6. &ordban mé& bemutattuk ezeket a megoszlésokat. A
10.7. dbra csisztatdfesziiltséy sugarmenti valtozasanak jellege fiig-
getlen attdl, hogy az &ramlés laminéris vagy turbulens. Tételezzik fel, hogy a 1, fali cslisz-
tatofesziiltség értéke az abrazolt laminaris és turbulens cs6aramlas esetén ugyanakkora.
Hogyan magyarazhato a sebességmegoszlasok alakjanak kiilonbozdsége? A tengelyiranya
sebesség sugar menti valtozasanak rohamossaga és a csusztatof esziiltség kdzotti kapcsolatot
lamindris esetben (és a viszkézus alapréteg esetén) a (9.23) Osszefliggés adja meg:
ov

~ kifejezés, ahol p,
or

X

ov
T=H or

, turbulens &ramlésra pedig a (10.19) értelmébena 1 =,

aturbulensviszkozitas (1d.(10.20) dsszefliggés).

A fal mellett alaminaris aramlasban ill. a turbulens aramlas viszkédzus alaprétegében nagy
rohamossaggal n6 a sebesség a faltol tavolodva, hiszen csak igy johet |étre az (1.2) Ossze-
fliggés alapjan viszonylag kis viszkozités mellett nagy csisztatdfesziiltseg. A faltdl beljebb
haladva a sebességmegoszlasok jellege teljesen eltérd lesz. Laminaris esetben tovabbra is
viszonylag rohamosan né a sebesség a faltdl tavolodva (,,cstucsos” a sebességmegoszlas).
Turbulens esetben viszont a sebességmegoszlés ,, ellaposodik”, azaz azonos T cslsztaté-
feszliltséghez a sebességprofil sokkal kisebb meredeksége tartozik. Ez azt mutatja, hogy a
M, turbulens viszkozitas sokkal (ténylegesen egy-két nagysagrenddel) nagyobb, mint az

anyagra jellemzé |1 dinamikai viszkozitas. A turbulens aramlas falt6l tavolabb 1évd
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részein az aramlas olyan sajatossagokat mutat, mintha egy Iényegesen nagyobb (és a

hely figgvényében valtozo) viszkozitasi kdzeg aramolna.

A hatarrétegek aramlas iranyu valtozasara ill. a cs6aramlas kialakuldsara vonatkozoéan né-

hany megjegyzést tesziink:

Ha az aramlasha egy szilard testet helyeziink, akkor annak &ramléssal szembeforditott
felliletén torlépont alakul ki. A torléponttdl kiindul6an laminéris hatéarréteg kelet-
kezik —fuggetlendl attdl, hogy atest kordli aramlés laminaris vagy turbulens. A torl6-
ponttél tavolodva a laminaris hatarréteg egy dmeneti zéna mogott dltaldban turbu-
lenssé vadlik. Amint 1&tuk, a turbulens hatérréteg ,ajan” viszkozus aapréteg van. A
turbulens hatérréteg kialakulasanak tavolsaga az &ramlési sebességtdl, a kozeg viszko-
zitasatol, a kiilsé dramlas turbulenciafokatol, a feliilet érdességétdl stb. fiigg. A lamind
ris-turbulens atalakulast eldidézhetjilk az aramlas megzavarasaval, pl. a feliileten az

a&ramlasra merSlegesen elhelyezett huzallal (turbulenciagenerdtorral).

A hatarrétegben aramlé kdzeg mennyisége az aramlas iranydban folyamatosan
né, hiszen egyre tobb kozegre hat a viszkozitas révén a szilard fal fékez6 hatasa. A ha-
tarréteg vastagsaga is né — erésen gyorsulo aramlasok kivételével — az aramléas

iranyaban.

Lekerekitett bedmldnyilason keresztiil egy cs6be bearamld kozeg és a csdfal koleson-
hatasa kovetkeztében a csO belsejében a falon hatarréteg alakul ki. A hatarréteg az el-
z6ekben bemutatott médon vastagszik és meghatarozott feltételek fenndlldsa esetén
turbulenssé valik. Mikozben a hatarréteg széle a cs6 hossza novekedtével a falak iré-
nyabol korben kozelit a csé tengelye felé, a potencialosnak tekinthetd belsd aramlas
(amelyet a sarlodas hatasa, azaz a hatarréteg még nem ért el) sebessége a csé hossza
mentén dlanddan né. A bedmléstdl tavolodva ugyanis egyre nagyobb a csOkereszt-
metszet azon része, ahol az &ramlasi sebesség a sUrlédas kovetkeztében lecsokkent,
ugyanakkor a folytonossag tétele miatt az atlagsebesség nem valtozhat a cs6 hossza
mentén. Tovabb tavolodva a bedmléstdl a hatarréteg eléri a cs6 tengelyét, és a csOben
adott tavolsagon bellll kialakul az a laminaris vagy turbulens aramkép, amely az egye-
nes és dlando keresztmetszetii csé hossza mentén tovabb mar nem valtozik. Ezt az
aramképet kialakult lamindris vagy turbulens cséaramlasnak nevezzik és azt a
cs6hosszat, amelyre sziikség van a kialakult csGaramlas létrejottéhez kezdeti cso-

hossznak (1, [m]) nevezziik, amelynek d cs6atméréhoz viszonyitott hossza:
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L, , 1
- Iammarlsaramlaseseten:Kk:O.%Re,

, , , 1
- turbulensaramlaseseten:Fk:4.4Re”6.

A Re (Reynolds szam) definicigjat a (10.1) dsszefliggésben adtuk meg.
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11. A hatarréetegek sajatossagai, hatasuk

Az el6z6 fejezetben definialtuk a hatarréteget: a szilard fal melletti aramlasban a surlé-
das hatasara létrejovo réteg, amelyben a sebesség a fal mellett érvényes zérusrol a fal-
tol tavol érvényes (lin. hatarrétegen kiviili) sebességre né. A hatarrétegben a sirlo-
dasnak nagy szerepe van, azon kivil a sirlédéas hatasa &ltaldban elhanyagolhaté. Eb-

ben afejezetben a hatarrétegek legfontosabb hatésait targyaljuk.

11.1. A hatérréteg , kiszorit”

y A fal mellett kialakulo rétegben lefékez6dik a kozeg, ezal-
6 tal a fal kozelében adott térfogataram kisebb étlagsebes-
i — 5, seggel vastagabb savban aramlik &. A hatérréteg |étrejotte

|
E 1Y tehét a hatéarrétegen kivuli aramlést mintegy , kiszoritja”,

7 4z x  oOlyan hatést gyakorol ra, mintha a test , kovérebb” lenne.
11.1. &bra A 11.1. dbrén egy hatarréteg sebességmegoszlésa |&thato.
A hatérréteg vastagsaga 6. Jeldljuk d,-gyel az un. kiszori-
tas vastagsagot, amelynek értéke megmutatja a zavartalan aramlés hatarréteg miatti ,,el-
mozditédsanak” mértékét. A O, értékét abbol a megfontolasbdl kiindulva hatérozzuk meg,
hogy afal és a hatarréteg széle kozott a hatarrétegben ataramlé térfogatdramot egyenlvé
tesszlk azzal atérfogatarammal, amely a hatérrétegen kiviili V sebességgel a (8- 9,) vas
tagsagu rétegen &ramlana &. Tehét d,-gyel vékonyabb rétegben &ramlana & ugyanannyi
surlédasmentes kozeg.
4] [

(5—51)V:J.dey O 9 ¥ J(‘v‘ Vx)dy,
0 0

amibdl a kiszoritasi vastagsag

_ 6 VX
%, —!(1—7}1.\/_ (11.2)

Csak a nagysagrend érzékeltetésére: egy személygépkocsi hatsod részén a hatarréteg vastag-
saga néhanyszor tiz mm, akiszorités vastagsag pedig ennek kereken tizede, néhany mm.

11.2. A hatarrétegben ho és anyagatadas jatszodik le

A miiszaki feladatok jelentOs részénél az aramlo kozeggel érintkezd szilard test és a kozeg

kozott nemcesak surlodéerd 1ép fel, de a szilard feliilet és a kozeg kozott hé ill. anyag is



ataddédhat: gondoljunk a hécseréldkre és a szaritis folyamatara. Az impulzus-, a h§- és az
anyagatadas mechanizmusa igen hasonl 6, kiiléndsen turbulens hatarrétegekben a viszkézus
alaprétegen kiviil, ahol az idébeli atlagsebességre merdlegesen elmozdulo , folyadékcso-
magok”, orvények felelések mindharom mennyiség egyiitt lezajlo transzportjaért. Egy
tegbe elmozdulva e rétegben impulzus-, h6- és koncentréci6-vatozast okoz. Ezért a hatarré-
teg, a hdmérsékleti és a koncentracio-hatarréteg vastagsaga turbulens esetben nem sokkal
kllonbozik egyméstdl. L&ttuk azonban, hogy a turbulens impulzustranszportra (, veze-
tésre”) jellemzé |1, Orvényviszkozitas egy-két nagysagrenddel nagyobb a p-nél, ugyan-
igy a turbulens hdvezetés ill. diffuzié is egy-két nagysagrenddel intenzivebb a moleku-
laris folyamatok altal eléidézett hdvezetésnél és diffazional, amelyek alaminéris hatarré-

tegben dominalnak.

11.3. A hatérrétegben cstisztatofesziiltségek keletkeznek

Tekintettel arra, hogy a hatarrétegben vétozik a legrohamosabban a sebesség, itt a leg-
nagyobb a deforméci dsebesség, ezért itt kell alegnagyobb cslisztatéfesziiltségekkel szamol-
nunk. A csisztatéfesziiltségek nagysagrendjére jellemz6 a 1, fai cslsztatofesziiltseg, ame-

lyet ac'; helyi sarlodasi tényezével szoktunk jellemezni:

72 . N
10 turbulensH 'y = To , (11.2)
L] sz ’
, el 2
Cs

o lamindris [~
azaz a helyi fali cslisztatéfesziltséget a hatarrétegen
kivili sebességgel szamitott dinamikus nyomashoz

- viszonyitjuk. A 11.2. dbrén egy siklap esetén lathatd

10* 10° 10°

. Re:% 'c'f a R”eyn’olds-szém f’Uggvény'ében,' amel;r/nél az L
B— jellemz6 méret a vizsgalt hely és a siklap aramlassal

11.2. dbra szembeforditott in. belépdéle kozotti tavolsag. A log-
log diagramon léthat6 alaminéris és a turbulens hatérrétegre vonatkozo két egyenes, azaz a
¢'¢-Re kapcsolatot hatvanyfuggvények irjék le. A legfontosabb tanulsag, ami a diagrambdl
levonhat6 az, hogy a fali csiisztatofesziltsegek igen kicsik, ¢'y a néhédny ezred, azaz a1,
a dinamikus nyomas néhany ezreléke. (A hengeres cs6re vonatkozé szamitasunkndl
T, = 0.6 Pa étéket kaptunk, amelyhez c'; [10.0044 tartozik.) A csisztatofesziltségek kis

értékeibdl arra a téves kovetkeztetésre juthatunk, hogy a surlodas kis szerepet jétszik pl.

egy autdra hato er szempontjabdl, hiszen az atlagos T,-lal megszorozva az auto teljes fe-

[Uletét tényleg csak néhany N er6ét kapunk. Még jobban meger6sodik benniink ez a gondo-
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lat, ha a szokasos c'; értékeket dsszehasonlitjuk pl. egy, az éramléasba helyezett test felule-

tén keletkez6 nyomasra jellemzd ¢, nyomastényezé jellemzé értekeivel:

_P7Po
TPy (11.3)

A nyomastényez6 maximalis értékét (¢ =1) atorlopontban veszi fel, legkisebb értéke

p max
szokésos kortlmények kozott Comin = 3 KOrUli. A ¢, értékek tehat szokasosan 2-3 nagy-
sagrenddel haladjak meg a ¢'; értékeket, azaz ugyanilyen aranyban nagyobbak a nyo-
mMashdl szarmazo erék a csisztatéfesziiltségekbdl szarmazo eréknél. Mégis a csuszta-
tofesziiltségeknek donté jelentéségiik van, mert az ezekbdl szarmazo kis erék a hatar-
réteg levalasat okozzak (1d. kovetkez6 alfejezet), és ezaltal alapvetéen megvaltoztatjdk
az &ramképet, a testen keletkezé nyomasmegoszlast és igy a testre hato erdt. A sirlo-
das alapvet6 hatasa tehat altalaban egy bonyolult mechanizmuson, az aramkép és ezaltal a
nyomasmegoszlas megvaltozasan keresztll, és nem kozvetlendl érvényesll, pl. egy aram-

l&sba helyezett testre hato er6 tekintetében.

11.3. dbra
A 11.3. &rapl. egy aramlassal parhuzamos tengely(i henger mogotti levalasi buborékot és
nyomot mutat be. A levalasi buborékban a nyomas kozelitéleg allando és kozel megegyezik
azzal anyomassal, amit egy, a levalasi buborékot kitoltd, a hengerhez csatlakoz6 test fel-

szinén mérnénk.

118



11.4. A hatérréteg levalik

A 11.4. dbrén egy klasszikus kisérlet eredményét vazoljuk. A bal oldalon egy sikaram-
lasban az aramlasi sebességre mer6legesen elhelyezett lap hataséra kialakulé an. torlopont-
adramlést |atunk. Ha a torlépontba vezeté egyenes aramvonalak altal kijeldlt sikba egy vé-
kony szilard lapot helyeziink a falhoz, az aramkép varatlan dramai véaltozasét figyelhetjik
meg: |d. jobb oldali dbra. Mi okozhatta a szilard falon a visszaaramlas kial akul asat?

11.4. dbra

A fal folotti ramkép részletei a11.5.a dbrén lathatok:

11.5. dbora

A torlopontaramlas f6 jellegzetessége, hogy a kdzeg nyomasnovekedéssel szemben aram-

lik és a nyomastér hatédséra lassul. A falhoz kozel 1évé folyadékrészeket nemcsak a
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nyomasnovekedés, hanem a falsirlédas is lassitja. Ezért aramlas irdnyban rohamosan
lassulnak a gyorsan vastagod6 hatarrétegben 1évé folyadékrészek. Ha az ,,egészséges” kiil-
s6 aramlas nem képes impulzuscsere révén mozgasban tartani a hatarrétegben aramlé folya
dékrészeket, akkor azok megdlnak és a nyomaskiilonbség hatasdra a fa mellett vissza-
araml6 folyadékrészek a hatarrétegben aramlo kozeget elvalasztjak a faltol és az aramlasi
tér belsgjébe terelik: ahatarréteg levalik. (Id. 11.5.a. &bra)

A hatérréteg levllasnak tehat két szilkséges feltétele van:
— fal kdzelsége,
— aramlas iranyaban névekvé nyomas.

A 11.5.b./ és c./dbra a hatarrétegben lathatova tett aramlast mutatja be két esetben. A b./

aramkép aramlas iranyéban csokkendé nyomashoz tartozik, azaz az aramlés gyorsul. Ebben
az esethen a hatarréteg vékony marad (esetleg vékonyodik, és a turbulens hatarréteg lami-
narissavahat.) A c./ esetben &ramlés irdnyaban né a nyomas, amelyhez a hatarréteg vasta-
godésa, majd levdlésa tartozik. A képen jdl Iathatd, hogy a hatérréteg lathatova tett kdzeg-
részel ,levalnak” afardl, ésaz aramlas tér belsge felé dramlanak.

Tekintslk a 11.6. &brét, ahol egy sikaramlasba helyezett
henger korili aramképet vézoltuk: az abra als6 felén a sir-
|6dédsmentes aramlés esetén érvényes aramképet, felll pe-

M dig a hatarréteg levél s folyamatét. Strlddasmentes kdzeg

esetén nem hat eré a hengerre, a sebesség- és
11.6. dbra

nyomésmegoszlas a fliggéleges tengelyre szimmetrikus. Az
vonalak gorbiiletébdl (1d. a terndiraretesriabald gintattentisserfidn tel ferhdbecegy &olatdid A7)
normdlis irdnyl komponens egyenlete) is lathatd, hogy a kézeg a henger dramlassal szem-
benézé homlokfalan csokkené nyomas iranydban gyorsulva ramlik. Itt tehé& akkor sincs
levalasi veszdly, ha az &raml6 kdzeg slrlddasos. A henger hatso részén azonban a fal mel-
letti kozegrészek novekvé nyomads irdnyaban aramolnak és sirlédasos kozeg esetén a
11.5.a/dbrén is lathatd modon hatéarréteg levalés kovetkezik be. A levdas miatt médosul az
aramkép és konnyen beldthatdan a lassul 6 aramléas kezdete és igy alevalds helye is az ora-
mutat6 jarésaval ellentétesen mozdul el a henger fellletén. Egyensilyi dlapot aakul ki,
ahol alevdlas helye kb. 20° -kal a fliggbleges atmérd ,,elétt” allandosul. (Ez az aramkép —
amint azt késébb latni fogjuk — arra az esetre vonatkozik amikor a henger homlokfalan 1évé
hatéarréteg laminaris.) A henger korili aramképet mutatjabe a11.7. dbrabal oldali része. A
képen a henger két oldalén felvaltva, periodikusan lelisz6 érvények (Karman-féle drvény-
sor) egyikének keletkezése 1athatd. E jelenséggel a 14. fejezetben foglalkozunk részletesen.

Az dbra jobb oldalan 1athato a henger feliiletén 1év6 nyomas valtozasa a kozépponti szog
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flggvényében: az A gorbe a slirl6désmentes esetre, a B gorbe pedig az dtalunk targyalt

aramképhez tartozik. (A C gorbe targyalasara késobb visszatériink.)

11.7. dbra
A nyomas keriilet menti valtozasat vizsgalva néhany megallapitas teheto:

surlodasmentes kdzeg aramlasa esetén a henger megfuvasi iranyra merdleges atméré-
jének végpontjaban a sebesség 2v,,, ezért a nyomastényez6 értéke (a Bernoulli-

egyenletbdl lathatoan): —3

— ahol az aramlas gyorsul, ott a val6sagos, surlodasos kdzeg aramképe altaldban
csak kissé tér e az idedlisétdl, ami a nyomasmegoszlasok nagymértékii hasonlé-
ségabol |éthato;

= a hatarréteg levalasa a surlodasmentes aramlashoz képest alapvetéen megval-
toztatta az aramképet, ami a henger hatso részére vonatkoz6 nyomésmegoszlasok ki-

16nb6z6ségébol latszik;

— alevélas hatasara kialakul6 térben, amelyet levalasi buboréknak is neveziink, a

nyomas idébeli atlaga kozelitéleg allando.

— anyoméasmegoszlés a levalas kovetkeztében nagy mértékben aszimmetrikussa valt,

ezért a hengerre aramlasi eredetd erd hat.
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Jellemz6 példaként vizsgaljuk meg az aramlast egy
diffuzorban, amely egy, az aramlas iranydban né-
- vekvd Kkeresztmetszetii csédarab (Id. 11.8. dbra) Le-

gyen a kozeg siirtisége allando. Strlédasmentes esetben

a diagramon lathato folytonos vonalnak megfelel6 len-

P ne a kozeg lassuldsaval 6sszefliggd nyomasndvekedés.
R s
T ~1"£| A Bernoulli-egyenlet alkalmazasaval:
[ N =
_P(.2_ >
X (p2 _pZ)ideélis _E(Vl _VZ) (114)
11.8. &bra

Valésaghan a diffuzor fala kdzelében a nyomésndvekedéssel szemben &amlé folya
dékrészek a siirl6das kovetkeztében még rohamosabban lassulnak mint a faltdl tavoliak, a
hatarréteg gyorsan vastagodik, esetleg levalas kdvetkezik be. Emiatt a kiomlékeresztmet-
szetben nem egyenletes a sebességmegoszlas (amit a (11.4) Osszefliggés felirasanal feltet-
tink), afal kozelében vagy visszadramlés (1d. 11.9. dbra), vagy jobb esetben is kiterjedt, ki-
sebb sebességgel jellemezhetd zona van. A difftizor k6zépso részén pedig a difftizor ke-
resztmetszet viszony@bdl szamolhaté v, alagsebességnél nagyobb a nyomés szempontja-
bl mértékad6 sebesség, azaz a (p, —p, )., val6shgos nyomésnivekedés nem éri el a sir-
lodasmentes aramlas esetén szamitottat. A diffizor mitk6dését az n g difflzor hatésfokkal

szoktuk jellemezni:

(P2 =p1) (11.5)

11.9. dbra
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A hatarréteg hasonlo levaladsa okoz jelentds aramkép valtozast pl. egy nagy allasszogu

szarny fels6 részén, egy személyauto hatso részén, egy ivelt cs6-konyokben stb.
A hatarréteg levalasa sok esetben kedvezdtlen. Hogyan lehetne a levalast megakadalyozni?

— Az egyik lehet6ség — inkdbb csak kuriozumként — a fal mozgatasa egyiitt az aramlés-
sal.

— Gyakorlati szempontbdl fontos mddszer a nyomasnévekedés rohamossaganak (ezal-
tal a hatarrétegben aramlo kézeg lassitasanak) csokkentése (pl. a diffGzor kupszo-
gének vagy a szarny allasszogének csokkentése, a cs6iv gorbiileti sugaranak novelése,

akarosszéria éleinek lekerekitése, a hétso rész fokozatos ,, 6sszehlzasa® stb.)
— Tovabbi lehetéség a falhoz kdzel &ramlo kdzegr észek sebességének novelése:
* alelassult kozegrészek eltavolitasaval: hatarréteg-elszivas,

* akozegrészek gyorsitdsaval: nagy sebességi sik levegésugar beflvésa afa mel-
lett,

* ahatarrétegen bellli impulzuscsere novelésével: a laminéris hatérréteg turbu-

lenssé tételével ill. aturbulencia nbvelésével.

Itt tériink vissza a 11.6. dbran lathat6 aramképhez ill. C jelii gorbéhez. Ha a henger homlok-
fellletén lamindris hatarréteg alakul ki, viszonylag kis nyomasntvekedés mar a hatarréteg
levdlasat eredményezi. Ha a Reynolds-szdm novelésével, vagy az aramlas megzavarasaval
turbulenssé tessziik a hatarréteget, az abban végbemend, nagysagr endekkel nagyobb tur-
bulens impulzuscsere elegendé energiat szallit a hatarréteg alsé részébe ahhoz, hogy a
hatarrétegben 1évé folyadékrészek tovabb lesznek képesek nyomasnovekedés ellené-
ben &ramolni. Ez tikroz6dik a 11.6. &brén: és a C jelii gorbébdl lathato, hogy a levalas 1é-
nyegesen hatrébb kdvetkezik be, emiatt alevalasi buborék sokkal kisebb, és a henger hatsd
részén a levalasi buborékban 1év6 nyomas sokkal nagyobb, mint laminéris hatérréteg ese-
tén. A hatarrétegben bekoévetkezé laminaris-turbulens atalakulds a hengerre hato eré har-

madara csokkenését eredményezi.
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A 11.10. dbra egy ivelt fellleten kialakuld, lathatdva tett laminaris és turbulens hatérréteget
mutat be. Amig a laminaris hatarréteg (fels6 kép) a legmagasabb pont utan rogton levalik,
addig aturbulens hatérréteg j6 darabig képes nyomésgradienssel szemben aramolni, és csak

azutan valik le.

11.10. dbra

11.5. A hatérréteg szekunder aramléast okoz

‘ Hafel akarjuk keverni a cukrot ateaban, akkor a kanal mozgatasaval egy
korkoros aramlast hozunk 1étre a poharban. Mi hozza fel a tea fels6 réte-
geihez a cukrot, ha az dtalunk létrehozott aramlésban korpdyan mo-
zognak a folyadékrészek? Vizsgdjuk meg a nyomés vatozasat a sugar

11.11. dbra  mentén. Alkalmazzuk a természetes koordinata-rendszerben felirt Euler-

egyenlet (4.27) normalis iranyt komponens egyenletét, amely a térerd

2

. . 0

elhanyagolasa esetén a V?:la_p alakban irhat6 fel. A poharban 1év6 aramlasban az
P on

aramvonalak kozelitéen kor alakuak, rajuk merdlegesen, sugariranyban a nyomas a fenti
Osszefiiggésbol lathatdéan nd. (Ezért magasabb a folyadékfelszin a pohér szélén, mint kozé-
pen.) A nyomasmegoszlast a pohérban forgd, és a pohér alja dtal le nem fékezett folyadék
sebességmegoszldsa hatédrozza meg. A pohédr also részéhez kbzel azonban egy hatérréteg
alakul ki, amelyben a sebességek kisebbek, mint a magasabban 1év6 folyadékrészeké. A
lassabban forgd folyadékrészek kisebb nyomaskiildnbséget hoznak 1étre, mint ami a pohér-
ban kialakul, azaz a pohér aljan a hatarrétegben egy spirdishoz hasonlé, befelé irdnyul6
aramlés indul meg (ami a tealaveleket tapasztalataink szerint kdzépre, a cukrot pedig a tea
felsd rétegeibe viszi, 1d. 11.11. dbra). A pohar aja kdzelében a tengely iranyéban befelé
aramlé kozeg pétlasara a fal mellett lefelé dramlés, kdzépen pedig felfelé aramlés indul
meg, amely hozzaadodik a korkdros ,féaramlashoz” (Id. 11.11. &bra). Ezt a dominéns
aramlasra szuperpondd &amlast szekunder aramlasnak nevezzik. A hatérréteg léte az
ismertetett példahoz hasonl okokbdl szekunder &ramlast okoz pl. csdivben, vagy folyoka-
nyarban. Ez utébbi esetben a homorl partr6l a dombort felé irdnyul6 szekunder &ramlés
hordja & a foldet a homor( partrdl a szemkoztire aminek kdvetkezménye a folyokanyarok
0Obldsddése.
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12. Az aramlasok hasonldésaga

A 9. és 10. fejezetben foglalkoztunk a Navier-Stokes-egyenlettel és megallapitottuk, hogy
az — kllondsen turbulens aramlas esetén — igen nehéz, dtadban Iehetetlen megoldani.
Ugyanakkor a miiszaki feladatok megkovetelik, hogy meghatérozott kérdésekre valaszt
adjunk. A differencialegyenletek megoldisa mellett a miiszaki feladatok megoldasanak
fontos eszktze a kisérlet, amelyet technikai és koltségkimélési okokbdl is gyakran az
eredeti berendezés kismintdjan hajtunk végre. igy pl. ha meg kell hatérozni egy hajo
motorjanak eloirt sebesség eléréséhez sziikséges teljesitményét, vagy a korrekt szilardsagi
méretezéshez ismerni kell egy szerkezetre vagy épiiletre hato szélerdt, csak

kismintakisérletek johetnek szoba.

Egy kismintakisérletnek csak akkor van értelme, ha eredménye megfeleld biztonsaggal
avihet6, felhasznalhatd a nagy kivitelnél. Ez a feltétel akkor valosul meg, ha a kisminta és
a nagy kivitel kortli aramlas hasonld. Vizsdjuk meg az dramlasok hasonldsaganak

feltételeit bsszenyomhatatlan kdzegek esetén.

y A 12.1. dbrén egy hajd és kismintgja lathato. Az

'/yy aramlasra jellemz6 sebesség és méret lehet pl. a za-

% Vom vartalan sebesség v, és v, ill. a hgjo és a modell

hossza |  és | . A jellemzé méret és sebesség

lo hanyadosa egy jellemzé 1id6t eredményez:

12.1. abra to Loy, tom =—20. irjék le a sebesség-meg-
Vo Vom
oszlast és a nyomasmegoszlast a nagy kivitelben az aldbbi fiiggvények, amelyekben mind a

fiiggetlen, mind a fiiggd valtozok dimenzidtlanok:

o'_"ln—o-

X y 2 t]éﬁizp[iii

D (
- I R R R 2 3 )
Vo lo 1o 1o to PVo lo 1o 1o

] (12.1)

A kisminta korili aramlés akkor hasonlé a nagy kiviteléhez, ha megegyez6 fiiggvé-
nyek irjédk le a sebesség és nyomasmegoszlast természetesen a kismintara jellemz6
Vom: | om» €S tom —Mel dimenzidtlanitott forméban. Mi ennek a feltétele? Mikor azo-
nos a dimenzi6tlan sebességet és nyomast leird fliggvény a nagy kivitelnél és a kismin-
téand? Nyilvan akkor, ha ugyanaz a dimenziétlan differencidlegyenlet-rendszer irja le és

ugyanazok a kezdeti- és peremfeltételek a dimenzidtlan hely- és idékoordinatakban.

irjuk fel a Navier-Stokes-egyenlet x irdnyl komponens egyenletét a (9.17) dsszefliggés
alapjan!



v, dv,  dv,  dv, 1 dp [a%x v, 9%v
+v +v +v = —-—— +V + +

a0 Tax Yoy oz P poax | ax? ayr a2

j (12.2)

i I . o
Szorozzuk be a (12.2) egyenlet mindkét oldalan 1év tagokat —g —tel, azaz dimenziétlanit-
Vo

suk a Navier-Stokes-egyenlet x komponens egyenl etét:

) o), g ) [l

Vo) Yy \Vo +....=gX|2°— PVo ),V V°2+..... (12.3)
A R I

I o/ Vo l'o Lo Lo

(A hasonlo szerkezetli tagokbol csak egynek-egynek mutattuk be a dimenzidtlanitésat.) A

nyomast egy p, &landd vonatkoztatasi nyoméshoz viszonyitottuk, amellyel a hely szerinti

differencidlhdnyados nem vatozott. Hasonloképpen fel lehet irni a dimenzidtlanitott
Navier-Stokes-egyenlet y és z komponens egyenletét, valamint a kontinuités dimenziotlani-
tott formdjat, figyelembe véve, hogy a Navier-Stokes-egyenlet alkalmazésakor mér eldon-
tottuk, hogy p =all. feltételezéssel dink. Ez esetben a folytonossag egyenlete divv =0

alakot olti, ami dimenzi6tlanitva:

) ) 45,
) A 40

(12.4)

A harom Navier-Stokes komponens egyenlet és a folytonossag egyenlete egy parcialis
differencialegyenlet-rendszert alkot, amelyet adott kezdeti- és peremfeltételekhez egy
megoldast ad a négy ismeretlenre (a harom sebességkomponens és a nyomas dimenzi-
6tlan alakjéra).

K é aramlas hasonlo, ha

a/ azonos dimenziétlan differencialegyenlet irja le mindkét aramlast, ami azt jelenti,
hogy a (12.3) Osszefiiggésben (és a tovabbi két komponens egyenletben) szerepld
allandénak és egyiitthatonak azonos értékiinek kell lennie a két aramlasra

vonatkozéan. A nagy kivitel és amodell esetén ez azt jelenti, hogy

gxlozgmeOm

v% ng S (12.5)
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v Vi

= _ (12.6)
Vol o Vom! om

b/ éshaazonosak a kezdeti és peremfeltételek. Ezt a feltételt dltalaban a modell ésa
nagy kivitel geometriai hasonl6sdgaval, az aramlasi tér peremén hasonlé viszo-

nyok biztositasdval, és az instacionarius hatasok megfeleld modellezésével (Id. ké-

s6bb) val 6sithatjuk meg.

A (12.5) és (12.6) osszefiiggésben szereplo kifejezések helyett a hagyomanyoknak megfele-

16en azok reciprokat ill. annak gy6két hasznaljuk, amelyeknek nevei:

v
Froudeszam: |Fr=—-— (12.7)

Jole

Vol
Reynolds-szam: |[Re=—2-9 (12.8)

A két aramlast leir 6 dimenziétlan differencialegyenlet rendszer tehat a Reynolds-szam
és a Froude-szdm azonossdga esetén egyezik meg. A Froude- és Reynolds-szdmot mas,
hasonl éan dimenziétlan mennyiségekkel egyitt hasonldsagi szamoknak is szoktuk nevez-

ni.

A Froude-szdam és a Reynolds-szaim azonossaganak egyidejii biztositasa altalaban nehéz,
vagy lehetetlen feladat. Legyen a modellkisérlet targya egy autd 1:4 1éptékit modellje. Miu-
tan a szélcsatornaban aramlo levegd v viszkozitdsa megegyezik az autot koruldramlé leve-
g6 viszkozitasaval, a Reynolds-szam azonossaga feltételbol

| | . :
0o Vm | 9 adédik. A Fr., = Fr feltételbl pedig:
\Y)

om

v I o
—om = 20M miytan g, =g.
Vo I'o

Lathatd, hogy a Re azonossagét a sebesség négyszeresére novelésével, a Fr azonossagét pe-

\'
Re,=Re O &
Vo o lom

dig felére cstkkentésével lehet megvalositani. Vizsgdljuk meg, hogy ebben az esetben
sziikség van-e mindkét feltétel egyidejli betartasara?

Ha az aramlasi teret kitolti az aramlo kozeg (mint az elobbi példanknal), az alabbi megfon-

tolasok tehetk. Allo kozeg esetén a Navier-Stokes-egyenletbdl (1d. (9.19) dsszefiiggés)

1 o . . .
0=g —Bgradpé1 alaku kifejezés marad. Ha ezt levonjuk az eredeti egyenletbdl, a Navier-

Stokes-egyenlet olyan valtozatat kapjuk, amely nem tartalmazza a térer6sséget, ugyanakkor

a térerdsség okozta py Nyomésmegoszlshoz képesti kil onbségek szerepelnek benne:
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1
—Bgrad(p —pa) +VAV (12.9)

A (129) daka Navier-Stokes-egyenlettel végrehajtva az el6z6ekben bemutatott
dimenzidtlanitast a Froude-szam (ill. négyzetének reciproka) nem jelenik meg az egyenlet-
rendszerben, tehét ha az aramlé kozeg kitolti a teret, a Froude-szam azonos értéken

tartasa nem feltétele a hasonl ésagnak.

Hajoémodellek vizsgalatanal viszont, ahol a hullamkeltés mértéke (a hullamellendllas)
igen jelentés mértékben befolyasolja a hajotestre hato erdt, a Froude-szam azonos ér-
téken tartasa igen fontos kdvetelmény. Belathatd ugyanis, hogy a hulldmok kel etkezésé-

nél a a sulyerének dontd szerepe van.

Ha a peremfeltételek instacionériusak, akkor gondoskodni

Y% p Yom % kell arrol, hogy ezek sajat id6léptékiikben azonosan val-
- tozzanak. Legyen pl. afeladat egy, az aramlasba helyezett,
—_—

vizszintes tengely korll periodikusan oda-vissza mozga-
tott lapra (1d. 12.2. dbra) hatd er6 meghatarozasa modell-
kisérletekkel. Legyen a modell I1éptéke 1:3. Miutén ateret

12.2. dbra

kitolti az araml6 kozeg, az aramlasok hasonldsaganak egyik feltétele a Reynolds-szam azo-
nossaga. Ebbol az el6zéek alapjan az adodik, hogy a modell megfuvasi sebességének hé-
romszor akkoranak kell lennie, mint a nagy kivitel megflvési sebessége. Milyen legyen a

modell lap mozgatasanak periddusideje, ha az eredetinél ez t, volt? Nyilvanval6an akkor

jarunk el helyesen, ha

t t t,,Vv t,v
pm_pazaz pm Om_pO.

tOm t0 l om I 0

Figyelembe véve, hogy t, = fi, ahol f [ﬂ a frekvencia, bevezethetd a

fl
Strouhal-szam: [Str =—2{ (12.10)
Vo

amelynek azonos értéke szilkséges az azonos kezdeti- és peremfeltételek biztositdsahoz.
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Vannak esetek, amikor az aramlas peremén kell megfeleld nyomésértéket, mint perem-

feltételt biztositani. Ez esetben az

Eu=P"Po

Euler-szam: >
pPVvo

(12.11)

azonossaga kap szerepet. Igy pl. kis hullamok esetén a feliileti fesziiltség jelentds szerepet

jatszik a hullamok alakulasaban. (Ugyanez a helyzet pl. a cseppek képzddésénél a porlasz-

tasndl.) llyen esetben a (12.11) kifejezés szamld jdba a nyoméskil bnbség helyébe a (7.2)

Osszefiiggés alapjan a Ap ~ % ~ I£ kertl, ahol C [%} afelileti fesziiltség dlanddja, R a
0

felszin gorbuleti sugara, amely nyilvanval6an arényos az | , jellemz6 hosszal. Ilymddon az

Euler-szambdl egy Uj hasonlésagi szamot kapunk:

Cc

2
pl o Vo

Weber-szam:  (We= (12.12)

A Weber-szam azonos értéke kilondsen fontos azon modellkisérleteknél, amelyekben a

felUleti fesziiltségnek fontos szerepe van, pl. cseppképzOdés vizsgalatanal.

Itt jegyezzik meg, hogy a vizsgalt jelenségtdl fiiggben az Euler-szam és a Strouhal-szdm
kifejezése fiiggd ill. fuggetlen valtozoként is szerepelhet a (12.3) dimenzidtlan Navier-Stokes-
egyenletiinkben. igy pl. az Euler-szam azonossaga egy autd és modellje felliletének adott helyén

nem kdvetelmény, hanem kovetkezmény, a két aramlas hasonlésaganak kovetkezménye.

Az aramlasba helyezett hengerr6l (amely koriili 4ramlédssal az el6z6 fejezetben mar
foglalkoztunk) periodikusan valnak le intenziv 6rvények, ha a homlokfalon keletkez6 ha-
tarréteg lamindris (11.7. dbra B gorbe). (Ennek az Un. Karman-féle érvénysornak a le-
irésaval nagy érdemeket szerzett Karman Tador, egyetemiink volt hallgatdja és rovid ideig
oktatdja, majd diszdoktora, aki szazadunk egyik legismertebb dramléstan kutatdja) A kis-
minténdl és a nagy kivitelnél a hasonlésagi feltételek betartdsa esetén az Grvénylevélas
frekvencigjaval szamolt Strouhal-szam azonos, ami az el8z6ek szerint a két aramlas hason-

|6sagabol kovetkezik.

A hasonloésagi szamok meghatarozhatok egységnyi tomegi folyadékrészre haté erdk

hanyadosaiként is: 1 kg tdmegre hato

2
v

tehetetlenségi erd: Fr~ I_O
0

(hiszen az aramkép egyes pontjaiban a sebesség a v-lal aranyos, az aramvonal gorblleti

sugarapedig az | 4-lal.)
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sulyerad: F; ~g

(p=po)15 _ (P=po)

nyomasbol szarmazé ero: Fo ~ 3 =
pl 0 pl 0

(felirtuk a jellemz6 feliilet szorzatat a nyomaskiilonbséggel és osztottuk a jellemzé méret-

hez tartoz6 tdmeggel, hogy afolyadék 1 kg-jara vonatkozo erét kapjuk)

Ty . Vo | v
surlodasbol szarmazo ero: K~ pv—o—o3 = V—g
loply 1%

(a Newton-féle viszkozitas torvényt (1.2) hasznaltuk fel a cslsztatofesziltséggel aranyos
mennyiség kifejezésére, amit a jellemzo feliilettel szoroztunk, majd a jellemz6 mérethez
tartozé tdmeggel osztottunk)

2

feliileti fesziiltségbdl szarmazé eré: Fe~——=—

|oP|% plo

(itt hasonldan jartunk el, mint a nyomasbdl szarmazo erd esetén, de a nyomaskiilonbség he-
lyébe a feliileti fesziiltség okozta nyomaskiilonbség kifejezésével Gsszhangban 1év6 kifeje-

zést tettiink).
Képezziik az egységnyi tomegre hatd er6k hanyadosait:

tehetetlenségi erd ~_ Fr Vi /1, volg
slrlodésbol szérmazé ed  Fs  vv, /12 v

tehetetlenségi erd _ [Fr _ [V3/l, _ v,
Fr ~ = |— = =
\/ stlyerd Ve Vo o, (12.14)

_ nyoméshdl szérmazé erd _ F, _ (P=Po)/P/1o _ p=py

(12.13)

tehetetlenségi erd  Fy V2, pv2 (12.15)
felileti fesz.—bdl szarmazé erd _ F=  C/13/ C
e i erd “E "7, o= 2 (12.16)
tehetetlenségi erd o V31, pvil,

A hasonlosagi szamok erék hanyadosaként torténé el6allitasa igen szemléletesen mutatja az
dramlést befolyésol6 egyes hatasok viszonyét. igy pl. ha a Reynolds-szam értéke nagy,
akkor ez a (12.13) alapjan azt jelenti, hogy a surlodéerdk hatasa viszonylag kicsi a tehe-
tetlenségi er6khoz képest. (Ez természetes, hiszen a dimenzidtlan Navier-Stokes-
egyenletben a surlodast kifejezo utolso tag egyiitthatoja a Re reciproka, 1d. (12.3). Ezért
minél nagyobb a Re értéke, annal kisebb szdmmal szorozzuk ezt a tagot.) Ezzel mindjart
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érthetévé valik az a tapasztalat, hogy a Re novekedésével turbulenssé vaik az dramlés. A
surloddéerdk ugyanis csillapitjak a rendezetlen mozgasokat, csokkentik a rohamos térbeli
sebességvaltozésokat, igy a slrlodés viszonylagos hatasanak csbkkenése a turbulencia ke-
letkezéséhez vezet. Ha viszont kicsi a Reynolds-szam értéke (pl. egy kis porszem siillyed a
levegében, vagy nagy viszkozitasu kozeg aramlik egy csében) akkor a sirlédas dominanci-

gj&val, laminéris aramlassal szamolhatunk.
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13. Hidraulika

Ebben a fejezetben a csvekben, csatorndkban aramlé kdzegek aramlasanak jellemzdit tar-
gyajuk. A mérnoki gyakorlat szempontjébdl talan ez a fejezet alegfontosabb része a jegy-
zetnek. A hidraulika az emberi tudés egyik igen régéta alkalmazott és fejlesztett tertilete, hi-
szen az ontozésndl, a folyodk szabdyozésanal, a vizvezetékek épitéséné sok nehézséget kel-
lett megoldani eleinknek, akik ennek folytdn nagyon sok gyakorlati ismeretet halmoztak
fel. Ugyanakkor az aramlastan alaptorvényeinek levezetése, az aramlastan alapvetdi 0ssze-
flggéseinek kutatasa évszédzadokon keresztll a hidraulika gyakorlatétdl elszigetelve folyt.
Csak a XIX. évszézadban taldkozott tssze az elméleti aramlastan és a gyakorlatra orientélt

hidraulika.

13.1. A surlédasi veszteség

Tekintsik a 13.1. &brét, ahol egy vizszintes, egyenes, dlandd keresztmetszetli ¢sé l1athato.

7<R77V_>77777777,% od

13.1. dbra
A csoben allandd stiriségli kozeg aramlik. Az aramlds legyen stacionarius (az id6
flggveényében nem vatozik atérfogataram). Ha felirjuk a Bernoulli-egyenlet erre az esetre
alkalmazhato (4.31) alakjét a p stiriiséggel végigszorozva (azaz nyomas dimenzioban), az
egy aramvonalon egymastol | tavolsagra 1évé 1 és 2 pont kozott, az adodik, hogy p, =p;,
azaz a nyomas a cs6é hossza mentén (a Bernoulli-egyenlet akalmazasaval a
slrlodésmentességet  feltételezve) nem véltozik. Valésagos kozeg aramlasa esetén

azonban p, <p, , azaz az 1 és2 pontban nem azonos a Ber noulli-6sszeg:

vi v
P7+p1+pU1>P7+p2 +pU, _ (13.1)

(A v, és v, a cs6 adott keresztmetszetében érvényes atlagsebesség, ami a gyakorlat
szempontjabdl elfogadhatd kdzelités.) A Bernoulli-dsszeg tehat a sirlédas kévetkeztében
az aramlas iranydban csokken. Annak érdekében, hogy a (13.1) egyenl6tlenségbdl
egyenlet legyen, az aramlas iranyaban tavolabb lévé pontra vonatkozo Bernoulli-
Osszeget meg kell novelni a két pont kozotti Bernoulli-6sszeg cstkkenéssel, amit Ap'-

vel jelolink és sirlddasi veszteségnek neveziink:

V—%+ +U—V—%+ +pU, +/p'
PZ plpl_pz p, +pU, +1p (13.2)




A (13.2) dsszefliggést veszteséges Ber noulli-egyenletnek nevezzik.

A kovetkezékben a Ap' veszteség meghatérozasdnak modjaval foglalkozunk. Ebben igen

fontos szerepe volt és van a kisérletezésnek. Ezért a kovetkezo alfejezet a (nemcsak aram-
l&stani) kisérleti munkat nagymértékben megkonnyitd dimenzidanalizist (vagy

Buckingham-féle N elméletet) ismerteti.

13.2. A dimenzidanalizis

Legyen afeladatunk a 13.1. dbran |athatd csében bekovetkezé Ap' slrlddés veszteség dlta-
lanos Kisérleti vizsgalata. El16sz6r meg kell hatarozni azokat a fizikai jellemzoket, amelyek
befolyasolhatjak a Ap' [Pa] értékét: csdhossz, | [m], viszkozités, p[kg/ m/s], az &ramlé
kozeg siiriisége, p [kg/ m3], cs84tmérd, d [m], atlagos &ramlasi sebesség, v [m/s]. Felté-

telezziik, hogy a cs6 belso fala sima, ezért az érdességgel nem foglalkozunk (1d. Késébb).
A feladat tehat a

Ap'=1(l,u,p,d,v) (13.3)

fuggvénykapcsolat meghatér ozdsa mérésekkel. Ez pl. ugy végezhet6 el, hogy az 6t fig-
getlen valtozé kozul négynek rogzitett értékénél az 6todiket vatoztatjuk és mérjik avaltoz-
tatas hatasat a veszteségre. Ezt kovet6en a négy valtozo koziil valamelyik értékét megval-
toztatjuk ésismét végigmérjik az 6todik valtozasnak hatésat a Ap'-re. Beléthatd, hogy va-
lamennyi vatoz6 kombinacid kimérése igen hoszu ideig tartana. Ezért kedvezd, hogy van
egy olyan modszer, a dimenzidanalizis, amivel a valtozok szdmat jelentdsen csokkenthet-

jik.

Az dtalunk vizsgdlt feladatoknd a mértékrendszeriink harom alap fizikai mennyiségét
alkalmazzuk: a tomeget [kg], a hosszat [m], és az idét [s]. Kiindulasként feltesszik,

hogy valamennyi Q mechanikai mennyiség dimenzid szempontjabdl el6allithatd az alap fi-
zikai mennyiségek hatvanyainak szorzataként: [Q]=kg® mP s'. Adott n> 3 fizikai meny-
nyiség: Q;, Q,, ... , Qp- (Mint pl. ami fenti n=6 fizikai mennyiségiink.) Keressik mé-
réssel a F(Q,, Q,, ......, Q,,) = 0 ismeretlen fliggvényt.
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A Q fizikai mennyiségek mértékegységei a fentiek szerint eldallithatok az alabbi modon:

[Ql] - kgan maa 21

[QZ] = kgalz m2z P2 (13.4)

[Ql] = kgaln maZI‘I sa3n

Az a ; kitevOket ismerjiik, hiszen ismertek a jelenségben szerepet jatszo fizikai mennyisé-
& j ] J g pet) y

gek. Létezik-e
M= Qi Qkz..Qk (13.5)

alakt, a fizikai mennyiségek hatvanyainak szorzataként eldallithaté dimenzidtlan kifejezés,
és haigen, hany egyméastdl fiiggetlen van? irjuk fel a (13.5) 6sszefiiggés dimenzi6 egyenle-
tét figyelembe véve (13.4) kifejezéseket:

[M1]= kg9 = (g e ) (kg e @ _ (kg min . 139)

A (13.6) egyenlet alapjan harom egynletbdl allo egyenletrendszer hatarozhatd meg:

a; kg +ap k, +. gk, =0
ay Ky +ay Ky +..... ey, k,, =0 (13.7)
ag Ky tagp ky +.....+ag, k,, =0

A ki, ks, , kK, n darab ismeretlenre egy 3 egyenletbdl allo linedris egyenletrendszert

kaptunk.  Képezzuk az ismert a; ; kitevokbol a dimenziématrixot.

all alz e aln
Ay 8y ... Ay, (13.8)
a3l a.32 TR a3n

A dimenzidmétrix rangja r, ha létezik r-ed rendli zérustdl kiilonb6z6é aldeterminansa, de
nem léezik r+l-ed rendii nem nulla értékii aldeterminansa. (Altalaban r az alap fizikai
mennyiségek szamaval egyenld, esetiinkben r=3.) Ha a dimenziomatrix rangja r, az egyen-
letrendszernek n-r fliggetlen megoldésa van (ennyi Osszetartozd kq,k,,....k,, értékekbdl al-
16 csoport |étezik), azaz n-r dimenzidtlan M csoport képezhetd. Ez azt jelenti, hogy a kisér-
letileg vizsgdland6 valtozdk szdma &ltaldban az alap fizikai mennyiségek szamaval,

esetiinkben harommal csokkentheto.
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Vizsgdljuk meg a dimenzidanalizis alkalmazésanak | épéseit:

— Azaap fizikai mennyiségek meghatarozasa,

— A jelenséget befolyasol6 Q;,Q,,... mennyiségek meghatarozésa

— Dimenziématrix feldlitasa, rangjanak meghatarozésa,

— Egyenletrendszer megoldasa, (n-r megol das meghatarozasa),

= AnNgN,N,,...0N,., dimenziodtlan csoportok képezése,

— Az F(N,,N,,MN,,...N ) =0 fiiggvénykapcsol at kisérleti meghatérozésa.

Térjunk vissza a példankhoz, akamazzuk a dimenzidanalizist. A I dimenziétlan csopor-
tokat az aldbbi alakban kivanjuk képezni:

n :Ap'kl | ks |J.k3 pk4 dks Vke.

Allitsuk fel adimenziémétrixot:

Ap' | p op d v
kg 1 0 1 1 0 O
m -1 1 -1-31 1

A dimenziomatrix pl. harmadik oszlopa a dinamikai viszkozitas dimenzigja tartamazza:

kgm™ts™.

A dimenziomatrixot megvizsgalva lathatd, hogy r=3, hiszen az utolsd 3 oszlop dltal kijelolt
aldeterminans nem zérus. Ebbdl kovetkezik, hogy az egyenletrendszernek harom egymastol

fliggetlen megoldasa van. irjuk fel afenti g, ; ertékekkel a(13.7) egyenletrendszert!

k1+k3+k4 :0

Mivel a 6 ismeretlenre 3 egyenletiink van, 3 ismeretlen, pl. a ky, k, ésk; értékeit tetszéle-

gesen vehetjiik fel és az egyenletrendszerbdl kiszamithatjuk a tovabbi harom ismeretlent:

kl k2 k3 I(4 I(5 kG
10 o1 o -2 0n: ap/p?)

135



Most vegyiink fel ismét ky, k,, k, értékeket:
0 1 0|]0-1 0o0OMN5 I/d
A harmadik felvételre adadik:
0 0 1|-1 -1 -1 0 N5 p/(pdvF 1/Re

A dimenziétlan csoportokat kombinalhatjuk, szorozhatjuk konstanssal, vehetjik a recip-
rokukat stb.. Ezért célszerti a M'-k helyett az azokbol képezett alabbi csoportok bevezetése:

80, =1/d & n,=Re=Yd .
Evz v
2

A kisérletek soran tehdt nem a (13.3) figgvénykapcsolatot kell meghatarozni, hanem a
F(r,,M,,M3) =0 fiiggvényt (azaz nem kell olyan vatozatokat vizsgélni, amelyek ugyan-
azon I értékeket adnak).

13.3. A csosurlodasi veszteség

M= [Iz=Re; Végezziink el kisérleteket a 13.1. dbrén lathat6 csbvon an-
= BAVpZ R;Qe nak érdekében, hogy a csOben keletkezd veszteség kiilon-
2 ? b6z6 tényezoktSl (1d. (13.3) Osszefiiggés) valo flggésat,
azaz a M, =f(N,,M ;) flggvényt megismerhessik. A ki-

T/ sarietek eredménye a 13.2. dbran |&thato, ahol a M, =|a

13.2. dora o
flggvényében vittiik fel kiilonboz6 allando M5 = Re érté-

. JA} . .
keknd all, = 5 P mért értékeit. Ahogyan vérhato volt, a veszteség a cshossz | /d fiigg-

—V
2

2

vényében linearisan nd.

Ezért irhato:

ahol a A a13.2. boréan lathaté egyenesek iranytényezdje, ami a Reynolds-szam fliggvénye.

A —t csésarlodasi tényezonek nevezzik.
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A fenti tapasztalati 6sszefliggést &talakitva adddik a

Ap'=

Pl A(Re) (13.9)
2 d

kifejezés az egyenes Csé veszteségére.

A Navier-Stokes-egyenlet levezetése utan kor keresztmetszetii csdben a sebességmegoszlas
és a nyomascsokkenés meghatarozasara akamaztuk a tanultakat (Id. 9.4.fgjezet). A nyo-

mas cs6hossz menti csokkenésére (ami nem maés, mint a Ap' veszteség) a (9.28) dsszeflg-

gést kaptuk:

,_ 8ul d _ . . s . -
Ap:—RZ v, ahol R:E' Figyelembe véve, hogy p=pv, aaakitasok utan adodik:
Ap':EV2 l_ﬂ’ azaz mivel V—d = Re irhat6:

2 dvd v
ap=Ryv2ly, (13.10)
2 d

ahol alaminaris aramlasra vonatkozo A csésurlodasi tényezd:

64
N = (13.11)

Eredményll tehd azt kaptuk, hogy laminéris (réteges) aramléas esetén a A csésurlodasi
tényezo a csdatmérdvel képezett Reynolds-szammal forditottan aranyosan valtozik. A
10.1.fejezetben a Reynolds-féle kisérlet kapcsan megallapitottuk, hogy a laminaris-
turbulens amenet Re 02300 érték kordl megy végbe. Ezért a (13.11) Osszefliggés a

Re < 2300 tartomanyra érvényes.

Hogyan fligg a A csésurlodasi tényezd a Reynolds-szamtdl kor keresztmetszetli csovek és
turbulens aramléas esetén? A kérdés megvalaszolasa el6tt vezessiik be a homokér desség fo-
galmat. A csofal eldirt érdességét ugy lehet egyszertien eldallitani, hogy szitalassal allando

méretli homokszemeséket kiilonitiink el egy szemcsehalmazbol és felragasztunk a cséfal

belsé feliiletére. A cséfal un. homokérdességének jellemzésére a [, :% dimenzidtlan

csoport szolgal, ahol k[m] a homokszemcsék atmérdje.

. L . k _ |
Hatdrozzuk meg méréssel a A cséstrlodasi tényez6t a Re fliggvényében kiilonb6zo g =4l.

értékek mellett, és a mérések eredményét abrazoljuk kétszer logaritmikus diagramban.
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Eredményil a 13.3. dbran lathatd gorbéket kapjuk. Lathatd, hogy laminaris aramlas ese-

tén az érdességnek nincsen hatasa a csésurlodasi tényezore. Turbulens aramlas (Re >
2300) esetén viszont az érdesség hatasa jelentds: a P =4al. gorbék novekvo Re esetén

egy adott Re,, hatér Reynolds-szam értékig azonos gorbén futnak, Re> Re,, esetén elvél-

nak e gorbét6l és vizszintesbe mennek at. Ebben a Reynolds-szam tartoményban A tehét
k
csak a 3 fliggvénye. Azt a gorbét, amelybdl a kiilonbozo érdességli csovekhez tartozo gor-

bék kidgaznak, az

1

Y A turb

= 21g(ReyA g ) -0.8 (13.12)

Osszefliggés irja le. Egy adott, Re< Re, Reynolds-szam esetén (amikor a A értékét a
(13.12) osszefiiggéssel leirt gorbén talaljuk meg) tehat hidba csdkkentjiik a cs6 falanak ér-
dességét, a A értéke valtozatlan marad. Egy csé adott Reynolds-szamon hidraulikailag
sima, ha csokkentve az érdességet a csésurlodasi tényezé értéke nem valtozik. A hidra-
ulikailag sima csovek csOstrlodasi tényez6jét a Reynolds-szam ismeretében a (13.12) Osz-

szefiiggésbol, vagy az ezt a 4000 < Re< 10° tartomanyban jol kozelitd Blasius-képlettel:

0.316 (13.13)

A b = ﬁ

hatédrozzuk meg.

13.3 &bra

A cso6fal érdesség elozéekben leirt hatasat az alabbi médon magyarazhatjuk meg. Lattuk,
hogy a laminaris dramlésban az érdességnek nem volt befolyasa a A értékére. Kordbban
megallapitottuk, hogy a turbulens hatarrétegek aljan egy viszkézus alapréteg van (ld.
10.3.fejezet), amelynek y,, vastagsaga forditottan aranyos az u” fali csisztatéfesziltséggel,

*

hiszen 22 =10 érvényes aréteg vastagsagara, azaz
v

y, =102 . (13.14)
u
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Mésrészt egy | hosszasagu csében aramlé folyadékra felirhatod a nyomaskiilonbségbdl szar-

maz erd és a T fali csiisztatofesziiltségbdl szarmazo erd egyensulya:

2 2
Ap‘—d m_P2l,dm M1, dn (13.15)
4 2 d
amibol
P 2A
Tp=—V"— ,
0=V S (13.16)

Figyelembe véve (13.14) dsszefiiggést és hogy u” = /T—O, a viszkozus alapréteg vastagsa
P

gara atalakitasok utan adodik:

Yy _ 2042 (13.17)
d

" JARe -

A helyébe a Blasius-képletet irva a cs6atmérdhoz viszonyitott viszkoézus alapréteg vastag-

sagra kapjuk:

yFV - % (13.18)
e .

A viszkdzus alapréteg vastagsadga a Reynolds-szam novekedésével csokken, tehét egy
adott hatar Reynolds-szam (Re,,) folott a cséfal érdességének mérete meghaladja az
y, -t (azaz az érdességesucsok ,kilognak” a viszkozus alaprétegbdl), és ekkor a cséfal
érdessége befolyasolja a A értékét. Ha Re<Re,, , azaz a cs6 hidraulikailag sima, akkor
az érdesség csokkentésének az elézéekbol belathatd okok miatt nincs befolydsa a A értéké-

re.

Nem homokszemcsékkel érdesitett csovek, pl. acélcsivek esetén az érdesség mérete valto-
Z0, tehat a Reynolds-szam nivekedésével fokozatosan egyre tébb érdességesucs kertl ki a
viszkézus alaprétegbdl. Ezért az érdesség a Reynolds-szam novekedésével fokozatosan no-
vekvé mértékben befolyasolja a csostrlodasi tényezé értékét. Miutan az érdesség mértéke
széles hatarok kozott nem fligg a cs6éatmér6todl, csak a csdgyartas technoldgiajatol, a relativ
érdesség jellemzésére a cs6atmérdt hasznalhatjuk: minél nagyobb d, adott érdességnél
annad  kisebb arelativ érdesség. Egy adott technol6gidval késziilt acélcsdvekre vonatkozd

A — Re gorbéket kétszer logaritmikus diagramban a 13.4. dbra mutatja.
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0.025

BUs Nem kor keresztmetszetii csovek vesztesege-
A N
N i nek szamitasara az egyenértékii atmérét ve-
0.020
A zetjuk be:
A AN ®1001]
0.015 ~ =
4A
N de = (1319)
T T~ 0590 K
O.OWOaAS 2 3 45 2 3 45 !
10° Re 10° 107 5
ahol A A[m ] a csOkeresztmetszet nagysaga,
13.4. &bra

K[m] az un. nedvesitett keriilet, azaz a ke-

resztmetszet kerilete azon szakaszanak hossza, ahol az aramlé kézeg az allé fallal
érintkezik. Ha az aramlas kitolti a cs6keresztmetszetet, akkor K ateljes keriilet, az &rokban
folyo viz esetén pedig a ténylegesen ,,nedvesitett” keriilet. A csésurlodasi veszteséget nem
kor keresztmetszetii csovek esetén is a (13.9) Osszefliggéssel szdmoljuk azzal a kilonb-
séggel, hogy a d cséatméré helyébe a d, egyenértékii atméré kerul:

vd

._p 2 I _ e
Ap'==v°—A(Re Re=—2% 13.20
P 2 d, ( ) , ahol v ( )

(Fenti 6sszefliggésekben V[m/ S] a valosagos csékeresztmetszettel szamolt atlagsebesség.)

A Reynolds-szam ismeretében a A csdsurlddasi tényez6t a Re értékétol fliggden a (13.11)

vagy (13.13) dsszefliggéssel vagy A — Re diagram haszndlataval hatarozhatjuk meg.

. a P
Ha a cs6 téglalap keresztmetszetii és az oldalviszonyra fennall: ™ <0.5, akkor a A sz&mi-

vd,

tasdhoz a Reynolds-szam értékét a Re= &
Y

Osszefliggéssel szamolt Reynolds szdmmal

hatédrozzuk meg a szokott madon, ahol @® Dg+ la 2- a .
3 24b b

A 10.3.fejezet végén definialtuk a kialakult csGaramlast és azt az | kezdeti cs6hosszat,
amely mentén a csébe torténd bedmlést kdvetden a kialakult aramlas létrejon. A kialakult
csbaramlas 1étrejottéhez a tapasztalat szerint nagyobb nyomdsesésre van szilkség, mint

amennyi az adott Reynolds-szdmndl az adott | | egyenes cstvon kialakult dramlés esetén

keletkezik. Ezt atobblet veszteséget Ap',. bedmlési veszteségnek nevezzik ésa

. 13.21

Ap'pe = EVZZ be ( )
2

Osszefliggéssel hatérozhatjuk meg, ahol {y,, a bedmlési veszteségtényezd, amelynek

szamértéke megmutatja, hogy az atlagsebességgel szamolt dinamikus nyomas hany-

szorosa a bedmlési veszteség. A laminaris cséaramlas esetén {,,, 012, turbulens esetben

abedmlési veszteség |ényegesen kisebb (. [0.05), ezért azt altalaban elhanyagoljak.
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A { veszteségtényezOt igen gyakran alkalmazzuk. Ha egy adott geometriaja, érdességii cs6-
idom veszteségének filiggését vizsgaljuk az azt befolyasold tényezoktdl, akkor a
Ap'=F(v,p,d,n) fliggvénykapcsolatot kivanjuk felderiteni. Ha a 13.2. fejezetben bemuta-
tott dimenzidanalizist erre az esetre alkalmazzuk, ahol 5 dimenzids valtozo van, 5-3=2

dimenzidtlan csoportot allithatunk el6:

=7 & M, =" =Re (13.22)
\Y .

Az adott csdidom veszteségét tehat a { = {(Re) dsszefiiggés megadasaval |ehet jellemezni,

azaz adott cs6idom veszteségtényezbje csak a Reynolds-szam flggvénye, de a szokott Re

tartomanyban rendszerint allandonak tekinthetd.

13.4. Csoidomok aramlasi vesztesége

Az eldz06 fejezetben az egyenes cs6 surlddasi veszteségét tekintettiik at, ebben pedig a ki

16nb6z6 csdéidomokét.

Borda-Carnot atmenet

Tekintsilk a 13.5. dbrét, ahol egy hirtelen ke-
resztmetszet novekedéssel jellemzett dn.
Borda-Carnot atmenetet mutatunk be. A

bergjzolt &ramvonalak a valésagos aramléas-
hoz kézelall6 dramképet mutatjék be. Alkal-
13.5. dbra mazzuk az impulzustételt annak érdekében,

hogy a Borda-Carnot &menet veszteségét, az Un. Borda-Carnot veszteseget: Ap'gc meg-
haté&rozzuk. Legyen az &ramlés stacionérius, az aramlo kozeg siiriisége pedig allandd. Raj-
zoljuk fel az ellen6rz6 fellletet, valamint a P és | vektorokat. Az ellen6rz6 felUleten hatd,

surlodasbol szarmazd erdket elhanyagoljuk. A 8.1. fejezetben tanultak alapjan irhato:

—PVIA +PVEA, =Py A, +piA,.

(A jobb oldal utolso tagja felirasana azt a kisérleti tapasztalatot hasznaltuk fel, hogy a
tengelyre merdleges korgyiirii alaku feliileten a nyomas jo kozelitéssel allando és megegye-

zik az A ; keresztmetszetben uralkodd nyoméssal.)

Tekintettel arra, hogy a kontinuitas kovetkeztében pv, A; =pv, A, behelyettesités és az
egyenlet mindkét oldala A , -vel val 6 osztasa utén adodik:
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(e pl)Bc =pv,(vy -vy) (13.23)

Ha az dramlés sirlédasmentes volna, akkor a Bernoulli-egyenlet alkalmazasaval szamol-
hatnank az ,,idedlis’ nyomaskuilénbséget:

(P~ 1)y =2 (v -v3).

Az ,idedlis’ és a vaosagoshoz kozelallo, (13.23) Osszefliggéssel megadott nyomas-
klldnbség killdnbsége a surlodas kovetkeztében |étrejovo Gn. Borda-Carnot veszteség:

Ap'se = (P, _pl)id ~(p, _pl)BC Z%(Vf _Vg) oV, (vy ~vy),

amibdl egyszerisitések €s atalakitasok utan adodik:

(13.24)

Ap'gc = (Vl ‘Vz)z

N o

A Borda-Carnot veszteség az egyik legfontosabb veszteségforrés, amelynek hatasat

szamos mas cséidomban is fel fogjuk fedezni.

Kilépés veszteséq

A Borda-Carnot veszteség egyik gyakran eléfordulé, spe-
cidlis esete a kilépési veszteség, amely akkor keletkezik,
Vi _ @ ha a kozeg egy csobdl nagy térbe, pl. egy tartalyba dram-
lik (Id. 13.6. &bra). Alkalmazzuk a Borda-Carnot veszteség

(13.24) kifejezését, figyelembe véve, hogy v, =0, azaz atar-
13.6. dbra o
talyban 1évo sebesség a kozeg surlodas miatti lefékezodése

kovetkeztében zérus:

Ap'yi = g(v1 ~0)°= %vf_ (13.25)
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Szelepek, toldzar ak, csappantyuk

l szelep A szelepek, tol6zérak, csappantyuk (Id. 13.7. &b-
ra) vesztesége is nagyrészt a Borda-Carnot veszte-

A, ségre vezethetd vissza: ezek elmozduld elemei le-

A
tolozar 51

e e——

-F - — - csappantyl veszteségét is (,, veszteségtényezdvel jellemez-

sziikitik az aramlasi keresztmetszetet, ezaltal hirte-

len keresztmetszet novekedés jon létre a lesziikiilt

\
At Vi AgVa keresztmetszet utdn. A szelepek, tolzérak dramlés

13.7. 4bra zik, amely a Ap', veszteség és valamely jellemzd
sebességgel szamolt dinamikus nyomés hanyadosa.
A 13.7. dbrajeloléseit alkalmazva emeljiik ki a (13.24) dsszefiiggésbol a v, -t,

2 2
Ap', D%v%(\\ll—:— 1] , azaz D(/:—j— 1} | (13.26)
Egy szelep (pl. a vizcsap) forgatésa esetén a szelep és a szeleptanyér kozotti rést (azaz az
A, keresztmetszetet) vatoztatjuk, ezdtal valtozik a {, veszteségtényezd értéke is. Pl. a
csap zérésa esetén A egészen a zérusig csokken, mikzben a veszteségtényez6 minden ha
taron tal nd. Az egyre nagyobb veszteségtényezé miatt a vizvezetékrendszerben 1évé nyo-
més hatéséra egyre kisebb v, sebességgel dramlik ki a viz, azaz (teljes zérasig zérusra)

csokken atérfogataram.

Hirtelen ker esztmetszet-csokkenés

—A Tekintsilkk a 13.8. dbrét, ahol egy hirtelen keresztmet-
‘QQQ By szet-cskkenés lathat6. A vazolt aramvonalaknak gorbi-
AO

N %ﬁ& lete alapjdn meghatérozhatd a fal mellett a nyomas valto-

,ﬁ Y zésa (az &oran a nyilak a nyomés fal menti ndvekedéese
— 0 1 W iranydba mutatnak). A bal oldali nyil atal jellemzett

13.8. dbra nyoméasnovekedés oka, hogy a kozeg a , sarok” felé éram-

lik, ahol torlopont alakul ki, amelyben a nyomas nagyobb, mint a torlopont el6tti térben. A
hirtelen keresztmetszet csokkenés helyén, a tengelyre meréleges korgytirti alakd fal és a ki-
sebb &mér6jii cs6 talalkozasanal, a ,,sarok” koril az &ramlés felgyorsul, a nyomas lecsok-
ken. A sarok utan aramlés iranyaban haladva a sebesség csokken, tehat a nyomas né. A
11.4 fejezetben lattuk, hogy az a&ramlés iranyaban ndvekedé nyomas esetén levalhat az

aramlés.

Altalanossagban megéllapithatd, hogy az aramlast hatarold szilard felilet hirtelen
iranyvaltozasainal (,sarkok” koézelében) fal melletti, aramlas iranyd nyomasnéve-

kedéssel és igy hatarréteg levalas esdlyével szamolhatunk. Ha a sarok ,,homord” (Id.
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13.8. &bra A) akkor az iranyvaltozas el6tt ha ,,dombora” (1d. 13.8. &bra B) az irdnyvaltozés
utan johetnek |étre a hatarréteg levas feltételel.

Az adott esetben két helyen kovetkezik be hatarréteg levalas: az A-val és a B-vel jeldlt he-
lyen. Az utdbbi levalas kovetkeztében a kisebb atmér6jli csé elején az ,,egészséges” aram-
lasi keresztmetszet lesziikiil, majd utana Borda-Carnot atmenethez hasonlé sebes-

ségkiegyenlitédés megy végbe, ami — mint lattuk — jelentds veszteséggel jar. A kereszt-

metszet lesziikiilése (ill. az ezt jellemzé a = — kontrakcios tényez értéke) a keresztmet-
1

2
. A ] : . A .
szetviszony (A—l) flggvénye, ami a tapasztalatok szerint o [J0.6+ 0.4[A—1) , azaz minél
0 0
nagyobb a keresztmetszetek hanyadosa, anndl jobban 6sszeh(zédik az aramlas. A hir-
telen keresztmetszet csokkenés veszteségének tulnyomo részét a kisebb atmérdjii csdben

bekovetkezé Borda-Carnot veszteség teszi ki, tehat irhato (1d.(13.24) dsszefliggés):

2
. . 2 1
oo =Blvi-vi)” =8vi( 21 (1327)

(Altalanossagban megéllapithat6, hogy gyorsulé aramlasok vesztesége altaldban Ki-
csiny. A lassul6 aramlésoknal lehet nagyobb veszteségekkel szamolni. Lassulé aram-
lasok az &ramlési keresztmetszet ndvekedése, vagy az aramlasi irany valtozasa kovet-
keztében johetnek |étre.)

A (13.27) 6sszefliggésb6l lathato, hogy a hirtelen keresztmetszet csokkenés veszteség-

tényezoje (a kisebb keresztmetszetli csoben 1évo atlagsebességgel szamolt dinamikus nyo-

1 2
L :(a‘lj :

Ilyen veszteség keletkezik pl. egy tartalybol egy csébe torténd bearamlasnal, ha a tartaly fa-

masra vonatkoztatva):

la és cs6 kozotti atmenet nincsen lekerekitve. A 8.3.fejezetben targyalt Borda-féle kifolyo-

nyilés esetén pl. a = 0.5, tehét e veszteséget jellemzé ;, =1. Ha a cs6 nem nyulik be a
A . .

tartalyba, az a fenti kifejezésébdl A—l 00-hoz a 0J0.6 kontrakcios tényez6 tartozik, amivel

0
th = 0-44.

Diffuzor

Az aramlés iranyaban boviilé csotoldatokat nevezziik diffuzoroknak (szemben a konfu-
zorokkal, amelyek keresztmetszete az &ramlés irdnydban csokken). A diffizorokban &ram-

las iranyaban csokken a sebesség, n6 a nyomas. A 11.4. fejezetben lattuk, hogy ilyen eset-
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ben a fal mellett kialakul6 hatarréteg rohamosan vastagszik, ill. levalhat. Tekintsik a 11.8.
&brét, ahol egy diffzor és aatta a diffzor tengelye menti nyoméasmegoszlas lathatd strl 6-
dasmentes (,idedlis’) és valdsagos esetben. A (11.5) Osszeflggéssel definidlt ny
diffUzorhatasfok ismeretében valamint (11.4) dsszefiiggés figyelembevételével a difflzor
sirlodasi vesztesége Ap'y; meghatérozhato. A veszteség ugyanis az ., idealis’ és val6sa-

gos nyomasndvekedés kil énbsége:

Ap'giss = (P, _pl)id ~(p, ‘pl)va, = (1‘ﬂd)%(vf —v%) (13.28)

Itt jegyezziik meg, hogy a diffuzor vesztesége jelentds mértékben fiigg a diffuzorba belépd
sebességmegoszlas jellemzdit6l. Ha a fal kdzelében 1évo aramlasi sebességek mar a belé-
pésnél viszonylag kicsik (,csicsos’ a sebességprofil), a hatarréteg hamar levadlik és a kilép6
keresztmetszet jelentds részén lesz visszaaramlas. Ez azt jelenti, hogy a diffuzor sokkal ke-
vésbé |assitja le az &ramlést, mint az a geometriai viszonyokbdl adédna. Ezért a valdségos
nyomésndvekedés sokkal kisebb, mint a keresztmetszetviszony aapjan szamolt érték, azaz

Ng Kicsi ésa(13.28) dsszefliggéssel szamolt difflzor sirlodasi veszteség nagy.

A diffazorbol kilépd kozeg sebességmegoszlasa a fentiekbdl kdvetkezden altalaban egyen-
16tlen. Ha a diffuzor kilépdkeresztmetszete egy csdben folytatdodik, ebben az egyenl6tlen
aramlasi sebesség kiegyenlitédik. Ez a sebességkiegyenlitédés hasonld a Borda-Carnot at-
menetben (13.5. &bra) tapasztalhato jelenséghez: a nyomas aramlas irAnyaban nd, de kevés-
bé, mint az a sebességcsokkenésébdl veszteségmentes esetben adodna, azaz jelentds veszte-

ség keletkezik. Mégis ez a nyomasndvekedés ndveli a difflzor hatasfokét.

Csdivek, konyokok

A csbvekben aramlé kbzegek iranyvaltozasainal, a cséivekben, konyokokben jelentds shr-
l6dési veszteségek Kkeletkezhetnek, amelyeket ugyancsak { veszteségtényezdvel jellem-
zink. A veszteségek okai kozott a fali
cslisztatofeszillitség dltaldban alarendelt
szerepet jétszik. Nagyobb jelent8sége
van a 139. &ran vézolt és a
11.5fgjezetben térgyalt szekunder
aramlés keletkezésének, hiszen a tébb-
let mozgas energia |étrehozasdhoz
tébblet nyomaskilénbségre van szik-
ség, ¢és az igy keletkez6 mozgasi ener-
gia nem hasznosul: legnagyobb része a
slrlodés kovetkeztében hévé  alakul.

13.9 &ra
Nagy veszteséget okozhat a hatérréteg
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levélas kovetkeztében |étrejovo keresztmetszet sziikiilés miatti Borda-Carnot veszteség. Az
el6z6 meggondolasok alapjan a 13.9. dbrén felrgzoltuk a fal mellé a nyomésndvekedést
mutaté nyilakat, és bergjzoltuk a hatarréteg levalasa folytan 1étrejove un. levalas bubor é-
kokat és az azok &ltal okozott keresztmetszet sziikiiléseket. Lathatd, hogy az irényvétas
utdni levalas okozhat jelentds veszteséget. A csoivek, konyokok veszteségét kétféleképpen
szoktak csokkenteni: az &menetek Iekerekitésevel ill. az R/d relativ gorblilet (1d. 13.9. abra)
novelésével, vagy terel6lapatok alkalmazdsdval, amelyekkel nagyobb relativ gorbiiletii

rész-iveket ill. rész-kényokoket hozunk |étre.

A fentiekben attekintett fontosabb cséidomokon kiviil tobb mas, itt nem targyalt vesz-
teségforras van (pl. zsaluk, cséelagazasok), amelyek veszteségtényezdit szakkonyvekbol,

katal 6gusokbdl, gyartmanyismertetékbdl lehet kivenni.

Itt jegyezzik meg, hogy a { veszteségtényezOk és a A csésurlodasi tényez6 szamolt vagy
katalogusbol, szakirodalombdl kivett értékei a valosagos alkalmazasoknal csak kozelitéen
helyesek, hiszen a képletek ill. mért értékek nem veszik figyelembe a sirl6dési veszteseg-
forrasok egymésrahatésat. Belathatd, hogy a (13.11) vagy (13.13) Osszefliggéssel szamolt
értéktdl eltér annak a csének a A csdsurlodasi tényezdje, amely elbtt egy hirtelen kereszt-
metszet novekedés (Borda-Carnot atmenet) van, hiszen aA — legal&bbis a kezdeti szakaszon
— fligg a csébe valo bearamlas jellemz6itél. Ugyancsak nem k6zombos egy cséiv { veszte-
ségtényezdjének értéke szempontjabol, hogy elbtte egyenes cs6, vagy egy masik cs6iv van.
Ez utébbi esetben pl. az is jelentdsen befolyasolhatja a masodik cs6iv { veszteségtényezo-

jének értékét, hogy aakét iv U vagy Saakot ir le.

A cséidomok egymasrahatasa altalaban eldre nem szamolhatd, ezért pl.csévezetékek mére-
tezéséndl a szamitassal ill. téblazatok alkalmazasaval kapott eredményeket csak kozelités-
nek tekinthetjiik. (Ezen talmenden csak szabvanyos cséatmérdt valaszthatunk, azaz altala-
ban el kell térniink a szamitott értéktdl. Adott ataramld térfogat esetén pedig a aramlasi
veszteség a csdatmérd kozel 5. hatvanyaval aranyos, tehat attol igen erdsen fiigg.) Ezért a
tervezésnél egyrészt ésszerl tartalékot (pl. a szamitottnal valamivel nagyobb teljesitményii
ventilatort) ¢és beallitasi, szabalyozasi lehetdséget kell beépiteniink a rendszerbe, hogy a
szamitas pontatlansaga miatt sziikségessé vald korrekciot a rendszer felépitése utan végre
tudjuk hajtani. Vigyazni kell ugyanakkor arra, hogy ez az utélagos bedllitas, szabalyozas ne
okozzon folésleges energiaveszteséget. Hibas megoldas példaul, ha egy évatossaghdl na-
gyon tulméretezett ventildtor légszallitasat egy csappantyU, (azaz egy tobblet sirlédas
veszteség forras) beiktatasaval csokkentjik a kivant értékre. Ilymodon ugyanis a csappan-
tyun keletkezd, a rendszer funkcidja tekintetében folosleges veszteség ndveli a ventilator

hajtésahoz szilkséges energia koltségét.

146



13.5. Osszenyomhaté kozeg aramlasa csében

Az eddigiekben feltételeztiik, hogy a csOvezetékben aramld kozeg stiriisége allando. Ez
cseppfolyds kdzegek esetén a szobajoheté nyomasok esetén és a kavitaciot kizarva, gazok
esetén pedig az abszol (it nyomas 10%-& meg nem haladd nyomésvatozasok esetén igen jO
kozelités. Gazok hosszli csdvekben torténd aramlasa esetén azonban eléfordulhat, hogy a
veszteség kovetkeztében a nyomas az abszolut nyomashoz képest jelentésen csokken, ezzel
egylitt csokken a siirliség, nd a sebesség. (Tipikus példai ennek az esetnek a stiritett levegd
vezeték rendszerek.) Hogyan kell ebben az esetben szamolni a csOsurlodasi veszteseget?

Tekintsik a 13.10. dbrét, ahol egy L[m] hosszlisagl, D[m] atméréjii csévezeték egy

EGi=EEE

13.10. &bra
szakasza lathatd. Hanyagoljuk € a sirlédasi veszteséghez képest a gaz felgyorsitasahoz

sziikséges nyomaskiilonbséget. A cs6 dx hosszisagu szakaszan a csOsurlodasi veszteség

miatti nyomasvaltozas (nyomascsokkenés):

_dp=Py2 ) (13.29)
2" D .

(A bal oldalon a negativ eldjelre azért van sziikség, mert a nyomas az x tengely mentén
csokken.) Fejezzik ki az étlagsebességet:

y=3m (13.30)

m
A )

o

2
a csO keresztmetszete. A

k
ahol qm[—g} a csében aramlé gaz tomegarama, A =
S

p

(13.30) kifejezést (13.29)-be helyettesitve és a gaztérvény p = T

alakjat a p kifgezésére
felhasznalva egyszertsités utan adodik:

2
_dp :@Adx,
2pA° D

ami szétvalasztés ésintegrélds utén a
(13.31)
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quT)\
Jp = 2A D

dx

alakra hozhat4. A jobb oldali integrandusz tényez6ir6l a T hémérséklet és a A csdstrlodasi
tényez6 kivételével belathatd, hogy a cs6 hossza (az x) mentén nem valtozik. A cséfalon
keresztiil torténé hdéatadas miatt az aramld gaz T hémérséklete a tapasztalat szerint a cso-
hossz mentén jo kozelitéssel allandd. A csdstrlodasi tényezd A , a cséfal relativ érdesség és
a Reynolds-szam fiiggvénye. El6bbi a cs6hossz mentén allando. A Reynolds-szam kifeje-
zése a (13.30) felhaszndl saval atalakithato:

Tekintettel arra, hogy a dinamikai viszkozitds csak a hémérséklet fiiggvénye (ld.
1.2fejezet) és T UAl. a cs6hossz mentén, ReJall. és A Jd&l. eredményre jutunk. A

(13.31) Gsszefiiggés az integral &s utén és p?-tel szorozva és osztva:

A géztorvényt valamint (13.30) dsszefliggést figyelembe véve irhato: (13.32)
Pf-p3 _ dmRTAL ﬁ_ (13.33)
2 2A%’D p?
2
PPz P5_ . Piol
= — Vi —
2 Ppiph,

ahol a jobb oldalon felismerjiik az 6sszenyomhatatlan kozeg esetére, a cso elején 1évo alla-

potravonatkozd Ap';, kifejezést, amellyel irhato:

2 _ .2
PLPe =, ap (13.34)

Ha ismerjiik a cs6 elején, az 1 pontban a viszonyokat, a csé végén, a 2 pontban a nyomas a

(13.33) Osszefliggéssal kiszamithato.

13.6. Aramlas nyilt felszinii csatornikban

A 13.11. abran egy csatorna lathatd, amelyben viz fo-
lyik egyenletes sebeséggel (kiaakult aramlas), azaz a

csatorna esése miatt a vizre hatd shlyerd csatorna ir&

K nyu komponensével éppen egyensllyt tart a folyadék
13.11. dbra dramlasat fékez6 surlodas. Legyen az |  csatorna

hosszra jutd, a Ap' aramlasi veszteségnek megfelelé vizszint magassagkilonbseg Ah', ami
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az el6z6ek szerint éppen a slrl6dasi veszteséget fedezi. A nem kor keresztmetszetli csovek

aramlasi veszteségére felirt (13.20) dsszefliggés mindkét oldalat pg-vel osztva irhato:

-2
Ah'= V_I_)\ (13.35)
29d, >

ahol d, = % egyenértékli atmérd (1d. (13.19) sszefiiggés). Esetiinkben A az aramlasi ke-
resztmetszet, K pedig az aramlo viz mederrel érintkez6 keriilete (1d. 13.11. abra). Vezessiik
beazi= Al—h esést és helyettesitsiik be a (13.35) 6sszefliggésbe, majd fejezzik ki az étlag-
sebességet:

V= ZQTdEi =C,/d.i, ahol C= % (13.36)

A (13.36) Osszefliggést Chézy-képletnek szoktuk nevezni. A = 0.02 ~ 0.03 kozotti értékkel
C2s.

13.7. Alkalmazas pédak

A veszteségek szamitasanak bemutatésara két feladat megoldasat véazoljuk.

Hazi vizellaté rendszer szivattyljanak kivalasztasa

A 13.12. &bran egy kut lathatd, amelybe egy szivattyuhoz csatlakozo cs6 nyulik be.

g Mg P,
Po ‘P ~ \
P oD [
h
od 4 :
I v 7
— — i
=~
5
Zny i ‘W
Zgy hW/F % f‘
13.12. dbra

A szivattyll utan egy konyokokbol, szelepbdl és egyenes csOszakaszokbdl allo vezeték ko-
vetkezik, amely egy diffizoron keresztll csatlakozik atartdlyhoz. A tartalyban viz van, fe-
lette pedig a p, kiillsé nyomasnal nagyobb, ismert tlnyomas: p,. A szivatty( el8tti csd-
szakasz elgjén egy labszelep van, amely megakadalyozza, hogy a szivattyl ledléasa utan a

vezetékbdl a kutba visszafolyjék a viz.
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Ismert a d cséatmérd, az |,,l , stb. cséhosszak, a h;,h, magassagkilénbségek, a
diffizor kilépé keresztmetszet D atmérdje. Katal gusokbdl, szakirodalombdl kivesszik a
l&bszelep, a szelepek és a konyokok ¢, (g, { veszteségtényezdit, a diffizor ny hatasfo-
kat. Megadjuk a szallitandd qv{m?g} térfogataramot és keressik a szivattya H un.
szallitbmagassagat, amely a 6.5.fejezetben bevezetett dssznyomasndvekedésbdl hatdrozha

t6 meg figyelembevéve a szivatty i nyomo és szivicsonkja kozti magassagk il 6nbséget:

H = BPs +(Zny _ ZSZ) (13.37)
Pg ,

ahol ny és sz indexek a szivatty(l nyomo és szivécsonkjara utalnak. Keressiik tovabba a

szivattyl hajtasahoz sziikséges hal6zati teljesitmény igényt.
A szivattyl hasznos teljesitménye a

P, =q, pgH (13.38)
osszefiiggésbol szamithato.

Ahhoz, hogy a kérdésekre a valaszt megadhassuk, meg kell hatédrozni az 6ssznyomast a szi-
vattyd nyomd és szivocsonkjan, majd venni kell a kilonbségiket, a Ap, Ossznyomés-

novekedést.

A feladat megoldaséra a 13.1.fejezetben ismertetett meggondoldsokkal meghatérozott
(13.2) veszteséges Bernoulli-egyenletet haszndljuk fel. Az alkalmazéas (pl. az 1 és 2 pont
kivalasztasanak) elvei megegyeznek a 4.4. és a 6.3. fejezetekben leirtakkal. igy pl. esetiink-
ben a kdtban és a tartdlyban 1évé nyugvé viz felszinén célszeril az integralasi Gtvonalak
kezdd- vagy végpontjait felvenni, ahol mindent ismeriink. Egy Bernoulli-egyenlet nem ir-
hat6 fel e két vizfelszin fol6tt, hiszen a kozben 1év6 szivatty( feladata éppen a Bernoulli-
Osszeg novelése. Ezért két veszteséges Bernoulli-egyenletet irunk fel. Egyiket a katban 1év6
viz felszinén 1év6 1 pont és az szivocsonk sz pontja kozott, a masikat pedig a nyomdcsonk

ny pontja és atartaly felszinének 2 pontja kozott:

2 2
v v ,
p7l+ PLPU; =p= +pg +pUg + 20 (13.39)

ahol ZAp'y, a szivooldali Osszes aramlasi veszteséget kifejezé tag, amellyel az aramlas

iranyaban tavolabb 1évé pontban felirt Bernoulli 6sszeget noveltiik meg. A 13.12. dbra

jeléléseive:
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5 ApL, :EVZ(Z1+%A1j (13.40)
Vi v .
pT+pny +pUy, :p7 +p, +pU, + 30, (13.41)
ahol
3 Apy, = Vz(%)\z +{ g +IF3)\3 +{ +IT47\4 +(y %Asj*'

(13.42)

A (13.42) tsszefliggés jobb oldalanak utolso tagja a tartdlyba valo bearamlasnal keletkezd
kilépési veszteség.

A (13.39) tsszefliggés jobb oldalan és a (13.41) sszefiiggés bal oldalan a szivo és a nyo-
moéoldali 6ssznyomést ismerjik fel. Figyelembe kell venni, hogy v,=v, =0,
Uny -Ug :g(zny _Zsz)v U, -U, :g(hz _hl)r Py =Po, P> =P, € miutén a Reynolds-
szam valamennyi csdszakaszban megegyezik, a A; =A, =....=A . A (13.41) Osszefliggés

bal oldaldbdl vonjuk ki a (13.39) sszefiiggés jobb oldalat! Atrendezés utan kapjuk:

APy = Prys ~Psws =Pt ~Po +pg(h, -h;) _pg(zny _Zsz) +
P.2 2l P(,2_y2).P,2 (1349
oV (Z| +{g +3(y +T>\j+(l—nd )E(V ~Vb ) 5 Vb
A Kontinuitas torvényébél vd? = vy D?. A A csésirlodasi tényezét a Reynolds-szam
Re= de kiszamitasa utan annak értékétdl fiiggéen a (13.11) vagy a (13.13) dsszefliggéssel
hatarozhatjuk meg, ha a cs6 hidraulikailag sima. Ha nem, akkor tdblazatot vagy diagramot

haszndlunk a A meghatérozasara.

A (13.38) és (13.43) osszefliggésbdl lathatod, hogy a szivattyl széllitbmagassaga a tar-
talyban 1évé nyomas és a Kiilsé nyomas kiilonbségének, valamint a magassagkiilonb-

ségnek a legy6zésére forditodik, és fedezi az osszes aramlasi veszteséget. A hal6zati tel-

jesitményigény a B4 =

Osszefliggésbol szamolhato, ahol az ng, ésn,, a szivattyl
SZ'lm

és az azt hagjté motor hatéasfoka.

Aramlis tartilyokat osszekoté csében

Az el6z0 feladatnal a csé atmérdje és a csOben aramlo térfogatdram adott volt, igy az aram-
lasi sebesség a cs6ben ismert volt. Ezzel a sebességgel szamolhattuk a Reynolds-szdmot,

aminek ismerete szilkséges volt a cséstrlodasi tényez6 meghatarozasahoz. Mi a teendé, ha
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az aramlas sebesség az ismeretlen? A 13.13. adbrdn két tartdy léathato,

oy ] o |17

13.13. &bra
amelyeket egy ismert d atmérdji és | hosszlisagu csé kot 6ssze. A cs6ben toldzar van,
amelynek ismerjik a {; veszteségtényezojét. Mekkora az egyik tartalybdl a masikba
aramlo q\{m?s} térfogataram, ha elhanyagoljuk a tartdlyokban 1év6 vizfelszin siillye-
dését ill. emelkedését. irjuk fel a (13.2) veszteséges Bernoulli-egyenletet a tartdlyok
felszinén 1évo 1 és 2 pont kozott!

vi v3 :
p7+pl+pU1:p7+p2 +pU, +Zﬂp_ (13.44)

Miutan p;=p, ésp, =py., U=gz é 2z,=0, z=H, v,=v,=0 é a

ZAp'y, :%vz(lbe +{, +Ia)\ +1j, ahol ¢, a belépési veszteség. Mindezeket figyelembe

véve kapjuk:

P; —Po +PgH :%VZ(Z be +Ct +Ia7\ +lj, amibdl kifejezhetd a v sebesség:

2 -po +pgH
vz [£_Pt7Po*PY (13.45)

p (Lo +2, +1) +Ia)\ '

A (13.45) Osszefluggésben a A kivételével minden ismert. A cs6strlodasi tényezd
szamitésahoz viszont ismerniink kell a Reynolds-szdmot, ahhoz pedig a sebességet. Latjuk,
hogy a feladat iteracioval oldhatd meg. Ennek megkonnyitése érdekében célszerii az

ismert mennyiségeket behelyettesiteni, kiszamolni és a (13.45) Gsszefliggést az aldbbi

alakban felirni:
V= / A (13.46)
B+CA -

A megoldas elsé 1épéseként vegyiik fel A'=0.02 értéket. ( A '-k szdma az iteracids | épések

sorszamat jelzi) Tetszélegesen felvehetiink mas A'—t is, a sz&mitasigen gyorsan konvergél.
A'—t behelyettesitve (13.46) 0Osszefliggésbe megkapjuk v'-t, ezzel kiszamolhatd
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Re'= vd értéke. Ha Re'< 2300, akkor a (13.11) tsszefiiggéssel kiszamolhatjuk A''—t. Ha
Vv

Re'> 2300, akkor a cséfal érdességének fliggvényében tablazatbol vagy diagrambol vesz-
szik ki a A" értékét, vagy hidraulikailag sima cs6 esetén a (13.13) Osszefiiggésbdl sza-
mitjuk ki. A A" ismeretében el6lrél kezdjiik a fenti szamitast mindaddig, amig két egymas
utani iterécids Iépésben kapott A értek kozotti kilénbség nem halad meg egy atalunk fel-

_d%*n

vett értéket. Az iteracio eredményekeént kapott v sebesség ismeretében a q, = VT

Osszefliggéssel szamoljuk ki az egyik tartalybol a masikba aramlé térfogataramot.
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14. Az aramlasba helyezett testekre hat6 erd

14.1. Az aramlasi eredetu erok keletkezése

Ebben a fejezetben megvizsgaljuk, hogy az aramlo kdzegbe helyezett testekre milyen erék
és nyomatékok hatnak. Ezek ismerete ugyanis igen fontos a repiilégépek tervezésében, ki-
16nb6z6 jarmiivek lizemanyag fogyasztasanak csokkentése, menettulajdonsaganak javitasa
szempontjabdl, a szélnek kitett szerkezetek, épiiletek méretezésében, az &ramléstechnikai
gépek tervezésében.

A testek koruldramlésa vagy Ugy kovetkezik be, hogy all6 kézegben mozog a test (pl. jér-
miivek) vagy all6 testhez képest &ramlik a kdzeg (pl. szélnek kitett antenna vagy folyé-
ban 1év6é mitargy). Lehetséges ezek kombindcidja is, pl. szélben mozgd auté. Annak érde-
kében, hogy a test kor ll&ramlésa stacionarius legyen, az &ramképet altaldban a test-

hez r 6gzitett koor dinata-rendszer ben vizsgaljuk.

Az aramlé kozegrél a szilard testre az eré a test feliilletén keletkezé nyomas- és csisz-
tatofesziiltség-megoszlas révén adédik at. Ennek a magatdl értet6d6 megallapitasnak a
konzekvens alkalmazasa nagyon megkonnyiti az ebben a témakorben jelentkez6 feladatok

megol dasat.

Tekintslk a 14.1. dbrét, ahol egy dramlé kdzegbe helyezett henger |athat6. Legyen a kbzeg

strlédasmentes. Vizsgdjuk meg az impulzustétel segitségével a testre hato eréket. A test

gl
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I
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I
|
I
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|
|
i
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T
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14.1. dbra
koriil nagy (elvileg végtelen tavolsagban) vegyiink fel ellenérzd feliiletet. A test elott a se-
besség v, , anyomas p,,. Ugyanennyi a nyomas a test mogott nagy tavolsagban, ahol atest
zavarasa megsziinik. Ebbél adodéan ‘pz‘ = ‘pl‘. Miutdn sirlédasmentes kozeg esetén a
Bernoulli-egyenlet érvényes, annak (4.31) alakjat alkalmazva arra az eredményre jutunk,
hogy mivel p, =p, =p.,, atest mogott a sebesség v,,, azaz megegyezik a test elotti sebes-

séggel. Ebbol kovetkezik, hogy |I,| =|1y|. Az x koordinéta iranyban felirva az egyensilyt



(Id. (8.8) Osszefiiggés): -1, +1, =P, =P, -R,, az elézéek alapjn R, =0 adodik.

X

Eredménykeént azt kaptuk, hogy sirlédiasmentes kozegben elhelyezett testre nem hat erd.

Valosagos aramlas esetén a test kozelében 1évé aramvonalak mentén a Bernoulli-tsszeg a
surlédas kovetkeztében csokken, ezért a test mogott egy aramlasi nyom keletkezik,
amelyben a sebesség (és elvileg anyomés is) eltér a zavartalantdl (1d. 14.1. dbra A jelii gor-
be). A testre hato erére tehdt nemcsak a test feliiletén keletkez6 nyomas- és cslisztatGfe-
szlltseg megoszlashol, hanem a test mogotti nyom jellemzoibél is lehet kovetkeztetni.
Ha a nyomban jelentds a ,,sebességhiany”, vagy ha a test mogott a zavartalan sebességgel
parhuzamos tengelyii 6rvények keletkeznek, amelyekben a statikus nyomés lecsokken, ak-
kor varhatéan nagy lesz a testre hatd, hozzaaramlassal parhuzamos erd. (Ilyen 6rvények vi-
zes uton haladé autok mogott figyelhetok meg.) Ha a test mogott a nyomban a
sebességvektorok iranya eltér a test el6tti aramldsi irdnytdl, akkor a hozzdaramlasi

sebességre meréleges, testre hatd erékomponenssel kell szamolnunk.

14.2. A hengerre hato aramlasi ero

Egy |[m] hossziiségl, d[m] atmérdjii kdrhengerre hato, a zavartalan hozzaaramlasi sebes-
séggel, v, -nel parhuzamos Fe[N] ellendllaserd és az azt befolyasold mennyiségek kapcso-

|latét az f(F,,v.,,p,H,d,| ) = 0 fliggvénykapcsolat hatérozza meg.

Alkalmazva a dimenzidanalizist (Id. 13.2.fejezet) 6-3=3 fliggetlen dimenzidtlan csoport ha-

tarozhaté meg:
I:e (117 o r 1 14.1
M =cc=—— ellenallastényezd, (14.1)
Pv21d
N, =Re= V., d Reynolds-szém, (14.2)
v
n, ZIE relativ hosez. (14.3)

Szoritkozzunk elészor a korhenger koriili sikaramlésra ahol a henger tengelyére merbleges

valamennyi sikban azonos az aramkép. (Ilyen aramkép M, = — = «-hez tartozik) Ezeket a

]
d
szakirodalomban ,kétdimenziés' (2D) aramlasnak nevezik, megkllonboztetve azokat a
térbeli (3D) aramlasoktdl. Ebben az esetben a M, = (M, ) azaz a ¢, = f(Re) fiiggvény
meghatérozésa a feladatunk. Abrézoljuk e kisérlet (tjan meghatérozott fiiggvénykapcsolatot
kétszer logaritmikus diagramban (Id. 14.2. &bra).
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14.2. dbra

Ha a Reynolds-szam értéke Kicsi, azaz a viszkozus er6k dominalnak (Id. (12.13) Ossze-
fiiggés) az eré a sebességgel és a viszkozitassal egyenesen aranyos: F, ~pv,,. Ezt figye-
lembe véve a (14.1)-b6l lathatéan az ellenallastényez6 forditottan ardnyos a Reynolds-
szdmmal, tehdt a 14.2. dordn lathatd diagramon |&thaté gorbe kis Re értékekné egy -1
iranytényezojli egyenessel kozelithets. Nagyobb Reynolds-szamoknal a tehetetlenségi
erék dominalnak (12.13), teha F, ~v2, amibél a (14.1) figyelembe vételével c, = &l.
adodik. Nagyobb Reynolds-szamoknd tehat egy vizszintes egyenessdl kozelithetjik a
C. — Re Osszefuggést.

Nagy Reynolds-szamoknal a henger feliiletén keletkez6 hatarréteg még levalas elott tur-
bulenssé vélik, a hatérréteg-levalas sokkal hatrabb kovetkezik be, a nyomasmegoszléas
nagymeértékben megvaltozik (Id. 11.7. dbra B és C jelii gorbe) és a hengerre hato er6 ill. az
ellenallastényezé jelentésen lecsokken. Ennek mechanizmusat a 11.4.fgjezet végen tar-

gyaltuk.

A 14.2. &ra jobb oldaldn az egyes Reynolds-szam tartomanyokra jellemz6é aramképek 1at-
hat6ak.

A kis Reynolds-szam tartomanyokban (pl. szliréanyagok ~ 20[pm] atmérdjl elemi szalai

koriil) az a/ jelit aramkép figyelhetd meg: az aramlast alapveten a surlodoerék befolyasol-

jak.
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Novelve a Reynolds-szamot a tehetetlenségi erék szerepe novekszik: egy szimmetrikus

orvénypar jelenik meg a henger hatsé részén (1d. b/ jelt aramkép).

Tovabb novelve a Re értékét abba a tartomanyba jutunk, ahol a tehetetlenségi er6k domi-
nalnak: a hengerrél periodikusan valnak le nagy és intenziv drvények (Karman-féle
Orvénysor, c/ jelii aramkép). Ezen orvények és a hengerre hatd erd kozotti kapcsolatrol

tobb megallapitast tehetlink:

— Az orvények felvaltva keletkeznek és Gsznak le a henger két oldalardl, ezért az &ram-
kép szimmetridja megsziint: a hengerre a megfivasi iranyra merdleges, periodi-
kusan valtozé eré hat. Emiatt ,, zenéinek” a villanydrétok. A levalo drvények a szer-
kezetek tonkremenetelét okozhatjdk, ha frekvenciguk a szerkezetek sgjatfrekvencigja
kozelében van. A tapasztalat szerint a levdlo érvények frekvencigjaval, a henger &mé-
réjével és a megfuvasi sebességgel szamolt Strouhal-szam értéke (Id. (12.10) Gssze-
flggés) széles Reynolds-szam tartomanyban dllandé: Str [10.21.

— A henger hats6 része kozelében keletkezé 6rvényekben a sebesség viszonylag nagy, a
nyomas tehat viszonylag kicsiny. A hengerre hato erd jelentds része tehat a henger hat-
SO részén az orvények keletkezése miatt létrejovo depresszio kovetkezménye. Ha a
periodikus 6rvények keletkezését egy, a henger mogott a szimmetriasikban elhelyezett

lappal megsziintetjiik, az ellenallastényezo jelentdsen csokken.

— A hengerre hatd nagy ellenallas er6 magyarazhaté még a levald 6rvények nagy moz-
gas energia tartalmaval is, ami atest mogott hévé alakul. (Viszonylag nagy munkat
kell kifgjtenlink a henger al6 kézegben val6 mozgatasakor, hogy az ennek kdvetkezté-
ben keletkez6 és a surlodas folytan hévé alakuld nagy mozgasi energiat fedezni tud-

juk.)

— A henger mogotti nyomban periodikusan nagy ,, sebesség hidnyt” ill. a kornyezetind
kisebb nyomést okoznak az drvények.

Ha turbulenssé valik a henger homlokfalan keletkezé hatarréteg, a levalas a henger hatso
részére tolddik, az intenziv periodikus Orvénylevalas megsziinik, a henger

ellenallastényezdje kb. negyedére csokken.
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14.3. dbra
Ezt a jelenséget gomb esetén a 14.3.&/ és b/ dbra szemldlteti. Az a/ képen viz festékkel lat-
hatova tett aramlasa lathato, ahol a gomb felszinén keletkezd laminaris hatarréteg a zavarta-
lan &ramlasra merdleges ,,egyenlité” el6tt valik le. Ennek megfeleléen a gomb mogott nagy
nyom keletkezik, az ellenallasi er6 nagy. Ha a gombre felhtzott drotkarika segitségével az
aramlést turbulenssé tesszilk, (Id. 14.3.b/ dbra) anyom mérete (ésigy az aramlési ellendllés)

jelentdsen csokken. Ugyan ilyen hatés érhet6 el a Reynolds-szam novelésével.

| Hasonld orvénylevalas tapasztalhato pl. egy aramlasra merdlegesen

1<
8

— dhelyezett lemezesik (Id. 14.4. bra) kordli 2D &ramlasban, amely

I . . . o
— = oo esetén aakul ki. Ebben az esetben az ellendllastényezd igen

14.4. dora
nagy: ¢, =2. A laprahatd F, ellenallas er6 felirhatéo a homlokfalon

és a hatfalon keletkezd atlagos nyomas (rendre P; €s Py, ) kulonbségének és alap feluleté-

nek szorzataként: F, =(p; —Py, )l t. Adjunk a jobb oldalon a zaréjelben 1évé killbnbséghez
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P. ¢s vonjuk le, majd helyettesitsiik az ellendllas erd igy kapott 6sszefliggését a (14.1) kép-

letbe, a jellemzd feliilettel (itt | [ -vel) vald egyszer(isités utan a

_PfPo PpPo _ =
= - =Cy —C 14.4
pt ~ Cpb (14.49)
P2 P2
2 2

e

Osszefuggést kapjuk. A ¢, nyomastényezdt korabban targyaltuk (Id. 11.3.fejezet, (11.3)

Osszefligges).

A homlokfalon legfeljebb ¢, =1 keletkezhet a torlopotban, az atlagos nyomastényezd T
ennél kisebb, 0.7 koriili. Ebbdl és ¢, = 2-bdl (14.4) alapjan T, [+ 1.3 adddik, azaz a leva-

16 orvények nagy depressziot okoznak és ez a depresszié a fo6 oka a nagy ellendllas

tényezének.

Mi torténik akkor, ha a henger vagy alemez | hossza véges? Nyilvanval 6, hogy pl. ale-
mezcsik esetén a homlokfal el6tt 1év6 nagyobb nyomasu és a hatfal mogotti kis nyomasu
tér kozott egy, alemezcsik végeit megkeriilé kiegyenlité aramlas jon Iétre, amely kétfé-

leképpen is csokkenti az ellenallas erdt:

csokkenti a lemezcsik végei kdzelében a homlokfalon 1évé tilnyomast (ennek kisebb a

jelentdsége),

— ahétfal mogé araml6 kozeg kolesonhatasba 1ép a periodikusan keletkezd 6rvényekkel
és jelentdsen lecsdkkenti azok intenzitasat (ill. | /d kisebb értékeinél teljesen meg is

szlinteti az intenziv periodikus drvényeket).
Mindezek hatéséra a hossz csokkenésével (az &ramlés 2D jellegének csokkenésével) ac, is
csokken. Ha az Ia—t oo-r6l 10-re, majd 1-re csokkentjiik, a lemezcsik ellenallastényezdje

2-r61 1.3, majd 1.1-re csokken. Korhenger esetén a megfelel6 értékek c, =1.2, 0.82 és0.63.

14.3. Szarnyakra hato ero

Az eddigiek soran un. ,tompa testekroél” beszéltiink, amelyeket az kiilnbdztet meg az Un.
»aramvonalas testektdl”, hogy fellletik nagy részére kiterjed a hatarréteg-levélasill. ale-
valas kovetkeztében 1étrejové levalasi buborék. (Levalas buboréknak a hatérréteg leva-
lasa kovetkeztében I1étrejové és a levalas helye mogott elhelyezkedd aramlasi térrészt
nevezzilk, amelyben jellegzetesen a zavartalan aramlassal ellentétes visszaaramlas
van, éltalaban viszonylag kicsik a sebességek és nagy a turbulenciafok.) Ugyanakkor,
ha az dramvonal as testek korili aramlasban van hatarréteg levélas, az csak atest felliletének
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korlétozott részén figyelheté meg és a test mogott kialakuld aramlasi nyom is viszonylag
kis keresztmetszetii. Tompa testek a hazak, a tornyok, az autok, mig aramvonalas testek pl.

arepiilégépek, és a hajok vizbe meriild részei.

Jellegzetes &ramvonalas test a 14.5. dbrén lathaté szarny
is, amelynek nagy jelentésége van a repiilésben és az
dramléstechnikai gépekben is. Az impulzustétel targyalé
sand mar levezettik a Kutta-Zsukovszkij tételt (Id.

8.3.fgezet, (8.24) Osszefliggés), amely szerint sirlddas-

14.5. &ora

mentes kdzeg esetén a szarny egységnyi hosszisagu sza-
kaszéra hat6 erd az |R| = pV., r[ﬁ} dsszefiiggéssel szamolhaté, ahol v, [m} a szarnytol
m S

2
tavoli zavartalan aramlasi sebesség, r{m—} pedig aszérny korli cirkulacio. A leveze-
S

tésbdl az is adodott, hogy a szarnyra hatd R eré mer6leges a v, Sebesség vektorra. Val6-

sagos (surlodasos) kozegben a szarnyra hatd eré két komponensre bonthatd: a zavartalan

(megfuivasi) sebességre merdleges F,[N] felhajtéerére (ami megfelel a sirlédasmentes
esetre levezetett B[ﬂ} és az |[m] szérny-hossz szorzatdnak) és a v,,-nel parhuzamos
m

F[N] ellenallas erére. A (14.1) dsszefiiggéssel analog modon bevezethetd a szérnyra vo-

natkozo6 felhajtoero tényezd és ellenallastényezo:

F
¢ =— (14.5)
Pyzp
2
S (14.6)
Py2p
2

Amig az eddig targyalt tompa testeknél az erdtényez6 kifejezésének nevezéjében 1év6 jel-
lemz6 feliilet a test zavartalan aramlasra merdleges legnagyobb keresztmetszete volt, addig

a szarnyaknal ez a jellemzd feliilet az alapteriilet: a szarny h[m] hidrhosszanak és a szarny

| [m] hosszénak aszorzata: A = hl

Definidlhat6 tovabba az aramlési er6knek a szarny egy adott (pl. a P-vel jel6lt) pontjara vett

nyomatéka: M[N m], valamint a ¢, nyomatéki tényezé. (P az abran az orrpont):

M
Cy =g (14.7)
Evfo Ah
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Adott geometriagji szarnyra haté Aaramlasi eredetli eré és nyomaték vizsgdatdnd a
kovetkezé 6 tényez6 hatasat kell vizsglni az ellendllas erére, a felhajtoerére és a
nyomatékra: v, p, M, h, I, a, ahol a allasszog a szarny hurja és a v, zavartalan
sebesség altal bezart szog (Id. 14.5 &bra). 13.2.fgezetben tanult dimenzidandizist
alkalmazva 4 dimenziétlan csoport képezheté: ¢, (vagy c. vagy ¢y ), Re I/h és a.
Vizsgdljuk a 2D esetet, azaz legyen | /h = oo, Mérjiikk meg kiilonbzé Reynolds szdmok
mellett az K és K, ill. ¢; és c, értékeit az a flggvényében. A mérés eredményeit vigyik

fel diagramban (Id. 14.6. &bra).

c | /h=
cl Cy /h=
Ce
X
(63
14.6. &bra

Az 4brabol lathatd, hogy a felhajtoerdtényezd kozelitden linearisan nd az allasszog
fliggvényében, majd c; 0L2~16 maximélis értéket elérve hirtelen csokken. Az
ellenallastényez0 az allasszog novelésére kevésbé ,.érzékeny”: értéke széles allasszog
hatérok kozott kozel dlandd, viszonylag kis érték (c, 0.0 0.03). Az ellenallastényezd
csak akkor n§ meg rohamosan, amikor a c; hirtelen lecsdkken. A jelenség a mér tanult
hatérréteg levdlassal van Osszefliggésben. A szarnyra azért hat felhajtéerd, mert a
nyomas a felsé részén kisebb, mint az alsén. A hatarrétegen kivlli aramlasra alkalmazva
a Bernoulli-egyenletet, az a kovetkeztetés adédik, hogy az aramlasi sebesség a szarny
felett nagyobb, mint alatta. (Ezzel magyarazhat6 meg a szarnyra hatd erd és a cirkulacié

Kutta-Zsukovszkij tételben (8.23) bemutatott kapcsolata.)

Kozvetleniil a szarny kilép6éle mogott a sebességnek alul és feliil azonosnak kell lennie,
hiszen a nyomas kozvetleniil a kilép6él utdn adott érték, ami a Bernoulli-egyenlet
értelmében adott sebességet hataroz meg. Ebbdl kovetkezik, hogy a szarny feletti
aramlasnak a szarny hatso részén lassulnia kell. Annd nagyobb alassulas, minél nagyobb a
fels6 és alsd sebesség kozotti kiilonbség, azaz minél nagyobb a felhajtoerd. Az allasszog
novelésével tehdt elériink egy olyan lassuldshoz ami a hatérréteg levdldsahoz, levaés
buborék keletkezéséhez vezet (Id. 14.6. dbra also része). Ennek kovetkeztében lecsbkken a
felhajtoeré és megné az ellenallas. A méréseket nagyobb Re szdmndl elvégezve kissé

nagyobb felhajtder6 maximumra és valamivel kisebb ellenallastényez6re szamithatunk.
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A szarmyak jellemz6 adata a sikloszdm, amely a felhajtoer6tényez6 és az ellenallastényezd

hanyadosa: —. (Egy vitorlazo repiilégép siklészama megadja, hogy hany métert tesz meg
Ce

a gép vizszintesen siklasban, mikozben 1 métert slillyed.) A siklszdm &ltaldban 10 és 50
kozé esik. A szarnyakat ez a tulajdonsaguk teszi igen értékessé: adott ellenallas er6 ,,aran”

annak sokszorosat kitevo felhajtoerd keletkezik rajtuk.

14.4. Hasabra hato aramlasi ero

Tekintsik a 14.7. dbrét, ahol egy t[m] élhossziisagli négyzet alapy,

I [m] hosszlisagl haséb |&that, amelyet hossztengelyével parhuzamos

P t dramlésba helyeziink. A hasabra hato ellenallaseré a homlokfalon

és a hatfalon keletkezé nyomasmegoszlasbol és az oldalfalakon ke-

14.7. &bra letkez6 csusztatofesziiltségbdl tevodik ossze:
- = l_
Ce =Cpt —Cpp +4T C't (14.8)

Az Osszefiiggés jobb oldalan szerepld elsé két tag hasonld megfontolasok alapjan adodott,
mint a (14.4) Osszefiiggés, az utolsd6 tag pedig az oldalfalakon keletkez6
csUsztatéfesziiltségekbdl szarmazo tengely iranyu er6t fejezi ki (1d. (11.2) Osszefiiggés).A
hasab koriil térbeli, 3D aramlas alakul ki, amelynek egyik jellemzdéje a homlokfal éles
kertletén (abelépbélen) keletkezd hatarréteg levalas és az ennek kovetkeztében a belépbél
mogotti oldalfalszakasz mellett kialakul6 levdlasi buborék.

Vizsgaljuk meg, hogy hogyan fiigg a hasab ellenallastényez6je az | hosszisagtol! A
mérések szerint |/t =0 (négyzet alaku siklap) és |/t =5 esetén a c, értéke rendre 1.1 és
0.8. Létjuk, hogy a hasdb hosszénak ndvekedése esetén a c, jelentdsen csdkken, pedig a

(14.8) 0Osszefliggés szerint novekvO hossz esetén az oldalfali csusztatofesziiltségbol
szarmazo er6 egyre nagyobb. Ugyanakkor belathatd, hogy a hasab hosszénak novelése nem

befolyasolhatja Iényegesen a € atlagos homlokfali tilnyomas ertéket. A c. csokkenéset

tehét a hétfali nyomés ndvekedése okozhatja.
A hasab hétfala levalasi buborékban van, amelynek két tulajdonségét emeljik ki:

— alevdas buborékban a sebességek viszonylag kicsinyek, a v,, 20%-a atalaban nem

haladjak meg, ezért a nyomas a levalasi buborékban nem valtozik jelentésen;
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— a levalasi buborékban 1évé kozel allandd nyomast a hatarréteg-levalas helyén 1évo

nyomés hatdrozza meg. JOl hasznalhaté tapasztalat:

ol minél nagyobb a v, ésa levalas helye kozelében 1évo,
¢
¢ hatarrétegen kivili &ramlasi sebesség-vektor kdzott be-
B .
- zért sz0g, (B =¢/2 Id. 14.8. dbra) annd kisebb a nyo-

mas a levdléasi buborékban, tehdt annd nagyobb az

14.8. dra ellenallastényezo.

Ezekkel az ismeretekkel megmagyarézhaté a c, csokkenése. Ha a hasab rovid, akkor
hatfala abban a levalasi buborékban van, ami a belépdélek mogott keletkezik. Miutan itt a
levdlas helyéhez kozeli, hatérrétegen kivili sebesség j6 kozelitéssel 90°-0s szOget zar be a
v -nel, alevdlasi buborékban viszonylag nagy depresszid van. Emiatt a (14.8) kifejezésben
lévd Ty, viszonylag nagy negativ érték, a c, pedig nagy. Ha a hasib hosszit elegendden

megnoveljiik, a belép6élnél keletkezd levalasi buborék az oldalfalon befejezédik (a levalt
hatarréteg visszafekszik), és a hatfalat koriilvevd un. kilépéélen keletkezik a hatfal
mogotti levdlasi buborékot 1étrehozo hatarréteg-levdés. Itt azonban a hatérrétegen kivili
sebesség és a v, kOzott bezart szog az el6zénél joval kisebb, B =0°, tehd a nyomas
nagyobb, mint az el6z6 esetben. Tovabb ndvelhet a hatfali nyomas (azaz csdkkenthet6 c.)

a3 szog tovabbi csokkentésével, azaz a hasab hatsd részének ,, Osszehlizasaval” .

A hasabra haté ellenallas eré jelentds részét teszi ki a homlokfalon keletkezd tilnyo-
masbol szarmazd eré. A nyomas a Bernoulli egyenlet értelmében az aramlasi sebesség
novelésével csokkenthetd. Ez a homlokfalat koriilvevd élek 14.9. &bran ldthaté lekere-
kitésével érhet6 el. A homlokfal kozépsé részén keletkez6, tilnyomasbdl szarmazo
ellendllas erdt teljes egészében is képes ellensilyozni a homlokfal kerlletén, a lekerekités
helyén keletkez6 depresszio. (Az aramlas hidrogénbuborékokkal torténé lathatova tételével
kapott aramképen az oldalfal mellett keletkez6 levalasi buborék mutatja, hogy ebben az

esethben a homlokfalra hatd er6 nem zérus.)

o

—— @

e

14.9. dora

Az elézéekben targyalt |/t =5 hossziisagn hasab ellenallastényez6jét kb. negyedére,
C. = 0.2 értékre lehet csokkenteni a homlokfal belépdéleinek megfelelé mértékl lekere-

kitésével.
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Ha megvizsgdljuk a fali csUsztatéfeszilltség részaranyat a testekre hatd erékben meg-
alapithatjuk, hogy aramvonalas testek (pl. a szarnyak) esetén a viszonylag kis cslisztato-
feszlltség (Id. 11.2. &bra) az aramlasi eredeti erének (szarny esetén pl. az
ellenéllaserének) jelentds részét tehetik ki. Ugyanakkor tompa testekndl a nyomas
megoszlasbdél szdrmazé erék dominidlnak. A csUsztatéfesziiitseg szerepe abban van,
amint azt a 11.3. fejezetben l&ttuk, hogy hatarréteg levalast eléidézve alapvetSen

megvatoztathatja a test korilaramlasanak jellemzdit és ezen keresztll a nyomasmegoszlast.

14.5. Por szemcse sllllyedési sebessége

A levegdbe vagy vizbe keriild kis méretl szilard szemcsék ill. a levegdben lebegd cseppek
mozgésanak ismerete igen fontos a mérésik, levdasztasuk szempontjabdl. Itt a szokésos,
d, =0.01-50pm &tmérdjli szemesék nyugvo kozegben vald siillyedésének sebességét
hatérozzuk meg. A szemcsék a nyugvo levegében vagy vizben a rajuk hato stlyerd hatasara
w sebességgel silllyednek. A szemcese korl kialakul 6 &ramkép akkor stacionérius, ha azt a
szemcséhez rogzitett koordinata-rendszerbdl vizsgaljuk. A szemcse kis mérete és a wg kis
értéke miatt a gdmbnek tekintett szemcse korli relativ &ramlésra felirt Reynolds-szam:
Re, =wd, /v dtaadbanigen kicsiny (Re<1), tehdt az aramlisban a sirlédéerdk hatisa
az elsddleges. Ilyen Reynolds-szamoknal a gombre haté ellenallas er6t jol kozeliti a

Stokes-formula:

R =3mpd,w (14.9

ahol w[m/s] az kozeg zavartalan relativ sebessége a porszemcséhez képest. A (14.9)
Osszefliggést Stokes a linearizalt Navier-Stokes-egyenlet megoldasaval kapta meg. Kis

Reynolds-szamok esetén a (9.17) egyenlet bal oldalan 1év6, a tehetetlenségi eréket kifejezd,
nem linedris tagok elhanyagolhatdk (az egyenlet linearizdhatd), és adott peremfeltételek
mellett az egyenlet megoldhatd. Az igy meghatarozott aramképbél a felileti nyomés- és
cslUsztatéfesziltség megoszlas kiszdmithatd. Ezek integraldsdval adodott a gombre hatd
aramlasi ellenallds erd fenti kifejezése. Ha a (14.9) kifejezést behelyettesitjiik a (14.1)
Osszefliggésbe, ac, ellenallastényezore a
Ce = Ff—:p (14.10)

Osszefuiggés adodik. (Ez a kifejezés hasonld a henger ellenallastényez6 kifejezéséhez kis

Reynolds-szadmok esetén. Megjegyezzilk, hogy a gémbre vonatkoz6 c.—-Re gorbe, a
hengerre vonatkozo 14.2. &boran |&that6 gorbéhez jellegre igen hasonl6.)
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irjuk fel a p; siirtiségii kozegben siillyedd p, siirliségli porszemcsére hatd erdk egyensu-

lyat:

d3
pTng(pp ~py) =3mpud, w,

amibdl a slllyedési sebesség:

2 _
W :M (14.12)
s 18 :

Ha a kézeg leveg6, akkor p; elhanyagolhat6 p, mellett. PI. Egy d, =5um atmérdjii ce-

ment szemcse siillyedési sebessége levegében 2 mm/s, a Re, értéke pedig 7107,
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15. Osszenyomhat6 kdzegek aramlasa,

gazdinamika

Ebben a fejezetben olyan &ramlasokkal foglalkozunk, amelyeknél az aramlé kozeg siirii-
sége jelentdsen valtozik. Az 1.feezetben leirtak értelmében a gazok siirlisége képes a
nyomésvatozas hatésara nagy mértékben valtozni. Ezért nevezzilk az aramlastan Ossze-

nyomhat6 kdzegek aramlésaval foglalkozo részét gazdinamikanak.

15.1. Az energiaegyenlet

dm=v dA dt p A 15.1. &brén az &raml6 géz egy gondolatban elhata-
rolt, V térfogatl, ellszo része |&thatd. A gazrésznek
— belsé energiaja,

— mozgas energiajaés

helyzeti energidja van.

15.1. dbra

A vizsgalt gazrész energidjét
— afeliileti er6k munkaja, ezen bel Ul
* anyomashdl és
e azalakvéltozds miatt a slrlédasbdl szér mazo erék munkaja,
— atomegre haté térer6k munkdija és
— ahéaramlés véltoztathatja meg.

A tovabbiakban a helyzeti energia valtozassal és a térerdk munkéjaval nem foglalkozunk.

Hészigetelt és surlodiasmentes kozeg aramlasat feltételezve és elhanyagolva a tér-

erdsség munkajat, csak a nyomasbol szarmazé er6k munkajat kell figyelembe venni.
Szoritkozzunk stacionarius aramlasra.
irjuk fel akapcsolatot a 15.1. dbrén lathatd V térfogatl gaz energiajanak idéegységre eso

véltozasa és a gazon végzett munka kozott: gf

2
e, T pdv = -[vpdA (15.1)

ahol c, [ﬁ} allando térfogaton vett fajhé.
g



A (15.1) kifgjezés bal oldalan a gondolatban elhatérolt, V térfogatl gazrész mozgasi és bel-
s6 energiajanak id6 szerinti differencialhianyadosa (azaz egy masodpercre juté megvaltozd
sa) van, amely egyenld a nyomas altal az A feliileten masodpercenként végzett munkaval.

(—pdA az elemi feliiletre hat6 erd, ennck v sebességgel vald szorzata a teljesitményt ad-
ja) A (15.1) tsszefliggés bal oldaléra vonatkozoan irhato:

d [vz ] 1 [vz v? (15.2)
— || —+c, T |pdV = lim — —+c, T |pdV - —+c, T |pdV .
dt\-[ 2 At-0 At V(t.[At) 2 V-!.t) 2

A (15.2) jobb oldalan 1év6 szogletes zardjelben a 15.1. dbrédn + és— jellel jeldlt térfogatok-
ban 1év6 gaztdmeg energiganak kiildnbsege van, (hiszen — miutan stacionarius aramlast té-
telezlink fel — a kozos rész energiga kiesik), amit az impulzustétel levezetésénd (ld.
8.1.fejezet) alkalmazott modszer felhasznalasaval az aldbbi maédon irhatunk fel:

2 2
d V—+c\,T pdV:j V—+ch pvdA.
dty{ 2 Al 2 -

A (15.1) 6sszefliggés jobb oldalan p-val szorozva és osztva:

2
I(V_+Cv T]pydé =-[Ppyvaa.
2 2P

A
Ba oldalra rendezve az integrélokat és kihasznalva, hogy az integrdlési tartomany meg-

egyezik:

V2 p v2
~+c, T+- ovdA = [| = +¢, T [pvdA =0 15.3
I[ 7Y { 2 ool PREREE 159

A

A (15.3) kifejezés felirasakor figyelembe vettik, hogy

¢, T+2=h=c T (15.4)
P

ahol h [Jkg] az entalpia és ¢, [Jkg/K] az alland6 nyomason vett fajhé.
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Alkalmazzuk a Gauss-Osztrogradszkij-tételt a (15.3) kifejezés fellleti integrdjara:

v? | v?
I[Tﬂ:p Tprdé = {leHT +c, Tpr}dv =

A

2 2
= J.[grad(% +c, T]py+[v7 +c, TJdiV(p\_/)]dV =0.

v

(15.5)

A folytonossag (3.6) 6sszefiiggése értelmében div(pv) = —% és miutan az araml s stacio-

narius % = 0. Ennek figyelembe vételével a (15.5) Osszefliggés:

V2
jgrad[?+cpT pvdVv =0 (15.6)
\%

alakra hozhaté.

Az integral tetszOleges V térfogat esetén akkor zérus, ha az integrandusz zérus. Az

2
integrandusz akkor zérus, ha [V?+cp T] az egész térben dlandd, vagy ha véltozik, a

2 2
grad[\/?+cp T] merbleges a v sebességvektorra, azaz a [V?+cp TJ egy aramvonal

mentén alando.

Az energiaegyenlet surlédasmentes, hészigetelt kozeg staciondrius Aramlasa esetén azt
fejezi ki, hogy a gaz kinetikai energigjanak és az entalpigjanak 6sszege az aramvonal

mentén allando:

V2
—+c,T=4ll. (15.7)
2

Osszuk végig a (15.7) egyenletet ¢, -vel:

T+— =T, =4ll. (15.8)

ahol T (vagy Ty ) [K] astatikus hémérséklet, T, = 2V—[ K] adinamikus hémérséklet, a
Cc
P

ketté osszege pedig a T;[ K] 6sszh6mérséklet.

Az energiaegyenlet (15.8) alakjatehdt Ugy is megfoga mazhato, hogy sirlédasmentes, hé-

szigetelt kdzeg stacionarius aramlésa esetén aramvonalon az ésszhémérséklet allando.
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Alkalmazzuk az energiaegyenletet egy tartalybdl kidramlo levegdsugarra (1d. 15.2. dbra).

A tartdlyban a hdmérséklet Ty, a leveg6 sebessége zérus.

Helyezziink el a levegsugarban egy tn. torl6ponthémérét,

To amellyel a megallitott levegd hémérséklete, a T,[K] torlépont-

hémérséklet mérhet6. {rjuk fel az energiaegyenlet (15.8) alakjat

‘-»] a tartalyban 1év6 0 és a torloponthémérében 1évo t pont kozott (a

0 ésat pont egy &ramvonalon van):

15.2. dbra
V2 V2
Tyt =T, 4 (159)
2cp 2cp

Miutén v, = v, =0, adodik, hogy T, = T, azaz a torloponthéméré a tartalyhémérsékle-
tet méri. Ha pl. a torléponthémérét levegd 100 m/s sebességii aramlasaba helyezziik, az az
aramlo levegd (statikus) homérsékleténél 5 K-nel nagyobb hémérsékletet mér, hiszen a le-

vegd ¢, =10°J/kg/K dlandd nyomason vett fajhéjével szamolva Ty =100%/2/10°.

(Levegé esetén a dinamikus hémérséklet T, = (v/ 45)2 kifejezéssel szamithato.)

15.2. A Bernoulli-egyenlet 6sszenyomhat6 gazokra

irjuk fel a Bernoulli-egyenletet (4.29) alakjat aramvonal mentén, strlédasmentes és hé-
szigetelt kdzeg stacionarius aramlasara a térerdsség hatasanak elhanyagolasaval. Miu-
tan sdurlodasmentes és hdszigetelt a kozeg, a benne lejatszodé folyamatok izent-

ropikusak. Izentropikus allapotvaltozas esetén a siirliség és nyomas kapcsolatara fennall:

b

K
1

(15.10)

%:au.:
p

=

c
ahol k =L azaz a stirliség csak a nyomas fliggvényeként is kifejezhetd. Ezt is figyelembe

Cy

véve (Id. 4.4.fejezet) a Bernoulli-egyenlet:

vi-vi _ f

5 (15.11)

2 p(p)

alakban irhat6 fel.
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Kifegjezve p—t a (15.10) Osszefiiggésbdl és behelyettesitve a (15.11) Osszefiiggés jobb
oldaldba

2 2 » U/ 1/
VaTYy :_I]‘le dp __ K le[ 1—1/K]p2 _
2 5 P plK K-1 p, P,
- -~ (15.12)
- K le le 1_(p_2]K
K= P P
A (15.12) 6sszefliggés rendezése utan eljutottunk a végeredményhez:
K=l
V=y2 a2l P 1—[p—2] “ (15.13)
K=1p, P

Legyen adva egy aramvonalon az 1 ésa 2 pont. Tételezzik fel, hogy az &ramlas staciona-

rius, surlodasmentes és nincs hévezetés. Legyen ismert az 1 pontban a  sebesség, a p;
nyomés és a T; hdmérséklet. Hogyan hatarozzuk meg az aramlo kozeg jellemzdit a 2 pont-
ban, ahol ismerjik a p, nyomast? A surlédasmentesség és a hdszigeteltség feltételébdl ado-
dik, hogy az araml6 gazban az 1 és 2 pont kozott |ejatszddo allapotvaltozas izentrop, azaz a

nyomas és a slirliség kapcsolatéra a (15.10) Osszefiiggés, a sebességekre a Bernoulli-

egyenlet alapjan kapott (15.13) Osszefliggés érvényes. Ezért ez utdbbi kifejezésben P e

P1
lyett a gaztorvény alapjan RT,-et irva a 2 pontban 1év6 sebességre irhato:
k-1
v, = |v2+ 2 Rr|1- P2 | (15.14)

Az 1 pontban érvényes slirliséget a gaztorvénybdl szamithatjuk:

_ P
P RT,
A gaztorvény és az izentropikus alapotvaltozast leiré (15.10) kifejezés felhaszndlasaval

meghatarozhatd a hémérsékletviszony:

K-1
Pp_P5 _P3TTR E:[&j “ (15.15)

ppopf RYTEPS T p
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A nyomaésviszonybol asiiriiségviszony a (15.10) kifejezés alapjan kifejezhet6:

1
P2 _ [&)K (15.16)
P1 P/ -

A (15.15) és (15.16) kifejezésekbdl a siirliségviszony és a hdmérsékletviszony kapcsola-

ta hatérozhat6 meg:

1

Z_z :[%)K‘l (15.17)
1 1 '

Helyettesitsik be a (15.13) dsszefliggéshe ismét az RT, kifejezést és a (15.15) dsszefig-
gést! Eredményil kapjuk:

va =v2 +2—KRTl 1-12 |

C
=2c, aK= C—P felhasznd&séval, T;-gyel val6 beszorzés utén a
v

.., 2KR
Miutan K
K —

V% = Vf +2Cp (Tl _Tz) (1518)

kifejezés adodik, amibdl atalakitas utan az energiaegyenlet levezetésénél kapott (15.7) 6sz-

szefiiggéssel megegyez6 kifejezés nyerhet6:

2 2

v v
¢, T +71 =c, T, +-2 (15.19)

Ha a gaz tartalybol aramlik ki izentropikusan, akkor a (15.14) osszefliggésbol v,=0 fi-
gyelembe vételével akiaramlasi sebességrea

v= | 2K RT 1—(&JK (15.20)
= [Z< R, ,

an. izentr opikus kiomlési képletet kapjuk, ahol a’t’ index atartalyra utal, az p, pedig az

u.n. ellennyomas, a tartalybol kidramlé gazsugarban 1évé nyomas.
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15.3. A hang terjedés sebessége

T 1
?A—————+—»—7 Ae
— - B —F
v } Ae (‘;2—'—\ } !_'_C‘?w
a—av
dvt AN I
; - X
’ o
dp |
P — i d X
|
dp \

15.3. dbra

A 15.3. dbrén egy csovet l&tunk, amelynek a bal oldali végére egy gumihartyat (membrant)
erdsitiink. A cs6ben valdsagos (8sszenyomhato) gaz, pl. levegd van. Ha e hartyara raiitiink,
akkor a hartya elmozdulasanak els6 dt id6tartama alatt az ahhoz legkozelebb 1év6 levegéré-
szek dv sebességli mozgasba jonnek, a levegd nyomasa, slirlisége elemi mértékben megnd.
Belathat6, hogy a gézallapot és -sebesség nem egyszerre valtozik meg az egész csében, ha-
nem egy adott x koordinatanal 1évé keresztmetszetben akkor valtoznak meg e jellemzok, ha
ajobbra a[m/s] terjedési sebességgel mozgd hullam az adott keresztmetszetet eléri (Id.
15.3. &bra). A hang eleminek tekintheté nyomashullimok sorozata, ezért a targyalt hul-
I4m terjedési sebessége a hang terjedési sebességével egyezik meg, amit a-val ([a] = m/s)
jelolink.

Hatdrozzuk meg az impulzustétel segitségével, hogy milyen sebességgel halad a nyomas-
hulldm. Vegyik fel az A, ellenérzéfeliiletet az abran lathato modon. Akkor tekinthetd az
aramlas stacionariusnak, ha az ellendrzéfelillet jobbra mozog a hullam a[m/ S] sebességé-
vel megegyez6 sebességgel. Ez esetben az ellendrzo feliiletbe jobb oldalon a[m/ S] sebes-
seggel 1€p be a p stirliségli kozeg és bal oldalon a  p+dp siirliségii gaz a-dv sebességgel
[ép ki, hiszen a hullém dv sebességii aramlast hoz létre. A 15.3. dbrén felvitt | és P vekto-

rok egyensulyét felirvaadodik: 1, -1, =P, —P,, azaz
pa®A ~(p+dp)(a-dv)*A =(p +dp)A —pA,

amibdl a kijelolt miiveletek elvégzése és egyszertisitések valamint a masod- és harmadren-

diien kicsiny tagok elhagyasa utan a

2apdv-a®dp =dp (15.21)
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osszefiiggést kapjuk. irjuk fel a folytonossdg tételét: (a—dv)(p+dp) =ap, amibél
pdv =adp. Ezt behelyettesitve a (15.21) kifejezés bal oldali elsé tagjaba, az a’dp= dp
Osszefliggésre jutunk, amibdl a hullam terjedési sebessége, a hangsebesség:

d
a= [P (15.22)
dp

A (15.22) tsszefliggés teljesen dtalanosan irjale az elemi hullam terjedési sebességét egy
alo, tsszenyomhatd kdzegben, amire vonatkozdan eddig semmilyen kikotést nem tettiink.
Gazban az elemi hullimok terjedésekor bekovetkezé allapotvaltozas jo kozelitéssel

izentropikus. Miutén ez esetben a (15.10) alapjan

p= p_g p*, dp _ p_l(() K p*!, amibe behelyettesitve a (15.10) dsszefiiggést
po 4P P
és a gaztorvényt,

/dp — e RT
d_p =la=,/KRT (15.23)
kifejezés adodik a hang terjedési sebességére.

Figyelemre mélto, hogy a hullam terjedési sebessége egy adott gazban csak a homérséklet-
tol fiigg. Tekintettel arra, hogy valdsagos gazok rendezetlen (hé)mozgast végzo molekulai
»tovabbitjak a jelet” (ilyen jel lehet az, hogy a csé végén 1évé hartya mozgasa eredménye-
ként a gdzmolekulakon végzett munka révén meg kell nonie azok ,,rendezett” (v) és rende-
zetlen sebességének (azaz homérsékletének és nyomasanak). E megfontolas érthetévé teszi,
hogy miért a csak a gdz hdmérsekletétdl, azaz a gazmolekulak rendezetlen mozgasanak se-

bességétdl fiigg a hang terjedési sebessége.

15.4. Aramléasok hasonlésaga tsszenyomhato kozegek esetén

A 12. fegjezetben foglalkoztunk az aramlasok hasonlésagaval és megdllapitottuk, hogy két
aramlas hasonlé, ha az azokat leir 6 dimenzidtlan differencialegyenletek azonosak, ésa
peremfeltételek is megegyeznek (a dimenziotlan hely és idé koordinatakban). A 12. fe-
jezetben az 6sszenyomhatatlan kdzegek &ramléaséra hatéroztuk meg a hasonl 6ség feltételeit,
hiszen a Navier-Stokes-egyenlet p = dl. esetén érvényes. Ebben afejezetben dsszenyomha-

t6 gazok aramlaséra vonatkozoan hatérozzuk meg a hasonl 6sag tovéabbi feltételeit.

A (12.2) tsszefliggés jobb oldaldnak masodik tagjét a differencidegyenletet a 12. fejezet-

ben leirtaktol eltéréen dimenzidtlanitjuk — figyelembe véve, hogy a siiriiség is valtozik:
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Po

A differencialegyenlet azonossaganak feltétele tehat az

Eu= poz
Po Vo

Euler-szdm azonossaga a kismintanal ésa nagy Kivitelnél.

A (15.6) sszefliggés dapjan a
v2 _
vgrad 7+cpT =0

alakban isfelirhatd az energiaegyenlet. Hakifegjtjik a (15.26) Osszefliggést, a

2 2 2
vXi V—+cpT +vyi V—+cpT +vzi V—+cpT =0
ox| 2 ay\| 2 0z| 2

(15.24)

(15.25)

(15.26)

(15.27)

I
adodik az energiaegyenletre. Dimenzidtlanitsuk a (15.27) Osszefliggést —g-nel Végig-
v

0

szorozva az egyenletet:

Vi 0

&)

+....=0

1
2

2 2 2
V_X + V_y + V_Z + Cp To l
Vo Vo Vo V(Z) To

(15.28)

A dimenzidtlan energiaegyenlet akkor azonos a kismintand és a nagy kivitelnél, haa
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A (15.25) kifejezés &al akithato:

2
po _ RT, _KRT, —li
PoVe Vo  Kvg K

] = azonos (15.30)
VO .

Ha a (15.25) és (15.29) kifejezések értékei azonosak a nagy kivitelndl és a kismintandl, ak-
kor hdnyadosuk értékeis:

K-1

2 c,-C
p02 Vo _RTp S7% _, 1_ = azonos (15.31)
PoVo CpTo  CpTo Cp K K .
A (15.30) és(15.31) feltétel akkor teljesil, ha
K = azonos ésaMach szam Ma = Yo - azonos, (15.32)

Az dramléasok hasonlosaganak feltételeként a 12. fejezetben felsoroltak mellett ak ésa

M ach-szdm azonossagat is biztositani kell.

15.5. Gazok kiomlése tartalybdl, a Laval-csé

A (15.20) kifejezés stacionarius, izentropikus aramlés esetén kapcsolatot teremt a tartdlybol
torténd kiaramlas v sebessége, a tartalyban 1évé gaz Ty homérséklete és py nyomésa, vala-

mint a kiaramlas helyén a gaz sugarban 1év6 p nyomas kozott:

K-1

v= —ZKlRTt 1—[3) ‘

Abrazoljuk adott p, tartdlynyomas esetén a v kidramlasi sebesség fiiggvényében a p ellen-
nyomést!

RoJiSERS)

=
N

v Vimax Amin v[m/s],A[mz]
15.4. dbra
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A p-v gorbe a 15.4. abran lathato. A maximalis kiaramlasi sebesség (v, ) p = 0-hoz tar-

f 2K
Viex = mRTt (1533)

Vizsgdjuk meg a p-v gorbe érintdit! A természetes koordindta-rendszerben az &ramvonal

tozik:

érintdje iranyaban felirt Euler-egyenletbdl (4.25) kifejezheto:

dp _
vl pv. (15.34)

A 15.4. dbréan lathat6 gorbének v =0-nd és v =V, -nd van vizszintes érintéje (utdbbi

helyen p=0, ezért p=0). Kbzben a %-nek minimumanak kell lennie. Keressiik a %
v

maximumét a v flggvényében! Differencialjuk a (15.34) kifejezés jobb oldalét v szerint, és

dlpv) _ dp

+p =0. A lancszabdly alkalmazéasval:
dv dv

tegyiik egyenl6vé zérussal:

v dp dp

dp d +p =0, amibdl a (15.34) behelyettesitésével és p kiemelése utén a
v

2 2
pl1- v =p 1—V— =0
dp/dp a’

kifegjezés adddik, miutan a (15.22) kifgjezés aapjan felismertilk, hogy a zar6jel masodik

tagjanak nevezGjében az a hangsebesség négyzete szerepel. A %—nek tehat v = a, azaz
\'

Ma=1esetén van szélso értéke, azaz ahol az Aramlasi sebesség egyenlé az adott helyen

1é6vé gazhémérséklethez tartozo, helyi hangsebességgel.

Vizsgaljuk meg, hogy milyen A csatornakeresztmetszet felel meg az adott aramlasi vi-
szonyoknak? Az dramlés stacionarius, ezért a kontinuitas dsszefliggése a (15.34) figyelem-
bevétel ével az alabbi modon irhato fel:

dp .
=pvA = ——A =4l (15.35)
Um =P v

Ahol tehat vizszintes az érint6 (a gorbe v=0 és p=0 értékekhez tartozd helyein), a ke-

resztmetszet A — . Az A keresztmetszetnek ott van minimuma, ahol a —%—nek ma-
v

Ximuma van, azaz a p-v gorbe inflexiés pontjanal, ahol a v sebesség a helyi hang-
sebességgel egyenlé. Egy adott q,[kg/s] tdmegaramhoz felrgjzolhaté az A csatornake-
resztmetszet véltozasa a p figgvényében (Id. 15.4. abra). Az adott &ramlési sebesség, nyo-
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mas és slirliség valtozasbol egy, a csokkené nyomasok iranyaban elészor sziikiilo, majd

boviilo keresztmetszetii csotoldat adodik.

Vizsgaljuk meg az aramlas jellemzdit a sziikil6-béviil cs6szakasz mentén. Ismét a termé-
szetes koordindta-rendszerben az aramvonal érintéje iranyaban felirt Euler-egyenletbol
(4.25) indulunk ki:
\ 1 1 1
v 1o _ _1opdp _ _1.,0p

(15.36)
oe p Oe p dp oe p oOe-
Miutan a kontinuitasbdl pvA =4l., d(pvA) =0, azaz dpvA +pdvA +pvdA =0, amibsl

dp dv A _

Y A (15.37)

adodik.

A (15.36) Osszefiiggésbol vdv = —azd—pp. A d—;)-t kifejezve (15.37) kifejezésbdl és behe-

lyettesitve kapjuk
vav= a2 % - 2 (ﬂ +d—A) (15.38)
p v A )
Atalakitas utan a (15.38) osszefiiggésbol kapjuk:
vZdv _dv  dA

amib6l

dv
2_q) X =
('V'a 1) v - A (15.39)
A (15.39) 6sszefiiggésbol az alabbi kovetkeztetések vonhatok le:

a/ Ha Ma < 1, akkor dv/v > 0 -hoz azaz gyorsul6 aramlashoz dA /A < 0, azaz
aramlas iranyaban csokkené Kkeresztmetszet (konflizor), lassulé aramlashoz
(dv/v < 0) pedig novekvo keresztmetszet (diffazor, dA /A > 0) tartozik. Ebben
az esetben a nyomas és a sebesség kapcsolatédt a 15.4. dboran lathatd p-v gorbe inflexids

ponttodl balra es6 része irja le.

B/ Ha Ma>1 akkor novekvé sebességhez novekvé keresztmetszet (diffiizor) tartozik.

Ez az dlapot jellemzi a gorbe inflexids ponttol jobbra es6 szakaszat.
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y/  dA /A akkor zérus, azaz a keresztmetszetnek ott van sz€ls6 értéke (minimuma), ahol
dv/v =0 vagy Ma=1. Ha a keresztmetszet széls6 értékénél az aramlasi sebesség no-
vekszik (Id. 15.4. dbra), a hangsebességnél kisebb sebességili, gyorsulé aramlas a

keresztmetszet minimumandl éri el a hangsebességet.
o HaMa#1,ésdA/A =0, asebességnek sz€1s6 értéke van.

Miel6tt megvizsgalnank az aramlas jellegzetességeit a kidmlésnél, hatarozzuk meg a kdzeg
jellemzobit a legsziikkebb keresztmetszetben abban az esetben, amikor a Ma=1, azaz
v =a". (A~ jel a kovetkezSkben a legsziikebb keresztmetszetre utal.) frjuk fel az energia-
egyenletet a tartaly belsejének egy pontja (t) és a legsziikebb keresztmetszet (+) kozott fi-
gyelembe véve, hogy v =a” ésfelhasznélva a hangsebesség (15.24) kifejezését:

. a’? . * . c,/c,(c,—¢ .
Ter +d ot JKRT {Hp v(cp v)}:K+1T (15.40)

2cp 2cp 2cp 2

(15.40)-b61 — figyelembe véve a (15.15) és (15.17) kifejezéseket — meghatérozhatdk a leg-

szitkebb keresztmetszetben és a tartalyban érvényes gaz allapotjelz6k hanyadosai:

T._ (=0.833) (15.412)
T, K+1
* L K
* k- 1
Pt T, K+1

1 1

* * Tﬂ i
P _ [T_] = (Lj Kl (=0.63) (15.43)
K+1 :

A (15.41) — (15.43) osszefuggésekben zarojelben szereplé szamok K = 1.4 (azaz kétatomos
gazok) esetén érvényesek.

Foglaljuk most 6ssze, hogy milyen gyakorlati kdvetkezményel vannak az

eddigi megdllapitasainknak. Legyen adva van egy tartdly, amelyben adott a

gaz dlepota: T, p;, p;. (Ez utdbbit a gaztdrvénnyel szamolhatjuk ki az

eléz6 kettd ismeretében.) Legyen a tartaly falan egy, a 15.5. dbran lathato

15.5. dbra »egyszerii” kiomlonyilas, amelynek legsziikebb keresztmetszete a kiom-
Iés helyén van. Legyen a kiils6 (ellen)nyomas p, < p,, amit valtoztatni tu-

dunk. Ha p, / p; kdzel van az 1 értékhez, pl. > 0.95, akkor j6 kozelitéssel hasznalhatjuk
a Bernoulli-egyenletbdl levezetett, allandé siriiségii kdzeg aramlésara vonatkoz6 6sz-

szefliggést a v kiomlési sebesség szamitasar a:
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2
V= E(pt ~Pe) (15.44)

Tovabb csokkentve a p, ellennyomast a gaz siirtisége olyan mértékben véltozik a kiomlés
soran, hogy a p=4dll. feltevés mér nagy hibét okoz. Ekkor a (15.20) 6sszefliggéssel sza-
molhaté a kiomlési sebessey. Az dsszefiiggésbol lathatd, hogy a p, ellennyomas csokken-
tésével novelhetjuk a kidramlasi sebességet. Amikor a p, / p; csokkenve eléri a0.53 értéket
(K =14 esetén), az el6z6 meggondolasaink értelmében a kiaramlasi sebesség eléri a helyi

hangsebességet:

vi=a' =yKRT (15.45)

ahol a legsziikebb keresztmetszetben 1évé hémérséklet a (15.41) Osszefliggés értelmében
T =0.833T,. Tovabb csokkentve a p, ellennyomast azt tapasztaljuk, hogy a kiomlés
sebesség nem novekszik tovabb, a kilépési keresztmetszetben a gazsebesség és a gz al-
lapotjellemzéi valtozatlanok. A legmeglep6bb jelenség az, hogy a p~, a legsziikebb (ki-
1ép6) keresztmetszetben 1évé nyomas nem egyezik meg a p, ellennyomassal, nagyobb
anndl, a (15.42) 6sszefliggés értelmében p* =0.53 p, . Mi lehet ennek a jelenségnek az
oka? A tartalybdl kiaraml6 kozeg a p, és a p, nyomasok kulonbsege hatasara gyorsul. Ha
csokkentjiik az ellennyomast, a tartalyon kiviilrél egy hullam indul a kiémldnyilason ke-
resztil a tartdyba, megvaltoztatva a nyomasmegoszlast a kioémlés kérnyezetében. A meg-
valtozott nyomasmegoszlas hatasdra a kdzeg nagyobb mértékben gyorsul, azaz a kilép6 se-
besség nd. Ha elérjiik a helyi hangsebességgel megegyezd sebességet a legsziikebb ke-
resztmetszetben, az ellennyomas tovabbi csokkenésével kapcsolatos , informécié”,
amely egy nyomashullam alakjaban éppen hangsebességgel terjed, nem képes atjutni
a legsziikebb keresztmetszeten. Az ellennyomas valtozasa tehat nem tudja maodositani
a nyomasmegoszlast a tartaly és a kiomlés legsziikebb keresztmetszete kozott. A géz
ebben az esetben nem tud a legsziikebb keresztmetszetig ,,leexpandalni” a tartalyban 1évo
nyomasrol a kiilsé (ellen)nyomasra. Azt a p/p, nyomasviszonyt, amelyné a kiomles se-
besség a legsziikebb keresztmetszetben eléri a helyi hangsebességet, kritikus nyomasvi-
szonynak nevezzik. Ennek értéke K =14 esetén a(15.42) értelmében (pe/ p; )y = 0.53.

Osszefoglaléan ~ megallapithatjuk, hogy  egyszerti  kidmlényilds  esetén, ha
Pe /P = (Pe! Pit)it » @ g4z nyomasa a kilépd keresztmetszetben megegyezik az ellen-
nyoméssa: p* =p,, a kiomlési sebességet a (15.20) dsszefliggéssel szamolhatjuk. Ha a
nyomasviszony éppen megegyezik a kritikus nyomasviszonnyal, akkor a géz sebessége a
legsziikebb keresztmetszetben eléri a helyi hangsebességet, ezért a (15.45) Osszefliggés is

haszndlhaté a v meghatérozéséra (ami természetesen ugyanazt az eredményt adja, mint a
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(15.20) Osszefliggés). p. /Py 2 (P /Pt )wir  ©Setén a Kilépd keresztmetszetben 1€vo6 siirii-

ség és homérséklet a (15.15) és (15.16) osszefiiggések figyelembe vételével szamolhato:

K-1 1
T (P_ej < P (P_ejK (15.46)
T, Pt Pt Pt )
Hap./p; <(Pe/Pt)ic» @ kiomlési (legsziikebb) keresztmetszetben az dramlasi sebes-
ség megegyezik a helyi hangsebességgel, ami a (15.45) 6sszefiiggéssel szamolhato. (Ter-
mészetesen tovabbra is érvényes a (15.20) kiomlesi képlet, de a p, helyébe a kioml6 ke-

resztmetszetben valosagban 1évé nyomast, K =14 esetén 0.53 p,-t kell helyettesiteni.) A

gaz allapotjellemzdi a (15.41) és (15.43) &sszefiiggéssel szamolhatok.

A miuszaki alkalmazasok szempontjabol kedve-

FL | z6tlen, hogy a gazt nem tudjuk az ellennyomésnak
> <

S N S R % megfeleld és a (15.20) dsszefiiggéssel szamolhatd

( 't MLAT§ sehességre felgyorsitani. Ezért a 15.4. doréval

. FsZ kapcsolatos meggondolasok aapjan a 15.5. dbran
P /_/’_—_E [E) lathatd sziikiild csétoldatot egy boviild csbvel egé-
053 ——1C szitjuk ki, amivel a 15.6. doran lathaté Laval-
csovet kapjuk. Az &ordn aLaval-cs6 a tartalyt egy

—18 mésik tartdllyal koti dssze, amelyben az ellennyo-

. mas a kiaraml6 gaz mennyiségének vatoztatésaval
15.6. &bra
véltoztathatd. A Laval-cs6 alatti diagramban fel-

tiintettiik a nyomas valtozasat a cs6 tengelyében.

irjuk fel az adott A" és A,; legsziikebb és kilépd keresztmetszetre a kontinuités torvé-

nyét!

Am =P VA" =P Vi Ay (15.47)

A legsziikebb keresztmetszetre vonatkoz6 mennyiségeket a (15.42), (15.45) és (15.47) 6sz-
szefiiggés felhasznalasaval fejezhetjiik ki. A kilépd keresztmetszetre vonatkoz6 mennyi-
ségeket pedig annak a feltételezésével, hogy a kozeg a p, ellennyomasra leexpanddl a tar-
tay ésaz A ; keresztmetszet kozott. Ebben az esetben a (15.15) és a (15.20) Osszefuiggések

hasznalhatok:
1 K—
- K2 o 15.48
0.63p, KRO.83T, A =Akipt(p_ejl( —KIRTt 1_[P_ej X (15.48)
Py K= Pt
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A (15.48) Osszefuiggés adott keresztmetszetviszonyhoz két megoldast ad a p, /p, nyo-
masviszonyra, azaz adott p; tartalynyomashoz ket pe ellennyomas tartozik, amelyeknél
a tartaly és a kiomlokeresztmetszet kozott izentropikus éllapotvaltozason keresztil
ugy gyorsul fel a kozeg, hogy sebessége a legsziikebb keresztmetszetben eléri a hang-

sebességet. A 15.6. dbrén e két ellen nyomast a B és D pontok jelzik.

Vizsgdjuk meg a B pontba futd gorbe esetén az &ramlas lefolyasét. A géz a Laval-csé
sziikiilé részén gyorsul (0 eset, Id. 181. oldd ), majd a legsziikebb keresztmetszetben
sebessége eléri a hangsebesseget (Ma=1, Id. y eset). A legsziikebb keresztmetszet utan
a kozeg nyomésa csokken, sebessége né, Ma>1, azaz a [3 eset értelmében gyorsulo

aramlashoz béviild csé tartozik.

Tekintsiik a D pontba futd gorbét. A legsziikebb keresztmetszetig a kozeg az el6zo esettel
megegyez6 modon gyorsul, sebessége eléri a hangsebességet, majd a gaz a novekvé nyo-
mas miatt lassulni kezd (Ma<1 a legsziikebb keresztmetszet utan). Ebben az esetben az
o pont értelmében boviilé csétoldatban csokken a sebesség, a diffiizor a megszokott

modon mikodik.

Ha az ellennyomés nagyobb, mint p, akkor a kdzeg izentropikus &allapotvatozéson ke-
resztll expandd le az adott nyomasra (Id. 15.6. dbra D és E pontok kdzé kifutd gorbék). Itt
a (15.20) kidmlési képlet haszndlhatd.A 181.oldal & esetének megfelelden a sebesség helyi

hangsebességnél kisebb sz¢lso értékét (maximumat) a legsziikebb keresztmetszetben éri el.

A B és D pontokkal jelzett nyomasok kozotti ellennyomésok esetén nincsen izentropikus
megoldés, a gaz egy un. I6késhullamon (hirtelen nyomasugréson 15.6. dora ML) keresz-
tll lassul lea v > a sebességrél a v < a sebességre, mik6zben nyomasa a 15.6. dbrén lathato

moédon ugrasszeriien megnd.

A C és D pontok kozott a 16késhullam merdleges az aramlasi sebességre, és a Laval-fUvoka
béviild részében van. A merdleges |6késhullam mogott Ma< 1, ezért az a eset értelmében
ndvekvo keresztmetszethez csokkend sebesség tartozik. Csokkend ellennyomas esetén a 16-
késhulldm megkdzeliti, majd (p, = pc esetén) eléri a kilépd keresztmetszetet. A B és C
pontok kozétti ellennyomésok esetén pedig a kilépdkeresztmetszet kertiletéhez csatlakozd,
a késObbiekben bemutatott ferde |6késhullamon (Id. 15.6. dbra FL) keresztil lassul le a

gaz.

Hap. <pg, (az A és B pontok kozott) a kozeg a kilépokeresztmetszet elhagyasa utan a ké-

s6bb targyalt fer de szivashulldmokon (1d.15.6. abra FSZ) keresztiil gyorsul tovébb.

Fontos megjegyezni, hogy a p, <pp esetén a Laval-csé sziikiilé részén a viszonyok nem

valtoznak az ellennyomas valtozasanak hatasara. Igy pl. a tartilybél kiomlo
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gaztomegaram kiilonb6zé p, értékek esetén valtozatlan, azt a legsziikebb keresztmet-
szetben kialakuld, a helyi hangsebességgel megegyezd sebességii aramlas jellemz6i ha-
tarozzak meg, amelyek csak a tartalyban 1évé hémérséklet és nyomas (ill. stirtiség) ér-

tékétol fiiggenek.

15.7. A nyomashullam terjedése

Helyezziink egy hangszorot egy v sebességli aramlasba az A pontba. v =0 esetén egy vizs-
galt hanghullam adott t id6 alatt minden irdnyban egyenld sebességgel terjedve r = at su-
gard gdmbot alkot. Ha v # 0, a gémb kozéppontjaaz A ponthoz képest az aramlas iranyaba

v [ tavolsdgra mozdul €l (Id. 15.7.a. dbra), hiszen az araml 6 kozegben tovébbrais

a.,

15.7. dbra

minden irdanyban egyenld sebességgel terjed a nyomashullam. v < a, azaz Ma<1 esetén a
hull&mfront helyzetét a 15.7.a. dbra, Ma=1 esetén ab., Ma>1 esetén pedig a c. dbra mu-
tatja be. Ez utébbi esetben, hangsebességet meghalad6 sebességii aramlasban az A
hangforréasbdl kibocsajtott jelek a tér egy a félkupszoggel jellemezhetd részében ész-
lelheték. Az o, amelyet M ach-szognek neveziink, a

at _a_ 1

sno=—=—=— (15.49)
vt v Ma

Osszefliggéssel hatérozhaté meg. Hasonld a helyzet dllo kézegben mozgé hangforrés (pl.
repiil6gép) esetén, azonban itt a mozgd A ponthoz rogzitett koordinata-rendszerben alakul-
nak a 15.7. &oran bemutatotthoz hasonl éan a hullamfrontok (Id. 4.11. dbra).

Ha a Laval-cs6 boviild részének falan egy kiskiemelkedés
van, akkor ennek jelenlétét a hangsebességnél nagyobb se-
bességgel aramld kdzeg egy nyomashullam formajdban
.€szleli”, amely a, szoget zér be a falal (Id. 15.8. dbra).

Ez a sz0g az aramlas iranyaban csokken, miutan a Ma n6

(Id. (15.49) Osszefuggest). Hangsebességnél kisebb se-

15.8. &ora

bességii aramlasban az aramlé kozegben a zavaras ha-
tasa ,elorehat”, ezért a kozeg mintegy ,,felkésziil” egy falon 1évo kiemelkedés megke-

rilésére vagy egy test korilaramlasara sth.. Ma>1 esetén a kézeg aramlasat befolya-
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sol6 ,nyomasjelek” Mach-szOg alatt terjednek és véltozasokat eredményeznek a se-

besség nagysagaban ésiranyaban, valamint a gaz allapotjellemzéiben.

Tekintslk a 15.9.a. dbrat, ahol a egy szilard fal hirtelen iranyvatozasa (pl. a 15.6. dbra

B C
7 /O(A>O(
5 k. S o
Ay
P2<p; P2~ Py
a., b.,

15.9. dbra
kiomlokeresztmetszet koriili része) lathaté. Legyen a fal melletti aramlas sebessége na-

gyobb, mint a hangsebesség, Ma > 1, anyomasitt legyen p, .

Az al esetben a sarok mogott a nyomas legyen kisebb: p, <p, . (Ez az eset akkor all el§
Laval-cs6 esetén, ha a p, <p, <pg , |d.15.6. dora) A sarokhoz kozelité folyadékrészek
csak akkor ,,vesznek tudomast” a sarok jelenlétérdl, ha az abran berajzolt, a fallal parhuza-
mos aramvonalakkal o, Mach-szoget bezar ¢ ferde szivashullamot elérik. A szivashulla-
mon &thaladva a hullimra merdleges nyomascsokkenés a hatisira a kozeg részek a
hullam sikjara merdleges iranyban gyorsulnak. Mivel né a Ma, csdkken a Mach-szog,
ésigy az a érteke (0, <a ;). Tovabbi szivashulldmok indulnak a sarokrol, amelyek hatésa-
ra az araml6 kdzeg iranya tovabb vatozik. (A vaosagban elemi szivashulldmok indulnak a
sarokrdl, és hatésukra folyamatosan véltozik a sebesség iranya és nagységa. Az &oran |&tha

t6 véges iranyvaltozast okozd hullimok elemi hullamok 6sszegzéseként képzelhetdk el.)

A bl esetben legyen p, > p,, azaz a sarok mdgott nagyobb a nyomas, mint az &raml 6 kizeg
nyomasa, ami a 15.6. &rén a py <p <p esetnek felel meg. A sarok felé kozelité kozeg-
részek egy o, Mach-szog alatt terjedd, a 15.9. dbrén A-val jeldlt nyoméasnovekedési hul-
lamon aramlanak keresztiil, amely sajat magira merélegesen lassitja a kozeget: az
aramlas iranya felfelé téril el, a Ma értéke a hullam utén kisebb, az a né. Lehet-e a sa
rokrél indulé tovabbi olyan hulldmot ragjzolni, amely aramvonallal bezart sz6ge nagyobb,
mint a hullam el6tti Mach-sz0g, azaz o, >a ? Az dorén lathat6an ilyen hullamot csak az
A jelli hullimtol balra tudunk rajzolni: B jelii hullam, ami természetesen a val 6sagban nem
johet 1étre. A nyomasnovekedési hullamok mintegy ,,0sszestirisodnek™, egy igen vékony
|6k éshulldmot alkotnak (Id. 15.9.b. &bra C jelii hullam), amelyen keresztiil a jellemzék
(sebesség irany, nagysag, nyomas stb.) ugrasszerii valtozasa kovetkezik be. Ez az ,, 6sz-
szesliriisodés” az alabbi modon is belathato. A 15.9. dbran lthatd, abszollt rendszerben &l-
16 hullamok az &ramlé kdzeghez képest hangsebességgel mozognak az aramlassal szemben.
A hangsebesség szivashullam esetén a novekvd sebességii aramlas iranyaban csokken, mi-

vel a nyomads és a homérséklet is csokken. Ezért a szivashullamok legyezdszertien szétte-
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rilnek. Nyomasnovekedési hullam esetén azonban az aramlas irdnyaban né a nyomas, ezzel
a hémérséklet és igy a hangsebesség is, és cstkken az aramlasi sebesség. Ebbdl adoddan az
aramlas irdnyaban n6 a hullam terjedési sebessége bal felé, azaz a hullamok mintegy ,,fel-

torl6dnak” : 16késhullam kel etkezik.

15.10. &bra
Az 15.10. dbrdn Ma =15 esetén |dthatok egy csatornaban a csatorna faldnak egyenetlensé-
gein keletkez6 nyomashullamok, amelyek fallal bezart szoge a (15.49) 6sszefliiggésbol sz&

molhatok. Lathatd tovabba egy merdleges 1okéshulldm, amely utan az dramlés sebessége

kisebb a hangsebességné (Id. 15.6. &bra).

Hasonl 6 16késhullam keletkezik egy hangsebességnél nagyobb sebességgel haladé test, pl.
gémb elétt (1d. 15.10. abra), hiszen a gémbhoz régzitett koordinatarendszerben a test felé
araml6 kozegnek le kell fékezédnie, ami a nyomas névekedésével jar egyiitt. Ez a 16késhul-
l&m amelyet fghulldmnak neveziink, a tavolabb nyomasndvekedési hullamba megy &,
ami pl. alacsonyan szall6 repiil6gép esetén athaladva a megfigyeld folott hirtelen nyomas-
novekedést okoz, amit robbanashoz hasonl zajként érzékellink. Az aramlasi sebesség a l6-
késhulldm mdgott és a gomb felszinének aramlassal szembe néz6 részén a megfuvasi irany-
nya bezart kb. 45° szbgig kisebb mint a helyi hangsebesség. A gomb felszine kdzelében
hangsebességet meghaladd sebessagre gyorsul6 kdzeg 90°-ndl lassulni kezd, aminek haté-
saraegy Ujabb ferde [6késhulldm keletkezik a hatarréteg levélas helyén.
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16. Akusztikai alapismeretek

Az akusztika egyik nagy fejezete a cseppfolyds és 1égnemil halmazallapota kozegekben ke-
letkezd, haladé és elhalé hanghulldmok leirasaval foglalkozik. Ez részben az aramléstan
alapegyenleteinek felhasznadséval lehetséges, ami mutatja az aramlastan és az akusztika

kozotti szoros kapcsol atot.

16.1. A hullamegyenlet

Ebben a fejezetben a nyugvo kozegben terjedé hang néhany sajatossagaval foglalkozunk.
Hangnak a vivokozeg sajatossagainak elemi ingadozasat nevezziik, amely hullam

alakjaban terjed. A hang esetén a tér pontjaiban a részecske sebesség v[ m/s], a nyomas
p[ Pa] és a sliriiség p[kg/ m3] Valtozik az id6 fiiggvényében. A hallaskiiszobnek megfeleld
effektiv nyomas (definicidjat 1d. késébb) 2.10‘5[Pa], 20[ Pa] pedig mar fdamat okoz,
tehédt a nyomésingadozasok a 10°[Pa] atmoszférikus nyoméashoz képest j6 kozelitéssel

eleminek tekinthetdk.

Az el6éz6 fejezetben lattuk, hogy a hang terjedési sebességére irhato:

a= J@ (16.)
dp

amely gazok esetén izentropikus allapotvaltozast feltételezve az

a=,KRT

(16.2)

kifejezéssel hatarozhatdé meg. Szilard testekben a nyomas (negativ hizéfesziiltség) valto-
zésaésadl /|l relativ megnyllés kozott az E [Pa] rugalmassagi modulusz teremt kapcsola-

tot. Figyelembe véve a megnytlas és a siirliség valtozasa kozotti kapcsolatot egydimenziods

eset feltétel ezésével irhatd:

dp:—E—:E— (163)

amibdl a hang terjedési sebessége a szilard testben:

e [2- (164
dp p-



Tekintslk a 16.1. abrét, ahol egy a hangsebességgel jobbfelé haladd elemi hulldamot dbra-
zoltunk, amely a sebességet, a nyomast, és a slirliséget Av, Ap és Ar értékkel vétoztatja
meg. {rjuk fel az impulzustételt az abran lathaté ellendr-
z6 feluletre, amely a hullam sebességével halad jobbfelé.

(Ebben az esetben stacionarius az &ramlas.) Az x tengely

pozitiv iranyitését figyelembe véve irhato:

16.1. dbra

~1, +l, = +P, -P, azaz

pa?A-(p+ap)(a-av)®A =(p +Ap)A —pA.

A kontinuitasbél apaA = (p+Ap)(a—Av)A adédik, amelyet behelyettesitve

kapjuk: (16.5)

Ap=palv

A (16.5) tsszefiiggés a Ap nyomasnovekedés (amit kdnnyen tudunk mérni) és a Av ré-

szecskesebesseg kozott teremt kapcesol atot.

A kovetkezOkben vizsgaljuk nyugvé levegbben egy sikhulldm terjedését, amelynd a jel-
lemzdk csak az x koordinatatol és az id6t6l fliggenek:

nyomés: p = p(x,t),

a kozeg slirlisége: p = p(x, t),

arészecskesebesség: v=v, (x,t) i.
Az egyes mennyisegeket felbonthatjuk, a, 0" indexszel jelzett idébeli atlag és az ingadozas
(-vel jeldlve) bsszegeként. gy pl. a p=p, +p' ill. mivel v, =0, v, =V, a részecske-
sebesség, amit a tovabbiakban v -vel jeldlink. irjuk fel a kontinuitas torvényét és az
Euler-egyenletet (figyelembe véve, hogy a térerésségnek nincsen szerepe az akusztika je-
lenségeknél):

op .
—+d =0,
= Hdiv(py) =0, azaz

ov _ (166)

P, % Vg
X , valamint

+V—+ +p'
Ve (Po +p')

\ 1
— =-=—gradp, azaz
ot pg p

ov ov ap
+p')—+(pg +p')V— = — (16.7)
(po +p') 5 *(po +p) V===
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A (16.6) és (16.7) dsszefliggések bal oldalanak masodik tagjai a tébbi taghoz képest elha-
nyagolhatéan kicsik a v részecskesebesség kis értéke miatt. A p’-vel szorzott tagok ugyan-
csak elhanyagolhatGak a pg-val szorzottak mellett. A (16.6) dsszefiiggésbol igy kapott kife-

C op _0pa 10 . .y . .
jezéshen a - _ B atalakitast elvégezve, majd a kifejezés mindkét oldalat id6
ot odpot a® ot

szerint differencidva kapjuk:

1 62p+ 0%v

a2 at2 PoGtox

(Az a hangsebesség id6 szerinti differencialhanyadosat elhanyagoltuk.) Differencialjuk a
fenti meggondolasok alapjan egyszerisitett (16.7) dsszefiiggés mindkét oldalat x szerint:
0%v  9%p

—+——=0.
Po oxot 9gx2

Mindkét 6sszefiiggésbdl kifejezve az azonos alaku tagot és egyenlové téve megkapjuk az

egydimenzids akusztikai hulldmegyenletet:

_9%p (16.8)

A hullamegyenl et dltalanos megoldésa a
p(x,t) =f(x -at) +g(x +at) +p,

fliggveény, ahol p, az iddben és térben allandé egyensulyi statikus nyomas. A kinalkozo
szamos lehet6ség koziil valasszuk most a természetben gyakran el6forduld harmonikus hul-

lamot leird flggveényt:

p= bcosélz_l_—nt i%nx E+ Po (16.9)

ahol T[s| peri6édusidé, A[m] hullamhossz. Bevezetve az f=%[:—j frekvencia,

2m| 1 . . 1, . g S

k:T — | hullamszém, w =2 1tf | = | korfrekvencia jel 6l éseket irhaté:
m s

p = peos(et £ kx)+py (16.10)
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P o - Vizsgdjuk meg, hogy milyen tulgjdonsagai vannak ennek
\T. ‘\\ a fliggvénynek: Tekintsik az wt-kx esetet. Abrézolja

Po \\\ X t=0 pillanatban a nyoméashulldmot a 16.2. &bra. A ma-
x=at, - ximdlis nyoméas az x =0 helyen van, miutan t = 0-hoz és

16.2. &ra x = 0-hoz a cosinus fliggveny zérus argumentuma tartozik.

Annak érdekében, hogy t=t; pillanatban ugyanazt a
nyomést kapjuk, a fliggvény argumentuménak ugyanakkoranak kell lennie: wt; —kx; =0,

amib6l

X _®_wA_2mfA_ (16.11)
t;, k 2m 2m )

mivel fA=alm/s] hangsebesség. A (16.11) dsszefiiggésbél lathaté, hogy a hullam a

hang a terjedési sebességével (Id. (15.23) Osszefliggés) megegyezé sebességgel halad
jobbra (Id. 16.2. dbra). Ugyanezzel a sebességgel balra haladé hullamot kapunk, ha az
wt+k x argumentum esetét vizsgdljuk.

16.2. Hangteljesitmény, intenzitas

Periodikus gerjesztés esetén a vivokozeg periodikus mozgasaban és egymast kovetdé komp-
ressziok és expanziok formgjaban jelentkezik a hang, amely terjedése sorén energiét szallit.

Ha p[Pa] nyomés ellenében V[m3] térfogatnyit , kiszoritunk” pV[J] munkét végziink.

Ezért szabad térben terjed6 sikhullam esetén a hangteljesitményr e irhato:
P(t)=Av(t)p(t) (16.12)
A (16.5) dsszefliggést figyelembe véve irhatd: p = pva, amibdl

P

V= (16.13)
pa
(16.13) kifejezést (16.12)-be helyettesitve kapjuk:
p? p?
P(t)=A oa amibél az atlagosteljesitmény: P = Aa. (16.14)
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A (16.10) kifejezéssel leirt harmonikus hullam négyzetét O-tdl T-ig integrélva és T-vel el-

02
osztva képezhetjiikk a nyomas négyzetének idébeli atlagat: p? :p—. Az effektiv hang-

2
nyomastehat py; = % . Ezzel az effektiv hangteljesitmény:
2
p2
p=2¢t A (16.15)
pa

A mérések sordn a p%; -et hatérozzuk meg.

Az 1m? keresztmetszetr e jutd hangteljesitményt intenzitasnak nevezziik:

p2
| ==&t (16.16)
pa

16.3. Szintek

A hangteljesitmény igen széles skalan mozog: a csendes beszédé 10° W, egy nagy telje-
sitményii rakétaé pedig 107W is lehet. Milyen skdlat haszndljunk, hogy ezt az igen széles
tartomanyt atfoghassuk? Hasznaljuk ki az emberi érzékelés azon sajatossagat, hogy az
érz&kelt valtozas mértéke (Aé) az inger véltozas (Ai) és az inger (i) hdnyadosaval ara-
nyos. Aé~ Aili,, amibSl az érzékelés és az inger kapcsolatara adodik: é~1In(i/iy). Az
atfogott skéla szélessége és az érzékeléslink sgjatossagai indokoljak, hogy az akusztikaban
alkalmazott fizikai mennyiségek jellemzésére az aldbbi szinteket alkalmazunk:

Hangteljesitményszint: L, :1OIgP£[dB], (16.17)
0
I ntenzitasszint: L, :10Ig||—[dB], (16.18)
0
2
Hangnyomasszint: L=10 Ig[piJ [aB], (16.19)
0

ahol a dB (decibel) a szintek mértékegysége. (Itt jegyezzilk meg, hogy a fentieken kivil
mas, teljesitményt kifejez6 mennyiségeknél is hasznéljuk a dB mértékegységet.)
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A p, vonatkozas nyomasnak a hallaskliszobot valasztottak: Py =207 Pa.

(pa), =400 k92 és A, =1m? vonatkozés értéket valasztva a (16.15) és (16.16) dssze-
sm
2
figgésalapian 1= 2 :10‘12ﬂ2 il P,=10"2W.
(Pa)o m

Hogyan szamitjuk ki két egyenld L |, hangteljesitmény(i hangforras L \yqeqs €redd hangtel-

jesitményét?

2P
L wereas = 1019~ :10IgP£ +101g2 =L, +3[dB].
0 0

Ha két kiilonbozé Ly, =101gP, /Py és Ly, =10IgP, / P, hangteljesitményl hang-

forras esetén keressiik az eredd Ly, hangteljesitményt, akkor az alabbi modon jarunk el:

P, +P Lwa Lwz Lwa Lw2=Lwi
L we =10|g1P—2=10|g 1010 +10 10 |=10lg|10 10 | 1+10 10
0

A kijeldlt miiveletet elvégezve eredménytil kapjuk:

Lwe =Ly #ALy 4 ALy, =10lg 14— Lt | (16.20)

Lwilwz
10 10
A 16.3. &oran |&hatd6 nomogram meg-
konnyiti a AL, szémitasit: megmu-
tatja, hogy a hangteljesitmény-szintek
kozotti kilénbség (L, —Lws) flgg-
vényében mennyivel kell a nagyobbik
(L) hangteljesitmény-szintet megnd-
velni, hogy az eredét megkapjuk.
Léthatd, hogy Ly, — Ly, 210dB kilénbség esetén mér el lehet hanyagolni a kisebb telje-

sitményil hangforras (pl. a hattérzaj) hozzajarulasat az ered6 hangteljesitményszinthez.

16.4. A zaj spektralisjellemzése

A hangtér adott pontjaban a hangnyomas id6beli lefutasanak ismeretében el6allithatd az

igen informativ hangszinkép (hangspektrum), amely megmutatja, hogy milyen frekven-

srer

vény. fgy pl. a tiszta zenei hang spektruma 1 db. harmonikus &sszetev6t tartalmaz (Id.
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16.4.a. abra). A gyakorlatban a hang jellemzésére pl. oktavsavos spektrumot haszndunk.

(Egy oktav az fa[HZ] aso és f; [HZ] =2f, felsé frekvencia kozotti frekvenciakat fogja

&.) A kozépfrekvencia: f, = [f, f, =+/2f,.

[45] [45]
f f
d.,
16.4. dora

A 16.4.b. dbra egy mérés eredményét mutatja, ahol az egyes oktavsavokban mért hangtelje-
sitményszinteket az adott kdzépfrekvencidkhoz vittiik fel. Az emberi érzékelés eltéréen re-
agal a kiilonbozo frekvenciaju hangokra: a mély hangokra (pl. 50 Hz) viszonylag érzéket-
len, mig kozelitleg 3000 Hz-nél a legérzékenyebb. Az emberi érzékelés , torzitasat” speci-
alis sztirével lehet figyelembe venni, az igy adodé értékeket dB(A) -val jel6ljuk.

16.5. Iranyitottsag

Egy nagy térben elhelyezett, P hangteljesitményii, pontszerii hangforrast feltételezve,
amely minden irdnyban egyforman bocsajt ki hanghulldmokat, az r sugart gémb fellletén

érvényes intenzitésra irhaté:

= (16.21)
9 amr?

Ha pontszerti hangforrasunkat (valtozatlan hangteljesitmény mellett) a hatarolatlan szabad
térbdl valamilyen hatarolt térbe helyezziik, a tér egy adott pontjaban az intenzités megval-

tozasét aD iranyitasi tényezével fejezhetjik ki:

P
‘na 2 2
D= —Pa_p”amr (16.22)
lq pj pa P
Y

Ha egy minden irdnyban egyforma intenzitast hanghullamokat kibocsgjtd hangforrast nagy
térben helyeziink el, D =1 érték adodik. Ha a hangforrést egy sikra tesszilk, ami a hangot
visszaveri, D = 2-t kapunk. Ha két sik metszésvonal dba tesszik, akkor D =4, ha pedig be-
tesszilk a sarokba, akkor csak atér egy-nyolcaddba bocsgjtja ki a hangteljesitmeényt, ekkor
D =8.

Vizsgaljuk meg, hogy adott teljesitményszintii hangforras milyen hangnyomasszinti hang-

teret hoz |étre, azaz mekkora lesz adott helyen a hangnyomasszint. Legyen atér kiva asztott
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pontjdban az iranyitasi tényez6 ismert, D értékdi. A (16.21) és (16.22) Osszefiiggések fel-
hasznélésaval irhato:

2
I=Dl, =D Pzzp— (16.23)
4mr pa
A vonatkozasi intenzitas az alabbi mddon irhaté fel az el6zdek alapjan:
2
_ ko _PR -
lo= =—-, ghol ry =1m. 16.24
0 ( 0 a)o r 02 0 ( )
Fejezzik ki az 1 /1, hdnyadost a (16.23) és (16.24) segitségével:
2 2
1 _p P 5 _p* (Pa), (16.25)
lo amr? Py pa pd
(16.25)-b61 fejezziik ki a hangteljesitmények viszonyat:
ﬂ_p_Z(Pa)O 4mr? 1 (1626
PP po Pa 1§ D '
Vegylk a (16.26) Osszefliggés mindkét oldal dnak tizszeres logaritmusat:
2 2
a
Ly = 10Ig£ = 10Ig[£} +1OIgﬁ +10lg4m +1OIg(L) -10IgD
Po Po pa o
amibdl figyelembevéve, hogy (pa), Opa a kijelolt miiveletek utan kapjuk:
(16.27)

Ly =L +20Igr -10IgD +11

Hatehét a hangforrastdl r[ m] tavolsagban L[dB] hangnyomésszintet mériink ésismerjiik a
D iranyitasi tényezo értékét, a (16.27) dsszefliggéssel szamolhatd a hangforras hangtelje-

sitményszintje.
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