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1.

Halmazelmélet

1.1 A matematika mddszere és szaknyelve

Ebben a pontban a matematika targyaldsi mddszerérol és a matematikai szak-
nyelvrol fogunk réviden beszélni.

A matematika targyalasi médszere

A matematika deduktiv tudomédny. Ez a megnevezés méar meg is mutatja
targyaldsdnak a médszerét. A “deduktiv” (kovetkeztetd, levezetd) sz azt mond-
ja, hogy a matematikaban igaz allitasokbdl igaz allitasokat vezetiink le, a logika
felhasznaldsaval. Emiatt a logikai kovetkeztetési modok helyes hasznélata nyil-
vanvaléan elengedhetetlen.

A “logikus” gondolkodasnak, szerencsére, a legtébb ember birtokdban van
anélkiil, hogy a szabdlyokat tudatositotta volna. fgy nem sziikséges feltétleniil,
hogy logikai tanulmanyokkal kezdjiik a targyalasunkat. Ez azonban nem jelenti azt,
hogy ne lenne komoly jelentOsége egy olyan targynak, ami a helyes gondolkodas
szabdlyait tudatositja. A gondolkodés tiszta voltdhoz nagyban hozzdjarulhat az,
ha megismerjiik, hogy mit is jelent definidlni, tételt allitani, kovetkeztetni, mik
ennek a logikai szabalyai, stb. Mi nem adhatunk itt ilyen irdnyban részletes
bevezetést, csak néhany fontos kérdésre hivjuk fel a figyelmet.

Az allitdsok lényegében véve kijelentd mondatokbdl dllnak (amelyek vagy iga-
zak vagy nem). A kiemelt matematikai dllitdsokra a “tétel”, “dllitas”, “lemma”
(segédtétel) megjelolések hasznélatosak. Mi altaldban az “dllitds” szét fogjuk
hasznalni, és csak a kiemelten jelentos allitasokat nevezziik tételnek, de nem le-
sziink makacsul kovetkezetesek, és a leghelyesebb, ha az emlitett szavakat azonos
jelentéstieknek vessziik.

A kozonséges nyelvben gy ismerkediink meg egy fogalommal, hogy gyakorlds
atjan megtanuljuk a fogalmat jelzé névnek a fogalom korébe tartozoé objektumokra
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valé alkalmazéasat. A targyak hasonlé tulajdonsagainak a tapasztalasa soran kiala-
kul benniink — t&bbé-kevésbé vildgosan — egy fogalom tartalma. Az igy kialakult
fogalmak a hétkoznapi eligazodés szamara megfeleléek, de tudomanyos célra hasz-
nalhatatlanok, hiszen ki tudné példaul pontosan megmondani, hogy mi is az “asz-
tal”.

A matematikai fogalom-alkotds médja a definicid (meghatarozés), amikor mér
meglévo fogalmakkal 4j fogalmat adunk meg. A definiciéndl nem az igazsig a
megkovetelés, hanem a korrektség, amin azt értjik, hogy pontosan mondja meg
azt, hogy mit értiink a definialt fogalmon. Nem szabad példdul még nem definialt
fogalmat felhaszndlni a meghatarozashoz. Az &atlagos logikai készségiink alapjan
altalaban el tudjuk doénteni egy definicié korrektségét, de némelykor kifejezetten
indokolnunk kell, hogy helyes a meghatarozas.

A definicié fogalma mar egyértelmiien elvezet a deduktiv targyalas legalapve-
tobb problém&jahoz. Mivel minden definidlas feltételez mar ismert fogalmakat,
ezért felvethetd a kérdés, hogy mi van a “kezdd”, “kiindulé” fogalmakkal, amelyek
definidlhatatlanok, mivel nem vezethetOk vissza méar meghatérozott fogalmakra.

Gondoljunk példdul a geometria alapfogalmaira. Az alapvetd objektumokat:
“sik”, “egyenes”, “pont”; és a kiindulé reldcidkat: “illeszkedés” (pont rajta van
az egyenesen), “metszés” (két egyenesnek van kozos pontja), stb., nem tudjuk
definidlni. Megfogalmazunk viszont az alapfogalmak és relaciék neveivel allita-
sokat, amiket igaznak fogadunk el. Ezeket az allitdsokat axiémaknak nevezziik.
Példaul két ilyen allitas:

Két kiilonbozo pont pontosan egy egyenesre illeszkedik .

Az axiomatikus kiindulé allitasok voltaképpen tetszélegesek, de a megfogal-
mazasukban azért alapvetd szerepe van a tapasztaldsnak. Az egyenes geome-
triai fogalma a természetben tapasztalt, vagy altalunk rajzolt “egyenes darabok”
elvonatkoztatasabol ered.

Az axiémédk nem bizonyitott &llitasok, nem definidlt fogalmakkal, ezért jo-
gosan megkérdezhetd, hogy mi értelme van ilyeneket kimondani. Mondhatnak
ezek egyaltalan valamit? Erre, meglepd mdédon kénnyt valaszolni. Feltétleniil ad-
nak valamit, mert ezek utan mar nem mondhatunk barmit a fogalmakra, példaul
a geometrai esetben nem allithatjuk azt, hogy két kiillonb6z6 pontra két kiilonbozé
egyenes illeszkedik.

Az a helyzet, hogy ha a nem meghatdrozott nevekkel kimondott &llitdsok
egy rendszerét igaznak koveteljik meg, akkor az mar egy hatdrozott megkotést
— mondhatnéank: valamilyen szokatlan formadji definiciét — ad a szébanforgd
szavaknak. Az axiomarendszer megadasa utan a kiindulé nevekkel 1j fogalmakat
tudunk meghatarozni, meg tudunk fogalmazni allitdsokat, amelyekrol megkérdez-
hetjik, hogy igazak-e vagy hamisak-e. fgy pontosan felépithet6 egy deduktiv tu-
domanyos teriilet, példaul a geometria.

Az axiomatikus modszer felfedezése a tudoméany torténetének taldn a leg-
fontosabb felfedezése. Az alapvetd tudomaényos felfedezések a torténelem soran
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a kiillonb6z6 kulturakban rendszerint parhuzamosan keletkeztek vagy legaldbbis
vetSdtek fel. Erdekes, hogy az axiomatikus médszer sziiletése egyetlen kulttirkor-
hoz kapcsolhatd. Szinte csaknem teljesen “kész” éllapotban jelenik meg Krisz-
tus el6tt 300 koril a klasszikus gordg tudomanyban. A mar emlitett logika tu-
doméanyanak a felfedezése sem el6zi meg. Tudomadany-torténészek szerint a logika
az axiomatikus modszer kielemzésével sziiletett és a targyalds is az axiomatikus
mobdszert koveti.

Meg kell fontolnunk, hogy az axiéma milyen viszonyban van a valdsidg megis-
merésével. Azt hihetnénk, hogy az axidmdak a “valésdgra” vonatkozé legaltalano-
sabb, legelemibb igazsagok. Az nem tagadhatd, hogy a valésag szemlélete szerepet
jatszik a megfogalmazasukban, de nem helyes, ha valamilyen kiindulé abszolut
igazsdgoknak tartjuk Oket.

Gondoljunk csak a geometridra, amiben el6szor vetédott fel az, hogy egyes
axiomakat kétségbe vonjanak — példaul az el6z6ekben felirt parhuzamossagi axi-
om&at — és kiilonféle, egymdasnak ellentmondé geometriat épitsenek fel. Az a
kérdés, hogy melyik geometria a valdsdgos tér geometridja, nem matematikai
kérdésfeltevés.

Egy matematikai elmélet korrekt, ha ellentmondéastél mentes axiémarendszer
a kiindul6 pontja. Az “igazsdg” a matematika (és mds axiomatikus elmélet)
allitdsainak a tulajdonsdga, nem a valdsigra vonatkozé allitasoké. A tudomaéany-
elméletben a valésdgra vonatkozé éllitdsokra az “érvényesség” (alkalmazhatdsdg)
kategérigjat hasznaljdk az “igazsag” kategéridja helyett. A matematika nem kivan
a valdsig egyetlen szeletérdl sem érvényes allitasokat mondani, csak ellentmon-
déstol mentes elméleteket épit fel, amelyek a szaktudoményok szdmara egzakt
nyelveket adnak.

Az axiomatikus moédszer nem a matematika privilégiuma. A tizenhetedik
szazadban széles korben megindult a klasszikus gorog tudomany ujra valé felfede-
zése, és ekkor az axiomatikus mddszer a tudoméanyos targyalds egyetlen mintéja
lett. Filozéfusok prébéltak axiomatikus filozéfiai elméleteket felépiteni, és a fizika
nagy elindulasa mar ilyen elvek szerint tortént.

Ma mar sok tudomaény, ilyen vagy olyan fokban, axiomatikus targyaldsi médot
kovet. Ez tobbé-kevésbé megegyezik a matematika felhasznaldsanak a fokdval.
Egy tudomény egzaktsaga az axiomatikus szemlélettel azonosithatd. Az egyes
tudoméanyok egzaktsagi foka kiilonboz6, és ami szamunkra lényeges megallapitas:
a kozgazdasdgtan mar axiomatikus tudoménynak tekinthetd.

Maga az axiomatikus modszer 6nmagaban is vizsgédlatra szorul. Ezzel a meg-
felel6 matematika alapjait vizsgalé diszciplina foglakozik.

Az axiomatikus mddszer nagyon pontos targyalast tesz lehet6vé, de ez nem
teszi feleslegessé, s6t abszolute igényli a “szemléletes” latdsmod felhaszndlasat.
Enélkiil olyan szaraz és megjegyezhetetlen lenne a targyalds, hogy tanulhatatlan
lenne. A kutaté matematikus munkajéban is dontd szerepe van a “szemléletes
fantazidlasnak”. Ezt a praktikus elvet mi is igyeksziink hasznositani.

Fontos dolog még, hogy — noha a matematika onmagukban zart elméleteket
épit fel — nagyon sokat segit a fogalmak és tételek elsajatitasaban az, ha a szak-
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tudoméanyos alkalmazasokban vald szerepiiket megismerjik. Erre hangsulyozott
figyelmet forditunk, els6sorban a kozgazdasagtanra koncentralva.

A matematikai szaknyelv

Minden tudomény szakmai nyelve kiilonbozik valamilyen mértékben a megszo-
kott hétkoznapi nyelvtol. Nem a specidlis jelentésii szakmai szavakra gondolunk
itt, ami természetes, hanem arra, hogy a mondatok szerkesztése is eltéro, illetve
bizonyos specidlis mondatszerkezetek gyakorta szerepelnek. Ezeket folyamatosan
elsajatitjuk, hiszen jorésziiket mar a kozépiskolaban megtanultuk.

Az egyes jelolésekrol a megfelel§ helyeken szélunk. Az dltaldanos elviink az lesz,
hogy nem ragaszkodunk mereven egyetlen jeloléshez még akkor sem, ha a legjobb-
nak tartjuk. A matematikai jel6lésekben, mint minden tudomény szaknyelvében,
nagy szerepe van a hagyoméanynak, ami nem mindig eléggé helyes, de gy célszerii
hasznélni a jeloléseket, ahogyan az altaldban, a jelenlegi torténelmi idépontban
altalanos szokas.

A matematika nyelve megalkothat6 lenne 1gy is, hogy szigorian egyértelmii
legyen és ne haszndaljon hétkoznapi fordulatokat. Ez a mddszer azonban teljesen
alkalmatlan lenne mind az oktatdshoz mind a kutatdshoz. Ennek elsésorban az
az oka, hogy a matematika sem nélkiilozheti a fogalmak és tételek korili “mag-
yarazkodast”, az olyan értelmezéseket, amelyek szemléletileg kozelebb hozzdk az
olvasdéhoz a dolgokat. Egy sikeres mondat sokszor nagyon sokat segithet egy foga-
lom vagy &llitds megértetésében. Egy tankonyv (és minden mads) irdsa kiizdelem
a helyes és célszerii nyelvi kifejezésekért.

Van azonban egy problémakér, ami nagyon szigortian pontos leirdsat kivanja
meg a matematikanak: a matematika alapjainak a kérdéseit kutaté matematikai
logika. Ezzel most nem kivanunk foglalkozni, de el kell mondanunk, hogy bizonyos
logikai jelolések és leirasi formak — kizardlag csak a tomorebb irdsméd kedvéért
— mar bekeriiltek a kozonséges matematikai szaknyelvbe is.

Jeloljenek a tovabbiakban az A és B betiik allitdsokat, amelyek vagy igazak
vagy nem igazak (hamisak). Az 4llitdsokbdl ijabb allitdsokat lehet késziteni a
logikai miiveletekkel. Négy miveletet fogunk hasznalni némelykor a leirasokban:

Az “és” MUVELET. Az “A és B” 4llitds pontosan akkor igaz, ha mind az A mind
a B allitasok igazak. Mi a koznyelvi kapcsolatnak megfelel “és” miiveleti
jelet részesitjiik elényben, de szokas példaul az “V” miveleti jel is.

Az “vagy”MUVELETI JEL. Az “A vagy B” 4llitds pontosan akkor igaz, ha az A
és B koziil legalabb az egyik igaz. Itt is van eltéré jelolés, az “A” miiveleti
jel. Szigoruan kiilonboztessiikk meg ezt a “vagy” miiveletet a “kizarélagos
vagy”-tol: akkor igaz, ha pontosan az egyik igaz az A és B allitas koziil.

Az = MUVELET. Az “A = B” 4llitds pontosan akkor igaz, ha az A &llitdsbdl
kovetkezik a B allitas.
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Az & MUVELET. Az “A & B” 4llitds akkor igaz, ha az A és B 4llitdsok ekvi-
valensek, azaz egyik kovetkezik a masikbdl.

Két logikai szimbdlumot hasznalunk még a “minden” jelentési “V” és a “létezik”
jelentésti “4” szimbdlumokat. Ezeket mindig egy allitas elején szerepeltetjiik, és
az allitasok valtozdira vonatkoznak, példaul a halmazelméletbol véve egy példat a

Vre A Jye B =y

allitds akkor igaz, ha A C B. Fontos megjegyezniink, hogy egy ilyen allitds
tagadasa — amire a “—” jel hasznalatos — gy torténik, hogy a minden és létezik
jelek megfordulnak, és tagadjuk a mogottiik allé allitast:

(Vzxe A Jye B rz=y)=3x€AVYyeB (z#y).

Végezetiil — mivel a matematika gyakran haszndlja a gorog betiiket — ezért leirjuk

a a legfontosabbakat:

Kis GOROG BETUK

« | alfa 8 | béta 5y gamma
6 | delta € € | epszilon ¢ dzeta

n | éta 0 ¢ | théta K kappa
A | lambda L | mi v ni

& | kszi T pi p ré

o | szigma T tau ¢ ¢ | fi

x | khi ¥ | pszi w omega

A g0Orog nagybetiik tobbsége er6sen hasonlit a latin nagybetiikre, ezért azok
koziil kevés hasznalatos:

I' | gamma || A | delta || © | theta
A | lambda || = | kszi IT | pi
3 | szigma || © | fi U | pszi

Régebben a nagy gét betiik is hasznalatosak voltak, de ma mér csak a matema-
tika specialis fejezeteiben lehet veliik taldlkozni. A halmazelméletben hasznalatos
még a megszamlilhatéan végtelen szamossag jelolésére a héber alef betti nullaval
indexelve: V.
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1.2 Bevezetés, alapfogalmak

1.2.1 Bevezetés

Ami a halmazok hétkoéznapi hasznalatéat illeti, ldtszdlag nagyon konnyen tudunk
példat mondani halmazokra: ezen teremben 1évo hallgatdk Gsszessége; az eurdpai
orszagok halmaza, stb. . Ezek a példak azonban éppen gy nem matematikai
halmazok, mint ahogyan a vonalzé éle nem egy geometriai egyenes.

Megkisérelhetnénk definialni is a halmaz fogalmét, ez azonban nem lehetséges,
mivel a matematikai halmaz fogalma a matematika tudomanyanak a “legels6”
alapfogalma, éppen ezért méas matematikai fogalmakra nem vezetheté vissza, és
most az elején, még matematikai példa sem mondhaté ra. Az axiomatikus tér-
gyalds szdméra azonban a mondottak nem jelentenek gondot. A halmazelmélet
axiomai pontosan olyan &llitasok, amelyek megmondjdk, hogy miként lehet 1j hal-
mazt alkotni mar meglévé halmazokbdl, és igy példaul definidlhaté a természetes
szamok halmaza, valds szdmok halmaza, és minden egyéb olyan objektum, ami
matematikai vizsgalat targya.

Nagyon faradsdgos — és egy nem specifikusan az axiomatikus halmazelmélet
irant érdekl6dé szaméra nem sokat nyujté — munka lenne az axiomatikus hal-
mazelmélet felépitése, amire nem is vallalkozunk. Ahogyan az elészéban is mond-
tuk, “naiv” halmazelméletet fogunk adni, de toreksziink a lehetséges pontossagra.
Kezdjik el6szor is azzal, hogy egy halmazt k6zonséges modon a kovetkezoképpen
adhatunk meg:

Jeloljon a T egy tulajdonsigot, és a megfelel6 T'(x) &llité mondat legyen igaz, ha
az x rendelkezik a T tulajdonsdggal, és hamis, ha nem. Ekkor a T tulajdonsaggal
rendelkez6 dolgok Osszességét az

{z: T(x)} (1.1)
moédon jeldljiik. Olvasva:
A T tulajdonsaggal rendelkezé dolgok Gsszessége.
vagy:
Azon x elemek Gsszessége, amelyek rendelkeznek a T tulajdonsdggal.

Ezekutan azt, hogy egy y objektum rendelkezik a T tulajdonsaggal igy is meg-
mondhatjuk: benne van az {x : T'(z)} Osszességben, amit forméalisan

y e {z:T(x)}

médon {runk, és {gy olvassuk: az y eleme a {z : T'(z)} Osszességnek.

A T tulajdonsag helyett azt is mondhatndnk, hogy van egy T'(z) kijelenté mon-
dat, ami bizonyos x alanyokra igaz, bizonyosakra pedig nem, és a {z : T'(z)} hal-
maz azon z elemekbél 4ll, amelyekre a T'(z) mondat igaz. Ezzel elkeriilhetnénk a
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“tulajdonsag” fogalom hasznalatat. Eszre kell venni, hogy a leirt halmaz-megadasi
mod nagyvonali, hiszen sem a “tulajdonsdg”, sem a “mondat” nem pontosan
értelmezett fogalmak. Ennek ellenére az el6z6 naiv gondolatmenetben szerepel a
halmazelmélet minden alapfogalma. Ezekutan mar csak pontosan ki kellene mon-
dani a halmazelmélet axiémait, és azutan deduktiv médon felépiteni a matematika
épiiletét. A kovetkez6 alpontban pontositjuk az alapfogalmakat és a kiindulast, de
az axiomatikus targyaldst nem eréltetjik.

1.2.2 A halmazelmélet alapfogalmai

A halmazelméletnek csak két alapfogalma van, amiket egy definiciéban régzitiink.
Ez azonban nem lesz igazi definicié, hiszen olyan fogalmakrdl van sz, amelyek
kiindulbak, ezért nem vezethetdk vissza mas fogalmakra, ahogyan egy definici6tol
elvarnank. Tekintsiik ezért ezt csupan a kiinduld elnevezések felsorolasanak.

Definicié 1 (A halmazelmélet kiindulé fogalmai) A halmazelmélet alapvetd ob-
jektuma a halmaz, amire ezen kivil nagyon sokféle azonos értelmi szo haszndlatos:
elem, dsszesség, pont, tér, rendszer, stb. .

A masik alapfogalom eqy, halmazok kozotti reldcid, az elemének lenni, amit az
“e” jellel jelolink. A “€” reldcio tagaddsdnak a jelolésére az “¢” haszndlatos.

A halmazra azért sziikséges a véltozatos szOhasznélat, mert olyan sokszor keriil
el6 valamilyen forméban a fogalom (voltaképpen minden matematikai fogalom
halmaz), hogy egyetlen elnevezéshez val6 ragaszkodds rendkiviili mértékben atte-
kinthetetlenné tenné a stilust.

Taldn meglepetést okoz az, hogy az “elemet” is a “halmazzal” azonos jelen-
téstinek vessziik. Ez azonban valéban igy helyes, mert a halmazelméletben csak
egyetlen objektum van: a halmaz. Az a hétkoznapi ismeretben dltaldnos szokas,
hogy az elemet és halmazt kiilonb6z6 objektumnak fogjék fel, abbdl ered, hogy
az elemének lenni relacié nem szimmetrikus azaz az x € a és a € x relacidk nem
ekvivalensek. Emiatt az “elemének lenni” relacié baloldalan 1évé halmazt elemnek
szokés mondani. A “pont” szinonima is akkor hasznalatos, ha az “elemének lenni”
relacio baloldalan szerepel.

Hasznos jelolési szokas, hogy az “€” relacié baloldalara “kisebb rangd” betiit
irunk: @ € X, D € ‘H. Ez jél mutatja azt a hierarchiat, ami a halmazok és elemeik
kozott van.

A halmazokat néha az u. n. Venn-diagramokon szokés szemléltetni, ahogyan
azt a késObbiekben néhanyszor mi is tenni fogjuk. Ez nagyon hasznos lehet, de
olyan vizualis, hogy elfedi a sokkal absztraktabb hatteret, ezért bizonyitdsra semmi
esetre se hasznaljuk, csak illusztralasra.

Most pedig, habir nem kivanunk axiomatikusan pontosak lenni, de az els6 két
axiomat — definiciéban régzitve — pontosan kimondjuk:

Definicié 2 (Azonossagi axiéma) Két halmaz pontosan akkor egyenld (azonos),
ha az elemeik megegyeznek.



8 1. Halmazelmélet

A definicié réviden szdlva azt mondja, hogy egy halmazt az elemei pontosan
meghatdrozzak. Formalisan is megfogalmazva az egyenloség feltételét:

A=DB <— [(x€A:>x€B) és (xGB:>x€A)].

Definicié 3 (Halmazmegaddsi axiéma) Egy X halmaz és T(z), (z € X) tulaj-
donsdg esetén van olyan A halmaz, amelyhez pontosan azon elemei tartoznak az
X -nek, amelyek kielégitik o T(x) tulajdonsdgot. Az A halmaz formdlis jelolése:

{reX :T(x)} wvagy {zeX|T(x)}

Vegyiik észre, hogy a bevezetésben mondott (1.1) kevésbé pontos halmaz-meg-
adasi médtol csak annyiban kiillénbozik a definicié, hogy egy adott — de tetszoleges
— halmaz elemeinek a T tulajdonsagu elemeit vessziikk. Ez a kiilonbség azon-
ban nagyon lényeges, mert kizarja azt, hogy ellentmondas keletkezzék, ami a a
bevezetés naiv megadasi mddja mellett nem keriilhetd el. Ezt a kiegészitésben
részletezziik.

Egy halmazt esetleg felsoroldssal is megadhatunk, példaul: {1,2,3}. Beldthaté
lenne, hogy ez visszavezetheto a tulajdonsaggal valé megadasi modra.

A T(z) tulajdonsig egy x-et tartalmazé allitds, ami az = bizonyos értékeire
igaz, bizonyosakra pedig hamis. Az &llitast a logikai jelekkel és a halmazelmélet
alapfogalmaival lehet megfogalmazni, és ha mar vannak — végiil is a halmazelmé-
let alapfogalmaibdl felépitett — matematikai fogalmaink, akkor azok is szerepel-
hetnek. A matematikai fogalmaknak a halmazelmélet fogalmaibdl vals felépitését
nem fogjuk elvégezni, de a kiegészit6 részben majd szerepel a természetes szamok
bevezetésének a véazolasa. Tovabbi érdekes példat nyujt erre a szamfogalmak
(egész, raciondlis, valés) felépitése, amit egy mas anyag tartalmaz.

A mondottak ellenére a targyalds soran olyan példakat is fogunk mondani, ame-
lyek olyan fogalmakat hasznalnak, amik csak a késobbiekben keriilnek bevezetésre
(valés szdmok, stb.). Ezt azért célszer(l tenniink, mert a halmazelmélet fogal-
mai és tételei annyira elvontak, hogy feltétleniil sziikséges konkrétabb példakkal
segiteni az elsajatitasat. Olyan targyalds, amely szigorian lineiris menetben adja
az ismereteket, csak elméletileg létezik még a matematikaban is, és az oktatasban
kovethetetlen.

A definidlt halmaz megaddsi médnak két fontos kovetkezménye van.

Allitas 4 (Nincs univerzum) Tetszbleges A halmazhoz létezik olyan B halmaz,
amelyik nem eleme az A halmaznak.

Misként fogalmazva:
Az az objektum, ami minden halmazt tartalmaz nem lehet halmaz.
vagy még mas mbdon:

Nincs olyan halmaz, amelyik minden halmazt tartalmazna.
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Eleinte azt gondoltak, hogy ilyen van, és univerzumnak nevezték el, ami aztan el-
lentmonddshoz is vezetett. A 3. definicié (axiéma) kizérja az univerzum létezését,
és megsziintet bizonyos ellentmondéasokat.

Bizonyitds. A halmazmegadési axiéma alapjén vehetjiik a
B={zcA:xgx} (1.2)

halmazt. Megmutatjuk, hogy a B halmaz nem eleme az A halmaznak, amivel az
allitast nyilvanvaléan belatjuk.
Tegyiik fel — allitdasunkkal ellentétben — hogy

Be A, (1.3)
és megmutatjuk, hogy ez ellentmondashoz vezet. Nyilvanvald, hogy a
B e B, B¢ B

allitdsoknak pontosan az egyike igaz, és igy — ha az (1.3) alatti &llitds igaz — a
kovetkez6 két allitas egyikének teljesiilnie kellene:

1) BeAé BeB 2) BeAés B¢B.

1) A B € B reldcié a (1.2) definicié szerint azt jelenti, hogy B € A és B ¢ B,
ami ellentétben van a B € B éllitdssal, tehat az 1) nem teljestilhet.

2) A 2) alatti reldcidk (1.2) definicié szerint pontosan azt jelentik, hogy B € B,
ami ellentétben van a 2)-vel, tehét a 2) sem teljesiilhet.

Mivel sem az 1) sem a 2) nem igaz, ezért a (1.3) dllitds nem allhat fenn. O

Allitas 5 (Az iires halmaz létezése) Ha létezik halmaz, akkor létezik olyan hal-
maz, amelynek nincs eleme. Ezt iires halmaznak nevezzik, és 0-vel jelolyik.

Ne lep6djiink meg azon, hogy fel kellett tenni az allitdsban azt, hogy létezik
halmaz, de latni fogjuk a bizonyitdsban, hogy ez sziikséges. Egyébként a hal-
mazelméletben halmaz létezését vagy kiilon fel kell tenni, vagy mas axiémaval kell
biztositani, példaul lehetne: Létezik az tires halmaz. Erre most nem tériink ki.

Bizonyitas. Jelolje A a feltevés szerint létez6 halmazt. A halmazmegaddasi axioma-
ban vegyiik a T(x) = (x # z) allitast. Igy az {x € A : © # x} objektum helyesen
megadott halmaz, és nyilvanvaléan nincs eleme, hiszen minden z-re x = . O

Ezzel befejeztiik a halmazelmélet alapfogalmai korili vizsgalatainkat, és a ko-
vetkezOkben célratoréen — kevésbé torédve az elvi alapokkal — gy tar-gyaljuk
a halmazelméletet, ahogyan azt egy — a matematikai analizissel foglalkozd —
matematikusnak, kézgazdasznak tudnia kell.
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1.3 Halmazok kozotti muiveletek

A bevezetésben szemléletesen behozott két alapfogalom — a halmaz, az elemének
lenni — fogalmakbdl kiindulva, a halmaz megaddsi mddjinak a segitségével most
tovabbi fogalmakat vezetiink be. Kezdjiik a “Részének lenni” viszonynak, és a
hozzé kapcsolédo elnevezéseknek a definidlasaval:

Definicié 6 (Tartalmazas, részhalmaz) Ha eqy A halmaz minden eleme eleme a
B halmaznak is, akkor azt mondjuk, hogy az A halmaz részhalmaza (része) a B
halmaznak — jelolésben: A C B —. Formdlisan:

ACB <= (z€A=z€B).

Valamely X halmaz részhalmazainak az 6sszességét — amit szintén halmaznak
tekintiink — a tovdbbiakban P(X)-szel fogjuk jeldlni, de szokdsos még a 2% jelélés
18.

Az A C B viszonyra ezt is szokds mondani: Az A szitkebb mint a B, illetve a
B bévebb, mint az A.

Ha az A C B és A # B, azaz az A minden eleme eleme a B-nek és a B-nek
van olyan eleme, ami nem eleme az A-nak, akkor azt mondjuk, hogy az A valddi
része a B halmaznak. Haszndlatos még ebben az esetben: Az A szigorian sziikebb
a B-nél, illetve a B szigorian bévebb az A-nal. A szigori tartalmazds jelolése:

A C B illetve B D A.

Azonnal lathato, hogy a “C” tartalmazas viszony rendelkezik a kdvetkezd
allitasban felsorolt tulajdonsagokkal.

Allitas 7 (Tartalmazas tulajdonsagai) A halmaz tartalmazds rendelkezik a ké-
vetkezd tulajdonsdgokkal.

(1) ACA, (reflexivités),
(2) (A CB ¢és BC A) — A=B (antiszimmetria),
(3) (A CB és BC C) = ACC, (tranzitivités).

A (2) tulajdonsdgot killonosen sokszor hasznaljuk, mert rendszerint ezen a
modon latjuk be két halmaz egyenléségét: megmutatjuk, hogy az egyik része a
masiknak, és a mésik része az egyiknek.

Bizonyitds. Bizonyitdsra alig szorulnak, de azért leirjuk a révid indoklasokat:

Az (1) a halmazok egyenléségének az axiémdjabdl (2. definicié) nyilvdnvaléan
adddik, a (2) pedig megegyezik az emlitett definicidval.

A (3) igazoldsa: Ha x € A, akkor az A C B definicidja szerint « € B, és B C C
miatt ugyanezen okbdl kapjuk: = € C, és igy ismét a tartalmazas definicidja
szerint: A C C. O
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1.3.1 Halmazok unigja, metszete és komplementere

Definici6 8 (Halmazok unidja, metszete, kivondsa) Tetszdleges A, B halmazbdl
képezziik az

AuB ¥ {zr|xe€eA wvagy =z € B}, (1.4)
AnB ¥ {zr|x€eA és ze B}, (1.5)
A\B ¥ (z|ze€A é x¢B). (1.6)

halmazokat.

Az AU B halmazt az A és B halmazok unidjdnak (egyesitésének), az AN B
halmazt pedig az A és B metszetének (kozds részének) szokds nevezni. Az A\ B
halmaz elnevezése: az A és B halmazok kiilonbsége.

Ha az AN B halmaz tires, akkor az A és B halmazokat diszjunktnak mondjuk.
Halmazok egy rendszerét pdronként diszjunktnak nevezzik, ha bdrmely két benne
lévd halmaz diszjunkt.

A miiveletek a bevezetésben is emlitett Venn-diagramokon jol szemléltethet&ek:
1.1.-1.2. abrdk. Altaldban hasznos, ha a definiciékat szavakban is megfogalmaz-
zuk, mert ez segiti a megértést és a memorizalast.

Ha egy rogzitett X halmaz részhalmazait tekintjiik, akkor az X és A C X
halmazok kiilonbségére kiilon elnevezést vezetiink be:

Definicié 9 (Részhalmaz komplementere) Legyen A C X. Ekkor az X \ A, hal-
maz jelolésére az A€ szimbdlumot is haszndljuk, és az A részhalmaz X -re vonatkozo
komplementerének, réviden: komplementerének mondjuk.

A komplementer képzés ezek szerint egy X rogzitett de tetszéleges halmaz
részhalmazaira definidlt operacié, ami egy részhalmazhoz egy masik részhalmazt
rendel. Az A€ jelolés csak akkor egyértelmii, ha kozben tudjuk, hogy van egy X
kiindul6 halmaz, aminek az A halmazt részhalmazanak tekintjik.

A P

Az A és B unidja: a valamilyen
mdédon pontozott rész.

Az A és B metszete: a dupldn
pontozott rész.

“B
1.1. dbra: Két halmaz unidjanak és metszetének a szemléltetése.

Most el6szor megnézziik, hogy milyen tulajdonsagokkal rendelkeznek a metszet,
unié miiveletek és a komplementer képzés. A tulajdonsigok rendszerezésénél az
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algebrai strukturdkndl hasznélatos fogalmak vezethetnek benniinket. A miiveletek
tulajdonsdgait egy adott halmaz részhalmazainak a P(X) Osszességére fogalmaz-
zuk meg, de ez nem jelent megszoritast, mert az X halmaznak mindig vehetiink
valamilyen halmazt, példaul az azonossidgban szerepl6 halmazok unidjat.

Allitas 10 (Metszet, unié és komplementer tulajdonsagai) Legyenek A, B, C
az X halmaz részhalmazai. FEkkor a metszet, unio és komplementer miveletek
teljesitik a kovetkezd azonossdgokat.

(1) Kommutativitds: AUB=BUA ¢é ANB=BnNA.
(2) Asszociativitds:

AU(BUC)=(AUB)UC é AN(BNC)=(ANB)NC.

(3) Idempotencia: AUA=A4 é ANnA=A
(4) Disztributivitds:

(AUB)NC=(ANnC)Uu(BNnC) és (ANB)UC=(AUuC)Nn(BUCQC).

) AUup=A és  AND=0.
) AuX =X és ANX =A.
7) AUA =X és ANAc=10.
) deMorgan azonossdgok: (AUB)°=A°NB° és (ANB)°=A°UB°".
) ACB =— B°CA-.
(10) (A°)° = A.

Bizonyitas. Az (1), (3), (5), (6), (7), (9) és (10) tulajdonsdgok nyilvdnvaléak vagy
nagyon kénnyen indokolhatdék. Az asszociativitds és disztributivitds igazoldsa egy-
szerli, de hosszadalmas. Azt a mér emlitett utat kovetjiik, hogy beldtjuk: a
megfelel6 azonossig baloldala része a jobboldalnak, és a jobboldal része a baloldal-
nak. Hasznos, ha a bizonyitdsok folyamatdt a Venn-diagramokon is kovetjiik.
(2): Léssuk el8szor az unid asszociativitdsat. A kovetkezd ekvivalencia sorozat
igazolja az azonossdgot: z € (AUB)UC & a € AUBvagyax € C &
(r € Avagyx € B)vagyx € C & x € Avagyx € Bvagyx € C & x €
A vagy (x € B vagy z € C)

Ha az el6z6 ekvivalencia sorozatban a “vagy” helyére “és” miiveletet helyette-
sitiink, akkor adddik a metszet asszociativitasa.
(4): Az els6 disztributivitast latjuk be, a masik hasonldéan igazolhats. A
kovetkezd implikdcié sorozat adja az igazoldst: © € (AUB)NC < (z €
Avagyx € B)ésax € C & (x € Aésax € C)vagy (x € Bésax € C) &
ze(ANC)U(BN(O).

4



1.3. Halmazok kozotti miiveletek 13

(8): A kovetkezd ekvivalencia sorozatbdl: z € (AUB)® & ¢ AUB & z ¢
Aésx ¢ B & x€ A°ésx € BC & x € A°N BC. O

Az asszociativitas kiilondsen fontos tulajdonsag, mert az teszi lehetévé a mi-
velet tobb elemre vald kiterjesztését. Aszerint ugyanis az A N B N C harom tagi
miivelet kiszdmoldsa akdr az A N (B N C), akdr pedig az (A N B) N C médon
megtorténhet, ezért egyértelmiien definidltnak tekinthetd. Igy tetszOleges véges
szamu tagra kiterjesztheték a miiveletek teljes indukcid segitségével.

Szembedtls az, hogy az azonossigok “parban” teljesiilnek. A pédrok képzési
szabdlya:

Cseréld fel az unio és metszet jeleket, és vedd mindegyik halmaz
komplementerét.

Ez els6 pillantasra nem latszik teljesiilni az els6é 6t azonossagban, de tartalmilag
mindegyikre helyes az elv, amit az (1) kommutativitdsra meg is mutatunk.
Az unié kommutativitdsabdl az elvet kovetve azt kapjuk, hogy

A°N B¢ = B°n A“. (1.7)

Vegyiik figyelembe, hogy ha az A és B halmazok tetszdleges részhalmazai az X hal-
maznak, akkor az A° és B¢ komplementerek is azok, és igy a (1.7) azonossig pon-
tosan azt jelenti, hogy a metszet mfivelet kommutativ, tehat igaz az (1) azonossag-
par masodik azonossaga is, ha az els6 igaz.

Arra a tényre, hogy az X halmaz részhalmazainak a P(X) rendszere kielégiti
az el6z6 tételben szerepld tulajdonsdgokat, azt mondjuk, hogy a P(X) a metszet
és unié miiveletekkel Boole-algebrdt alkot.

A miiveletek tulajdonsagai alapjan “szamolni” tudunk a halmazokkal, de meg
kell mondani, hogy ez a szdmolds meglehet&sen sajatsagos és szokatlan. Ha ebben
a strukturdaban be kell latni egy azonossagot, akkor kétféle ut kindlkozik:

1) Szdmolunk a halmazalgebra 10. tételben felsorolt szabalyai szerint.

2) Kozvetleniil a halmazok azonossiginak a definiciéjat alkalmazva, megmu-
tatjuk: Ha egy x eleme a bizonyitandé azonossiag egyik oldalanak, akkor eleme
a masiknak is.

A tétel bizonyitdsdban természetesen a mésodik mdédszert alkalmaztuk, most
pedig egy példat mutatunk halmaz algebrdban valé szamolasra, de altalaban fe-
lesleges ezt eréltetni, mert a 2) alatti mddszer rendszerint célravezetSbb.

Példa 1.1 Mutassuk meg, hogy

(ANB®)U(A°NB) = (AUB) N (AN B)".

Megoldds. A disztributivitas alapjan

(ANBY)U(A°NB) = (AU(A°NB)) N (B°U(A°NB)).
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A jobboldal elsd tagja a disztributivitds és a tétel (7) és (5) azonosséga felhaszna-
laséval

AU(A°NB)=(AUA)N(AUB)=XnN(AUB)=AUB.
A jobboldal mésodik tagja hasonlé atalakitdssal, a deMorgan azonossdgot is alka-
lmazva:
B°U(A°NB)=(B°UA)N(B°UB)=(B°UA°)NX =
= B°UA°= (AN B)“.
Osszefoglalva az el6z0 eredményeket, adodik, hogy

(ANB®)U(A°NB) = (AUB) N (AN B)".

Az A\ B kiilonbség: az A egysz-
eresen pontozott része.

Az A A B szimmetrikus differ-
encia: az egyszeresen pontozott

B rész.

1.2. dbra: Két halmaz kiilonbsége és szimmetrikus differencidja.

1.3.2 Halmazok szimmetrikus differenciaja

Ebben az alpontban egy tovabbi — kevésbé kozismert, de igen fontos — halmazok
kozotti miveletet vezetlink be:

Definicié 11 (Szimmetrikus differencia) Két A és B halmaz szimmetrikus diffe-
rencidja azon elemekbdl dll, amelyek elemei az A vagy B halmazoknak, de nem
elemei mindkettének. Formdlisan — a “A” miuveleti jelet haszndlva — :

AABY (AUB)\(ANB)=(A\B)U(B\ A).
A definicié helyességéhez igazolni kell, hogy
(AUB)\ (AN B)=(A\ B)U(B\ A).
Az A\ B = AN B° azonossig alapjidn kiindulva, majd pedig az 1.1. példa
azonossagat hasznélva azt kapjuk, hogy
(A\B)U(B\A) = (ANBYU(A°NB)=(AUB)N(ANB)° =
= (AUB)\ (ANB).

A szimmetrikus differencia miiveletet az 1.2. abréan illusztréljuk, s a tulajdonsé-
gainak a vizsgalatat a gyakorlatokra hagyjuk.
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1.4 Halmazok szorzata, relaciok

1.4.1 Halmazok szorzata

Az el6zbekben lattuk, hogy a halmazmiiveletek segitségével halmazokbdl tjabb
halmazokat lehet megadni. Most is azt tessziik, hogy halmazokbdl djabb halma-
zokat allitunk eld.

Illusztralva a bevezetendd fogalom fontossagat, emlékeztetiink arra, hogy Des-
cartes nevéhez fiiz6dik a kovetkezo nevezetes felfedezés. Ha a sik pontjaihoz ko-
ordinatakat — valds szdmparokat — rendeliink, akkor a geometriai alakzatok vizs-
galata szamparok algebrai, analizisbeli tanulményozasara vezet. Ez az észrevétel
azért jelentOs, mert igy az algebra és analizis jol kidolgozott eszkoztara a geome-
trial kutatasok szolgdlataba allithaté. Erre a torténeti érdemre vald tekintettel
halmazok Descartes-szorzatanak nevezték el a kovetkezo fogalmat:

Definicié 12 (Két Halmaz szorzata) Az A és B halmazok szorzatdnak (Descar-
tes-szorzatanak) nevezzik — A x B mddon jeloljik, és “A kereszt B”-nek mondjuk
— a halmazok elemeibdl alkotott

(a,b) acA é beB

rendezett parok halmazdt, formalisan:

AxBY{(a,b)|ac A é beB).
Ha két azonos halmazrol van szd, akkor az Ax A halmazra az A? jelélés is szokdsos,
aminek az olvasdsa: “A kettd”.

A halmazszorzat helyett Descartes-szorzatot is szokds mondani, de mi hacsak
nem feltétleniil sziikséges nem hasznaljuk a matematikusok neveit. A definicié
kiterjeszthetd tetszOleges véges szamu halmazra is és késébb majd végtelen sok
halmazra is kiterjesztjik:

Definicié 13 (Halmazok szorzata) A 12. definicidt dltaldnositva az Aq, ..., A,
halmazok szorzatdnak (Descartes-szorzatdnak) nevezzik az

Al XAQ X XAn déf{(aly-”aan):al EAI?"'7a’TL eAn}
halmazt. Ha A; = A minden i-re, akkor az A™ jelolést is haszndlhatjuk.

A legfontosabb példat akkor kapjuk, amikor a szorzat mindegyik tényezije a
valos szamok R halmaza, és a valés szamokbdl alkotott rendezett n-esek 6sszességét
kapjuk meg, amit R™ jelsl. Kiilonoson fontos az R? “sik”, amely — szemléletes
volta miatt — a legtobb illusztrativ példara nyujt lehetoséget.

Halmazok (Descartes-)szorzata természetesen ijabb halmaz, és semmiféle kii-
16n Gsszefiiggés, struktura sincsen az elemei kozott. Ha azonban valamilyen struk-
tira van a halmazokon, akkor annak a segitségével a szorzatukon is megadhatd
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valamilyen struktira. Példdul a valds szamok az Osszeaddsra nézve kommutativ,
asszociativ, nulla elemes és inverz (negativ) elemes struktira. Ha az R? szorzaton
egy szintén +-szal jelolt miiveletet az

(a,b) + (¢, d) def (a+c,c+d)

médon értelmeziink, akkor ezzel a miivelettel az R? halmazon az egész szamok
strukturdjaval azonos tulajdonsagi struktirat adtunk meg. Ez a gondolat igen
sokszor eléfordul a késébbiekben, mint hasznos struktiraépité médszer. Altaldnos
elvnek is tekinthetjiik: egy struktira vizsgdlataban mindig sorra kell keriilnie a
szorzatstruktiura vizsgalatanak.

1.4.2 Relacidk

A relécié fogalméanak a bevezetéséhez vegyilink egy el6zetes példdat: Ha az ebben
a teremben 1é6vé emberek halmaza az A, a B pedig egy édességeket arulé bolt
aruinak az Osszessége, akkor felvetheté az a kérdés, hogy ki szereti vagy nem
szereti valamelyik édességet.

Mit is jelent ez formédlisabban? Ha az a € A egyed szereti b € B édességet,
akkor ezt azzal jellemezhetjiik, hogy az (a,b) parost kivessziik az Osszes lehetséges
parok A x B halmazabdl. Az ilyen médon kivett parosok halmazat — az egyedek
és az altaluk szeretett édességek parosait — jeloljik S-sel. fgy azt mondhatjuk,
hogy az S egyszertiien egy részhalmaza az A x B szorzatnak. Mivel a “szeretem ezt
az édességet” viszonyt (reldcidt) az S egyértelmiien jellemzi, ezért nem meglepd,
hogy egyszeriien ezt a halmazt nevezziik a megfelel6 relaciénak. Lassuk ezek utan
a pontos definiciét.

Definicié 14 (Bindris relacié) Legyenek X ésY tetszdleges halmazok. Az (X,Y)
halmazpdron értelmezett (bindris) reldcionak mondjuk az X XY szorzat egy tet-
szbleges R részhalmazdt. Azt, hogy egy (z,y) elempdros eleme az

RCX XY
reldcionak gy is mondjuk, hogy az x az R reldcioban van az y elemmel, és ezt
xRy

maodon is irjuk.
HaY = X, akkor az R C X x X = X? reldciét az X halmazon lévé (bindris)
reldcionak mondjuk.

Jegyezzik meg, hogy egy relacié halmaz, és az x Ry irdsméd ne zavarjon meg
benntinket. Ezen mindig csak azt értsiik, hogy (z,y) € R. A megelézd jelolés
onnan ered, hogy az a szokdsos a valds szamok két nevezetes relaciéjanak az
egyenlGségnek és az egyenlGtlenségnek az irdsanal.
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Felhivjuk a figyelmet arra, hogy egy relacié egy halmaz ugyan, de nem pusztan
az elemei hatdrozzak meg, hanem az is, hogy milyen halmazok szorzatanak a rész-
halmaza. Ezért is mondjuk igy: az R egy (X x Y)-bél valé — vagy rovidebben:
(X xY) — relécié.

A relécié fogalom altaldnosabban is megfogalmazhaté, de ezt nem gyakran
fogjuk hasznalni:

Definicié 15 (Relacidé) Legyenek az Xi,..., X, tetszdleges halmazok. Az Ay %
<o X Ay, szorzat egy R részhalmazdt (n-dris) reldcidnak nevezziik.

Ho X =Xy =--- = X, akkor és R C X", akkor azt mondjuk, hogy az R
n-dris reldcio az X halmazon.

Léassunk most néhany példat. El6szor — mint legklasszikusabb példat — a
valés szamok egyenléségét és egyenlotlenségét tekintsiik.

Példa 1.2 (Valés szamok egyenlésége) Az R wvalds szamokon vegyiik az egyenld-
ség “=7 reldacojdt, azaz

= ={(z,y) eR* :zx = y}.

Ne lep6djiink meg azon, hogy az “=" egyenlGség jel halmazt jelol, hiszen relacid,
tehat halmaz. Ennek a kovetkezd kozismert tulajdonsagai vannak: 1) (z,7) € R?,
azaz minden elem reldciéban van énmagédval. 2) Ha z =y, akkor y = z. 3) Ha
x =1y ésy =z akkor x = z. Az egyenl6ség reliciéjit — mint az R? sik egy
részhalmazat — az 1.3. abran szemléltetjiikk. A felrajzolasra gondolva a relaciét
megad6 halmazt — a jelen esetben: az {(z,z) : © € R} egyenest — a reldcié
grafjanak is szokas mondani, ami egy kicsit szészaporités, hiszen az maga a relacié

(1.3. ébra).

Példa 1.3 (Valés szamok egyenlétlensége) A wvalds szdmokon tekintsik az
< = {(zy) eR <y}
bindris reldcict.

A “nem nagyobb, mint” (“kisebb egyenld, mint” relaciénak a kévetkezd tula-
jdonsdgai vannak: 1) Minden z-re x < z. 2) Ha z < y és y < x, akkor & = y.
3) Haz <y ésy <z, akkor z < 2. Az egyenltlenség reldciéjat — mint az R? sik
egy részhalmazat — az 1.3. abrdn szemléltetjiik.

Mutassunk egy példat harmas reléciora is:
Példa 1.4 Vegyiik az R? szorzat kévetkezd reldcidjdt:

S={(z,y,2) ER*: 2 =z +y}.
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Az idg2 diagondlis z<y
azonossagi reldcio. [}
1 — — z— ...
I (z,2) (z, )
| u<w .
| |
T x

Az “<” relacid
grafja.

(u,u) (u,u)

1.3. dbra: Az “=" és “<” reldciok grafjai.

Az S relaciét ésszeri lett volna “+7 jellel jelolni, mivel egy harmas pontosan
akkor tartozik bele, ha a harmadik tag az els6 kettd Osszege.

Az el6z6 példakban azt taldltuk, hogy a fontos relacidknak vannak bizonyos
tulajdonsagaik. A kovetkez6 definicioban felsoroljuk a leggyakrabban hasznalt
reldcié tulajdonsagokat:

Definicié 16 (Rel4cié tulajdonsagok) Egy R C X x X = X? reldciéra a kivet-
kezd tulajdonsdgok elnevezését vezetjik be.

Reflexivitds. Rz, ((z,2) € X?) minden z € X elemre.
Irreflexivitas Az x Rx semmilyen x € X elemre sem teljesiil.
Szimmetricitds Az xRy teljestilése maga utdn vonja az y R x teljestlését.

Antiszimmetria Az xRy és y R x reliciok fenndlldsdbol kévetkezik az x© €s y el-
emek egyenldsége, az x = y;

Szigord antiszimmetria, aszimmetria Ha az xRy teljesil,akkor az yRx nem
teljestilhet.

Tranzitivitds Az x R y és y R z reliciok fenndlldsdbol kévetkezik az xR z tel-
jestilése.

Teljesség Minden x,y € X elempdrra az x Ry és y R x reldciok kozul legaldbb az
eqyik teljestil.

A kovetkezé definiciéban néhany fontos, specidlis relacié elnevezését adjuk meg.
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Definicié 17 (Komplett, iires, diagonalis relacidk) Az X halmazon értelmezett
0 C X2 reldcidt iires, az X? reldciét komplett, az {(x,z) : © € X} reldcidt pedig
diagonalis reldcionak vagy azonossagnak fogjuk nevezni, és az N\ x vagy idx jelolést
haszndljuk.

Nyilvanvaldak a kovetkezék: Az {ires relacié az 16. definicié valamennyi tulaj-
donsagat teljesiti, kivéve a reflexivitdst és a teljességet. A komplett relacié az
16. definicié valamennyi tulajdonsagaval rendelkezik, kivéve az irreflexivitast, an-
tiszimmetridt és szigoru antiszimmetridt. Az azonossdg reldciéja reflexiv, szim-
metrikus és tranzitiv és antiszimmetrikus.

A relacidk kozott miveleteket is tudunk definidlni a kévetkezék szerint:
Definicié 18 (Reldciék kompozicidja, inverze, komplementere) Legyenek X, Y

és Z tetszdleges halmazok. Az R C X XY ésS CY X Z reldacick kompozicidja —
amit S o R jelol — az alabbi X x Z-bdl vett reldcio:

SoRr Y (z,2)€EXxZ:FyeY (z,y) €R és(y,2) €S}
Az R C X xY reldcid inverzének mondjuk, és R™"-vel jeloljik az
RVE {(y,2) CY x X : (z,y) € R}
(Y x X)-b6l vald reldcidt.
Az R C X XY reldcié komplementerének (tagaddsdnak) mondjuk, és RE-vel
jelolyiik az
R {(2,y) C X x Y : (2,) € R}
(X x Y)-beli reldcidt.

A relécidk szorzatanak a kovetkezd fontos tulajdonsdgai vannak:

Allitas 19 (Reléciék kompoziciéjanak a tulajdonsigai) Legyenck az X, Y, Z,
W tetszéleges halmazok, és

RiCXxY, RoaCYXxZ R3CZxW
(1) A reldcidk kompozicidja asszociativ:

R3 o (RQ ORl) = (R3 o RQ) ORl.

(2) Legyen R C X x Y. Az azonossdg reldcidja bizonyos reprodukdlé tulaj-
donsdggal bir:  (a) idyoR =R és (b) Roidx =R.

(3) Ha R C X2, akkor idy o R=Roidx =R.
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Bizonyitds. (1): Ha
(.Z‘,’U)) €R30(R2 OR1)7 (18)

akkor van olyan z € Z, amelyre (z,z) € (R2 0 Rq), és (z,w) € R3. Az els6 “€”
pontosan akkor &ll fenn, ha van olyan y € Y, amelyre (z,y) € Ry és (y, z) € Ra).
Osszefoglalva: az (1.8) pontosan akkor &ll fenn, ha

dzeZ yey, (z,y) € R1, (y,2) ERa és (z,w) € R3). (1.9)
A masik irdnyd tartalmazds pontosan igy igazolhaté: Ha
(m,w) S (Rg ORQ)OR:L, (110)

akkor van olyan y € Y, amelyre (y,w) € R3o Ry és (z,y) € R1. Az els6 “€”
pontosan akkor all fenn, ha van olyan z € Z, amelyre (y, 2) € Ra és (z,w) € R3).
Osszefoglalva: az (1.10) pontosan akkor &ll fenn, ha az (1.9) teljesiil.

(2):  (a): A kompozicié képzésének a szabdlya szerint:

idy oR={(z,y): yeY (z,y) €Rés (y,y) €idy} =R.
(b) Az el6z6hoz hasonléan:
Roidy = {(z,y): I e X (2,2)€idx és (z,y) e R} =R.
(3): Az (2)(a) és (2)(b) azonossdgokbdl evidens. O

A 17. definiciéban elnevezett specidlis reldcidkat és az 18. definiciéban megha-
tdrozott reldcié miiveleteket hasznosan alkalmazhatjuk a 16. definiciéban felsorolt
relacié tulajdonsagok ekvivalens megadasara:

Allitas 20 (Rel4cié tulajdonsagok) Legyen az R C X x X = X? egy reldcid. A
16. definicicban felsorolt reldcio tulajdonsdgok a kdvetkezé modokon is meghatd-
rozhatok.

Reflexivitas. idxy C R.

Irreflexivitas. R Nidx = 0.

Szimmetricitidgs. R = R~

Antiszimmetria. RN R~ Cidx.

Szigoru antiszimmetria, aszimmetria. R VR~ = (.
Tranzitivitas. RoR C R.

Teljesség. RUR ' =X x X.
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Bizonyitas. Az indoklasok nagyon rovidek, az olvaséra is hagyhatnank az igazolast.
Reflexivitds: A reflexivitds pontosan azt jelenti, hogy (z,2) € R minden x € X
esetében, azaz idy C R.

Irreflexivitds: Az irreflexivitds azt jelenti, hogy az (x,z) nem eleme az R reldci-
6nak semilyen x € X mellett sem: idy N R = 0.

Szimmetricitids: A szimmetricitds és az inverz definicigjabdl evidens.
Antiszimmetria: Ha (z,y) € RNR™! Cidy, akkor (x,y) € R és (z,y) € R™L,
amibdl (z,y), (y, x) € R, és {gy az antiszimmetria miatt: x = y, tehat (z,y) € idx.
Aszimmetria: Az RNR™' = () baloldaldnak pontosan akkor nincs eleme, ha nincs
olyan (z,y), amelyre (z,y) € R és (r,y) € R™!, ami pontosan az aszimmetria.
Tranzitivitds: Az R o R C R egyenldség pontosan akkor 4ll fenn, ha (x,y) € R
és (y,2z) € R maga utdn vonja, hogy (z,z) € R, ami éppen a tranzitivitds.
Teljesség: Az RUR™! = X x X egyenl6ség pontosan azt mondja, hogy tetszé-
leges (z,y € X) esetében vagy (r,y) € R vagy (x,y) € R™!. Mivel az utébbi
azzal ekvivalens, hogy (y,z) € R. Emiatt az RUR ™! = X x X egyenléség azzal
ekvivalens, hogy (z,y) € R vagy (y,z) € R, ami a teljesség definicidja. O

Két fontos relaciétioé tipust targyalunk még. Az egyenlség relacidjanak az
absztrakciéjabol ered a kovetkezo:

Definicié 21 (Ekvivalencia relacié) Ha az R C Y egy reflexiv, szimmetrikus és
tranzitiv reldcio, akkor ekvivalencia reldcionak fogjuk mondani.

Egy ekvivalencia relacié mindig megadja a halmaznak egy diszjunkt részhal-
mazokra valé felbontdsat, amelyhez sziikséges fogalmat el is nevezziik:

e »

Definicié 22 Legyen az egqy ekvivalencia reldcié az X halmazon. Valamely
x € X elemmel =" reldcioban lévd elemek

H,={yeX:yRuz} (1.11)
halmazdt az x elemhez tartozo =-ekvivalencia osztdlynak fogjuk nevezni.

Ha egy fix relacidval foglalkozunk, akkor nem okoz félreértést, ha =-ekviva-
lencia osztaly helyett egyszertien csak ekvivalencia osztalyt mondunk.

Az ekvivalencia osztalyok halmazok, és az “osztdly” elnevezéssel kapcsolatban
meg kell emliteni, hogy ettOl az egy esettdl eltekintve ne hasznaljuk a halmaz
szinonimajaként, mert masra van fenntartva.

Az ekvivalencia osztédlyok tulajdonsdgait fogalmazzuk meg a kovetkez6 allitds-
ban:

Allitas 23 (Ekvivalencia osztilyok tulajdonsigai) Legyen az = egy ekvivalencia
reldcié az X halmazon. A H,, v € X ekvivalencia osztdlyoknak a kovetkezd tulag-
donsdgaik vannak.

(1) « € H,, minden z-re.
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(2) Hay € H, , akkor H, = H,, amit igy szoktunk mondani: egy ekvivalencia
osztaly barmelyik elemével megadhato, reprezentdlhatd.

(3) A kilonbézé ekvivalencia osztalyok diszjunktak, vagyis

H,NH,#0 <= H,=H,.

Bizonyitds. (1): A reldcid reflexivitdsa szerint x = x, tehdt x € H,.

(2): A szokdsos médon kétiranyd tartalmazéast latunk be:

Elsé lépés: Ha y € H,, akkor H, C H,. Legyen az u egy tetszbleges eleme a H,
halmaznak, azaz u = y. Hozzdvéve az utébbihoz az y € H, alapjin fennall6, y = x
Osszefliggést, a tranzitivitds miatt v = x adddik, tehat u € Hy, ezért H, C H,.
Mdsodik lépés: Ha y € H,, akkor H, C H,. Legyen az u egy tetszdleges eleme a
H, halmaznak, azaz u = x. Hozzadvéve az utébbihoz az y € H, alapjan fennalld,
y = x Osszefliggést, a tranzitivitds miatt v = y addédik, tehat v € H,, ezért
H, C H,.

(3): Hawe H,NH, ,akkor az ekvivalencia osztalyok definiciéja szerint: u = x
és u = y, amit a relacié szimmetricitdsa miatt igy is frhatunk: * = u és u = y.
Ebbdl pedig a tranzitivitds alapjan az x = y adddik, ami az ekvivalencia osztély
definicidja szerint azt jelenti, hogy « € H,. Ez utébbibdl pedig a mér belatott (2)
allitds alapjan azt kapjuk, hogy H, = H,, ami bizonyitandé volt. O

A kovetkez6 relécié tipus a valds szamok “kisebb-egyenlé” relacidja altaldnosi-
tasanak tekintheto:

Definicié 24 (Parcidlis rendezés) Ha az R C Y egy reflexiv, antiszimmetrikus és
tranzitiv reldcio, akkor parcidlis rendezésnek fogjuk mondani.

Parcidlis rendezésre példa még: Egy X halmaz részhalmazainak a P(X) rend-
szerén a tartalmazas reldcidja. Ez a relacié parcidlis rendezés, de nem teljes.
Az olyan parcidlis rendezést, amely teljes is rendezésnek szokas mondani. A
kozgazdasagtan legfontosabb relacidja a reflexiv, tranzitiv és teljes relacid, amit
preferencianak neveziink.

1.5 Figgvények

1.5.1 A figgvény fogalma

Ebben a pontban taldn a matematika legfontosabb fogalmat, a fliggvényt és a vele
kapcsolatos legédltalanosabb fogalmakat vezetjiik be. A fiiggvényt, mint specidlis
relaciot definidljuk:

Definicié 25 (Fiiggvény, leképezés) Legyenek az X és Y tetszdleges halmazok.
Egy f C X XY reldcidt az X halmazbdl az' Y halmazba mend figgvénynek (leké-
pezésnek) mondunk, ha teljesiti a kovetkezd két feltételt.
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(1) Minden x € X elemre van olyan y € Y elem, hogy (z,y) € X X Y.

(it) Ha (z,y1) € f €5 (x,y2) € f, akkor y1 = ya.

A fligguény objektum leggyakrabban haszndlatos jelolése: f: X — Y. Azxz € X
elemhez az Y halmazbdl pdrjaként egyértelmien hozzd tartozd y elemet f(x)-szel
szokds jelolni, amit helyettesitési értéknek is mondunk.

Az X halmazt az f értelmezési tartomdnydnak is szokds mondani, és a jeldlése:
dom(f). AzY azon{y €Y :3x € X y= f(x)} elemeinek az dsszességét pedig,
amelyekre az f képez valmilyen elemet, az f értékkészletének mondjuk, és ran(f)
a szokdsos jelolés.

Az X halmazbdlY -ba mend fiigguények dsszességét az Y mddon fogjuk jeléini.

Mas szavakkal megismételve: Az X halmazrdl az Y halmazba mené f leképe-
zés olyan (z,y) € X x Y elempérokbdl 4ll, amelyeknél az X minden x eleméhez
egyetlen y € Y elem tartozik, amit f(x)-szel jeloliink. A “leképezés” elnevezés
szemléletére épiilnek azok az dbrak, ahol nyil mutatja a leképezés irdnyét.

Nyilvanvald, hogy nem minden R C X X Y relécid fiiggvény, mivel relacional
nem kivanalom az, hogy az értelmezési tartomanya megegyezzék az X-szel, to-
vabba nem feltétleniil egyetlen elem tartozik egy = elemhez. Példaképpen: Nem
fliggvények a valds szamokon vett “<” és “<” relaciok.

Hangsulyozni kell, hogy az f fiiggvény egyetlen objektum, ami az X x Y része,
és nem szabad Gsszekeverni az f fiiggvényt az x helyen felvett f(x) helyettesitési
értékével, ami az Y eleme.

A fuggvény és leképezés elnevezéseken kiviill szokdsosak még: megfeleltetés,
transzformdcid, operdtor, operdcio, funkciondl elnevezések, amelyek koziil néme-
lyek specialis esetekre vannak fenntartva.

Az f: X — Y jelolésen kiviil — mésok mellett — hasznédlatosak még:

v flz),  y=f@), & ady=f).

Ezek azonban csak akkor nytujtanak teljes informaciot, ha kiilon megmondjuk,
hogy az X halmaz elemei jonnek az x helyére és az f(z) az Y halmazba tartozik.

Szokésos az is, hogy az x € X elemet fuggetlen vdltozdnak, az y = f(x)
elemet pedig fliggd vdltozénak nevezik. Ez az elnevezés onnan ered, hogy az x
megadasdval meg tudjuk mondani a hozzd tartoz6 y = f(x) értéket. A megadott
fliggvény fogalom “statikus”, abban az értelemben, hogy a fliggvény “egyszerre”
adva van, mint egyetlen objektum. Ezzel szemben — elsésorban a fizikai, id6tél
fligg6 fuiggvény elképzelése alapjan — sokszor ugy képzeljiik el a fliggvényt, mint
egy “valtozas” leirasat. Ehhez olyan elképzelés tarsul, hogy a fiiggvény “fokozato-
san” §ll el6, ahogyan az x (az id8§) halad. Ez a szemlélet — annak ellenére, hogy
szellemében nem egyezik meg definiciénkkal — nem rossz.

Az {(z, f(x)) : * € X} halmazt az [ leképezés grdfjinak (grafikonjdinak)
is szokds nevezni. Ez az elnevezés onnan ered, hogy ha valés fliggvényrol van



24 1. Halmazelmélet

Y (z,y)
y:ﬂ'y(l‘,y) ® *
R .
X gof z
X
f g .
z=nx(z,y)
Y

1.4. abra: Fliggvények kompozicidja, vetités.

sz6, akkor a szébanforgé pontok Osszessége a fiiggvény grafjst adja az R? sikon.
Hangsulyozni kell azonban, hogy ez csak egy mas neve az f fiiggvényt megadd
reldciénak, hiszen a definicié szerint: f = {(z, f(z)) : 2 € X }.

Két f és g fiiggvény akkor egyenld, ha mint relacié egyenld, azaz ha mindkettd
az X halmazbdl az Y halmazba képez, és minden z € X elemre f(z) = g(z). Ez
nyilvén tobbet jelent, mint az f = {(z, f(z)) : x € X} és g = {(z,9(z)) : x € X}
halmazok megegyezése, hiszen ezek nem mondanak semmit sem az Y halmazrdl.

Harom fontos leképezés elnevezése szerepel a kévetkezo definiciéban:

Definicié 26 (Identitds, bedgyazas, projekcié) Az idx reldcidt identitds-, azo-
nossdg-leképezésnek is nevezziik.
Legyen A C X. Azt a ja: A — X leképezést, amelyre

Veze A jalz) =z,

az A halmaz bedgyazdsi leképezésének mondjuk.

Azt azmx : (X XY) — X leképezést, amely egy (x,y) € X XY elempdrhoz az
x elemet rendeli, azaz wx ((z,y)) = z, az X-re vald vetitésnek mondjuk. Hasonld
az Y -ra vald vetités definicidja.

A vetités (projekcié) elnevezés nyilvanvaléan az R? sik szemlélete alapjan szii-
letett fogalom (1.4. &dbra). A bedgyazé fiiggvény voltaképpen “beteszi” az A
részhalmazt az X halmazba, a “bedgyazas” szé az angol terminoldgia szokasos
forditésa.

A kovetkez6 két fogalom — meglepd egyszeriisége ellenére — nagyon fontos
szerepet fog betolteni.

Definicié 27 (Lesziikités, kiterjesztés) Az f : X — Y leképezésnek a B C X
részhalmazra vett leszikitése az az fip : B —'Y figgvény, amelyik a B halmazon
megegyezik az f leképezéssel: Vx € B fip(x) = f(x).
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Legyen f: X - Y, ACX ésg: A—Y. Ha az [ és g figguények megegyez-
nek az A halmazon, akkor a f-et a g leképezés (A-rdl X-re vald) kiterjesztésének
mondjuk.

Példaképpen lassuk még azt, hogy véges X értelmezési tartoméany esetében
hogyan adhaté meg egy fiiggvény:

Példa 1.5 (Rendezett n-esek) Legyen az X halmaz az 1, 2, ..., n szimbdlumo-
kat tartalmazo {1,2,...,n} halmaz, az Y pedig tetszbleges halmaz. FEkkor egy
a:X —Y figguény az

(a(1),a(2),...,a(n)) € Y"
rendezett n-essel azonosithatd, ahol az a(n) helyett az a,, frasmdd a szokdsosabb.

Mas szavakkal: Egy n-elemi halmazon definalt, Y-ba képez6 fliggvény tdgy
foghaté fel, mint az Y™ egy eleme.

Kiilonosen fontos az az eset, amikor az Y a valds szamokkal egyezik meg. Ekkor
egy rendezett szam n-esekrol beszélink.

Az azonositdson azt értjiik, hogy a fliggvénynek a definicié szerinti

{(L.a(1)), ..., (n,a(n))}

megadasat pontosan meg tudjuk mondani az

(a(1),a(2),...,a(n)) = (a1,az,...,an)

rendezett n-es segitségével, és megforditva. Ez voltaképpen a példa megoldésa is.
O

1.5.2 Fiiggvények kompozicidja, inverze
Az f ={(z, f(z)) : z € X, f(x) €Y fiiggvényt mint reldciét definidltuk, és igy
— mint reldciénak — van inverze:

P ={(f(x),z):z€X, flx) €Y} CY x X.
Kérdés azonban: (Y — X) fliggvény-e az inverz reldcié. Ehhez — a 25. definicié
szerint — két feltétel teljesiilése sziikséges:

1) Az f~l-ben 1év6 elempdrok elsé eleme ki kell hogy adja az Y halmazt, ami
nyilvdn azt jelenti, hogy az f értékkészete a teljes Y: Ran(f) =Y.
2) Egy f(z) € Y elemhez meghatdrozott (pontosan egy) x elem tartozzék:

fa)=fw) = z=mu
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Révidebben: Az f(x) € Y elem parja az f~! reldciéban csak az x lehet.

Az 1) feltétel elérhetd azzal, hogy az Y halmazt megvaltoztatjuk, és az f :
X — Ran(f) fuggvényt tekintjiik, ami persze, nem egy (X — Y) leképezés, ha a
fiiggvény nem teljesiti az 1)-et.

A 2) feltételt mds néz&pontbdl kozelitve: Egy y € Y elemre vagy képez az f
leképezés elemet az X-bdl, vagy nem. Kérdés az, hogy ha képez elemet, akkor
hényat. Ha csak egyet, akkor azt mondhatjuk, hogy a leképezés “egyrétii”, nincs
“rafényképezés” .

Az elmondott bevezetésbdl kiindulva rogzitsiik a fogalmakat:

Definicié 28 (Szurjektiv, injektiv, bijektiv leképezés) Egy f : X — Y leképe-
2€s

szurjektiv , ha az Y minden elemére képez elemet, azaz Ran(X) =Y;
injektiv , ha az Y halmaz egy elemére legfeljebb egy X -beli elemet képez,
bijektiv , ha szurjektiv és injektiv.

A szurjektiv, injektiv és bijektiv leképezésekre révid elnevezések: szurjekcid, in-
jekcio, bijekcio.

A “bijektiv” elnevezés helyett a “kélcsondsen egyértelmd” is hasznélatos. A
bijektivitds més szavakkal: Egy f : X — Y leképezés pontosan akkor bijektiv, ha
minden y € Y elemre pontosan egy x € X elemet képez.

Tegyiik fel, hogy van egy f, az X halmazbdl az Y halmazba mens, és egy
g, az Y halmazbdl a Z halmazba mend leképezésiink. Ekkor egy = € X pontot
az f leképezéssel &tvisziink az Y halmaz f(z) elemébe, majd pedig onnan a g
leképezéssel tovabb visszilk a Z halmaz g( f (x)) pontjdba. Ennek az eljdrdsnak a
definiciéjat adja meg a kovetkezo:

Definicié 29 (Fiiggvények kompozicidja) Az f: X =Y ésg:Y — Z leképezé-
sek kompoziciojdnak mondjuk — és a g o f szimbdlummal jeloljik — a kévetkezd
mddon megadott (X — Z) figguényt:

:1:»—>g(f(a?)), reX

Szokdsos még az “Osszetett fliggvény” elnevezés is. Az f o g kompoziciot a 1.4.
abra elsé fele szemllélteti.

A relécidkra mar definialtunk egy kompoziciénak nevezett miiveletet, és fligg-
vény is relacid, ezért a kovetkezetes szohaszndlat miatt meg kell nézniink, hogy
a definicié kompozicidja megegyezik-e a relacidkra definidlt kompozicidval. A “x”
jelolje most atmenetileg a reldcick kompozicidjat. Ekkor

gxf = {(x,2)eXxZ:FyeY (x,y)efés(y,z)€g}t=
= {(#,2): ey y=f(z)éz=g(y)}
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Az utols6 tagban az Jy € Y elStag felesleges, hiszen létezik az y = f(z), ezért
végiil is:

g f=A{(x,2) 1y =fx) és 2 = g(y)} = {(2,2) : 2 = g(f(2))},
tehdt g x f = g o f, tehat a relacidk és fiiggvények kompozicidja azonos fogalom.

A relédciok kompozicigjara méar kimondtuk a kovetkezd allitast, tehéat voltakép-
pen ismételiink:

Allitas 30 (Fiiggvény kompozicié tulajdonsagai) Legyenck f : X — Y, g :
Y — Z. Ekkor

(1) a kompozicié asszociativ: ho(go f)=(hog)o f;
(2) foidx = f;
(3) idy o f = f.

Allitas 31 (Fiiggvény inverze) Egy f: X — Y figguény — mint reldcic — f~*
inverze pontosan akkor fligguény, ha az f bijektiv, és ekkor

" =1 (1.12)
fTheof = idx, (1.13)
fof™' = idy. (1.14)

Ha egy f: X — Y fiiggvény inverzérol, inverz fliggvényérol vagy invertalha-
tosagardl beszéliink, akkor — hacsak kiilon mast nem mondunk — mindig arra
gondolunk, hogy bijektiv leképezésrél van szé, és ekkor az f~!:YV — X az
inverzfiiggvényt jeloli, ami szintén bijekcio.

Bizonyitas. Az f relacié
1 ={(f(x),z) :z € X} (1.15)

inverze pontosan akkor egy Y-bol X-be képez6 fliggvény — ha a fliggvény defini-
ci6janak megfeleloen — két feltételt teljesit:

1) Az értelmezési tartomanya az Y halmaz. Ez pedig az (1.15) szerint azzal
ekvivalens, hogy {f(x): 2 € X} =Y, azaz hogy az [ szurjektiv.

2) Az f~! ben 16v6 elempéarok elsé eleméhez egyértelmiien van hozzarendelve a
mésodik elem: az y = f(x) elemnek egyetlen pérja van, azaz csak az x, tehdt:
f7'(f(z)) = x. Ez pedig pontosan az f injektivitdsa.

Tehat: az f szurjektiv és injektiv, azaz bijektiv.

(1.12): A definiciébdl nyilvanvalé.

(1.13): Az el8bb lattuk, hogy f~!(f(z)) = z, ezért

(fhof) (@) = f7H(f(x) = = = idx(2).



28 1. Halmazelmélet

(1.14): Legyen az y = f(z). Ekkor

(fof™ W =r("Ww)=Fflz)=y=idy.

O

Allitis 32 (Az (X — X) bijekcidk strukturaja) Az (X — X) bijekcidk Gszszes-
sége a leképezések kompozicio miveletével a kovetkezdket teljesiti.

(1) (X — X) bijekcick kompozicidja is (X — X) bijekcid.

2) A kompozicio asszociativ.

)
(2)
(3) Van reprodukdls elem: foidx =idx o f = f.

(4) Minden elemnek van inverze: f o f~! = idx, ahol az f~% az f inverz
fiiggvénye.

Bizonyitds. (1):  Legyen az f,g : X — X bijekcié. Ekkor a g o f szurjektiv:
Tetszbleges € X elemhez van olyan u € X, hogy x = g(u), és az u elemhez van
olyan v, hogy u = f(v), ezért

(g0 /)(®) = 9(f®)) = g(u) = .

Vegyiik észre, hogy azt lattuk be, hogy szurjektiv leképezések szorzata is szurjektiv.
A go f leképezés injektivitdsa: Ha (go f)(u) = (go f)(v), azaz g(f(u)) = g(f(v)),
akkor a g injektivitdsdbdl: f(u) = f(v), az f injektivitdsdbdl pedig: u = v.

(2): A fliggvények kompozicidja a 30. tétel szerint asszociativ.

(3): A 31. tételbdl adédik.

(4): A 19. tételbdl adddik. O

A bijekciék kompozicidja altaldban nem kommutativ, ahogyan azt a kdvetkezd
példa is mutatja:
Legyen X =R, és

f(z) = 2z, g(z) = 22, x € Ry.

Azonnal adédik, hogy (g0 f)(x) = g(f(x)) = 422 és (f o g)(x) = f(g(x)) = 2a2.

1.5.3 A direkt- és inverz-kép leképezés

A kovetkezd definiciéban egy adott leképezéshez két leképezést vezetiink be, ame-
lyeknek dontd szerepe lesz a fiiggvények vizsgédlatdban.

Definicié 33 (Direkt- és inverz-kép) Legyen az f : X — Y egy tetszileges leké-
PezEs.
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(1) Az f leképezéshez tartozd direkt-kép leképezésnek mondjuk az
flAy={yeY:xe€ A é y=f(z)}, ahol ACX
mddon definidlt P(X) — P(Y) figgvényt.
(2) Az f leképezéshez tartozd inverz-kép leképezésnek nevezzik az
fYB)={zreX: f(x)e B}, ahol BCY
mddon definidlt P(Y') — P(X) figgvényt.

Jelolési megéllapodés, hogy az f~'({z}) helyett f~!(z) is irhatd.

Az X halmaz f(X) C Y direkt képe mar elékeriilt, és az f leképezés érték-
készletének neveztiik (25. definicid)

Azonnal észrevehetjiik, hogy a jelolés meglehet6sen kovetkezetlen, hiszen az
“f” szimbdlum elsédlegesen jeloli az f : X — Y fliggvényt, most pedig a direkt-kép
leképezést jeloltiik {gy, ami pedig a részhalmazok rendszerérél képez: f: P(X) —
P(Y). Ez kétségteleniil helytelen jelolési szokds, de a szoveg-Osszefliggésbél mindig
kideriil, hogy mit is jeldl az “f”, és igy nem okoz félreértést. Ez a probléma
pontosan ugyanigy fenndll az f~! jeldléssel kapcsolatban is.

A direkt-kép és iverz-kép leképezések részhalmazokhoz részhalmazokat ren-
delnek. A részhalmazok Gsszességét a halmazelméleti miiveletek “strukturdljak”,
ezért természetes megnézni azt: hogyan viselkednek direkt- és inverz-kép leképe-
zések a halmazelméleti miveletekkel szemben. Ezt fogalmazzuk meg a kévetkezd
két tételben.

Allitas 34 (Direkt-kép és a halmazmiiveletek) Legyen az f : X — Y egy tet-
szoleges leképezés, és A, B C X. FEkkor igazak a kévetkezd dllitdsok.

ACB = f(4)C(B). (1.16)
f(AuB) = f(A)U[f(B). (1.17)
f(ANB) C  f(ANf(B), -egyenldség van, ha az f injektiv (1.18)

A direktkép leképezés éltaldban nem &rzi meg a metszetet, amint azt a ko-
vetkezé példa is mutatja: Legyen X = {z1,2z2}, Y = {y}, f(z1) = f(z2) = v,
A = {1} és B={xs}. Ekkor

f(ANB) = f(0) =0 C f(A)NF(B) ={y}-

Bizonyitds. (1.16): Nyilvanvalo.
(1.17): A kovetkezd ekvivalencia sorozatbdl adédik:

ye€ f(AUB)eJxr € AUB y=f(z)eoJdJxcAvagyazeB, y=f(z)e

Sy € f(A) vagyy € f(B) &y € f(A) U f(B).
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(1.18): A kovetkezd implikacié sorozatbdl:
ye f(ANB)e3Jx €ANB, y=f(r)e Iz z€AészeB, y=f(z)=>

=y € f(A) ésye f(B) e ye f(A)N f(B).

Ha az f injektiv, akkor fennéll a mésik irdnyu tartalmazds is: Hay € f(A)Nf(B),
akkor
Jac A y=f(a) és e B y=f(b).

Mivel az f injektiv, ezért a=b€ AN B, és {gy y = f(a) = f(b) € f(ANDB). O
Allitas 35 (Inverzkép és a halmazmiiveletek) Legyen az f: X — Y egy tetszo-

leges leképezés. Ekkor az'Y tetszdleges A és B részhalmazaira igazak a kévetkezd
allitdsok.

ACB = fA)CFB). (1.19)
fTHAUB) = fTHAUSTYB). (1.20)
fTHAnB) = AN fTY(B) (1.21)

FHAY = (F71A)° (1.22)
) =X & ) =0 (1.23)
f(FH4a) < A (1.24)
ey 2 o¢, ccX, (1.25)

Az (1.19) implikdcié szavakban: az inverzkép leképezés monoton a halmazok
tartalmazasara nézve.

Az (1.23)—(1.22) azonossigok szerint az inverzkép leképezés 6rzi a metszet,
unié miveleteket és a komplementer képzést, abban az értelemben, hogy példaul
metszet képe megegyezik a képek metszetével. Ilyen esetben azt szokas mondani,
hogy az f~!:P(Y) — P(X) leképezés morfizmus a P(Y) Boole-algebrardl a
P(X) Boole-algebréba.

Az (1.24) és (1.25) szerint a direktkép és inverzkép leképezések nem inverzei
ugyan egymasnak, de fennéllnak a leirt tartalmazasok.

Bizonyitas. Az (1.19) és (1.23) allitdsok nyilvanvaldak.
(1.20): A kovetkez6 ekvivalencia sorozatbdl:

r€fY(AUB) & f(z) € AUB & f(z) € Avagy f(x) € B&
szef YA vagyze f1(B)exze (AU HB).
(1.21): A kovetkezé ekvivalencia sorozatbdl:

r€fHANB) & f(r)€ANB<s f(z)€Aés f(x)€B
e zef Y A)ésaecf I (B)yercf (AN f1(B).
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(1.22):  Legyen A € P(Y). Ekkor

zefTHA) & flr)ed s fla)gA
e g fHA)eae (fHA)".

Miés indoklds: Az (1.23)—(1.21) felhaszndldsaval:
X=[T' V)= (AuA) =AU (A9

O=f710) =" (ANA°) = fTHA) N1 (A9,

amelyekbél adédik: (f~1(A))" = f~1(A°).
(1.24):  Legyen A € P(Y). Ekkor

yef(fTHA)eTrefTH(A) y=f(a) & fla) eAésy=f(z) >y € A

(1.25):  Legyen C € P(X). Ekkor z € C = f(x) € f(C) ez € f~1(f(C)). O

Az inverzkép miivelet-6rz6 tulajdonsigai tetszéleges halmaz Gsszesség mellet is
fennmaradnak:

Allitas 36 (Inverzkép tulajdonsagok) Legyen f: X — Y és az A, vyel azY
részhalmazainak eqy csaldadja. Ekkor fenndllnak az aldbbiak.

! UA’Y = Ufil(A’yf

yel yel’
! ﬂA«, = ﬂfﬁl(A'yf
yel yel

Az igazolas ugyanaz, mint két halmaz esetében. Az unié és metszet miiveletek
is ugyanigy kiterjeszthetoek tetszoleges halmazrendszerekre.

1.6 A szamossagok

A kovetkezokben a halmazok “elemszamanak” a megadédsara szeretnénk fogalmat
alkotni. Ha két X és Y halmaz kozott egy h bijekcié van, akkor igy képzelhetjiik
el, hogy a két halmaz elemei “parba vannak &llitva”, abban az értelemben, hogy
egy x elemnek a parja az y = h(x), az y parja pedig az h~1(y). Emiatt természetes
elvarasunk: egymassal bijektiv kapcsolatban 1évé halmazok elemeinek a “szamét”
vegylik azonosnak. A kovetkezd definiciéban ennek megfelelé fogalmakat vezetiink
be:
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Definicié 37 (Ekvipotencia, szamossag) Ha két X ésY halmaz kozott létezik bi-
jektiv leképezés, akkor a két halmazt ekvipotensnek fogjuk nevezni. Ha az X és
Y ekvipotensek, akkor azt is szokds mondani: azonos szdamossdgiak. Ezt a tényt
formdlisan a card(X) = card(Y) mddon fejezziik ki.

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy az “elemszdmot” nem definialtuk, csak azt
mondtuk meg, hogy két halmazt mikor tekintiink elemszdm szempontjabol azo-
nosnak.

Az elemszém fogalomtdl elvarjuk: Az X szamossiga ugyanaz legyen, mint
az X szdmossiga. Ez valdban igaz, mivel az X és X kozott van bijekcid: az
idx : X — X identitas leképezés.

Szintén elvards: Ha az A ugyanolyan szdmossagi, mint B, a B pedig ugyano-
lyan szdmossagu, mint a C, akkor az A is ugyanolyan szdmossagu, mint a C. Ez
is teljesiil, mert ha az f : A — B és g : B — C bijekcidk, akkor — mivel a 32. tétel
szerint két bijekcié kompozicidja is bijekcié — az g o f leképezés bijekci6 az A és
C kozott.

A “szdmossag” szét azért haszndltuk a “szam” helyett, mert nemcsak véges
halmazokkal kivanunk foglalkozni. A definicié alapjan most azt tessziik, hogy
kiszemeliink bizonyos rogzitett halmazokat, és az azokkal ekvipotens halmazok
“szamossagara” megfelel6 elnevezéseket vezetlink be:

Definicié 38 (Véges halmazok) FEgy A halmaz n elemszdmi, vagy n-elemd hal-
maz, ha ekvipotens az elsé n egész szambdl dllé {1,2,...,n} halmazzal. Az iires
halmaz szdmossdgdat nullanak vesszik.

Egy halmazt végesnek mondunk, ha az elemszdama nemnegativ egész szam. Vég-
telennek neveziink egy halmazt, ha nem véges.

Definicié 39 (Megszamlalhatéan végtelen szamossag) Egy A  halmazt meg-
szamldlhatoan végtelen szdmossdgunak mondunk, ha ekvipotens a természetes szd-
mok halmazdval.

Ha az N és A halmazok kozott 1étezik egy bijektiv leképezés, akkor — egymaés
ala irva az egymasnak megfeleltetett elemeket — igy szemléltethetjiik:

1 2 3 ... n
N
ay az as ... QGap

Ennek az alapjan ezt mondhatjuk: Fgy A halmaz pontosan akkor megszdmldalha-
toan végtelen szamossdgu, ha az elemei egy végtelen sorozatba rendezhetdek.

Nézziink most egy — els6 pillantasra meglepé — példat. Vegyik a pozitiv
egészek {1,2,...,n,...} és a paros szdmok {2,4,...,2k,...} halmazdt. Az utébbi
halmaz része az el0zOnek, szemléletesen szolva a paros szamokat fele annyinak
képzeljiik, mint az Osszes egész szamot. Ennek ellenére a két halmaz szdmossiga
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azonos. Konnyen meg tudunk adni ugyanis egy bijektiv leképezést a két hal-
maz kozott: egy k pozitiv egész szamot a 2k péaros szamnak feleltetiink meg,
szemléltetve:

1 2 3 ... k
L
2 4 6 ... 2k

Ez az észrevétel azért okoz meglepetést, mert azt varnank, hogy “a valddi rész ele-
meinek a szama kisebb az egész elmeinek a szamanal”, ami itt nyilvanvaléan nem
teljesiil. Véges elemszamu halmaznal viszont igaz az, hogy egy valdédi részhalmaz
elemszama kisebb, ezért azt is mondhatnank: FEgy halmaz pontosan akkor végtelen,
ha van olyan valdédi részhalmaza, amelyik vele azonos szdmossdgu, vele ekvipotens.
Egy egyszerii szohasznalatot rogzitiink a kovetkez6 definicidban:

Definicié 40 (Megszamldlhaté halmaz) FEgy halmazt megszdmldalhatonak fogunk
mondani, ha véges vagy megszamldlhatoan végtelen szdmossagii.

Az elnevezés oka az, hogy egy véges vagy megszamlalhatéan végtelen halmaz
“megszamlalhat6”, abban az értelemben, hogy az elemei egymas utan “sorbaszed-
het6k” gy, hogy minden eleméhez eljutunk, azaz felirhat6 egy véges vagy végtelen
sorozatba rendezve. Azt gondolhatnank, hogy minden halmaz ilyen tulajdonsagu,
de a kovetkez6 tétel szerint ez a vélekedés nem helyes.

Allitas 41 (A valés szamok nem megszamlalhatéak) A walds szdmok halmaza
nem megszdmlalhato.

Ezek szerint 1étezik “nagyobb” szdmossag, mint a természetes szamok altal
meghatarozott megszamlalhatéan végtelen, és megemlitjiik, hogy a valés szamok
halmazaval ekvipotens halmazokat kontinuum szdmossagunak nevezik. Ez altala-
nos tudomanyos szempontbdl is nagyon érdekes allitas, de tanulmanyaink soran
voltaképpen csak a megszamlalhato szamossagokat fogjuk hasznalni.

Bizonyitds. Ha az R halmaz sorozatba rendezhet6 lenne, akkor minden A rész-
halmaza is ugyanilyen lenne: a sorozatba rendezett R-bol el kell hagyni azokat,
amelyek nem szerepelnek az A részhalmazban. Emiatt elégséges azt megmutat-
nunk, hogy az R valamilyen részhalmaza nem megszamlalhaté. Azt bizonyitjuk
be, hogy a (0, 1] intervallumban 1évé valds szdmok nem rendezhet6k sorozatba.
Ehhez sziikségiink lesz a kovetkezd allitasra:

A (0,1] intervallum minden x pontja egyértelmien irhatd fel
0,2122... Ty ..., x, €{0,1,...,9} n=12,...

tizedestort alakba, ahol a szdmjegyek egy indextol kezdve nem mind nul-
ldk.
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Hangstlyozni kell, hogy a valds szamok és a tizedestortek kozotti kapesolat
nem bijektiv, ha elhagyjuk azt a feltevést, hogy nem lehet a tizedes tért minden
szamjegye nulla egy bizonyos indext6l kezdve. Példaul a

0.50000. .. és 0.49999. ..

tizedestortek mindketten az 1/2, valds szédmot reprezentaljdk. Az idézett llitds a
valds szamok targyaldasdban szerepel.

Most pedig belatjuk, hogy a (0, 1] intervallumban 16v6 valds szdmokat megadé
tizedestortek halmaza nem megszamlélhato. Tegyiik fel ezzel ellentétben, hogy a
tizedes torteket sikeriilt egy sorozatba felirni:

11 ai2 @iz ... Qin
a21 Q22 G23 ... d2pn
anl an2 an3 e Ann

Megmutatjuk, hogy ebben a sorozatban nem szerepelhet az 0sszes széban forgd

tizedes tort. Vegyiik ehhez azokat a by, b, ..., by, ... elemeket, amelyekre
b — 1 ha [¢57 7é 1
¢ 2 ha ;i = 1

A0,b1bs ... b, ... tizedestort az altalunk vizsgdlt Gsszességben van, hiszen egyetlen
szamjegye sem nulla, de nincs benne a felirt sorozatban: a sorozat els6 tagjaval az
a11 # by miatt nem lehet azonos, a masodikkal ass # by miatt, és igy tovabb. O

A kovetkezd tételbe a megszamldlhatéan végtelen halmazokkal kapcesolatos leg-
fontosabb tudnivaldkat gytijtottiik Ossze:

Allitss 42 (A megszamlilhatén végtelen szamossag tulajdonsigai)

(1) Megszdmldlhatdan végtelen halmaznak minden végtelen részhalmaza is meg-
szdmldlhatoan végtelen szamossdgu.

(2) Minden végtelen halmaznak van megszdmldlhatéan végtelen részhalmaza.

(3) Két megszamldlhatéan végtelen halmaz szorzata is megszamldalhatdan végte-
len.

(4) Megszamldlhatéan végtelen sok megszdmlalhatdan végtelen halmaz unidja is
megszamldlhatoan végtelen.
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Bizonyitds. (1): Legyen az X megszamlalhatéan végtelen, és a C' egy végtelen
részhalmaza. Ekkor az X egy végtelen sorozatba rendezhetd, és ha elhagyjuk ebbdl
azokat, amelyek nem elemei a C' halmaznak, akkor a C egy végtelen sorozatba
rendezve marad vissza.

(2): Legyen az Y egy végtelen halmaz. Teljes indukcio segitségével vesziink
ki beldle egy megszamlalhatéoan végtelen részhalmazt. Vegyiik elOszor az Y egy
tetszoOleges y; elemét, amit megtehetiink, mivel az Y nem iires. Ha mar kivettiink

egy n-elemt {y1,...,yn} részhalmazt, akkor az Y halmaz nem véges volta miatt

az Y \ {y1,...,Yn} halmaz nem iires, ezért vehetiink belble egy y,;1 elemet. Igy

kivettitk az {y1,...,Yn, Ynt1} részhalmazt. Ezzel az eljardssal egy
{y17"‘>yn7"'}

végtelen sorozatba rendezett — azaz megszamlalhatéan végtelen — részhalmazat
sikeriilt venniink az Y nak.

(3): Elégséges azt belatnunk, hogy a természetes szamok esetében igaz az allités.
Az NxN szorzat a természetes szamok szamparjaibdl all, és ezeket kell egy végtelen
sorozatba rendezniink. Ezt elérhetjiik, ha egy négyzetes sémaba irjuk fel a szdm-
parokat, és megmondjuk, hogyan kell végigmenni rajtuk a sorozatba rendezéshez:

Ly L2 L3 (L4 ... (Ln)
v v e

@1 @22 @3 @24 ... @n)
e e

(3.1) @ (3.3 (3.4) ... (3n)

@) 42 @3 (44 ... (4n)

1) (2 (3 (md) ... (mn)

A berajzolt nyilaknak megfeleléen megyiink végig az “atlékon”, és egymdsutan
vessziik az atlokat:

(1,1), (1,2), (2,1), (1,3), (2,2), (3,1), ....

Igy egy sorozatba tudjuk felirni a szampéarokat.
Ha valaki idegenkedik a szemléletes elmondédstél — ami teljesen jogos lehet —
akkor pontossé tehet6 az eljaras a kovetkezdképpen: Vegyiik az

(n+m)(n+m+1)
2

fo (nm)—

leképezést. Belathaté, hogy az f bijekcié az N? és az N kozott.
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(4): Legyenek a B; = {b;1,b;2,bi3,...,0in,...}, i =1,2,...,m,... a megszdm-
lalhatéan végtelen halmazok. Megmutatjuk, hogy az unidjuk is megszamlalhatéan
végtelen. A B; halmazokat irjuk fel a kdvetkezd tabldzatba:

bi1 bi2 bi3 bia ... bin
/ 7 /

b2 b2 o ba3 b2 4 ban
e /

b31 b32 b33 b3a ... bzn
7

ba 1 bao b3 baa ... ban

bm71 bm’Q bm, 3 bm,4 .o bm,n

Ezen a tdbldzaton ugyantigy lehet végigmenni a sorbarendezéshez, ahogyan a (3)
bizonyitasaban. O



2.

A szamfogalom és valds
figgvények

Az el6széban mondottak szerint ez a fejezet is elsGsorban ismétls és Gsszefoglald
jellegii. Nem elégsziink meg egyszerii ismétléssel, hanem magasabb szemponti
visszatekintést szeretnénk adni, anélkiil azonban, hogy a vizsgalatok részleteiben
elmeriilnénk. A fogalmi rendszeriink lesz voltaképpen tujszeriibb, és azt lehetne
mondani, hogy mar meglévé ismereteinket toltjik at egy 14j, altalanosabb keretbe.

2.1 A szamfogalom felépitése

Ebben a pontban a szamfogalmat szeretnénk olyan forméban elismételni, hogy
kozben rovid kitekintést nytujtsunk a modern strukturalis szemlélet irdnyaba.

Amint 1atni fogjuk, a szdmfogalom bévitését az egyre bonyolultabb problémé&k
matematikai modellezésének igénye tette szlikségessé.

2.1.1 Természetes, egész és racionalis szamok

A legnyilvanval6bb fogalmaink ko6zé tartoznak az 1,2,...,n,... pozitiv egész szé-
mok, ezért szokés ezeket “természetes szdmoknak” is nevezni. A fogalom kialaku-
ldsat nyilvanvaldan a szamlalas igénye segitette. Megjegyezziik, hogy a természetes
szdmok N = {1,2,...,n,...} halmazdt is roviden csak “természetes szamoknak”

37
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fogjuk mondani, az altalanos szokasnak megfeleléen. A természetes szamok hal-
mazan két mivelet is értelmezett, az Osszeaddas és a szorzas. Mindkét miivelet
kommutativ és asszociativ, a szorzasra nézve az 1 természetes szam a reprodukald
elem szerepét jatsza, amin azt értjik, hogy barmely n € N-re 1 -n=n-1=n. A
szorzés az Osszeaddsra nézve disztributiv, azaz minden m,n,p € N-re m- (n+p) =
m-n+m-p. A természetes szamok halmaza szliknek bizonyul, amint felmeriil
a természetes szamok kivondsanak igénye. Ezért a természetes szamok halmazat
ki kellett béviteniink, hozzavéve azokhoz a 0 és a negativ egész szamokat. fgy
kaptuk az egész szdmok Z = {...,—-3,—2,-1,0,1,2,3,...} halmazat. Az egészek
halmazan is értelmezett az O0sszeadas és szorzas mivelet, azok megtartjak kommu-
tativ és asszociativ tulajdonsagukat, de mér az Osszaddsra nézve is van reprodukalé
elem: a 0, és barmely két egész szam kiilonbsége is az egészek halmazaban van. Sze-
retnénk felhivni az olvasé figyelmét arra, hogy a kivonas az Osszeadds ugynevezett
inverz miivelete, amin azt értjiik, hogy barmely két m,n egész szamra m — n az
az egész szam, melyet az n-hez adva m-et kapunk. Az egészek szorzasa is disz-
tributiv azok Osszeaddsara nézve. El tudjuk képzelni, hogy az egészek halmaza
is hamarosan sziiknek bizonyulhatott, hiszen mér a kovetkez6 egyszerli probléma
megvélaszolasa sem lehetséges kizarolag egész szamokat hasznalva: ha a piacon 2
almaért 3 szilvat lehet cserélni, akkor mennyi almat ér 1 szilva. Kevésbé gyerme-
tegen fogalmazva, az egészek hanyadosa nem fejezheté ki mindig egész szammal.
A probléma megoldasa az egészek halmazanak tovabbi bévitése, hozzdvéve ah-
hoz az Osszes olyan szamot, amely el6all egészek hanyadosaként. Igy jutottunk
a raciondlis szamok Q halmazdhoz. Mivel barmely egész szam is megkaphatd
egészek hanyadosaként, ezért a raciondlis szamok halmazat a kovetkezOképpen is
megadhatjuk:

Q:{%Mn,neZ}.

A raciondlis szamok halmazéra kiterjesztett Osszeadds és szorzds miivelet kommu-
tativ, asszociativ, mindkét miiveletre nézve létezik reprodukélé elem, nevezete-
sen a 0 és az 1 és mindkét mivelet invertdlhatd, abban az értelemben, hogy
barmely r € Q raciondlis szamhoz létezik olyan —r-rel jelolt raciondlis szam, hogy
r+(—r) = 0ésr # 0 esetén olyan r~L-gyel jelolt racionélis szam is, hogy r-r=1 =1
teljesiil. A szorzés disztributiv az 6sszeadasra nézve.

Ha valamely halmazon két miivelet: egy Osszeadas és egy szorzas van értelmezve
és a miiveletek rendelkeznek mindazokkal a tulajdonsdgokkal, mint a racionalis
szamok Osszeadds és szorzas miiveletei, akkor az igy kapott algebrai strukturat
(halmaz és azon értelmezett miiveletek) testnek nevezziik.

2.1.2 Valos szamok

A racionélis szamok Osszessége sok szempontbdl kielégitd. Az Osszeadds és an-
nak inverz miivelete a kivonas korlatlanul elvégezhets. A szorzds szintén minden
korlatozas nélkiil elvégezhetd, és az inverz miiveleténél az osztasndl csak arra kell
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igyelni, hogy nulldval nem lehet osztani. Mindezek ellenére mér régen felvetodtek
olyan problémak, amelyek tilmutatnak a raciondlis szamok fogalman.

Maér a gorogok is jol ismerték a kovetkezo, geometriai eredetii, szakaszhosszisag
méréssel kapcsolatos nehézséget.

Ha egy olyan egyenlGszara derékszogli haromszoget vesziink, amelyiknek mind-
két befogbja 1, akkor a Pithagorasz-tétel alapjan, a ¢ atfogdjanak a négyzete

A=12+12=2.

A nagy gondot az okozza (mar abban az idében belattak), hogy ilyen racionélis ¢
szam nem létezik. Azt a pozitiv ¢ szamot, aminek a négyzete kettd, kozépiskolai
ismereteink szerint v/2-vel jeloljiik. A szdmfogalom eddig vézolt b6vitési médszere
azt sugallja, hogy nem kell mast tenniink, mint a racionalis szdmok halmazat
kiegésziteni olyan szimbdélumokkal, amelyek a racionalis szamok gyokeit jelolik.
Sajnos bonyolultabb a probléma, a racionilis szamok gyokeinek birtokdaban sem
lehet minden tavolsdgot az igy kapott szamokkal kifejezni. A nevezetes m szam
példaul nem kaphaté meg raciondlis szambdl gyokvonas utjan, és igy a kor tertilete
és keriilete nem valik mérhet6vé a raciondlis szamok és azok gyokeinek birtokaban
sem. A val6s szdmok halmazinak megkonstruildsa a raciondlis szamokbdl 1é-
nyegében gy torténhet, hogy képezziik a raciondlis szamok sorozatait és azok
hatarértékeivel bévitjiik a raciondlis szamok testét.

Kozépiskolai tanulmanyainkbdl jol ismert, hogy a valés szamok halmazan ér-
telmezett Osszeadds és szorzas miiveletek is kommutativak, asszociativak, mindkét
miiveletre nézve van reprodukal6 elem és mindkét miivelet invertalhaté. A valds
szamok szorzdsa is disztributiv azok Osszeadasara nézve, azaz a valds szamok
strukturdja is test, csakigy mint a raciondlis szamok teste. A valds szamok
halmazanak ”gazdagabb” volta tehat mdasbdl ered. A valds szamok halmazan
értelmezett jolismert (< szimbdlummal jel6lt) rendezési relacié az, amely 4j tulaj-
donsaggal rendelkezik a raciondlis szamok halmazan értelmezett rendezési relacio-
hoz képest. A kiilonbség megvilagitasa érdekében néhany fogalomra van sziiksé-
gink.

Definicié 43 Egy T testet rendezetinek mondunk, ha értelmezve van rajta egy
olyan “<” mddon jeldlt rendezés (reflexiv, tranzitiv, antiszimmetrikus és teljes
reldcid), amely az algebrai test tulajdonsdgokkal a kévetkezd kapcsolatban van.

(1) Az x <y reldcicbdl minden z esetében kdvetkezik az v + z < y + z reldcio.
(Az dsszeaddssal konform a rendezés)

(2) Az 0 < x és 0 < y reldcidkbol kovetkezik a 0 < zy reldcid. (A szorzdssal
konform a rendezés)

Ahhoz, hogy a fels6hatar tulajdonsagi rendezett test fogalmat megadhassuk,
sziikségiink van az alabbi definiciékban rogzitett elnevezésekre.
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Definicié 44 Legyen az S egy T rendezett testnek egy nem tres részhalmaza.

Egy k € T felsé korlatja az S halmaznak, ha az S minden s elemére s < k. Az
S halmazt felilrdl korldtosnak nevezzik, ha van felsé korldtja.

Egy h € T elem felsé hatdra az S halmaznak, ha

(1) a h felséd korlat,

(2) a h a legkisebb felsd korldt, azaz ha a k egy tetszdleges felsd korldtja az S
halmaznak, akkor h < k.

A felsé hatdr jelélésére a sup S (az S szuprémuma) szimbdlumot fogjuk haszndlni.

Lassuk be, hogy a fels6 hatar, ha van, egyetlen, amit a definiciéban mar fel is
tételeztiink. Ha a hy és ho fels6 hatdra az S halmaznak, akkor mivel mindkettd
legkisebb fels6 korlat, ezért teljesiilnek a

h1 < hs és he < hy

egyenlGtlenségek, ezért < antiszimmetrikus volta miatt h; = hs.
A kovetkez6 definicié az el6z6 megismétlése a felsé helyett az alsé korlatokra.

Definicié 45 Legyen az S egy T rendezett testnek egy nemiires részhalmaza.
Egy k € T alsé korldtja az S halmaznak, ha az S minden s elemére s > k. Az
S halmazt alulrdl korldtosnak nevezzik, ha van alsé korldtja.
Ha az S halmaz alulrdl is és feliilrdl is korldtos, akkor korldtosnak mondjuk.
Egy h € T elem alsé hatdra az S halmaznak, ha

(1) a h alsd korlat,

(2) a h a legnagyobdb alsé korldt, azaz ha a k egy tetszbleges alsé korldtja az S
halmaznak, akkor h > k.

A alsé hatdr jelolésére a inf S (az S infimuma) szimbdlumot fogjuk haszndlni.

Természetesen, ha létezik egy halmaznak alsé hatéara, akkor az is egyértelmii.

Ha egy S halmaznak van felsé hatdra és az eleme a halmaznak, akkor azt a
halmaz maximdlis elemének mondjuk és a max S mddon jeloljiik, azaz ezen esetben
sup S = max .S. Hasonlé a halmaz minimumadnak a definicidja.

A bevezetett fogalmakat a raciondlis szamok rendezett halmazan illusztréljuk.
Az egész szamokat szépen szemléltethetjiik egy egyenlékozii kétiranyban végtelen
skalan, és kozbe berajzolva képzelhetjiik a tobbi racionalis szdmot is, nagysaguk-
nak megfelelGen. fgy kapjuk meg a racionalis szamok “szamegyenesét”.

Példa 2.1 Vizsgdljuk meg a negativ egészek {—1,—2,...,—n, ...} halmazdt.
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Feliilr6l korlatos, felsé korlat példaul a nulla. Alulrdl viszont nem korlatos,
mivel nincs olyan racionélis szam, ami kisebb lenne mindegyik negativ egész szdm-
nél. Ez a szdmegyenest szemlélve eléggé nyilvanvalo.

Nézziik most a fels¢ korldtok Osszességét. Ha egy szam felsé korlat, akkor
minden nala nem kisebb is az, ezért a felsé korldtok halmaza egy félegyenes, a
halmaztol jobbra a szamegyenesen. A jelen példankban azonnal lathatjuk, hogy a
fels6 korlatok halmaza az

{z : x raciondlis — 1<z}

félegyenes, aminek van legkisebb pontja, a (—1), tehdt van fels§ hatdr is, ami —
eleme 1évén a halmaznak — egyben maximum értéke is. O

Példa 2.2 Nézziik meg a raciondlis szamok {z : 0 <z < 1} és{z : 0 <z < 1}
részhalmazait.

Az els6 halmazndl a felsé korldtok Gsszessége az {x : 1 < x} halmaz, aminek
van legkisebb eleme, azaz fels6 hatar, mégpedig az 1 racionalis szdm. Ez a szam
azonban nem eleme a halmaznak, tehat nem maximum.

Ha a mésodik, {z : 0 < x < 1} halmazt vessziik, akkor mér maximum is lesz a
felsé hatér, hiszen

sup{z:0<z<1l}=max{z:0<z <1} =1.
O

Példa 2.3 Vegyik azoknak a nemnegativ raciondlis szamoknak az K halmazdt,
amelyek négyzete kisebb, mint 2. Van-e a K halmaznak felsé hatdra a raciondlis
szamok korében?

Mivel a nemnegativ szamok korében kisebb szam négyzete kisebb és nagyobbé
nagyobb, ezért a K halmaz a 0 és 2 kozott helyezkedik el, hiszen 22 = 4 > 2. A
fels6 korlatok halmaza — az el6z8 példaban mondottak szerint — egy félegyenes
jobbra a raciondlis szamegyenesen, ami azokbdl a pozitiv raciondlis szamokbol all,
amelyeknek a négyzete nem kisebb a 2-nél.

A K halmaznak nincs fels6 hatdra a raciondlis szamok korében. Ugyanis min-
den olyan nemnegativ racionalis szamhoz, amelynek a négyzete nem kisebb mint 2
lehet taldlni olyan nalanél kisebb nemnegativ racionélis szamot, amelynek négyzete
nem kisebb mint 2.

Geometriailag azonban tudjuk, hogy hol helyezkedik el a szamegyenesen az a
“szam”, ami felsé hatar lehetne, de nem az, mert a pont elején mondottak szerint
nem raciondlis szam. Szemléletesen szdlva azt tapasztaltuk most, hogy a raciondlis
szamegyenes “lyukas”. O

Az utébbi példdnk jol érzékelteti, hogy milyen hidnyossdga van a raciondlis
szamoknak. Ezt a hézagot fogjuk egy tjabb kovetelmény megfogalmazasaval
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”

megsziinteni, ami a valds szamok fogalmahoz vezet. Az el6zéekben bevezetett
fogalmakkal konnyen meg tudjuk mondani, hogy mit kéveteliink meg a valds sza-
moknak nevezett bévebb szamfogalomtdl.

Definicié 46 Egy T rendezett testet a rendezésre nézve teljesnek nevezink, ha tel-
jestl az alabbi u. n. “felsé hatdr tulajdonsdg”

Minden, nem-iires felulrél korldtos halmaznak van felsé hatdra.

Bebizonyithatd, hogy lényegében egyetlen olyan rendezett test 1étezik, amely
a rendezésre nézve teljes.

Ezekutan a valds szamok axiomatikus bevezetése a kovetkezo:

Ha egy rendezett test a rendezésre nézve teljes, akkor a valds szdmok testének
nevezziik.

A valdés szamok halmazat R-rel fogjuk jelolni. Idénként sziikségiink lesz a
nemnegativ valés szamok halmazanak R, és a pozitiv valds szamok halmazanak
RS jelolésére is.

Belathaté, hogy tetszoleges pozitiv valds szamnak 1étezik akarmilyen gyoke,
és ez megoldja a pont elején felvetett szakasz-mérési problémat, de ennek a bi-
zonyitasat most mell6zziik.

A raciondlis szdmoknak van egy igen fontos tulajdonsiga az R valés szdmok
kozott:

Tetszoleges x < y valds szamhoz van olyan r raciondlis szdm, hogy

r<r<y.

Maésképpen fogalmazva: két tetszbleges (kilonbozd) valds szam kézétt van ra-
ciondlis szam. FEzt a tulajdonsagot ugy is szokds mondani, hogy “a raciondlis
szamok strin vannak a valds szamok kozott”.

A valds szamok halmazénak azon tulajdonsiga, hogy a rendezésre nézve teljes
két ugyancsak szemléletes tulajdonsaggal ekvivalens:

Archimédeszi tulajdonsiag A valds szdmok R halmaza archimédeszi médon
rendezett, azaz tetszéleges x és y pozitiv valds szamokhoz van olyan n egész
szam, hogy = < ny.

Cantor-féle tulajdonsiag A valés szamok R halmazaban tetszbleges olyan
[an,bp] ={z:a <z <Db}, a,<b, n=12...

intervallum rendszer koz0s része nem tires, amelyek egymasba vannak ska-
tulyazva, amin azt értjiik, hogy

angan_H és bn+1Sbn, 7?,:1,2,....
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Az archimédeszi tulajdonsig igen szemléletes: Egy adott x pozitiv szdmon
tuljuthatunk a szdmegyenesen, ha egy masik adott y pozitiv szammal eléggé sok
lépést tesziink meg. Természetesen, ha az y pozitiv szam kicsi, az x pedig nagy,
akkor sok y hosszisagu 1épést kell megtenniink ahhoz, hogy tuljussunk az z-en,
azaz nagy a megkivant n egész szam.

A Cantor-féle tulajdonsdg is eléggé elfogadhatd, mert azt mondja, hogy ha
rendre egymadsba rakunk intervallumokat, akkor a metszetiik nem lesz iires. Ez
valami olyasmit allit, hogy a valds szamokat szemlélteto szamegyenes sehol sem
“Iyukas” .

2.1.3 Nevezetes azonossagok és egyenlGtlenségek

Ebben az alpontban el6szor kozoljik a teljes indukciéval valé bizonyitasi médszert,
majd annak birtokdban igazoljuk a szamtani és mértani kozép kozotti egyenlot-
lenséget és végiil az dgynevezett Bernoulli-féle egyenlétlenséget.

Az alabbi allitdsok a természetes szamok halmazdnak azon egyszerli tulaj-
donsagabol kovetkeznek, hogy minden természetes szamot felsorolunk, amennyi-
ben az 1-gyel kezdjiik a felsoroldst és minden mar megnevezett természetes szam
rakovetkezojét is felsoroljuk.

Allitas 47 (Teljes indukcié. 1.) Ha egy olyan n-tél figgé T, dllitdsunk van (azn
természetes szam), amelyik

(1) igaz az 1 természetes szdmra,
(2) ha igaz az n természetes szamra, akkor igaz a rdkovetkezd (n+1) szdmra is,

akkor a T, dllitds minden természetes szamra igaz.

Az allitasra alapozva, a teljes indukcids bizonyitds menete a kévetkezo:

Kezd6 1épés. Ellendrizziik azt, hogy az allitds igaz az 1 széamra, azaz hogy a T
igaz.

Indukciés 1épés. Feltessziik, hogy igaz az allitds az n természetes szam esetében
azaz a T), igaz (indukcids feltevés), és ebbdl beldtjuk, hogy igaz az (n + 1)
esetében is, azaz a T;, 41 is igaz.

Ezek utan azt allithatjuk, hogy igaz az éallitds minden természetes szamra.

Megjegyezziik, hogy némelykor nem az 1 a kezd6 eset. Ha mondjuk egy k szam
a kezd6 szam, akkor els6 1épésként be kell 1atni az allitast a k esetére. Az indukcids
lépés ugyanaz, csak az ott szereplé n szam nem lehet kisebb a kezdd k szamnél.

A teljes indukcié gyakorta a kdvetkezd, az el6z6bdl konnyen adédo tétel szerint
torténik.

Allitas 48 (Teljes indukcié. I1.) Ha egy olyan n-tél fiiggé T, dllitdsunk van, a-
melyik
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(1) igaz az 1 természetes szamra,

(2) ha igaz az n természetes szamndl nem nagyobb minden természetes szamra,
akkor igaz a rdkovetkezéd n+ 1 szdamra is,

akkor a szobanforgo dllitds igaz minden természetes szdmra.

Példa 2.4 Bizonyitsuk be, hogy minden n pozitiv egész szamra igaz az
n<2"

egyenldtlenség.

Az els6 1épés minden teljes indukcids bizonyitasban az, hogy talalnunk kell egy
olyan k természetes szamot, amire igaz az allitds. A jelen esetben ez az 1 szam
lehet, hiszen nyilvanvaléan 1 < 2% = 2.

A mésodik 1épés az, hogy beldssuk: Ha igaz az éllitdsunk egy n, (> 1) szdmra,
akkor igaz az n + 1 szamra is. Tegyiik fel tehat, hogy

n <2,
Adjunk hozza mindkét oldalhoz az 1 szdmot:
n+1<2"+1.
Mivel 1 < 2™ kisebb, ezért egyenlétlenséget a kdvetkez6képpen folytathatjuk
n+1<2" 42" =2.2" ="t
és ezzel belattuk az allitast az n + 1 szdmra is. O

A kovetkezd példaban azt mutatjuk meg, hogy a teljes indukcié jé szolgalatot
tesz a definiciékban is.

Példa 2.5 Definidljuk egy x vdltozd n-edik hatvanydt (az n természetes szdm).

Az x n-edik hatvdanyanak a pontos definiciéja teljes indukciéval:

Az elsé hatvany legyen z! = z.

Az (n+1)-edik hatvanyt az n-edik segitségével definidljuk a kovetkez§ médon:
gt E g g,

Indokolnunk kell, hogy ezzel minden n egész szamra definidlt a hatvany, de ez
most csak két rovid mondat:

Az n = 1 esetében definidlt. Ha n-re definidlt, akkor (n + 1)-re is definidlt,
ezért az els6 indukcids tétel miatt definidlt minden természetes szdmra. O

A bemutatott definidlasi médszert rekurziv definicidnak nevezik, és nagyon
gyakran hasznéljuk, legtobbszor anélkiil hogy részleteznénk az indukciés bizonyi-
téast.

Ugyancsak teljes indukcioval bizonyitjuk a szamtani és mértani kozép kozotti
egyenlGtlenséget:
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Tétel 49 Legyenek az x1,xs,...,x, nem-negativ szamok. FEkkor igaz az aldbbi
egyenldtlenség.

x1w2-~-xn§<

Tyt
- .

Egyenldség pontosan akkor dll fenn, ha valamennyi x; azonos.

Bizonyitas. A teljes indukciéval foly6 bizonyitas elétt néhany egyszerli észrevételt
tesziink.

Az elsé: Ha

0<a<z<b, (2.1)
akkor )

%<a+b—x. (2.2)

Indoklasképpen tekintsiik az alabbi egyenloséget
b—2)(z—a)=b—z)z—(b—2)a=(b—-—2a)z—ba+za=(b—z+a)z—ba
A baloldal (2.1) miatt pozitiv, igy

O0<(a+b—2x)x—ab
ami éppen (2.2)-at jelenti.
A mésodik észrevétel: A szdmtani kozép nem nagyobb (nem kisebb), mint azon

szémok maximuma (minimuma), amiknek a szémtani kozepét vessziik, azaz

. R R
min z; < " < max ;. (2.3)
1<i<n n 1<i<n

Az indoklds: Ha minden z; helyett a nédla nem kisebb (nem nagyobb) maxi<;<n ;
(minj <;<p ;) mennyiséget tessziik, akkor azonnal adédik az egyenlStlenség. Az is
vildgos, hogy ha nem minden z; ugyanaz a szam, akkor hatarozott egyenl6tlenség
is irhaté.

Lassuk az indukcio els6 1épését. Az n = 1 esetben igaz az allitds, hiszen ekkor
az x1 < x1 egyenlGtlenségre egyszerusodik.

Tegyiik fel, hogy igaz az allitds n-re és lassuk be (n 4 1)-re. Legyen az n + 1
szamu szam, nagysag szerint rendezve 17 < 29 < ... <z, < Tp41, és tegyiik fel,
hogy nem mind azonosak. Ekkor ha bevezetjik az

T+ X2+ + Ty
n

A, =

jelolést, akkor (2.3) szerint, z1 < Ap+1 < Tp41. Alkalmazhatjuk tehét az indukcids
feltevést a kovetkezé n darab nemnegativ szamra

(T1 + Zpg1 — Ang1) T2, 0, Ty
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Igy

(x1 4+ 2ny1 —App1) 2z < "

_ ((n+1)An+1_An+1>n_ n

n - n+1-*

<$1 +12+"'+In+$n+1An+1>n

De alkalmazva a (2.2) észrevételiinket, azt kapjuk,hogy

T1Tn+41

Ty Ty < (1’1 + Tpy1 —An+1)m2-~-xn < AZ+1
An—i—l

amibdl mar kovetkezik a bizonyitandd

n+1 __
T1T - Ty < AN = (

21 ot Tt T\
n+1 ’

egyenlétlenség. O
Végiil lassuk be a Bernoulli-féle egyenlotlenséget.

Allitas 50 (Bernoulli-egyeneldtlenség) Minden n pozitiv egészre és barmely h >
—1 wvalds szdmra igaz az aldbbi egyenldtienség.

(I+h)">1+n-h

Bizonyitds. n = 1 esetén nyilvanvaléan egyenloség formajaban teljestl az egyen-
16tlenség. Ldassuk ezért be, hogy amennyiben n(> 1)-re igaz, akkor abbdl mér
kovetkezik, hogy n + 1-re is igaz. Figyeljiik meg, hogy a h > —1 feltétel biztositja,
hogy 1 4 h-val szorozva nem valtozik az egyenlétlenség iranya.

(1+h)"tt = (1+h)"(1+h) > (1+n-h)(1+h) = 1+n-h+h+n-h?> > 1+(n+1)-h,

ahol az utolsé lépésben a nem-negativ n-h? tag elhagyésa nyilvan csak csokkentheti
a jobboldalt. Ezzel a bizonyitast befejeztiik. O

2.1.4 Komplex szamok

A kindulés itt is egy hidnyérzet. Mér a masodfokd egyenleteknél beleiitkoziink
abba probléméaba, hogy egy olyan egyszerti egyenletnek, mint az 22 + 1 = 0 nincs
valés gyoke, hiszen a baloldala mindig legaldbb egy; vagy masképpen indokolva:
nincs olyan valds szam aminek a négyzete a negativ, —1 szam lenne.

Az algebrai egyenletek megoldhatdsidganak a lehetdsége volt a kozvetlen Gsz-
tonzoje annak, hogy egy — a valds szamok testénél bovebb — testet, a komplex



2.1. A szdmfogalom felépitése 47

szamokat bevezessék. Az 1j, b6vebb szamfogalom egyrészt harmonikus megoldast
ad a felvet6dott problémaéra, mésrészt erre a szamfogalomra alapozva nagy elmé-
letek épiiltek fel (komplex fliggvénytan).

A komplex szamtest, normal alak

A valés szdmok bevezetésénél az inditott el benniinket, hogy mérni akartuk az
egyenes szakaszokat, szamokat akartunk rendelni a szamegyenes minden pontjahoz.
Ehhez hasonléan most azt szeretnénk elérni, hogy az R? sik pontjaival tudjunk dgy
szamolni, ahogyan egy testben lehet, azaz testet akarunk definidlni a valds szamok
rendezett parjainak az R? dsszességén.

Allitas 51 A walds szdmok R?, rendezett szdmpdrjai testet adnak a kévetkezd-
képpen definidlt dsszeadds és szorzds miiveletekkel.

(@b)+(ed) = (atebtad), (24)
(@,b)-(c,d) % (ac—bd,ad+ be). (2.5)
A test dsszeaddsra nézve reprodukdld eleme (nulla eleme) a (0,0), a szorzds repro-
dukdld eleme (eqység eleme) pedig az (1,0).
Egy (a,b) elem dsszeaddsi (additiv) inverze (ellentettje) a (—a,—b), és az (a,b) #
(0,0) esetben a szorzdsi (multiplikativ) inverze (reciproka):

1 a =b

Ezt a testet komplex szdmoknak fogjuk nevezni, és C-vel jeldljik.

Hangstilyoznunk kell, hogy az &llitasban 1évé miiveleti jelek mast jelolnek a
szamparok kozé téve, és mast a koordinatak kozott. A szamparok koézott a komp-
lex szamok most definidlt miveleteit jelolik, a koordinatdk kozott pedig a valds
szamok miveleteit.

Bizonyitds. Az konnyen lathat6, hogy az (2.4) Gsszeadds kommutativ, asszociativ,
reprodukalé elemes és invertdlhatd, hiszen a parok komponensenként adédnak
Ossze a valds szamok Osszeaddsdnak megfelelden. A (2.5) szorzds tulajdonsigainak
a belatasa egyszer(, de részletezziik:

1) Kommutativités:

(a,b)(c,d) = (ac — bd,ad +be) és (¢,d)(a,b) = (ca — db,cb+ ad).

A baloldalokon 16vé parok a valds szdmok Osszeaddsanak és szorzdsdnak a kom-
mutativitasa miatt azonosak.
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2) Asszociativitds:
[(a,b)(c,d)] (e, f) = (ac — bd, ad + bc)(e, f) =

= ([ac — bd]e — [ad + bc] f, [ac — bd] f + [ad + bcle) =
= (ace — bde — adf — bef,acf — bdf + ade + bee),
és
(a,b)[(c,d)(e, f)] = (a,b)(ce — df,cf + de) =
= (alce — df] — blcf + de], a[cf + de] + b[ce — df]) =
= (ace — adf — bef — bde, acf + ade + bce — bdf).
3) Reprodukdlé elem az (1,0):
(a,0)(1,0) =(a-1—=b-0,a-0+b-1) = (a,b).

4) Egy (a,b), nem nulla par inverze: Kétféle médon is eljarhatunk, vagy ellen-
Orizziik, hogy az (2.6) parral szorozva az (a,b) part az (1,0), egységelemet kapjuk,
vagy kiszdmoljuk az inverzet. Az utébbi utat vélasztjuk. Olyan (z,y) elemet
keresiink, amelyre

(a,0)(z,y) = (1,0),

azZaz
(CL.’E - byvay + bx) = (170)7

amibol
ar —by =1 és ay + bz = 0.

Ezt az linedris egyenletrendszert kell csak megoldanunk. Egyszerii szamolassal
adddik, hogy
(a2 + b2) T=a és (a2 + b2) y = —b.

5) Disztributivités:
(a,0)[(z, y) + (u,v)] = (a,b)(2,y) + (a,b)(u,v) =
(ax — yb,ay + bx) + (au — bv,av + bu) =
= (ax — yb+ au — bv,ay + bz + av + bu) =
= (a[z +u] — bly + v],aly + v] + blz + u]) = (a,b)(z + u,y + v),
és ezzel minden sziikséges tulajdonsagot belattunk. O

Példa 2.6 Szdmoljuk ki az (a,b) és (¢,d) # (0,0), komplex szamok hdnyadosdt.
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A reciprokra vonatkozé (2.6) formula szerint

(a,b)
(¢, d)

_ ac+bd be — ad -
S \aZ 4224+ d2)

1 ¢ —d
= (a,b)(¢c,d)™" = (a,b) (M, cz—i—dz> =

A szamfogalom kialakitdsa sordn az a vezérl6 elv, hogy az dltaldnosabb szamkor
valamilyen értelemben tartalmazza a kevéshé dltaldnos szamokat. A komplex sz&-
mokat a valds szdmok kiterjesztéseként szeretnénk felfogni, ezért meg kell vizsgal-
nunk, hogy milyen értelemben “része” a valés szamok a komplex szdmoknak. Az
R? siknak, amit alkalmas miiveletekkel a komplex testté tettiink, gy része a valds
egyenes, hogy az (z,0), x € R szdmpdrokat tekinthetjiik a valds egyenesnek, vagy
helyesebben: a valds egyenes képének, a sikba valé “behelyezésének” (“bedgyazé-
sédnak”).

Nézziik meg, hogy mit adnak a komplex szamok kozotti miiveletek az (x,0)
alaku szdmparok esetében:

(x,0) + (v, 0) = (z + v, 0)

és

Ezek alapjan megallapithatjuk, hogy az (z,0), x € R egyenesen tgy mennek
végbe a miiveletek, hogy az els6 koordinataval pontosan a valds szamok kozotti
miivelettek szerint jarunk el, a masik koordinata pedig nulla. Szemléletesen szdlva,
ha letérélnénk a zardjeleket a nulldt és az elvédlasztd vesszot, akkor a valds szé-

mok miiveleteihez jutnank. Ezt a nagyon fontos gondolatot a kovetkezOképpen
fogalmazzuk meg pontosan.

Allitas 52 Az
x +— (z,0), reR (2.7

mddon definidlt ¢ : R — C leképezés injektiv és miivelet-tarto, abban az értelemben,
hogy

Putv) = ou)+o(v), (2.8)
P(uv) = ¢(u)-d(v). 2.9

A ¢ leképezés az R valds szdmokat a szdmpérok {(z,0) : x € R} halmazara
képezi, és az R és a kép kozott a leképezés bijektiv, és miivelettartéd. Ez azt jelenti,
hogy az R és {(x,0) : z € R} halmazok a széban forgé miiveleteket tekintve, mint
két algebrai struktira, azonosak abban az értelemben, hogy ahogyan az egyikben
mennek végbe a miiveletek, ugyanigy mennek végbe a maésikban. Az ilyen ¢
leképezést izomorfidnak nevezik. Ilyen elnevezéssel azt mondhatjuk, hogy az R
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izomorf képe része a C-nek. Lazadbb széhasznalattal azt is szokds mondani, hogy
az R izomorfia értelemben része (részhalmaza) a C-nek. Ha az elmondottaknak a
tudataban vagyunk, akkor mondhatjuk azt, hogy egy r valds szam komplex szam
is, de kozben az (r,0) parra kell gondolnunk.

Minden (a, b) komplex szém felirhat6 a kovetkez6képpen
(a,5) = (a,0) + (0, 1)(b,0). (2.10)

A (0, 1) elemmel egy gyGkeresen 1j tulajdonsig jelenik meg a komplex szamtestben:

(0,1)* = (0,1)(0,1) =(0-0—-1-1,0-1+1-0) = —(1,0),

amit — ha figyelembe vessziik az izomorfiarél mondottakat — (egy kicsit lazdbban)
igy is frhatunk

(0,1)? = —1.

A (0,1) elem tehat egy megoldésa a
22 +(1,0) = (0,0)

(vagy lazébban: 22 + 1 = 0) egyenletnek.

Masik felépitését kapjuk a komplex szamoknak a kovetkez6 konstrukciéval.
Vegyiik az

a+ib

alakt szimbodlumokat, és a miiveleteket gy definidljuk, hogy az i szimbdélumra
feltessziik, hogy %> = —1, és szem el6tt tartjuk a formdlis miiveleti szabdlyokat:

(a+ib) + (c+id) = a+ c+i(b+ d) (2.11)

és
(a + ib)(c + id) = ac + aid + ibc + i*bd = ac — bd + i(ad + be). (2.12)
Azonnal 14thatd, hogy az (a,b) és (¢, d) szdmpérok és a + ib és ¢ + id szimbdlumok

kdzott mennyire azonosan térténnek a miiveletek. Az elmondottakat egy tételben
foglaljuk Ossze.

Allitas 53 Az a + ib, a,b € R alaki szimbolumok Gsszessége a (2.11) és (2.12)
mdiveletekkel testet ad, amelyik izomorf a komplex szamok C testével az

(a,b) — a+ ib.

izomorf leképezés mellett.
Az a +ib szimbdlumot az (a,b) komplex szam normdl-alakjinak nevezziik.
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A normal-alakokkal elonyosebb szamolni, mint a szamparokkal, mert — a
formélis szamoldsi szabalyok betartdsa mellett — csak arra kell tigyelni, hogy
i? = —1. Aggalyosan pontos gondolkodds mellett, a normél-alakok teste csak
izomorfia értelemben azonos a bevezetett komplex szdmokkal, de ettdl a folosleges
fontoskodastdl eltekintiink. A kovetkez6 példdk szerint a normaél-alakkal vald
szamolds tobb esetben is el6nyos.

Példa 2.7 frjuk fel az
a—+1b €s c+id #0+10
hdanyados normdl alakjdt.

A 53. &llitas szerint a normaél-alakok Osszessége test, ezért ugy szamolhatunk,
ahogyan tesben szabad:

Az
a+1ib

c+id

tort szamlaléjat és nevezGjét szorozzuk meg a ¢ — id komplex szammal:

a+ib  (a+ib)(c—id)
c+id  (c+id)(c—id)

_ac+bd+i(bc —ad)  ac+ bd+i(bc— ad)

B c? — (id)? N 2+ d?
A szadmoldsnal felhasznaltuk a testekben fenndllé (z —y)(z +vy) = 22 — y? azonos-
sagot. O

Példa 2.8 Keressiik meg azokat a komplex szdmokat, amelyeknek a négyzete 1.
Olyan z + iy szdmot keresiink, amelyre (x + iy)? = i, azaz
z? —y? + 2zyi = i.

Ebbdl

22—y =0 és 20y = 1.
Az elsébdl 22 = y? és ezt masodik négyzetébe téve 4x2x? = 4z* = 1 adddik,
amib8l 22 = 1/2, ezért az

1 , 1
r=+— és y==+—

V2 V2

értékek johetnek széba. Az x és y a 2xy = 1 miatt egyezd el6jelil, és igy a kovetkezd
két komplex szam lehet megoldas:
1 o1 1 1
— +1—= e ——F —1—=.

V2 V2 V2 V2
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Négyzetre emeléssel ellenorizhetjiik, hogy valéban megoldasok. O

Talan 1gy tiinhet most, hogy a normal-alakokkal konnyebb bevezetni a komp-
lex szamokat. Azért valasztottunk mégis eltéré modot, mert azt tisztabb elin-
duldsnak éreztitkk. Egy kicsit zavard lehet ugyanis a normal-alakos bevezetésnél
egy olyan objektumnak a kezdeti hasznalata, aminek a négyzete —1. Az i szdmnak
ez a kiilonos viselkedése volt az oka annak, hogy a torténelem soran “lehetetlen”
szamnak is nevezték, és ma is imagindrius (képzetes, képzelt) egység a neve. Azt
hitték, hogy a tobbi szam valahogyan valésagosabban létezik, a helyes szemlélet
szerint azonban minden struktira egyformén “valésagos”.

Eddig még nem is hasznositottuk geometriailag azt, hogy az R? sik elemei
kozott vezettiink be miiveleteket, és igy jo szemléltetésre van lehet6ségiink. Ha az
R? sikrdl ilyen értelemben beszéliink, akkor komplex (szdm )siknak fogjuk mondani.
Ez ugyanolyan szerepet tolt be a komplex szamoknal, mint a valés egyenes a
valds szdmokndl. Az (z,0) szdmpérok Osszességét valds, az (0,y) alaki szdmpérok
Osszességét pedig képzetes egyenesnek szokds nevezni.

A kovetkez6 definicioban bevezetett elnevezéseket a 2.1. dbran szemléltetjiik.

Definicié 54 Legyen az z = x + iy eqy tetszdleges komplex szdm. A z szam valds
részének mondjuk az x, imagindrius részének pedig az y valds szamot, jelolésben:

Re(z) =Re(z +iy) =2 és Im(z) =Im(z +1iy) = y.
A z konjugdltidnak nevezzik — jelolésben: z — az (v — iy) komplex szdmot.
Allitas 55 A konjugdldsnak a kévetkezd tulajdonsdgai vannak.
(1) 2+ z2=721+7.
(2) iz =71 %

(3) Ha z9 # 0, akkor

A/~
SR
~
Il
SR

Bizonyitds. Legyen a bizonyitasok soran z; = x1 + iy1, 20 = T2 +1y2 és 2 = x + 1y.
(1): stz =z +x2—i(y1 +y2) = (v1 —iy1) + (22 — iy2) = 21 + 22

(2):  Ziz2 = 2172 — Y1y2 + i(T1y2 + T2y1) =
= 2122 — Y1y2 — i(T1y2 + T2y1) = (v1 — iy1)(v2 — iY2) = 71 - 2.
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Im(z) PP PPN Z_ a+ ib
: Re(z)
TI0(2) T ’
Z=a—1b

2.1. abra: Valos és képzetes részek, konjugélt.

(3):  Eloszor azt lassuk be, hogy reciprok konjugéltja a konjugélt reciproka. Ez a
kovetkez6 szamoldsokbdl adodik:

1_ - T — 1y _x—iy
z o wtiy  (ztay)(c—iy) 224y
11 T + 1y _x iy
z x—iy (v—iy)(x+iy) 22 +y?’

és ezekbdl mar latszik, hogy

A hanyados konjugalasa a szorzat és reciprok konjugdlasi szabalya alapjan:

()@ -m)-as -2

22

4): zZz=z—iy=x—iy=x+1iy = z.
(5): z+zZ=(r+iy)+ (x —iy) =2z =2 - Re(z).
(6): A Z=zazaz az x — iy = x + iy pontosan akkor all fenn, ha 2iy = 0, tehét

ha a z valds.
(7): z—Zz=(z+1iy) — (x —iy) = 2iy = 2i - Im(2). O

Definicié 56 Egy z = x + iy komplex szam abszolut értékének vagy hosszdnak
mondjuk az

2| € Vaz = /(@ + i) (z —iy) = Va2 + 2.

szamot.
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Az (z,y) komplex szdm abszolut értéke megegyezik az (z,y) sikbeli pont origé-
t6l val6 tavolsagival. Ha egy z = (x,0) valés komplex szdmot vesziink, akkor
2| = Va2 = |z|, ezért a komplex szdm abszolitértéke a valés abszolit érték ki-
terjesztésének tekinthetd. Az abszolit érték fontos tulajdonsidgait a kovetkezd
allitasban soroljuk fel.

Allitds 57 Legyenek a z = x+iy, 21 = x1+1iy1 €s zo = x1+1iys tetszdleges komplex
szamok.

(1) [z122] = [21]]22].

(2) |2|=0 < z=0.
(3) Re(z172) < |21] - [22]-
(4) |21 + 22| < [21] + [22]-

A bizonyitas el6tt két megjegyzés az allitdsokhoz:
Figyelembe véve azt, hogy

2122 = (@1 +iy1) (w2 + iy2) = (2132 — Y1y2) + i(T1y2 + Y122),
az els6bél kaphato, |z120|? = |21|?|22|? egyenldéség részletesen kifrva:
(@122 — y1y2)” + (2192 + y122)? = (2] + y7) (23 + v3).

A (3) egyenldtlenség részletesen irva:

T179 + y1ye < \/27 + x%\/yf + 3.

Ez az u. n. Cauchy-egyenlStlenség. Az éllitas negyedik egyenlStlenségét haromszog
egyenldtlenségnek is szokds nevezni, mivel a 2.2. &bra szerint azt fejezi ki, hogy
egy haromszog egyik oldaldnak a hossza nem lehet nagyobb, mint a mésik két
oldal hosszanak az Gsszege.

Bizonyitas.
(1): A szorzat konjugélasi szabdlydnak a felhasznalasdval:

|Z122|2 = (z2122)7122 = 71227122 = (2171) (2272) = |Zl|2 : |Zz|2-

(2): Az |z|? = 22 +y? = 0 egyenl6ség azzal ekvivalens, hogy x = 0 és y = 0, azaz
z=0.
(3): Figyelembe véve azt, hogy

2173 = (21 + 1y1) (22 — 1y2) = (2122 + y1y2) +i(—21Y2 + Y122),
a |2122)? = |21]?|22]? egyenldség (amely kénnyen ldthatéan igaz) részletesen kifrva:

(2122 + 1192) + (—21Y2 + Y122)? = (2] + ¥7) (23 + v3).
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e %)
e |z1 + 22|

2.2. dbra: Haromszog egyenlétlenség.

A baloldal méasodik, nemnegativ tagjat elhagyva kapjuk:
(w122 + y1y2)” < (2 +97) (3 +43).

(4): A konjugalas szabdlyait alkalmazva:

21+ 2l = (21 + 2)(F +72) =

= 27+ 215 + Fize + Taze = |21|? + 2Re(21%2) + | 2|2
A jobboldali kézépsé tagra a (3) egyenlStlenséget alkalmazva:
|21+ 2 < |21 f? + 221 |22] + [22f” = (2] + |22])%,

amibdl azonnal adédik a haromszog egyenlotlenség. O

Végezetiil egy torténelmi megjegyzés. Alig lehet elhinni, hogy az els§ elek-
tronikus szamitogép, amelyik elektromos jelfogdkbdl épiilt fel, komplex szamokkal
szémolt (1938-40, Bell Telephone Laboratories), és elektromos hélézatok vizsga-
latara késziilt. Ennek az az oka, hogy az elektromossdgtan elmélete és gyakorlata
intenziven tamaszkodik a komplex szamokra. Ez a szamitégép azonban még nem
volt, a mai értelemben programozhatd.

Trigonometrikus alak, egységgyokok

A komplex szamok szamparokkal valé bevezetése és normal alakja szorosan kap-
csolédik az R? sik pontjainak a Descartes-féle (derékszogii) koordindtdkkal vals
megadédsahoz. A sik pontjai azonban megadhaték u. n. polar koordindtakkal is.
Egy (a,b) # (0,0) pontot egyértelmiien megad az origdtdl vett

r a2 4 b2 (2.13)
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tavolsdga és az (a,b) ponthoz mutaté szakasznak az x tengely pozitiv {rényi
részével bezart o szoge, amit a

cosa = ——a (2.14)

va? +b?
egyenléséghdl hatarozhatunk meg. Az origdt mar a tavolsdg megadja, és szogrol
itt nem beszélhetiink, ezért ezt a pontot a tovabbiakban kizarjuk a vizsgalatokbol.
Megforditva az (r,a), r > 0 poldr koordinatdk alapjin az (a,b) derékszogl
koordinatakra valé attérés egyenletei:

a=Trcoso és b=rsina. (2.15)
Az elmondottakat 2.3. dbran szemléltetjiik, és egy definiciéban is rogzitjik:

Definicié 58 Egy a+ib nem nulla komplex szdm trigonometrikus alakjdnak mond-
juk az
r(cosa + isin )

alakot, ahol az (r,a) szdmok és az (a,b) szamok kézétti kapcsolatot az (2.13)-
(2.15) formuldk mutatjdk.

Ne feledjiik, hogy — a szog mérésének a szabdlya szerint — két szog pontosan
akkor azonos, ha a mérészamaik kiiliinbsége a 27 egész szadmu tObbszorose, ezért
az (ri,a1) és (re,as) poldr koordindtdkkal megadott komplex szdmok pontosan
akkor azonosak, ha

rL =Ty és a1 — ag = (egész) - 2.

Az o szdget altaldban célszerdi a [0, 27) intervallumba esének vélasztani.

A trigonometrikus alakndl természetesen nem a szdgmérés egysége, hanem
maga a “sz0g” a lényeges, ezért a szoget fokban is mérhetjiik, és célszerliség szerint
felvaltva hasznalhatjuk a két mértékegységet.

Most pedig megvizsgaljuk, hogy a trigonometrikus alak esetében hogyan végez-
hetOk el a komplex szamok kozotti miiveletek. Az Osszeadds esetében nem tudunk
érdekeset mondani, de anndl inkdbb a szorzas esetében:

Allitas 59 Legyenek a
z=r(cosa+isina)
z1 = r1(cosay +isinay), 29 = T9(COS (o + i sin ag),
trigonometrikus alakban adott komplex szamok. Ekkor
(1) z122 = rira(cos(ar + a2) +i(sin(ag + az)),

(2) 2" =r"(cosna +isinna), azn egész,
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r(cosa + isin o)
TSané N :

i
T Cos o

2.3. dbra: Komplex szamok trigonometrikus alakja.

a_n (cos(a — ag) +isin(a; — az)) (22 #0).
22 T2

(3)
A szabélyokat roviden, szavakban is érdemes megjegyezni:
Szorzas: Az abszolut értékeket Gsszeszorozzuk, a szogeket Osszeadjuk.

Hatvanyozas: Az abszolut értéket hatvanyozzuk, a szogeket megszorozzuk a
kitevével.

Osztas: Az abszolut értékeket elosztjuk, a szogeket kivonjuk.
Bizonyitds. (1): A normél-alaknak megfeleléen sziamolva
2122 = r1(cos g + isinaq)ra(cos ag + isinag) =

= rira(cos oy + isinay)(cos g +isinas) =
= 1179 ((cos ay cos ag — sin g sin ag) + 4(cos @ sin ag + sin oy cos az)) .
Ebbdl pedig a koszinusz és szinusz figgvények addicids képlete alapjan:
2129 = rira(cos(ay + ag) + isin(ag + a2)).
(2): Haaz ag = ag és ry = ry, akkor az (1) azonossdghol
2% = r%(cos 2a + i sin 2a).

Teljes indukciéval tetszéleges n pozitiv szdmra: Ha az (n — 1)-re mér igaz, akkor

Zn—lz — rn—l(

cos(n — 1)a +isin(n — 1)a)r(cos a + i sin @)
és ez az (1) alkalmazdsdval:

= r"(cosna + isinna),
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amivel az allitast pozitiv egész n-re be is lattuk. Ha az n negativ egész, akkor a
27" = 1/2"™ megallapodds alapjdn — feltéve, hogy a z nem nulla —
1 1

‘ = r~"(cos(—na) + isin(—na) -

—n cos(—na) — 1 §1I12(—na) = r"(cos na + i cos na),
cos?(—na) + sin”(—na)

amivel a negativ n esetét is belattuk. A 20 = 1 megallapodds a z° = 7°(cos0 +
isin0) = 1 egyenldség szerint teljesiil. O

Példa 2.9 Szdmoljuk ki az (1 + i) szdzadik hatvdnydt.

Mivel az (1 + i) szdm abszoliit értéke v/2, a szoge pedig a

1

COS&x = E

egyenl8ség szerint /4, ezért

1+4i=v2(cos(w/4) + isin(r/4)),
és igy
(140)'° = 2°%(cos(100(r/4)) + isin(100(7/4))) =
= 2°%(cos 257 4 isin 257) = —2%°

O

Egy z szdm n-edik gyokének (n természetes szdm) nevezziikk a w szdmot, ha
w™ = z. A trigonometrikus alak igen jol alkalmazhaté az n-edik gyok kiszamola-
sanal, amit allitdsban is megfogalmazunk.

Allitis 60 Legyen a z = r(cosa +isina) egy nemnulla komplex szdm, és az n
pozitiv egész. Ekkor a z komplex szamnak n szama, kilonbozé n-edik gyoke van:

2k 2k
U {cos (Z + n7r) + isin (Z + T;r)] ; (2.16)

ahol a k az
0,1,2,...,(n—1) (2.17)

értékeket veszi fel.

Bizonyitds. A w = h(cos ¢ + isin ¢) komplex szdm pontosan akkor n-edik gydke a
z = r(cosa + isin ) komplex szdmnak, ha w™ = z, azaz ha

h" (cosng +isinng) = r (cosa + isina).
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Ez az egyenl6ség pontosan akkor all fenn, ha egyrészt

n __ J—
A" =r, azaz h= {r,

masrészt
ng —a = 2km,
ahol a k egész szadm, azaz
2k
o= T 041,42,
n n

Ezek szerint az allitdsban szerepld (2.16) komplex szdmok n-edik hatvényai valé-
ban a z szamot adjak. Ha megmutatjuk, hogy mind kiilonbozéek, akkor készen is
lesziink, mert n-nél tobb gytke nem lehet a z™ = w egyenletnek. Ehhez elégséges
belatnunk azt, hogy az

2%
&L k=0,1,2,...,n—1
n n

szogmértékek kiilonbozo szogeket hataroznak meg. Ez pedig azonnal kovetkezik
abbdl, hogy az

(0 r) (24 B _2n_2in b

n n n n n n n
kiilonbség kisebb mint 27, hiszen |k — j| < |n — 1. O
A 2" = 1 egyenletnek a 60. allitds szerint n szdmu kiillénb6z6é gydke van.

Ezeket a kovetkezd definicidéban el is nevezziik.

Definicié 61 Azt az n darab

cos(m>—|—icos<2]m), k=0,1,...,n—1
n n

(kiilonbozd) komplex szdmot — amelyeknek az n-edik hatvdnya 1 — n-edik egység-
gyokoknek nevezzik.

Hatérozzunk meg néhany egységgyokot.

1) A mésodik egységgyokok:

.. , 21 . 2w
cosO+12sin0 és cos > + 2s1n 5 )

azaz az 1 és (—1).
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2) A harmadik egységgyokok: Figyelembe véve, hogy (360°)/3 = 120°,

cos0° +isin0° = 1,
1 3
c0s120° +isin(120)° = —3 +i§,
1 3
5240° +1sin240° = —= —i—.
COs +28In 5 7 5

3) A negyedik egységgyokok: Figyelembe véve, hogy (27)/4 = w/2,

cosO0+1isin0 = 1,
7r+‘ . .
cos — +1isin— = ¢
2 2 ’
cosm+isinmt = —1,
37r+,, T .
cos— +isin— = —i.
4 4

4) A hatodik egységgyokok: Figyelembe véve, hogy 360°/6 = 60°,

cos0° +4sin0° = 1
1
cos 60° 4+ isin 60° = 54—2‘?,
1 3
c0s120° +isin120° = —3 —i—i%7
cos180° +isin180c = —1,
cos 240° + isin 240° = 5 i

1 V3
2
V3

cos 300° 4+ ¢sin 300° = 1—

1

2
Az n-edik egységgyokok olyan — az egységkorbe irt —szabalyos n sz0g csucs-

pontjaiban helyezkednek el, amelynek az 1 csicspontja. (a 2.4.-2.6. abrdk).

Az egységgyokok segitségével a 60. tételt a kovetkezéképpen fogalmazhatjuk
at:

Allitas 62 Legyen a z = r(cosa + isina) egy nemnulla komplex szdm, és az n
pozitiv egész. Ekkor a z komplex szamnak n darab n-edik gydke van:

C/F[cos (%)—!—isin(%)] cep, k=0,1,...,n—1, (2.18)

ahol az € az n-edik eqyséqgqyokok kozil a k-adik, azaz

(2k7r> . <2k7r)
€ =Ccos| — | +sm | — | .
n n
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1 V3
—3 Ty
|
|
!
I
|
|
|

1, ,V3
2 ts

2.5. dbra: A negyedik egységgyokok..

A (2.18) szerint a z komplex szdm n-edik gyokeit igy kapjuk meg, hogy vessziik

az egyik
o[ (2) i (2]

n-edik gyckét, és rendre megszorozzuk az n-edik egységgyokokkel.

Algebrai (polinom) egyenletek gyokei

A komplex szamok testének egyik nagy elénye, hogy lehetévé teszi az algebrai
(polinom) egyenletek gyokeinek a harmonikus vizsgdlatdt. A tanulményozés ki-
indul6 allitdsa az u. n. algebra alaptétele. FEzt a nevezetes tételt mondjuk ki
el6szor. Igazolni, a jelenleg rendelkezésre allo eszkozeinkkel nem tudjuk. Kés6bbi
tanulmanyaink soran—alkalmas elméleti ismeretek birtokdban— majd adunk réa
egy bizonyast.

Allitas 63 (Az algebra alaptétele) Minden komplex egyiitthatds

p(2) =an2" +an_12" - Fayz+ag=0
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2.6. dbra: A hatodik egységgyokok..

algebrai (polinom) egyenletnek van gydke a komplex szamok kiorében.

A komplex szdmok bevezetésével az 22 4+ 1 = 0 egyenlet megoldhatatlansigat
igyekeztiink megsziintetni, ezért eléggé meglepd, hogy ez a célkitlizés olyan nagy
eredményt hozott, hogy most mar minden algebrai egyenletnek van gyoke.

Az alaptételnek fontos kovetkezménye a gyoktényezds alakra vonatkozo tétel.

Allitas 64 Legyen a
p(2) = a2 +an_12""'+- +arz+ag =0, a, #0
egy n-ed foki, (n > 1), algebrai egyenlet. Ekkor vannak olyan
21,22, .52k, 1<k<n
kiilonbozé komplex és
mi,mo,...,ME, M1 +Mo+---+Mp="n

pozitiv egész szamok, hogy a p polinom a tényezok sorrendjétdl eltekintve egyértel-
mden irhato fel

p(2) = an(z —21)™ (2 — 22)"™* -+ (2 — )™, (2.19)
alakban.
A bizonyitas el6tt néhany elnevezés:

Definicié 65 A 64. dllitdsban szereplé mq, ..., my egész szamokat a z1,...,zx
gyokokhoz tartozo multiplicitasoknak mondjuk a

(Z_Zl)a"'a(z_zk)

elséfoki polinomokat pedig gyoktényezdknek. Az (2.19) formdt a p gydktényezds
alakjanak mondjuk.
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A tétel szerint egy n-ed foku algebrai egyenletnek pontosan n szamu gyoke van
(a komplex szdmok korében), ha a gyokoket multiplicitdssal vessziik figyelembe.

Bizonyitds. El0szor azt mutatjuk meg teljes indukciéval, hogy minden polinom
felirhat6 gyoktényezos alakba, majd a felbontas egyértelmiiségét igazoljuk.
Ha n = 1, akkor nyilvanvalbéan igaz az allitds, hiszen

(- (%)
az+ayg=a;|{z—|— .
ay

Tegyiik fel most, hogy minden (n — 1)-ed foki polinom felirhaté gyoktényez8s
alakba, és legyen a
p(z) =apz"+ - +a1z+ap

egy tetszbleges n-ed fokd polinom. Az algebra alaptétele szerint p(z)-nek van «
gyoke. Az ismert
doai=(z—a)Z 4220+ 4 zai 2 4ol Y
azonossag felhasznaldsdval, kapjuk, hogy
p(z) = p(z) — pla) =
=a,(2" —a") F a1 (Z" =)+ ar(z — @) = an(z — a)g(2),

ahol a g(z) 1 f6egytitthatéji (n —1)-ed foki polinom. Az indukcids feltevés szerint
a g felirhaté

9(z) = (z —z)" -+ (2 = z)",
1<s<n-1, z,...,2s kulonbozoek, n;+---+ns=n-—1
alakba, ezért ha az o gyok a z1,...,z, gyokok valamelyikével egyezik meg, akkor
multiplicitdst noveljiikk a megfelels helyen eggyel, ha pedig nem, akkor a (z — «)
1j gyoktényezéként 1ép fel a p eléallitdsaban. Igazolnunk kell még a gyotényezés
alak egyértelmiiségét. Tegyiik fel ezért, hogy

(1) P(2) = an(z — 20)™ (2 — 29)™% -+ (2 — 2)™"
@), p(2) = an(z — 21)" (2 — 22)2 -+ (2 — )

tovabba létezik olyan i(= 1,...,k), hogy m; # ¢; mondjuk m; < ¢;. De ez
lehetetlen, mert akkor a

p(z)
(z— z;)mi
polinomnak (1) szerint nem gyoke (2) alapjan viszont zérushelye a z; komplex
Szam. O

Valés egytitthatds polinom esetében a gyoktényezds eloallitdst — a valds szé-
mok korében maradva — a kovetkezOképpen lehet megadni:
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Allitas 66 Legyen a p eqy valds egyiitthatds n-ed foki polinom, a,, féegyiitthatéval.
Ekkor a p egyértelmiden irhato fel

51

an(z —an)F1 - (2 — ag)® (22 4 Bz +m)" o (P4 Bz + )

formdban, ahol az
a1,y ..., Ay, 517"'7ﬁra Y1y U

olyan valds szamok, hogy az elsé és mdsodfoku gyoktényezok kilonbozoek és a mul-
tiplicitdsokra:

kv +- 4 ks+2(li+---+ 1) =n.
Bizonyitas. A 55. &llitds szerint minden valds egyiitthatds

P(2) = an2" +apn_ 12"+ Farz +ag

polinomra

p(z) = apnz"+ap_12" 1+ +arz+ag =
= 72" F ap 12" a1z Fag = p(2).

Ebbdl viszont az kévetkezik, hogy a valdés egyiitthatés polinomnak z; gyokei vagy
valésak, vagy a konjugaltjukkkal egyiitt (parban) szerepelnek. Jeldlve a valds
gyokoket a;-vel, (i = 1,...,s)) megkapjuk a bebizonyitandé el6éllitds elsd felét.
Egy (a + ib) és (a — ib) konjugdlt pérra vonatkozé gyoktényezik szorzata

(z = (a+ b)) (z — (a —ib)) = 2* — 2az + (a® + b°),

alaki. A konjugalt parokban 1évé komplex gyokokbél igy adédnak az eléallitdsban
szereplé masodfokd tényezdk. Innen mar a 64. allitas felhasznalasaval azonnal
adddik a tétel. O

2.2 Valés vektorok, az rP tér

Mar a kozépiskolai tanulmanyaink soran talalkoztunk olyan mennyiségekkel, ame-
lyek nem jellemezhetSk egyetlen szamadattal, ilyenek példdul az er6, elmozdulas,
sebesség stb. Ezek reprezentdlasara vektorokat hasznaltunk. Kiderilt, hogy a
sikbeli helyvektorok és a rendezett valds szamparok kozott létezik egy bijektiv
megfeleltetés. Teljesen hasonléan lehet kolcsonosen egyértelmt hozzarendelést
létesiteni a térbeli helyvektorok halmaza és a rendezett valés szamharmasok hal-
maza kozott.
Azt is 1attuk, hogy ha a rendezett valés szdmpéarok R? halmazan a

(a,b) + (e,d) € (a+e,b+d),  (ab),(c,d) € R, (2.20)
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(a+c¢,b+d)
b+d’*""/‘;. <
/// Al T.\.: (c,d)
(a,b) :.7 ........................ b :
i T T
a a+c c

2.7. dbra: Az R2 sik két elemének az &sszeaddsa.

2(a, b)

f%(a,b)

2.8. dbra: A szammal valé szorzéds az R? sikon.

definici6 szerinti Gsszeadast értelmeziink, akkor az a helyvektorok ”parallelogram-
ma szabaly” szerinti Osszeaddsanak felel meg, amint azt a 2.7. dbran szemléltetjiik.

A helyvektorok valds szdmmal (skaldrral) valé szorzdsénak megfelelé operécié
az R? halmazon az

a-(a,b) def (aa, ad) (2.21)

egyenlGséggel értelmezett .n. skaldrral vald szorzds ahol az a tetszOleges valds
szam (skaldr).

A skaldrral vald szorzdst a 2.8. abra szemlélteti.

Az is jol ismert, hogy a fenti Gsszeadds kommutativ, asszociativ, reprodukalé6
elemes (a zér6 hossziusdgu vektornak megfeleld (0,0) par a reprodukdlé elem) és
invertalhat6 (tetszéleges (a,b) par inverze a (-a,-b) pér).

A skalarral val6 szorzasnak pedig a kovetkezé konnyen ellenérizheté tulaj-
donsagai vannak:

(1) (a+pB) - (a,b) = a(a,b) + B(a,d).

(2) O‘((av b) + (C, d)) = a(aa b) + Oé(C, d)
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(3) a(B(a,b)) = (aB)(a,b).
(4) 1-(a,b) = (a,b).

A tovébbiakban minden olyan algebrai strukturat, amelyben a fenti négy tu-
lajdonsdggal rendelkez6 Osszeadas és ugyancsak a fenti négy tulajdonsaggal bird
skalarral val6 szorzas van értelmezve — ahol a skalarok valamely szamtest elemei
— wvektortérnek fogunk nevezni.

Az R2-beli 6sszeadas és skaldrral valé szorzds definicidkat véve mintdul tovabbi
vektorterek konstrualhatok.

Jelolje RP (p pozitiv egész) az Osszes rendezett valds szdm-p-esek halmazét,
azaz legyen

R ={z=(21,...,2p) : z, €R, i=1,...,p}.

A sikbeli vektorok dsszeaddsdnak mintajdra értelmezziik két p-komponensii vektor
Osszegét a kovetkezOképpen:

def
(@1, 2p) + (Y1, -5 Yp) = (@1 4+y1, o Zp+Yp),

azaz legyen az Osszegvektor minden komponense egyenl6 az Gsszeadanddk megfe-
lel6 komponenseinek Gsszege. Konnyen ellenérizhet6, hogy a definialt Gsszeadas
kommutativ és asszociativ, reprodukalé elem a csupa zéré komponensbdl allé p-es,
és tetszbleges ¢ = (1, ..., x,) vektornak az inverze a —x = (—x1, ..., —x,) vektor.
Ugyancsak az R2-beli vektorok skaldrokkal valé szorzdsanak analégidjara, de-
finidljuk az RP-beli vektorok tetszoleges o valés skalarral vald szorzatat az

a-(x1,...,1p) = (azq,...,azp)

egyenldséggel. Nem nehéz ellendrizni, hogy a skaldrokkal vald szorzéas rendelkezik
az 1 —4 tulajdonsagokkal,

Igy RP-t az azon értelmezett Osszeaddssal és valds skalarral valé szorzassal
szintén vektortérré tettiik.

A kozépiskolaban értelmeztiik a sik vektorainak skaldris szorzatat, hozzéren-

delve tetsz6leges két sikbeli x és y vektorhoz az z -y def llz|||ly]| cos ¢ valés szamot,
ahol ||z| illetve |ly|| az « illetve y vektorok hosszét jelentette, mig ¢ a vekto-
rok dltal bezdrt szoget jelolte. Kés6bb azt is beldttuk, hogy ha z = (x1,z2) és
y = (y1,y2), akkor a két vektor skaldris szorzatédt a koordindtdk szorzatosszegeként
is megkaphatjuk, azaz

{ Ty =x1Y1 + T2y2

A skaléris szorzatra tdmaszkodva kiszamithaté a vektor hossza a

lell = V& @ = /23 + a3
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képlet alapjdn, hiszen az origd kezdSponti és az x = (x1, x2) pontba mutaté vektor
hossza az x1 és x4 befogdju derékszoglt haromszog atfogdjanak hosszaval egyenld.
Emiatt a Pithagorasz tétel szerint

] = 2 + 23,

el = /a2 + 23.

Kézenfekvének latszik, hogy az RP vektortérben is értelmezziik vektorok skala-
ris szorzatat, és annak definidldsakor az (i) képletet hasznéljuk az dltaldnositdshoz.

amibol

Definicié 67 Legyen x = (z1,...,%p) €y = (Y1,-..,Yp) az RP vektortér tetszble-
ges két vektora. Ekkor az x és y vektorok skaldris szorzatdn az

P
ry= Z TiYi
i=1
valos szdmot értyiik.

Az RP-beli vektorok skalaris szorzata is rendelkezik azokkal a tulajdonsagokkal,
amelyet a sikbeli vektorok skalaris szorzatardl mar belattunk kozépiskolai tanul-

ményaink sordn. Ezek a kovetkezék: minden = = (z1,...,2p),y = (Y1,---,Yp) 68
z=(#1,...,2p) vektorokra és minden \ valds skalarra

(a) Ty=y-x,

(b) (Az) -y = Az -y),

(c) (zty) z=z-2+y z,

(d) x-x>0és x-x =0 akkor és csak akkor ha z = (0,...,0).

A fenti tulajdonsiagok igazoldsa nagyon egyszerii, ezért azzal most nem is
foglalkozunk. Igazoljuk viszont, hogy tetszlleges z,y € RP vektorra és A valds
Szamra az

z-(Ay) = Mz -y)
tulajdonsdg is teljesiil. Valéban, az (a), majd a (b), végil ismét az (a) tulajdonsig
kihasznélasaval kapjuk, hogy

z-(Ay) =Ny) -z =Ay-z) =Nz -y).
Az (a) és (c) tulajdonsdgokbdl az is kovetkezik, hogy

z-(y+z2)=WY+z2) z=y-x+z-z=x-y+x-z.
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Megmutatjuk, hogy a skalaris szorzatra tdamaszkodva RP-ben is definidlhatd
vektorhosszusag fiiggvény.

Egy ilyen valds értéki fiiggvénytol azt varjuk, hogy rendelkezzen azokkal a
tulajdonsagokkal, amit a sikbeli, illetve térbeli vektorok hossza teljesit, azaz
minden z, y vektorra és A valés szdmra
1. ||z|| > 0 és ||z|| = 0 pontosan akkor, ha 2 =0,

2. Azl = M- 2]
3. és teljesiil a hdromszog egyenl8tlenség: ||z + y|| < [|z| + ||y]l -

Allitas 68 Legyen x = (z1,...,1,) € RP. Az

D
def
ol VE =[St
=1

mddon definidlt fliiggvény vektorhosszusdg vagy mds néven norma az RP vektorté-
ren. Az || - || normdt euklideszi normdnak nevezzik.

Az euklideszi norma a hosszusag megszokott fogalmanak altalanositasa, hiszen
p = 2-re vagy p = 3-ra a Pithagorasz tétel felhaszndlasaval kiszamithaté vek-
torhosszusaggal azonos.
Bizonyitds. 1) A skaldris szorzat negyedik tulajdonsidgdbdl azonnal kapjuk, hogy
lz]] > 0 és pontosan akkor nulla, ha x = (0,...,0).
2) A mésodik norma tulajdonsag egyszerii szdmoldssal adédik

laz|| = Vazx - ax = /a2 (z - z) = |a|Vz -z = |a||z]] .

3) A héromszog egyenlétlenség bizonyitdsdnak magja a kovetkezd u.n. Cauchy —
Schwarz egyenldtlenség:
minden z, y € RP vektorparra

|-yl < =]l - llyll -
A skaldris szorzat (d) tulajdonsiga miatt barmely valds A skaldrra
(x+Ay) - (x+Ay) >0.
A skalaris szorzat tulajdonsdgai alapjan a fenti egyenlGtlenség
]2 + 222 -y + X212 > 0

alakban frhaté. Az egyenl6tlenség bal oldaldn szereplé mésodfokd polinom a A
barmely értéke mellett csak ugy lehet nemnegativ, ha diszkrimindnsa nempozitiv,
azaz

Az -y)? = 4fyl? 2] < 0.

Ezt az egyenlGtlenséget atrendezve 4-el egyszertisitve, majd mindkét oldalbdl négy-
zetgyokot vonva kapjuk a kivant Cauchy — Schwarz egyenldtlenséget.
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Ezekutdan a haromszog egyenlétlenség igazolasa: tekintve, hogy barmely valds
szam kisebb vagy egyenld mint az abszolit értéke, a Cauchy — Schwarz egyenl6t-
lenséghdl kovetkezik, hogy

-y < lzllyll,
ezért
lz+yl? = (z+y) - (z+y) =
el + 22 -y + g2 < ll2l12 + 2llllyl + l9ll? = (le] + lyl)?.

A szadmolas sorozat elsd és utolséd tagjabol gyokot vonva kapjuk a kivant egyenlot-
lenséget. O

Megjegyezziik, hogy az euklideszi normara vonatkozé hiaromszog egyenlotlen-
séget Minkowski-egyenl6tlenségnek is nevezik.

Meg kell emliteniink, hogy RP-ben masképpen is definidlhaté norma. Példaul
az x = (x1,...,2,) vektorhoz az

def
|zl = max(|zal,..., |zp))

egyenléséggel értelmezett fiiggvény is rendelkezik mindharom norma tulajdonsag-
gal. Ennek igazoldsat az olvasdra bizzuk.

2.3 Algebrai strukturak

El6szor néhdany nagyon altaldnos fogalmat vezetiink be, amelyek — a targyalds
jelenlegi szintjén — elsésorban mint elnevezések érdekesek. A bevezetett fogalmak
az algebra targykorébe tartoznak, aminek a részletes tanulményozasa jelenleg nem
els6dleges feladatunk.

Talalkoztunk mér nevezetes strukturdkkal, példaul a Boole algebraval, a ren-
dezett halmazokkal (rendezett terekkel).

Most olyan strukturakat fogunk megismerni, amelyek a szdm fogalmaval kap-
csolatban vetédnek fel. A bevezetett absztrakciék eredeténél tartsuk szem el6tt a
megszokott egész szadmokat, racionalis szamokat és valés szamokat. Ahogyan mar
mondtuk is, ugy tekintsiik az itt elmondottakat, hogy a méar meglévd ismereteinket
rendezziik el, egy 14j és célszer fogalom-rendszerbe.

Az els6 absztrakcié azt a tapasztaldst dltalanositja, hogy a kézonséges szdmo-
ldsban az Osszeadas, szorzas és egyéb miveletek két szambdl egy tjabb szdmot
“csindlnak”.

Definicié 69 Legyen az X egy nem-tires halmaz. Eqy f : X x X — X leképezést
muveletnek is szokds nevezni, és olyan irdsmaod is lehetséges, hogy eqy miveleti jelet

feg )

— a jelen esetben legyen ez “o” — haszndlunk a fiigguény értékének a megaddsdra:

Fxy) ey (2.22)

Ha egy halmazon valamilyen mivelet van definidlva, akkor algebrai struktirdnak
mondjuk.
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Hétkoznapibban fogalmazva: Ha egy halmaz tetszéleges két elemébdl alkotott
péaroshoz hozza van rendelve a halmaznak egy eleme, akkor ezt a hozzarendelést
miiveletnek is nevezhetjiik.

Definicié 70 Az el6z6 definicidban szerepld (2.22) mduvelet

(1) asszociativ, ha minden x,y,z € X elemre
re(yes) = (zey) ez
(2) kommutativ, ha tetszbleges két x,y € X elemre

Tey=yeu;

(3) reprodukdld elemes, ha létezik olyan e elem az X halmazban, hogy minden
x € X elemre
cer=xee=ux,;

Az e elemet reprodukdlo elemnek fogjuk nevezni.

(4) inverz elemes, ha minden x € X elemhez van olyan z' € X inverz elemnek
nevezett elem, hogy
rezr =z ex=e,

ahol az e a reprodukdlo elem.

A definialt tulajdonsagok természetesen a fliggvényes jelolési méddal is felir-
hatdak. Vegyiik példaul az asszociativitast:

[ f(y,2)) = f(f(z,9), 2).
Szembeting, hogy a miiveleti jel attekinthet6bb, legaldbbis szamunkra megszokot-
tabb frasmdédot ad.

Azonnal lathatd, hogy az asszociativitas arra szolgal, hogy harom elemre is
kiterjeszthessiik a miiveletiinket, hiszen az xeyez felirds az asszociativités teljestilé-
se esetében mar értelmes, hiszen éppen azt mondja, hogy akarhogyan zaréjelezve is
kiszamolhatd a harom elemhez rendelt érték. Teljes indukciéval, az asszociativitds
segitségével tetszoleges véges szamu elemre is kiterjeszthet6 a miiveletiink.

Most pedig lassunk néhany példat, véve eloszor a legklasszikusabb eseteket.

Példa 2.10 Az egész szamok 7 0sszességénél az dsszeadds mivelete
- kommutativ,
- asszociativ,

- reprodukdlo elemes az 0 elemmel,
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- inverz elemes, eqy x elem inverze az ellentettje, azaz a —x elem.

Példa 2.11 Az egész szamok 0sszességénél a szorzas mivelete:
- kommutativ és asszociativ,
- reprodukdlo elemes, a reprodukdlo elem az 1,

- nem inverz-elemes, mert inverze csak az 1 és —1 elemnek van.

Példa 2.12 A raciondlis szamok Q halmazdt véve,

e az dsszeadds kommutativ, asszociativ, reprodukdlo elem a 0, inverz elemes,
eqy x szdm (additiv) inverze a —x;

o a szorzds kommutativ, asszociativ, reprodukdld elem az 1, (multiplikativ) in-
verze minden nem nulla © szdmnak van, az 1/x (vagyis a Q \ {0} inverz-
elemes).

Példa 2.13 Vegyiik a kovetkezd ot szimbolumbaol dallo halmazt
{0,1,2,3,4}.

Ezen a halmazon két miveletet is bevezetiink. Az egyiket “szorzdsnak” a mdsikat
pedig “6sszeadasnak” fogjuk nevezni. Megmaradunk a raciondlis szdmokndl meg-
szokott miveleti jeleknél is, persze 1j jelentéssel. A mdveleti szabalyokat a kovet-
kezoképpen definidljuk:

OSSZEADAS: ésszeadjuk a két szimbolumot jelold szimjegyet, és az osszeget
az b szdmmal leosztva a maradékot vessziik. Példdaul: 2+ 4 = 6, ezért a 2 és 4
szimbolumok 6sszege az 1 szimbdlum.

SzORzAS:  Osszeszorozzuk a két szimbdlumot jel6ls szdmot, és a szorzatot az 5
szdmmeal leosztva vesszik a maradékot. Példdul: 2-4 = 8 ezért a 2 és 4 szimbolumok
szorzata a 3 szimbolum.

Allitsunk eld egy attekinthetd miveleti tablazatot, és vizsgaljuk meg, hogy
milyen tulajdonsigai vannak a definidlt miveleteknek.
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Osszeadasi és szorzasi tablazatok.

| w| ool o
O | W[ DN ]
= O | W N DN
N =] Of x| W W
wW| N = Of x|
=l Wl N = O

(=] Ren) Nen) Hew) Nan] | Nan)
=l w| N | ol -
DN = =W O W
N W | Of

A miiveletek tulajdonsdgai akar a miiveleti tablazatok, akar kozvetleniil a
definiciok alapjan megvizsgdlhatéak. Nézziik példaul a kommutativitdast. Egy
tablazaton ez a tulajdonsag ugy jelentkezik, hogy a tablazat szimmetrikus, a
f6atlora, ami azonnal lathaté mindkét miiveletnél.

A reprodukalé elem léte gy olvashaté le a téablazatbdl, hogy valamely elem
alatti oszlop megegyezik a tablazat bal szélén 1év6 oszloppal. Az Gsszeadéas miive-
leténél az elsé oszlop ilyen, tehat a reprodukald elem a 0. A szorzds miiveleti
tablazataban a masodik, az 1 alatti, oszlop ilyen tulajdonsagu, ezért ott a repro-
dukalé elem az 1.

Vizsgaljuk meg az inverz elem létezését. Nyilvanvaléan azt kell nézniink,
hogy egy elem sordban szerepel-e a reprodukdlé elem, mert ha igen, akkor a neki
megfelel6 oszlop fejlécében 1évo elem az inverze.

Példaul:

Az 6sszeadasndl a 2 sordnak és a 3 oszlopa taldlkozdsandl van a nulla, tehat a
2 elem inverze a 3 elem. A kozonséges 6sszeaddstol kolesondzve az elnevezést azt
mondhatnank: a 2 elentettje a 3 elem. Konnyen lathaté, hogy minden elemnek
van inverze.

A szorzasndl a 0 elemnek nincs inverze, mert a sordban nem szerepel az 1 elem.
Az 6sszes tobbi elemnek van inverze. Példaul a 4 elem inverze a szorzasra nézve a
4 elem onmaga. A kozonséges szorzasbol véve az elnevezést azt is mondhatnank,
hogy a 4 elem reciproka maga a 4 elem. Ez persze eléggé meglep6 jelenségnek
tlnhet.

Gondoljuk meg azt is, hogy miért asszociativak a miiveletek. Ennek a belatdsa
a tablazatok ismeretében véges sok eset megvizsgdlasat jelenti. Ez persze az esetek
nagy szama miatt hosszi ideig tarthat. Egy kis mddszeresség segithet az Osszes
eset végignézésében.

Erre a — taldn kiillonosnek érzett — példara egyébként még viszszatérink,
ezért foglaljuk Ossze a miiveletek tulajdonsagait:

Az 6sszeadas: kommutativ, asszociativ, a reprodukald elem a 0, inverz elemes.

A szorzds: kommutativ, asszociativ, a reprodukalé elem az 1, a 0 elemen kiviil
minden elemnek van inverz eleme. a
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Példa 2.14 Az X n-elemii halmazt nevezziik dbécének, az elemeit betiiknek, véges
sok egymds mellé @rt “vixo...x” betdt (a sorrend lényeges) pedig egy szénak. A
szavak 0sszességét jeloljiik <X >-szel.

Definidljunk egy “®” miveletet a szavak kozott az egymds utdn vald irdssal:

12 ... T O®Y1Y2...Y; = 2122 ... TY1Y2...Y;.

Az egyetlen betiit sem tartalmazd, tires szét jeloje az () szimbdlum.
Milyen tulajdonsdgokat teljesit ez a mivelet?

[Aaki

Konnyen 1dthaté, hogy a “e” miivelet asszociativ és a reprodukalé elem az () iires
sz6: T1xe -2yl = 2129 - - - T,,. Nem inverz-elemes. O

A példédinkban t6bb olyan miivelet szerepelt, amelyik kommutativ, asszociativ,
reprodukald és inverz elemes volt, ezért célszerii elnevezést is bevezetni az ilyen
tulajdonsagu struktiurdkra, amit a kovetkezo definiciéban tesziink meg.

Definicié 71 Ha egy X halmazon olyan mivelet van értelmezve, amelyik ass-
zociativ, reprodukdlo és inverz elemes, akkor az algebrai struktirdt csoportnak
nevezziik. Ha még a kommutativitds is teljesil, akkor kommutativ csoportot mon-
dunk.

Hangsulyozzuk, hogy a csoport fogalom semmi mas, mint révid, egy széval valo
kifejezése ennek: “asszociativ, reprodukéld és inverz elemes algebrai struktira”.

Az el6z6 példdinkban mar tobbszor megjelent a csoport struktira; nézziik végig
Oket ebbdl a szempontbdl:

e Az egész szamok halmaza az 6sszeadds miiveletével kommutativ csoport,

A raciondlis szdmok halmaza az 6sszeadds miiveletével kommutativ csoport.

A raciondlis szdmok Osszességébdl elvéve a nulla elemet (Q \ {0}), a szorzés
miiveletével kommutativ csoportot kapunk.

A 2.13. példéank miiveletel ugyanazokat a tulajdonsigokat elégitik ki, mint
a racionalis szamok miiveletei, ezért az el6zoek ra is érvényesek.

A valds szamok halmaza az 6sszeadds miiveletével kommutativ csoport.

o A valds szdmok Osszességébél elvéve a nulla elemet (R \ {0}), a szorzés
miiveletével kommutativ csoport.

A komplex szamok halmaza az 6sszeadds miiveletével kommutativ csoport.

A komplex szamok Osszességébél elvéve a nulla elemet (C\ {0}), a szorzas
miiveletével kommutativ csoport.
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Most elérkeztliink ahhoz a ponthoz, hogy a szamunkra legfontosabb algebrai
strukturat a testet precizen definidljuk.

Definicié 72 Legyen eqy X halmazon két mivelet definidlva, amelyek kozil az
egyiket 0sszeaddsnak nevezziik, és a “+” mduveleti jelet haszndljuk, a masikat pedig
szorzdsnak fogjuk mondani, és a miveleti jele a “”. Ha az X struktira két
miveletére teljesiilnek az alabbiak, akkor testnek nevezzik.

(a) Az X kommutativ csoport az dsszeadds miveletére nézve.

(b) Az X \ {0} halmaz, ahol a 0 az dssszeadds reprodukdld eleme, a szorzdsra
nézve kommutativ csoport.

(¢) A két mduveletet dsszekapcsolja az a kovetelmény, hogy tetszbleges hdrom
x,y,z2 € X elemre teljesil az

z-(y+z)=z-y+z-z,
azonosssdg (disztributivitds).

A “7 miiveleti jelet dltaldban el is szokds hagyni — ha nem vezet félreértésre
— és ekkor az egyszerli egymés mellé iras jeloli a szorzas miiveletét.

Miel6tt részleteznénk a test tulajdonsagait a tomor definicidt aprolékosan meg-
ismételjiik:

A két, “+7 és - miivelettel ellditott X halmazon bevezetett struktirat testnek
nevezziik, ha teljestilnek a kovetkezokben leirt azonossagok illetve éllitasok.

A7 OSSZEADAS MUVELETE

(1) kommutativ, azaz tetsz6leges két x,y € X elemre
Ty =Y+
(2) asszociativ, azaz minden z,y, z € X elemre
v+ (y+z)=(@+y) +2

(3) van reprodukalé elem, amit 0-val fogunk jelolni, amelyre minden z € X
elemre
O+x=2+0=u;

(4) minden z € X elemnek van inverze, amit —z-szel fogunk jel6lni, amelyre

z+ (—z)=(—z)+z=0.
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A SZORZAS MUVELETE

(5) kommutativ, azaz tetszdleges két z,y € X elemre
TYy=1y-x.
(6) asszociativ, azaz minden x,y, z € X elemre
z-(y-2)=(x-y) 2

(7) van reprodukélé elem, amit 1-gyel fogunk jelolni, amelyre minden = € X
elemre

(8) minden 2 € X nem-nulla elemnek van inverze, amit #~!-gyel fogunk jeléIni,
amelyre

A KET MUOVELETET OSSZEKAPCSOLO AZONOSSAG

(9) minden z,y,z € X elemre teljesiil a disztributiv tulajdonsag:

z-(y+z)=z-y+x-z

Most pedig ldssunk néhény példéat. A raciondlis szamok Q Gsszessége az el6z6
évek soran szerzett ismereteink szerint pontosan ilyen struktira azaz test. Ugyan-
csak testet alkot a valds szamok halmaza a jol ismert Gsszeadds és szorzas miive-
letekkel. A komplex szdamok is testet alkotnak, a miiveletek definidldsakor éppen
arra ugyeltink, hogy a kapott struktira test legyen.

Meglepd, hogy a 2.13. példaban leirt struktira is test, és ehhez az ott modottak
utan csak a disztributivitas szorul belatasra, amit az olvasé kénnyen ellenérizhet.

A testek miveleteivel a leirt miiveleti tulajdonsagok alapjén nagyon ered-
ményesen lehet szdmolni. A szdmoldsndl haszndlt apré szabédlyokat (példdul az
eldjel-szabdlyokat) nem igazoljuk a tdrgyaldsban, de az olvasénak ajanljuk azok
elvégzését.

Emlékeztet6iil, hogy helyesen helyezziik el megszokott fogalmainkat a mostani
rendszerben, szoljunk még néhany szét a kivonds és az osztas miiveletekrol.

Konnyen belathatjuk, hogy egy testben minden a és b elemre van megoldasa
az

rz4+a=>
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egyenletnek. Adjuk ugyanis hozzé az egyenlet mindkét oldaldhoz az a elem —a el-
lentettjét, és alkalmazva a testben teljestilé azonossagokat, szamoljunk az alabbiak
szerint

(z+a)+(=a)=b+(-a), a+(a+(-a))=b+(-a),
r+0=b+(—a), z=>b+(—a).

Az egyenlet megolddséra adédott (b+(—a)) alakot b—a mddon is szokés {rni,
de ezen utobbi esetben a “—” jel mar nem az a szam negativjat jelenti, hanem a
kovetkezo utasitast adja: Vedd az a szdm negativjat és add hozza a b szamhoz. Ezt
az utasitdst, mint az (a,b) — b+ (—a) leképezést, a b és a szdmok kilonbségének
nevezzik.

A miveletre adott definiciénk szerint a kivonds is miivelet, azt mondhatnank,
hogy az Osszeadds inverz miivelete, de a miiveletekre adott specialis tulajdonsagok
koziil egyikkel sem rendelkezik, ezért masodlagosnak is kezeljik az Osszeadéssal
Osszevetve.

Az elmondottakhoz teljesen azonos gondolatokat lehetne leirni a szorzas inverz
miiveletére, az osztdsra, amire az a/b = ¢, (b # 0) frdsméd a szokdsos, amit
tortnek neveziink. Ez természetesen a megoldéasa az

a-x =0, a#0

egyenletnek.

2.4 Valés fiiggvények

A jelen pont a valds fliggvények bevezetésével foglalkozik. Az elsé alpontban a
legfontosabb altaldnossiagokat mondjuk el. A maéasodik és harmadik pontban az
olyan fliggvényekkel foglalkozunk, amelyek a test miiveletei segitségével épithetSek
fel, a polinomokkal és a racionélis tortfiiggvényekkel. Ezekhez elégséges lett volna
a raciondalis szamok ismerete is, mivel csak a test-miiveletek az épitkezés alapesz-
kozei.

A negyedik és 6t6dik alpontban a logaritmus, exponencidlis és trigonometrikus
fliggvényeket vezetjiikk be. Ezek nem épithetok fel a test miiveletek véges alkal-
magzasaval, ezek csak a valos szamok rendezésre nézve teljes test strukturajanak a
birtokaban definidlhatok kielégitéen.
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2.4.1 Valés fiiggvények bevezetése

A fiiggvény fogalméat mér az els6 fejezetben definialtuk, és most az elsé definiciéban
nem tesziink mast, csak elnevezziik azokat a fliggvényeket, amelyeknek az értel-
mezési tartoméanya és az értékkészlete a valds szamok valamilyen részhalmaza.

Definicié 73 Legyen az A eqy tetszdleges halmaz. Egy, az A halmazon értelme-
zett, valds értékild — szimbdlikusan: A — R — leképezést valds értéki fiigguénynek
fogunk nevezni.

Amennyiben az A értelmezési tartomany is a valos szdmok halmazdnak eqy rész-
halmaza, akkor valds vdltozds, valds értéki figgvényink van, amit réviden valds
fligguénynek fogunk mondani.

Bar a fiiggvény halmazelméleti definicidja utan minden fontos gondolatot el-
mondtunk dltaldban a leképezésekrdl, a legfontosabbakat tjra felidézziik.

Legyen az A tetszbleges halmaz, a B pedig a valés szamok egy részhalmaza,
és tekintsiik az f : A — B fiiggvényt. Az f értelmezési tartoméanya az egész A
halmaz, de az f(A) értékkészlete nem feltétleniil a teljes B halmaz, hanem annak
csak egy részhalmaza.

A fiiggvény definicidjara visszaemlékezve az f fliggvény az A halmaz minden
x € A eleméhez hozzérendel egy jol definidlt f(x) € B valds szdmot. Hangsulyoz-
zuk, hogy az f egyetlen objektum, és nem keverendé Gssze az f(x) helyettesitési
értékével.

A fiiggvény definicidja szerint az f az A x B szorzat halmaz egy megfelel6
részhalmaza, tehat — valés fiiggvény esetében (A C R) — részhalmaza az R?
stknak. Formaélisan:

f={(z,f(x)) ;2 € A}CAXxBCRxR=R"

Minden valés fiiggvény az R? részhalmaza, és az R? sik szokdsos szemléletes
geometriai modelljén fel tudjuk rajzolni a fiiggvényt. Emiatt az R? siknak az

{(z,f(2)) : = € A}

részhalmazdt az f fliggvény gréfjanak (grafikonjénak) is szokds mondani, de — ah-
ogyan ezt mar a fliggvény halmazelméleti definicidjanél is mondtuk — voltaképpen
ez a halmaz pontosan az f fliggvény maga, és a graf szé csak a grafikus szemléletre
utald szészaporitds, amit ennek ellenére nem fogunk elvetni.

Ha az A halmaz helyett annak egy részhalmazat vessziik csak, akkor a fiiggvény
is megvaltozik, példaul az alabbi két fiiggvény nyilvanvaléan kiilonbozo:

x — z2, zeR,,

xr—>x2, z € R.
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Az els6 egy Ry — R fiiggvény, az {(x,2?) : z € R, } halmaz; a mésodik pedig egy
R — R fiiggvény, az {(z,2?) : € R} halmaz.

A B halmaz megvaltoztatasa viszont latszolag nem valtoztatja meg feltétleniil
a fliggvényt, hiszen annak a megadasandl csak arra kell tekintettel lenni, hogy
tartalmaznia kell az f(A) értékkészletet. Ez a megéllapitds azonban nem helyes,
mert lényeges az f(A) és B viszonya is, hiszen ha példdul az f(A) halmazt vennénk
B-nek, akkor szurjektiv a fiiggvény.

1 T2
2.9. abra:| Az abszolut érték és eldjel fiiggvény |gréifja.

Néhany fontos fiiggvényt kiilon el is neveziink a kovetkez6 definicioban.

Definicié 74 (1) FEldjel fiiggvény. sgn : R — R:

-1 ha <0
sgn(z) e 0 ha =0
1 ha >0

(2) Abszolit érték figgvény. || : R — Ry:

|m|d£f —x ha 0>=x
B z ha <0

A két definidlt fiiggvényt a 2.9. abran rajzoltuk fel.
A kovetkez6 definiciéban definidljuk a valds fliggvények kozotti legfontosabb
miiveleteket.

Definicié 75 Egy nemiires A C R halmazon értelmezett valés értékd, azaz az A —
R fiigguények kézott négy miwveletet definidlunk.
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1. Osszeadds:

(f +9)(x) e fl@) + g(x), minden x € A elemre.

2. Szorzas:
(f-9)(z) =(fg)(x) def f(z)-g(x), minden © € A elemre.

3. Szammal vald szorzds:

(a- f)(z) = (af)(z) Ly f(z), minden x € A elemre.

4. Hdnyados, feltéve, hogy a nevezd nem nulla semilyen x € A elemre sem:

<f) (x) o ﬁ, minden x € A elemre.

g g(z)

5. Vegyiink most egy olyan f fiigguényt, amelyik az A halmazbdl a B halmazba
képez, és eqy olyan g fliggvényt, amelyik a B halmazbdl a C' halmazba képez.
Ekkor definidlni lehet az g o f A halmazbol a C halmazba képezd kozvetett
fiigguényt vagy kompoziciot a kévetkezéképpen:

(go f/)x) = g(f(x)), minden x € A elemre.

Mar sokszor hangsulyoztuk, de még egyszer megtessziik: A fliggvényekkel mint
objektumokkal végziink miveleteket, és az eredmények is mindig fliggvény ob-
jektumok. Emiatt példaul csak azonos értelmezési tartomanyu fiiggvényeket ad-
hatunk Gssze.

Nagyon fontos észrevétel az, hogy a miveletekkel fiiggvényekbol allé formulé-
kat, 4j fiiggvényeket tudunk késziteni, fgy sokszor hivatkozunk gy is ezekre, mint
figguényépitési eljarasokra.

A pont hétralévo részében még két fogalmat definidlunk.

Definicié 76 Legyen az A a valds szamok egy nemiires részhalmaza. Azt mondjuk,
hogy az f : A — R fiiggvény monoton névekedd a nemiires B C A halmazon, ha
minden

1,22 € B, x1 <@

pontpdrra
f(z1) < f(z2).

Ha az 1 < xo (szigori) egyenlbtlenség (szigord) f(x1) < f(x2) egyenlbtlenséget
von maga utdn, akkor szigori monoton néovekedésrdl beszélink. Teljesen analog a
monoton fogyds (csokkenés) és a szigorid monoton fogyds (csokkenés) definicidja.
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Figyeljiink fel arra, hogy a monoton néveked6 fiiggvény olyan tulajdonségu
leképezés, amelyik megérzi a rendezés strukturajat abban az értelemben, hogy na-
gyobb szamot nagyobbra képez; a szigori monoton novekedés még jobban megérzi
a rendezés struktirajat, mivel szigortian nagyobb szamokat szigortian nagyobbakra
képez.

Példa 2.15 Vizsgaljuk meg az aldbbi figguényeket monotonitdsi szempontbal.

1.z 22, z eR.
2. x|z, z e R.
3. x — sgn(x), z eR.

Az els6 fiiggvény a szdmegyenes pozitiv részén szigortian monoton né, mivel
nagyobb szdmok négyzete is nagyobb. A negativ része felett monoton fogy, hiszen
a grafja az y tengelyre szimmetrikus.

A masodik leképezés ugyanigy viselkedik, mint az el6zé fiiggvény.

A harmadik leképezés az egész egyenesen monoton névekedd, de nem szigorian.
O

Szigoruan monoton novekedo fiiggvények inverze is szigorian monoton noéve-
kedo, a kovetkezo tétel pontos fogalmazasa szerint.

Allitas 77 Legyen A CR. Ha az f : A — B sziirjektiv leképezés szigorian mono-
ton névekedd (fogyd), akkor létezik az f~1 : B — A inverz-fiigguény, és az is
szigorian monoton novekedd (fogyd).

Bizonyitas. Nézziik, mondjuk, a szigori monoton névekedés esetét.
Az inverz létezése: Az f leképezés a feltétel szerint szurjektiv, a szigori monoton
novekedése miatt pedig injektiv. Ezek szerint az f bijektiv és igy van inverze.

Az f~! szigortian monoton novekedd: Legyen
Y1,y2 € B, &y <yo.

Ha f~(y1) > f~'(y2) lenne, akkor az f monoton ndvekedése miatt

S 0n) = F(F (y2), azaz y1 > yo

addédnék, ellentétben az y; < yo kiinduldssal, tehét

) < w2,
azaz az f ' : B — A szigortian monoton novekeds. O

Definicié 78 Legyen az A egy tetszéleges nemiires halmaz, és az f : A — R egy
valds értékd figguény. Az f fugguényt felulrdl korldtosnak mondjuk, ha az f(A)
értékkészlet feliilrdl korldtos halmaz. Analdg az alulrdl vald korldtossdg fogalma.
Korldtosnak mondjuk a figgvényt, ha mind alulrdl, mind felilrdl korldtos.



2.4. Valés fuggvények 81

A feliilrél val6 korlatossag ezek szerint azt jelenti, hogy van olyan K szam, fels§
korlat, hogy
f(z) < K, minden z € A helyen.

A korldtossdg — ami a meghatdrozds szerint az f(A) valés szdimhalmaz korlé-
tossadga — azt jelenti, hogy van olyan K és Ky pozitiv valds szam, amelyekre

—K; < f(r) <K, minden z€ A helyen.
A K és a Ky szamok koziil a nagyobbikat K-val jelolve a korldtossag igy is irhaté:
|f(z)| < K, minden xz € A helyen.

Példa 2.16 Vizsgdljuk meg a kovetkezd fligguényeket korldtossdgi szempontbol

1. zw—1/z, 0<x<1.
2. x|z, —-1<z<1.
3.z a2 re Ry

Az elsé fliggvény legalabb 1, mivel a pozitiv szdmok reciprokfiiggvénye csokke-
né fiiggvény, ezért alulrdl korlatos. Feliilr6l viszont nem korldtos, mert a nulla
felé kozeledve tetszolegesen nagy lehet a fliggvény. Példdul az x = 1/n helyen az
értéke n, ahol az n tetszélegesen nagy egész szam.

A masodik fiiggvény mind alulrdl, mind felilrél korlatos, hiszen — nézve a
grafikonjat (2.9. dbra) — a megkotott szakasz felett egynél nem nagyobbak az
értékei.

A harmadik fiiggvény alulrdl korldtos, hiszen a fliggvénynek minden értéke nem
kisebb a nullanal, mert a négyzet nemnegativ. Feliilr6l viszont nem korlatos, mert
az x? tetszbleges nagy szam folé néhet, hiszen x < x2 ha = > 1. O

A valés szémok korlatos részhalmazaira bevezetettilk az infimum (alsé hatér)
és szuprémum (fels6 hatér) fogalmakat. Ezeknek a kozvetlen alkalmazdsaként,
feliilrél korlatos illetve alulrdl korlatos fiiggvényekre definialni tudjuk az alabbi
analog fogalmakat.

Definicié 79 Legyen az f : A — R eqy felilrdl korldtos figguény. Az f figgvény
szuprémumdnak mondjuk az f(A) értékkészlet sup f(A) felsé hatdrdt, amire a

sup f(x)
T€EA

jelolést haszndljuk, illetve ha félreértéstél nem kell tartanunk, akkor réviden csak
sup f-et irunk. Teljesen analdg az

inf f(x)

z€A

fligguény-infimum definicioja alulrdl korldtos figgvényre.
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Nyilvanvaléan megéllapithatjuk, hogy egy korlatos fiiggvénynek van mind in-
fimuma mind szuprémuma.

A fliggvény szuprémumaédval és infimuméval késébb gyakorta fogunk okoskodni,
és a gondolat magja — példaul a fels6é hatart véve — sok esetben a kovetkezd lesz:

A sup,c 4 f(z) szdm a kévetkezd tulajdonsagokkal rendelkezik:
(a) Fels6 korldtja a fiiggvény értékeinek, azaz

f(x) < sup f(x), minden x € A elemre.
z€A

(b) A legkisebb fels6 korlédt, azaz ha tetszéleges néla kisebb

sup f(x) —e, e>0
€A

szdmot vesziink, akkor van olyan 2’ € A hely, ahol a fliggvényérték nagyobb
ennél az értéknél:

f(@') > sup f(z) —e.

Példa 2.17 Legyenek az f : A - R és g : A — R figguények felilrél korldtosak.
Mutassuk meg, hogy

sup(f + g)(x) = sup(f(x) + g(x)) < sup f(z) + sup g(z).
€A z€A z€A TEA

El6szor is jegyezzilkk meg, hogy az f + g Osszeg fiiggvény is feliilrél korlatos,
hiszen egy felsé korlat lesz a két fliggvény egy-egy fels6 korlatjanak az Osszege,
ezért lehet beszélni az Osszeg fliggvény szuprémumarol is.

Elégséges megmutatni, hogy a sup f +sup g fels6 korlatja az f+ g fiiggvénynek,
mert ekkor a sup(f + ¢g) fels§ hatar anndl csak kisebb egyenld lehet. A sup f felsé
korldtja az f-nek, a sup g pedig a g-nek, azaz

fx)<supf é  g(x) <supy,

minden = € A pontra. Ezeket az egyenlStlenségeket Gsszeadva azt kapjuk, hogy
minden x € A elemre

f(x) +g(x) <sup f +supg,

amivel be is lattuk amit akartunk.

Meg kell jegyezniink, hogy altaldban sup(f + ¢) kisebb, mint sup f + supg,
amint azt az alabbi példa mutatja: Legyen f : 2 — —2? +1 x € (—=1,1) és
g:x—x—1 xze(-1,1). Akkor sup f =1 és supg = 0, mig sup(f +g) = i.
Hasznos elnevezéseket rogzitiink a kovetkezd definiciéban.
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Definicié 80 Ha egy f : A — R fiigguénynek van szuprémuma, €s az eleme az
f(A) értékkészletnek, akkor a szuprémumot maximumnak nevezzik, jelolésben:

ilelgf(a:) = I;leai(f(w) = f(zo), m € A.

Hasonlo a minimum fogalom definicioja.

Az f fliggvénynek pontosan akkor van maximuma, ha az f(A) értékkészlet
fels6 hatdra benne van az értékkészletben, azaz van olyan ' € A hely, ahol
f(2') = max f = sup f. Ilyenkor az a széhaszndlat is szokdsos, hogy az [ felveszi
a mazimumdt az A halmazon.

2.4.2 Polinomok és racionalis tortfiiggvények

Az el6z6 pontban definidltunk néhdny fontos valds fiiggvényt, de — noha pél-
dékban hasznaltunk kés6bb targyalandd leképezéseket — még nem foglalkoztunk
azzal, hogy a valds szamok test volta milyen fliggvények definidlasat teszi lehetové.

Az el6z6 pontban definidlt, fliggvényekre vonatkozo6, miiveleti szabdlyokat (75.
definicié) a test-miiveletek alapjén definidltuk, és ezek gy foghatdk fel, mint figg-
vény-épitési szabdlyok, amelyek segitségével egyszeri leképezésekbdl viszonylag
bonyolult fliggvények egész seregét épithetjiik fel.

Legyen az A a valds szamok egy nemiires részhalmaza. Ahhoz, hogy a test adta
lehet6ségek kihasznaldasaval felépitheté f : A — R fiiggvényeket elballithassuk,
elégséges két egyszerli fliggvénybdl kiindulni:

(1) Az azonosan 1, dlland6 (konstans) leképezés:

T —1, minden 2z € A elemre.

(2) Az A — A azonossig-leképezés (id4):

T x, minden 1z € A elemre.

Most pedig nézziik meg, hogy milyen fliggvények allithatdk el ezen két fligg-
vénybdl a fiiggvények kozotti — Osszeadds, szorzas és osztds — miiveletek segit-
ségével.

A szdmmal valé szorzds miiveletét felhaszndlva az (1) alatti konstans leképezést
tetszOleges ¢ € R szdmmal szorozva addédik az

T c, minden 1z € A elemre

dltaldnos dllandé (konstans) leképezés.
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A fiiggvények szorzési szabdlya alapjdn a (2) azonossig-leképezést 6nmagaval
szorozva megkapjuk az x +— x? fiiggvényt; ezt szorozva a (2) azonossag-leképezés-
sel adédik az = — 23 fiiggvény. Folytatva ezt az eljarast teszbleges n pozitiv egész
szamra megkaphatjuk az

T, minden x € A elemre

pozitiv egész kitevds hatvdnyfiggvényt.
A hatvanyfiiggvényeket szdmmal szorozva, és a kapott fliggvényeket Osszeadva
eljuthatunk a kovetkezo alaku fliggvényekhez:

T a-x4ag i+ +a, -z

Es ehhez mér csak az z — ao konstans leképezést kell hozzdadni, hogy megkapjuk
az

T agtar-rtag-xd 4+ ay - x (2.23)

alaku figgvényeket, amiket polinomoknak (polinom fiiggvényeknek) szokds nevez-
ni.

A harménia kedvéért az 1 = 20 megéllapodassal szokésos élni, ami konnyen
belathatéan 6sszhangban van a hatvanyfiggvényeknél megszokott szamoldsunkkal.
Ezzel a konvencidoval a polinom a szumma jel segitségével igy irhato:

Definicié 81 Az ag,a1,...,a, valds szamok és az x szimbdlum (figgetlen viltozd)
segitségével
T agt+ar-rtag-xi 4 Fay-a”

(= ap-2"4+ap - 2" '+ +a-z+ay )

formdban megadott, R — R wvalds fligguényeket polinomoknak fogjuk nevezni.
Az ag, ay, ..., a, valds szamokat a polinom egyiitthatdinak mondjuk.

A legmagasabb fokiu nemnulla egyitthatdju hatvdny a, egyitthatdjainak az eln-
evezése: foegyiitthato.

Két polinomot akkor mondunk azonosnak, ha az dsszes megfeleld egyiitthatojuk
megegyezik.

Egy polinom fokszamdnak azt a legnagyobb kitevét mondjuk, amelyiknek az
egyttthatdja nem nulla, a konstans polinom fokszamdt nulldnak vesszik.

Azt a polinomot, amelynek mindeqyik egyiitthatdja nulla, nulla polinomnak
nevezzik.

Ha egy « helyen egy p polinom p(«) helyettesitési értéke nulla, akkor az «
szdmot a p polinom gyokének mondjuk.



2.4. Valés fuggvények 85

Az a megéllapodas, hogy a konstans polinom fokszamét nullanak vettiik, 6ssz-
hangban van azzal, hogy az x valtoz6 nulladik hatvanya megéllapodés szerint egy,
feltéve, hogy = # 0.

Lassuk most, hogy az osztds miiveletét is hasznélva milyen fliiggvényeket allit-
hatunk el6.

Definicié 82 Legyen a

p(x) = apa” 4 -+ a1z + ag

q(x) =bpx™ 4+ -+ bz + by

két polinom. Minden olyan x € R helyen, ahol q(z) # 0 definidlhatd az

p(r)  apa" + -4 a1+ ag
q(z)  bpxm 4+ bz +by

hdnyados-fligguény, amit raciondlis tortfiigguénynek szokds nevezni.

A racionélis tortfliggvények Osszessége a legb6vebb olyan fliggvényosztély, amit
a testbeli miiveletekkel fel lehet épiteni. Természetes, hogy ezek felépitése minden
testben lehetséges, és emiatt még nem lett volna sziikség arra, hogy a valés szamok
rendezésre nézve teljes testjét bevezessiik.

Racionalis tortfiiggvény értelmezési tartomédnya nyilvanvaléan nem tartalmaz-
hatja a nevez6 gyokeit.

2.4.3 A hatvany, exponencidlis és logaritmus fiiggvény.

Tetszoleges a valdos szam és nemnegativ n egész szam esetében a test miiveletei
alapjan definidlt az o' hatvany. Az n = 0 esetben megéllapodas szerint azt
vessziik, hogy a® =1, ha a # 0.

Ha az n egész szamot negativnak is meg akarjuk engedni, akkor az

_pdef 1
a " E =
an

definicié szerint ki kell zarnunk azt, hogy az a szam nulla lehessen.

Ha tovabb akarjuk terjeszteni a kitevOben szerepl6 szamok korét, akkor ki kell
zérnunk a negativ a szdmokat is, mert példaul az (—1)1/ 2 olyan szam lenne, aminek
a négyzete —1, ilyen valés szam pedig nincsen.

A célunk az, hogy valés kitevore is ki tudjuk terjeszteni a hatvanyozast, amit
az el6z6ek szerint csak pozitiv alap mellett remélhetiink. Ilyen fliggvény egyeltre
csak az egész szamokra definialt. Léassuk most az egész kitevGjii hatvanyozas
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legfontosabb tulajdonsagait, hogy tudjuk, mit is szeretnénk elvarni a hatvany
altalanosabb fogalmatol:
El6szor is van két fontos miveleti szabdly:

an . am — an—i—m,

m
(an) = "

Ezen szabdlyok koziil az elsé a fontosabb, mert a masodik mar kovetkezik beldle,
ezért az els6 szabdlyt fogjuk meghatdrozonak tekinteni.
Fontos tulajdonsdg még, hogy ha a > 1, akkor nagyobb kitevé mellett a
hatvany is nagyobb:
n <m esetében a" <a™.

Ezt (a kitevé szerinti) szigori monotonitdsnak mondhatnénk. Ha 0 < a < 1, akkor
forditott irdanyu a monotonités.

Els6 1épésben értelmezziik a raciondlis kitevéjli hatvany fogalmat:

Ha a pozitiv valés szam n pedig pozitiv egész, akkor legyen

def
al/m L Wa,
m

Tetszéleges r € Q raciondlis szdm eldallithaté r = “* alakban, ahol m egész, n
pedig pozitiv egész és legnagyobb ko6zos osztdjuk 1. Az a r-edik hatvanyan az

o =av = (Ya)"

egyenloséggel adott szamot értjik.

Kozépiskolai tanulmanyainkbdl jol tudjuk, hogy a raciondlis kitevéji hatvanyok
ilyen értelmezése mellett a htvanyozas fent emlitett azonossagai érvényesek marad-
nak, csakigy mint a kitevo szerinti szigorti monotonitas.

Ezekutédn legyen « tetszlleges valds szam. Az a szdm « kitevdjli hatvanydn az

a® =sup{a”|r € Q, r < a}

valds szamot értjuk.
Legyen oy, € R. Minden r,s € Q racionalis szampéarra a” - a
fels6 hatar egyértelmiiségébdl kovetkezik, hogy

S=qa"" ésa

a®l . g% = grtoz

A valés kitevéjli hatvanyozas monotonitasa ugyancsak megkaphaté a raciondlis ki-
tevGji hatvanyozas monotonitasanak és a racionalis szamok azon tulajdonsaganak
a felhasznélasdval, hogy barmely két kiilonb6z6 valds szam kozott van raciondlis
Szam.

A valés kitevojlii hatvéanyozas értelmezése lehet6vé teszi két fliggvény definid-
lasat:

Vegyiik el6szor azt, amikor az a rogzitett és az x véltozik. Ekkor a kitevotél
fligg6 leképezést kapunk; az ehhez tartozé elnevezéseket a kovetkezé meghataro-
zésban rogzitjik.
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Definicié 83 A rogzitett pozitiv a mellett létez6 R — R(jr €s x — a® hozzdrendelési
szabdllyal megadott fiigguényt a-alapi exponencidlis (kitevd) figguénynek nevezziik.

Megjegyezziik, hogy helyenként hasznéljuk az
x +— exp,(x)

jelolést is az exponencialis fiiggvényre.

Gyakorta—megengedhetden laza médon—az = +— a” helyett egyszertien csak
azt mondjuk, hogy az “a® fliggvény”.

Az exponencialis fliggvények mér a kozépiskolaban megismert legfontosabb tu-
lajdonsdgait az alabbi allitdsban foglaljuk Gssze.

Allitas 84 Legyen az a egy pozitiv valds szim. Ekkor van olyan az egész R valds
egyenesen definidlt, pozitiv értéki © — a®. fliggvény, amelyik teljesiti az aldbbi
feltételeket.

(1) Minden valds x és y szamokra

a®*tY =a® - a¥,

(2) és
(a®)¥ =a".

(3) Ha a > 1, akkor szigorian novekedd; ha a < 1, akkor szigorian csékkend;
ha pedig a = 1, akkor azonosan 1.

(4) Ha a # 1, akkor sziirjektiv, vagyis értékkészlete az RY.

Azt is megtehetjik, hogy az z viltozét képzeljik rogzitve és az a szamot
vessziik fliggetlen valtozdnak; ekkor kapjuk a hatvanyfliiggvényt, a hatvanyt mint
az alap fiiggvényét. Ezt mar az el6z0, megszokott jelolés felhasznédlasdval adjuk
meg.

Definicié 85 Legyen a b tetszbleges valds szim. Az x — aP, RS — RS leképezést
hatvdnyfigguénynek (a hatvdny mint az alap figgvénye) fogjuk nevezni.

A definidlt két fiiggvény nyilvdnvaléan igen szorosan Osszefiigg, és elégséges
az egyik tanulmédnyozdsa ahhoz, hogy a mésikrdl is legyenek ismereteink. Az
exponencialis fliggvényt szokds altalaban vizsgalni és mi is ezt tessziik.

Most pedig bevezetjik a logaritmus fiiggvényt, feltéve, hogy a # 1. Ez mar
konnyt feladat, mert az x — a” bijektiv fliggvény inverzeként definialjuk. Eszerint
tetszOleges y pozitiv szamra egyetlen megoldasa van az

y=a
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egyenletnek. Ennek a megolddsnak a szokasos jelolése:

x =log, y.
Az igy definidlt
y — log, v, Rj_ —R

leképezés egy olyan fliggvényt ad, amelynek a tulajdonsagai mar adédnak az el6z6
tételekbdl.

A kovetkez6 allitasban Osszefoglaljuk ezzel az 4j fliggvénnyel kapcsolatos tudni-
valdkat.

Allitas 86 Legyen az a # 1 eqy régzitett pozitiv szdm. Ekkor az x — a®, R — RS
a-alapt bijektiv exponencidlis fiigguénynek van inverze, amit a-alapi logaritmus
fiigguénynek mondunk A log, : R} — R logaritmus fiigguény tulajdonsdgai:

(i) Az exp, éslog, egymds inverzei, azaz formdlisan:
exp, °clog, = id]Rgr és log, oexp, = tdR,
vagy mdsképpen kifejezve ugyanezt
a8 =g g€ RS és log,a® =z, x€eR
(i) Minden u,v pozitiv szdmra

log, uv = log, v + log, v.

(ii) Ha a < 1, akkor a logaritmus figguény szigorian monoton fogyd, ha pedig
a > 1 akkor szigorian monoton névekedd.

i) A logaritmus fligguény RS — R bijektiv leképezés.
+

Bizonyitds. Az allitasok mind kozvetlen kovetkezményei a 84. éllitasnak.

(i): Az exponencidlis fliggvény sziirjektivitdsa és szigori monotonitdsa miatt bi-
jektiv, ezért létezik az inverze. Az (i) alatt csak azt fejeztiik ki két kiilonbozd
formalizmussal, hogy az exponencidlis és logaritmus fiiggvények egymas inverzei.
(ii): Az exponencialis fiiggvény bijektivitdsa miatt az u és v pozitiv szdmokhoz
van olyan z és y szdm, hogy

u=a" log,u=ux és v=a, log,v=y. (2.24)
Ebbdl kiindulva az exponencidlis fliggvény (1)-es tulajdonsiga alapjan, kihasznalva
azt is, hogy az exponencialis és logaritmus fliggvények egymas inverzei, azt kapjuk,
hogy
log, uv = log,, (a” - a¥) = log, a* ¥ =z +y,

amibél a (2.24) szerint azonnal adddik a kivant log uv = logu + log v egyenldség.
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(iii): A 84. (3) és a 77. éllitdsok alapjan nyilvdnvald.

(iv): Bijektiv fliggvény inverze is nyilvdnvaléan bijektiv, ezért ez az expo-

nencidlis fiiggvény R — RS bijektivitdsabdl adddik. O
Befejezésiil egy tételben felsorolunk két gyakran hasznalt azonossdgot a loga-

ritmus fliggvényre.

Allitas 87 Legyen az a # 1 egy pozitiv valds szdm.
(1) log, b* = x -log, b, feltéve, hogy b egy pozitiv valds szam.

(II) Ha a b +# 1 is egy pozitiv valds szdm, akkor

Bizonyitds. (I): Az exponencidlis fiiggvény (2)-es tulajdonsdga alapjan:
a® log, b _ (aloga b)$'

Ebbél figyelembe véve azt, hogy logaritmus fiiggvény definiciéja szerint a'°8«® = b,

azt kapjuk, hogy .
zlog, b _ b17

a
amibdl pedig mindkét oldal a-alapu logaritmusat véve adddik a bizonyitando
zlog, b = log, b*

azZONoSsag.

(IT): A logaritmus fiiggvény definici6ja szerint 2 = b'°8» %, Véve mindkét oldal a-
alapt logaritmusat és haszndlva az (I) azonossdgot az aldbbi médon szamolhatunk

log, x = log, (V%) = (log, ) - (log, b),

amib0l azonnal adédik, hogy

2.4.4 Trigonometrikus fiiggvények és inverzeik

A most targyalasra keriils, trigonometrikus fiiggvények geometriai eredetiiek. A
szinusz és koszinusz fliggvények geometriai definiciéjanal abbdl indulunk ki, hogy
vessziik az origd koriili egységnyi sugari korvonalat. A korvonalnak az x radidan
szognél 1évo elsé koordinatdja a koszinusz fiiggvény értéke az x helyen, a méasodik
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koordinataja pedig a szinusz fiiggvénynek az x helyen felvett értéke. Ennek az
alapjan rajzoltuk meg a 2.10. abrat.

Az adbran egy egységnyi sugart kort rajzoltunk fel, és egy x szdgmértéki
(radidn) szoget, valamint a —z szoget. Ne feledjik, hogy az = voltaképpen a
szog altal megadott koriv hosszat jeldli, tehat az (1,0) és (cosz,sinx) koordindju
pontokat 6sszekot6 {v hossza x.

Az (1,0) pontban a vizszintes tengelyre emelt merdleges az z szoget alkotd
sugdr meghosszabbitdsdt az A pontban metszi. Fontos észrevétel, hogy a (1,0) és
A pontokat 0sszekot6 szakasz hossza zg;fc, amit azonnal belathatunk abbdl, hogy
a (0,0), (cosz,0) és (cosx,sinx) pontok dltal meghatarozott haromszog hasonlé
a (0,0), (1,0) és A pontok dltal meghatdrozott hdromszoghoz, ezért a megfelels
oldalainak az aranya megegyezik:

(cosz):1=sinzx: (1,0), A.
Ezek szerint minden jelzést indokoltunk, amit az abrara rairtunk.

sinx
cos

L 9 A

sinx

cos T 1
2.10. dbra: A szinusz és koszinusz definicidjanak a szemléltetése
A szinusz és koszinusz fiiggvények legfontosabb jellemzéit gytijtottiik 6ssze az

alabbi allitasban:

Allitas 88 A sin és cos szimbdlumokkal jelolt, szinusz és koszinusznak nevezett,
R — R fiigguény, és a w valds szamra teljestinek a kévetkezd tulajdonsdgok.

(1) sin(x + 2k7w) =sinz és cos(x + 2km) = cosz, z eR.

ahol a k tetszdleges egész szdm.
(2) sin (% — ) =cosz és cos (3 —z) =sinuz, r € R,

(3) sin(—x) = —sinx és cos(—x) = cosz, z €R,
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4) sin0=0, cosO0=1 €s sint =1

5 , cosg =0,

5) sin(z + y) = sinx cos y + cos z sin y, z,y € R,

(4)

()

(6) cos(x +y) =coszcosy —sinxsiny, z,y €R,
(7) sin®z + cos?y = 1, x € R,

(8)

8) 0 < sinzx < ¢ < oz ha 0<z<73.

cos T

A szinusz és koszinusz fiiggvényeket és az ezekbfl szarmaztatott néhany figg-
vényt hivjak Gsszefoglaldlag trigonometrikus figguényeknek.

Most pedig sorra vessziik a tétel formuldit — kivéve az (5) és (6) addicids
formuldkat, amiknek egy kicsit bonyolultabb a geometriai tartalma — és a 2.10.
abrara hivatkozva, ramutatunk a relaciéknak a geometriai definiciéval valé Gssze-
fliggésére. Fzeket célszerti megjegyezni, mert itt viszonylagosan nagy a formuldk
szama, és ezen a moédon segithetiink a memérianknak is.

(1): Ez az §llitds, részletesebben irva, azt mondja, hogy a szinusz (koszinusz)
fliggvény, tetszoleges x esetében azonos értéket vesz fel az

cesx —2km, .., —2m,x e + 2w, .., + 2kW, ..

helyeken, azaz 2w értékkel eltolva a helyettesitési helyeket a fliggvény értékei
azonosak. Az ilyen tulajdonsagi fiiggvényre azt mondjdk, hogy 27 szerint pe-
riodikus.

A 27 szerinti periodicitds az abrank szerint azt jelenti, hogy a szinusz és koszi-
nusz fiiggvények értéke nem fiigg attdl, hogy hany teljes korbefordulds utan jutunk
az = szognek megfelel helyre.

(2): Eszerint a tulajdonsdg szerint a szinusz és koszinusz fliggvények szorosan
Osszefiigggenek, egyik igen egyszertien megkaphaté a méasikbdl, csak a flggetlen
véaltozé egyszerli x — (/2 — x) transzformdcidjdra van sziikség.

Emlékezziink ra, hogy ez a fiiggvények grafjara nézve azt jelenti, hogy titkrozni
kell a grafot az origéra és el kell tolni vizszintesen (—m/2)-lel. A (3) tulajdonsdg
azonban azt mondja, hogy sin(—z) = —sinz, azaz a szinusz fliggvény grafja sz
immetrikus az origéra (az origdéra val tiikrozés 6nmagat adja), ezért a koszinusz
fiiggvény grafja ugy kaphaté a szinusz grafjabdl, hogy eltoljuk vizszintesen (—m/2)-
lel.

Az x sz6g kiegészits szogét nézve, az allitds geometriailag teljesen evidens.

(3): A sin(—z) = —sinz azonossdg azt jelenti, hogy a fliggvény grifja szim-
metrikus az origéra. Az ilyen fiiggvényt pdratlan fliiggvénynek nevezziik. Ennek
az elnevezésnek az az eredete, hogy a péaratlan kitevéji hatvany-figgvények is
ilyenek: (—x)™ = —a", ha az n pératlan.

A cos(—x) = cosz pedig azt jelenti a fiiggvény grafjira, hogy a fligg6leges ko-
ordinata-tengelyre nézve lesz szimmetrikus. Az ilyen fiiggvényt pdros figgvénynek
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mondjdk, aminek az eredete az, hogy ilyenek a paros kitevos hatvany-fiiggvények:
(—x)™ = 2™, ha az n pdros.

Az dbrankon ez a relacié ugy jelenik meg, hogy ha az x sziget lefelé raj-
zoljuk, akkor kapjuk meg a —x szoget, és geometriailag vildgosan leolvashaté az
Osszefiiggés.

(4): Ezeken a specidlis helyeken felvett értékek a geometriai definicié alapjén
azonnal leolvashatéak az dbrardl. Olvassuk le a 7, (3/2)7 helyeken felvett értékeket
is.

Ide tartozé megjegyzés, hogy a trigonometrikus fiiggvények értékei dltaldban
nem szamolhatok ki véges sok testbeli miivelettel, s6t még a gyokjelek haszné-
lataval sem, de néhany helyen megadhatdak a helyettesitési értékek gyokjelekkel,
példaul az x = 7 /6 helyen.

(7): A (0,0), (cosx,0) és (sinx,cosx) derékszogli haromszogre alkalmazva a Pi-
thagorasz tételt azonnal adodik.

(8): Az 4brardl azonnal latszik, hogy a mésodik koordindta, a sinz pozitiv, ha
az x is a megadott szdmkozben van.

Az egyenlétlenség t0bbi részének a kovetkezd szemléletes geometriai indoklé-
sokat adhatjuk:

A (cosz,0) és (cosx,sinx) pontokat Osszekotd egyenes-szakaszndl hosszabb az
(1,0) és (cos x,sin x) pontokat Gsszek6td szakasz, mert ez utébbi dtfogdja annak a
derékszogli haromszognek, amelyiknek az elézé szakasz az egyik befogbja. Az (1,0)
és (cosz,sinx) pontokat Osszekotd szakaszndl hosszabb az (1,0) és (cosz,sinx)
pontokat 6sszekot6 iv x hossza, mert kozismert (de nem pontos) geometriai allitds,
hogy két pont kozott legrovidebb Ut az egyenes. Ezt az okoskoddsi menetet
Osszefoglalva azt kaptuk, hogy

sinz < x.

Emlékezziink most arra, hogy az dbran szereplo egységkor teriilete m, és igy
egy x nyildsszogii korcikk teriilete eléggé szemléletes elv alapjan x/2. A (0,0),
(1,0) és (cosz,sinz) pontok meghatdrozta korcikk, aminek a teriilete x/2, része
a (0,0), (1,0) és A pontok &ltal meghatdrozott haromszégnek. Ez utébbinak a
tertilete

1- sinx

cosz 1sinz

2 2cosz’
és igy, mivel a rész tertilete kisebb, azt kaptuk, hogy
T 1sinz

2 ~2cosx’

azaz, .
sinz

)
cosx
ezzel a tulajdonsdgok geometriai szemléltetését és értelmezését befejeztiik.

A kovetkezd allitasban tovabbi nélkiilozhetetlen azonossédgokat sorolunk fel,
amelyek beldthatok az elobbi tétel relaciéi alapjan.
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Allitas 89 Fenndlinak a kévetkezd azonossdgok.

(a) sin2x = 2sinz cosz,

(b) cos2z = cos® & — sin’

(c) sin®x = L=egs2e

(d) cos?y = W}

(e) sinz + siny = 2sin 2 cos T

2 7

- z+y z—y
(9) cosx 4+ cosy = 2cos “H cos Y,

_ — _9ain ZFY oin =Y
(h) cosx — cosy = —2sin ¥ sin %54,

A bizonyitasokat az olvaséra bizzuk.

A kovetkez6 tételben a szinusz és koszinusz fiiggvény elGjel és nagysagi viszo-
nyair6l mondunk ki egyszeri allitasokat. FEzek az el6z6 két tételre tamaszkodva bi-
zonyithatdk be. Az allitdsok geometriai szemlélet szerint meglehetdsen evidensek.

Allitas 90 A szinusz és koszinusz fiigguényekre igazak az aldbbi nagysdgi illetve
eldjel dllitdasok.

(i) |sinz| <1 és|cosz| < 1.

(ii) A szinusz figguény pozitiv, ha 0 < x < 7; negativ ha ™ < x < 2m; és nulla a
0 és 7 helyeken.

A tébbi x helyen az eldjelek a 2w szerinti periodicitds miatt ebbdl mdr addd-
nak.

(iii) A koszinusz fligguény pozitiv, ha 0 < x < w/2 vagy (3/2)7 < x < 27; negaliv
ha /2 <x < (3/2)7; és nulla a w/2 és (3/2)m helyeken.
A tébbi x helyen az eldjelek a 2w szerinti periodicitds miatt ebbdl mdr addd-
nak.

() |sinz| < |z| ha —7/2 < x < /2.

Most pedig fontoljuk meg, hogy mi a helyzet az esetlegesen létez6 inverz fligg-
vényekkel. Erre a problémaéra a vélasz els6 1épésben teljesen negativ. A szinusz
és koszinusz fiiggvények periodikusak, ezért nincs inverziikk. A szinusz fliggvény
inverzének a létezése példaul azt jelentené, hogy egyértelmli = megoldasa lenne
az y = sinz egyenletnek. Ha azonban egy zy megoldas, akkor a 27 szerinti peri-
odicitas miatt az zy + 27 is megoldas lenne, s6t végtelen sok megoldast tudnank
mondani, ezért inverz nem létezik.
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Ahhoz, hogy inverzrdl tudjunk beszélni, az R-nél szlikebb értelmezési tar-
tomanyt és értékkészletet kell vélasztani, hogy a fiiggvény bijektiv legyen. Tek-
intve, hogy a —7/2 < z < 7/2 szdmkdzben a —1 < y < 1 szdmkozre bijektiv
a szinusz flggvény, ezért ebben a szamkozben van inverze, amelyet arcsin-nak
(arkusz szinusz) hivunk. Tehat arcsinz 2 € [—~1,1] azt a [-7, 7] intervallumba
es6 valds szamot jeloli, amelynek szinusza x. Hasonlban, a koszinusz fliggvény a
[0, 7] intervallumra valé lesziikitése bijektiv, amelynek inverze az arccos (arkusz
koszinusz) fiiggvény, azaz arccosx x € [—1,1] azt a [0, 7] intervallumba esd valds
szamot jelenti, amelynek koszinusza z.

Az el6z6 trigonometrikus fliggvényekkel tovabbi fiiggvények definidlhaték. Még
két fiiggvény, a tangens és kotangens fliiggvények hasznélatosak leginkabb. Mivel a
kotangens fliggvény a tangens fiiggvény reciproka, ezért folosleges fogalom szapo-
ritdsnak éreznénk mindkettot bevezetni, igy csak a tangens fliggvényt definialjuk.

Definicié 91 Minden x # (2k + 1)% valds szimra definidlt o

sinx

T +—
COS ™

fiigguény, amit a tan szimbolummal fogunk jelélni.
A definiciénk értelmes, mert a definidlé tort nevezdje, a koszinusz fliggvény

pontosan a 7/2 paratlan szamu tobbszoroseinél nulla. Erre a fiiggvényre is kimon-
dunk néhany azonossagot a kovetkezd tételben.

Allitas 92 Ahol a tangens fiigguény értelmezve van, ott fenndllnak a kévetkezd
azonossagok.

9 1
1. 1+ tan“x = 5
cos?x

2t

2. SiHQI:Li,
1+ tan“x

1 — tan?
3. cos2x:7n2x.
1+ tan®z

Az azonossagok bizonyitasat az olvaséra bizzuk.

Amint az jél ismert, a tangens fliggvény is periddikus, periédusa 7, érték
készlete R, a (=%, § intervallumra vald lesziikitése bijektiv, amelynek inverze az
arctan (arkusz tangens) fiiggvény. Tehdt arctanz = € R az a (-5, §) intervallum-

ba es6 valés szam, amelynek tangense x.



3.

Metrikus terek és
leképezéseik

3.1 Metrikus terek

Ez a fejezet a metrikus terek és leképezéseik tulajdonsdgaival foglalkozik. Olyan tu-
lajdonsagokat gyujtiink egybe, amelyek kozos jellemzdje, hogy téavolsag mérésével
kapcsolatosak.

3.1.1 Példak metrikus terekre

Bevezetjiik a tavolsidg fogalménak absztrakt definici6jat.

Definicié 93 Legyen az X egy tetszdleges, nemires halmaz és ad : X x X — R
egy olyan fiigguény, amelyre

(1) d(z,y) > 0 minden x,y € X elemre, és pontosan akkor nulla, ha x = y.
(2) d(z,y) =d(y,x), minden x,y € X elemre. (Szimmetria)

(3) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y), minden x,y,z € X elemre. (Hdaromszég-egyenldt-
lenség).

Ekkor a d fiiggvényt tdvolsdgnak (tdvolsdg-fiigguénynek) vagy metrikdnak mondjuk.
A d metrikdval elldtott X halmazt metrikus térnek hivjuk, és roviden az (X, d)
szimbolummal jeloljik.

Példa 3.1 A valds szamok R halmaza metrikus tér a
d(z,y) = |z —y|

egyenldséggel értelmezett metrikdval.

95
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Valéban, az abszolut érték tulajdonsigai alapjan a fenti d leképezés metrikat
értelmez, hiszen az (1), (2) és (3) tulajdonsdgok konnyen ellendrizheték. Ezt a
metrikat euklideszi metrikanak nevezziik.

Példa 3.2 Mutassuk meg, hogy a

def
s(@,y) = |a® =y

modon definidlt leképezés metrika a valds szamok R halmazdn.

Ellendrizziik el6szor rendre a metrika tulajdonsagainak a teljesiilését.
(1): Az s(x,y) nyilvdnvaléan nemnegativ, és pontosan akkor nulla, ha 23 = 3°.
Ez utébbi pedig pontosan akkor teljesiil, ha x = y.
(2): A szimmetricitds nyilvanvalé, mivel |23 — 33| = |y3 — 23].
(3): A hdromszog-egyenlStlenség beldtdsa az abszolit érték hiromszog-egyenl6t-
lenségének a felhasznélasdval torténik:

2% =) = |(2° = 2°) + (2 = o)
2% = 2%+ |2° = ®| = s(,2) + s(2, ).

s(x,y)

IN

Tehat s valoban metrikat definial. Ez a példank azt mutatja, hogy egy halmazon
tobbféle metrika is értelmezhetd. (Lasd az el6z6 példat.) O

Példa 3.3 Mutassuk meg, hogy tetszdleges nemires X halmazon metrika a

def 1 ha =x
s { g e 2Ty

mddon definidlt figguény. Ezt a metrikdt diszkrét metrikanak fogjuk nevezni.

A metrika els6 és masodik tulajdonsiaga teljesen nyilvanvaléan teljesil. A
hiromszog egyenlGtlenség indoklasa: A

6(z,y) < o(x, 2) +0(2,y)

héromszog egyenlétlenségben a jobboldal csak akkor nulla, ha x = z = y, ekkor
azonban a baloldal is nulla, tehat teljesiil az egyenl6tlenség; ha pedig nem nulla a
jobboldal, akkor legalabb egy, és ezért teljesiil. O

Példa 3.4 Tekintsiik a valds szam p-esek R? terét, azaz mindazon x = (z1,...,xp)
vektorok terét, ahol az xj elemek valés szdmok. Ezzel a térrel méar taldlkoztunk
az el6z6 fejezetben. Vezessiik be a

d(z,y) < (Z(l“k - yk)2> = [z -yl

k=1

metrikdt. Ez a kifejezés valéban metrikét értelmez, hiszen az (1) és (2) tulaj-
donsdgok nyilvéanvaléan teljesiilnek, mig a (3) hdromszog-egyenlStlenség 68 folyo-
ménya. Ezt a metrikat az RP téren euklideszi metrikdnak nevezziikk. Tovabbi
metrikara vonatkozé példakkal talalkozunk az RP téren a kovetkezo szakaszokban.
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Az aldbbi definicié azt mutatja, hogy egy metrikus tér tetszéleges nem tres
részhalmazat is metrikus térnek tekinthetjiik.

Definicié 94 Legyen az (X, d) egy metrikus tér, és a C az X halmaz egy nem tres
részhalmaza. A d : X x X — R tdvolsag fligguénynek az C x C halmazra valé
dicxc leszikitése nyilvdnvaldan egy metrika a C' halmazon. Ezzel a metrikdval
elldtott C' halmazt az X metrikus tér részterének nevezziik.

A lesziikitett metrika fiiggvényt is egyszertien d-vel fogjuk jeldlni, a djcxc
helyett, mert ez nem okoz félreértést, és igy az (X, d) metrikus tér (C, d) részterérél
(alterérdl) fogunk beszélni.

3.1.2 Gomb-kornyezetek metrikus térben
Egy metrika segitségével — a geometriai analdgia alapjan — definidlhatjuk a

“gdmb” absztrakt fogalmat:

Definicié 95 Legyen az (X,d) egy metrikus tér, az x egy tetszbleges pontja és r
eqy pozitiv valds szam. Az x pont korili r sugard nyilt gombnek mondjuk az

B°(z,T) def {ye X :d(z,y) <r}

halmazt. Az x pont korili r sugari zart gomb pedig az

B(z,r) def {ye X :d(z,y) <r}

halmaz.

Példa 3.5 Mi a nyilt illetve zdrt gomb a valds szamok abszolit-érték hossziusdggal
vett metrikus terében? (Ldsd a 3.1 Példdt.)

A de(z,y) = |z —y| < r egyenlStlenség azzal ekvivalens, hogy —r <y —z <,
amib@l atrendezéssel © —r < y < x 4+ r. Az utébbi egyenl6tlenség adja a vélaszt:
Az 2 pont koriili » sugard nyilt gomb éppen az (x — r, z + r) nyilt intervallum.

Hasonlbéan, a B(x,r) zart gomb az x kozéppontd 2r hossziségi zart interval-
lum: [z —r,x + 7. O

Példa 3.6 AzR? euklideszi metrikus-térben mi lesz az 1 sugard, origd kézépponti,
nyilt illetve zdrt gémb? (Vesd dssze a 3.4 Példdval.)

A nyflt géombhoz, definicié szerint, olyan y = (y1,y2) pontjait kell venni a
stknak, amelyekre

VO—41)2+(0—y)? <1 azaz yi+y5 <L



98 3. Metrikus terek és leképezéseik

{a: lla]l < 1}: {a:|Ja]| < 1}:

3.1. abra: Nyilt és zart gombok az R? euklideszi térben.

Eszerint az origé kozépponti, egységnyi sugari kozonséges korlemezt kell venni,
de el kell hagyni bel6le az

{(y1,y2) ER? 1 4 + 45 =1}

korvonalat. Zért gémb esetében a korvonal is beletartozik a gémbbe (3.1. dbra).
O

Példa 3.7 Mi lesz az origd korili 1 sugari zdrt gomb a sikon az aldbbi metrika
mellett?

def
d((w1,m2), (y1,92)) = |w1 — 1| + |22 — vl

Azt, hogy a d fliggvény metrika, kénnyen beldthaté. (Ennek beldtdsat otthon
feltétleniil végezziik el.) A definici szerint a nulla koriili egységnyi sugari zart
gémb a

B((0,0),1) = {(x1,22) € R? : |zq| + |z2| < 1}

halmaz. Egy « = (x1,22) pont pontosan akkor eleme ennek a halmaznak, ha

r14+x2 < 1, ha z1,20>0
—z1+22 < 1, ha 21 <0 és z9>0
—xr1—22 < 1, ha z1,29<0

r1—x2 < 1, ha ;>0 é z3<0

. Ez alapjan a zart gomb az a négyzet, amelyiknek a csicspontjai:
(170)7 (Ov 1)7 (*13 O)a (07 71)'

A 3.2. 4bran rajzoltuk fel a nyilt és zirt gdbmbot, ami most—meglepetésre—
négyzet alakd. Ez azt mutatja, hogy a definidlt gomb fogalom olyan &ltaldnos,
hogy sok konkrét példa lehet mogotte.
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{a: llall, < 1}: {: ]2l < 1}:

3.2. dbra: Gombok a d((x1,x2), (y1,92)) = |1 — y1| + |r2 — y2| metrika mellett.

Definicié 96 Legyen az (X,d) egy metrikus tér. Az X egy x pontja nydt (zdrt)
gomb-kiérnyezetének mondunk minden az x korili nyilt (zdrt) gombét. Egy x pont
nydlt (zdrt) gémb-kornyezeteinek az 0sszességél az x nyilt (zdrt) gomb-kirnyezet
rendszerének fogjuk mondani.

Hay € B°(xz,r) (y € B(z,r)), akkor azt fogjuk mondani, hogy az y pont az x
pont r sugarid nyidt (zdrt) gomb-kornyezetében van.

Minden B°(z,r) nyilt gdmb-kornyezetekben van zart gdmb-kornyezet, példaul
B(z,r/2) C B°(z,r). Megforditva, minden B(x,r) zart gdmbi kérnyezet tartal-
maz nyilt gbmb-kornyezetet, példaul:

B°(z,r) C B(z,r).

Ezt az igen egyszerl észrevételt, fontossaga miatt, egy allitdsban is megfogalmaz-
zuk.

Allitas 97 Bdrmely metrikus tér egy x pontjdnak a zdrt és nyilt gomb-kérnyezet-
rendszere kozott a kovetkezd kapcsolat van:

Minden nyilt gémb-kérnyezet tartalmaz zdart gomb-kornyezetet, és megforditva:
minden zdrt gomb-kornyezet tartalmaz nyilt gomb-kornyezetet.

Ennek nyilvanvalé kovetkezménye, és csak gyakori hasznalata miatt fogalmaz-
zuk meg allitasként:

Allitas 98 Ha az y az x eqy nyit gomb-kérnyezetében van, akkor benne van egy
zdrt gomb-kornyezetében is, és megforditva.

A kovetkezd tételben a nyilt gombok egy fontos elemi tulajdonsdgat mondjuk
ki.

Allitas 99 Legyen az (X, d) egy metrikus tér. Ha azy egy tetszdleges pontja egy
B°(z,r) nyit gémbnek, akkor van olyan y kézéppontd nyilt gomb, amelyik része a
B°(x,r) gémbnek.
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Masképpen fogalmazva: Nyilt gomb tartalmazza minden pontjinak valamilyen
gomb-kornyezetét.

Az 4llitas nagyon szemléletes az R és R? esetében, amikor az euklideszi tavol-
sédgot vesszilk. A 3.3. dbran szemléltettiik az allitdst, amelyik szemléletesen meg
is “adja” az igazolast, de a pontos bizonyitést is le kell irnunk, mert olyan elvont
fogalomrdl van szd, amelynél konnyen megtéveszthet a puszta szemlélet.

d(z,v) =7
a=d(y,v) =r—d(z,y),
EEEITR d(z,z) < d(z,y) +d(y,z) <.

3.3. abra: Nyilt gomb minden pontja koriil tartalmaz nyilt gombot.

Bizonyitas. A bizonyitdst a mar emlitett 3.3. abran kovethetjiik. Legyen a feltevés
szerint y € B°(x,r), azaz d(z,y) < r. Az a = r — d(z,y) szdm pozitiv. Megmu-
tatjuk, hogy a B°(y,«) gomb része a y € B°(z,r) gombnek.

Ha z € B°(y,«), akkor d(z,y) < a = r — d(z,y). Ebbdl a d(z,x) < d(z,y) +
d(y, x) haromszog egyenlStlenség felhaszndldsdval azt kapjuk, hogy

d(z,z) <r—d(z,y) +d(y,z)=r

a metrika szimmetridja miatt, és igy z € B°(x,r). O

Az el6z6 alpont végén bevezettiik a metrikus tér részterének a fogalméat. Most
ennek a gomb fogalomra val6 kihatdsdval foglalkozunk:

Legyen az (X, d) egy metrikus tér, és C C X az X egy résztere. A metrika
nyilvanval6an nem valtozik a C részhalmazon, de véltozni fognak a gdbmbdok, hiszen
ha z € C, akkor az (X, d) metrikus térben az 2 € X pont koriili r sugard nyilt
goémb

{ye X :d(z,y) <r}

a (C,d) metrikus térben pedig

{lyeC:d(z,y) <r}={ye X :d(=z,y) <r}ncC.
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Nyilvanvald, hogy a C' halmazban vett gomb hatdrozottan sziikkebb is lehet az X
halmazban vett gémbnél.

Ha a C zért intervallum, akkor a végpontjai koriili gombokre kiilon elnevezést

is bevezetiink.

Definicié 100 Vegyiik a valds szamok R euklideszi terét. Az R egy [a,b], (a < D)
zdrt intervallumdn vett metrikus résztérben az a pont kérili r (< b—a) sugard nyilt
gombot, az a pont kérili v sugard jobboldali gémbnek fogjuk mondani. Hasonlo a
baloldali gomb definicidja. Jelolésként azt tessziik, hogy a B beti alsé indexének a
B illetve J indezeket irjuk. Hasonld a jobb- és baloldali zdrt gombdok definicidja.

A definicié szerint az a pont koriili r sugari jobboldali nyilt gémb:
Bi(a,r)={z:a<zx<a+r}=[a,a+T7),
a b pont korili baloldali nyilt gomb pedig:
Bp(b,r)={z:b—r<z<by=(b—rb].

A 3.4. dbréan szemléltetjiik a bal- és jobboldali gombdket.

[a, c) (e, f) (9,0]

Y 4 il
/ \ / \ 1
a c e f g b

3.4. abra: Nyilt gombok az [a,b] metrikus térben.

Vegytik észre, hogy — amig az R halmazon vett nyilt gomb mindig nyilt inter-
vallum — a bal illetve jobboldali nyilt gdmbok balrdl illetve jobbrdl zart interval-
lumok. Ilyen mdédon most méar mindenfajta korldatos intervallumot tekinthetiink,
alkalmas médon nyilt gémbnek.

Gyakorta fogunk vizsgdlni olyan fliggvényeket, amelyek olyan halmazon vannak
értelmezve, amelyet igy kapunk, hogy egy gombbdl elvessziik a kézéppontjat (ami
baloldali illetve jobboldali gombnél a jobboldali illetve baloldali végpont). Példdul
egy ilyen eset: Az x +— 1/x fiiggvény értelmezhets azon a halmazon, amelyet tgy
kapunk, hogy a nulla koriili 1 sugart gémbbél elvessziik a 0 kozéppontjat.

Definicié 101 Legyen az (X, d) metrikus tér. Egy x pont kérili v sugard hidnyos
nyilt gombnek nevezzik a

B(z,r) \ {=}

halmazt.
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A fogalmat els6sorban a valés egyenesen fogjuk hasznélni, erre az esetre kiilon
is megfogalmazzuk a definiciénkat.
AZ R-beli hidnyos nyilt gomb-kdrnyezet a

B°(z,r)\{z}={yeX:|lz—y|<r é z#yt=(@-rz)U(z,z+7)

halmaz.
A jobboldali illetve baloldali hidnyos nyilt gémb-kornyezetek definiciéja:

Bi(z,r)\{a}={y:z<y<z+r}=(z,z+7)

illetve
Bz, )\{z} ={y:z—r<y<z}=(x—ruzx).

Hasonl6 a hidnyos zért kornyezetek definiciéja. A nyilt és zart gombi kornye-
zetek 98. Allitasban leirt tulajdonsidga miatt a nyilt illetve zart jelzéket gyakorta
elhagyjuk. A 3.5. dbrédn illusztraljuk a fogalmat.

(e, f)
—_—

A}
7

(
\

€ f
3.5. abra: Hidnyos nyilt gdombdk az [a, b] térben.

—
/|\F
)
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Q@ A~
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Definicié 102 FEgy metrikus tér valamely nem dires részhalmazdt korlatosnak ne-
vezzik, ha benne van valamilyen gombben.

Tekintsiik példdul az az RP (p > 1) teret az euklideszi metrikdval. Ebben a
térben az

p
Sp:{(xh...,acp):z:ack:l, x> 0, k;:l,...,p}

k=1

dgynevezett szimplex korladtos halmaz, hiszen az origd kozépponti egységsugari
gbémbben fekszik.
Ugyanakkor ebben a térben a

K= {(xl,...,xp): Zxk :1}
k=1

halmaz nem korlatos.
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3.1.3 Nyilt és zart halmazok metrikus térben

Egy metrikus tér részhalmazainak a pontjait kiilonféleképpen jellemezhetjiik.

Emlékeztetiink ra, hogy minden nyilt gomb-koérnyezet tartalmaz zart gomb-
kornyezetet, és megforditva, ezért a kovetkezo definicidkban — mindkettd helyett
— mondhatunk egyszeriien gomb-kornyezetet.

Definicié 103 Legyen az A eqy részhalmaza valamilyen metrikus térnek, ésx € A.
Ha az A halmaz tartalmazza az x pontnak valamilyen gombkornyezetét is, akkor azt
mondjuk, hogy az x belsé pontja az A halmaznak. Az A halmaz belsé pontjainak az
0sszességét az A halmaz belsejének (interiorjdnak) mondjuk, és int(A)val jeloljik.

Definicié 104 Legyen az A eqy részhalmaza valamilyen metrikus-térnek. A tér egy
x pontjdt az A halmaz érintkezési pontjinak vagy limesz-pontjinak mondjuk, ha
tetszdleges gomb-kornyezetének van kézés pontja az A halmazzal. Az A halmaz
érintkezési pontjainak az dsszességét az A halmaz lezdrdsdnak mondjuk, és a cl(A)
jeldlést fogjuk haszndlni.

Példa 3.8 Hatdrozzuk meg az {1,1/2,...,1/n,...} C R halmaz dsszes érintkezési
pontjdt.

Egyrészt egy halmaz elemei nyilvan mind érintkezési pontok.
Masrészt a 0 pont nem eleme a halmaznak, de érinkezési pont, hiszen tetszole-
ges € > 0 mellett

1
— € B(0,e), ha n>
n

ol

Az érintkezési ponttal rokon a kdvetkez6 fogalom:

Definicié 105 Az (X,d) metrikus-tér egy p pontjdt egy S részhalmaza torldddsi
pontjdnak mondjuk, ha a p pont minden gomb-kornyezete tartalmaz a p-tol kilon-
bozd pontot az S halmazbol.

Példa 3.9 Mik a torldoddsi- és érintkezési pontjai a valos szdmok kovetkezd rész-
halmazainak?

(1) {1,2,...}.
(2) {1,1/2,1/3,....1/n,...}.
(3) A raciondlis szamok Q halmaza.

Az els6 halmaznak torlédasi pontja nincs: Nem lehet ugyanis torlédési-pont a
halmaznak egy pontja sem, mert azoknak egy eléggé kis sugart (példaul 1/2) gémb-
kornyezete a kozépponton kiviil nem tartalmaz elemet a halmazbdl. A halmazon
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kiviili elem pedig azért nem lehet torlodasi pont, mert eléggé kis sugaru kornyezete
nem tartalmaz elemet a halmazbdl. Az el6bb mondottakbdl vildgos, hogy a halmaz
minden pontja érintkezési pont, de azon kiviil nincsenek érintkezési pontok.

A misodik halmaznak a torlédasi pontja kdnnyen lathatéan a 0 pont, az érint-
kezési pontjai pedig: a halmaz pontjai és a 0 pont.

A raciondlis szamok torlédési és érintkezési pontjai kiadjdk a valds szamok
Osszességét, a lezartja a valds szamok R Osszessége. Ez indokolta azt az elnevezést,
hogy a raciondlis szamok siirtiek az R-ben. O

Egy metrikus tér részhalmazai kozott alapvet6 szerepe van azoknak, amelyek
a kovetkez6 definicioban leirt tulajdonsaggal birnak.

Definicié 106 Valamely (X, d) metrikus-tér eqy O részhalmazdt nyilinak nevezzik,
ha minden pontja belsé pont, azaz minden x € O pontjinak van olyan gémb-
kérnyezete, amelyik része az O halmaznak..

A kovetkezé tételben a nyilt halmazok alapvetd tulajdonsagait soroljuk fel.

Allitas 107 Legyen az (X, d) tetszéleges metrikus tér. A nyilt halmazok Gsszessége
teljesiti a kovetkezoket.

(1) Az 0 és az X halmaz nyiltak.

(2) Nyilt halmazok egyesitése is nyilt, azaz ha O~, v € T' nyilt halmazok egy
tetszdleges csalddja, akkor az
o,

yel’

halmaz is nyilt.

(3) Véges sok nyilt halmaz metszete is nyilt, azaz ha az O1, ... O, halmazok
nyiltak, akkor a

halmaz is nyilt.

Bizonyitas. (1): Mindkét halmaz esetében teljesen nyilvanvalé az 4llitas.

(2): Ha az z egy tetszdleges pontja az O, halmazok unidjdnak, akkor eleme
valamilyen O., halmaznak is, és mivel ez nyilt, ezért van olyan gémb az x pont
koriil, amelyik része az O,, halmaznak, kovetkezésképpen része az O, halmazok
uniéjanak is.

(3): Ha az z pont eleme az O; halmazok metszetének, akkor minden ¢ indexre
van olyan r; sugaru gomb, amelyik részhalmaza az O; halmaznak, azaz

B°(z,r;) C Oy,
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mindeni = 1,2,...,nindexre. A véges sok r; pozitiv szamnak az r def ming<;<n 7
minimuma is pozitiv. Az x korili r sugart kor benne van valamennyi r; sugard
korben, ezért benne van az O; részhalmazok mindegyikében, tehat a metszetiikben
is, amivel belattuk, hogy a metszet is nyilt. O

A Kkovetkezd &llitds azt mutatja, hogy indokoltak a “nyilt” intervallum és
“nyilt” géomb elnevezések.

Allitas 108 (1) Egy (X, d) metrikus térben minden nyilt gémb nyilt halmaz.

(2) A wvalds szamegyenesen, az euklideszi metrika mellett, minden nyilt interval-
lum nyilt halmaz.

Bizonyitss. (1): A 99. Allitdsban pontosan ezt mondtuk ki.
(2): Korldtos nyilt intervallumra adédik az el6z6bdl, mivel az (a, b) korlétos nyilt
intervallum az a nyilt gémb, amelyiknek a kozéppontja az intervallum (a + b)/2
kozéppontja, a sugara pedig az intervallum hosszénak a (b — a)/2 fele.

Korlatlan nyilt intervallumra is belathaté direktben, vagy azonnal adodik ab-
bél, hogy minden korlatlan nyilt intervallum korldtos nyilt intervallumok uniéja:

+o00
(a,400) = U (a,a +n),
n=1
és nyilt halmazok unidja is nyilt. O

Definicié 109 Legyen az (X,d) egy metrikus-tér. Egy O nyilt halmaz komple-
menterét zart halmaznak nevezzik.

Mivel egy komplementer komplementere az eredeti halmaz, ezért zart halmaz
komplementere nyilt, tehat egy halmaz pontosan akkor zdrt, ha a komplementere
nyilt.

Fel kell hivni a figyelmet arra, hogy a “nyilt” és a “zart” nem ellentétes fogal-
mak, hiszen egy halmaz lehet egyszerre nyilt és zart. Példdul az X halmaz és az ()
iires halmaz mindketten nyiltak és egyben zartak is, mivel egymas komplementerei.

Az aldbbi 4llitas konnyen adddik a definiciékbol:

Allitas 110 Legyen az (X, d) egy metrikus-tér. Eqy F C X halmaz pontosan akkor
zdrt, ha minden érintkezési pontjdt tartalmazza.

Bizonyitas. Ha F' zart, akkor az F' komplementerébél vett pontnak egy kornyezete

is a komplementerhez tartozik, igy az nem lehet az F' érintkezési pontja. Forditva,

ha F minden érintkezési pontjat tartalmazza, akkor a komplementer barmely

elemének van olyan kornyezete, amely nem metszi az F' halmazt. O
A zart halmazok alaptulajdonsagait mondja ki a kovetkezé tétel.
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Allitas 111 Legyen az (X, d) egy metrikus-tér. A zdrt halmazok Gsszessége eleget
tesz a kovetkezdknek.

(1) Az 0 és X halmazok zdrtak.
(2) Akdrhdny zdrt halmaz metszete is zdrt.

(3) Véges sok zart halmaz unidja is zdrt.

A zart halmazok a nyilt halmazok komplementereiként lettek definidlva, és en-
nek megfelel6en a fenti tulajdonsdgok — a halmazelmélet miiveleteinél mondottak
szerint (13. oldal) — dudlis viszonyban vannak a nyilt halmazok tulajdonsdgaival.

Bizonyitas. Az (1) &llitas teljesen nyilvanvald, a (2) és (3) teljesiilése pedig a De
Morgan formulék azonnali kovetkezménye.
(2): Haa C,, v €T # 0 zirt halmazok az O, nyilt halmazok komplementerei,
akkor ,

Ne-noi- (Yo -

yel’ yel’ yel’

tehat — mivel nyilt halmazok egyesitése is nyilt — zartak rendszerének a metszete
is zart.

(3): Az el6z6vel teljesen hasonlé médon: ha a Cy, i = 1,...,n zart halmazok az
O;, i =1,...,n nyilt halmazok komplementere, akkor

n n n ¢

YJea=os= <ﬂ0i> :

i=1 i=1 i=1
amivel be is lattuk az allitast. O

A kovetkezd allitas szerint jogosultak a “zért” gomb és intervallum elnevezések.

Allitas 112 (1) Egy (X, d) metrikus-térben minden zdrt gomb zdrt halmaz.

(2) Az R egyenes tetszdleges zart intervalluma zdrt halmaz.

Bizonyitds. (1): A zart halmaz definicidja szerint azt kell beldtnunk, hogy egy
B(x,r) zart gobmb komplementere nyilt halmaz.

A metrikus tér vizsgalatandl, mint minden mas matematikai teriileten, hasznos
valamilyen “fantazia rajzon” szemléltetni az allitasokat, és kdvetni a bizonyitaso-
kat, ahogyan azt most a 3.6. dbrén tesszik.

Legyen y € (B(:z:,r))c. Megmutatjuk, hogy az y koriil van olyan gémb, ami
szintén a B(x,r) zart gdbmb komplementerében van.

Mivel y & B(x,r), ezért d(x,y) > r. Vegyik az « def d(x,y) —r pozitiv szdmot.
Az y koriili « sugari B°(y, ) gomb minden pontja a B(z,r) géombon kivil van.
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d(z,v)=r
a=d(z,y)—r
d(y,v) =«
d(z,z) > r

3.6. abra: Zart gomb komplementere nyilt.

Legyen ugyanis z € B°(y, ), akkor d(y, z) < a. Mivel a hdromszog egyenl6tlenség
szerint d(x,y) < d(z,z) + d(y, z), ezért

d(I,Z) 2 d(x,y) - d(yvz) > d(x’y) — o=

=d(z,y) — (d(z,y) —=r) =,

tehat d(x, z) > r, azaz z € B(x,r), amit bizonyftani kellett.
(2): Egy [a,b] korldtos, zart intervallum komplementere két nyilt intervallum
egyesitése, amely az eddigiek szerint nyilt halmaz.

A bizonyitas végtelen intervallumokra hasonléan végezhetd el. O

3.2 Folytonos fiiggvények metrikus téren

Ebben a pontban metrikus-terek kozotti leképezések egy alapvetd Osszességével az
u. n. folytonos fliggvényekkel fogunk foglalkozni.

3.2.1 Definiciok

Metrikus-terek kozotti leképezésekkel kapcsolatban természetes célkitiizés olyan
fliggvények vizsgalata, amelyek “kozeli” pontokat ”kozeli” pontokba képeznek,
ezek a folytonos fliggvények.

Lassuk ezek utéan a folytonos fiiggvény definicidjat:

Definicié 113 Legyenek az (X,dx) és (Y,dy) metrikus terek. Az f : X — Y
fiigguényt folytonosnak nevezziik egy b € X pontban, ha az f(b) minden Vi gomb-
kornyezetéhez van olyan U, gomb-kornyezete a b-nek, hogy

f(U) € Vi (3.1)



108 3. Metrikus terek és leképezéseik

A kovetkezOkben elsésorban R — R és RP — R fliggvényekkel fogunk foglal-
kozni, ezért ismételjiik el ezen esetekben a b pontban val6 folytonossig feltételét:
Minden € pozitiv szdmhoz van olyan § pozitiv szdm, hogy

|f(z) — f(b)] <€, hacsak |z —0b] <.
vagy masképpen:
lx—bl <o = |f(z)—f(b)|<e
Az RP téren értelmezett fiiggvényekre csak az az eltérés, hogy
|x — b| helyett ||x — bl

szerepel.

Egy fiiggvény folytonossaga egy adott pontban tgynevezett lokdlis tulajdonség,
abban az értelemben, hogy a folytonossdg csak az adott pont egy kérnyezetében
valé viselkedéstol filigg.

Ha egy konkrét fliggvény folytonossagat akarjuk beldtni, akkor a 113. definici6
a kovetkezéképpen alkalmazhaté:

o Feltételezziik, hogy adott egy € tetszbleges, de rogzitett pozitiv szam.

e Alkalmas mdédon meghatdarozunk az e szdmhoz egy olyan d pozitiv szamot,
amelyikkel a definicié feltétele teljesiil. Ilyen ¢ szam sok lehet, hiszen ha egy
méar van annal minden kisebb is alkalmas.

Léassuk most ennek a mddszernek — amit e—Jd-technikanak mondanak — az
alkalmazdsait.

Példa 3.10 Mutassuk meg, hogy az © — (3xz + 1), R — R leképezés minden x
pontban folytonos.

Legyen adva egy e pozitiv szam. Az x pontban valé folytonossdghoz olyan
pozitiv szdmot kell taldlnunk, hogy |(3u+1) — (3x +1)| < € legyen, ha |u —z| < d.
Az |(Bu+1) — 3z + 1)| = 3|u — x| egyenléségbdl azonnal kapjuk, hogy

lu—z|<e/3 = |Bu+1)—Bzx+1)|<e,
tehdt a § = ¢/3 szdm alkalmas a célunkhoz (és persze minden ennél kisebb is). O

Példa 3.11 Ldssuk be, hogy az  — 22, R — R leképezés folytonos minden pont-
ban. Milyen kézel kell menni a b = 1 illetve b = 10 pontokhoz, ha azt akarjuk, hogy
a figguényértékek 1/100 pontossdggal kézelitsék a fiigguény b-ben felvett értékét?

Egy tetszbleges b helyen latjuk be a folytonossagot. Kiindulé kornyezetnek,
ahol a fliggvényt vizsgaljuk, valasszuk a B°(b, 1) gdmbot, azaz az

b—l<z<b+1 (3.2)
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halmazt.
Mivel
2% — b = & —b| - |2+ b] < |z —b|(|z] + |b]),

ezért a (3.2) valasztds miatt
|22 — b?| < |z = b[(|b] + 1+ [b]) = (2[b] + )] — b].
Ebbdl viszont konnyen lathatjuk, hogy

2 2 €
—-b°| < h b < ——,
| | <e a |z — b o+ 1
ami azt jelenti, hogy a § = ¢/(2|b| + 1) megfelel a kivdnalmaknak.
Nézziik elészor a b = 1 helyet. Ha 1/100 pontossdggal akarjuk kozeliteni az
12 = 1 értéket az x? értékkel, akkor az x szdmnak elégséges a

_1/100 1
- 2+1 300
pontossaggal megkozeliteni az 1 helyet.

Nézziik most a b = 10 helyet. Ha 1/100 pontossdggal akarjuk kozeliteni az
102 = 100 értéket az 22 értékkel, akkor az = szamnak elegendé a

_1/100 1
© 2041 2100
pontossaggal megkozeliteni a 10 helyet. O

Az utébbi példdbdl megallapithatjuk, hogy adott € kdzelitési pontossdg mellett
a 0 szdm flgghet attél a helytdl is, ahol a fliggvény kozelitését vizsgaljuk. A
megel6z6 példdban a § a helytol nem fiiggott, csak az e-tol.

Most pedig a pontban val6 folytonossdg lokalis tulajdonsagat globalis tulaj-
donsagga terjesztjik ki:

Definicié 114 Legyenek az (X,dx) és (Y,dy) metrikus-terek. Egy f : X — Y
leképezést folytonosnak mondunk (az X halmazon), ha folytonos minden b € X
pontban.

Allitas 115 Legyenek az (X,dx) és (Y,dy) metrikus-terek. Egy f : X — Y
leképezés pontosan akkor folytonos, ha minden nyilt halmaz inverzképe nyilt.

Bizonyitéds. Legyen f folytonos, G az Y nyilt részhalmaza és x € f~1(G). Ekkor
f(x) € G, ezért van olyan Vj(,) kérnyezete az f(x) pontnak, amelyre Vi, C G.
Mivel f folytonos, talalhat6 olyan U, kérnyezete az z pontnak, hogy f(U,) C
Vf(w). Tehat
U, C fﬁl(vf(a:)) - fﬁl(G) :

Ez éppen azt jelenti, hogy f~1(G) nyilt halmaz.

Forditva, ha V az f(z) pont egy nyilt kérnyezete, akkor f~1(V) nyilt, igy
tartalmazza az x pont egy U kérnyezetét, azaz f(U) C f(f~1(V)) C V. Ez azt
jelenti, hogy f folytonos az x pontban. O
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Allitis 116 Legyenek az (X, dx) és (Y, dy) metrikus-terek, az f : X — Y folyto-
nos leképezés és A C X. Ekkor az fla, A —Y lesziikitett leképezés is folytonos.

Mas szavakkal: Egy téren folytonos leképezés annak egy részhalmazan is foly-
tonos. Példaul: ha az f : R — R folytonos, akkor az f tetszéleges intervallumon
(intervallumra lesziikitve) is folytonos.

Bizonyitas. Legyen b € A. Az f: X — Y folytonossdga miatt adott € > 0 szdmhoz
van olyan ¢ > 0, hogy

dy (f(), f(z)) <, ha dx(b,x) < 0.
Ebbél nyilvanvaléan igaz az, hogy
dy (f(b), f(x)) <, ha dx(b,x) <d és xz €A,
ami az f|4 : A — Y folytonossdgat jelenti. O
A kovetkez6 két llitds az Osszetett fiiggvény folytonossagédval foglalkozik.

Allitas 117 Legyencek az (X,dx), (Y,dy) és (Z,dz) metrikus terek. Tegyiik fel,
hogy a g : X — Y leképezés folytonos a b € X pontban, az f :' Y — Z pedig a
g(b) € Y pontban.

Ekkor az fog : X — Z dsszetett leképezés (kompozicid) is folytonos a b pontban.
Az elsd lokdlis jellegii.

Bizonyitas. Az f fliggvény g(b) helyen 1év§ folytonossiaga miatt adott € > 0 szdmhoz
van olyan ¢ > 0 szdm, hogy

dz (f(g(b)), f(g(x))) <, ha  dy(g(b),g(z)) <0.

A g fliggvénynek a b helyen valé folytonossaga miatt a 6 > 0 szdmhoz van olyan
01 > 0, hogy
dy (g(b),g(x)) <6,  ha  dx(bz)<d.

A két kiemelt sor alapjan

dz (f(g(b), f(9(x))) <€, ha  dx(bz) <d,

ami éppen az f o g kompozicié b pontban valé folytonossagat jelenti. O

Az elézé tételbdl a folytonossdg globdlis definicidja alapjan azonnal adédik a
globalis tétel:

Allitas 118 Legyenek az (X,dx), (Y, dy) és (Z,dz) metrikus terek, a g: X — Y
és [:Y — Z leképezések folytonosak.
Ekkor a fog: X — Z osszetett leképezés (kompozicid) is folytonos.
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3.2.2 Az alapmiiveletek folytonossaga

A valébs szamok kozotti miiveletek is leképezések. Példaul az
(w1, 22) — T2 - T2

a szorzas az R2-bél az R-be képezd fiiggvény. Ilyen esetben, amikor az értelmezési
tartomdny szampdarokbdl (kettesekbdl) all, akkor azt szokds mondani, hogy kétvél-
tozos a fliggvény. Eszerint a szorzas egy kétvaltozos fiiggvény. Hasonldé mondhaté
az Osszeaddsra és az osztésra is.

Ebben a pontban be fogjuk latni, hogy az alapmiiveletek folytonos fliggvények.
Ezeknek az allitasoknak nagy jelentOsége van, mert példaul a szorzat esetében
azt allitjak, hogy az x és y szamok zy szorzatdhoz eldirt kozelségbe keriil az u
és v szamok wv szorzata, ha az (u,v) szdmpdr megfeleléen kozel van az (x,y)
szamparhoz. Ennek az allitasnak az alapjan végezhetjiik el “kozelité” modon a
szorzasokat. Ne feledjiik, hogy a valés szamok zomével csak tgy tudunk szamolni,
hogy racionalissal kozelitjitk 6ket.

Allitas 119 Vegyiik az R? és R tereket az euklideszi metrikdkkal. Az
(551,%2) — T X2
R? — R (szorzds) leképezés folytonos.

Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy a leképezés tetszbleges b = (b1, by) pontban folyto-
nos. Legyen adott egy € pozitiv szam.
Mivel a folytonossag lokalis tulajdonsag, ezért els6 lépésként megvélaszthatjuk
a b pontnak azt a kornyezetét, amelyben vizsgaljuk a leképezést. A b pont B°(b, 1)
kornyezetében fogunk dolgozni, azaz olyan x = (z1,2) pdrosok johetnek széba,
amelyekre
(lEl — b1)2 + (ZL’Q — b2)2 < 1. (33)

Vegyiik a szorzat-fliggvénynek az eltérését, és rendezziik alkalmas moédon:

‘blbg — I1$2| = |b1l)2 — ngl + bQIl — 1‘1$2| =
= |bg(b1 — 1‘1) + xl(bg — 1‘2)|

A Cauchy-Schwarz egyenl6tlenség alkalmazasaval ebbdl azt kapjuk, hogy

‘blbg — ’I,’1$2| § \/ b% —+ $%\/(b1 — {131)2 —+ (bg — ZL‘Q)2,

ezért |b1by — x1x2| < €, ha

¢
NOE:S
Mar csak az z; véltozét kell kikiiszobolniink a baloldalbdl, és akkor tudunk mon-
dani egy alkalmas, csak a b-t6l fliggd § szdmot.

16— || = /(b1 — 1) + (b — 22)> < (3.4)
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A (3.3) megallapodds miatt (by — x1)? < 1, és {gy |z1| < 1+ |b1], ezért a (3.4)
egyenldtlenséghdl adodik, hogy a

b=l = /(b1 —21)2 + (b —22)2 < ——o—— =3,

NCESET e

Osszefoglalélag megallapithatjuk, hogy

€

Vs + (1 +b1)2.

|b1by — z1xa| < € ha [lz—=b]| <d=

Allitas 120 Vegyiik az R? és R tereket az euklideszi metrikdval. Az
x = (x1,22) — T1 + X2
R? — R (dsszeadds) leképezés folytonos.

Bizonyitas. Legyen a b = (b1, bs) egy tetszdleges pont. Becsiiljitk meg a (by + by) és
(21 + z2) Osszegek eltérését, a Cauchy-egyenlStlenség segitségével:

(b1 +b2) = (z1 +a2)| = |L- (by —21) +1- (b2 —22)| <

<VIZH 12 /(b — 1) + (by — 22)2 = V2 [|b— 2.

Eszerint adott € > 0 szam mellett

|(b1 +b2) — (z1+72)| <€, ha [jb—z] < 5,

6 —_—
V2
tehat az Osszeg-leképezés folytonos. O
Allitas 121 Vegyiik az R? és R tereket az euklideszi metrikdval. Az

Z1

(3317332) = ;2

(hdnyados) leképezés, aminek az értelmezési tartomdnya az (x1,x2) € R?, 29 # 0
szampdarokbdl dll, folytonos.

Bizonyitds. Legyen a b = (b1, b2) egy tetszbleges olyan pont, amelyre by # 0.
El6szor becstiljitk meg a fliggvény eltérését a Cauchy-egyenlétlenség alapjan:

bll‘g — ngl _ ‘bll‘g - b1b2 + b1b2 - b2$1‘ _

|basa|

boxa

_ |b1($2 - bz) + bg(bl — $1)| < \/b% + b% . \/(bl — 1’1)2 + (bg - 1’2)2
|bos| B |baz2
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_ o] -{[b — 2|
|baz2 |
Osszefoglalva:
br x| _ (o] - |[b— ]|
g i | 3.5
by x| |bazs] (3:5)

A jobboldal tovébbi becsléséhez egy alsé becslést kell adnunk az |zs|-re, mivel a
nevezoben van. Ezt megtehetjiik, ha a b pont alkalmas kornyezetére szoritkozunk,
amit a lokalitds miatt megtehetiink. Legyen

b
1b— || < % (3.6)

Ebbdl nyilvdnvaléan |by — zo| < |ba|/2, és igy az abszolut értékre vonatkozd
masodik hdromszog-egyenlotlenség alapjan:

b b
e = b2 = (b2 = ] 2 [ba] — Iba — a2l 2 b - 121 = 21
Ezt felhasznélva a (3.5) tovdbb alakithaté:
b bl - [|b— 2|b b
bo T2 |b2|‘272| ‘bg‘ 2

Ebbdl pedig — figyelembe véve a (3.6)-t is — megdallapithatjuk, hogy

by : { |b2|? |b2|}
— — —| <¢€ ha ||b—2z|| <min €, — p =9,
amit bizonyitani kellett. O

A kovetkezd éllitasban egy R — R2-be fiiggvény folytonossagat igazoljuk.
Allitas 122 Ha az f és g valds fiigguények folytonosak a b € R pontban, akkor az
z— (f(x), 9(x))

R — R? leképezés is folytonos a b pontban.
Bizonyitas. Nézziik a fiiggvény értékek tavolsagat a b szam egy kornyezetében:
1(£(8),9(0)) = (f(2), 9(2))Il =
= [I(£(b) = f (=), 9(b) = g(2))|| = V(F(b) = [ ())? + (9(b) — g())>.

Az f és g folytonossdga miatt, adott € > 0 szamhoz van olyan d; > 0 és d > 0,
hogy

1f(b) = f(2)| < — ha b —a| <6,
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és

lg(b) — g(=)| < ha  [b—x| < d.

ﬁa
Ezek alapjan:
(£ (), g(b)) = (f(z), g(2))]] <
<V(F0) = (@) + (9(0) — g(2))? < Ve = ¢,
feltéve, hogy |b — 2| < min{dy,d2} = 0. O

3.2.3 Formalis szabalyok, elemi fiiggvények

Az el6z6 alpontban megoldottunk néhény olyan feladatot, amelyben a fiiggvény
folytonossigat igy lattuk be, hogy meghataroztunk az adott € szamhoz egy alkal-
mas ¢ szamot. Ez némelykor nehéz feladat is lehet. Ebben a pontban &dltaldnos
modszert adunk valds fliggvények folytonossiaganak az igazoldsdhoz, amivel eléggé
széles fiiggvényosztéaly folytonossagat be tudjuk latni.

A lefrandé eljards két alapra tdmaszkodik:

o Megmutatjuk, hogy a folytonos fiiggvények kozotti miiveletek (leképezés-
épitési eljarasok) folytonos fiiggvényekhez vezetnek.

e Néhany egyszert fliggvényre belatjuk, hogy folytonosak. Fzek az z — 1,
x +— x, exponencialis, logaritmus és a trigonometrikus fiiggvények lesznek.

Ezek alapjan az elemi fiiggvényekbdl a fiiggvényépito eljardsok segitségével
nyerhet6 fliggvények eléggé széles Osszességére be tudjuk latni, hogy folytonosak.

Allitas 123 (Formalis szabalyok) Legyenek az f és g valds értéki fiigguények egy
metrikus téren, és az o tetszdleges valds szam.
(1) Ha az f és g figguények folytonosak a b helyen, akkor az

(a) f+g,

(c) af,
(@) L. getecve, hogy 906) # 0
leképezések is folytonosak az a pontban.

(2) Ha a g fugguény folytonos a b pontban, az f pedig folytonos a g(b) pontban,
akkor a f o g kompozicid (Osszetett) fligguény is folytonos a b helyen.
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A bizonyitasokbdl latszani fog, hogy a tétel értelemszeriien igaz marad akkor
is, ha RP — R fiiggvényekrol van szo.

Bizonyitds. A bizonyitdsok az elézé alpont eredményeire és a kozvetett fliggvény
folytonossigara tamaszkodnak.
(1): (a): Az z — f(x) + g(x) fiiggvényt, aminek a folytonossdgat be kell
latnunk, jeloljik h(x)-szel. A h a kovetkezbképpen kaphaté meg leképezések
egymas utani végrehajtasaval:

o+ (f(a), g(x)) = f(x) + g(2),

azaz h(zx) = s(¢p(x)), tehdt h = sop. A h folytonossdga azonnal adédik abbdl, hogy
a ¢ illetve s fliggvények folytonosak (122. illetve 120 allitdsok), és az Ossszetett
fiiggvény képzés is Orzi a folytonossdgot (117. allités).

(b): Azonos az el6z6 bizonyitdssal, csak az Osszeg leképezés helyett a szorzat
leképezést kell szerepeltetni, és a szorzas folytonossagat kell hasznélni (1asd a 119.
Allitést).

(¢): A (b) kozvetlen kovetkezménye, mivel a konstans leképezés folytonos.

(d): Azonos az (a) bizonyitdsaval, csak az Osszeg leképezés helyett a hdnyados
leképezést kell szerepeltetni, és a hanyados folytonossagat kell haszndlni (ldsd a
121. Allitést).

(2): A 117. éllitdsban 4ltaldnosabban beldttuk. O

Az x — 1 és © — x valés fiiggvények folytonosak, ezért folytonosak azok a
fliggvények is, amelyek beloliikk a formalis szabalyokkal felépithetéek, azaz a poli-
nomok és racionalis tortfiiggvények. Ezt fogalmazzuk meg a kdvetkezd tételben.

Allitds 124 (1) Tetszdleges
x— p(x) = apz™ + 12"V + -+ a1z + ap
polinom folytonos.

(2) Tetszdleges
anx™ + ap_12" L+ -+ a1z + ag
b ™ + byp—1x™ L+ -+ bz + by

raciondlis tortfiigguény folytonos.

X —

Bizonyitds. Eloszor lassuk be azt, hogy a pozitiv egész kitevos x — z™ hatvany-
fliggvény folytonos. Ez teljes indukciéval torténik. Az n = 1 esetében igaz az
allitas, hiszen csak annak kell teljesiilni, hogy

|z —b| < e ha |z — b < d(=e).

Ha feltessziik, hogy n-re igaz az dllitds, akkor ebbdl azonnal adédik (n + 1)-re,
mivel csak a folytonos x — z és x +— x" fliggvényeket kell Gsszeszorozni.
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A polinom folytonosséga abbdl kovetkezik, hogy a hatvany (és dllandd) flige-
vényeket kell szammal szorozni és Osszeadni, és ezek a formalis szabdlyok szerint
folytonos fiiggvényt eredményeznek.

A racionalis tortfiggvény folytonossdga a polinom folytonossdgabdl és a hé-
nyadosra vonatkozé formélis szabdlybdl adédik. O

Allitas 125 A szinusz, koszinusz és tangens fligguények értelmezési tartomdnyukon
folytonosak.

Bizonyitds. El0szor a szinusz fliggvény folytonossagat latjuk be. Ehhez sziikségiink
lesz a 88. tételnek arra az allitdsara, hogy a —35 <z < § szdmkozben

|sinz| < |z|. (3.7)

Legyen a b tetszéleges valds szam. Kozismert trigonometriai azonossag alapjan
(89. &llités):
x+b x—b

)| sin(2) <

|sinz — sinb| = 2| cos(

r—0b

2| sin( 5

)| <z —bl.

Ebbél azonnal kapjuk, hogy adott € pozitiv szdmhoz a § = e pozitiv szadmmal
teljesiil a kovetkezo:

|sinz —sinbd| < e ha |z —b| < 0.

A koszinusz fliggvény folytonossdga jon a szinusz fliggvény folytonossdgabol
a miiveletek folytonossdga és a kompozicié képzés szabdlya alapjan a cosx =
sin(§ — z) formula miatt.

A tangens fiiggvény folytonossdga a szinusz és koszinusz fiiggvények folytonos-
sagabdl kovetkezik a hanyadosra vonatkozd szabdly alapjan. O

Az exponencidlis és logaritmus fiiggvények folytonossidgat a hatarértékekkel

foglalkoz6 szakaszban fogjuk igazolni.

Példa 3.12 Mutassuk meg, hogy a kévetkezd figguények folytonosak.
(i) o sin(z? —7)
(ii) @+ sin(cos(4x + 23)).

A szerepld fiiggvények olyan fliggvényekbdl épiilnek fel a formalis szabalyok
segitségével, amelyek folytonossdgat mar belattuk. O
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3.2.4 Folytonos fiiggvények alaptulajdonsagai

Ebben az alpontban a folytonos fiiggvények alaptulajdonsagaival foglalkozunk.
Allitas 126 Ha egy f : [a,b] — R fiigguény folytonos, akkor az
{z €la,b]: f(z) < a} és {z € [a,b] : f(z)> a}
dgynevezett nfvdhalmazok minden o mellett nyiltak az [a,b]-ben.
Bizonyitds. Mivel a H = (—o0, «) intervallum nyilt, azért
{w € la,b]: f(z) < a} = f~\(H)
nyilt halmaz az [a, b] metrikus térben a 115 Allits alapjan. O

Allitas 127 (Bolzano-tétel) Ha egy f : [a,b] — R fiigguény folytonos, akkor min-
den értéket felvesz az f(a) és f(b) kézitt.

Az Allitést a 3.7. dbran szemléltettiik.

f(0)

fla) <e< f(b)
c= f(¢)

|
I
|
f(a) :
|
|
I

a I3 b

3.7. dbra: Bolzano-tétel

Bizonyitds. Ha f(a) = f(b), akkor nincs mit bizonyitani, és legyen— mondjuk—
fla) < ¢ < f(b). Megmutatjuk, hogy van olyan & € (a,b), hogy f(£) = c.

Legyen A = {z € [a,b] : f(x) < ¢}. Az A halmaz nem fires, ugyanis a € A. Az
A korldtos halmaz, mivel része az [a, b] intervallumnak, ezért 1étezik a

E=supA € [a,]

felsé hatér, amirél belatjuk, hogy f(£) = c.
Ha f(£) < c lenne, akkor nyilvdn & # b, és {gy a £ pontban folytonos az f
fiiggvény. Emiatt a & egy
§,§+0), >0
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jobboldali kornyezetének az  pontjaira: f(x) < ¢ (a megeldz6 &llitds), és igy lenne
a £-nél nagyobb eleme is az A halmaznak, ellentétben azzal, hogy a & felsé hatéar.

Ha pedig f(§) > c lenne, akkor & # a, és {gy a £ pontban folytonos. Emiatt a
megelézé allitas szerint van olyan

(5_67&7 6>0

baloldali kérnyezete a £ pontnak, amelynek az x pontjaiban f(x) > ¢, vagyis lenne
a &-nél kisebb fels6 korlatja az A halmaznak, ellentétben azzal, hogy a & fels§
hatar.
Az el6zbek szerint sem az f(§) < ¢ sem az f(£) > ¢ nem &llhat fenn, tehat
f(§) =c O
Most pedig a Bolzano tételnek egy fontos alkalmazisat fogjuk bemutatni.
Ehhez azonban sziikséglink lesz egy fogalomra.

Definicié 128 Legyen az f : X — X eqy leképezés. Ha van olyan xo € X pont,
amelyre f(xg) = xo, akkor az xy pontot az f leképezés fixpontjdnak mondjuk.

f(xo) = wo:

Az f grafja

metszi az at1ét

az (xo,zo) pontban.

3.8. dbra: Az f : [a,b] — [a,b] fixpontja.

Az elnevezés eléggé szemléletes, hiszen ha f(xzg) = xo, akkor az xg pontot
helyben (fixen) hagyja az f leképezés. Altaldban fontos kérdés az, hogy egy
fliggvénynek van-e fixpontja. A kozgazdasigtanban elterjedt médszer az, hogy
a gazdasdg miikodését egyensilyi folyamatként irjdk le. Az egyensuly létezése
rendszerint megfelel6 fixpont 1étezésével ekvivalens.

Allitas 129 Ha az f egy [a,b] — [a,b] folytonos leképezés, akkor van fizpontja,
azaz létezik olyan x € [a,b], amelyre f(x) = x.
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Az Allitast és a bizonyitasat a 3.8. abran szemléltetjiik. A most kimondott
tétel egy altalanosabb tételnek az u. n. Brouwer-féle fixpont tételnek egy nagyon
specialis esete.

Bizonyitas. Tekintsiik a g(z) = f(z) — z fiiggvényt. A ¢ fiiggvény folytonos, mert
folytonosok kiilonbsége. Mivel az f az [a, b] intervallumot énmagdra képezi, ezért

gla)=f(a)—a=0 é g(b)=f(b)—b<0,

és igy, a Bolzano tétel miatt, van olyan z hely, ahol a ¢ fiiggvény nulla, azaz
g(x) = f(x) —x =0, tehdt az z fixpontja az f fliggvénynek. O

Allitas 130 Ha egy f : [a,b] — R fiigguény folytonos, akkor korldtos.
Bizonyitds. Tekintsiik a
H ={z €[a,b]: f korlatos az [a,z] intervallumon}

halmazt. Vildgos, hogy H nem iires, hiszen a € H. Legyen a« =sup H. Ha a < b
lenne, akkor a folytonossdg miatt f korlatos az « egy kornyezetében is, igy a nem
lehetne a H fels6 korlatja. Tehdt a = b, azaz f korldtos az [a,b] intervallumon.
Ez azt jelenti, hogy f korldtos az [a,b — €] intervallumon minden € > 0 mellett.
Mésrészt f folytonos a b pontban is, ezért korldtos a [b — €,b] intervallumon
valamely € > 0 mellett. Tehdt f korldtos az egész [a, b] intervallumon. O

Allit4s 131 (Weierstrass-tétel) Ha egy f : [a,b] — R fiigguény folytonos, akkor
van minimuma €s maximuma.

e

Bizonyitas. Lassuk példdul a maximum esetét. A megel6z6 tétel miatt az f korlatos,
és igy létezik az

S = sup f(z)

z€la,b]
felsé hatdra. Azt kell beldtnunk, hogy valahol fel is veszi az S értéket. Ha ezzel
ellentétben az f nem venné fel az S értéket, akkor f(x) < S lenne az [a,b] minden
x pontjara, hiszen az S fels6 korlat. Igy a
M) = 5— € [, 1]
)= ——, x € |a,

S— f(z)
fliggvény folytonos lenne az intervallumon. Emiatt a megel6z6 tétel miatt korlatos
lenne, azaz lenne olyan K > 0 szam, hogy

<K, azaz f(z)<S-— i,

_
S — f(x) K

minden = € [a,b] pontban, és igy az S nem lenne fels§ hatér, ellentétben a
definiciéjaval.
A minimum esete hasonléan bizonyithato. O
A kovetkezo tétel a Bolzano-tételnek egy szép és sokszor hasznélt alkalmazésa.
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Allitas 132 Legyen a J valamilyen intervallum. Ha az f : J — f(J) fiiggvény
szigoruan monoton novekedd és folytonos, akkor az

) =
imverz fligguényre igazak a kovetkezok:
(i) Az f=Y inverz f(J) értelmezési tartomdnya is intervallum.
(ii) Az £~ is szigoriian monoton novekeds.
(iii) Az £~ is folytonos.
Hasonlo dllitds igaz szigorian fogyd folytonos fiigguényre.

Bizonyitds. A 77. allitds szerint az inverz létezik és szigorian monoton. A 127.
allitds szerint a J intervallum f(J) folytonos képe is intervallum. Ezzel beldttuk
az (i) és (ii) allitdsokat, és mér csak a (iii) igazoldsa van hétra.

Az inverz folytonossagat belatjuk, ha megmutatjuk, hogy az = egy tetszOleges
I goémb-kornyezetének az f(I) képében van gémb-kornyezete az f(x) pontnak.
Hangstlyozzuk, hogy a géomb-kornyezetek a J-re illetve f(J)-re nézve értenddk,
ezért példaul az I gomb-kornyezet olyan is lehet, hogy az x pont a bal szélére esik
(jobboldali gémb).

A 127, 4llitas szerint az f(I) egy részintervalluma az f(J) intervallumnak.
Emiatt elegendd azt igazolni, hogy az f(x) csak akkor eshet az f(I) valamelyik
végpontjiba, ha az x is egyik végpontja a I intervallumnak. Ennek az indoklasa:
Ha az x nem végpontja az I-nek, akkor x € (¢,d) C I valamilyen ¢ < d mellet. A
szigort monoton névekedés miatt f(c) < f(x) < f(d), és igy

f(@) e (f(e), F(d) € (D),

tehat az f(x) nem végpontja az f(I)-nek, igy nyilvan f(I) tartalmazza f(z)-nek
egy alkalmas kornyezetét. O

3.3 Hatarérték

Ebben a pontban metrikus térben értelmezett fliggvények hatarértékének a fo-
galmat ismerjiik meg.

3.3.1 Véges hatarérték végesben

A figgvény hatarérték fogalma ebbdl a kérdésbél eredeztetheto:

Ha egy A halmazon értelmezett fiiggvényt értelmezni szeretnénk egy olyan b
pontban, amelyik nincs feltétleniil benne a halmazban, de az A halmaz pontjaival
tetsz6legesen megkozelithetd, akkor minek kell vélasztani a fiiggvényt a b helyen,
ha azt akarjuk, hogy ott folytonos legyen?

El6szor metrikus terek esetében definidljuk a fogalmat, azutan azonban, szii-
kitve az altalanossigot, a valés fiiggvények esetében megyiink csak részletekbe.
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Definicié 133 Legyenek (X,dx) és (Y, dy) metrikus terek, A az X tér részhalma-
za, a b pedig az A halmaz egy torlddasi pontja. Egy f : A —Y fiigguény b pontban
vett hatdrértékének mondjuk azy € Y elemet, ha az

f(x)d;f{i(@ ZZ iif\{b}

mddon definidlt f: AU{b} — Y figgvény a b pontban folytonos.
Az y hatarértékre a
I
I—»l)l,leEA f(.’L')
jelolést haszndljuk, és azt mondjuk, hogy azy az f hatdrértéke (limesze) a b pontndl
(az A halmazra nézve), vagy: az f tart az y-hoz, ha az x tart (az A-ban) a b-hez.

Tovéabbi jelolési formak még:

111)1}) f(l') = Yo,
z€A

f(z) — yo, ha xr—b z€A

Vessiink fel néhany egyszerti példat valds fiiggvények esetében:

Példa 3.13 Nézziik meg a kévetkezd, formuldkkal értelmezett valds leképezéseket.
Hol értelmezettek és hol nem; hol célszeri, hatdrértéket keresni.

(r+2)2—4
—

1) z —

2) - sinx'

T

T
|z —1]°

3)

Az elsé fliggvény minden pontban folytonos, kivéve az x = 0 helyet, ahol nincs
is értelmezve. Ha a szamlédlét is megnézziik a nullanal, akkor azt talaljuk, hogy az
is nulla. A hatarérték meghatarozdsa itt a nullandl lehet érdekes.

A maésodik fiiggvény a nulldnal nincs értelmezve, mivel ott a nevezd nulla. Itt
kell majd hatarértéket keresni. Minden més pontban e fiiggvény folytonos.

A harmadik fiiggvény mindenhol folytonos, kivéve az x = 1-et. Ott a szamlalo
1, a nevez6 pedig nulla, ezért tigy vélhetjiik, hogy az 1 “kozelében igen nagy” a
hényados. O

A kovetkezd allitds a 133. definicié atirdsa, figyelembe véve a folytonossag
definiciéjat.
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Allitas 134 Legyenck (X,dx) és (Y, dy) metrikus terek, A az X tér részhalmaza,
a b pedig az A halmaz egy torlddasi pontja. Egy f : A — 'Y fiigguénynek a b pontban
az y pontosan akkor limesze, ha az yinY pont tetszéleges V' gomb-kornyezetéhez
van olyan U hidnyos gomb-kdérnyezete a b € A pontnak, hogy

fUNA)CV.
Ekvivalens megfogalmazas a kovetkezo.

Allitas 135 Legyencek az (X,dx) és (Y,dy) metrikus terek, A az X egy részhal-
maza, és b az A eqy torlddadsi pontja. Eqy f: A — Y fiigguénynek az y pontosan
akkor limesze a b pontban (helyen), ha tetszéleges pozitiv € szamhoz van olyan 0
pozitiv szam, hogy

dy (f(x),y) <€, hacsak xze€ A, 0<dx(bz) <.

A hatérérték természetesen vagy létezik, vagy nem, de ha létezik, akkor abban
az esetben egyetlen:

Allitas 136 A 133. definicié szerinti hatdrérték egyetlen.

Bizonyitds. Ha az f fliggvénynek a b € A helyen az y és z pontok is hatarértékei
lennének, akkor az € = d(y, z)/3 sugart, y, illetve z koriili gémbok egyardnt tartal-
maznak a b valamely kornyezetének képét. Ez azonban lehetetlen, hiszen e gombok
diszjunktak. O

Allitas 137 Legyen A C R, b az A egy torldddsi pontja és f : A —R. Aza€R a
hatdrértéke az f fligguvénynek a b pontban (az A-ra nézve), ha tetszdleges pozitiv e
szamhoz van olyan § pozitiv szdm, hogy

|f(z) —a|l <€ hacsak xz€ A, 0<|z—D> <.

Az A halmaz, amin a fiiggvény értelmezve van, a gyakorlatban rendszerint a
kovetkezd harom tipusi, mar definialt halmaz lesz:

I. Az A egy hidnyos gémb a b pont koriil, azaz valamilyen pozitiv r szdmmal
{zeR:0<|z—-bl<r}={x:b—r<z<b+r}\{b}.

Ekkor a hatarérték jelolése:
lim f(x).

x—b

II. Az A halmaz egy jobboldali hidnyos gomb, azaz valamilyen pozitiv r szammal
{reR:b<x<b+r}.
Ekkor a b pontban vett jobboldali hatarértékrdl beszéliink, és a jelolés:

tim f ()
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III. Az A halmaz egy baloldali hidnyos gomb, azaz valamilyen r pozitiv szammal
{reR:b—r <z <b}.
Ekkor baloldali hatarértékrol fogunk beszélni, és a jelolés

lim f(x).

x /b

Az altalunk vizsgélt fiiggvények rendszerint valamilyen intervallumon értelme-
zettek, és a bal- illetve jobboldali hatarértéket rendszerint az intervallum végpont-
jaiban kell meghatarozni. A ferde nyilak arra utalnak, hogy csokkenéleg vagy
fogyolag tartunk-e a hatarérték helyéhez.

A definicié szerint igaz a kovetkezd allitas:

Allitas 138 Ha fenndll a

lim /() = lim f(a),

akkor létezik a b pontban hatdrérték s, éspedig
li =1l =1 .
lim £(x) = lim /() = ling /()
A kovetkezo allitds teljesen magatdl értetodo.

Allitas 139 A 133. definicid jeloléseivel, ha az f : A — Y fiigguény folytonos
egy b € A torldddsi pontban, akkor a b helyen vett hatdrértéke megegyezik az f(b)
helyettesitési értékével:
lim f(x) = f(b).
z—b
Foglalkozzunk a tovabbiakban csak valds fiiggvényekkel, habar az elmondottak,
megfelel6 valtoztatassal dltalanosabban is igazak.
Teljesen evidens, hogy ha az f és g fliggvények megegyeznek a b pont egy
hidnyos kérnyezetében, akkor

lin}) flz) = hr%g(z).

Ez a nyilvanval6 tény sok hatarérték kiszamitasanal dont6 eszkéz. Ha ugyanis,
mondjuk az f fliggvény nincs értelmezve a b helyen, de a g ott folytonos, akkor
azonnal kész a szamolas:

lim f(x) = g(b).

r—b
Erre alapozva most megoldunk néhany feladatot.
Példa 3.14 )
2 —4
i 24
x—0 X

=7
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A tort nevezbje és szamlaléja a nullandl nulla, de a fiiggvény minden mads
helyen folytonos, tehét definidlt a nulla egy hidnyos kérnyezetében. A nulla hidnyos
kornyezetében megengedett a kovetkezd atalakités:

2)2 -4  a%44
@2 -4 _otde_ oy
T

T

Eszerint az a fliggvény, amelynek a nullandl a hatarértékét keressiik, a nulla hidnyos
kornyezetében megegyezik az x — (x + 4) folytonos fliggvénnyel, ezért a példat
megel6zé bekezdésben mondottak alapjin

2)2 4
iy & T2)° 4

lim - = (2 +4)jpm0 =0+ 4 =4.

Példa 3.15

A fiiggvénynek mind a szadmlaléja mind a nevezgje nulla a 3 helyen. A szamlalo
és nevez6 masodfoki polinomok, ezért mindketté felirhaté gyoktényezos alakban:

2?2 =22 -3 =(x—3)(z+1)
és

22 =52 +6 = (v —3)(x — 2).
Ezek alapjan:

. 2?=2x-3 . (v-3
lim ——— = lim
v—3 12 —5x+6 ZL’HS(CE—S

~—
8
+

=
8
+
[

~
—
[\
~
T =5
w
8
I
[\

O

Példa 3.16 A sgn eldjel fligguénynek hatdrozzuk meg a 0 pontban a jobboldali és
baloldali hatdrértékeit.

Az elbjel fiiggvény a pozitiv szdmokon az 1 értéket veszi fel, ezért

li =1.
Jim, sgn(x)
Hasonlé indoklassal:

li =—1.
Ty sgn(z)

O

Az alpont hatralévo részében egyrészt megvizsgaljuk, hogy miként viselkedik a

hatérérték a fliggvények kozotti miiveletekkel (leképezés-épitési eljardsokkal) szem-

ben; masrészt kiszamolunk néhany nevezetes hatarértéket. Ezeknek a segitségével
viszonylag nagyszamu hatarértéket tudunk majd meghatarozni.
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Allitas 140 (Formalis szabalyok) Tegyiik fel, hogy az f és g valds fiigguényeknek
van hatdrértékik a b helyen. Ekkor fenndllnak a kévetkezdk.

(1) lim(f +g)(@) = lim f(x) + lim g().
(2) lim(f 9)(x) = lim f(x) - lim g(z).

(3) 1in%)(ozf)(x) =a- linr}) f(x), ha az « tetszéleges valds szdm.
r— Tr—

(4) lim L (z) = IMae /(@)

lim = o(2) , feltéve, hogy lim,_,;, g(z) # 0.

Pontosan ilyen allitadsok igazak az egyoldali hatarértékek esetében is.

Bizonyitas. Az allitdsok mindegyike egyszert kvetkezménye a folytonos fiiggvények-
re vonatkozé formalis szabalyoknak és a 133. definicionak. Példaképpen lassuk az
(1) &llitést.

(1): A 133. definici6ban megadott f és § figgvények folytonosak a b helyen,
ezért folytonos az f + § Osszegfiiggvény is; de ez azt jelenti, hogy a hatdrérték
megegyezik a helyettesitési értékkel:

i (f() +9(x)) = lim(F(@) +§(x)) =
= J(0) +3(6) = lim f () + lim ().
O

A kozvetett fliggvényre vonatkozolag két egyszeri allitdst is megfogalmazunk:

Allitds 141 (a) Ha az f leképezésnek van hatdrértéke a b helyen, a g fiiggvény
pedig folytonos a lim,_, f(x) helyen, akkor

ti g7 (2)) = g (1 (0)).

(b) Ha az f leképezés folytonos a b helyen, és injektiv a b egy kirnyezetében, a
g-nek pedig van hatdrértéke az f(b) helyen, akkor

lim g(f(2) = Tim g(y).

lim
y—f(b) g

Bizonyités. (a): Mivel az f folytonos a b pontban, a g pedig az f(b) helyen, ezért
a go f leképezés is folytonos a b-nél, tehat

lny (7 (0)) = liny () = 970D = g 1, 70)).
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(b): Mivel az f folytonos a b-nél, a g leképezés pedig az f(b)-nél, ezért a go f
fiiggvény is folytonos a b helyen, tehat

lim g(f(@)) = lim §(f(2)) = §(F () = lim g(y)

és ezzel indokoltuk az allitasokat. O

Allitas 142 .
. ST
lim

z—0 X

=1

Bizonyitds. Elég az © > 0 esetre szoritkozni. A 88. Tétel kdvetkezd egyenl6tlenségét
fogjuk hasznélni
sinz <z < tanz. (3.8)

Ebbdl az egyenlStlenséghdl egyrészt (sinz)/xz < 1, mdsrészt cosx < (sinz)/z,
Osszefoglalvas:

sinx
cosr < — < 1.
T

Az egyenlétlenség balodala tart az egyhez, mert a koszinusz fiiggvény folytonos és
cos0 =1, a jobboldal pedig 1, ezért a kozrefogott >+ fiiggvény is tart az egyhez.
O

Az el6z6 bizonyitds végén szerepelt a kovetkezd konnyen beldthaté érvelés:

Ha két ugyanazon hatarértékhez tarté fiiggvény kozrefog egy harmadik fiigg-
vényt, akkor a kozrefogott fliggvény is ugyanazon hatdrértékhez tart. Ezt az
allitast (csak magyar korben) szellemesen “rendér-elvnek” is mondjék.

Példa 3.17 Hatdrozzuk meg a kovetkezd limeszt.
sin(27x)

lim

x—0 €T
Az el6z6 feladathoz hasonléan jarunk el:

sin(2mx) sin(2mx)

lim = lim 27 = 27.

z—0 xT z—0 2rx
Ha a szdg mérésénél gy jartunk volna el, hogy a teljes koriil-fordulast 1-gyel
mérnénk, akkor a szinusz fiiggvény helyett az ¢(z) = sin(2wz) fliggvénnyel kellene
dolgoznunk, és erre a szébanforgo limesz “bonyolultabb” szam lenne. Ez azt mu-
tatja, hogy a m szam hasznalata, harmonikusabbd, szebbé teszi a trigonometrikus
fliggvények hasznalatat.

Mondjuk el, hogy milyen altaldnos recept van arra, hogy a rendelkezésre alld
mobdszereinkkel hatarértékeket hatarozzunk meg.

A formalis szabdlyok alkalmazasain kiviil, 1ényegében véve két alaptriikk kom-
binacidjaval dolgozhatunk:
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o A fiiggvényt, aminek a hatarértékét meg akarjuk hatdrozni ugy prébaljuk
alakitani, hogy egy olyan fliggvénnyel egyezzék meg a hianyos kornyezetben,
amelyik a kornyezet kozéppontjaban folytonos. Ha ez sikertil, akkor a hatar-
értéket a helyettesitési értékkel kapjuk meg.

o Megfelel$ dtalakitassal olyan format igyeksziink taldlni, amelyik valamelyik
nevezetes hatarértéket tartalmazza.

3.3.2 A végtelen szerepe a hatarértékeknél

A valés szamok koz6tt nem szerepelnek a 400 és —oo végtelen objektumok. Ennek
a f6 oka az, hogy elrontanak a test struktirdt, amire a szamoldsokndl alapvetéen
tdmaszkodunk, hiszen nem tudnénk értelmet tulajdonitani példdul a (+o0o0 — 00)
kiilonbségnek. A fliggvények viselkedésével kapcsolatban azonban valamilyen for-
méban észszerli bevezetni a fogalmi rendszeriinkbe a végtelen szimbolumokat is.
Ezzel azonban, hangstilyozottan, nem a szamolasok korét kivanjuk kiboviteni.

A definiciékat aszerint fogjuk kimondani, hogy a hatdrérték helyére vagy érté-
kére értelmezziik-e a végtelen “értékeket”. Ennek megfelelden a kivetkezo eseteket
fogjuk megkiilonboztetni:

o Véges hatarérték végtelenben.
e Végtelen hatarérték végtelenben.
e Végtelen hatarérték végesben.

Az els6 esetben azt kell pontosan megfogalmaznunk, hogy mit értsiink azon,
hogy egy fliggvény a plusz vagy minusz végtelenben egy véges 0 hatarértéket vesz
fel.

Definicié 143 Tegyiik fel, hogy az f valos fligguény értelmezési tartomdnya felilrél
nem korldtos, Ha létezik olyan B szdm, hogy tetszdleges € pozitiv szamhoz van olyan
p szam, hogy

‘f(x)7ﬂ|<€v ha p<uz,

akkor azt modjuk, hogy a B az [ figguény hatdrértéke a plusz végtelenben, azaz

lim f(z)=p.

T— 00

Az el6z6 alpontban részletezettek szerint
|f(x)=Bl<e  ha p<uz

is irhaté lett volna a definiciéban, és a “<”, “<” jelek egyéb “keverése” is megen-
gedett.
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Roviden igy mondhatndnk a definiciét: A fliggvény eldirt pontossaggal meg-
kozeliti a végtelenben vett hatarértéket, ha a fiiggetlen valtozo értéke megfeleléen
nagy.

Természetes valtoztatdsokkal kapjuk a minusz végtelenben vett véges hatéarér-
ték deinicidjat:

Definicié 144 Tegyiik fel, hogy az f valds figguény értelmezési tartomdnya alulrdl
nem korldtos. Ha létezik olyan B szam, hogy tetszdleges € pozitiv szamhoz van
olyan p szam, hogy

[f(z)=Bl<e,  ha  p<uw,

akkor azt modjuk, hogy a B az f figgvény hatdrértéke a minusz végtelenben,
jelolésben:

lim f(z)=p.
Tr— —0Q
Megjegyezziik, hogy a “400” és “—o0” szimbdlumokkal ténylegesen bévithet-
nénk az R halmazt, és bevezethetnénk olyan metrikat, amelyik az R-en megegyezik
az euklideszi metrikaval, és a +oo nyilt gomb-kornyezetei az

(a,+00), a€R
korlatlan intervallumok, a zart gomb-kornyezetei pedig az
[a,+0), a€R

intervallumok lennének. Hasonlét mondhatndnk a —oo gémb-kornyezeteire.

Az ilyen médon kibdvitett R = R U {—o00,+00} halmazt kiterjesztett valds
szdmoknak nevezziik.

Ilyen targyalds mellett nem kellene kiilon foglalkozni a végesben és végtelen-
ben vett hatarértékekkel, tomorebbek lehetnénk. Ezzel a konvencidval az el6z6
definiciéink a 134. ekvivalens definiciéra redukéalédnak.

Most pedig két olyan egyszerti példat oldunk meg, amelyeken kénnyt bemu-

tatni a definiciét.

Példa 3.18 Hatdrozzuk meg a

lim
z—+oo r — 1

hatarértéket.

A késébbiekben mondanddk alapjan azonnal tudunk majd a kérdésre vélaszol-
ni, de itt kdzvetleniil a definiciét akarjuk hasznélni.
A hatarértéket nullanak gondolhatjuk, mivel a nevez nagy szamokra nagy,

ezért azt kell megmutatnunk, hogy ‘ﬁ’ < ¢, ha az x megfeleléen nagy. Az
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1 < x értékekre az abszolutérték jelet elhagyhatjuk, és igy az egyenlétlenséget a
kovetkezdképpen alakithatjuk:
1 1+4+e€

<eso 1<(z—1)¢ & < ,
rz—1 €

tehat az 1€ szdm valaszthaté a definiciéban szerepld p szémnak, azaz
€ )

<e, ha T > ,
z—1 €

1 ’ 1+e
amivel belattuk, hogy

lim =0
z—+oo  — 1

Példa 3.19 Keressiik meg az

2
li — =3
=m0 (z 1000 )
hatdrértéket.

Az el6z6 példa megoldasdval azonos médon jarunk el, és egyszerii szamolassal
kaphatd, hogy
2

x + 1000

i 2 3 3
m [—— = 3.
z——oco \ x + 1000

Most pedig a végtelenben vett végtelen hatdrértékek definicidit soroljuk fel.

14 1000e
rl ——
€

b

‘<e7 ha

tehat
O

Definicié 145 Tegyiik fel, hogy az [ valds fligguény értelmezési tartomdnya feliilrél
nem korldatos. Ha tetszéleges q szamhoz van olyan p szam, hogy

f@)>q,  ha z>p,

akkor ezt mondjuk: az f figguény hatdrértéke a plusz végtelenben plusz végtelen,
jelolésben:
lim f(z) = +oo.

Tr— 400

Ha pedig tetszdleges q szamhoz van olyan p szdm, hogy
f(z) <q, ha x> p,

akkor ezt mondjuk: az f fligguvény hatdrértéke a plusz végtelenben minusz végtelen,
jelolésben:
lim f(x)=—oc.

T— 00
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A formalis
“tetszOleges ¢ szadmhoz van olyan p szam, hogy ...”
kifejezés pontosan ezt mondja:
“az f(x) eldirt szamnél nagyobb, ha az x megfeleléen nagy”.

A minusz végtelenben vett végtelen hatarértékek teljesen azonos médon térténd
definidlaséat az olvasora bizzuk. Lassuk végiil a végesben vett végtelen hatarértéket:

Definicié 146 Ha az f fliggvény definidlva van a b pont eqy hidnyos kérnyezetében,
akkor, ha minden q szdmhoz van olyan & pozitiv szam, hogy

f(z) > g, ha 0<|z—0] <4,
akkor azt mondjuk, hogy az f hatdrértéke a b helyen plusz végtelen, jelolésben:

lim f(x) = +o0.

r—b

Ha pedig minden q szdmhoz van olyan § pozitiv szam, hogy
f(z) <gq, ha 0<|z—b| <,
akkor a b helyen minusz végtelen a hatdrérték.

A végesben vett, egyoldali, végtelen hatarérték definiciéjat is az olvaséra biz-
zuk.

Példa 3.20 Hatdrozzuk meg az x — 1/x fligguénynek a hatdrértékét a nulla helyen.

Az x pont kérnyezetében a fiiggvény nagy pozitiv és nagy negativ értékeket
felvesz, aszerint, hogy a jobb vagy bal oldalrdl kézelediink-e a nulldhoz. Eszerint
a jobboldali és baloldali hatarérték kiilonbo6z6 lesz. Nézziik el6szor a jobboldali
limeszt. Azonnal felirhatjuk, hogy

1
- >q, ha 0<ax < —=np,
T q
tehét
1
lim — = +o0.
z\0 T
A baloldali limesz esetében pedig
1 1
— <g, ha - —=p<x<0,
x lql
tehat )
lim — = —o0.

z,/0X
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A jobb- és baloldali hatarértékek kiilonboznek, ezért hatarérték nincs a nulla
helyen. O

A kés6bbi hatarérték szamoldsoknal nem kell mindig visszamenni a definici-
O0khoz, ahogyan most tettiik, hanem tdmaszkodni fogunk a formélis szabalyokra
és néhany specialis fliggvény ismert limeszére, ahogyan azt a végesben vett véges
limesz esetében is tettiik az el6z6 alpontban.

A végtelenben vett véges hatarérték formélis szabdalyai pontosan olyanok, mint
a végesben vett véges hatarértékeknél (140. tétel). A 400 és —oo koziil az elsd
esetre fogalmazzuk meg az allitdst, mert a masik eset teljesen azonos.

Allitas 147 (Formalis szabalyok) Tegyiik fel, hogy az f és g valds fiigguényeknek
van hatdrértékik a +oo-ben. Ekkor fenndllnak a kévetkezok.

(1) dim (f+g)@) = lm f@z)+ lm_g(x).

T—+00 T—+00
(2) lim (f-g)e)= lm_f(a) lim_g(x).

(3) lim (af)(x)=a- lim f(x), ha az « tetszbleges valds szdm.

r—+00 r—+00
1. Tr—+00 , .
(4) wkrfoo g(m) = W, feltéve, hogy wgrfoog(x) # 0.

Bizonyitds. A végesben vett véges hatarértékekre vonatkozd szabalyokat a folytonos
fliggvények formalis szabalyaibdl lattuk be. Itt viszont kozvetlen igazoldsokra van
sziikség. Mintaként az Osszegre vonatkozd szabalyt latjuk be, a tobbit a gyakorla-
tokra hagyjuk.

(1): Legyenek az € tetszdleges pozitiv szdm, és a p; és pa szdmok olyan nagyok,

hogy

@)~ lm f@|<e/2, ha pr<a
és

lg(x) = lim_g(uw)| < /2, ha py<u.

u——+0o0

Ezt a kett6t felhasznalva a kovetkezdképpen szamolhatunk:

@) +ote) — im0+ o) <

u—+00
<|f(@) = lim_f()|+]g(@) = lim_g(u)| <

<e€/24€/2=F¢, ha max{p1,p2} < x.
amivel az allitast belattuk. O

A kozvetett fliggvényre vonatkozdlag is megfogalmazunk egy gyakorta hasznalt
egyszeri allitast:
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Allitas 148 Ha az f leképezésnek van véges hatdrértéke a +oo-ben, a g fiigguény
pedig folytonos a lim,_, 1 f(x) helyen, akkor

i _g(fe) =g (,lm_f)).

Bizonyitas. Legyen € egy pozitiv szdm. A g fiiggvény lim,_ . f(z) helyen vald
folytonossdga miatt van olyan § pozitiv szam, hogy

r— 400

‘g <mBToo f(a:)) — g(y)‘ <e€ ha lim f(z)— y‘ <.

A limesz definicidja szerint van olyan p, hogy

<4, ha p<u.

lim f(z) - f(x)

r— 400

A két kiemelt sor alapjan

o tim 1@ ~atr@)| <e oy

r——+0o0

amivel az allitast belattuk. O

Arra az esetre, amikor a hatarérték végtelen, akkor — a teljesség igénye nélkiil
— maésképpen fogalmazzunk meg a formdlis szabalyokat. A megfogalmazds rész-
letezettségére nem toreksziink.

Allitas 149 (1) Ha az f és g limeszei egy pontban vagy a végtelenben véges, vagy
plusz végtelen, akkor az f+ g limesze a két limesz dsszege (plusz végtelen, ha
legalabb az egyik plusz végtelen).

(2) Ha az f limesze pozitiv, a g limesze pedig plusz végtelen, akkor a szorzat
limesze is plusz végtelen. Ha az f limesze negativ, akkor a szorzat limesze
minusz végtelen.

(3) Ha az f limesze plusz vagy minusz végtelen, akkor a reciprokdnak a limesze
nulla.

(4) Ha az [ limesze nulla, akkor a reciprokdnak a limesze plusz végtelen, ha
pozitiv szamokon keresztil tart a nulldhoz, és minusz végtelen, ha negativ
szamokon keresztil.

A bizonyitdsokat a gyakorlatra hagyjuk, és most ldssuk néhany fontos egyszerii
fliggvény limeszét a végtelenben.

Allitas 150 Fenndllnak a kovetkezd limesz-reldcidk.

(1) lim 2™ =400, ha n>0,

r——+00
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(2) lim 2" =0, ha n<0,

T— 00

(3) lim a® =+4oc0, ha a>1.

r— 400

(4) lim «®*=0, ha 0<a<]l.

Tr— 400

(5) lim lnz = +4oo.

T 400
Bizonyitds. (1): Legyen a p tetszéleges szam. Az
2" >14+n(zx—1), ha 0<uz
Bernoulli egyenl6tlenségbol
2" >p, han(x —1) > q, azaz ha z > ¢/n+ 1.

(2): Az el6z6bdl és abbdl a formalis szabalybdl, hogy a végtelenhez tarté fiiggvény
reciproka a nulldhoz tart.
(3): Az z — a® monoton névekedd, ezért a Bernoulli egyenlétlenséget is hasznalva

a® > a®® > 14 (a—1)eg(z),

ahol az eg(x) az x egész részét jeloli. Mivel az egyenlStlenség jobboldala tart a
plusz végtelenhez, ha az = tart a plusz végtelenhez, ezért a baloldala is.

(4):  Ugyanugy addédik az el6zEb6l, mint az (1)-bél a (2).

(5): Az Inzx fiiggvény monoton ndvekedd, és ha beldtjuk hogy korlatlan, akkor
készen is lesziink. Ha ezzel ellentétben korldtos lenne:

Inz < K minden x > O-ra,

akkor z = e™? < eX adédnék minden pozitiv z mellett, ami nyilvanvaléan
lehetetlen. O

Az exponencidlis és logaritmus fliggvény végtelenben valé viselkedésével kap-
csolatban l4atni fogjuk még, hogy minden n-re

x

lim — = +o0.
z——o0 "

és ha az « pozitiv, akkor
Inx
lim — =0.
r—+oo &
Ezeket is bebizonyithatnank most ezen a helyen, de kicsit koriillményes lenne, és
késobb kénnyen fognak adddni.
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Példa 3.21 Hatarozzuk meg a

. 3¢2 +Tx—9
lim ————
z—+oo —2x2 — 6x + 12

limeszt.

A szamlélét és nevezét x2-tel osztva:

3z +T7x—9 3+7%ng%2
—222 —6x+12  —2-61+12%"

A szadmlaléban és a nevez6ben az 1/x és 1/x? fiiggvények tartanak a nulldhoz, ha
az x a végtelenbe tart, igy

. 3224+ 72 —9 3
Ilm ————— = ——.
z—+oo —2x2 — 6x + 12 2



4.

Sorozatok és sorok

Ez a fejezet sorozatok konvergenciajaval foglalkozik metrikus terekben.

4.1 Sorozatok metrikus terekben

Emlékeztetiink arra, hogy egy X halmazbeli sorozat a természetes szamok N hal-
mazan értelmezett X-be képezd, azaz a : N — X alaku fliggvény. Az n € N
helyen felvett értékét szokdsosan a,-nel jeloljiik. Nevezetesen, ha X metrikus tér,
beszélhetiink az a leképezés +oco-ben vett hatarértékérsl. Ezt fogalmazza meg az
aldbbi definicié. (Lasd a 3. fejezet 134. &llitdsét.)

Definicié 151 Legyen (X, d) metrikus tér. Azt mondjuk, hogy az a : N — X
sorozat hatdrértéke az y € X pont, ha az y pont egy tetszdleges gomb-kornyezete
tartalmazza a sorozat minden tagjdt egy indextdl kezdve. FEgy sorozatot konver-
gensnek neveziink, ha van hatdrértéke. Ellenkezd esetben divergensnek nevezziik.

A definicié mas médon megfogalmazva: tetszéleges € pozitiv szdmhoz van olyan
no, hogy
d(y,an) <, ha  mnp <n.

Az ng < n helyett természetesen barhol ng < n is szerepelhetne.
Az elézd allitdsokban az R illetve RP euklideszi terek esetében

d(y,an) = |y — an| illetve d(y,an) = ||y — anll,
irandok.
Mar lattuk, hogy a limesz, ha létezik, egyértelmii.
Allitas 152 Ha egy (X,d) metrikus térnek egy (a,) sorozata konvergens, akkor
minden € pozitiv szimhoz van olyan ngy index, hogy

d(an,am) < € ha n,m > ng.

135
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Bizonyitas. Legyen adva a tételben szereplo € pozitiv szam. Az aldbbiakban megad-
juk a tételben kivant tulajdonsagu ng indexet.
Ha a sorozat limesze a p pont, akkor az €/2 pozitiv szdmhoz van olyan ng index,

hogy
d(p,an) <€/2  ha  n>ng.

Ennek a felhasznalasdval a haromszog egyenlOtlenség segitségével kapjuk, hogy
d(an, am) < d(an,p) + d(p, am) < €/2+ €/2,
feltéve hogy n, m > ng, amivel be is lattuk a tételt. O

Definicié 153 A 152. dllitds feltételét Cauchy-feltételnek fogjuk mondani, a neki
eleget tevd sorozatokat pedig Cauchy-sorozatoknak nevezzik.

Ezzel az elnevezéssel az allitdas roviden: Minden konvergens sorozat Cauchy-
sorozat.

Definicié 154 FEgy metrikus teret teljesnek nevezink, ha benne minden Cauchy-
sorozat konvergens.

Példa 4.1 Tekintsiik a raciondlis szamok ) halmazat az euklideszi metrikdval.
Vilagos, hogy ebben a térben az

a; = 1.4

as = 1.41
as = 1.414
ay = 14142

sorozat Cauchy-sorozat, hiszen barmely n < m indexekre |a, — a,,| < 107™.
Azonban a, — v/2, igy a sorozatnak nincs hatarértéke a Q) térben.

Definicié 155 Tekintsink eqy a : N — X sorozatot, és legyen n : N — N egy
szigorian monoton novd leképezés. Ekkor az aon : N — X sorozatot az a
részsorozatinak nevezzik. E sorozat k-ik elemét az an, szimbolummal jeloljik.

Allitas 156 Ha egy Cauchy-sorozatnak létezik konvergens részsorozata, akkor az
eredeti sorozat is konvergens.

Bizonyitas. Tekintsiik az (a,) Cauchy-sorozatot, és tegyiik fel, hogy az (ay, ) rész-
sorozat konvergens, a,, — x. Legyen € > 0. Ekkor van olyan ng index, hogy
egyrészt

d(ana am) <

7

DN o
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barmely n, m > ng esetén, masrészt

€
5

d(z,an,) <

[\V]

minden ny > ng mellett. Tehat tetszoleges n > ng indexre

d(@,a,) < d(x,an,) +dan, ) a,) < 5+ 5 = €.

Ez azt jelenti, hogy lima,, = z. O

Definicié 157 Azt mondjuk, hogy egy sorozat korldtos, ha az értékkészlete korldtos
halmaz.

Konnyen lathatd, hogy minden konvergens sorozat, illetve minden Cauchy-
sorozat is korlatos.

Definicié 158 Legyen az a, az (X,d) metrikus térnek egy sorozata. Egy x €
X elemet a sorozat torloddsi pontjanak mondjuk, ha az x pont tetszdleges gomb-
kornyezetébe végtelen sok tagja esik a sorozatnak.

Nyilvanvald, hogy egy konvergens sorozat hatarértéke egyuttal torlédasi pont
is. Torlédasi pont nem feltétleniil 1étezik, példaul az a, = n valds sorozatnak
nincs torlédési pontja. Mésrészt az a,, = (—1)" sorozatnak pontosan két torloddsi
pontja van: -1 és +1.

Fontos megjegyezni, hogy egy sorozat torlédési pontjanak fogalma kiilonbozik
az értékkészletének torldédasi pontjatél. Példaul az a, = 1 konstans sorozatnak az
1 torléddsi pontja, de a sorozat értékkészletének, az {1} halmaznak persze nincs
torlédasi pontja.

Allitas 159 A 158. definicid jeldléseivel, eqy x pont pontosan akkor torléddsi pont,
ha az a, sorozatnak van olyan a,, részsorozata, amelyik tart az x-hez.

Bizonyitds. Ha van olyan a,,, részsorozat, amelyik tart az z ponthoz, akkor a konver-
gencia definicidja szerint az x tetszéleges gobmb-kornyezetébe beleesik a részsorozat
minden tagja, véges soktol eltekintve, és igy végtelen sok tagja beleesik az a,
sorozatnak.

Ha pedig az z torlédasi pontja az a, sorozatnak, akkor a kovetkezdképpen
valasztunk ki egy z-hez tarté részsorozatot:

Az x 1 sugart gdmb-kornyezetében van egy a,, pontja a sorozatnak. Az x 1/2
sugaru gomb-kornyezetében végtelen sok pontja van a sorozatnak, ezért van olyan
an, pontja, hogy n; < ns. Altaldnosan: ha az

Anqs Opgy «-- Ay, N <N < ... <N

tagokat mér kivélasztottuk, akkor az a,, ., tagot kivehetjiik az 2 pont koriili 1/k
sugaru korbol, mivel oda végtelen sok tagja esik a sorozatnak, gy hogy ni < ng41.
A kivalasztds médja miatt az ap,, k = 1,2,... részsorozat tart az z-hez. O
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Allitas 160 Egy Cauchy-sorozatnak legfeljebb egy torléddsi pontja lehet.

Bizonyitas. Tekintsiik az a, Cauchy-sorozatot. Ha az x és y pontok egyarant
torlédési pontok lennének, gy legyen

1

e=—d(x,y).

3d@,y)
Mivel a,, Cauchy-tulajdonsagu, talalhaté olyan ng, hogy barmely n, m > ng esetén
d(an,am) < €. Ez ellentmond annak, hogy az x és y pontok € sugari kornyezeteibe
egyarant végtelen sok elem esik. O

4.2 Szamsorozatok

4.2.1 A Bolzano-Weierstrass tétel

Mivel egy (a,) R-beli sorozat egy a : N — R valds értéka fuggvény, és a valds
értéku fliggvényekre mar bevezettilk a monotonitas és korlatossag fogalmat, ezért
ezek a fogalmak valds sorozatokra is értelmezve vannak:

Definicié 161 Egy (a,) R-beli sorozat monoton névekedd (monoton fogyd), ha
minden n € N esetén
Qnp < An+41 (a'n > an+1)-

Definicié 162 Egy (a,) R-beli sorozat alulrdl korldtos (feliilrél korldtos illetve kor-
ldtos), ha létezik olyan K valds szdm (K valds szdm), hogy minden n € N esetén

K <a, (a, <K, illetve K1 <a, < Ks).

Vegyiik észre, hogy egy (a,) R-beli sorozat korldtossédga ekvivalens azzal, hogy
mint (R, d.) metrikus térbeli sorozat korldtos. A monoton és korldtos sorozatok
nagyon jél viselkednek a hatarérték szempontjabol:

Allitas 163 Minden R-beli monoton és korldtos sorozat konvergens.
Monoton novekedd (ay,) sorozat esetében:

lim a, = supa,,
n—-+o0o neN

monoton csékkend esetben pedig:

lim a, = inf a,.
n——+00 " neN "
Bizonyitas. Legyen az (a,) sorozat — mondjuk — monoton novekeds, és s =
Sup,,cy 0n. Mivel az s a legkisebb felsé korlat, ezért tetszdleges € > 0 szdmhoz
van olyan IV index, hogy
s—e<an <s.
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A monoton novekedés szerint ebbol azonnal adddik, hogy
s—e<ap<s, tehdt |a, —s| <e ha N <n,

ahogyan allitottuk. O

Allitas 164 Minden R-beli sorozatnak van monoton részsorozata.

Bizonyitas. A sorozat egy a,, tagjat nevezziik “csicsnak”, ha
an < Ay, ha m < n.

Ha végtelen sok a,,, k = 1,2,... csiics van, akkor a csics definiciéja szerint
Qp, > Qn,,,, tehdt az a,, részsorozat monoton fogyd.

Azt az esetet kell még megnézniink, amikor csak véges sok csics van. Ekkor
van olyan n; index, hogy a,, nem csics, és ennél nagyobb csicselem sincs. A
részsorozat elsO eleme legyen ez az a,,. Mivel ez nem csicselem, ezért van olyan
Gpy, (N1 < n2) elem, hogy an, > a,,. Mivel az a,, sem csicselem, ezért van olyan
Gns, (N2 < ng) elem, hogy an, > ap,. Altaldban ha mar an, -ig kivélasztottuk a
részsorozat elemeit, akkor mivel az a,, nem csticselem, van olyan a,, ,, elem, hogy
Qnyy > Gy, (Ml < Npyr). Az igy kivédlasztott sorozat nyilvanvaléan (szigortan)
monoton novekedo. O

A kovetkez6 tétellel sokszor fogunk talalkozni.

Tétel 165 (Bolzano-Weierstrass) Minden R-beli korldtos sorozatnak van konver-
gens részsorozata.

Mivel lattuk, hogy konvergens részsorozat 159 léte torlodasi pontot garantdl,
igy a fenti tételt az aldbbi mddon is szoktdk fogalmazni. Minden R-beli korldtos
sorozatnak van torloddsi pontja.

Bizonyitas. Az el6z6 két allitds kozvetlen folyoménya. O

4.2.2 Valés Cauchy-sorozatok
Az aldbbi allitas azt mondja, hogy az (R, d.) euklideszi metrikus tér teljes.
Tétel 166 Minden R-beli Cauchy-sorozat konvergens.

Bizonyitas. Lattuk, hogy minden Cauchy-sorozat korlatos, igy van konvergens rész-
sorozata, de ha egy Cauchy-sorozatnak van konvergens részsorozata akkor az kon-
vergens is. O
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4.2.3 Limesz szuperior és limesz inferior

A valés sorozatok tulajdonsigainak a jellemzésénél gyakorta hasznéljuk a kovet-
kezOkben bevezetett fogalmakat.
Ha az a,, egy tetszoOleges korlatos, valés szamsorozat, akkor a

fof
b, = sup{an, Gni1,- .-}

modon definial b,, sorozat monoton csékkend, mivel nagyobb n-re kevesebb szam
szuprémumaét kell venni. Emiatt van véges hatarértéke.
Hasonléan, ha az a,, egy tetsz6leges korlatos, valés szdmsorozat, akkor a

def .
cn = inf{an, any1,. ..}

modon definialt ¢, sorozat monoton névekedo, ezért van véges hatarértéke.
A mondottak miatt helyes a kévetkez6 definicio:

Definicié 167 Ha az a, valds sorozat felilrél korldtos, akkor a sorozat limesz szu-
periorjdnak mondjuk a

. def .
lim supa, = infsup{a,,ani1,...}
n—-+oo n

valds szamot, a jelolése:

limsupa,, vagy egyszeritien: limsup a,.
n— -0

Hasonloan, alulrdl korldtos sorozatra:

. . def .
lim infa, = supinf{a,,ant1,...}
n—-+o0o n

valds szamot a sorozat limesz inferiorjanak nevezzik, és a jelolése:

liminf a,, vagy egyszeriien: liminf a,.
n—-+4oo

A kovetkezékben a limesz szuperiort és inferiort fogjuk m&ds mdédon is jelle-
mezni.

Allitas 168 1. A limesz szuperiorndl nagyobb szamndl csak véges sok nagyobb
tagja lehet a sorozatnak.

2. A limesz inferiorndl kisebb szamndl legfeljebb véges sok kisebb tagja lehet a
sorozatnak.
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Bizonyitas. Csak a limesz szuperior esetét bizonyitjuk. Legyen s = limsupa, és
€ > 0. Ekkor van olyan n € N természetes szam, melyre

s+e> Sup{any An+1, An42, - - }

ami azt jelenti, hogy az s+ e-nal nagyobb sorozat érték csak az 1,...,n—1 indexek
koziil keriilhet ki. O

A limesz szuperior és inferior j6 és szemléletes karakterizacidjat adja a kovet-
kez6 allitas:

Allitas 169 FEgqy korldtos, valds sorozat limesz szuperiorja a sorozat torldddsi pont-
jai osszességének a mazrimuma, a limesz inferior pedig a minimuma.

Bizonyitas. Lassuk a limesz szuperior esetét.

Legyen az (a,) egy valds korldtos sorozat, és jelolje a limesz szuperiort s. Mivel
a sorozatnak s+ e-nal csak véges sok nagyobb eleme van, ez azt jelenti, hogy s+ e-
nél nagyobb torlédési pontja nem lehet, viszont € > 0 tetszoleges volta garantélja,
hogy s-nél nagyobb torlédési pont sem lehet.

Az van még hatra hogy beldssuk: az s torlédasi pont, azaz van hozza tartd
részsorozat. Legyen k € N természetes szam. A infimum definiciéja miatt 1étezik
ny € N természetes szdm, melyre

1
s+ 7 > sup {anz,anzﬂ,...}.

Viszont a szuprémum definiciéja szerint létezik olyan nj, > n; természetes szam,
melyre

1 1
s — A < sup{an;,nz_ﬂ,...} % < Gy, -

Az igy kivalasztott a,, sorozat elemre

1 1
Qp, € S—E,s—&—% s

tehat az a,, részsorozat tart s-hez. O
A fenti &llitas specidlisan adja azt, hogy egyaltalan van torlédasi pont, és igy
van egy ahhoz tarté részsorozat. Ezzel egy 1Gj bizonyitast adtunk a Bolzano-
Weierstrass-féle kivalasztasi tételre is.
A limesz szuperior és inferior szoros kapcsolatban van a konvergencidval:

Allitas 170 Egy valds sorozat pontosan akkor konvergens, ha a limesz szuperior
és limesz inferior megegyeznek.

Bizonyitds. Konvergens sorozatnak, konnyen lathatéan, nincs a hatarértékén kiviil
mas torléddsi pontja, ezért a hatarérték egyben a limesz szuperior és inferior is.
Ha pedig a limesz szuperior és inferior megegyeznek, akkor a kozos s értékének az
[s — €, + €], (€ > 0) kdrnyezetén kiviil csak véges sok tagja lehet a sorozatnak,
tehéat az s a limesze. O
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4.2.4 Hatarérték és miiveletek

A sorozatokra vonatkoz6 miiveleteket mar definidltnak tekinthetjiik, mivel a valds
értékil fiiggvények kozotti miiveleteket mar tanulmanyoztuk. A hatarérték és a
miiveletek kozotti kapcsolatokat most sorozatokra is felelevenitjiik.

Allitas 171 Tartsanak az a, illetve b, valds sorozatok az a illetve b hatdrérékekhez.
(1) Az (an + by) dsszegsorozat hatdrértéke:

lim (a, +b,)= lim a,+ lm b,.
n—-+o0o n—-+4oo n——+oo

(2) Ha X tetszdleges valds szdm, akkor a Aa,, sorozat hatdrértéke:

lim (Aap) =X lim a,.
n—-+00 n—-+o00

(3) Az (anby,) szorzatsorozat hatdrértéke:

lim apb, = lim a,- lim b,.
n—-+4oo n—-+o0o n—-+4oo

(4) Ha b # 0, akkor az ay, /b, tort nevezdje bizonyos tagtdl kezdve nem nulla, és

a hdnyados-sorozat hatdrértéke:

ST —
n—-+oo by, limy,— 4 o0 bn

Bizonyitas. Mivel a sorozatok fliggvények, és most ezeknek a plusz végtelenben vett
hatérértékérél van sz6, mar belattuk az allitasokat. O

4.2.5 Sorozatok végtelen hatarértéke

A fliggvények végtelen hatérértékének az ismeretében nem jelent semmi djat a
valos sorozatok végtelen hatarértéke:

Definicié 172 Az (a,) valds sorozat hatdrértéke plusz végtelen (+00), ha tetszd-
leges K szdmhoz van olyan ng index, hogy

an, > K, ha ng < n.

Minusz végtelen (—oo) a hatdrértéke, ha tetszéleges K szdmhoz van olyan ng indez,

hogy
a, < K, ha ng < n.
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A végtelenbe tarté sorozatoknak is vannak megfelelé formalis szabalyaik. Pél-
déul ha az a,, és b, sorozatoknak van véges vagy plusz végtelen hatarértéke, akkor
lim (ap, +b,)= lim a,+ lm b,.
n—-+o0o n—-+4oo n—-+o0o
Az egyes formaélis szabalyok olyan egyszerliek, hogy minden adott esetben

konnyen meggondolhatéak, ezért nem is részletezziik, mivel a fiiggvények esetében
is beszéltiink mar roluk.

Példa 4.2 Igazoljuk, hogy
lim V/n! = +oc.
n—-+oo
A bizonyitds alapotlete a kovetkezd egyszerli becslés: az n! szorzat tényezdinek
els6 felét elhagyjuk, a méasodik felének pedig minden tényezdjét a legkisebbel
helyettesitjiik:

nl=1-2 e (ﬁ) n>e (E) n>(2—1>%72
a &2 =13 =2 '
Ebbol )
1
nl > (g -1)"
Mivel a jobboldal tart a plusz végtelenhez, ezért igaz az allitas. O

4.2.6 R2%-beli sorozatok

A valds szdmok sorozataira mar konkretizdltuk a metrikus térben definialt konver-
gencia fogalmat. A kovetkezd két tételben megmutatjuk, hogy az R? vektortérben
(az euklideszi metrika mellett) és a komplex szdmok testében (az abszolit érték
altal definidlt metrika mellett) a konvergencia a valés szdmok sorozatainak a kon-
vergenciajara vezetheto vissza.

Allitas 173 Egy (an, Bn), n = 1,2, - - vektorsorozat pontosan akkor konvergdl egy
(a, 3) vektorhoz az (R?,d.) euklideszi térben, ha koordindtdinként konvergdl, azaz

lim a, =« és lim g, =p.
n—-+oo n—-+oo

Bizonyitds. Tartson el6szor az (o, 8n) vektorsorozat az (o, 3) vektorhoz, azaz
tetszOleges pozitiv € szamhoz van olyan ng index, hogy

Vim—a)2+ Bn—pB2%<e, ha n>no

Ebbél nyilvanvaléan
oy, —al <e és |Bn — B <e,

ha n > ng. Ez pedig éppen azt mondja, hogy az «, sorozat az a-hoz, a (3, pedig
a (-hoz tart.
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Az allitds mésik franyanak a bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy a koordinatak
sorozata konvergdl, azaz adott € pozitiv szdmhoz van olyan ng index, hogy

€ /

és

Ez alapjan:

Vian a7 1 Ba B <15+ 5 =

ha ng > max{n’,n"}, tehdt a vektorsorozat tart az («, 3) vektorhoz. O
Az R? vektortér, ezért a vektor Gsszeaddst és a szdmmal valé szorzast kell
megnézniink:

Allitas 174 Az (an,by) illetve (c,,d,) vektor-sorozatok tartsanak az
(a,b) illetve (c,d)
vektorokhoz.
(1) Az [(an,bn) + (cn,dy)] dsszeg-sorozat hatdrértéke:

lim [(an,bn) + (cn,dn)] = lUm (an,by)+ lim (cp,dy).

n——+4oo n—-+oo n—-+4oo

(i) Legyen a v tetszbleges valds szdm. A A an,bn) szdmmal-szorzott sorozat

hatarértéke:
lm A(an,b,) =X+ lim (an,by,).
n—-+4oo n—-+o0o
Bizonyitas. Az allitdsok mindegyike a 173. Allités és 171. Allitasokbdl kovetkezik.
Léssuk példdul az (i) 4llitds igazoldsat.
Az 173. allitas szerint az a,,, b,, ¢, és d,, szdmsorozatok rendre az a, b, ¢ és d
szamokhoz konvergédlnak. Ezek alapjan az

(anybn) + (Cnv dn) = (an + Cn, bn + dn)

Osszeg-sorozat koordindtdinak a sorozata, a 171. (1) &llitds felhaszndldsdval az
(a+ ¢) és (b+ d) szdmokhoz tart, és gy ismét a 173. &llitds szerint az Osszeg-
sorozat tart az

(a+c,b+d)=(a,b)+ (c+d)

vektorhoz, amit igazolni kellett. O
A Bolzano-Weierstrass-féle kivalasztési tétel igaz az R? euklideszi tér esetében
is:
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Allitas 175 Ha R%-beli vektorok egy sorozata korldtos, akkor van konvergens rész-
sorozata.

Bizonyitas. Legyen (x,,y,) a széban forgd sorozat. A feltétel szerint van olyan K

korlat, hogy
Va2 +y2 < K, minden n-re,

ezért |x,| < K és |y,| < K, minden n-re, az elsé és méasodik koordindték sorozatai
is korlatosak. A valés sorozatokra vonatkozd Bolzano-Weierstrass-tétel szerint
az elsé koordindtdk sorozatdnak van valamilyen z szdmhoz tarté x,, konver-
gens részsorozata. Az (Tpn,,Yn,) sorozat masodik koordinatajara megismételve az
el6z0 1épést: van olyan yp, részsorozat, amelyik konvergal valamilyen y szdmhoz.

Osszefoglalva: A (xnki,ynk) sorozat a 181. allitds szerint tart az (z,y) komplex

szamhoz. O
Most pedig megmutatjuk, hogy nemcsak a valés szamok R teste teljes metrikus
tér az euklideszi metrika mellett, hanem az R? euklideszi tér is teljes:

Allitas 176 Az R? euklideszi térben minden Cauchy-sorozat konvergens.

Bizonyités. Legyen a z,, = (7,,y,) egy Cauchy-sorozat az R?-ben. Ekkor az z,, és
yn sorozatok Cauchy-sorozatok az R-ben:
A feltétel szerint tetszéleges € > 0 szdmhoz van olyan N, hogy

V(@ —2m)2+ (Yo —ym)2 <e, ha N <n,m,

amibol
[T — | <€, ha N <n,m,

és azonos igaz a masik koordinata sorozatra.
A valés szamok teljessége miatt a koordindtak Cauchy-sorozata konvergens,
és gy a 173. 4llitds szerint maga a z, € R? sorozat is konvergens, tehit az R?
euklideszi tér is teljes. O
Konnyen lathatd, hogy az alfejezet Osszes eddigi allitdsa az RP euklideszi térre
is atviheto:

Allités 177 Egy (al,a2,...,aP), n =1,2,--- vektorsorozat pontosan akkor kon-
vergdl egy (a*,a?,. .., aP) vektorhoz az (RP,d,) euklideszi térben, ha koordindtdn-
ként konvergdl, azaz

lim afL =a' mindeni=1,2,...,p mellett.
n—-+oo
Allités 178 Az a, = (al,a2,...,aP) illetve b, = (8L, 32, ..., 3P) RP-beli vektor-

sorozatok tartsanak az
a=(at,a? ..., aP) idlletve b= (3*,5%...,0°)

vektorokhoz. Legyen tovdbbd gamma tetszdleges valds szdm. Ekkor
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(1) limp—oo(an +b,) = a+b.
(#) limy,— oo yan, = va.

Allitas 179 Ha RP-beli vektorok eqy sorozata korldtos, akkor van konvergens rész-
sorozata.

Allitas 180 Az RP euklideszi térben minden Cauchy-sorozat konvergens.

Mivel a komplex szdmok tévolsdga azonos az R2-beli euklideszi tdvolsdggal,
azért a fenti allitasok a komplex szamtest esetére is megfogalmazhatok.

Allitas 181 Komplex szdmok eqy z, = x,+yni sorozata pontosan akkor konvergdl
a w = x + yit komplex szamhoz, ha a valds részek sorozata konvergdl az x-hez, az
imagindrius részek sorozata pedig az y-hoz, azaz ha

lim z, ==z és lim =.
L T n—>+ooy” Y

A komplex szdmok test struktura, ezért a kovetkezd allitas formélisan ugyan-
olyan, mint a 171. Allitds, csak a jelek tartalma mds, példdul az “| - |” most a
komplex szamok abszolut értékét jeloli:

Allitas 182 Tartsanak az z, = T, + Ynt tlletve wy, = u, + vpt komplex sorozatok
a z =z~ yi illetve w = u + vi komplex szamokhoz.

(a) Az (2, + wy) Osszeg-sorozat hatdrértéke:

lim (z, +w,)= lim z,+ lim w,.
n—-+oo n—-+4oo n—-+oo

(b) Ha a c tetszbleges komplex szam, akkor a cz, szdmmal szorzott sorozat
hatarértéke:

lim (cz,) =c¢ lim z,.
n—-+o0o n—-+4oo

(¢) Az (znwy) szorzat-sorozat hatdrértéke:

lim z,w, = lim 2z, - lim w,.
n—-+o0o n—-+00 n—-+00

(d) Haw #0, akkor az z,/w, tért nevezdje egy indextdl kezdve nem nulla, és a
hdnyados-sorozat hatdrértéke:

lim 2z,

. Zn n—-+4o0o0
lim —=———.
n—-+o0 Wy, lim w,

n— 0o
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Bizonyitas. Az allitasok, az el6z6 tételhez hasonléan a valds és képzetes részek kon-
vergenciajara vezethetOk vissza a 181. és 171. &llitasok felhasznalasaval. Példa-
képpen ldssuk, mondjuk a szorzat-sorozatra vonatkozd, (c) allitdst (aminek a (b)
nyilvdnvaléan specidlis esete).

A 181. allitas szerint a valés és képzetes részek x,, yn, U, és v, sorozatai
rendre tartanak az x, y, u és v valés szamokhoz. A 171. allitas alapjan a

ZnWn = (:Cnun - ynvn) + (xnvn + ynun)Z
szorzat-sorozatnak a valds illetve képzetes részei tartanak az
(zu —yv), illetve (zv+ yu)

valés szamokhoz, amelyek éppen a zw valds illetve képzetes részei. O
A Bolzano-Weierstrass-féle kivalasztési tétel igaz a C metrikus térben is:

Allitas 183 Ha R%-beli vektorok egy sorozata korldtos, akkor van konvergens rész-
sorozata.

Ugyanigy a C teljessége:

Allitas 184 A komplex szdmok metrikus terében minden Cauchy-sorozat konver-
gens.

4.3 Numerikus sorok

Ebben a pontban az 6sszeadas miiveletének végtelen sok tagra valé kiterjesztésével
fogunk foglalkozni. Az els6 alpont tartalmazza az alapfogalmakat és 1étezési (kon-
vergencia) kritériumokat, a mdsodik alpontban pedig a sorok kézotti miiveleteket
targyaljuk.

4.3.1 Alapfogalmak

Definicidinkat komplex szamokra fogalmazzuk meg. Ha csak valds sorozatokat
vizsgalunk, azt kiilon jelezni fogjuk.

Definicié 185 Legyen az (ax) egy komplex sorozat. A szimbolikusan felirt
a1+a2+a3+...+ak+...,
végtelen dsszeget sornak nevezzik, aminek a tagjai a sorozat elemei. Tomorebb

felirdsi modok:
—+oo
E af,
k=1
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vagy, ha az 0sszegezés hatdrai magdtol értetéddek:

Z ar vagy Z ak.
k

A végtelen osszeghdl képzett
def =
sn S artaz+ o Hag =) ay
k=1

véges dssszegel a sor n-edik részletdsszegének (szeletének) mondjuk.

A definiciéban felirt végtelen 6sszegeket az 1 helyett barmilyen indextél indit-
hatnank, példaul:

+oo
a0—|—a1—|—a2—|—---—|—ak—|—-~-:Zak
k=0
vagy
+oo
a7z+an+1+"'zza'k-
k=n

Azzal, hogy a “szimbolikusan felirt” szavakat hasznaltuk, azt akartuk kifejezni,
hogy most még csak puszta formadlis jelolésrol van szd, hiszen eddigi ismereteink
szerint végtelen tagu Osszeget nem tudunk kiszamolni.

Definicié 186 Egy Zz:i ar sort konvergensnek mondunk, ha a részletésszegek
Sp = a1+...+a, sorozata konvergens, é€s ezt a hatdrérétéket fogjuk a sor dsszegének
nevezni, azaz formdlisan:

—+o0
E ap = lim s,.
n—-+oo
k=1
A nem konvergens sort divergensnek nevezzik.

Mas szavakkal: Egy konvergens sor dsszege a részletosszegei sorozatinak a
limesze.
Mivel a sor részletosszegeinek a képzési szabdlya:

Sp = Sp_1 + an, (4.1)

ezért azt mondhatjuk, hogy a sor Osszegének a vizsgdlata egy specidlis tipusi
képzési szaballyal megadott sorozat konvergencidjanak a vizsgalata. Ennek megfe-
leléen minden, a sorozatoknal megismert &allitasbdl egy sorokra vonatkozo tételt
fogunk tudni megfogalmazni, de a sorok 4j természetli problémakat is fel fognak
vetni.
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Meg kell jegyezniink, hogy — az eléz6 bekezdésben mondottak megforditasa-
ként — a sorozatok vizsgdlata is visszavezethetd a sorok wizsgdlatdra. A (4.1)
képzési szabalybdl ugyanis a,, = s, — Sp—1, és igy

an =ay +(s2—81)+ -+ (80 — Sn_1),
Eszerint az a,, n =1,2,...) sorozat az
ar, (s2 — 81)7 (83 - 82)7 ooy (S0 = Sn—1)y e

sorozat altal meghatarozott sor részletosszegeinek a sorozata. Ennek a segitségével
minden sorra vonatkozo tételbol meg tudunk fogalmazni egy sorozatra vonatkozé
tételt. Ezek szerint: a sorozatok és sorok vizsgdlata teljesen pdrhuzamosan végez-
heté.

Miel6tt a sorozatokra vonatkozo legfontosabb tételeket atfogalmaznank sorok-
ra, lassunk egy példat.

Példa 4.3 Melyik sor konvergens az aldbbiak kozul

(i) Legyen a ¢ egy valdsszdm, és a sorozat:

c+c+---+c+-~-=Zc.

(“) ZZ:;(_l)kJrl:1—1+1—1+...+(_1)n+1_~_.“.

Az (i) sor részletosszegei: s, = cn, ami pontosan akkor konvergél, ha ¢ = 0, és
ekkor az Osszege: 0. Szavakban: az allandé tagokbdl all6 sor csak akkor konvergal,
ha a tagjai nulldk, és ekkor az Osszeg is nulla.

A (ii) sor részletosszegeinek a sorozata: 1,0,1,0,1,0, ..., ami nyilvédn divergens,
ezért a sor is divergens. O

Példa 4.4 Hatdrozzuk meg a
+oo
> HD
- k(k—1)
sor 6sszegét.

Tekintstik a sor n-ik részletosszegét. Mivel

1 1

1
k(k—1)  k—1 &’

( 1 1> 1
+ ——]=1-—-.
n—1 n n

azért minden n > 2 esetén

=S = (- 1)+ (3 3)
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Tehat s, — 1, azaz a sor konvergens, és az Osszege 1.

A sorozatokndl egy altalanos — komplex sorozatokra is érvényes — konvergen-
cia kritériumot ismertiink meg, a Cauchy-kritériumot. Ennek a sorokra vonatkozo
atfogalmazasa:

Allitas 187 (Cauchy-kritérium sorokra) Egy ZZ:; ax sor pontosan akkor kon-
vergens, ha minden € > 0 szdmhoz van olyan N index, hogy

n

>

k=m+1

<e ha N <m<n.

Bizonyitas. A részletosszegek sorozata a Cauchy-kritérium szerint pontosan akkor
konvergal, ha minden € > 0 szdmhoz van olyan N index, hogy

n

D, @

k=m+1

[$r — S| = <e¢ ha N<m<n.

A Cauchy kritérium az m + 1 = n esetben specidlisan azt adja, hogy
lan] < e ha N <n,

ami azt jelenti, hogy az a,, sorozat a nulldhoz tart, ha a sor konvergens. Ezt a
hangsilyozas kedvéért allitasban is megfogalmazzuk:

Allitas 188 Ha egy sor konvergens, akkor a tagjai nulldhoz tartanak.
Az 4llitas megforditdsa nem igaz, ahogyan a kovetkezd példa is mutatja.

Példa 4.5 A

+
3

~
Il
—
T =

harmonikusnak nevezett sor divergens, részletdsszegeinek a sorozata a plusz végte-
lenhez tart.

Vegyiik észre, hogy az (n + 1) és 2n kozotti tagok Osszege nagyobb, mint %:

n- Szer
—_—~
1 n 1 n n 1 - 1 T 11
n+1 n+2 2n " 2n on 2
Ebbdl nyilvanvald, hogy
1|1
ZE >§, ha 2n <m,
k=n
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ezért a Cauchy-kritérium az € = é (vagy ennél kisebb) szdmra nem teljestilhet,
tehat a sor divergens.

Mivel a sor részletosszegei monoton nének, ezért csak gy divergélhatnak, hogy
korlatlanok, tehat tartanak a plusz végtelenhez. O

A szébanforgd sor divergencidja (az Gsszeg “végtelen értéke”) meglepd, mert
szemléletesen ezt mondja: ha ugy haladunk, hogy el0szor egy 1épést tesziink meg, a
méasodik esetben egy fél 1épést, a harmadik esetben egy harmad 1épést, a millidadik
esetben pedig egy milliomod 1épést és igy tovabb, akkor ezen a médon barmilyen
messze eljuthatunk.

Egy 1j konvergencia fogalom a sorokra:

Definicié 189 FEgy Z;:{ ay, sort abszolut konvergensnek mondunk, amennyiben az
Zz:i lak| sor konvergens.

Az abszolut konvergencia erésebb, mint a kdzonséges konvergencia.
Allitas 190 Ha egy sor abszolit konvergens, akkor konvergens is.

Bizonyitas. A sorokra vonatkozé Cauchy-kritérium szerint egy > aj sor pontosan
akkor konvergens, ha minden € > 0 szamhoz van olyan N index, hogy

n

>

k=m+1

<e¢, ha N<m<n,

és akkor abszoliat konvergens, ha

n

Z lak| <e, ha N <m<n.
k=m+1

Az utébbi sorbol kovetkezik a megel6z6 kiemelt sor, mivel az abszolut érték ha-
romszog-egyenlétlenségébdl:

n

> w

k=m+1

n

< Z |ak].

k=m+1

O
Allitésunk megforditasa azonban nem érvényes. Miel6tt erre példat mutatnank
ismerkedjiink meg egy gyakran jol hasznalhato allitassal.

Allitis 191 (Lebnitz-tipusi sor) Legyen az ap egy monoton fogyé sorozal, a-
melyre a, — 0. Ekkor a

+oo
a1 —ag +az— -+ (=1)"a, + - = Z(_l)nﬂan

n=1

vdltakozo eldjell sor konvergens. Az ilyen sort Leibnitz-tipusinak is nevezik.
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Bizonyitas. Legyen adott egy € > 0 szam. Az N indexet megvalaszthatjuk ugy,
hogy a, <€, ha N <n. Ebbdl azt kapjuk, hogy

|an_an+1+an+2_"':tam| S ‘anl Sea

ha n < N, ezért a Cauchy-kritérium miatt a sor konvergens.
Mas bizonyitast adhat valaki abbdl az észrevételbdl kiindulva, hogy a paros
illetve paratlan index{i részletosszegek sorozata (ellenkezd irdnyban) monoton. O

Példa 4.6 Mutassuk meg, hogy az

1 1 1 1
1l o4 - 24 (=1)I 4l
2+3 4+ +(=1 n+

sor konvergens, de nem abszolit konvergens.

Valéban, a sor nyilvanvaléan Leibnitz-tipusi, ezért konvergens, de nem ab-
szolit konvergens, mivel a harmonikus sor divergens. O

4.3.2 Konvergencia kritériumok

A monoton sorozatokra vonatkoz6 konvergencia kritériumbdl azonnal addédik a
kovetkezb tétel. (Ha monotonitésrél, nemnegativitdasrél, stb. beszéliink, akkor
valds sorozatokra gondolunk, hisszen a komplex szamok teste nem rendezett.)

Allitds 192 (Nemnegativ tagt sorok konvergencisja) A >k Ok
nemmnegativ tagu sor pontosan akkor konvergens, ha a részletosszegek sorozata
feliilrél korldtos.

Bizonyitds. A (4.1) képzési szabdly szerint egy sor részletosszegei pontosan akkor
monoton novekedodek, ha a sor nemnegativ tagu, és igy a monoton névekedo soroza-
tokra vonatkozé konvergencia kritérium azonnal adja az igazolast. O

A kovetkezd tétel arra ad lehetéséget, hogy konkrét sorok konvergencidjat is-
merve més sorok konvergencidjara kovetkeztethessiink.

Allitas 193 (Osszehasonlité kritérium) Tegyiik fel, hogy a Y cx valds sor kon-
vergens, a _ di nemnegativ tagi valds sor pedig divergens.

(1) Ha egy ay (komplex) sorozatra |ax| < ci egy bizonyos indextdl kezdve, akkor
a Y ag sor (abszolit) konvergens.

(2) Ha egy by valds sorozatra egy bizonyos indextdl kezdve by, > dy., akkor a > by,
sor divergens.
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Bizonyftas. (1): A Y ¢ konvergencidja miatt, a Cauchy-kritérium szerint adott
€ > 0 szamhoz van olyan NN index, hogy

m
>
k=n

Emiatt a feltevés alapjan

<e, ha N<n<m.

m m m
Doar| <)l <) en<e
k=n k=n k=n

ha N < n < m, ami a Cauchy-kritérium szerint biztositja az »_ aj sor konver-
genciajat.

(2):  Ha az ) by sor konvergdlna, akkor a beldtott (1) 4llitds alapjan a > dj sor
is konvergélna, ellentétben a feltevéssel. O

Példa 4.7 Igazoljuk, hogy a

+
8

1
1.2
k=1
sor konvergens.
A k =2 indext0l kezdve 1
2SR

Mésrészt a 4.4 Példa szerint a 3, °5 1/k(k — 1) sor konvergens, ezért az Osszeha-
sonlité kritérium szerint a ZZ‘;’? 1/k? sor is konvergens.
Ebbdl a meggondolasbdl az is lathato, hogy

1
d> S <2.
2
k=1 k
A pontos érték meghatdrozésa (amely egyébként 72/6) mar jéval komplikaltabb
feladat, és ezzel itt nem foglalkozunk.
Fontos szerepet jatszik a kés6bbiekben a mértani sor.
Allitas 194 A
“+o0
>
k=0

mértani sor pontosan akkor konvergens, ha |x| < 1, és ekkor az dsszege:

—+o0

1
Zxk = 1 ’
k=0 -
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Bizonyitds. Az s, részletosszeg:

1— n+1
1—x

Ha |z| < 1, akkor lim,_ 4o, 2" ! = 0, ezért

—+oo
k : 1
E " = lim s, = .
n—-—+oo 1—=2x
k=0

Ha |z| > 1, akkor lim,, ., |z|"*! = 400, ezért az |s,| sorozat korldtlan, és
igy nem lehet konvergens.

Ha |z| = 1, akkor két esetet kell megkiilonboztetni:
1) = 1, ekkor kozvetlen Gsszegezés alapjan (az Osszeg-képlet a nevezd miatt nem
alkalmazhatd): s, = n + 1, ezért ekkor nyilvédn divergens a sor.
2) Valamilyen ¢ # 0 szdmra

T = cos ¢+ ising
és igy az Osszegképletben szereplé ™! hatvanyra
" = cos(n + 1)¢ +isin(n + 1)é.

Ez a kifejezés pedig nem tart semmihez, hiszen a komplex szamok szorzasa szerint
¢ szoggel ugrik az egységkoron, ha az n eggyel né. O

Példa 4.8 Legyen az a és B két tetszdleges pozitiv szam. Konvergens-e a
*ZO" <aﬁ >k cos ka
2 2
pri N B
sor?

A szdmtani és mértani kozép kozotti egyenlStlenséghol:

2 2
o+ , af 1
——— >af, ezért —= < -,
2 = aff a2+ (3272
és igy a
af k ol < 1\*
——— | coska =,
a2+ (32 —\2
egyenl6tlenség miatt az Osszehasonlité kritérium és az % hényadost mértani sor
konvergencidja igazolja a konvergenciat. O

A pozitiv tagi mértani sor konvergencidjdra és az Osszehasonlité kritériumra
alapozva két kritériumot mondunk ki, amelyek gyorsabbd teszik az el6z6 példdban
hasznalt médszer alkalmazésat.
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Allitas 195 (GyoSkkritérium) Ha egy a,, sorozatra

(1) limsup v/|ax| < 1, akkor a Y ay sor konvergens;
k

— 400

(2) limsup V/|ax| > 1, akkor a Y ay, sor divergens.

k— 400

A limsupy,_, o, V/|ax| = 1 eset nem szerepel az allitdsban, mert ekkor semmit
sem tudunk mondani.

Bizonyitas. (1): Legyen « 2 im SUPj_ 400 v/ |ak|- Ha o < 1 és a 0 szamot gy
valasztjuk meg, hogy a < a+ § < 1, akkor a limesz szuperior tulajdonsdga miatt

Ve < a+96, azaz |ag| < (a+0)",

minden eléggé nagy n-re és igy az Osszehasonlité kritérium és a mértani sor kon-

vergencia tétele alapjan adédik a Y aj, konvergencidja.

(2): Legyen ismét « 4 Jim SUPy 400 V/|ak|. Mivel most o > 1, azért végtelen
sok k indexre {/|ar| > 1, azaz |a| > 1, igy a sor tagjai nem tarthatnak a nulldhoz,
ezért a sor nem is lehet konvergens. O

Allitas 196 (Hanyados kritérium) Ha egy ay, sorozatra

Q41
ag

1. limsup < 1, akkor a > ax sor konvergens;

k—+4oc0

2. ha valamilyen ko-ndl nagyobb minden k-ra

k41
ag

>1

akkor a sor divergens. Ezt biztositja példdul:

Q41
ag

lim
k—-+oo

Q41
ag

lim
k—-+oo

=1

eset nem szerepel az allitdsban, mert ekkor semmit sem tudunk mondani.

Ok+1
ag

< 1. Ha a § szamot dgy

Bizonyitas.  (1): Legyen « 2 im SUDk 400 ‘

valasztjuk meg, hogy a < a+ ¢ < 1, akkor a limesz szuperior tulajdonsiga miatt

a
D < a+6, azaz lak41] < (o + 9)|ag].

ag
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minden k > N-re. Ebbdl a rekurziv egyenl6tlenséghdl azt kapjuk, hogy
asa] < (ot 61N ay],

Eszerint az 6sszehasonlit6 kritérium és a mértani sor konvergencidja alapjan adodik
az allités.
(2): Legyen most

Ak41

ay

> 1, ha kg < k. Ekkor

|ak+1] > ag,

minden eléggé nagy k-ra, és igy a > a sor tagjai nem tartanak a nulldhoz, ezért
nem lehet konvergens. O

Példa 4.9 Vizsgdljuk meg a kovetkezd sor konvergencidjdt a gyok- és hanyadoskri-

tériummal
1+1+1+1+ +1+1+
2 3 22 32 2n - 3n '

A gyokkritériumhoz:

1 1
limsup ¥ap = lim %/ — = —
k—»«l»og P S re V2 V2

)

ezért a sor konvergens.
A hanyadoskritériumhoz: A limesz szuperior és inferior:

k
3
limsupak-’_1 = lim () = +00.
k—+4oo Ok k—+oo \ 2
a 2 k
liminf =1 =  lim () =0.
k—+o0o ap k—-4o00 3

Ez azt mutatja, hogy erre a sorra a gyokkritérium alkalmazhatd, de a hanyados-
kritérium nem. O

4.4 Sorozatok és fiiggvények hatarrtéke

A folytonossag fogalma a sorozatok fogalmén keresztiil is bevezethet6:

Allitas 197 Legyenek az (X,dx) és (Y,dy) metrikus-terek. Egy f : X — Y
leképezés pontosan akkor folytonos egy x pontban, ha tetszéleges x, — x X-beli
sorozatra

lim f(z,) = f(x).

n—-+00
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Bizonyitas. A feltétel sziikségességének az igazolasahoz, legyen az f folytonos az x
pontban, és az x,, egy tetszoleges z-hez tartd sorozat.
Az f folytonossdga miatt, adott € > 0 szamhoz van olyan § > 0 szdm, hogy

dy (f(z), f(u)) <€, ha dx(z,u)<d.
Az x, x-hez val6 tartdsa miatt a 6 > 0 szdmhoz van olyan ng index, hogy
d(x,x,) <6, ha n > ng.
fey
dy (f(z), f(zn)) <& ha  n>ng,

tehat lim,, oo f(zn) = f(2).
A feltétel elégségességének az igazolasahoz megmutatjuk, hogy ha az f nem
folytonos az = pontban, akkor van olyan sorozat, amire nem teljesiil a feltétel.
Ha az f nem folytonos az x-ben, akkor van olyan ¢ > 0 szam, ami mellett
akdrmilyen (kicsi) 6 > 0 szdmhoz van olyan x5 € X pont, hogy

dy (f(z), f(zs)) > € és dx(z,z5) < 0.

Vegyitk a 6 = L, (n=1,2,...) sorozatot. Az ehhez létezd

n
ri, n=12...
"

sorozat nem teljesiti a tétel feltételét. Egyrészt ugyanis az x1 tart az z-hez:

) < —, tehdt lim z1 =u;

n—-+oo n

S|

dx(z,x

3=

masrészt az f (x 1) nem tart az f(z)-hez:

dy (f(a:),f (a:%)) >e.

O
Mivel a tétel sziikséges és elégséges feltételt fogalmaz meg a metrikus téren vald
folytonossdghoz, ezért a folytonossag definicidéjaként is hasznélhato.
Sorozatok konvergencidjara mar megismertiik a Cauchy-féle konvergencia kri-
tériumot. Most ennek a fiiggvényekre vonatkozd megfelel6jét bizonyitjuk be.

Allitas 198 (Cauchy kritérium) Ha egy f valds vdltozés és valds értéki fiigguény
definialt a b pont egy hidnyos kérnyezetében, és minden € pozitiv szdimhoz van olyan
0 pozitiv szdm, hogy

If(z)— fy)] <e ha O<|z—bl<d és 0<]|y—10b] <, (4.2)

akkor az f fiiggvénynek a b pontban van hatdrértéke.
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Bizonyitds. A bizonyitds két 1épésbdl all.
Elsé lépés:  Veszunk egy tetszOleges olyan x,,, n = 1,2, ... sorozatot, amely benne
van az f értelmezési tartomanyaban, és tart a b ponthoz. Megmutatjuk, hogy ekkor
az f(xz,), n=1,2,... sorozat tart valamilyen z szdmhoz.

A tétel feltétele szerint, adott € pozitiv szdmhoz van olyan d, hogy a (4.2)
teljestil. Mivel az x,, sorozat tart a b-hez, ezért van olyan ng index, hogy

|z, — b] <6, ha ng < n,
ezért (4.2) alapjén:
[f(zn) = flzm)| <€, ha  ng<n,m.
Eszerint az f(x,) szdmsorozat Cauchy-sorozat, és a szamsorozatokra vonatkozo
Cauchy-kritérium alapjan, létezik limesze, amit z-vel jeloliink.
Masodik lépés: Most pedig megmutatjuk, hogy az els6 1épésben kapott z szdam
limesze az f fiiggvénynek a b helyen.

Legyen adott egy tetszéleges e pozitiv szdm. A tétel feltételét az €/2 szdmra
alkalmazva:

|f(x)—f(y)|<§ ha O<l|z—bl<d és O<l|y—b<d  (4.3)

Mivel lim x,, = b, ezért van olyan nq, hogy

|z, —b| <6, ha ny <n,
ezért a (4.3) alapjan:
f(z) = fzn)] < % ha  O<l|z—bl<d é ny<n. (4.4)
A lim f(x,) = z miatt, van olyan ns, hogy
|f(:En)—z\<%7 ha ng < M.

Ennek és a (4.4)-nek a felhasznélasaval:

F(@) =2l < 1f(@) = fe)| +|flan) —2| < 5+ 5 =

ha 0 < |z — b| < 0 és max{ny,na} < n. Ez viszont azt jelenti, hogy
If(z) — 2| <e ha 0<|z—0b| <9,

tehat
lim f(z) ==z

z—f
ahogyan allitottuk. O
A kritériumra akkor lesz majd sziikségiink, amikor be kell latnunk a hatarérték
létezését, de magat a a hatarértéket nem tudjuk meghatarozni.
Most a Cauchy-kritérium megfelel6jét bizonyitjuk be a végtelen helyen vett
véges hatarértékre.
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Allitas 199 (Cauchy kritérium) Tegyiik fel, hogy egy f valds fiigguény értelmezé-
st tartomdnya, valamilyen a szam mellett, tartalmazza az

(a,+0) ={z:a < x}
korldtlan intervallumot. Ha tetszdleges € pozitiv szamhoz van olyan p szdm, hogy

[f(z1) = flz2)l <€, ha  p <19,
akkor az f fligguénynek a plusz végtelenben van véges hatdrértéke.

Bizonyitds. A bizonyitast a 198. véges pontban vett Cauchy kritériumra fogjuk
visszavezetni.

Azt az alapvet6 észrevételt fogjuk felhaszndlni, hogy a +oo-ben vett hatarérték
a nullaban vett jobboldali hatarértékre vezethet6 vissza a kovetkezlk szerint. Ha
az x az (o, +00) intervallumban van, akkor az 1/x a nulldnak a (0, 1/«a) jobboldali
hidnyos kornyezetében helyezkedik el, és megforditva. Emiatt azt allithatjuk, hogy

i (o) = lim 7 (1)

T— 400 u\,0 u

A jobboldali (és igy a baloldali) limesz létezésére a 198. Allitds szerint elégséges
feltétel: Minden e pozitiv szimhoz van olyan § pozitiv szdm, hogy

‘f<1>f<1>’§e, ha 0 < ug,up <9.
U u2

Ez viszont azzal ekvivalens, hogy minden € pozitiv szdmhoz van olyan [ szdm,

hogy
If(z1) = f(z2)| <6, ha B < w1, x2,

(8 =1/6). Ezzel viszont éppen a most bizonyitandé tétel feltételét irtuk fel. O






5.

Differencialszamitas

5.1 Definicidok, értelmezések

Most elérkeztiink ahhoz a ponthoz, hogy az analizis egyik legfontosabb fogalmi
apparatusat felépithessiik. Az egész matematikai analizisnek a targya — némi
tulzédssal szélva — a fliggvény fogalmédnak széleskori tanulményozasa. Azt mond-
hatnank, hogy az eddig bevezetett legalapvetobb fogalmak, a folytonossag és a
hatérérték, a most sorra keriil§ differencidlhdnyados- (derivalt-) fogalom beveze-
tését készitették elo.

5.1.1 Bevezetés, definiciék

A pontos definicié magadésa el6tt egy olyan intuitiv megkozelitéssel kezdjiik, ame-
lyik jé és szemléletes hatteret ad a differencidlhdnyados (derivalt) fogalménak a
bevezetéséhez.

Mar az antik gordg korban foglalkoztatta a geometria miivel6it az, hogy mit
értsenek egy gorbe “érintéjén”. A probléma megkdzelitéséhez vegyiink néhdny
példat. Az 5.1. és 5.2. dbran négy gorbét rajzoltunk fel az R? sikon.

A felrajzolt gorbék koziil az els6 hdrom kozismert, egyszer( formuldkkal meg-
adott fliggvények grifja. A kor esetében, annak az érdekében, hogy egy fiiggvény
grafjat kapjuk, csak a fels6 félkort rajzoltuk fel. Az 5.2. abra jobbfelén olyan
gorbe, mondhatni: “kifli” van, ami nem illik bele jelen vizsgalédasainkba, mert
nem egy fliggvény grafja, hiszen a rajz szerint egy értékhez tobb fiiggvényérték
is tartozik. A jelenlegi anyagban az ilyen gorbéket nem fogjuk vizsgalni, pedig a
szemléletbdl kiindulva jogosan ugy érezhetjiik, hogy az ilyen alakzati gérbéknek
is lehetnek “érint6ik”. Ezek tanulményozasa azonban jelenleg nehézséget okozna,
és eltéritene benniinket tanulmanyaink f6 iranyatél. Csak az olyan gorbékhez
keressiik az érint6fogalmat, amelyek fliggvények grafjai.

A kor esetében elemi geometriai meggondoldsokbdl ismerjiik, hogy az érintd
merdleges az érintési ponthoz hiuzott sugdrra, ezért konnyen megszerkesztheto.

161
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=

5.1. dbra: Kor és parabola.

-2 -1 0 1

5.2. dbra: Az x — 2 fiiggvény és egy “kifli”.

Voltaképpen azonban ezt a jolismert allitast is csak a kovetkezékben — az érintd
fogalmanak az egzakt megragadasa, definidlasa utan — fogjuk majd pontosan
igazolni.

Az x +— x* mésodfokd polinom (parabola) esetében emlitsilk meg, hogy a
kiilon felrajzolt érintén kiviil az z-tengelyt is érintének gondolhatjuk a gorbe (0, 0)
pontjaban.

Az x +— 23 fiiggvény esetében is érintének vélhetjiik az z-tengelyt, bar érdekes,
hogy az érint6 ezen esetben atmetszi a gorbét.

2

A szemléletes geometriai fantazialds hozzésegithet benniinket ahhoz, hogy az
érint6 fogalmat definidlni tudjuk. Meglep6 — egy kicsit patetikusan fogalmazva:
csodalatos — az, hogy erre az egyszertiien felvetheto problémara csak az el6z6ekben
bevezetett hatarérték fogalmat hasznédlva tudunk majd vélaszt adni.
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, f(x))

(z, f(z)) (
|
(

x+h, f(x+h))

| |
| |
| |
| |
| |
| |
I T T I
z+h T T z+h

5.3. abra: Szelok és érintd egy pontban.

A probléma szemléletes megkozelitése kbzben, a rajzokat latva megfogalmazod-
hat benniink valami olyasmi, hogy az érintén egy olyan egyenest értsiink, amelyik
“j6l simul” a gorbéhez az érintkezési pontban.

A “j6l simul” pontositasaval a kovetkezbképpen probalkozhatunk: Olyan sze-
16it vessziik az f fiiggvény gréafjanak az (z, f(z)) pontban, amelyeknek a gorbével
vett mésik (x + h, f(x + h)) metszéspontja valamilyen értelemben kozel van az
(z, f(x)) ponthoz, és gy képzelhetjik, hogy ezek a szel6k anndl jobban megko-
zelitik a keresett “érint6t”, minél kozelebb van az emlitett két pont a gérbén (5.3
dbra). (Azért szemléltetjiik igy a mondottakat, hogy hangsiilyozzuk azt a fontos
tényt, hogy az (z+h, f(z+ h)) pont jobbra vagy balra egyarant eshet az (x, f(x))
ponttdl, aszerint hogy h > 0 vagy h < 0.)

A késObbi definici6 jobb megértéséhez példaképpen végezziik el a “simuldsnak”
egy teljesnek mondhaté pontositdsat az o — x? esetében, az (1,1), mas széval az
x = 1 pontban. A szdmolds geometriai hattere a 5.4. dbran kévethetd.

Az (1,1) és (1 + h, (1 + h)?) pontokon atmend szel6nek az x tengellyel bezart
a szoge vizsgalataban sejthetjik a megkozelités kulcsat, mivel az valtozik akkor,
amikor a h értéket véltoztatjuk, azaz amikor az (1 + h, (1 + h)?) pontot kozelitjiik
az (1,1) ponthoz. A hatarérték fogalménak a birtokdban most mér pontosabban
megfogalmazhatjuk a problémat: Keressiik az « szognek a limeszét (hatéresetét)
abban az esetben, amikor a h tart a nulldhoz.

Teljes részletezettséggel szamoljuk végig ezt az Otletet. A szébanforgd a szog
tangensére az 5.4 dbra szerint azt kapjuk, hogy

(1+h)2-1

tan o =
h

Ennek a kifejezésnek a nullandl nyilvanvaléan nincs értelme, de definidlva van
minden nem nulla A esetében, tehat értelmezett a nulla egy hidnyos kornyezetében,
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(1+h)* '

(14 h)? —12

0 1 1+h

5.4. dbra: A parabola érintdje.

és igy jogos a kérdés: Van-e az ((1 + h)? — 1)/h hdnyadosnak hatértértéke és mi
az, ha a h tart a nulldhoz?

Ezt a hatarértéket konnyen meghatarozhatjuk, mivel a nulla hidnyos kornye-
zetében helyes az aldbbi szamolas:

(1+h)?—1 (14+2h+h*) -1 2h+h?
h N h h
Ebbél pedig adddik, hogy

=2+h.

1402 -1
i SR =L o) =2
h—0 h h—0

fgy azt kaptuk, hogy ésszerfi ezt mondanunk: Az y = 22 parabola (1,1) pontban
vett “érint6jének” az iranytangense 2, azaz parhuzamos az y = 2x egyenessel.

Azért tettiik idézGjelbe az “érintd” szdt, mert nem szabad azt gondolnunk, hogy
van valami “érintd”, és mi most annak az irdnytangensét szamoltuk ki.

A helyzet az, hogy a fogalomalkotds stddiumaban vagyunk csak, és most pro-
béljuk alkalmasan meghatarozni, hogy mit is értsiink majd az érinté fogalman.
A definiciot persze — habar az elvben barmilyen logikailag helyes meghatarozas
lehetne — szemléletes elvardsunkhoz illének szeretnénk latni.

Most mar elérkeztiink ahhoz a ponthoz, hogy Osszefoglaljuk az eddigieket, és
azutan majd megadhatjuk a differencidlhanyados pontos definiciéjat.

Vegytink egy olyan f fliggvényt, ami értelmezve van az x pontnak egy kornye-

zetében. Ekkor a
f(z+h) = f(z)
h

leképezés értelmezve van a nulla egy hidnyos kérnyezetében. Eléggé kis h mellett
ugyanis az (x + h) beleesik az x azon kdrnyezetébe, ahol az f értelmezve van, és

h +— (5.1)
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igy az 5.1 fliggvény definidlt a nulla valamilyen kérnyezetében, eltekintve magatdl
a nullatol, amikor is a nevezo nulla.

A (5.1) fuggvényt definidlé tortnek egyszer(i geometriai jelentése van:
Az (z, f(x)) és (x + h, f(x + h)) pontokon &tmend szeldnek az irdnytangense (5.5
dbra). Jogosan lehet olyan elvarasunk, hogy ennek a h = 0 helyen vett hatérértékét
— ha van — az f fliggvény grafja (x, f(z)) pontban vett érintéje irdnytangensének
tekintsiik.

Ez az a kiindul6 geometriai tartalom, amit a kdvetkezd definiciéban rogzitiink,
és a differencidlhdanyados vagy derivélt fogalmanak a bevezetéséhez hozzasegit.
El6bb azonban elnevezziik a (5.1) alatti fliggvényt.

Definicié 200 Legyen az f wvalds vdltozos és valds értéki fliiggvény az x pont egy
kérnyezetében értelmezve. A

fle+h) - fz)

h — N

(5.2)

leképezést az | figguény x pontban vett differenciahdnyados- (kilonbségihanyados-)
fligguényének mondjuk.

Az (5.2) alatti differenciahdnyadost mas formaban is szokasos irni. Ha az z+h
helyett az y jelolést vezetjiik be, akkor az

y—x

hényadoshoz jutunk. A definiciéban szerepld alaknél az értelmezési tartomény a
0 egy hidnyos kornyezete, az utdbbi esetben pedig az = egy hidnyos kornyezete.

(x+ h, f(z +h)) ./7

flz+h) - f(z)

(x, f(z)) fo | oo A _

Ax
h _ [a+h)—f(2)
h

/ T z+h

5.5. dbra: A differenciahdnyados.
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Definicié 201 Legyen az f wvalds vdltozos és valds értékii fliiggvény az x pont egy
kornyezetében értelmezve. Az f fligguény x pontban vett

flx+h) - fz)

h
H h

differenciahdnyadosdnak (differenciahdnyados-figguényének) a h = 0 helyen vett
hatdarértékét — ha létezik — az f leképezés x pontban vett differencidlhdnyadosdnak
vagy derivdltjanak nevezzik és a kovetkezo jelolések valamelyikét szokds haszndlni:

df (x)

O

d

Ha létezik az f'(x) derivdlt, akkor az f figguényt differencidlhaténak vagy de-
rivdlhatonak mondjuk az x helyen.

Ha a (5.3) alatti differenciahédnyadossal dolgozunk, akkor ennek értelemszertien
az z helyen kell venni a hatérértékét (a h pontosan akkor tart a nulldhoz, ha az
y =x + h az z-hez). Igy Osszefoglalva a definicié szerint:

fla) = tim LEED = F@) o FW) = f@)

h—0 h y—r Y —x

A definicié szerint az f fiiggvény az x pontnak valamilyen kornyezetében van
értelmezve, ezért az x pont az f fliggvény értelmezési tartomanydnak egy bels6
pontja. Ezt a tényt sohase felejtsiik el!

A (5.4) jelolések torténelmi, tradiciondlis eredetiiek, és mindegyiknek megvan
a maga elonye és hatranya, amik részletes magyardzatra szorulnak. KEzt most
részletezziik is. A legrégebbi jelolés, ami az altalunk haszndlt f’'(x)-nek felel meg,
a Newtontdl szarmazoé y vagy f (x). Elsd pillantdsra ez teljesen pontos jelolésnek
latszik, de ez sajnos nem igy van, amint azt a kovetkezd példa mutatja.

Legyen az f leképezés az (22 + 2xz — 1) formuldval megadott fiiggvény. Szan-
dékosan pongyolan mondtuk meg, hogy mi a leképezés, hiszen lehet sz6 az = +—
(22 + 222 — 1) fiiggvényrdl, amire els latasra gondolunk, mert megszoktuk azt,
hogy az x a fiiggetlen valtozé, de szébajohet a z +— (22 + 222 — 1) fiiggvény is.
Az el6z6 megkiilonboztetés nyilvanvaléan attdl fligg, hogy az = vagy a z valtozdt
képzeljiik-e rogzitettnek. Mit jelentsen ekkor az f/(1)? A z — (22 + 2wz —1) vagy
az x — (22 + 222 — 1) leképezésnek a derivaltjat az 1 helyen?

A “vesszds” jelolés erre a kérdésre nem ad pontos valaszt, tehat sajnos nem
nyujt teljes informéciét a feladatrél abban az esetben, ha a derivalandé fliggvée-
nylinkben tobb véltozo is szerepel, de persze csak az egyik a valddi valtozd, mert
a masik rogzitettnek képzelt. Ebben az esetben a vesszds jelolést nem célszeri
hasznalni, de ha az itt leirt kétértelmiiség nem fordul el6, akkor mégis ez ajanlhaté
leginkabb, mert a legtomorebb.

d

A % és a o f(z) jelolésekkel kapcsolatban eldszor is egy fontos figyelmez-

tetés: Nem szabad a benne szerepld dz illetve df szimbdélumokat a d és x illetve
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a d és f szorzatdnak tekinteni, noha valéban annak latszanak. Es nem szabad
tortként sem felfogni, habar formalisan az, csak egyetlen, egyszeribb elemekre nem
bonthatd szimbolumnak. A formalis eredetiik az, hogy a (5.2) differenciahédnyadost
a

Ax=(x+h)—xz=h é Af(z)=f(z+ Azx)— f(x)

jelolésekkel az

fle+Ax) - flx)  Af(z)

Az Ax
alakba lehet {rni. A hatdrérték vételének a sordn a kozonséges differencidkat jel6lo
Af és Ax szimb6lumokbdl lett a “végteleniil kicsi” df és dx. Ez az indoklas igy
persze egyaltalaban nem pontos, bar alkalmas médon pontosithato.

Ha formalizmusnak megfeleléen fogjuk fel (vagyis nem gy, hogy az f(x) az f-
nek az x helyen felvett értéke), akkor ez a jel6lés nyujt a legteljesebb informécidt,
mert megmondja — a dx révén — hogy melyik véltozoé fiiggvényének kell tekinteni
az f-et, amikor a differencidlhanyadoséat keressiik, ezért ezt célszeri hasznélni az
el6z6 bekezdésben emlitett példa esetében, hiszen ekkor a

d(z? + 2zx — 1) , d(z? + 222 — 1)
WU T aeb 2 és b Teet— o)
dz dz

feladatok is pontosan definidltak.
A legpontosabb — de kicsit koriilményes — jelolést az f/(a)-ra taldn a

Liw)| vy L)

rT=a
adna, mivel ez olvashaté leginkabb igy: Vedd az f leképezésnek az x valtozd
szerinti derivaltjat az a helyen. Ha célszerti, akkor érdemes ezt is hasznalni.

Az utébbi jeloléshez és példdhoz meg kell még emliteniink, hogy abban az
esetben, amikor egy fliggvényt tobb valtozot tartalmazo formula ad meg, mint az
el6bbi példdnkban, akkor szokdsos a “d” betil helyett a “0” jelet (stilizdlt gorog
delta) is haszndlni, amit “gomboly(i d”-nek lehet mondani. Ezzel a jeloléssel az
el6z6 példank

O(x? +2zx — 1) , O(x? +2zx — 1)
A Test o) és A Tesr T )
ox 0z
formédban is irhaté. Ezzel a szimbolikdval a tobbvaltozos analizis sordn fogunk
djra talalkozni.

A definidlt fogalom elmélyitéséhez megoldunk négy feladatot, kozvetleniil a

meghatdrozasra tdmaszkodva.

Példa 5.1 Az x+— 22 fiiggvény derivdltjdnak a meghatdrozdsa egy = helyen.

A differenciahdnyados atalakitdsa akkor, amikor az y az x egy hidnyos kérnye-

zetébe esik:

Y3 — 23

y—x

:y2+xy+x2.
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A hatarérték szdamoldsa:

y3 — 2
lim = lim (y* + vy + 2%) = 2* + xx + 22 = 322 |
y—r Yy—xr  y—o
tehat J
3 2
—x° = 3x7,
dx
amit roviden (z3)" = 322 médon is frhatunk. O

Példa 5.2 Hatdrozzuk meg k : = +— /1 — 22 ( gy is nevezhetnénk: kor vagy
félkor) leképezésnek a derivdltjat egy tetszdleges b € (—1,1) helyen.

Nyilvanval6, hogy a k fiiggvény minden b € (—1,1) pontnak valamilyen kor-
nyezetében definidlt, ezért a kérdés értelmes. A b = 1 és b = —1 esetekben
nem mondhaté el ugyanez, mert az 1 és —1 nem belsé pontjai az értelmezési
tartomanynak. Kés6bb majd ugy altalanositjuk a derivaltfogalmat, hogy az ilyen
esetekben is lehessen derivaltrél beszélni.

A kilénbségihdnyados-fiiggvény a b helyen az

. V1—y?2 V112
y -

(y #0)

fuggvény. A szamlalét és nevezdt (\/ 1—y2+V1-— b2)—tel szorozva, és felhaszndl-

va az (u+v)(u—v) = u?—v? azonossigot, a b pont valamilyen hidnyos kornyezetébe

es6 y mellett helyes az alabbi atalakités:

VI -V1I-0 (1-y*) - (107 _
y—b - (y—b)<\/1—y2+\/1—62)_
_ Py _ (b—y)(b+y)
(y—b)(\/l—y2+\/1—b2) (y—b)(\/l—y2+\/1—b2)
. b+y
VI—y2+ Vi1

fgy pedig az adédik, hogy

R e b+y _
lim = lim | — —
y—b y—2b y=b \ /1T —92 + V102
2 b

2v1— b2 NS

tehat végiil is azt kaptuk, hogy

d b
Iy T
db 1—02
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feltéve, hogy b € (—1,1). O
Ebbél az eredménybol kiindulva mar belathatjuk azt is, hogy az érintési pont-
hoz huzott sugar meréleges az érintore.

4 — 24
3A
z — |z|
V1i—22, <0 y=1 0<z
24
1%
T T T T T T
—2 -1 0 1 2 —1 0 1

5.6. abra: Abszolut érték és egy “Osszetoldott” fiiggvény.

Példa 5.3 Az 5.6. dbra jobboldali részén az aldbbi, a [—1,1] zdrt intervallumon
értelmezett g figguényt dbrdzoltuk.

2 _
g(x)z{\/l T ha 1<x<0

1 ha 0<x<1
Hatdrozzuk meg a g fiigguény derivdltjit az x = 0 helyen.

Vegyiik észre, hogy a gorbét — szemléletesen szdlva — egy negyedkorbdl és
egy vizszintes egyenesbdl raktuk ossze (5.6. dbra). Vegyiik figyelembe azt, hogy
a fliggvény a 0-tdl balra illetve jobbra méas-mas el6irassal definialt, és nézziik a 0
helyhez tartozé differenciahdanyadost:

9(0 +h) — ¢(0) g(h)—l_{vl—hff"—1 ha —1<h<0
h h

- L1-0 ha 0<h<l1

Eszerint ha 0 < h < 1, akkor a differenciahanyados értéke nulla, ha pedig —1 <
h < 0, akkor megengedett a kovetkez6 atalakitas elvégzése:

VI—-h2—-1 (V1-h?—1)(VI—h2+1)
h a h(VI—h%+1)

(1—h?)—1 —h? —h

h(VI-h2+1) h(VI-R2+1) VI-R2+1
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Az eddigi szamoldsok eredményeinek a felhasznédlasaval azt irhatjuk, hogy a ko-
vetkezd folytonos fiiggvény a nulla egy hianyos kornyezetében megegyezik a diffe-
renciahdnyados-fiiggvénnyel:

h
0 ha 0<h<l'’

amibdl , véve ennek a h = 0 helyettesitési értékét, az adédik, hogy

lim w —=0.
h—0 h
Tehat végiil is kiszdmoltuk, hogy ¢'(0) = 0. O

Példa 5.4 Hatdrozzuk meg az x — (sin 2z + x2) fiigguény érintdiének az irdnytan-
gensét az x = 0 pontban.

A definicié szerint:

. (sin2h +h?) — (sin0+0%) . sin2h+h?
lim =lim — =
h—0 h h—0 h
sin 2h sin 2h
1 —9. 1 ' —9.1 -9 O
f (275 ) =2 i B =210

A kovetkezd egyszerii észrevétel azt mutatja, hogy a derivdlhatdsag er6sebb
(tobbet koveteld) fogalom a folytonossdg fogalmandl, mert a derivalhatsdgbol
kovetkezik a folytonossag.

Allitas 202 Ha az f fiigguény derivdlhaté egy pontban, akkor ott folytonos is.

Bizonyitas. A differenciahdnyados (5.3) alakjdval szdmolva azt kapjuk, hogy

Az Gsszeg és szorzat hatarértékére vonatkozé szdmolési szabéalyok felhasznédlasaval
a kovetkez6hoz jutunk:

lim f(y) — f(z) = lim(f(y) — f(z)) =

Yy—x Yy—xT
_ g LW @) lim(y —z) = f'(z)-0=0
Yy—x y — X Yy—x
tehét
flz) = lim f(y).
Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy az f fliggvény folytonos az x helyen. O

Az el6z6 Aallitassal ellenkezé iranyban: A folytonossdg nem implikdlja a de-
rivalhatosagot, ahogyan azt az alabbi példa mutatja.
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Példa 5.5 Vizsgdaljuk meg az x — |x| abszolitérték-figgvényt az x = 0 helyen a
derivdlhatosdg szempontjabal.

Az abszolutérték-fiiggvény differenciahdanyadosa

0+ A — 0] _ [A]

e T T
és ez 1, ha a h pozitiv, és —1, ha a h negativ, ezért a 0-ban nyilvanvaléan nincs
hatarértéke. Nézziik meg figyelmesen, milyen az abszolit érték grafikonja az x = 0
helyen (5.6. dbra). O
Legyen most az f fliggvény egy (a,b) nyilt intervallumban értelmezve. Mivel
ekkor az (a,b) nyilt intervallum minden pontjanak valamilyen kérnyezetében ér-
telmezett a fiiggvény, ezért a 201. definici6 szerint felteheté a kérdés: Létezik-
e a derivélt tetszbleges x € (a,b) helyen? Ha a vélasz igenls, akkor minden
x € (a,b) pontban létezik az f'(x) érték, ezért az © — f'(x) leképezés az (a,b)
nyilt intervallum minden pontjdban definidlt. Az elmondottak tetszéleges nyilt

halmazra érvényesek, ezért helyes a kovetkezo definicié.

Definicié 203 Ha egy f : (a,b) — R fiiggvény az O C (a,b) nyilt halmaz minden
pontjaban derivdlhato, akkor azt mondjuk, hogy az f fliggvény derivdlhato az O
halmazon, és az eszerint létezd,

e f(z), O—-R

fligguényt az [ figguény differencidlhdnyadosdnak vagy derivdltjanak (differen-
cidlhdnyados- vagy derivdltfiggvényének) nevezzik és az
daf

d
/ —_— JR—
I 1w YWY o f

jelolések valamelyikét haszndljuk.

Hangstlyozni kell, hogy az f fliggvénynek az 201. definicié szerint valamilyen x
helyen vett derivéltja egy f'(z) szdm, az el6z8 definicibban meghatarozott [’ pedig
egy fliggvény, aminek az z helyen felvett értéke az f'(x) szdm. Erre a kiilonbségre
érdemes felfigyelni.

A gyakorlatban az O nyilt halmaz rendszerint egy (a,b) (korldtos vagy kor-
latlan) nyilt intervallum. Most pedig ldssunk néhdny példét a derivéltfiiggvény
meghatarozasara.

Példa 5.6 Hatdrozzuk meg az v — 2% , R — R fiigguény derivdltjdt (derivdltfiigg-
vényét).

A jelen pont elején a bevezeté mintapélddnk éppen e fiiggvény derivaltjanak a
meghatéarozasa volt az x = 1 pontban. Az ott leirtakat az 1 helyett az x helyen
végrehajtva azt kapjuk, hogy

2 2

(22) = lim 2% = lim(y + 2) = 2z,
Yy—x y_ZC Yy—x




172 5. Differencidlszamitas

tehat az x — x2, R — R fiiggvény derivaltja az = — 2z, R — R fiiggvény. O
Példa 5.7 Az 5.2. és 5.1. példdk alapjan mondjuk meg, hogy mi az

2}, R—R és x—V1-22, (-1,1) — (0,1)
fiigguények derivdltja.

Az z — 23, R — R fliggvény derivéltja az = — 322, R — R fiiggvény. Az
x—Vv1—22, (-1,1) — R fiiggvény derivéltja pedig az
x

V1=22’

(—=1,1) — R fiiggvény. O

/@) =

Példa 5.8 Hol derivdlhatd és hol nem az x — |z|, R — Ry fliggvény?

Az 5.5 példdban mar lattuk, hogy a nulla helyen nem derivalhaté a fiiggvény,
de az dbréja alapjan (5.6. dbra) azt gondolhatjuk, hogy ezen a helyen kiviil nincs
baj. Valéban vegyiik elészor a 0 < = esetet. Ekkor a derivalt meghatarozasa
konnyt feladat:

—|z| = lim 7|y| — Izl —lim =%

=1
dx y—zr Y —T y—T Yy — T

ahol az y értéket olyan kozel véalasztottuk az x-hez, hogy az is pozitiv legyen. Ha
pedig © < 0, akkor — olyan kozel valasztva az y szamot az x-hez, hogy az is
negativ legyen — azt kapjuk, hogy

L e N ) e o DY
dx y—a Y —T y—T y—x

Ezeket osszefoglalva megéllapithatjuk, hogy az abszolitérték-fiiggvény az x = 0
hely kivételével mindeniitt derivalhato, ezért azt allithatjuk, hogy az

x|z, zeR\{0}

fiiggvény (ami az értelmezési tartomdny kiillonbozOsége miatt nem azonos az ab-
szolutérték-figgvénnyel) derivdlhatd, és a derivéltja az

s(z) = 1 ha O<z

] -1 ha x <0

fiiggvény, azaz a sgn fuggvény lesziikitése az R\ {0} halmazra. O

Némelykor sziikségiink lesz a zart intervallumon valé derivalhatésagra is. Eh-
hez el6szor is altalanositanunk kell a derivaltfogalmat, amit — felhasznalva a jobb-
és baloldali hatarérték fogalméat — konnyen megtehetiink:
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Definicié 204 Legyen az [ wvalds fligguény értelmezve az x pont egy baloldali kor-

nyezetében. Ha a
fl@+h) - f(z)
h

differenciahdnyados-fiigguénynek létezik a baloldali hatdrértéke a nulla helyen, ak-
kor az x pontban balrol derivdlhatonak mondjuk, és erre a hatdrértékre a kévetkezd
jelolések valamelyikét haszndljuk.

h+— (h <0)

dj d
AR )
Hasonléan definidlhatd az
d, d
re. T e

mddok valamelyikével jelolhetd jobboldali derivaltfogalom. Tehdt

z+h)— flx — f(x
pon o fleth) = fl@) o fly) - f@)
f*(x)_}b%f_yh/lgﬁ

A hatarértékfogalomrdl tanultak szerint, ha a baloldali és jobboldali hatarérté-
kek megegyeznek, akkor 1étezik a kozos értékkel megegyezo hatarérték. Eszerint ha
egy helyen a bal- és a jobboldali derivaltak megegyeznek, akkor ott a fiiggvénynek
létezik a derivaltja, a kozos érték. Szépen lathaté ez a tény azon a példankon,
ahol a fiiggvényt egy negyedkorbdl és egy vizszintes egyenesbol raktuk Gssze. Az
abszolutérték-fliggvény példaja is mutatja, hogy ha léteznek a bal- és jobboldali de-
rivéltak egy pontban, de kiilonb6zoek, akkor ott a fliggvény grafikonja “hegyesnek”
latszik, nem “sima”, mint a derivélhatésagi pontokban.

A 203. definicié mintajara megfogalmazhatjuk azt, hogy mit fogunk érteni egy
fliggvénynek egy zart intervallumban val6 differencidlhatésagan.

Definicié 205 Legyen f : [a,b] — R figgvény. Azt fogjuk mondani, hogy az f
figguény differencidlhatd az [a,b] zdrt intervallumon, ha

(1) az f differencidlhatd az (a,b) nydt intervallumon, és
(2) létezik az a pontban a jobboldali, a b pontban pedig a baloldali derivdltja.
Ekkor az f' : [a,b] — R derwdltfigguényt az aldbbi mddon definidljuk:
f(z) ha z € (a,b)

P ={ fi@)  ha w=a
JL(b) ha x=5b
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Példa 5.9 Legyen az f : R — R filiggvény a kévetkezdképpen definidlva:

. —2x ha <0
flz) = { 0.5z ha 0<z

Hatdrozzuk meg a bal- és jobboldali derivdltakat az x = 0 helyen.

A differenciahédnyados balrél w = ’TQh = —2, és igy a balolda-
li derivalt —2. Hasonldéan a jobboldalrdl w = % = 0.5, tehat a
jobboldali derivélt 0.5. O

Ennek az alpontnak a végére végiil is mar csak egy igen természetes definicié
maradt. Ha egy f fiiggvény [’ derivéltfiiggvénye 1étezik az x pont valamilyen
kornyezetében, akkor felvethet6 a kérdés: Az f’ fiiggvény derivalhaté-e az x pont-
ban? Hangsulyoznunk kell, hogy ez csak akkor kérdezhetd, ha az f nem csak az x
pontban, hanem annak egy egész kornyezetében derivdlhaté. Ha a feltett kérdésre
igenl6 a vélasz, akkor az f’ fliggvény x pontban vett derivdltjit az f mdsodik
derivaltjanak nevezzik, és az

2 2 " 9
@), f@@), ((Zv> f(x), ddj;g)’ ElzT;J;(x)

jelolések valamelyikét hasznéljuk.
A masodik derivalt mintajara tetszoleges n pozitiv egész szam esetében defini-
alhat6 az n-edrendi derivalt:

Definicié 206 Tegyiik fel, hogy az f fligguény az x pont valamilyen kérnyezeté-
ben (annak minden pontjdban) (n — 1)-szer derivdlhaté. Ha az f™=Y fiigguény
derivdlhato az x pontban, akkor a derivdltjat f figguény n-edik vagy n-edrendd de-
rivdltjanak nevezzik az x pontban, és a kovetkezd jelolések valamelyikét haszndljuk:

e, (£) s, Sl

Meg kell emliteniink, hogy hogy az eddigi elnevezésekkel és megallapodasokkal
Osszhangban lesz az, ha magat az f fliggvényt a O-adik derivaltnak nevezziik,
amit néha meg is tesziink. Az n-edik derivalt eléz8, teljes indukcién alapuld
definiciéjaban eszerint a megallapodéas szerint az n = 0 is lehet a kiindulé eset.

5.1.2 Erint6 és érintéapproximacio

A derivalt fogalmanak a definiciojandl az érinté “hétkoznapian elképzelt” szemlé-
letébdl indultunk ki. Nem szabad azonban azt hinniink, hogy az érinté fogalmat
valamilyen “tapasztalati tényként” ismerjiik, hiszen azt csak a derivalt birtokaban
tudjuk pontosan definialni. Ebben az alpontban az érint6fogalommal foglalkozunk,
abbdl a célbdl, hogy a differencidlhanyados tartalmi vonatkozasait elmélyitsiik.
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Definicié 207 Legyen az f fligguény derivdlhato az x pontban. Ekkor az f figguény
grifja (x, f(x)) pontban vett érintdjének mondjuk azt az egyenest, amely

(1) dtmegy az (x, f(x)) ponton, és
(2) az irdnytangense az f'(x) differencidlhdnyados.

Ezekutdn mar egzaktnak tekinthetjiik az érinté fogalmat, és konnyen fel is
irhatjuk a szobanforgé érintéegyenes egyenletét. Ezt az egyszerii, de fontos tényt
allitasban is rogzitjik.

Allitas 208 Ha az f figuény derivdlhatd az a pontban, akkor az f leképezés grifjdt
az (a, f(a)) pontban érintd egyenes egyenlete:

y—fla) = f(a)- (z —a).

Bizonyitds. Mint tudjuk, az f’(a) irdnytangens(i egyenes egyenletének az dltaldnos
alakja
y=f(a)z +0,

és mivel az egyenesnek &t kell mennie az (a, f(a)) ponton, ezért

f(a) = f'(a)a+b.

A két utébbi egyenldséget kivonva egymasbdl, a b kiesik, és

y = fla) = f(a)(z - a),

ahogyan allitottuk. O

Az érint6 fogalméval kapcsolatban szemléletesen helyes az a felfogas, hogy az
érinté egy olyan egyenes, amelyik az érintési pontban “hozzasimul” a gorbéhez.
Most tovabb vizsgaljuk ezt a “simulést”.

Az érint6 nemcsak hogy megegyezik a gorbével az érintési pontban, hanem
az érintési pont kozelében eléggé jol “approximaélja”, kozeliti is a gorbét. Vegytik
példaul az el6z6 pont elején vizsgalt 2 +— 2% paraboldt. Ennek az (1,1) pontban az
érint&je az el6z6 tétel szerint az y—1 = 2(x—1) egyenes, ami rendezve y = 2z—1.
Szamoljuk ki néhany pontban az érintonek és a parabolanak az y koordinatéjat az
1 ponthoz kozel:

[ 2 09 J099 [0999 [1]1001 [1.01 [1.1 |

2z —1 || 0.8 | 0.98 0.998 1| 1.002 1.02 1.2
x? 0.81 | 0.9801 | 0.99801 | 1 | 1.0021 | 1.0201 | 1.21

Elvarasunknak megfeleléen megallapfthatjuk, hogy az z +— 22 és x — (22 — 1)

fliggvény az 1 pont kozelében eléggé nagy pontossiggal megegyeznek. Fz pedig
nagy szerencsének mondhat6, hiszen a linedris fliggvény — jelen esetben a (2x —1)
— szamoldsa lényegesen egyszeriibb, mint a négyzetre emelés, nem is beszélve
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az ennél bonyolultabb leképezésekrol. Az itt vézolt észrevételt pontositjuk a
tovabbiakban.

Most részletesen megvizsgaljuk az x pontban derivalhaté f fliggvény differen-
ciahanyadosanak a viselkedését az x egy kornyezetében. Parhuzamosan — konkrét
példaként — az f(x) = 2 fiiggvényre (amit a fentiekben is hasznaltunk példaként)
vonatkozo megfelel6 formulakat, szdmoldsi eredményeket zardjelbe irjuk az dltala-
nos eset ala.

Ha az f fiiggvény differencialhaté az a pontban, akkor a nulla valamilyen
hidnyos kornyezetében az aldbbi médon definidlt r fiiggvény

r(h) = —=—————=—f'(a) (5.5)

nulldhoz tart, ha a h-val tartunk a nulldhoz. Ennek az atrendezésével az
fla+h) = f(a)+ f'(a)h+ hr(h) (5.6)

((a+h)?* = a® + 2ah + hr(h) = a® + 2ah + h?)

eldallitast kaptuk az f(a + h)—ra,{ azaz az f fiuggvénynek az x pont egy hidnyos
kornyezetében felvett értékeire. Erdemes felirni a (5.6) formét abban az esetben
is, ha a differenciahdnyadosnak (5.5) helyett az

f@) - (@ -

Tr—a

alakjaval dolgozunk. Mivel ezen utobbi esetben z = a + h azaz h = x — a, ezért
az (5.6) formanak megfelelé alak:

f@@) = f(a)+ f'(a)(z —a) + (x — a) - r(z —a) (5.8)

(2? =a*+2a(z —a)+ (z—a) -r(z—a) =a® +2(z —a) + (z — a)?).

Ha szemiigyre vessziik a 208. allitasban szerepld érintGegyenesnek az egyen-
letét, akkor észrevehetjiik, hogy a (5.8) egyenlet jobboldaldn éppen az

y=f(a)+ f'(a)(z - a)
(y = a® + 2a(z — a))

érintbegyenesnek a fliggvényértéke és még az

(x—a) -r(x—a)
((as—a)-r(sc—a):(sc—a)2)

— mondjuk igy: hibatag — szerepel.
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Ha a parabola esetében nézziik a hibatagot, akkor azt lathatjuk, hogy az h? =
(x — a)?, és igy megallapithatjuk, hogy “kicsi”, ha a h kicsi, mégpedig a h-ndl is
“lényegesen” kisebb, hiszen annak a négyzete. Egészitsik ki az el6z6 tablazatot
szemléltetésképpen az itt kapott h? = (z — a)? hibatag kiszdmolasdval az a = 1
hely koriil, ami szépen illusztralja a magyarazatunkat:

[z 09 099 [0999 [1]1001 [1.01 [11 |

h=z—-1 | -0.1 | -0.01 | -0.001 0 | 0.001 0.01 |01
(r—1)2 0.01 | 0.001 | 0.00001 | O | 0.00001 | 1.001 | 0.01

Térjiink most vissza az (5.7) és (5.8) alakokhoz. Az el6z6 meggondoldst Gssze-
foglalva: A h — f(a+ h) illetve az x — f(x) a 0 illetve az a pont egy hidnyos
kornyezetében az

fla+h) = f(a)+ f'(a)h + hr(h) (5.9)

illetve az
f() = fla) + f'(a)(z — a) + (z — a)r(z — a) . (5.10)

alakba irhaté, ahol a h — r(h) illetve z — r(z — a) hibatagok nulldhoz tartanak,
ha a h nulldhoz illetve ha az x az a-hoz tart. Emiatt a hr(h) hibatag olyan erésen
tart a nulldhoz, hogy még a szintén nulldhoz tart6 h-val osztva is nulldhoz tart. fgy
az (f(a)+ f'(a)h) linedris fliggvény valéban jol kozeliti az f(a+ h) fliggvénynek az
értékeit, ha a h eléggé kicsi. Végiil is szemléletesen szélva ezt mondhatjuk: Az a
pontban derivalhaté fiiggvény kozelitoleg egyenes (linedris) az a pont valamilyen
kornyezetében. Mas szavakkal:

A derivdlhatésagi pontndl a fiigguény “lokdlisan egyenes”.
Maés szohasznélattal: “kicsiben linedris”.

A felvetett gondolat pontos megfogalmazasahoz sziikség lesz egy 1j fogalomra,
amit a kovetkezd definiciéban vezetiink be.

Definicié 209 Ha a g valos leképezés értelmezve van a nulla egy kornyezetében és

lim M

h—0 h =0

és
9(0) =0,

akkor azt mondjuk, hogy a g leképezés erdsebben tart a nulldhoz, mint a h — h
(roviden: h) leképezés. Az ilyen g leképezéseket o(h) — olvasva: kis ordé h —
maodon fogjuk jelélni, és azt is szokds mondani, hogy a g fliggvény kis ordo h
(kisrendd h).

Ez a definici6 igen szemléletes széhasznalatot fogalmaz meg. Tartalménak a
megértéséhez még egy kis magyarazat: Ha a g(h)/|h| leképezést t(h)-val jeloljik,
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akkor atrendezve azt kapjuk, hogy g(h) = |h|t(h), ahol a definicié szerint a t(h)
fiiggvény a nulldhoz tart, ha a h tart a nullahoz. Ez azt jelenti, hogy a g fiiggvény
— a h nulldhoz tartasaval — “sebesebben” tart a nulldhoz, mint maga a h érték,
hiszen még a nulldhoz tarté abszolutérték-fliggvénnyel is meg van szorozva.

A “kis ordd” elnevezés arra kivan utalni, hogy az o(h) fliggvény a nullandl
“nagysagrendileg” vagy “lényegesen” kisebb, mint a h. A definiciébdl vildgos,
hogy ez a “kicsiség” limeszben értendo.

Most pedig a kezdeti részletes bevezeté magyarazat utan pontosan megfogal-
mazzuk az “érintéapproximécié” (érintékozelités) tételét, és ezzel nemcsak a fen-
tiekben vazolt “kicsiben linedris” gondolatot tessziik precizzé, hanem a derivalt-
fogalomnak is egy 1j szemléletet, tartalmat adunk.

Allitas 210 (Erint8approximécié-tétel.) Az a € R szdm valamilyen kérnyezeté-
ben értelmezett f valds fligguény pontosan akkor differencidlhaté az a pontban, ha
van olyan o szdm, hogy a nulla egy kornyezetében

fla+h) — f(a) = ah + o(h),
vagy
f(x) = fla) = a-(x —a) +o(z —a),
és ekkor az o szdm megegyezik az [ figguénynek az a pontban wvett f'(a) de-
rivdltjdval, azaz
fla+h) = f(a) = f'(a)h +o(h),
illetve

f@) = fla) = f'(a) - (x — a) + o(z — a).

Bizonyitas. Az f fiiggvény x helyen vett differenciahdanyadosa pontosan akkor tart
az f'(x) differencidlhdnyadoshoz, ha a

flz+h) - f(z)
h

fl@+h) - flz) —hf'(x)

h
~ h

G

leképezés a nullahoz tart a h nulldhoz tartdsa mellett, amit dgy is mondhatunk,
hogy a leképezést megadé tort szamlaléja h-val osztva nullahoz tart, és a nullaban
nulla.

Ez pedig az el6z6 definiciéban bevezetett kis ordé terminolégidaval pontosan azt
jelenti, hogy a kifejezés baloldalanak az

fl@+h) = fz) = hf'(z)

szamléldja kis ordd h fiiggvény, azaz formalisan
fl@+h) = f(x) = hf'(x) = o(h)

amit atrendezve éppen a tétel egyenloségéhez jutunk. O
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A tétel egyszerti bizonyitasa ellenére azért adtunk neki kiilon nevet, mert
rendkivil fontos jellemzését adja a derivalhatdsdgnak és a derivaltnak. Ennek
a karakterizaciénak nagyon fontos elényei vannak, amit majd a tobbvaltozds ana-
lizisnél fogunk tapasztalni, ahol a derivaltfogalomnak ezt az értelmezését tudjuk
tovabbvinni.

Végezetiil lassunk még egy olyan feladatot, ami egy nagyon szemléletes geo-
metriai észrevételt bizonyit.

Példa 5.10 Mutassuk meg, hogy a parabola grifja tetszéleges érintdje felett he-
lyezkedik el, ami formdlisan azzal ekvivalens, hogy tetszéleges y = mx + b érintd
esetében minden = pontra mx + b < 22 . Milyen = helyeken dll fenn egyenldség?

Az y = 22 parabola fiiggvény derivéltja az a helyen, ahogyan mér lattuk, 2a,
ezért a (a,a?) ponton atmend érinté egyenlete a 208. 4llitds szerint

y —a* = 2a(z — a),

ami rendezve y = 2ax — a® alakba frhaté. Eszerint azt kell megmutatnunk, hogy
minden z-re
2ax — a® < 2.

Ez az egyenl6tlenség azonban pontosan akkor all fenn, ha az
2? —2ax +a® = (x —a)*> >0

egyenlGtlenség igaz, ami mindig hatarozottan pozitivan teljesiil, kivéve az x = a
érintési pontot. O

5.1.3 Sebesség

Ahogyan a bevezetésben is irtuk, a matematika egy preciz, egzakt nyelv, amiben
olyan fogalmakat alakitunk ki, amelyek alkalmasak arra, hogy segitségilikkel a
hétkoznapi életben hasznalt — inkabb csak érzett, mint tudott — fogalmak-
nak pontos “jelentést” tudjunk adni. A jelentésen persze nem érthetiink soha
mést, mint egy alkalmasan alkotott matematikai fogalomnak a jelenséghez vald
hozzdkapcsolasat. FEzzel a hozzaddlldssal lehetové valik a “valdsdg” valamilyen
értelemben vett matematikai “leirdsa”.

Mindenki a legtermészetesebb modon beszél “sebességrol” vagy “gyorsasagrol”.
Példaul a fizikdban: “ez az auté ilyen vagy olyan sebességgel megy.” Tarsadalmi
vagy gazdasagi jelenségek valtozasara: “az emberek elmaganyosoddsa sebesen ng.”
“A pénz értéke romlasanak a sebessége nagy.” Ezek a megallapitasok meglehet&sen
semmitmonddak és rosszul definidltak mindaddig, amig a “sebességrél” nincs pon-
tosabb fogalmunk.

Meglehetsen meglep6 az, hogy ennek a hétkoznapi “sebesség”-fogalomnak
csak a differencialhdanyados fogalmanak a felhasznaldsaval tudunk pontos értelmet
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adni. Meg kell emliteni, hogy torténetileg ez a probléma volt a derivaltfogalom
felfedezésének a legfontosabb 6sztonzdje, mondhatni 1étrehozéja.

Kezdjik egy fizikai példaval. Tegyiik fel, hogy egy anyagi pont indul el az
origbdl az x tengely pozitiv irdnyaba és ¢ nagysdgi id6 alatt s(t) utat tesz meg.
Hogyan tudnéank a pont mozgdsanak a “sebességét” megragadni? Csak az id6t és a
megtett utak hosszat tudjuk mérni. Kézenfekvo, hogy elOszor egy atlagos sebesség
meghatarozasaval probalkozunk:

atlagsebesség = (5.11)
A tés (t+ h) idépontok kézott megtett it s(t 4 h) — s(t)
Az 1t megtételéhez sziikséges idétartam h '

Az igy szamolt atlagsebesség nyilvanvaldan erésen fiigg a valasztott h idGtar-
tamtél, és ha a h értéke nagy, akkor nem jellemzi jél a mozgédsnak a t idépontban
valé viselkedését.

Példaul: Ha éppen megélltunk az autdval és vessziik az utolsé negyedérara
vonatkozo atlagsebességet, akkor az esetleg nagy pozitiv érték lehet, holott méar
allunk, tehat a sebességiinket jogosan nullanak tartanank. Az atlagsebesség annal
jobban jellemz6 a szébanforgd t idépontra, minél kisebb a h idétartam értéke,
ezért természetes a kovetkezo definicio.

Definicié 211 Ha egy f valds figguény derivdlhatd egy x pontban, akkor az f'(x)
derwadltat az [ fligguény x pontban wvett sebességének is fogjuk nevezni. Ha az
f:(a,b) — R figguénynek van f’: (a,b) — R derivdltja, akkor azt az [ figguény
sebességének (sebességfiggvényének) is nevezziik.

Vegyiik észre, hogy ez a definicié semmi mast nem mond, csak azt, hogy a
differencidlhdanyadost (derivéltat) némelykor sebességnek is nevezhetjiik. Ha egy
fiiggvény valami olyan folyamatot ir le, aminek a ”sebessége“ lényeges tartalmat
hordoz a szamunkra, akkor célszeri ez a szdészaporitds.

Nem szabad elfelejtentink, hogy a sebesség a fiiggvény ” megvaltozasara jellem-
z6“ valami (azért nem névekedést irtunk, mert cs6kkend is lehet a valtozas), de az
a széhaszndlat is elfogadhatd, hogy az "anyagi pont mozgdsanak a sebességérol
beszéliink, mert emo6gott az van, hogy a ”mozgas“ voltaképpen az azt leir6 ”fliigg-
vénnyel “ azonositott.

A tovébbi példdkban maés, a kozgazdasagtanban hasznalatos néhdny elneve-
zéssel is talalkozunk. Ezeknek a lényegi tartalma is csak az itt taglalt sebesség-
koncepcié, de az elnevezések — a tartalomhoz illeszkedve — kiilonbozoek.

Tovabb novelhetjiik a derivaltnak és a fiiggvény altal leirt valtozéas ”sebességé-
nek“ a kapcsolatat, ha az érintéapproximacio tételét nézziik. Az

f(@+h) = f(x) = f'(x)h+o(h)

egyenldségbdl azt olvashatjuk ki, hogy a fiiggvény f(z+ h)— f(z) megviltozésa az
x pont megfelel§ kornyezetében kizel ardnyos az f'(x) derivalttal, hiszen a o(h)
hibatag megfelel6en kicsi.
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Mas szavakkal: Az x pontndl az argumentum egységnyi megvaltozasa mellett
hozzavetblegesen f'(x) “egységnyi” a flggvény véltozdsa. Ezek alapjan jogos azt
mondani, hogy az f'(x) érték az f fliggvény vagy a fuggvény dltal leirt folyamat
sebessége az x helyen, hiszen kozel ezzel aranyosan valtozik.

Ha egy szaktudomany hagyomaéanyai vagy érdekei gy kivanjék, akkor egyéb
neveket is adnak a sebességnek. A kozgazdasigtudoméanyban példaul gyakori a
“hatdr-" (marginal) elnevezés. Nem szabad azonban elfelejtentink, hogy ezek csak
a szaktudomény nyelvének a tartalomhoz val6 jobb illeszkedésére vagy a nyelv
élénkitésére szolgédlnak, és csak a derivalt (differencidlhdnyados) sz6 szinoniméi.

5.1.4 Relativ sebesség, elaszticitas

A sebességfogalommal kapcsolatban egy lényeges észrevételt kell tenniink. A
sebesség az (5.11) alatt bevezetett

As s(t+h) — s(t) (5.12)
At (t+h)—t

dtlagsebességnek a hatdrértéke a h = 0 helyen. Ha az s(t) utat mondjuk méterben,
az id6t pedig méasodpercben (secundum) mérjiik, akkor a 5.12 atlagsebesség mér-
tékegysége a két mértékegység hdnyadosa: m/sec. Ennek megfeleléen az s'(t)
sebesség mértékegysége is m/sec. Ha méter helyett centiméterre tériink at, akkor
az 5.12 szamlaldja szdzszorosdra né, és ennek megfeleléen szazszoros lesz a sebes-
séget add szdm is, ami nem zavard, mert az ennek megfelel§ cm/sec mértékegység
egyértelmiivé teszi a szam tartalmat.

Ha az s fiiggvényt dbrazolnank, akkor ez el6z6 mértékegység-valtozas azzal jar,
hogy “meredekebb” lesz a graf akkor, ha az y tengelyen a méterrdl a centiméterre
tériink at, pedig az s fliggvényilink bizonyos értelemben azonos. A mértékegységek
megvilasztdsa nyilvanvaléan nem befolyésolja a fizikai jelenség lényegét, és a fizikai
mértékegységrendszer kovetkezetes hasznalata mindig pontos informaciot ad.

A kozgazdasidgtan természetesen atveszi a fizikai és egyéb mértékegységeket,
amikor példdaul a termelt anyag mennyiségérél van szd. Specifikusan koézgazdasigi
mértékegységek azonban nemigen mondhaték. Ezt elvileg is nehéz lenne elképzelni,
hiszen milyen egységben tudnank mérni példaul a hasznossagot, vagy milyen egy-
séges pénzegység lenne elfogadhatd, amikor nem is 1étezik szilard, mozdulatlan
egység az értékelésre? A probléma egyik megolddsi lehetdségét jelenti a kovetke-
zOkben bevezetésre keriil6 fogalom.

Ha egy fiiggvénynek az értékei valamilyen mértékegységben értenddk, és ugy
szeretnénk az x helyen vett megvaltozdsat mérni, hogy az ne fiiggjon a mér-
tékegységtdl, a differenciahdnyados (dtlagsebesség) helyett mds hdnyadost kell
bevezetniink. Az x fliggetlen valtozé relativ megvaltozasa az x helyen

Az . (x+h) -

)

x x
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a fliggvény relativ megvaltozdsa pedig

Af . f@+h) - fl)
f(=) f(z)
Ezeknek a hanyadosoknak a felirdsandl persze fel kell tételezniink, hogy = # 0 és

f(x) # 0. Ezek a relativ szamok persze fliggetlenek az x és f(r) mennyiségekre
hasznalt mértékegységek megvalasztasatol. Ezeknek a relativ megvéltozasoknak a

Af flath)—f(x)

flz) _ f(z)
h— J vl perw s e (5.13)
z x

hanyadosat relativ differenciahdnyadosnak (relativ dtlagsebességnek) nevezhetjiik.
A relativ differenciahdnyados egyszeriibb alakra is hozhato:

Af fa+h)—f(2)

@ _ - jw oz flzt+h) - f(=)
Sz b f(x) h '

Ha az x # 0 és f(x) # 0 feltételek teljesiilnek, és az f fiiggvény derivalhatd
az z helyen, akkor azonnal meg is hatarozhatjuk a relativ differenciahdanyados
hatarértékét:

lim % = lim i f(x+h) _ f(x) =
h—0 Az 0 f(x) h

_x . fle4+h)— f(x) x
@A i @

Az el6z6 meggondolasok eredményére tamaszkodva egy 14j elnevezést vezetiink be:

Definicié 212 Legyen az f fiigguény az x # 0 pont egqy kirnyezetében definidlva
és f(x) # 0. Ha az f figgvény derivdlhatd az x helyen, akkor az (5.13) relativ
differenciahdnyadosnak a h = 0 helyen vett hatdrértékét az f fligguény = helyen
vett elaszticitdsdnak (rugalmassdganak) nevezzik. Ennek értéke

T

f()

Példa 5.11 Kereslet-elaszticitds (elasticity of demand)

f'(=).

Valamilyen adottj6szag esetében jeldlje d(p) azt, hogy p egységar mellett mekkora
a széban forgd jészagra vonatkozé kereslet (keresett mennyiség). A d keresleti
fliggvény

elaszticitdséat a kereslet elaszticitdsdnak (rugalmassdgdnak) szokdsos nevezni.
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Ez a méroszam azt mutatja, hogy kis arvaltozasok mellett hogyan valtozik —
a joszag mennyiségének a mérésére és az ar mérésére szolgdloé egységek megva-
lasztdsatodl fliggetleniil — a jészagra vonatkozd kereslet (szdzalékos valtozas). Azt
példaul sejthetjiik, hogy a kereslet elaszticitasa tobbnyire negativ, hiszen nagyobb
ar mellett altalaban csokken a piaci kereslet. O

Példa 5.12 Vizsgdljuk meg az x — 3 (z > 0) hatvdnyfiigguény elaszticitdsdt, és
nézzik meg, hogy az v — (ax +b), a,b > 0 linedris figguénynek milyen hatdrok
kézott valtozik az elaszticitdsa.

A példaban szerepld fiiggvények derivaltjait kiillonbozé példakban mar kiszé-
moltuk. Nézziik elészor az x — 2 fiiggvény elaszticitdsat, felhasznélva, hogy a
derivéltja x +— 3z2.

Az elaszticitas formuldja szerint

tehét az elaszticitds pontosan a fokszamot adja. (Gondoljuk végig ugyanezt &lta-
laban az x +— ™ hatvényfiiggvényre!)
Most pedig nézziik a linedris fiiggvényt: ennek derivaltja a, ezért az elasztici-

tésa
ax

ar +b’

ami a kovetkezOképpen alakithato:

axr ax—l—b—b_l b

axr+b  ar+b Car+b

Mivel az b/(ax 4+ b) az x = 0 helyen 1, ugyanakkor a végtelenben a limesze 0, ezért
a 0 kozelében az elaszticitas kozel nulla, a végtelenben pedig monoton névekedve
tart az egyhez. O

5.2 Differencialas, kalkulus

Ebben a pontban a differencialhanyados kiszamitasara szolgalé rendszert, egy tun.
“kalkulust” alakitunk ki. Voltaképpen innen ered az, hogy a bevezetd analizist
targyald konyveket “differencidlszamitas” néven is szoktak emlegetni.

5.2.1 Formalis szabalyok

A kovetkez6 tételben felsoroljuk az Osszes formalis szabalyt.

Allitas 213 (A differencidlds formalis szabalyai)
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1. Legyen az f derivdlhato az x pontban €s az « tetszéleges valos szdm. Ekkor
az af fiugguény is derivdlhato az x pontban, és

(af)'(x) = af'(x).

2. Legyen az [ és g figguény differencidlhato az x pontban. Ekkor az (f + g)
fiigguény is differencidlhatd az x pontban, és

(f+9)(2) = f(2)+d ().

3. Legyen az f és g differencidlhaté az x pontban. FEkkor az fg fiigguény is
derivalhatdé az x pontban, és

(f9)'(x) = f'(x)g(x) + f(x)g' ().

4. Ha az f és g fiuggvények derivdlhatéak az x pontban és g(x) # 0, akkor az
f/g hdnyadosfiiggvény is derivdlhatd az x pontban, és

1 ) P - f@)e@)
(9) (@) G@OPr

5. Legyen az f fligguény derivdlhato az x pontban, a g fligguény pedig derivdlhatd
az f(x) pontban. Ekkor az g o f kompozicio- (kozvetett) figguény is de-
rivalhaté az x pontban, és

(gof)(x) =g'(f(x)- f'(x).

6. Tegyik fel, hogy

(a) az f figgvény derivdlhatd az x pontban,
(b) f'(x) #0,
(¢) az f szigorian monoton és folytonos az x pont egy kérnyezetében és

(d) az £~ inverz fiigguény folytonos az f(x) pontban.
Ekkor az f=1 inverz fiiggvény derivdlhaté az f(x) pontban, és

1
)

Bizonyitds. A bizonyitasok altalanos vazlata: Vessziik a megfelel§ kiillonbségi ha-
nyadost és alkalmas algebrai rendezéssel olyan alakra hozzuk, amelybdl hatar-
atmenettel mar adédik a szébanforgd szabaly.

1. Szédmszoros derivélasi szabalya. Az af fiiggvény differenciahdnyadosa az x
helyen

(f~ (f(@)

af(@+h)—af(x)  fle+h)—f(z)

h @ h



5.2. Differencidlds, kalkulus 185

moédon {rhatd, amibél — mivel egy fiiggvény szamszorosanak a limesze a limesz
szdmszorosa — azonnal kapjuk, hogy a jobboldal limesze a h = 0 helyen af’(x).
Emiatt a baloldalnak is van limesze, ami a definicié szerint (af)’(z).

2. Osszeg derivaldsa. Véve az (f + g) leképezés differenciahdnyadosat, egyszerti
atalakitassal adédik, hogy

(flz+h)+9(@+h) - (fz)+9(x) _
h

_flat+h) = fl)  gle+h) —g(x)
= + ;

h h
amibdl, mivel 6sszeg hatarértéke az 6sszeadanddk hatarértékeinek az 6sszege, azon-
nal kapjuk, hogy a jobboldal hatdrértéke az f'(x) + ¢'(z), és igy a baloldalnak is
van hatdrértéke, ami a definicié szerint (f + g)’(z).
3. Szorzat derivéltja. A kiindulds itt is az, hogy az fg leképezés differenciahé-

be:
flx+h)gla+h) - flz)g(x) _
h
_ flethgle+h) - flz+h)g() + f(z+ h)gx) — fe)g(z) _
h
_ f(x+h)g(x+h})l—g(x) +g(x)f(x+h]z_ fla)

A jobboldalon az f(x + h) limesze h — 0 mellett f(z), mivel az f fiiggvény
derivélhato, tehét folytonos is az  helyen (202. &llitds). Alkalmazva a hatérérték
formélis tulajdonsdgait, az adédik, hogy a jobboldal limesze f(x)g’(z)+ f'(z)g(x),
ami megegyezik a baloldal — emiatt 1étez6 — limeszével, ami a definici6é szerint
(f9) (@),

4. Tort derivaltja. Elészor beldtjuk, hogy az 1/g leképezés derivalhat6 az x helyen

es () 0--43

Mivel a derivalhatGsag miatt a g folytonos az z-ben (202. allitds) és g(x) # 0, ezért
g(z + h) nem nulla, ha a h eléggé kicsi. Ennek a szem el6tt tartdsdval minden

eléggé kicsi h mellett felirhatjuk az 1/¢ differenciahdnyadosét, és megengedett az
alabbi atalakités:

(1/g)(z +h) — (1/g)(x) 1< 1 1 )_
g(

h T h\glz+h) glx)
_g@)—gl+h) g@)—gl@+h) 1
hg(x + h)g(z) h g(x +h)g(x)

A jobboldal limesze a hatarérték formalis szabdlyai szerint szamolva —g'(x)/g?(x),
ezért a baloldalnak is létezik a limesze, ami a definici6 szerint (1/g)'(x).
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Rétérve a hanyados derivalasi szabalyanak a bizonyitasara, a szorzat differ-
encidldsdra mar igazolt szabdly és (5.14) felhaszndldsdval azt kapjuk, hogy

(Jgt)/ (z) = f/(x)é(»’ﬂ) + f(x) <;>, (z) =

_S@) 06 P — S @)
= 1@ ) 2 (@) |

9(x)
5. Kozvetett fliggvény derivaldsa. Legyenek f és g valds véltozos valds értékil
fiiggvények, tovabba f legyen derivalhaté az x € R pontban és g derivilhatd
f(z)-ben. Megmutatjuk, hogy a g o f fiiggvény is derivdlhaté z-ben és

(gof)(x) =g (f(z)- f'(x).

A feltételek alapjan léteznek olyan p és r a 0 egy kornyezetében értelmezett és
a 0-ban kisrendii fiiggvények, hogy barmely, a mondott kérnyezetbeli u-ra és v-re

fletu) = f(z) = f'(z) utp(u)

illetve
9(f(x) +v) = g(f(x)) = g'(f(2)) - v +7(v).

fgy az f x-beli folytonossidga miatt a O-nak egy 1j alkalmas kornyezetébe esé u
értékekre v = f(x + u) — f(x) vélasztdssal v-re a fentiek teljesiilnek, tovdbbda
flz+u) = f(x) + v, ezért

(go f)lx+u)—(go f)(x) =g(f(z) +v) —g(f(z)) =
=g (f(@)-v+r) =g (f@) (fz+u) = f(z) +r(flz+u) - f(z)) =
=g (f(2)) - (f'(z) - u+p(u) +r(f(z+u) - f(z)) =
=g'(f(@) () utg'(f(@) pu) +r(f@+u) = f(2)).

Tekintsiik a 0-nak a fenti mondott kornyezetében az alabbi mdédon megadott S
fliggvényt:
S(u) =g'(f(z)) - plw) +r(f(z +u) — f(z)).

Ekkor nyilvan az illeté kornyezetben

(go Nz +u)= (g0 f)(z) =g (f(x) - f'(x) - u+ S(u).

Ezek szerint a tétel bizonyitasahoz elegendé megmutatnunk, hogy az S fliggvény
kisrendii a 0-ban.

Mivel p kisrend{i, ezért egy szdmszorosa is az (ami az S definicidjdban szerepld
elsd tag), tehat elegendé megmutatnunk, hogy az u +— r(f(z+u) — f(x)) leképezés
kisrendii a 0-ban. Nyilvan a 0-beli értéke 0.
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Az r kisrend{isége miatt 7(0) = 0 és

lim @

= 07
y—0 y

ami a hatarérték definicigja alapjan azt jelenti, hogy van olyan ¢ fliggvény, mely
folytonos a 0-ban és ¢(0) = 0, tovdbbd a 0 egy kornyezetében minden y-ra

r(y) =y - q(y).
Ezért u # 0 esetén
M+ 0) — (@) = (Flo+ ) — 1) alf @ +0) — F(z) =
= (F/(2) - u+ p(w) - a(F (o + ) — F()) =
= (@) + ) g+ ) - 1),
et - @)

u

= (7@ + ) (et ) - s,

ami u — 0 esetén tart a 0-hoz, hiszen az u — f(z + u) — f(z) leképezés és a ¢

fliggvény folytonos a 0-ban, tehat a kompoziciéjuk is folytonos, tovabba @ tart
a 0-hoz. Ezzel megmutattuk, hogy a u — r(f(x +u) — f(z)) leképezés kisrendii a
0-ban. Ezért S is kisrendii, és éppen ezt akartuk igazolni.

6. Az inverz fliggvény derivédldsa. A feltevések miatt van az z-nek egy B(x,r1)
kornyezete, melynek f-képe tartalmazza az f(x)-nek egy B(f(z),r2) kornyezetét.
Legyen a h a tovabbiakban olyan kicsi, hogy

f(@) +h e B(f(x),rs).

Ekkor egyértelmiien van olyan y € B(z,r), hogy f(z) +h = f(y). Igy az f~!
fiiggvény f(x) pontbeli differenciahdnyadosa a kovetkez8képpen alakithaté:

SHE@ AR @) ) 1T W)
h h
_y-e 1
“ )@ - Tadm (5.15)

Yy—x

Az utolsé 1épésben haszndltuk ki azt, hogy f/(z) # 0 miatt az f z-beli differ-
enciahdnyadosa sem nulla, ha az |y — x| eléggé kicsi, ezért {rhatjuk nevezébe. A
feltételezés szerint az f~! folytonos az f(z)-ben, ezért az y = f~1(f(x) + h) érték
tart az f~'(f(z)) = x szémhoz, ha a h tart a 0-hoz. Igy a 5.15 egyenlétlenség
jobboldala tart az 1/f'(x) szdmhoz, az emiatt konvergens baloldal pedig definici6
szerint tart az (f~1)(f(z))-hez. m)



188 5. Differencidlszamitds

5.2.2 Specidlis fiiggvények differencialasa

Gondolatmenetiink szerint most az kovetkezik, hogy meghatarozzuk azoknak a
fliggvényeknek a derivéltjait, amelyekbol — mint alapelemekbdl, a formalis szabé-
lyok segitségével — a vizsgalataink targyat képezo fliggvényeket el6 tudjuk allitani.
A derivalasi szabdlyokat azonban — praktikus szempontok miatt — a fiiggvények
bovebb korére készitjiik el, de ezzel persze csak azt érhetjiik el, hogy bizonyos
fontos figgvényeknél nem kell mindig az emlitett négy alapfiiggvényhez vissza-
menniink.

Allitas 214 (Specidlis fiiggvények derivaltjai)

1. Azx v+ ¢ (c € R adott) konstans figguény derivdltja minden x € R pontban
nulla.

2. Az x — z™ (1 < n egész) hatvdnyfigguény az R minden x pontjiban de-
rivdlhaté és derivdltja nx™ 1.

Az z — z" (n < —1 egész) hatvdnyfigguény az R minden x # 0 pontjdban
derivdlhatd, és a derivdltja nx™ .

3. A sin és cos trigonometrikus fiigguények minden x € R pontban derivdlhatd-
ak, és
! 3 .
sin"z =cosz és cos’xz = —sinz.

4. A tangensfiigguény az értelmezési tartomdnya minden pontjdban derivdlhatd,
és ekkor

tan’ z = ——.
cos? x

5. A trigonometrikus fliggvények inverzeinek az x helyen vett derivdltjai:

1

1—"_7:1;2, ha IER

arctan’ x =

. 1
arcsin’ x = Vil ha |z| < 1.
—z

Bizonyitas. (1) : A konstans fiiggvény esetében a kiilonbségi hanyados nulla.

(2): Legyen elészor n pozitiv. Az allitdst n-re vonatkozé teljes indukciéval iga-
zoljuk a szorzatfliiggvény derivalasi szabalya alapjan. n = 1l-re az &llitas ismert.
Most tegyiik fel, hogy n-re igaz, azaz hogy az x +— z™ fiiggvény derivaltja az
x—n -z ! fiiggvény, és lissuk be az allitdst n + 1-re:

(a:n+1)/ — (xxn)/ — I/-l‘n +o- (l‘n)/ —

=1l-2"+z-n-2"t'=mn+1) 2"
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Ha n negativ, akkor a fentiek és a hanyadosfliiggvény derivélasi szabalya alapjan
azonnal lathaté az allités.
(3): Ismert trigonometrikus azonossig alapjan

lim sin(z + h) — sinx — lim 2COS(2I;_h) Sin(%) _
h—0 h h—0 h
h sin(Z
= lim cos( Tt ) - lim }52):cosx-1.
h—0 2 h—0 3

Az utolsé lépésben a mar bebizonyitott 2% — 1 (h — 0) hatérértéket és a
koszinuszfiiggvény folytonossagat hasznaltuk.
A cos fliggvény derivaltjanak a meghatarozasihoz a

(3 -2)

cosr =sin|— —x
2
azonossagot és a kozvetett fliggvény derivalasi szabdlyat hasznéljuk fel:
’ d . s ’
cos’z = —— sin(m/2 —x) =sin'(7/2 —x) - (7/2 —x) =
T
=cos(m/2 —x) - (—1) = —sinuz.

(4): A tan = 5B Gsszefiiggés alapjan, a tort derivéldsira vonatkozé szabaly alkal-

Ccos

mazasaval adodik, hogy

, d (sinx sin’ z cosz — sinz cos’ x
tan' z = — = 5 =
dx \ cosx cos? x
. . 2 )
cosxcosx —sinxz(—sinxz)  cos®x +sin“ x 1

cos? cos? ~ cos2zx’
feltéve persze, hogy cosz # 0, amit az = # (2n + 1)7 feltétel biztosit.
(5): A bizonyitasok természetesen az inverz fiiggvény derivaldsara vonatkozé for-
maélis szabdlyt hasznaljak, valamint azt, hogy a széban forgé fiiggvényeknek az
adott intervallumokon van inverziik és folytonosak (125. &llités).
Legyen el6szor y = arcsin x azaz x = siny. Ekkor a sin fliggvény derivaltjanak az
ismeretében, a sin? z + cos? z = 1 azonossag felhasznaldsaval szamolunk:

1
cosy

1

2
Y y=arcsinx

. arcsinz =
- y=arcsin x 1 —sin

1 1
= |z < 1.

\/1 — sin”(arcsin ) V1-a?
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Legyen y = arctan x azaz x = tany. Ekkor, hasonléan jarva el, mint az el6bb:

% arctanz = mb:arctanr = COS2 y|y:arctanx =
_ 1 _ 1 1
~ 1+tan®y y—arctan 1 +tan®(arctanz) 1+ 22

Ezzel az Osszes szabalyt belattuk. O

Az exponencidlis fiiggvény differencialhatésaganak vizsgalatdahoz sziikségiink
lesz a konvexitds és a differencidlhatosdg Osszefliggéseinek ismeretére, igy erre kés
Obb tértink vissza.

5.2.3 A széls6érték sziikséges feltételei

Az elézbekben mar megismertiik egy f: A — R (A C R) fiiggvény (globdlis) maxi-
muménak és minimumadnak a fogalmat; 6sszefoglal6 néven: a (globdlis) szélséérték-
(extrémum-) fogalmat. Most ezeknek a lokélis megfelel6it fogjuk bevezetni.

Definicié 215 Az f : A — R fiigguénynek lokdlis minimuma van az A halmaz egy
b pontjdban, ha

7)< f() (5.16)
a b valamilyen (A-beli) kornyezetének minden x elemére. Ha az (5.16) egyenldt-
lenség szigorian teljestil a b pont valamilyen hidnyos kornyezetében, akkor szigori
lokdlis minimumrdl beszélink. Az f(b) helyettesitési értéket a lokdlis minimum
értékének mondjuk.

Szavakban roviden: A b pontosan akkor (szigoru) lokdlis minimumbhelye az f
fiiggvénynek, ha a b valamilyen kornyezetében (szigori) globélis minimumbhelye.
Teljesen hasonlé a lokdlis maximum definicidéja. A lokdlis minimumot és maximu-
mot ko6zos néven lokdlis szélséértékeknek mondjuk.

A globélis szélséérték nyilvanvaléan lokalis is, de megforditva nem igaz. A
lokdlis szélséérték altalaban csak valamilyen kérnyezetben globalis.

A globdlis minimum nyilvédnvaléan egyetlen (ha van), de tobb helyen is felveheti
a fliggvény. Lokalis széls6érték viszont tobb is lehet kiillonb6z6 helyeken. Szigoru
minimumot csak egyetlen helyen vehet fel a fliggvény, és szigoru lokdlis minimum
esetében a minimumhely alkalmas kornyezetében csak a lokalis minimum helyén
veszi fel a minimumat a fiiggvény. Azonosak mondhaték maximum esetében.

Altalaban nem kénnyt eldénteni azt, hogy egy fiiggvénynek van-e, s ha igen,
hol van szélsGértéke.

Egy rendkiviil fontos tételt mar lattunk a szélsGértékekkel kapcsolatban: kor-
latos és zart halmazon értelmezett folytonos valés fiiggvény mindig felveszi mind
a minimumét mind a maximum&t (131. tétel).

Ez a tétel azonban csak a széls6értékek 1étezését biztositja, de nem ad maddszert
a meghatdrozasukra. A jelenlegi pont egyik f§ célja az, hogy derivalhaté fliggvé-
nyek esetén maddszert adjunk a szélséértékek kiszamitasara.
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Ha az eddig rajzolt abrainkat nézziik, akkor azt vehetjiik észre, hogy az értelme-
zési tartomany olyan belsé pontjaiban, ahol lokalis széls6érték van, az érinté par-
huzamosnak latszik az x tengellyel, azaz az iranytangense nulla. A kévetkezd igen
egyszeri tételben ezt az észrevételt fogalmazzuk meg, ami utat nyit a derivalhato
fliggvények szélsGértékeinek a meghatarozasahoz.

Allitis 216 (Széls6érték, sziikséges feltétel) Ha egy f leképezésnek lokdlis
szélséértéke van egy olyan b pontban, ahol a fiigguény derivdlhatd, akkor ott az
f/(b) derivdlt nulla.

Emlékeztetiink ré, hogy a derivéaltat csak az értelmezési tartomany bels6 pont-
jdban definidltuk, ezért a tételben szerepld b is belsd pontja az A értelmezési tar-
tomanynak.

Bizonyitas. Lassuk be az allitast a lokalis maximum esetére, a minimum esete ha-
sonléan targyalhato.

Ha a b pontban differencialhaté az f fliggvény, és a b pontban lokalis maximuma
van, akkor minden eléggé kicsi abszolutértékii h szdmra f(b+ h) < f(b), azaz
atrendezve f(b+ h)— f(b) < 0. Ebb6l az egyenlStlenséghdl pedig adddik az, hogy

fo+n) - 10

- <0, ha O0<h (5.17)

fOo+m) —0)

5 >
feltéve, hogy a h abszolit értéke eléggé kicsi (pontosan: valamilyen § pozitiv
szémra |h| < ). Ezek szerint az f fiiggvény kiilonbségi hdnyadosa a nulla kérnye-
zetében balra nemnegativ, jobbra pedig nempozitiv. Ennek a kiilonbségi hanya-
dosnak a feltevés szerint 1étezd f'(b) limesze a differencidlhdnyados.

Ezek szerint f’(b)-nek minden kdrnyezetében van nempozitiv és nemnegativ
érték is. Ezért f'(b) csak 0 lehet. O

ha  h <0, (5.18)

Példa 5.13 Van-e szélséértéke az x — 3 fiigguénynek a nulldban?

A vélasz nagyon egyszer(i: Noha a 3z2 derivélt a nulla helyen nulla, ennek
ellenére sincs szélséértéke a fiiggvénynek a nulldban. ElStte ugyanis negativ, utana
pedig pozitiv, ezért a nulla érték nem lehet sem minimum sem maximum. O

Ez az egyszeri példa nagyon fontos, mert azt mutatja, hogy még ilyen “jé
viselkedési” fiiggvény esetében sem elégséges a tétel feltétele, ezért hangsilyozni
kell: a sziikséges feltétel csak a lehet6ségét adja meg annak, hogy valahol szél-
s6érték lehessen. Csak azt mutatja meg, hogy hol kereshetjiik az extrémumokat.
Ahogyan azonban a kovetkezo példa is mutatja, ez a tétel a Weierstrass-tétellel
(131) kombindlva mér lehetéséget nyijt a szélséértékek meghatirozdsdhoz.
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Példa 5.14 Vizsgdljuk meg a

1 1
g: z—x+—, z€]
T

fiigguényt szélséértékek szempontjabdl.

Az [1/2,2] zért és korldtos intervallumon a szébanforgd fiiggvény folytonos,
ezért van maximuma és minimuma (131 tétel), igy van mit keresniink. A szél-
s6értékek helyeinek és értékeinek a meghatarozasdhoz a kovetkezoképpen jarunk
el.

1) Megnézziik a g fliggvényt az intervallum két végpontjaban: ¢(1/2) = 2.5 és
9(2) = 2.5.

2) Megvizsgéljuk a g értékeit az intervallum (1/2,2) belsejében. Ezt persze nem
tehetjiikk meg gy, hogy mindenhol kiszamoljuk. Itt segit az el6z6 tétel, ami szerint
csak az olyan x helyeket kell megnézni, ahol ¢’(z) = 0. Mivel

1
/ —

ezért a derivalt nulla helyei: x = 1 és x = —1, amelyekbdl csak az 1 esik az
értelmezési tartomdnyba. Itt megnézve a fiiggvény értékét azt kapjuk, hogy g(1) =
2.
Osszevetve az elézéekben kapott értékeket, azt taldljuk, hogy maximuma van a g
fiiggvénynek az x = 1/2 és x = 2 helyeken, ahol az értéke 2.5, és minimuma van
az x = 1 helyen, ahol az értéke 2. O
Erdemes Osszefoglalni a példaban kovetett eljarast, mert nagyon altalanos ese-
tekben hasznalhato:
Legyen az f fiiggvény derivalhaté egy (a, b) korldtos intervallumban és folyto-
nos az a és b végpontokban is. Mivel a derivalhatésaghdl kovetkezik a folytonossag,
ezért az [ az [a,b] zdrt intervallumban folytonos.

1. Eszrevessziik, hogy van maximuma is és minimuma is a figgvénynek az [a, b]
intervallumban a Weierstrass-tétel alapjan.

2. Derivaljuk az f fiiggvényt és meghatarozzuk a derivalt nullhelyeit.

3. Kiszamoljuk a fiiggvény értékeit az intervallum végpontjaiban és a derivalt
nullhelyeinél. Az igy kiszamolt értékek kozott kell keresni a maximumot és
a minimumot.

5.3 Kozépértéktételek

5.3.1 A differencidlszamitas kozépértéktétele

Mielott a jelen pont f& tételét kimondandnk, vetitsiik elére a tétel szemléletes
tartalmat (5.7. dbra). Ha egy f : [a,b] — R fliggvénynél vessziik az (a, f(a)) és
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(b, f(b)) pontokon dtmend szeldt, akkor felvethetjiik a kérdést, hogy van-e olyan
érintéje a grafnak az intervallum belsejében, amelyik parhuzamos a szelével. A
valasz igenld a kovetkezo tétel szerint.

|
|
|
|
|
|
I

%
a 13 b

5.7. dbra: A kozépérték tétel geometriai tartalma.

Allitds 217 (A derivalis kdzépértéktétele) Ha egy f : [a,b] — R leképezés de-
rivdlhato az intervallum belsejében és az a és b végpontokban is folytonos, akkor
van olyan & pont az intervallum belsejében, hogy

fb) ~ fa)

e ==9—2 (5.19)

Bizonyitas. Vegyiik a

h(z) = (f(b) = f(a))z — (b—a)f(x)

leképezést. A h fliggvény a 202. allitas alapjan folytonos az [a, b] zdrt intervallumon
és derivalhat6 az intervallum belsejében, mivel ilyen tulajdonsdgokkal rendelkezd
fiiggvények szamszorosainak Osszege.

Az intervallum végpontjaiban azonos értékeket vesz fel a h, mert

h(a) = (f(b) — f(a))a — (b—a)f(a) = af(b) — bf(a)
és
h(b) = (f(b) = f(a))b— (b—a)f(b) =af(b) — bf(a).

Ha a h fiiggvény a h(a) = h(b) dllandé értéket veszi fel az egész [a, b] interval-
lumon, akkor az intervallum belsejében allandé, és igy a derivaltja nulla.

Ha pedig a h nem allandé az egész intervallumon, akkor valahol az interval-
lumban nagyobb vagy kisebb mint a végpontokban felvett értékek. Ennélfogva a
h leképezés a 131. tétel szerint 1étez6 maximumat vagy minimumét az intervallum
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valamilyen & belsd pontjdban veszi fel, ahol a megeléz6 216. tétel szerint a h'(&)
derivélt nulla. Tehdt mindkét esetben van olyan £ € (a,b) pont, melyre

0="1'(§) = (f(b) = f(a)) = (b—a)f'(€),

amibdl

ro=10-1a

amit bizonyitani akartunk. O

A kozépértéktétel viszonylagosan mély, az egész fejezet legkézpontibb dllitasa.
A “mélység” oka elsésorban az, hogy a bizonyitds magja a mélyebben fekvo 131.
tétel.

Példa 5.15 Vegyiik az x — x2 fiigguényt, és keressiik meg a (0,0) és (a,a®) pon-
tokon dtmend szeldvel pdrhuzamos érintét a (0,a) intervallumban.

A szébanforgd szel6 iranytangense Cf:OO = a. A derivaltfiggvény pedig az
x +— 2x. Van olyan £ € (0,a), amelyre 26 = a, mégpedig a & = a/2, tehét a
szelgvel padrhuzamos érinté az intervallum a/2 felez6pontjdban érinti a gorbét. A
keresett érint6 egyenlete kénnyen fel is irhato:

y— (a/2)* = 2(a/2)(z — a/2),

amit rendezve adodik az
y=ax —a’/4

egyenes-egyenlet. Rajzoljuk fel a példa eredményét. O

5.3.2 Magasabbrendii approximaciék, Taylor-formula

Az érintéapproximécié-tételnek a targyalasakor megvizsgaltuk azt a kérdést, hogy
miként lehet egy fiiggvényt lokalisan (kicsiben) egy egyenessel, az érintével meg-
felelden kozeliteni. Ha egy f fliggvény derivalhaté egy b pontban, akkor a b pont
valamilyen kornyezetében felvett f(x) fiiggvényértékeket jol kozeliti az

y=[f(0)+ f(b)(x—b)

egyenletli egyenes abban az értelemben, hogy az eltérés kis ordé nagységrendii,
vagyis

f(x) = f(b)+ f'(b)(x — b) + o(x — b). (5.20)

Kétszer derivalhaté f fliggvény esetében a 5.20 egyenldségben a o(z — b) kis ordé
tagrol tobbet is mondhatunk.

E célbdl élesitsiik a feladatot. Feltessziik, hogy az f kétszer derivalhaté a b
pontban. Ebbdl kovetkezik, hogy van olyan kornyezete a b pontnak, ahol az f’
létezik. Csak a jobboldali felét nézve a kornyezetnek, van olyan ¢ > b szam, hogy
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az f' létezik az [b,c] zart intervallumon. Feltessziik még, hogy az f’ folytonos
ezen az intervallumon. Ezekbdl mar kovetkezik, hogy az f is folytonos a [b, ]
intervallumon, hiszen derivalhaté a végpontokban is. Legyen az = egy tetszOleges,
de rogzitett eleme az (b, ¢) intervallumnak, ahol a o(b — ) tagot kiszdmitjuk.
A o(x — b) leképezést
M- (x —b)?

alakban keressiik, ahol az M egy meghatarozand6 szam, ami feltehetOleg fiigg az
b és x szamoktdl és az [ fliggvénytdl. Eszerint egy

fa) = f(0) + f'(b)(x = b) + M(z — b)* (5.21)

formé&ju el6allitast szeretnénk talalni.

Természetesen semmi sem biztositja elore, hogy taldlunk ilyen alakt maradék-
tagot, de ha taldlunk, akkor megoldottuk a feladatot. Ez a “fogas” gyakori a
matematikdban.

Vegyiik a

9y) € f@) + F )@ —y) + Mz —y)? (5.22)

fiiggvényt, amelyik a feltevések szerint folytonos az [b, ] intervallumon, és beliil
derivélhato, ezért a kozépértéktétel szerint van olyan £ szdm az (b, x) intervallum-

ban, amelyre
g9(z) — g(b)
x—b

=g'(§)- (5.23)

Maér nincs maés feladatunk, csak ki kell szdmolnunk ebben az egyenléségben a
tagokat. (5.21) és (5.22) szerint

g(0) = f(0) + J'(b)(x = b) + M(z — 0)* = f(a),

és mivel (5.22) alapjan nyilvanvaléan g(z) = f(z), ezért a (5.23) bal oldala nulla,
és fgy ¢'(§) = 0.
A ¢ kiszdmoldsdval

g =+ 1" We—y) - fy)—2M@—y) ="y (@ —y) —2M(z —y)
adédik, amibél a ¢’(£) = 0 alapjdn azonnal kapjuk, hogy

M= @ (5.24)

Osszefoglalva az eddigieket: van olyan b < £ < x szam, amelyre

I"(€)
5 (@

fl@) = f) + f/(0)(x - )+ —b)*. (5.25)

Az el6bbi gondolatmenetet természetesen egy alkalmas [c,b], ¢ < b interval-
lumra is értelemszeriien végrehajthattuk volna. Az eredményt — maradva a b
jobboldali kérnyezetében — egy allitasban is rogzitjiik:
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Allitas 218 Legyen az f fiigguény derivdlhaté a [b,c] (b < c) intervallumon, az f’
derivdlt fiigguény folytonos [b, c]-n és differencidlhatd a (b,c) intervallumban.
Ekkor tetszbleges x € (b, c) szdmhoz van olyan & € (b, x) szdm, hogy

Fla) = £B) + PO b+ T b2

Az
x — f(b) + f'(b)(z — D)
elséfoki polinom az f figguény elséfoki (-(-rendd, linedris) Taylor-kozelitése a b

pontban.

Az eredményt kielégitonek mondhatjuk, hiszen most mar nemcsak azt tudjuk,
hogy az f fiiggvénynek a kozelitésétdl vald eltérése (z — b)-vel osztva nulldhoz
tart. hanem azt is, hogy az eltérés az (x — b) négyzetével ardnyos. Lassunk most
alkalmazéasként egy példat.

Példa 5.16 Adjuk meg a sin figgvény elsérendd kozelitését a O helyen. Milyen
pontossagi kiszdmoldsdt teszi ez lehetévé a szinuszfiiggvénynek az 0.1 helyen?

A szinuszfiiggvény els6 két derivaltja:
sin’y = cosy és sin” y = —siny,
ezért a 0-ban vett linedris kozelitésre

1 5
st = sin 0+ sin’ 0z — 0) + 5 sin’ ¢(o —0)° =0~ T’

2 )
ahol 0 < & < .
Az x = 0.1 helyen a hiba értéke igy nem nagyobb, mint
sinlozc L
2 — 200
tehat 0.1-nek sin 0.1-t61 vald eltérése kisebb, mint 6t ezred. O

Az altalanos eset vizsgalata el6tt vezessiink be néhdny elnevezést.

Definicié 219 Legyen az f fligguény n-szer derivalhatd a b pontban. A

' " (n)
To(b,) S fb) + L flb ) ! 2(!6) ! n!(b> (z —b)"

(xz —b) + (x =02+ +
n-edfokd polinomot az f figguény b pontban vett (vagy b pont kérili vagy b pontndl
lévd) n-edik (n-edfokid, n-edrend) Taylor-polinomjdnak (vagy Taylor-kiézelitésé-
nek) fogjuk mondani. Az

f(x) = Tn(b,x)

kilonbséget az n-edik Taylor-féle maradéktagnak (hibatagnak) nevezzik.
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Hasznos, ha egy fliiggvényt polinommal tudunk kozeliteni. Latni fogjuk, hogy
Taylor-polinommal, eléggé altalanos feltételek mellett j6l approximélhatéak lesz-
nek a megfeleléen sokszor differencidlhaté fiiggvények. A kozelités pontossagit a
maradéktag méri, ezért nem meglepd, hogy erre sokféle elfallitast talaltak. Mi
csak a legegyszeriibb formét targyaljuk. A 218. allitdsban az elsérend{i problémat
vizsgaltuk, most lassuk az dltalanos esetet:

Allitas 220 Legyen az f fiigguény n-szer derivdlhatd a [b,c] (b < c) intervallumon,
az ") n-ik derivdltfiigguény folytonos [b,c]-n és differencidlhatd a (b, c) interval-
lumban.

FEkkor tetszbleges © € (b,c) szdmhoz van olyan & szim a (b, z) intervallumban,
amelyre
Fr (e

(@) = Tl ) + F

(z — )" (5.26)
Hangstlyozottan fontos az az eset, amikor a b szam nulla, ekkor a kozelités

(Taylor-polinom):

f0) . f"0)

(n)
T TH R

f(0)+

A bizonyitasb6l majd latni lehet, hogy a b < ¢ feltétel nem lényeges, lehetne a
b baloldali kornyezetében is dolgozni, és ekkor persze az x is kisebb lenne a b-nél.
Bizonyitas. A bizonyitds menete pontosan megegyezik azzal, ahogyan a 218. tételt
bebizonyitottuk.
Legyen M az az x-t6l fiiggod szam, amelyre

nof@ ,
f(z) = Z f@i'(b)(m —b)' + M(x —b)"Th (5.27)
i=0 ’

A g fluggvényt a kovetkezéképpen definidljuk:

def = f(l) (y) i n
9w) = S (@ =y M@ —y)" (5.28)
i=0 ’
A ¢ figgvény derivalhaté az (b, z) intervallumban és folytonos az [b, z] zért in-
tervallumon, ezért alkalmazhaté a kozépértéktétel, miszerint van olyan £ € (b, x),

amelyre
g9(x) —g(b) d

Y —9O= W (5.29)

y=¢

A g (5.28) definici6ja és az M szdm megvélasztdsat rogzité (5.27) alapjan g(b) =
f(x), és egyszerii behelyettesitéssel g(z) = f(x). Emiatt a kozépérték-egyenléség
az egyszeri

d

g€ = @g(y) =0 (5.30)

y=¢
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egyenléséghe megy at. A kovetkezo formuléat fogjuk felhasznalni, amit a bizonyitas
végén szamitunk ki.
Fenndll a kévetkezd

d f'(y) ) ) _

1+ Bl B )
_ ") n
=Ly (5.31)

deriwdldsi formula.
Eszerint a ¢ fliggvény derivaltja
(n+1)
) =Ly )M -,

és igy (5.30) szerint az M a kovetkez6 egyenletnek tesz eleget:

fo(e n n
P g @ —g =0
amibdl adédik, hogy
(n+1)
O (5.32)
(n+1)!
amivel a tételt be is lattuk.
Most mér csak a felhaszndlt formula igazoldsa van hétra, ami egyszeril szamo-

las:
/ (n)
CZ/(f(y)+fl(!y)(w—y)Jr---Jr(nf1)!(9c—y)”> =
o+ (HPe-n -T2+
3) @

(n+1) (n)
+ <f = (y) (x y)n (fn_(i/)' (l‘ _ y)n—1> —
(n+1)
_f - ) v y)"

Azon észrevétel alapjan szamoltunk, hogy a derivalds utdn nyert Osszeg olyan,
hogy ami az elsé helyen szerepel az egyik tag derivaltjaban, az a kovetkez6 tagban
méasodik helyen szerepel negativ el6jellel, ezért csak az utolsé pozitiv eléjellel vett
tag marad meg, a tobbi az Gsszeaddsnal kiesik. O
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5.3.3 Altaldnositott kdzépértéktétel, L'Hospital-szabaly

Ebben az alpontban a derivdlas kozépértéktételének egy természetes altalano-
sitasat bizonyitjuk be, és ennek a segitségével egy olyan tételt targyalunk, amelyik
hatékony eszkozt ad a hatarértékek kiszamitasdhoz.

A kozépértéktétel dltalanositasdhoz a kovetkezd gondolatmenettel juthatunk
el. A kozépértéktétel azt dllitja, hogy az

f() = f(a)

— (5.33)

hényados megegyezik az f derivdltjanak valamilyen kozbiilsd € helyen felvett f/(&)
értékével. Vegyiik észre, hogy a (5.33) hdnyados nevezgjében is egy fliggvénynek
a megvaltozasa van, nevezetesen az x — x fuggvény b és a helyen vett értékének
a kiilonbsége. Emiatt felvetodik a kérdés, hogy tudunk-e valamit mondani az
olyan altaldnositott kiilonbségi hanyadosrdl, amelyik egy f és egy ¢ fliggvény
megvaltozdsdnak a hanyadosa, azaz

alakd. A vélasz a kovetkezo tétel szerint igenld, és azt allitja, hogy van olyan & az
(a,b) intervallumban, amelyre a szébanforgé hanyados a f'(£)/¢’(§) hédnyadossal
egyezik meg. A megfogalmazds azonban bizonyos évatossdgot igényel, mert a
g(b) — g(a) kiilonbség esetleg nulla is lehet, ezért mondjuk ki az llitdst “hdnyados-
mentesen”:

Allitas 221 (Altalanositott kzépértéktétel) Ha az f, g : [a,b] — R fiigguények
derivdlhatoak az intervallum belsejében és folytonosak az a és b végpontokban is,
akkor van olyan & szdm az intervallum belsejében, amelyre

(f(0) = f(a)) - 4'(&) = (9(b) — g(a)) - '(€)-

Az altaldnositott kozépértéktételt Cauchy-féle kdzépértéktételnek is szokds ne-
vezni.
Bizonyitas. A bizonyitds pontosan koveti a kozépértéktétel igazoldsat. Vegyik a
kovetkezdképpen definidlt h fliggvényt:

h(t) = (f(b) = f(a)) - g(t) = (9(b) — g(a)) - f(1). (5.34)

Azt fogjuk beldtni, hogy van olyan ¢ € (a,b) szdm, amelyre h'(§) = 0. Ha ugyanis
ez teljesiil, akkor a 5.34 derivalasabdl adodik, hogy

h'(€) = (f(b) = f(a)) - g'(€) — (9(b) — g(a)) - /(&) = 0,

ami atrendezve pontosan a tétel allitasa.
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Most pedig belatjuk, hogy 1étezik a kivant tulajdonsagi £ szam. A h fiiggvény
az intervallum két végpontjaban azonos értéket vesz fel, hiszen

h(b) = h(a) = (f(b) = f(a)) - g(b) — (9(b) — g(a)) - F(b)
—(f(b) = f(a)) - g(a) + (9(b) — g(a)) - f(a) =

= (f(b) = f(a)) (9(b) = g(a)) — (9(b) = g(a)) (f(b) — f(a)) =0
Ha a h fiiggvény dllandé, akkor az (a,b) intervallum minden pontja alkalmas lenne
& pontnak. Ha nem allandé a h, akkor valahol az intervallumon beliil kisebb vagy
nagyobb, mint az intervallum végpontjaiban, és ezért felveszi az intervallumon
belill a minimuma&t vagy a maximumat. Véve egy ilyen £ széls6értékhelyet, ott a
B (&) derivéltnak nulldnak kell lenni. O
Az &ltaldnositott kozépértéktétel egyik haszna az, hogy ennek a segitségével
targyalhatjuk a hatérérték meghatdrozasanak egy hatékony mddszerét.
A hatarértékek kiszamitdsanal gyakori az a helyzet, hogy olyan

f(x)/g(x)

tortiink van, amelyre egy b pontban
1) mind a szdmldlénak mind a nevezének az értéke (vagy a hatérértéke) nulla;
2) mind a szdmlalénak mind a nevezének a hatarértéke végtelen.

Egyszertien szélva: az

“hatarozatlan”, nem értelmezhet6 hédnyadosok valamelyikével talalkozunk. Az
ilyen esetekre nyujt jo modszert az in. L’Hospital-szabaly:

Allitas 222 Tegyiik fel, hogy az f és g fiigguények differencidlhaték az a pontnak
egy hidnyos jobboldali kérnyezetében, és ott ¢'(x) # 0, tovdbbd létezik a

f'(x)
lim 2 (5.35)

(véges vagy végtelen) limesz. Ekkor igazak a kévetkezd dllitdsok.

(1) Ha

lim f(@) = lim g(x) =0, (5.36)

ohbor @) _ P

. ) x
;1{% g(x) ;1{% g (z) (5:37)

(2) Ha
Jim l9(z)| = +o0, (5.38)
akkor ,

tim £ i £ (5.39)

aNa g(r)  2\a g'(2)
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Bizonyitas. MielOtt a bizonyitast elkezdenénk, jegyezziik meg, hogy az igazolasok
soran azt a feltételt, hogy ¢’(z) # 0 az a pont valamilyen jobboldali kérnyezetében,
a kovetkezd allitas bizonyitdsadhoz hasznéljuk fel: Az a pont szébanforgd jobboldali
kornyezetében 1év6 x > y pontokra az dltaldnositott kozépértéktétel az

hényados forméjaban irhaté fel. Ennek indoklasa: Elegendd azt beldtni, hogy a
nevez8k nem lehetnek nulldk. A ¢’'(£) esetében ez éppen a feltevés. A g(x) — g(y)
pedig azért nem lehet nulla, mert ha nulla lenne, akkor alkalmazva a kozépérték-
tételt a g fliggvényre, a g derivédltja az (y,z) intervallumban valahol nulla lenne,
ami ellentmondana a feltevésnek.

(1): A bizonyitdsban két esetet fogunk megkiilonboztetni, aszerint hogy a (5.35)
limesz véges vagy végtelen.

Elsé eset: limg~ o % =a€eR.

A kiindulés szerint tetszbleges e pozitiv szdmhoz van olyan § pozitiv szdm,
hogy
f'(€)
g'(§)
Legyen az x egy tetszéleges rogzitett szam az (a, a+9) intervallumban. Ha az y egy

tetszbleges szdm az (a, ) intervallumban, akkor az dltaldnositott kozépértéktétel
szerint van olyan £ szdm, amelyre

—

<e ha {€(a,a+9). (5.40)

§€(y,2) € (a,a+9)

és

amibol 5.40 szerint

—oa| < e

Y)
Ha az utébbi egyenlStlenségben az y értéke tart az a-hoz jobbrol, akkor (5.36)
alapjan azt kapjuk, hogy

(x)—a'<e, ha =z € (a,a+)9),

g(z)

‘f(x) — I
g(x) — g(

ami pontosan a bebizonyitandé (5.37) relacidval ekvivalens.

Mdsodik eset: limg~ q % = +o0.
Azzal az esettel, amikor a limesz minusz végtelen, nem kell kiilon foglalkoznunk,
mert addédik ebbdl az esetbdl, ha az f helyett a — f-et vessziik.
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A kiindulas szerint tetszOleges 8 pozitiv szdmhoz van olyan § pozitiv szam,

hogy
f'(©)
g'(€)
Legyen az x egy tetszéleges rogzitett szam az (a, a+9) intervallumban. Ha az y egy

tetsz6leges szdm az (a, ) intervallumban, akkor az dltaldnositott kozépértéktétel
szerint van olyan £ szam, amelyre

> 06, ha &€ (a,a+9). (5.41)

¢ € (y,x) C(a,a+0)

és

amibol 5.41 szerint
f@) - fy)
9(x) — g(y)
Ha az utébbi reldciéban az y értéke tart az a-hoz jobbrdl, akkor (5.36) alapjdn azt
kapjuk, hogy
f(=z)

@) >0, ha xzé€(a,a+9),
ami pontosan a bebizonyitandé (5.37) relaciéval ekvivalens a plusz végtelen hatar-
érték esetében.

Vegyiik észre, hogy a véges és végtelen eseteknek a fenti megkiilonboztetése
nem feltétlentil sziikségszerii, és egyszerre is targyalhaté lenne. Mindkét eset-
ben egyenlétlenséget kell ugyanis kezelni a bizony{tds sordn (az abszolit értékre
vonatkozé egyenlétlenség két kozonséges egyenltlenségre bonthatd). Ugyanez el-
mondhaté a kévetkezo esetek bizonyitdsara nézve is.

(2): Ennek az esetnek a bizonyitasa lényegében véve az el6zéekben kivetett menet
szerint torténik, csak a (5.38) feltétel kihasznéldsa egy kicsit nehezebb, mint az
(5.36) relacidé.

A bizonyitasban itt is két esetet fogunk megkiilonboztetni, aszerint hogy az

(5.35) limesz véges vagy végtelen.

> 3.

Elsé eset: limg~ o % =a€eR.
A Kkiinduléds szerint tetszdleges € pozitiv szdmhoz van olyan ¢ pozitiv szam,
hogy
/(6 ’
—a|<e, ha £€(a,a+9). 5.42)
9'(§) ( ) (

Az x és y valtozdk megvalasztisa most megforditott: Legyen az y egy tetszo-
leges rogzitett szam az (a,a + §) intervallumban. Ha az x egy tetszdleges szdm az
(a,y) intervallumban, akkor az altaldnositott kozépértéktétel szerint van olyan &
szam, amelyre

€€ (@,y) C (a,a+0)
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és

amibél (5.42) szerint

fly) = f(x)

—a| <€, ha a<zrx<y<a+4i. 5.43
9(y) — g(z) Y (5:43)

Ha ebben az egyenlétlenséghben az a elem valamilyen jobboldali kérnyezetében
a kiilénbségi hanyadost az ]gc (;;) hanyadossal tudnank helyettesiteni, akkor készen
is lennénk. Ebbél a célbdl kiindulva végezziik el a kovetkezo atalakitast:

fly) = @) _ f@) _ fy) = flo) | f) = f@) = f)
) )

_ (y) flx)  fy) = f@) _ fly) _
9y) —g x) g9(z) g()
- 1N fly) _
a (@) (9 W) =@ g(x)) g(x
)

Rogzitsiik a most belatott azonossagot:

fly) = fl)  fla) _ fly) —fl2) 9(y)  fly) (5.44)

gy) —g(x) g(x) gly) —g(z) gx) g(z)

Most pedig a (5.43) relaciébdl el8szor is azt olvassuk le, hogy a differen-
ciahanyados korlatos, ha az x és y a lefrtak szerint helyezkedik el, hiszen nem
nagyobb, mint az |«a| + € szdm.

Nézziik ezekutdn az (5.44) azonossignak a jobb oldaldt. Ha az x értéke jobbrdl
tart az a-hoz, akkor (5.38) alapjdn az els6 tag tart a nulldhoz, mert a g(y) rogzitett,
a differenciahdnyados pedig korlatos. A mésodik tag szintén tart a nulldhoz, ha
az x jobbrdl tart az a-hoz, tehat az

o (L0 S0)_ st

9(y) —g(x)  g(z)

fiiggvény tart a nulldhoz, ha az x jobbrdl tart az a-hoz. Ez alapjén pedig, az (5.43)
reldci6 szerint van olyan (a,a+ d1) részkérnyezete az (a, a+ §) kornyezetnek, hogy

f(z)

— -«

<e€ ha z€(a,a+d),
9(x) ( 2

ami pontosan a bebizonyitandé (5.39) relacidval ekvivalens.
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Mdsodik eset: limg~ q % = +4o00.
A kiindulas szerint tetszOleges B pozitiv szamhoz van olyan § pozitiv szam,
hogy
[
9'(€)
Legyen az y egy tetszbleges rogzitett szam az (a,a + J) intervallumban. Ha az

x egy tetszbleges szdm az (a,y) intervallumban, akkor az dltaldnositott kézépér-
téktétel szerint van olyan £ szdm, amelyre

> 28, ha &€ (a,a+9). (5.45)

§€(z,y) C(a,a+0)

és

)>2[3, ha a<z<y<a+d. (5.46)

A most is fennalld (5.44) azonossdg szerint

f@) _fy) = f@)  fl) = f@) gly) | fW)
g(x)  gly) —g(x) gly) —g(x) gx) g(x)’

amibol

Felhasznélva az (5.46) egyenlStlenséget, a jobboldal a kovetkez8képpen becsiil-
hetd: az els6 tag elsé tényezdje nagyobb, mint 203, a masik tényez6 tart az 1-hez,
mert a g(y)/g(x) nulldhoz tart, mivel a |g(x)| tart a +o0o-hez; a masodik tag, aho-
gyan az el6bb mér indokoltuk, tart a nulldhoz. Ezek miatt van olyan (a,a + d1)
részkornyezete az (a,a + 0) kornyezetnek, amelybe es6 = értékekre

f(z)

g(z) ~ b

amivel be is lattuk a tételt. O

Az el6z6 tételt jobboldali hatarértékekre mondtuk ki. Nyilvanval6 a bizonyité-
sokbol, hogy megfeleld viltoztatasokkal azonos a bizonyitds a baloldali hatérérté-
kek esetében is. A jobboldali és baloldali hatérértékekre kimondott tételek kovet-
kezményeként megfogalmazhatjuk a hatarértékekre vonatkozo tételt mint egyszeri
kovetkezményt.
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Allitas 223 (L’Hospital-szabaly.) Tegyiik fel, hogy az f és g fiigguények differen-
cidlhatdk az a pontnak egy hidnyos kornyezetében, és ott a g'(x) nem 0, tovdbbd
létezik a

!/
m L@ (5.47)
s—a g'(x)
limesz. Ekkor igazak a kovetkezd dllitdsok.
(1) Ha
lim f(z) = lim g(x) =0, (5.48)
akkor ,
tim £ _ i £ /(x). (5.49)
z—a g(x z—a g (x)
(2) Ha
lim |g(z)| = 400, (5.50)
akkor

tim L) iy 2@ (5.51)

wa g(x)  aa g'(x)

A pont héatralévo részében példakat mutatunk a L’Hospital-szabaly alkalmazé-
sara. El6szor kezdjik egy egyszerii példaval.

Példa 5.17 Hatdrozzuk meg a kovetkezd hatdrértéket:

I 23 — 322 42
im ————.
z—1 73 — 422 + 3
A tort az © = 1 helyen % hatarozatlan alaki. A nevezd 3z2? — 8x derivéltja az

1-ben —5, ezért nemnulla az 1 egy kornyezetében, tehat teljesiilnek a L’Hospital-
szabaly feltételei. A szamlalo és nevezé derivaltjai hanyadosdnak van limesze:

322 -6z 3
im ———— = -,
e—1322 -8z 5
ezért a meghatdrozandé limesz is 3/5. O
Példa 5.18
. tanz —x
lim ——— =7

z—0 xr —sinx

A tort a nulla helyen % hatdrozatlan alakd. A nevezd derivaltja nemnulla a 0
egy hidnyos kornyezetében, ezért a szabdly alkalmazhaté.
El6szor szamoljuk ki a szamlald és nevezd derivaltjanak a hanyadosat:

(tanz —x)" oy —1 l1—cos?z  l+cosz

(r —sinz) 1—cosz (1l —cosz)cos?z  cos?x
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Ez alapjan a keresett limesz:

=2

1+ cosx g
1

2
cos?w |,._g



6.

Monoton és konvex
figgvények

Ebben a fejezetben bebizonyitjuk a monoton és konvex fliggvények legismertebb
tulajdonsagait.

6.1 Alaptulajdonsagok

Ebben a pontban el6szor a monoton majd a konvex fiiggvények azon tulajdonsagait
vizsgaljuk, amelyek fliggetlenek a differencidlhatésdg fogalmétol.

6.1.1 Monoton fiiggvények

Most elsésorban a folytonossagi kérdésekkel foglalkozunk. A monoton fiiggvények
a hatarérték szempontjabdl eléggé szabdlyosan viselkednek:

Allitas 224 Legyen az f fiigguény monoton (névekedd vagy fogyd) egy (a,b) in-
tervallumon. Ekkor az intervallum minden ¢ pontjaban van mind jobboldali mind
baloldali hatdrértéke, mégpedig novekedd fligguény esetében

lim f(z) = sup f(z) és chl\rncf(a:)z inf f(x).

z,/c a<z<ce c<z<b

Fogyo fiigguény esetében a szuprémum €és infimum jelek helyet cserélnek.

A tétel szerint egy monoton fiiggvény egy ¢ pontban a kovetkezOképpen vi-
selkedhet:

e A fiiggvénynek van hatdrértéke és az megegyezik a helyettesitési értékkel,
azaz a ¢ pontban a fiiggvény folytonos.

207
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o A fiiggvénynek a bal- és jobboldali hatarértéke kiillonbozé, és a fliggvény-
érték is ezektol eltérd.

e A bal- és jobboldali hatdrértékek kiillonbozoek, és a fiiggvény értéke mege-
gyezik a baloldali (jobboldali) hatdrértékkel; ekkor a leképezést balrdl (jobb-
rol) folytonosnak is szokds mondani.

A felsorolt esetek koziil az utolso kettore, amikor a fliggvény nem folytonos, azt
is szoktuk mondani, hogy a ¢ helyen szakaddsa van a fliggvénynek. A 6.1. dbran
illusztraljuk az allitast, és olyanfiiggvényt vettiink, hogy a szakaddsok mindegyik
tipusa el6forduljon.

Bizonyitas. Vizsgaljuk, mondjuk, a monoton névekedd fiiggvény és a baloldali ha-
tarérték esetét. A tObbi eset hasonléan kezelhetd.

Az a = sup,_,.. f() felsé hatar létezik, mivel az f a monotonitdsa miatt
korldtos a ¢ egy baloldali kornyezetében, egy fels6 korlat példaul az f(c).

Megmutajuk, hogy lim, . f(z) = a. A fels6 hatdr tulajdonsiga szerint tet-
sz0leges € pozitiv szdmhoz van olyan ¢ pozitiv szam, hogy

a—e< flc—0) < a.
Mivel az f monoton névekedd, ezért ebbol adédik, hogy
a—e< f(z) < a, ha c—0<z<ec,
amit atrendezve kapjuk, hogy
—e< f(xr) —a<0<e, ha c—d<z<ec
Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy
If(z) —a| <k, ha c—d<uz<c,

ezért lim, ~. f(x) = a. O
A kovetkez6 tétel azt fogja mondani, hogy egy monoton fliggvénynek viszonylag
kevés olyan helye van, ahol szakad, azaz ahol nem folytonos.

Allitas 225 Ha az f : (a,b) — R fiigguény monoton, akkor szakaddsi helyeinek a
halmaza legfeljebb megszamldlhatéan végtelen szamossdgu.

Az §llitas alapjan azt hihetné valaki, hogy a szakadasok “izolaltan” diszkrét
pontokban vannak, amilyen rajzot tudunk is késziteni. Ez azonban altalaban nem
igaz, mert meg lehet adni olyan monoton fiiggvényt, amelyiknek szakadasa van az
intervallum minden racionalis pontjaban.

Megjegyezziik még azt is, hogy tetszoleges valds fiiggvényre igaz az, hogy az
olyan pontoknak a halmaza, ahol a fiiggvény nem folytonos, de létezik a baloldali
és jobboldali hatarértéke, legfeljebb megszamlalhatéan végtelen szamossiagu. En-
nek a bizonyitdsa azonban nem annyira egyszerii, mint a most kimondott tételé.
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By f () oo

O
limg - f(z) /
f(a) = limg~q f(x) oo :

limy ~q f(x)

i i
a b

6.1. dbra: Monoton fiiggvény szakaddsai

Altalaban egy valds fiiggvény esetében persze lehetnek olyan pontok is, ahol nem
léteznek sem baloldali sem jobboldali hatarértékek, vagy a kettd koziil csak az
egyik létezik.

Bizonyitds. Monoton noveked6 fiiggvényre végezziik a bizonyitast. Legyen S azon
pontok halmaza, ahol az f fliggvénynek szakaddsa van. A 224. §llités szerint az S
pontjaiban kiilonb6z6 baloldali és jobboldali hatarértékek 1éteznek. Emiatt, mivel
minden pozitiv hosszisdgi intervallumban van raciondlis szdm, minden s € §
ponthoz van olyan r(s) raciondlis szdm, hogy

li f(z) < r(s) < lim /()

A monoton névekedés miatt s7 < y < s9 esetén

Jim f(2) < fy) < lim f(2),

ezért az
(1 e, 1m0

intervallumok diszjunktak, kovetkezésképpen az r(s) raciondlis szdmok kiilonbo-
z6ek, és gy a szamuk, azaz az S elemeinek a szama is, legfeljebb akkora, mint a
raciondlis szadmok szdmossaga, ami megszamlalhato. O

A kovetkez6 allitds roviden szélva azt mondja, hogy folytonos és injektiv leké-
pezés csak szigorian monoton leképezés lehet.
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Allitas 226 Tetszdleges f : (a,b) — R folytonos injektiv leképezés egyiittal szigo-
rian monoton.

Itt is tetszOleges intervallum szerepelhetne az (a, b) helyett.

Bizonyitas. Elegend6 megmutatni, hogy minden a < o < § < b esetén f szigorian
monoton [a, f]-n. Nyilvan f(a) # f(8). Tegyiik fel példdul, hogy f(a) < f(5).
Megmutatjuk, hogy f szigortian monoton né [a, G]-n.

Indirekt médon tegyiik fel, hogy létezik o < = < y < 8, hogy f(z) > f(y).
Ekkor nem lehet f(z) > f(0), hiszen ezesetben f(a) < f(8) < f(x) alapjan a
Bolzano-tétel miatt az [a, z] intervallumon az f fliggvény felvenné az f(3) értéket,
ellentmondésban az injektivitéssal. gy

fly) < fz) < f(9),

ezért ismét a Bolzano-tétel alapjin az [y, ] intervallumon f felveszi az f(z)
értéket. Ez ismét ellentmondédsban van az f injektivitasaval.
Tehat f szigorian monoton né [«, []-n.

6.1.2 Konvex és konkav fiiggvények

A kovetkezd tételben a korldtos és zart intervallum (szakasz) pontjainak egy sajatos
megadasi modjat vezetjik be.

Allitas 227 Legyen az u < v két tetszéleges valds szam. Az [u,v] zdrt intervallum
(szakasz) tetszbleges x pontja egyértelmien drhatd fel

=M+ (1—- Mo, A €0,1]

formdban. Az x pontot az u és v pontok X\ és (1 — ) silyokkal vett konvex kom-
bindcidjanak vagy sulyozott szamtani kozepének mondjuk.

A konvex kombindcionak a kovetkez6 fizikai interpretacié adhaté: ha az wu
illetve v pontokba A illetve (1 — \) tomegli anyagi pontokat képzeliink, akkor a
sulypontjukat az x = Au + (1 — A)v konvex kombinécié adja meg. A 6.2. dbra
szemlélteti a geometriai tartalmat.

Bizonyitas. Legyen az x € [u, v] egy tetszéleges pont. A kivant el6allitds létezését és
egyértelmiiségét egyszerre igazoljuk azzal, hogy az x = Au + (1 — \)v egyenletbél
kiszamitjuk a A szamot:

v—x

r=M+1-Nv = z—-—u=(1-AN)v—u) = A= .
v—u

Ennek megfeleléen az z konvex kombindcioként vald eléallitdsa:

vV—x r—1Uu
T = u .

Vv—Uu v—u
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— (1=XN)(v—u) Av—u) —mm—
T T T
u Au+ (1= A v
A = %: v—u v—u
2 2
T T T
U wiv v

6.2. dbra: Az u és v A sullyal vett konvex kombinacidja.

O
A konvex kombinacié fogalmét kettd helyett véges sok tagra is dltaldnosit-
hatjuk, de ekkor mér nincs sz6 egyértelmiiségrol.

Definicié 228 Legyenek az x1, o, ..., T, tetszdleges szamok, legyen tovdabbd

Ay A2, - A €10,1] és A+ Ao+ + A, =1

A
n
AMZ1 + Ao + -+ ApTy = Z i
i=1
mddon definialt szamot az x;, 1 = 1,...,n szdmok X\;, i = 1,...,n sulyokkal vett

g

Abban az esetben, ha mindegyik stily azonos, azaz 1/n, akkor a mar ismert

Ty + T+ + Ty
n

szamtani kozepet kapjuk, amit az x1, xo, ..., x, szdmok atlaganak is mondanak.
Egy igen egyszerii észrevétel a silyozott szamtani kozép nagysagara:

Allitas 229 Tetszbleges w1, 2, ..., 2, szdmok tetszéleges \; € [0,1], i =1,...,n,
Yo N =1 sulyokkal vett
n
>N
i=1

stlyozott szamtani kozepe a szamok minimuma €s mazimuma koz€ esik, azaz

n

min x; < E Az < max x;.

1<i<n — 1<i<n
i
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Bizonyitas. Egyrészt

n n

g Az < E A; max r; = max Ij,
7 —y 1<j<n 1<j<n

1= 1=

méasrészt
n n
> . mi - i -
Z N > Z A 1%%1” x; 121’;1;1n x;
i=1 =1
O
X
M) + (1= X f(a2) =)
f(z1)
Sz + (1= N)z2)
{
T ATt + (1 — )\)SC1 T2

6.3. dbra: Konvex fiiggvény.

Ha egy f fiiggvényt valamilyen [u,v| szakasz pontjaiban vizsgaljuk, akkor ez
a 227. 4llitds szerint az Au + (1 — A)v helyeket jelenti. Az l(xz) = cx linedris
fliggvényre
I(Au+ (1 —=Xv) = N(u)+ (1= Ni(v).

A kovetkez6kben olyan f fliggvényekkel fogunk foglalkozni, amelyek az egyenléség
helyett egyenlétlenséggel teljesitik ezt a format, azaz

FOu+ (1= XNv) < Af(u) + (1= A)f(v).

Ahogyan lathato, az ilyen fliggvény helyettesitési értéke a linedris fliggvény he-
lyettesitési értéke alatt marad, ezért jogosan nevezhetnénk “szublinedris” (linedris
alatti) fiiggvénynek, de ehelyett a konvex elnevezés valt dltaldnossd. Geometriailag
ez nagyon szemléletes, ahogyan azt a 6.3 dbra is mutatja, a graf mindig az (u, f(u))
és (v, f(v)) pontokat Gsszekotd egyenes alatt marad az [u, v] intervallumban. Az
elnevezéseket definiciéban is rogzitjiik:

Definicié 230 Legyen az f egy intervallumon értelmezett fligguény. Ha az inter-
vallum minden z1 és xo pontjdra és X € [0, 1] szdmra

FAzy+ (1= Naz) < Af(21) + (1= A) f(w2), (6.1)
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akkor az f fligguényt konvexnek mondjuk.

Ha a (6.1) egyenlbtlenséyg forditott irdnyban teljesil, akkor konkdvnak mondjuk
a fligguényt.

Ha a definicicban szerepld egyenldtlenség szigorian teljesil, kivéve az

r1=2T2 vagy A=1 vagy 0
eseteket, akkor szigoru konvexitdsrol illetve konkdvitdsrol beszélunk.

A konkav fliggvény tipikus dbrajat a 6.4. rajzunk illusztralja.
A kovetkez6 dllitasban a konvex és konkdv fiiggvények legelemibb tulajdonsa-
gait gyujtottiik egybe.

Allitas 231

(1) Egy f : [a,b] — R fiigguény pontosan akkor konvex, ha a —f fiiggvény kon-
kdv.

(2) Ha az f és g: [a,b] — R figguények konvezek (konkdvak), akkor az f + g
figguény is konvex (konkdv).

(3) Ha az f fiigguény konvex (konkdv) és az o nemnegativ szam, akkor az of
fliggvény is konvex (konkdv).

Az (1) allitas tgy is fogalmazhatd, hogy a konvex és konkédv fliggvények hal-
maza kozott az f — — f leképezés kolcsondsen egyértelmii (bijekcié). Ezen egysze-
rii kapcsolat miatt valéjaban csak a konvex fliggvényekkel foglalkozunk részletesen,
hiszen az allitdsok a kapcsolat révén megfeleléen atviheték konkav fiiggvényekre
is.

Bizonyitds. (1): Az f konvexitdsa azt jelenti, hogy f(Az+ (1 —N)y) < Af(x)+ (1 —
A) f(y), amit minusz eggyel megszorozva a

(=NHAz+ (1 =Ay) = AM=f)(z) + (1 =X (= )

egyenl6tlenséghez jutunk, ami éppen azt jelenti, hogy — f konk&v.

(2): Az f és g fiiggvények konvexitdsat jelent6 két f(Az + (1 — Ny) < Af(x) +
(T=XN)f(y) és gz + (1 — Ny) < Ag(z) + (1 — N)g(y) egyenlbtlenséget Gsszeadva
adédik, hogy

(f+9) Az + (1 =Ny) <Af+9)(@) + (1 =N(f+9)()

(3): Az f-re vonatkoz6 definici6 szerinti egyenlStlenséget egy v nemnegativ szam-
mal megszorozva az

(af)(Az+ (1= Ay) < Maf)(z) + (1 = M)(af)(y)

egyenl6tlenséget kapjuk, tehdt az af fliggvény is konvex. O
A kovetkez6 tétel azt éllitja, hogy két tagi konvex kombinacid helyett tetszé-
leges szamu tagot is vehetiink egy konvex (konkav) fiiggvénynél.
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f()\l?l -+ (1 - )\).’L'Q)
f(@2)

Af(@1) + (1= A)f(22)

T1 Ar1 + (1 — )\)CL‘Q T2

6.4. dbra: Konkav fiiggvény.

Allitas 232 (Jensen-egyenlStlenség) Ha egy f leképezés konver egy |a,b] inter-
vallumon, akkor az intervallum tetszdleges x1,xa, . .., x, elemeinek tetszéleges kon-
vex kombindcidjdra fenndll az

FO M) < Nif ()
i=1 i=1

egyenldtlenség.

Bizonyitas. Teljes indukcidval bizonyitjuk azallitast.

Kezd6 1épés: Az éllitas n = 2 esetében igaz a konvex fliggvény definicidja
szerint.

Indukciés 1épés:  Tegyiik fel most, hogy fenndll az egyenl6tlenség (n — 1)-nél
nem nagyobb tagszamu konvex kombinaciok mellett. Ebbdl belatjuk, hogy igaz n
tagu konvex kombinacidkra is.

Ha egy n tagu konvex kombinaciéban valamelyik suly nulla, akkor arra az
indukcids feltevés szerint igaz az egyenlStlenség, hiszen ekkor legfeljebb (n — 1)
tagja van a kombindciénak. Legyen ezért most az A1, As, ..., A, silyok mindegyike
pozitiv.

Vegyiik az f figgvénynek az értékét egy ilyen kombindciénal és végezziink el
egy olyan célszert atalakitast, amelyikkel kevesebb tagu konvex kombinaciokat
hozunk be:

Fuzy + Aoza + -+ Apzy) =
)\2 )\3 >\n
=fA 1—A e n |l -
S 1)<1—)\1m2+1—)\1x3+ TN )]
Amint lathatd, az atalakitdssal azt értiik el, hogy az f argumentuméban egy két
tagi konvex kombindciét alakitottunk ki, Ay és (1 — A1) egyiitthatékkal. A kom-
bindcié masodik tagja,

Ao R M
T 21N 11—\
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maga is egy (n — 1) tagi konvex kombindcid, mivel

My
1-XA  1-X 1—A

1
— Ao+ X3+ 4+ N\, = 1—X)=1.
1_A1(2+ 34+ An) 1—A1( 1)
Folytassuk most mér az utébbiak figyelembevételével az elobb elkezdett egyenldt-
lenséget, felhasznalva azt, hogy fennéll az egyenlétlenség kett6 és minden (n—1)-nél
nem nagyobb tagszamu konvex kombinaciéra:

Ao A3 An
_ o <
f()\1$1+(1 /\1)<1_/\1$2+1_>\1$3+ -‘rl_/\lxn))

A A An
/\1f($1)+(1—)\1)f(1_2>\1x2+ 1_3)\1$3+-~-+ 1_>\1xn> <

M) + (=€) (25 )+ 2 ) 4ok 25 f o)) =

= A f(@1) + Ao f(@2) + - + A f(2n),
ami pontosan azt adja, hogy n-re is teljesiil az egyenlotlenség. O
A kés6bbiekben sziikségiink lesz a kovetkezd tételre:
Allitis 233 (Monotonitési kritérium) Ha az f : [a,b] — R fiiggvény konvex,
akkor a
fl@+h) - f(z)

h )

ktilonbségihdanyados-fligguény monoton novekedd.

h+— z,(x+h) €la,b], h#0

Megjegyezziik, hogy a tétel megforditdsa is igaz: ha a széban forgé hanyados
monoton novekedd, akkor az f fliggvény konvex. Az &llitasnak erre az irdnyara
nem lesz sziikségilink, ezért most nem targyaljuk.

Bizonyitas. Legyen hy < hy. Azt kell megmutatnunk, hogy

flz+h) = f(@) _ @+ h) = f(2)
hy - ha '

(6.2)

A bizonyitds abbdl &ll, hogy a (6.2) egyenl6tlenséget ekvivalens (visszafelé is elvé-
gezhet) dtalakitdsokkal olyan alakra hozzuk, ami a fiiggvény konvexitdsa miatt
teljesiil. Problémét csak az okoz, hogy a h; illetve ho eléjele szerint eltéré mdédon
kell elvégezni a rendezést. A kovetkezo eseteket kiillonboztetjiikk meg:

1) hi1 < he <0, 2) h1 <0 < hs, 3)0Sh1<h2.

Az atalakitdst mindegyik esetben tigy kell elvégezni, hogy a kozbiilsé helyhez tar-
toz6 tag maradjon a baloldalon. Ennek megfeleléen az atrendezett alakok:
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flx+hy) < %f(:v+h1)+ <1—Zi) ().

Ez pedig egy konvexitasi egyenlotlenség, mivel

h h
x4+ hy = h—j(x+h1)+ (1};) x.
2)
F(@) S T fa b o) e )
= h2 — h1 2 h2 — hl 1),
és ez is egy konvexitéasi egyenl6tlenség, mivel
= ha
x = h27h1(:c+h2)+ h27h1(x+h1).
3) Az 1)-hez hasonldan:
h h
fla+h) < 2 f@+ho) + (1= 57 ) fa).
hg h2

O

A kozgazdasdgtanban sok esetben feltételezik, hogy egy adott jelenséget leird

fiiggvény konvex vagy konkdv. Eppen ezért fontos tudnunk, hogy ez a feltevés

mar maga utan vonja a fiiggvény korlatossagat és folytonossagat, ahogyan azt a
kovetkezo tételekben allitjuk.

Allitas 234 Ha egy f : [a,b] — R fiigguény konvex, akkor korldtos.

Bizonyitas. A feliilré] val6 korldtossag: Ha az x tetszbleges pontja az [a, b] interval-
lumnak, akkor van olyan 0 < A < 1, hogy = = Aa + (1 — A\)b, {gy a konvexitds
szerint

f(@) = fQAa+ (1 =2)b) <Af(a) + (1 =N f(b) < max{f(a), f(b)},

tehédt az M = max{f(a), f(b)} felsd korlat az f értékeire.
Az alulrdl val6 korldtossdg: Az [a,b] intervallum tetszdleges = pontjdhoz van
olyan ¢ szadm, hogy x = “TH’ +t. A konvexitas felhasznaldsaval:

(5= () ()

1 a+b 1 a+b
§2f< 2 +t>+2f( 2 _t):
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amibol

faz2 g (50) s (B t) 22 (550) -,

ahol az M a bizonyités els6 felében megadott fels6 korlatja f-nek. Eszerint az

m;2-f<“;b)M

szam egy alsé korlat. O

Allitas 235 Ha egy f : [a,b] — R fiiggvény konver, akkor az intervallum belsejében
folytonos.

Bizonyitas. Legyen ¢ € (a, b) egy rogzitett pont. Lattuk, hogy f konvexitdsa mellett
a ¢ ponthoz tartozé

r—cC

kiilonbségihanyados-fliggvény monoton no. Ez azt jelenti, hogy
Fo(a) S Fo(2) S F.(b), a€lab],o+ec

Igy ha bevezetjiik a K = max {|F, (a)|,|F. (b)|} jeldlést akkor |F. (z)| < K, azaz
minden z € [a,b] \ {c} mellett

[f (@) = f) < Klw—c.

Ebbél viszont az f fliggvény c-beli folytonossaga mar nyilvanvalo. O

6.2 Differencidlhato fuggvények vizsgalata

Ebben az alpontban a differencidlhatéség feltevése mellett fogjuk vizsgdlni a fligg-
vények monotonitasit és konvexitasat.
6.2.1 A monotonitasra vonatkozo feltételek

A kozépértéktétel segitségével konnyen bebizonyithatjuk a derivalhaté fliiggvények
monotonitasara és allandé voltara vonatkozd aldbbi dllitast.

Allitas 236 Legyen az f : [a,b] — R fiigguény derivdlhato az intervallum belsejé-
ben, és folytonos az a és b végpontokban is. Ekkor fenndllnak a kévetkezd dllitasok:

(1) Az f figguény pontosan akkor monoton névekedd az [a,b] intervallumban, ha
f'(x) > 0 minden x € (a,b) pontban.
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(2) Az f fiiggvény pontosan akkor monoton fogyd az [a,b] intervallumban, ha
f'(x) <0 minden z € (a,b) pontban.

(3) Ha f'(x) =0 az (a,b) intervallum minden pontjaban, akkor az f leképezés
dllando az [a,b] intervallumban.

(4) Ha a g leképezés is derivdlhatd az (a,b) intervallumban, folytonos a végpon-
tokban és g'(x) = f'(x) minden x € (a,b) pontban, akkor az f és g fugguények
kilonbsége az [a,b] intervallumban dllandd.

Bizonyitas. Az allitdsok mindegyike egyszeri kovetkezménye a kozépértéktételnek.
Legyen az x < y két tetszéleges pontja az [a,b] intervallumnak. Az f fliggvény
folytonos az [z,y] zart és korldtos intervallumban, beliil derivalhatd, ezért a ko-
zépértéktétel szerint van olyan £ pont az (z,y) intervallumban, hogy

F O —=) = fly) — f(x). (6.3)

(1): Ha f'(£) > 0 minden pontjra az intervallumnak, akkor (6.3)-bdl kovetkezik,

hogy
fly) = f@) =0, ha z<y,

tehdt az f monoton névekedd.

Az allitasnak az a fele, hogy monoton ndveked6 és derivalhaté leképezésnek a
derivaltja nemnegativ, azonnal jon abbdl, hogy ezen esetben a kiillonbségi hanyados
nemnegativ.

(2): Hasonlé a fenti indokldshoz, vagy kovetkezik az eléz6 allitdsbol, ha azt az f
helyett a — f-re alkalmazzuk.

(3): Ha f’(¢) = 0 az intervallum minden pontjaban, akkor a (6.3) szerint f(y) —
f(z) =0, és mivel az x és az y tetszleges volt, ezért ez az f dllanddsdgat jelenti.
(4): Az elézd éllitdst az f — g fliggvényre alkalmazva azonnal adédik kovetkez-
ményként. O

Ertelmezziik egy kicsit bévebben a harmadik és negyedik &allitast. A derivélas
egyik egyszerli szabdlya szerint az allandé (konstans) fiiggvény derivéaltja nulla.
A harmadik &llitds ennek az allitisnak a megforditdsa: Ha valamely fiiggvény
derivaltja egy intervallumban nulla, akkor ott a figgvény dlland6. Természetesen
azt nem tudjuk, hogy milyen allandé a fliggvény értéke, hiszen példaul az x — 5
és x — —2 fiiggvények derivéltja egyarant nulla.

A negyedik &llitas, ami a megeléz6 allitas kovetkezménye, lehetové teszi a de-
rivalds miiveletének bizonyos értelemben valé megforditasat. Ha tudjuk ugyanis,
hogy egy intervallumon értelmezett F fiiggvénynek az f fiiggvény a derivaltja,
akkor az Osszes olyan fiiggvény, aminek az f a derivéltja,

F + konstans

alakd. A tétel szerint ugyanis ha G’ = f, akkor G—F = konstans, tehat a derivélds
miivelete egy konstanstol eltekintve megfordithato.
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Példaul tudjuk, hogy az = — 2x az = — x2 derivaltja, ezek szerint azt mond-
hatjuk, hogy az a fiiggvény, amelyiknek a derivéltja az x — 2z fliggvény,

y = 2% + konstans

alaku.

A mondottak alapjan felvetodik a derivalds megforditasanak, inverzének a
kérdése. Ezzel az “antiderivaldsnak” nevezett eljardssal (mivelettel) a kovetkezd
fejezettdl kezdve fogunk foglalkozni.

3

Példa 6.1 Vizsgdaljuk meg, hogy az f(x) = x° — % + 6z + 1 polinom hol né és hol

fogy.

Az f polinom derivaltja az f'(x) = 32%—92+6 = 3(22—32+2) polinom, aminek
a nullahelyei az 1 = 2 és x5 = 1. Ezek szerint a derivaltpolinom gyoktényezds
alakja f'(z) = 3(x — 1)(x — 2). Mivel 0 < x — 1 pontosan akkor, ha 1 < z, és
0 <z — 2 pontosan akkor ha 2 < x, ezért az f’ derivélt el&jele:

1. nemnegativ, ha 2 < x vagy = < 1,
2. nempozitiv, ha 1 <z < 2,

tehdt az f polinom monoton névekeds a (—oo, 1] és [2, +00) intervallumokban, és
monoton fogyé az [1, 2] intervallumban. O

Példa 6.2 Hatdrozzuk meg azt az f fiigguényt, amelyiknek a derivdltja az x +—
cosx + 3 fligguény, és a nulla pontban az értéke egy.

Konnyen kitaldlhatjuk, hogy a cos z + 3 fiiggvény a sinz + 3z fiiggvény derivéltja.
Igy az el6z6 tétel (4) allitdsa szerint azoknak az f fliggvényeknek az &ltaldnos
alakja, amelyeknek a derivéltja a cosz + 3 fliggvény,

g(x) = sinx + 3z + konstans

alakd. Azt is megkoveteltiik azonban, hogy f(0) = 1, ami mar meghatdrozza a
konstans értékét, hiszen az

1= f(0)=sin0+3-0+ konstans

egyenletbdl a konstans értéke 1. Ezek alapjan a keresett megoldds: x — sinx +
3z + 1. O

A monotonitdshoz hasonléan a derivalhaté fiiggvények szigorii monotonitésa
is vizsgalhaté a derivalt elGjele alapjan:

Allitas 237 Legyen az f : [a,b] — R fiigguény derivilhatd az intervallum belsejében
és folytonos az a és b végpontokban is. Ekkor fenndllnak a kovetkezd dllitdsok:
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(1) Ha f'(x) > 0 minden x € (a,b) pontban, akkor az f figgvény szigorian
monoton novekedd az [a,b] intervallumban.

(2) Ha f'(x) < 0 minden = € (a,b) pontban, akkor az f figgvény szigorian
monoton fogyd az [a,b] intervallumban.

Az allitasok megforditasa itt nem igaz, szigorian monoton fiiggvény derivaltja
nem feltétleniil pozitiv. Példaképpen vehetjiik az x — x> fiiggvényt.
Bizonyitds. Az allitasok mindegyike egyszerli kdvetkezménye a kozépértéktételnek.
Legyen az x < y két tetszOleges pontja az [a,b] intervallumnak. Az f fiiggvény
folytonos az [z,y] zart és korlatos intervallumban, beliil derivdlhatd, ezért a ko-
zépértéktétel szerint van olyan & pont az (x,y) intervallumban, hogy

F O —=) = fly) — f(). (6.4)

(1): Ha f’(£) > 0 minden pontjdra az intervallumnak, akkor (6.4)-b6l kovetkezik,

hogy
fly) = f(x)>0, ha ax<y,

tehdt az f szigorian monoton névekedd.
(2): Hasonld az elézd indoklashoz, vagy kovetkezik az el6zé allitasbdl, ha azt az
f helyett a — f-re alkalmazzuk. O

6.2.2 A szélsOérték elégséges feltételei

A szélsGértékek meghatarozasihoz hasznos az aldbbi tétel, amely a sziikséges
feltételek mellett elégséges feltételeket is ad.

Allitis 238 (Széls6érték, elégséges feltételek) Ha az f fiigguény derivdlhato
a b pontnak eqy kérnyezetében, akkor a b pontban

(1) lokdlis (szigord) mazimuma van, ha a b pont egy kornyezetének a baloldali
felében (szigorian) nd, a jobboldali felében pedig (szigorian) csokken:
f'(x) >0 (f'(z) > 0) ab egy baloldali kérnyezetében és f'(x) <0 (f'(x) <0)
eqy jobboldali kornyezetében;

(2) lokdlis (szigori) minimuma van, ha a b pont egy kérnyezetének a baloldali
felében (szigorian) fogy, a jobboldali felében pedig (szigorian) né:
f'(x) <0 (f'(x) <0) ab egy baloldali kornyezetében és f'(x) > 0 (f'(x) > 0)
eqy jobboldali kornyezetében.

Bizonyitds. (1):  Nézziik példdul a maximum esetét. Nyilvdnvald, hogy ha az f
a b pont egy baloldali kornyezetében né és egy jobboldali kornyezetében csckken,
akkor a b pontban maximuma van. A 236. tétel els6 két allitasa szerint ez pontosan
azt jelenti, hogy a b pont egy baloldali kérnyezetében f’(x) > 0, egy jobboldali
kornyezetében pedig f/(z) < 0. Pontosan azonos a bizonyitds a szigori maximum
esetében, csak akkor a 237. tételre kell hivatkozni. O
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A kovetkez6 tételben a kétszer differencialhaté fliggvények szigoru szélsGérté-
keinek a meghatarozasahoz adunk elégséges feltételt.

Allitas 239 (Széls6érték, masodrendii feltételek) Ha az f leképezés kétszer
derivdlhatd a b pontban és f'(b) = 0, akkor

(i) ha f"(b) <0, akkor az f-nek szigori mazimuma van a b helyen;

(#3) ha f"(b) > 0, akkor az f-nek szigori minimuma van a b helyen.

Jegyezziik meg, hogy az f'(b) = 0 és f”(b) = 0 esetben semmit sem tudunk
mondani az elégségességrol tovabbi feltételek teljesiilése nélkiil. A magasabb rendi
derivaltakra vonatkozoé tjabb feltételek mellett azonban finomithaté lenne az alli-
tés.

Bizonyitas. Vizsgdljuk meg, mondjuk, az f”(b) < 0 esetet. Az f”(b) < 0 egyenl&t-
lenséghdl kovetkezik, hogy az
frb+h)—f'(b) _ f(b+h)

h B h

kiilonbségi hdanyados negativ, ha a |h| eléggé kicsi (van olyan ¢ pozitiv szdm, hogy
|h| < & esetében negativ a tort). Ebbdl viszont adddik, hogy

f'(b+h) <0, ha h>0és eléggé kicsi,

f'(b+h) >0, ha h<0éseléggé kicsi.

Ez utébbiakbdl a 237. tétel szerint azt kapjuk, hogy az f fiiggvény a b pont
egy baloldali kornyezetében szigorian nd, egy jobboldali kornyezetében pedig
szigorian csokken, ezért nyilvanvaléan szigorid maximuma van a b helyen. O

6.2.3 Differencialhaté konvex fiiggvények

Most derivalhaté fiiggvények esetében lehetséget adunk arra, hogy a konvex il-
letve konkav voltukat eldonthessiik:

Allitis 240 Legyen az f leképezés folytonos az [a,b] intervallumon, az intervallum
belsejében pedig derivdlhato.

(1) Ha az f' derivdlt (szigorian) monoton névekedd az intervallumon, akkor az
f figgvény (szigorian) konvex az intervallumon.

(2) Ha az f' derivdlt (szigorian) monoton fogyd az intervallumon, akkor az f
fliggvény (szigorian) konkdv az intervallumon.

(8) Ha az | figguény kétszer derivdlhatd az intervallumon és az f" mdsodik de-
rivdlt nemnegativ (pozitiv) az intervallumban, akkor az f (szigorian) konvex
az intervallumon.
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(4) Ha az | fiigguény kétszer derivdlhatd az intervallumon és az f" mdsodik de-
rivdlt nempozitiv (negativ) az intervallumban, akkor az f (szigorian) konkdv
az intervallumon.

A differencialhaté fiiggvény monotonitdsara vonatkozé 236. tételben kerekebb
volt az allitdsunk, mert ott sziikséges és elégséges feltételt tudtunk mondani: Pon-
tosan akkor monoton néveked6 a differencidlhaté fliggvény, ha a derivaltja nem-
negativ. A jelenlegi tételnek is van hasonld, er6sebb alakja, amit egy kovetkezd
tételként kimondunk.

inflexiés pont

konkéav konvex

f'(z) <0 f'@)=0  f"(x)>0

6.5. dbra: Derivalhaté fliggvény konvexitasa és konkavitasa.

Bizonyitas. A bizonyitdsok elétt jegyezziik meg, hogy a (2) éllitds az (1), a (4) allitéds
pedig a (3) allitds nyilvanvalé kovetkezénye, ezért csak az (1) és (3) szorulnak
igazolésra.

(1): X €10,1] esetén vegylik az

M@)+ 1 =Nf(y) = fOz+ (1= Ay) = (6.5)
=Af(@) = fQz+ (1= Ny) + 1 =N (fy) — fFOz+ (1= N)y))

azonossagot. Megmutatjuk, hogy ennek az azonossidgnak a jobb oldala nemnegativ
(pozitiv), ha az f’ leképezés (szigortian) monoton névé, ami pontosan azt adja,
hogy az f fiiggvény (szigorian) konvex.
A bizonyitds gondolata egyszertien az, hogy a (6.5) azonossag jobboldalan 1évé két
tag mindegyikét felirjuk a kozépértéktétel alapjan, amivel behozzuk az f fliggvény
derivéltjait.

A kozépértéktételnek megfeleléen van olyan &, hogy

x <& <Ax+(1-Ny, (6.6)

és

fOz+ (1= Ny) = f(2) = f (&)L =Ny — ), (6.7)
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ahol a mésodik egyenldségnél felhaszndltuk azt, hogy Az + (1 — Ny —z = (1 —
A)(y — x). Hasonléan jarva el a (6.5) jobboldaldnak mésik tagjira kapjuk, hogy
van olyan &;, amelyre
A+ (1-Ny<& <y, (6.8)
és
f) = fQz+ (1= Ny) = (&) My — ), (6.9)

ahol az utobbi egyenléség felirdsandl felhasznaltuk, hogy
y— (Az+(1=Ny) =y —z).
A (6.6) és (6.8) egyenldségek alapjan lathatjuk, hogy
& < & (6.10)

A (6.5) azonossag jobboldaldn a (6.7) és (6.9) szerint helyettesitve a tagokat a
kovetkezdképpen szamolhatunk:

Af(@) + (1 =N fy) = fa+ (1= Ny) =
= - AM1=Nf )y —2) + A1 =N f' &)y —=) =
=M1 =Ny —2)(f (&) - f'(&)),
amibdl a (6.10) alapjén azonnal kapjuk azt, hogy az f fliggvény (szigorian) konvex,
ha az f’ fuggvény (szigortian) monoton névekedd, amit bizonyitanunk kellett.
(3): Ha az f” létezik és (pozitiv) nemnegativ, akkor a 237. allitds szerint az f’
fiiggvény (szigordan) monoton, és igy a jelen tétel (1) allitasa alapjan készen is
vagyunk. O

Fontos szerepiik van még azoknak a pontoknak, ahol a fiiggvény konvexbél
konkévba (vagy megforditva) megy &t, ezért ezeket el is nevezziik:

Definicié 241 Ha egy [ fiigguény az x pont valamilyen baloldali kornyezetében kon-
kdv és valamilyen jobboldali kérnyezetében konvex, vagy megforditva, akkor az x
pontot inflexids pontnak mondjuk.

Egyszer illetve kétszer derivalhaté fiiggvény esetében sokszor eldonthetjtik,
hogy valamely pont inflexids pont-e, a kovetkezo tétel segitségével.

Allitas 242 Az inflexids pont meghatdrozdsdra lehetdséget adnak a kovetkezd dlli-
tdsok:

(a) Ha az [ derivdlhatd az x kornyezetében, és az f' monotonitdst vdlt az x
pontban (novekeddbdl fogydba vagy fogydbdl novekeddbe megy dt), akkor az x
pont inflexids pont.

(b) Ha az f kétszer derivdlhatd az x pont egy kornyezetében, és az [ mdsodik
derivdlt eldjelet vdlt (pozitivbdl negativba vagy negativbdl pozitivba megy dt),
akkor az x inflexids pont.
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Bizonyitas. Kozvetlen kovetkezménye az el6z6 tételnek. O
Az alpont hatralévé részében konvex fliggvények derivélasaval kapcsolatos to-
vabbi tételeket targyalunk.

Allitas 243 Legyen f : (a,b) — R egy konver fiigguény. Ekkor tetszéleges x € (a,b)
pontban léteznek az

baloldali és az

y—x

differenciahdnyados monoton névekedd, ezért tetszdleges = € (a,b) esetén létezik
mind a baloldali f’ (x), mind a jobboldali f/ (x) hatérértéke, mégpedig

SOOI T 1)

y<x y—x y>x y—x

Ezekbdl azonnal adddik az allitott egyenltlenség is. O

Allitas 244 Legyen f : (a,b) — R nyilt intervallumon értelmezett differencidlhato
fiigguény. Az u € (a,b) pontbeli érintét jelolje 1, : (a,b) — R,

L (@) i= () + ' (u) (@ — )
Ekkor az aldbbi hdarom dllitds ekvivalens:
1. Az f figgvény konvex.
2. Az [’ deriwdltfigguény monoton novd.

3. Tetszdleges pontbeli érintd a fiigguény grdfja alatt fekszik, azaz minden u €
(a,b) és minden z € (a,b) esetén

ly () < f(x).
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Bizonyitas. El6szor tegylk fel, hogy az f fliggvény konvex, és lassuk be, hogy
f derivaltfiiggvény monoton novd. Mivel konvex fiiggvény kiillonbségihdnyados-
fliggvénye monoton noévo, igy tetszbleges x1 < x5 esetén

#/ (1) = lim fx) = f(x1) — inf f(z) = f(z1) < f(x2) — f (21)

r—x] xr— T r>T1 r — X - To — X1

és hasonléan

F (o) = tim L@ S g T@ = Tl@a) (@) — (@)
T—To T — Iy r<xo T — To 1 — Xy
amibdl
f/ (xl) < f($2) B f(xl) — f(xl) - f(xg) < f’ (xQ) .

T2 —T1 T — T2

Eppen ezt akartuk bizonyitani.

Most tegyiik fel, hogy az f’ derivaltfiiggvény monoton novd, és ldssuk be,
hogy az érintok a graf alatt fekszenek. Tetszoleges, de a tovabbiakban rogzitett
u € (a,b) esetén jelolje h : (a,b) — R a kovetkez6 fiiggvényt:

h:=f—1,.

Vildgos, hogy egyrészt h (u) = 0, mésrészt h differencialhaté az (a, b) minden pont-
jdban, és f’ monotonitdsa miatt A’ < 0 az (a, u] intervallumon, valamint A’ > 0 az
[u,b) intervallumon. Ez viszont azt jelenti, hogy a h fiiggvény monoton csékken
az (a,u], monoton né az [u, ) intervallumon, és u-ban éppen nulla, azaz h > 0 az
egész (a,b) intervallumon, de éppen ezt kellett belatni.

Namadrmost tegytik fel, hogy az érinték a fliggvény grafja alatt vannak, és mu-
tassuk meg, hogy f/ monoton nové. Elészor megmutatjuk, hogy minden x,u,y €
(a,b) és x < u < y esetén

Fu(x) < f'(u) < Fu(y), (6.11)
ahol
R = 101 0)

az u ponthoz tartozo kiillonbségihanyados-fiiggvényt jeloli. Nézziik el6szor az u és
y vonatkozasdban vett egyenlétlenséget:

fly) —f) _ luly) = Fw) _ [y —u)

Fu(y) = =% 2 y—w ~ y-a — ().

Az egyenlétlenséget az indokolja, hogy 1, (y) < f(y), azaz a figgvény az érint6
folott fekszik, masrészt y — u > 0. Ehhez hasonléan az x és u vonatkozdsaban

flw) = fe)  flu)—lu(z) _ —f ()@ —u

U—x - Uu—x U—x

Fu(m): :f/(u)7
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ahol szintén azt hasznaltuk ki, hogy I, (z) < f (x), valamint azt, hogy v — z > 0.
Most méar konnyen befejezhetjiik a bizonyitdst, hiszen tetszlleges x,y € (a,b),
x < y esetén az imént beldtott (6.11) -et kétszer alkalmazva azt kapjuk, hogy

f'(@) < Fely) = Fy(2) < f' (),

ami épp azt jelenti, hogy f’ az (a,b) intervallumon monoton né.
Az f' derivéltfiiggvény novekedésébll f konvexitdsa mdar kovetkezik az ismert
(240) tétel szerint.
O

6.2.4 Az Euler-szam és az exponencialis fiiggvény

Jelolje a € R, a > 0, a # 1 esetén f, : R = R, f, (x) := a®. A célunk az, hogy
megmutassuk, hogy ez a fliggvény differencidlhaté az egész valds szamegyenesen,
és kiszamoljuk a derivélt fiiggvényt. Ehhez sziikségiink van olyan, majd a tovab-
biakban e -nek (Euler) nevezett szdmra, melyre

et -1
lim
h—0

létezik és egyenld O -val.
Az e szdm bevezetése az alabbi 1épésekbdl all:

1. Megmutatjuk, hogy az f, konvex fliggvény.
2. Megmutatjuk, hogy az f, differencidlhaté a 0 € R pontban.
3. Megmutatjuk, hogy az f, differencidlhaté az egész R-en, és
fo (@) = £2(0) - fa(2) (6.12)
minden x € R esetén.
4. Megmutatjuk, hogy van egyetlen olyan e € R, melyre
fe(0)=1.
Most nézziik az egyes pontok részletezését.
Allitas 245 f, konvex.
Bizonyitas. Azt kell megmutatni, hogy tetszleges x,y € R és tetszdleges A € [0, 1]

esetén
aAPTA=NY < \a® 4 (1 - N)aV.
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Mutassuk meg ezt el6szor raciondlis A mellett. Nyilvdn, ha A € [0, 1] raciondlis
szam, akkor léteznek p, ¢ € N egész szamok, melyekre

p q

= ésl— A= ——.
ptq pP+q

A szamtani és mértani kozép kozti egyenlétlenség szerint
p—szer q—szor

ap””qyam~...~a$'ay~...~ay§(

pa® + ga? p+q
p+g ) ’
amibdl p + ¢ adik gyokot vonva kapjuk, hogy
arrattEtaY < R R a¥,
p+gq p+q

amit éppen bizonyitani kellett a racionalis esethez.
Az altaldnos eset bizonyitasdhoz tegyiik fel, hogy a > 1 és y < x. Ekkor olyan r
raciondlis szdmra, melyre \ < r,

A+1-Ny<rz+(1-r1)y,

amibdl a hatvanyfliggvény szigori monoton noévése, és a racionalis esetre mar
bizonyitott egyenlotlenség miatt

M tA=Ny < g {arﬂ(l*’“)y > AT E Q} <

< inf{ra®+ (1 —-r)a’:r>A\reQ}=

= A"+ (1-X)dY,

és éppen ezt kellett belatni. Az a < 1 eset fentihez hasonlé bizonyitdsat az olvasora
bizzuk. 0

Allitas 246 f, differencidlhatd 0 -ban.

Bizonyitas. Mivel f, konvex, ezért létezik bal- és jobboldali derivaltja. Megmu-
tatjuk, hogy a baloldali derivalt egyenl6 a jobboldali derivalttal:

f_() = llim

h _ h _
— lim <al~1>lima L i L — o)1= 7 (0).

Allitas 247 f, differencidlhato tetszéleges x € R pontban és

fa (@) = f5(0)- fa(2).
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Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy

x+h x x . h x h
a —a® ' —a® o - 1
h h h
amibdl
) aw+h —a® N ) ah -1
lim —— =a® - lim
h—0 h h—0 h

ami azt jelenti, hogy f, differencidlhaté minden = € R pontban és

fa (@) = fo(0)- fa(2).

Allitas 248 Van olyan e € R szdm, melyre

fe(0)=1.

Bizonyitas. Rogzitsiink egy tetszOleges a pozitiv valds szamot, melyre a # 1. Vila-
gos, hogy minden ¢ € R mellett

far (x) = ()" = a"" = fq (to),
igy a kompoziciéfiiggvény derivélasi szabalya miatt
for (@) = fo (tx) -
minden x € R esetén, igy specidlisan x = 0 -ra is
fl (0) = £1.0) - . (6.13)

Namdrmost nyilvan rogzitett a # 1 mellett f, (0) # 0 (egyébként 6.12 miatt f,
konstans lenne), {gy t* = f’#(o) valasztas mellett

forr (0) = fo(0)- " = L.

Tehét ha bevezetjiik az e = a jelolést, akkor talaltunk e € R valds pozitiv szémot,
melyre

fe(0)=1.

Allitas 249 Csak egy olyan e valds szam van, melyre f! (0) = 1.

Bizonyitas. Legyenek eq, e5 valés szamok, melyekre

fe, (0)=1=f, (0).
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Ekkor 6.12 miatt
f(ilzfel éS é2:f€27

amibdl . ) )

& _ elfez_ egfel _fe1fez_f62fel _

- 2 - 2 =0,

f€2 eg €2

ahonnan az kovetkezik, hogy valamely ¢ € R mellett
fel = Cf(ig'
De mivel f., (0) = f, (0) =1, igy ¢ nyilvén csak 1 lehet, tehdt f., = fe,, innen
€1 = €9

kovetkezik. O

Az e alapi hatvanyfiiggvényt természetes alapu exponencidlis fliggvénynek
szoktdk nevezni és e® -szel vagy exp -pel szoktdk jeldlni. A fentiek szerint ez
differencidlhaté minden valds pontban és

d

et — eac’
dx
vagy ami ugyanazt jelenti,

exp’ = exp.

Az exponencidlis fliggvény szigorian monoton, folytonos, sét differencidlhato, igy
a logaritmusfiiggvény - In - mint az exponencidlis fliggvény inverze is monoton,
folytonos, s6t derivalhaté. Szdmoljuk ki a derivéltfliggvényét!

1 1 1
1 li _ —1 / — — = .
(In) (exp ) exp’ oln expoln ’L'd|1RJr

Azaz minden x € R, > 0 mellett
d 1

—Inzx = —.
dx n T

1
Ina

f2(0) =(Ina) - f2(0) =Ilna

egyenl6tlenséget kapjuk, ami az f, fliggvény derivéalasi szabalya alapjan azt jelenti,
hogy minden a € Ry, a # 1 esetén

Vegyiik észre, hogy ha (6.13) egyenléségbe t = ——-t helyettesitiink, akkor az

%a” =a” -Ina.
Innen konnyen kiszamolhatd, hogy
i log, x =
dx ° z-Ina

Most megoldunk néhany példat, amely az exponencialis és logaritmusfiiggvény-
re vonatkozik:
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Példa 6.3 Hatdrozzuk meg azt a pontot az [1,2] intervallumban, ahol az e* figg-
vény érintdje pdrhuzamos az (1,€) és (2,e?) pontokat Gsszekitd szelbvel.

Az intervallum végpontjai felett dtmend szelének az irdanytangense az e;:f‘ =
e(e —1) differenciahdnyados, ami megegyezik egy ¢ (¢ € (1,2)) derivélttal. Tehat
et =e(e—1), amibdl ¢ = In(e(e — 1)) =1 +In(e — 1). O

Példa 6.4 Adjuk meg az €* fiigguény n-edik Taylor-kézelitését a nulla koril, és
becsuljik meg, hogy milyen pontossdggal tudjuk meghatdrozni az e szdm értékét a
9-edik kozelitésbol.

Az n-edik kozelitést kevés fiiggvénynél tudjuk konnyen kiszdmolni, mivel a
magasabb rendii derivéltak nagyon bonyolultak lehetnek. A jelen esetben szeren-
csések vagyunk, hiszen az e” fliggvény minden derivaltja is e”, ezért az elso feltett
kérdésre a valasz: Az e® fiiggvény n-edik Taylor-approximaéciéja

x  x2  ad "

1+ﬂ+5+§+.”+ﬁ'

Az el6z6 tétel szerint van olyan £ € (0, ), hogy

2 n £
x x e
=14+ =4+ gt
EE T IR R P oy
Ennek az egyenlOségnek a birtokaban mér tudunk adni egy el6éllitast az e szamra,

hiszen az el6z6 szerint az x = 1 helyen

TRNLIR RS I
e = J— J— e J— -
12! n! " (n+1)V

ahol a £ egy a 0 és 1 kozott 16v6 szam. Az
eE
(n+1)!

hibatag becslésében csak az a probléma, hogy elvileg az e szam nagysagarol nincs
informéciénk, csak kozoltik a kozelité értékét. Az elézd eldallitdsbol azonban
konnyen kaphatunk egy fels6 becslést. Ha felirjuk az el6z6 elballitdst az n = 1

esetben, akkor
1 et et
TR TR

és mivel £ < 1, ef < e, és ezért e < 2 + ¢/2, innen azonnal kapjuk, hogy e < 4.
Ennek a segitségével az e fenti elééllitdsaban a hibatag becslése az n = 9 esetben
(ahol a € (0,1)):

e* e

4
Toi < Toi < Toi < 4/3,628,800 < 0.000001,
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az e szam értékét tehat egymilliomodnal kisebb hibaval adja meg az

11 1
I —+ =t =

12 9!
0sszeg. O
Példa 6.5 Hatdrozzuk meg a
.o
lim —
z—+4o00 ¥
limeszt.
A jelen esetben = “alakd” a tort. A szamldlé és nevezd derivéltjinak a
hanyadosa
nxn—l
er

amelyik még ugyanolyan tulajdonsagui, mint a kiindulé tort volt, feltéve, hogy
n > 1, ezért ismételten alkalmazhatjuk a L'Hospital szabdlyt. Végiil is n-szer kell
derivalni a szamlalot és nevezdt, ami utan az

nn—1)---2-1
eaﬁ'

alakhoz jutunk, aminek a limesze a plusz végtelenben nulla, ezért nulla a keresett
limesz is. O

A kovetkezékben két olyan limeszt hatarozunk meg, amelyik nem tort, de
kedvezo tortalakra hozhaté a logaritmusfiiggvény segitségével.

Példa 6.6 Szdmoljuk ki a kévetkezd limeszt.

lim (sin )5"®
z\,0

A (sinz)¥"® fiiggvény a nulldban “0°” “hatdrozatlan alaki” (megallapodds
szerint b° = 1, ha b # 0). Ezt j6l kezelhets tortalakra hozhatjuk, ha vessziik a
logaritmusat, amit megtehetiink, mert a nulla jobboldali kérnyezetében pozitiv.

Eszerint az )
In(sin z)
1
sinx

sinx

In(sin x) =sinzIn(sinz) =

fliggvény jobboldali limeszét kell maghatarozni. A jobboldali tort nevezéjének a
derivaltja a

d 1 Ccos T
2

dx sinx sin

T )
ami nem nulla a 0 egy jobboldali kérnyezetében. A szamlalé derivéltja
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A szamlalé és nevezo derivéltjanak a hanyadosa

cosz /cosz .
— = —sinz,

sinz / sin’x

aminek van jobboldali limesze a nulldban, nevezetesen a 0, ezért az In és exp
fliggvények folytonossidga miatt

. 4 1n(sin z)
lim (sinz)*™% = limexp | &~ """ | =0 = 1.
1\0( ) 0 P ( d _1

dz sinx

Példa 6.7
lim (1 4+ 2)"® =7
z\,0
A fliggvény logaritmusa

In(1+ x)

(Inz)In(1+2) = Y

Most egymdasutan tobbszor alkalmazzuk a L'Hospital-szabdlyt. (Ko6zben a tétel
alkalmazhatGsdgat mindig ellendrizni kellene.)

. In(1+2x) . 1/(1+x) . xln’z
lim —— = lim ————"— = —lim =
N0 1/Inz 2\0 —1/(z1n” ) N0 x+ 1
2
= — lim e = — lim 7(2lnx)/x: limln—x: im 71/3; =
N0 1+1/x N0 —1/22 N0 1/x N0 —1/22
Tehst azt kaptuk, hogy a keresett limesz e = 1. O

A kovetkezé példa eredményét érdemes megjegyezni, ezért allitasban fogalmaz-
zuk meg.

Allitas 250

Bizonyitds. Mivel
In(1+2) In(l+z)—Inl

)

x x

ezért a tort, aminek a limeszét keressiik, differenciahdnyados. Emiatt a limesz
értéke az In fliggvény derivaltjanak az x = 1 helyen vett értéke, azaz 1. O

Példa 6.8 Hatdrozzuk meg az f(x) = e fligguény szélsbértékeit.
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A fiiggvény derivaltja f/'(x) = —2x exp(—2?), aminek egyetlen nullahelye van
az x = 0, mivel az exponencidlis fiiggvény mindig pozitiv. A masodik derivalt

#(z) = —2exp(—22) + (—22)(—2z exp(—22)) = —2(1 — 222)e™ ",

ami az = 0 helyen negativ, hiszen f”(0) = —2. Ezek szerint a nulldndl maxi-
muma van a figgvénynek, ahol a fiiggvényérték 1. Tobb szélséértéke nem lehet,
mivel nincs tobb gyoke a derivéltnak. O

Példa 6.9 Hol konvez és hol konkdv az y = e’ fluggvény?
Az els6 derivalt y' = —27e=*" és ebbdl a mésodik derivalt
y" = 2222 — l)e_‘"”z.
Ennek a fiiggvénynek nullhelyei az 1/1/2 és a —1/+/2 szdmok. Ennek ismeretében:
Y =2V2-1)(V2u+ 1)

Ebbdl azonnal lathat6, hogy az y = e~ 2 fiiggvény az —1/4/2 pontig konvex, az
[~1/v/2,1/+/2] intervallumban konkév, az 1/+/2 ponttdl jobbra pedig tjra konvex.
Az inflexiés pontok: g és —?. O

6.2.5 Konvexitasi egyenl6tlenségek
Ebben az alpontban hiarom nevezetes egyenlGtlenséget fogunk beldtni, amelyek a
logaritmusfiiggvény konkavitdsdn alapszanak. Az els6 &llitas ezt rogziti.

Allitas 251 A logaritmusfiigguény a pozitiv szdmok halmazdn konkdv.

Az Inz fiiggvény elsé derivéltja az x — 1/x fliggvény, a mésodik derivalt pedig
d1 1
deax a2
fiiggvény, ami minden helyen negativ, ezért a 240 tétel szerint az In fiiggvény
konkav a pozitiv szdmok halmazan. O

Ennek az egyszertien kapott eredménynek a segitségével egy nevezetes egyen-
16tlenséget bizonyitunk be:

X 2y 2 77 y s z n
Allitas 252 Tetszileges xy, Ta, ... , Tpn POZitV €5 a1, Q2 , ...y Qp, Do 0 =1
nemnegativ szdmokra teljesil az

Qn

1Ty + Qoo + -+ apy > 27wy T

altaldnositott szamtani és mértani kozép kozotti egyenldtienséyg.
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Az a; = %, i=1,...,n esetben az egyenlGtlenség:

Ti+Ta+- -+ Ty
n

> Yx1To - Ty

Ezt a specidlis esetet a masodik fejezetben mér igazoltuk.

Bizonyitas. frjuk fel azt, hogy mit jelent a logaritmusfiiggvény konkavitdsira a
Jensen-egyenl6tlenség (232 tétel):

In(a1z1 + @oxg + -+ apey) > arlnzy +aslnas + -+ + ay Ina,,

amit rendezve az

In(az1 + @y + -+ + apzy) > ln(x‘flazgz _ xi")
egyenlétlenséghez jutunk. Az In fiiggvény inverze (az e®) szigortian monoton, ezért
az utébbibdl az

Q121 + Qoo + -+ + apmy, > g x

(£203
n

egyenlGtlenséget kapjuk. O

Allitas 253 (Young-egyenldtlenség) Legyen ap és q két olyan pozitiv szdm, ame-
lyekre

1 1

4o =1

p q
Ekkor tetszdleges x €s y pozitiv szdmokra fenndll az

eqyenlotlenség.

Bizonyitas. A szadmtani és mértani kozép kozotti egyenlotlenséget alkalmazva:
Pyl 1 )
T s @) eyt =y,
p q
O

Allitas 254 (Holder-egyenldtlenség) Legyen a p és q két olyan pozitiv szdm, ame-
lyekre

1 1
-+ -=1.
p q
FEkkor tetszbleges
L1,T2,...,Tn €s Y, Y2, -5 Yn

nemnegativ szamok mellett fenndll a kovetkezd egyenldtlenség:

n n % n %
Seus (L) (Su)
1= 1=

i=1
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Bizonyitds. A 253. allitas egyenl6tlenségét alkalmazzuk az

s .
—n s — ¥ =1
p q
szamokra és Osszegezziik i szerint:
Z?:l Z;iYi . - x; Yi
n D 1 n q 1 - 1 T S
(i z)? - (s v)° i=1 (Z?=1 xf) ! (Z?:l yj) !
<
Z ZJ v Z Zj v
_ lzi:1xf 1211%_
n
P x? 4351
1 1
= —4+-=1
P q
A szdmolassorozat elejét és végét nézve azonnal adddik az allités. O

6.2.6 Az elaszticitas és a logaritmikus derivalt

Valamely fiiggvény megszokott dbrazolasanal az x tengelyre a fiiggetlen valtozo,
az y tengelyre pedig a fliggvény y = f(z) értékeit rajzoljuk, és az (z, f(z)) pontok
Osszessége adja az f leképezés grafikonjat.

Némelykor az x szamunkra érdekes értékei a rendkiviil széles tartomanyban
valtoznak, és elfogadhaté méretli abra elkészitése nehézséget jelent. Példaul ha
mondjuk az x értékeit egytol tizmillidrdig akarjuk felrajzolni, akkor mindenképpen
problémaba iitkozlink. Nem lehet az egynek az egy centimétert megfeleltetni, mert
ekkor nem férnénk el, de vehetjiik a millidrdot egy centiméternek, ekkor viszont az
egységet nem tudjuk abrazolni. A skédlazdsnak ezt a médjat linedrisnak mondtuk,
mivel azt jelenti, hogy a tengelyen felvett egységeket valamivel szorozzuk (az elé6bbi
esetben az 1/109 értékkel).

Prébalkozhatunk viszont masképpen is: Az x értékei helyett azok tizes alapu
logaritmusait rajzoljuk az z tengelyre, és ekkor is elfér a rajz tiz centiméter
széles papiron. Ne feledjiik azonban, hogy ekkor az z 1,10, 100,...,10° értékeihez
a 0,1,2,...,9 értékeket rajzoljuk a papirra. Igy az (z, f(z)) pontok helyett a
(log z, f(z)) pontok adjdk a szdmunkra alkalmas grafot, ami nem a fliggvény grafja,
hanem annak egy transzformadlt alakja. Ezt a mddszert logaritmikus skaldzasnak
szokds nevezni. Természetesen az y tengelyen is megtehetjiik az el6z6ekben mon-
dottakat, és ekkor a (log z,log(f(x))) pontok Osszessége adja a fiiggvény egy tran-
szformdlt grafjat. Mivel csak pozitiv szdmnak van logaritmusa, természetes, hogy
ekkor a 0 < z és 0 < f(x) feltételek elengedhetetlenek.
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A kovetkezo tétel azt mutatja, hogy az elaszticitas bizonyos értelemben k6zon-
séges derivaltta valik, ha a logaritmikus skalat alkalmazzuk mind az x mind az y
tengelyen.

/—\

In f(z + h) —1In f(z)
Aln f(z)

o J tanazﬁz

nxT

_ Inf(ath)—In f(x)
T In(z+h)—Inh

/ Inz In(z + h)
6.6. dbra: Az elaszticitds mint differenciahdnyados limesze.

Allitas 255 Legyen az f pozitiv fiigguény definidlva az 0 < = pont egy kérnye-
zetében. Ha az f derivdlhato az x helyen, akkor az x helyen vett elaszticitdsa

megeqyezik a
L In(f (4 b))~ In(f(x))
h—0 In(z+h)—Ilnzx

limesszel, amit

dIn(f(x))
dlnz
modon szokds jelolni.

A 6.6. dbran szemléltettiik az 4llitast. Szavakban roviden a tétel:

Az elaszticitds a fiigguény novekedésének eqy olyan jellemzdje, ame-
lyik a fiigguény logaritmusa novekedésének a sebességét méri a fliggetlen
valtozo logaritmikus megvdltozdsa mellett.

Bizonyitas. Az igazolds konnyen addédik az aldbbi szamolas alapjan:

lim ln(f(q; * h)) — ln(f(q;)) = lim ln(f(m+h)’171n(f(w)) =
h—0  In(x+h)—Ilnz h—0 W

(Inof)'(z) _ z- f'(z)

!
In' z
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6.2.7 Kalkulus-6sszefoglald

A kovetkezSkben néhany tabldzatban Osszefoglaljuk azokat a szabdlyokat, amelyek
memorizalasa sziikséges a kalkulus alapos elsajatitdasdhoz. A tablazatok emlékez-
tetOk, és a pontos feltételeket a megfelel6 tételek tartalmazzak.

FORMALIS SZABALYOK

(af)(z) = af(z
(f+9)(x) = [z
(f9)(z) = fl=
(i)’ (2) f'(x)g(z

g

(S (@) =
(gof)(z) = d(f(@)f(x)

SPECIALIS FUGGVENYEK DERIVALTJAI

(x.n)l — TL.Z'n_l
(6:1:)/ — ew
1
nx = =
T
sifx = cosx
cosx = —sinx
1
tan’z = —
cos? x
1
COt, r = - — 5
sin® z

A kovetkezd tédbldzatban két olyan specidlis fiiggvény derivéltjara emlékez-
tetiink, amelyek ritkdbban fordulnak eld, de igen fontosak lesznek a kovetkezd
pontban. Voltaképpen nem az a legfontosabb, hogy tudjuk: az arctan z fliggvény
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derivéltja az 1/(1 + 2?); hanem megforditva: az 1/(1 + 2?) fiiggvény az arctan
fliggvény derivaltja. Ez persze elvileg ugyanaz a tudas, de “forditott” iranyban
kell majd els6sorban hasznalni.

d _ 1
Jparctanz = T2 (x € R)
1
d(i arcsinxy = ﬁ, (—1 <x < 1)

A kozvetett fiiggvény derivédldsi szabdlya és a hatvény-, exponencidlis és lo-
garitmusfiiggvény derivaldsaval kaphatjuk a kovetkez6 formuldkat, amelyek igen
hasznosak a rutinszerti szamolasban.

%(eh(x)> _ hl(x)eh(m)
i) = G 0<h)

Példa 6.10 Mutassuk meg, hogy a sin(ax) és cos(ax) fligguények eleget tesznek az
aldabbi egyenletnek:

F(2) = —af(2).

A sin(ax) elsé derivéltja acos(ax), és ennek a tovébbi derivaldsdval kapjuk,
hogy sin”(ax) = —a?sin(az). Hasonléan lehet eljarni a cos fiiggvény esetében. O

6.2.8 Fiiggvények diszkusszidja

Ennek az alpontnak az a célja, hogy az el6z6 alpontok eredményeit Gsszefoglalva és
rendezve egy alkalmas sémat nyujtson a differencialhaté leképezések vizsgalatahoz.
Ennek megfelel6en voltaképpen semmi 1j fogalmat vagy allitdst nem tartalmaz.

A fliggvényvizsgdlat (diszkusszid) menetének az egyes 1épéseit a kovetkezd pon-
tokban soroljuk fel. A leirtak dltaldnos tandcsok, és ezeket mindig céljainknak
megfeleléen kell alkalmazni.
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A fiiggvénydiszkusszié menetének a vazlata.

(I) A fiiggvény altaldnos megtekintése sordn elészor az értelmezési tartoményt és

(1)

(I11)

az értékkészletet nézziikk meg. Ha rendesen adjuk meg a fiiggvényt, akkor az
értelmezési tartoméany adott, de némelykor ennek a meghatarozésa is feladat.
Ezzel kapcsolatban az alabbiakat célszert elvégezni:

o Az értelmezési tartomany meghatarozasa. A legtobb fliggvény valami-

lyen formuldval van megadva, és ekkor a formuldk értelmezhetéségének
a korét kell szemiigyre venni.

Az értelmezési tartomany néhény specialis, hangsilyozott helyén meg-
hatérozzuk a fliggvény értékeit.

Az értelmezési tartomanyon kiviil, de ahhoz szorosan kapcsolédva lehet-
nek olyan pontok, ahol a fliggvény nem értelmezett, de a hatarérték
létezik meghatarozni. Ilyen pontok gyakorta a 400 és —oo helyek, és a
nevezok zérushelyei.

Megnézziik, hogy hol folytonos a fligvény. Amennyiben derivalhatd, akkor
eleve igenld a valasz, és attérhetiink a kovetkezd pontra.

Ha differencidlhaté a fliggvény, akkor meghatarozzuk az els6 derivaltjat, és
meghatarozzuk annak a gyokeit és a gyokok kozotti eléjeleit. Ehhez ésszert
néha szorzattd alakitani a derivaltat.

e Amely intervallumon a derivalt nemnegativ (pozitiv), ott (szigortian)

monoton névekedd, ahol pedig nempozitiv (negativ), ott (szigortian)
csOkkend a fiiggvény.

A bels6 pontokban csak ott lehet szélséérték, ahol a derivalt nulla. Ha
novekedobdl fogyéba megy at a fiiggvény, akkor maximuma van, ha
pedig fogyébol névekedébe megy 4t, akkor minimuma. Az extremalitas
eldontéséhez segitséget nytjthat a kovetkezékben kiszamolandé maéaso-
dik derivalt is.

(IV) Amennyiben létezik, kiszamoljuk a masodik derivaltat is.

e Amely intervallumon a mésodik derivalt nemnegativ (pozitiv), ott a

fiiggvény (szigorian) konvex, ahol pedig nempozitiv (negativ), ott (szi-
goriian) konkdv.

Megkeressiik az inflexiés pontokat, ahol konvexbél konkdvba vagy kon-
kavbol konvexbe megy at a graf.

A szélséértéket rendszerint mar a fiiggvény novekedése és fogyasa se-
gitségével meg tudjuk hatdrozni, de segitségiinkre lehet az is, hogy a
masodik derivalt milyen értéket vesz fel az elsé derivalt zérushelyeinél.
Ha a masodik derivalt negativ, akkor szigord maximum van, ha pedig
pozitiv, akkor szigord minimum.
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(V) Az eddigiekben nyert informéciék felhaszndldsival, a vizualitds kedvéért
felvazoljuk a grafot. Olyan rajzra van sziikség, amelyik jol tikrozi a kvali-
tativ megallapitasokat. Nem a pontos szamszertiség a lényeges.

max min
[+ fla) novekszik  f(x) csokken f(zz) novekszik  f(b)
1 ‘ : |
1 a + 1 _ To + b
inflexié inflexié
f: f(a) konvex fly) konkév f(y2) konvex f ()
‘ ‘ ‘ |
fr.oa + Y - Y2 + b

6.7. abra: Egy diszkussziés séma.

Egy sémat is ajanlunk az el6zoek rogzitésére, amit a 6.7. &bran rajzoltunk
meg. A rajz 6nmagidért beszél és nem szorul magyarazatra. A példamegolddsok
soran mi is el fogjuk késziteni.

Most pedig kidolgozunk néhany példat.

Példa 6.11 Diszkutdljuk a mdsodfoku polinommal megadott p : R — R,
p(z) = azx® + bz + ¢ a#0
fiigguényt.

Az a # 0 feltételt azért kotottiik ki, hogy valédi masodfokt polinomunk legyen.
Az értelmezési tartomany nyilvdnvaléan az egész R. A p els6 derivéltja

p'(z) = 2azx + b = 2a(x + b/2a),

amibdl a derivalt nullhelye és elGjelei azonnal leolvashatok. Két esetet célszerti
megkiilonboztetni, aszerint, hogy az a pozitiv vagy negativ. Vegyilkk mondjuk a
pozitiv a esetét, a masik eset teljesen azonosan targyalhaté. A derivalt negativ, ha
T < —% és pozitiv, ha z > —%. Ennek megfeleléen a fiiggvény szigorian fogy, ha
T < —% és szigorian no, ha —% <z, ésigy az x = —% helyen minimuma van.
A mésodik derivélt p”(z) = 2a, és eszerint a fliggvény konvex, ha az a pozitiv és
konkdv, ha az a negativ. A gréfokat a 6.8. dbran szemléltettiik.

Példa 6.12 Diszkutdljuk a
h(z) = ax® + bx® 4+ cx +d (a #£0)

harmadfoki polinom dltal megadott figgvényt.
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6.8. abra: Az x +— ax? + bx + c fiiggvény grifja.

Ertelmezési tartomanyként nyilvanvaléan az egész szdmegyenes szébajohet. Az
els6 derivalt
B (x) = 3ax® + 2bx + c.

Mivel ennek a gyokeit kell meghataroznunk, ezért értelemszeriien harom esetet
kiilonboztetiink meg:
1) Nines valés gyoke a derivéltnak. Ekkor nyilvdnvaléan dllandé eldjeld, és ezért
a fliggvény szigoruan névekedd vagy fogyo az egész R-en.
2) Egy a € R gyoke van a derivéltnak. Az « nyilvdnvaléan kétszeres gyok, és a
derivalt

B (z) = 3a(z — a)?

alakba irhat6, amibol azonnal ldthatd, hogy az « helytdl eltekintve minden helyen
pozitiv, ha a > 0, és negativ, ha a < 0. Ennek megfeleléen a h fiiggvény szigorian
fogy vagy né az a elbjele szerint. Az o helyen nulla ugyan a derivélt, de itt
szélséérték nincs. Az inflexids pontban hizott érinté parhuzamos az = tengellyel.
3) Két gyoke van a derivaltnak. Ekkor a derivdltja, mint mésodfoki polinom
gyoktényezos alakba irhaté:

B (z) = 3a(z — aq)(z — ),

ahol feltehetd, hogy a1 < as. Ebbdl leolvashatd, hogy a h' a két gyoknél vélt
eléjelet. A gyoktényezok elGjele a két gydk kozott ellenkez6. A méasodik derivalt
egy linedris fliggvény, aminek egy gyoke van, ahol eléjelet is valt.

Ennek az esetnek a diszkusszids sémajat is elkészitettiik a 6.9. abran, pozitiv
a egylitthaté mellett.

max min
h: névekszik  h(aq) csokken h(ag) novekszik
' '
b + o - @ +
inflexio
h: konvex h(—2) konkéav
’
' + —% _

6.9. abra: Harmadfoku polinom diszkusszios sémaja.

A 5.2. dbra egy olyan esetet mutat, amikor egy kétszeres gyok van, nevezetesen
anulla. A 6.10. dbrén azokat az eseteket vazoltuk fel, amikor nincs gyok és amikor
két gyok van. Az a egylitthatét pozitivnak vettiik.
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inflexio

l

|
/ |

! |

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

inflexié max min
A derivéltnak nincs gydke. A derivéaltnak két gyoke van.

6.10. dbra: Harmadfokd polinomok tipikus gréfjai.



7.

Antiderivalt és
differencialegyenletek

Ennek a fejezetnek a célja nagyon egyszertien megadhaté: egy f fliggvény esetében
arra szeretnénk valaszolni, hogy milyen fliggvény derivéaltjaként kaphaté meg.
Eszerint a feladat a differencidlds kalkulusa “megforditasdnak” a vizsgalata. A
targyalt kalkulus felhasznaldsara fontos példat adnak a méasodik pontban térgyalt
differencidlegyenletek.

7.1 Az antiderivalt, hatarozatlan integral

Az els6 alpontban definidljuk az antiderivalt fogalméat, a kovetkez6 hdrom alpont-
ban pedig mddszereket ismeriink meg az antiderivalt kiszamitasara.

7.1.1 Definiciok, elemi tulajdonsagok

A derivélas eljirdsdnak a megforditdsa nem egyértelmi, hiszen példaul az x2 de-
rivéltja az
3 23
T— — és x— 3 +5

fiiggvényeknek. A 236. tétel (4) &llitdsa szerint ha az F és G (intervallumon
értelmezett), fliggvények derivéltja azonos, akkor az F és G fuggvények kiilonbsége
egy konstans fiiggvény. Ez lehetové teszi, hogy azt mondjuk: a derivalds meg-
forditdsa egy allandé (fliggvény) erejéig lehetséges, vagy azt is mondhatndnk: a de-
rivdlalas megforditdsa egy olyan fiiggvényhalmazt eredményez, amelyben barmely
két fliggvény kiilonbsége egy konstans fliggvény. Ezt a gondolatot pontositjuk a
kovetkezékben.

243
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Definicié 256 Ha az f : (a,b) — R figgvény az F : (a,b) — R fiigguény de-
rivdltja (derivdlt figguénye), akkor azt fogjuk mondani, hogy az F figguény egy
antiderivdltja vagy primitiv fligguénye az f fligguénynek.

Az antiderivdlt figguények dsszességének a jeldlésére az

[r@as. [awsw. [

formdk valamelyike a szokdsos. Az antiderivdltak [ f(xz)dx Gsszességét az f figg-
vény hatdrozatlan integrdljanak mondjuk, amelyet eqy F' antiderivdlt birtokdban

/f(;z:)dx:F(:E)+c
maodon adhatunk meg, ahol a c tetszdleges dllando.

A definici6 utébbi megadasi médja az 236.(4) allitds szerint jogos. Hangsulyoz-
zuk, hogy a hatarozatlan integrédl egy fiiggvényhalmaz, az antiderivalt pedig egy
az elemei koziil.

Az antiderivalt elnevezés nem szorul indokldsra, hiszen a bevezetett miivelet a
derivdlas megforditdsa. A hatdrozatlan integral elnevezés a kovetkezé fejezetben
kapja meg az indoklaséat, ahol majd latni fogjuk, hogy ez a miivelet teszi lehetévé
az u.n. (hatdrozott) integralok kiszamitdsdt.

A jel6lésnek tradiciondlis oka van, az [ jel az “S” betiinek a stilizalt alakja
arra utal, hogy — amint majd latni fogjuk — a hatarozott integral, bizonyos
értelemben a kozonséges Osszegezésnek (szumma) az altaldnositdsa.

A jelolések koziil az elsét hasznaljuk leginkdbb, mert a benne szereplé “dx”
szimbd6lum vildgosan megmondja: egy x valtozétol fiiggd leképezés antiderivaltjat
kell venni. A kozéps6 jelolés a leglogikusabb (de a legritkdbban haszndlt), mivel az
antiderivalandé fliggvény elé teszi, a derivaldsnal megszokott mddon, az utasitdst
ad6 szimbolumot.

A derivalt fiiggvényt tetszéleges nyilt halmazon értelmezett fiiggvényre defini-
altuk, ezért jogosan felvethetd, hogy miért nem tettiink igy az antiderivalt esetében
is. Ennek az oka: Nem igaz az, hogy ha két fliggvény derivaltja egy nyilt halmazon
megegyezik, akkor a kiilonbségiik egy konstans fiiggvény. Erre mutatunk most
példat:

Példa 7.1 Mutassuk meg, hogy az
f(z) = = és g(x) = f(z)+sgn(z), xzeR\{0} =R
figguények derivdlt fiiggvénye azonos de a kiilonbségik nem dllandd.

Az f és g derivalt figgvénye: = — — a kiillonbségiik azonban az eldjel

o
T
fliggvény, ami nem allando. O
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A részletes bevezetés utan nézzitk most az antiderivalt-kalkulus alapjait. Az
eddig is kovetett menet szerint két tipusi miveleti szabaly rendszert targyalunk:

1) A formélis szabdlyokat, amelyek a fiiggvények kozotti miiveleteknek az an-
tiderivalas miveletével szembeni viselkedését adjak meg.

2) A legfontosabb specidlis fiiggvények antiderivaltjait.

Allitas 257 (Antiderivalas formalis szabalyai)

(1)

(5)

(6)

Ha az o # 0 tetszbleges szam, és az f : (a,b) — R fligguénynek van an-
tiderivdltja, akkor az af fiigguénynek is van, és

/af(a?) dx = a/f(x)dx.

Ha az f : (a,b) — R és g : (a,b) — R figgvényeknek van antiderivdltja,
akkor az dsszegiiknek is van, és

/(f(x)—i—g(x)) dm:/f(m)dx—i-/g(x) de.

Ha az f és g, (a,b) — R, derivalhatd fugguények, és az f'g fligguénynek van
antiderivdltja, akkor az fg' fiiggvénynek is van, és

/ f(@)g(z) de = f(x)g(z) - / f(2)d (@) de.

Ha a g : (a,b) — R figgvény derivdlhatd, az f pedig a g figgvény g((a,b))
(intervallum) értékkészletén derivdlhato, akkor

/ f(9(@))g (@) dz = f(g(x)).

Ha a g : (a,b) — R figguény derivdlhatd, az f fiigguény pedig a g fiigguény
9((a,b)) értékkészletén definidlt, és van antiderivdltja, akkor f(g(x))g'(z)
fiigguénynek is van antiderivdltja, és

[ g @ ds= [y

y=g(z)

Ha az eléz6 dllitds feltételei mellett a g figguénynek van inverze, akkor

[ twdy= [ o)/ z)ds

z=g~1(y)
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A leirt formalis szabélyok rendre a szdmmal valo szorzés, az Osszeadds, a szorzas
és a kozvetett fliggvény derivéldsi szabalyainak felelnek meg. A koézvetett fiiggvény
derivalasi szabalyabdl harom antiderivalasi szabélyt is eredeztettiink ((4)—(6)).

Meg kell vallani, hogy a jelolések zavart okozhatnak az allitds egyenléségeinek
a megértésében, ha nem latjuk pontosan, hogy mirdl is van sz6. Példaul az

/af(m)d:c:a/f(m)dx, a#0

formula értelemezése: Az egyenléség mindkét oldalan fiiggvény halmazok &llnak
és ugy kell érteni, hogy a masodik fiiggvény halmaz gy adddik az elsébol, hogy
az elemeit rendre szorozzuk az « szammal. Hasonld értelmezést adunk a tobbi
egyenlOségnek is.

A szorzat derivaldsi szabélydbol szérmazé (3) szabdlyt parcidlis integrdldsnak
szokds nevezni. Az (5) és (6) szabdlyt pedig helyettesitéssel vald integrdldsnak.
Ezek az elnevezések a “hatdrozatlan integral” elnevezéshez kapcsolodnak.

Bizonyitas. Az &llitdsok mindegyike egy egyenlOség, amelyeknek a bizonyitdsa —
mivel antiderivaltak egyenl6ségérol van szdé — gy megy, hogy derivaljuk mindkét
oldalt, és azt taldljuk, hogy mindkét oldal derivéltja azonos.

(1): A hatérozatlan integral definicidja szerint a baloldal

d
d—x/af(ac) dx = af(z),

a jobboldal pedig a szorzat derivélasi szabdlya és a definicié alapjan

4 (a / fa) dx) —at / f(2)dz = af ().

(2): A definicié szerint a baloldal derivéltja f(z) + g(z), a jobboldal derivdlasa
pedig az Osszeg derivalasanak a formalis szabalyaval:

(/f(x)dﬂ/g(x)dx)/ - (/f(a:) dx>/+ (/g(x)dm)l — f(2) + g(a).

(3): A baloldal derivéltja definicié szerint f'(z)g(z), a jobboldalé pedig az Gsszeg
és szorzat derivélasi szabdlya szerint:

(f<x>g<a:> - [1@y@ dx) — P@)g(@) + [@)g (@) — f@)g (2) = [ (@)g(x).

(4): A kozvetett fiiggvény differencidlési szabdlydnak az evidens kévetkezménye.
(5): A jobboldal derivéaltja, a kozvetett fliggvény derivalasi szabdlya alapjén:

= [ty

- d%/f(y) dy - %g(w) = f(y)d'(2),

y=g(x)
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ami megegyezik a baloldal x szerinti derivaltjaval, az f(g(x))g’(z)-vel, ha az y

helyére eldirds szerint befrjuk a g(z)-et.

(6): Azonnal adddik az elézé allitds egyenl6ségébdl, ha az x helyett a g~ (y) értéket

helyettesitjiik.

A kovetkezd tétel specidlis fliggvények antiderivaltjait adja meg. Igazolasra
nincs is sziikség, hiszen csak visszafelé, jobbrdl balra, kell olvasni a derivélasi

szabdlyokat.

Allitis 258 (Specidlis fiiggvények antiderivaltjai)
l,n+1

n+1

(1) Ha 0 < n egész, akkor /x” dx =

‘T"+1
s +c
(2) Ha azn < —1 egész, akkor /m" dr = ;tll b
n+1 + C2,

1.04+1

+ c.

3) HoO<x € —1, akk “dx =
(3) Ha x és a £ —1, akkor /x T= T

(4) /exdx:e“—&—c.
o 1
(5) Ha az x pozitiv, akkor /;dmzlnx—kc.
(6) /sinmdx:—cosm—l—c és /cosxdx:sinx+c,
(7)/ LI tanz +
——— dx = arctan .
G g2 &8 = arctanz +c

1
(8) Ha x S (71,1), akkor /\/17_71;2

Végezetiil, miel6tt példakat dolgoznank ki, a szamolési szabalyokat tomoren,

tablazatokban is Gsszefoglaljuk a kovetkezd oldalon.

+¢, zeR.

dr = arcsinx + c.

ha
ha

x>0,
x < 0.
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ANTIDERIVALAS FORMALIS SZABALYAI

af(x)de = a-/f(:z:)da:, (a #0)
JU+o@de = [ f@)de+ [gla)de
[ i@y @ = f@yg) - [ F@g)do
(@)de = flg(@)) +c
@de = [rw)dy

[1way = [rend@ar

SPECIALIS FUGGVENYEK ANTIDERIVALTJAI

/1dx = x+4c
n+1
/x"d:v _ +c
n+1
a+1
/mo‘da: — +c
a—+1
/exd:v = e"+c¢
1
/—d:c = lnx+ec (0<2)
T
/sinwdx = —cosx+c
/cos:z:d:c = sinx+c
1
/ dr = arctanz +c
1+ai2
_— arcsinx + ¢
/\/l—x2

A tablazatok emlékezteték, és a pontos feltételeket a megfeleld dllitasok tartal-

mazzak.
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A kovetkezo tablazatban néhany olyan formulat irunk le, amelyek a formdlis
szabalyok és a specidlis fliggvények antiderivaltjainak az ismeretében konnyen
felirhatoak, és hasznosak lehetnek gyorsabb szamolasnal.

hn+l(l,>
/ n _ e
JH@h @) dr = T e e
W(x)e"@ dr = '@ ¢
h/
/h((xx)) dr = Inh(x)+c, (0<h(@))

A megismert szabédlyok koziil a parcidlis és helyettesitéssel valé integralas for-
malis szabdlyainak a hasznélata, megfelel6 gyakorlatot igényel. Emiatt ezek gya-
korldsanak két kiilon pontot szenteliink. Itt csak a kozvetleniil megoldhato felada-
tokkal foglalkozunk.

Példa 7.2 Keressiik meg a tangens figguény egy antiderivaltjat.

A tangens fiiggvényre tanx = 222 ami tovabbalakitva a
cos T
—sinz
tanx = — , ha cosx >0
cosx
és )
sinx
tanr = — , ha cosx <0
—cosT

formékba irhaté, ahol a tort szamlaldja éppen a nevezo derivaltja, ezért egy an-
tiderivalt fiiggvény:
r+— —Incosxz, ha cosz >0

z+— —In(—cosz), ha cosz <O0.

Példa 7.3 Mi a hatdrozatlan integrdlja az x + 2sinx cos® x fligguénynek?

Az integrélandé fiiggvény a kovetkezd forméba alakithaté

. 2
r+2sinzcos®x =z — Z(fsinx)él(cosx)?’,
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ami alapjan a masodik tagnal a harmadik tablazat elsé sorat hasznalva az adédik,

hogy
2

— fcos4x+c.

x
2si Sa)de =
/(w—l— sinx cos® z) dx 5 "5

Példa 7.4

/sin3xdx =7

1
32 =sinz(l —cos’z) = sinx + g(— sinz)3 cos® =

sin
azonossag alapjan

1 1
/sin3xdx:/sinxdx+§/(—sinx)Scostdm:—COS:E+§COSS:£.

Példa 7.5 Mi a hatdrozatlan integrdlja az

3z +x
el g
22 4+1

fiigguénynek?

Az el6z6 példak megoldasdban lattuk, hogy a megoldds kulcsa az, hogy iigyes
atalakitassal olyan alakot hozzunk be, amelyikre a harmadik tdblazat valamelyik
formuldja raillik. Ez a kulcsa az Osszes ebben a pontban megoldott és kitlizott
feladat megoldasanak.

A jelenlegi esetben — ami egyes raciondlis tortfiiggvényeknél tipikusnak te-
kinthet6 — a kovetkez6 az dtalakitds:

322+ 3(@?+1)-34ax 1 1 2z

— =3-3 - .
2 +1 241 1—|—x2+2m2—|—1

A vizsgalt tortet harom tagu osszegre bontottuk. Az els6 tag egy antiderivaltja
a 3z, a masodik tagé —3arctanz. A harmadik tagban a szdmldl6 a nevezd de-
rivaltja, ezért egy antiderivalt: In(1 + 2?). Osszefoglalva:

2
1
/B;%dx:31:73arctanx+§ln(1+xz)+c'
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7.1.2 Parcialis integralas

Bevezetésként emlékeztetiink a parcidlis integralas szabélyara: Ha az f és g fligg-
vények derivdlhatéak valamilyen intervallumon, és az f(x)g'(x) fliggvénynek van
antideriviltja, akkor az f'(x)g(zx) figgvénynek is van, és

/f(x)g’(ﬂc) dz = f(z)g(x) —/f’(w)g(x) du, (7.1)
ahogyan azt a 257. tételben lattuk.

Gondoljuk meg alaposan, hogy mikor elény6s ennek a formélis szabalynak a
hasznalata. A 7.1. egyenl6ség akkor konnyiti meg a dolgunkat, ha egyrészt meg
tudjuk mondani a ¢’ fiiggvénynek egy antiderivaltjit, a g figgvényt; mésrészt ha
az f'g figgvény “egyszerlibb” az fg¢’ fliggvénynél. Ldssunk elézetesként néhdny
tipikus példat az alapgondolat megértésére.

(1) A “polinom - e*”
példaul az

alaku fliggvények esetében kedvezd a helyzet. Vegyiik

2 T
7).
(°+7)- e,
f g
fliggvényt, amibdl az f'g-re a az

1'(@)g(w) = 20",

alak adddik, ami abban az értelemben egyszeriibb az eredeti forméanal, hogy
a polinom fokszama eggyel csokkent. Ezt a fogast tovabb lehet folytatni, és
ismételt 1épések utan a polinom nulla fokszadmu, azaz konstans lesz.

(2) Teljesen azonos a helyzet a “polinom - sinz” alaku fiiggvényeknél, ahol a
szinusz fiiggvény helyett a koszinusz is szerepelhet.

(3) Bizonyos értelemben eltéré szempont miatt vezet kedvez6 helyzetre a parci-
alis integralds a “polinom - In x” forma esetében. Ebben a

polinom - Inx
—_—
/ f
g

szereposztasban, mivel polinom antiderivdltja is polinom, az f’g alakja
. 1
polinom - —
T

lesz, ami egyszer raciondlis tortfliggvény, és konnyli mondani antiderivalt-
jat.
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A pont tovabbi részében példakat oldunk meg a parcidlis integralds modszeré-
nek a bemutatasara.

Példa 7.6 Hatdrozzuk meg az
v (224 T)e ™
fiigguény hatdrozott integrdljat.
A szabdly alkalmazisit — az f és g leképezésekre vonatkozd “szereposztast”

(eleinte) — a fliggvények ald vald frasival fejezziik ki.
Felhasznaljuk azt, hogy az e™* egy antiderivéltja a (—e™*) fliggvény.

224+ 7)) e % da 224 7)) (" —/ 2z - (—e ¥ dx =
[+ y e[ 2
f f g g

= (a2 +7)(—€_w)+/2$(—6_I) dzx.

A jobboldali integralra ugyanezt az eljarast folytatjuk tovabb:

/ 20 -e dx = 2x -(—e” %) —/ 2 (e ") dx =
D
J g’ g ! g

= 2z(—e ")+ 2/ e Pdxr=—-2ze " —2e " +ec.
Osszefoglalva az eddigieket:

/(:172 +Ne dr=—(2® +T)e ™ —2ze™ " — 2" +c=—(2? + 22+ 9e " + .
O

Példa 7.7
/(a:7 + 222 + 1) Inxdr =7

Alkalmas szereposztédssal szamolva egyszeriien nyerheté a valasz:

/(m7+2x2+1)-lnxdx:
<~

8 23 8 23 1
:(£+i+x).1nx_/(£+i+x). L.
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A jobboldali integral kiszamoldsa mar nagyon egyszerii:

a8 223

T 222
— 4+ — 4+ 1de = — + —
/(8+3+)x 64+9+a?+07

amibdl végiilis azt kapjuk, hogy

8 23 8 23
/(x7+2x2+1)lnxdaﬁ: <x8+§+x)1na:—z—$—x+c.

Példa 7.8 Szdmitsuk ki az x — sin® z fiiggvény hatdrozatlan integrdljdt.

Els6 pillantasra ugy ttinhetne, hogy ez a feladat nem kezelhet6 a parcialis integrélas
moédszerével, hiszen nem is szorzat. Ennek ellenére — azzal az észrevétellel, hogy
a négyzet is szorzat — megoldhatéva valik a feladat ezen a moédon, az alabbiak
szerint.

/sinx~sinxdm:sinx-(—cosm) —/cosx-(—cosx)dm:
~ . .

f g’ f g I’ g

:7Sin$COSfE+/COSQZEdI = fsinxcosx+/17sin2xdx
o . .2
= —smxcostr:c—/sm x dx,

amibol, atrendezéssel az adddik, hogy 2f sinzdr = —sinzcosz + x + ¢, tehat
1

[sin*zdr = —Lsinzcosz+ £ +c. O

A pontosan gondolkoddk észrevehették, hogy egy furcsa dolgot tettiink akkor,
amikor az [ sin? x dz hatdrozatlan integralt az egyenléség egyik oldalardl atvittiik
a masik oldalara, mivel az nem egyetlen objektum, nem egy fliggvény, hanem
egymastol egy konstansban kiilonboz6 fiiggvények halmaza. Ha alaposabban utana
gondolunk, akkor belathatjuk, hogy ez mégis megengedhetd.

A hatarozatlan integrallal kapcsolatos szamoldsainknak egyébként van egy ki-
tin6 ellenorzése: derivalni kell az eredményt, és meg kell nézni, hogy az in-
tegralandé figgvényt kapjuk-e meg. Az el6z0 példdban hajtsuk végre ezt az
ellenérzést:

4 (L L7
d 2S1n5L‘COSJJ B)

1/2(—coszcosx —sinz(—sinz) — 1) =
= 1/2(—cos’x +sin®x + 1) = sin” z.

Példa 7.9 Adjuk meg az x — 3 exp(—a?) fiigguény egy antiderivdltjdt.
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Ha ebben az esetben abbél indulnank ki, hogy csak az x® fiiggvényt valaszthatjuk
derivéltnak, mert ennek tudjuk csak megmondani egy antiderivaltjit, az z*/4
fiiggvényt, akkor csak megnehezitenénk a dolgunkat. A mdsik exp(—x?) fiiggvény
derivéltja ugyanis —2z exp(—x?), és igy az x° exp(—2?) fiiggvényt kellene integ-
ralnunk, és ez nem konnyebb, mint a kiindulé feladat. Egy “fantdziaddsabb”
latasmaédra van sziikség, az aldbbiak szerint.

1
/x?’ exp(—2?) dz = 77/ 2 ~(72xe*gﬂ2)dx =
2 \f’/ \ ;

g/

1, _p2 1 2 1 2,
5 L€ —|—2 x e " dx 5¢ (z°+1) +¢,
! g I g
tehat egy antiderivélt az z — —(1/2)e~*" (22 + 1) fiiggvény. m)
Példa 7.10 Hatdrozzuk meg az
22
(1+4x)3

fiigguénynek egqy antiderivaltjdt.

A megoldas menete az eddigi tapasztalatokat kovetve:

1.2
— _dx = 2.1 “Sdr =
/(1+x)3x /ﬁ/(&f”)_/”

f g’
1 -2 1 -2
S T e o) M (PR O o) A
~~ -2 ~~ -2
f —— flN——
g g
Al (1+2)"2d
= - x - x x€r =
2(1—1—2’,‘)2 \f/" ———
g/
2 1 —1 1 —1
T + 7( +2) —/ 1 7< +2) dr =
2(14+2)2 =~ -1 ~~ -1
f —— flN——
g g
o : +/(1+ )yld
= — —_ €T €r =
20+xz)2 1+=z
$2

X

. - In(1 .
LA T Gk

O

A parcialis integralas formalis szabdlya a szorzat derivaldsi szabalyanak a meg-
forditasa, de észrevehettiik, hogy az alkalmazdasa lényegesen nehezebb. A lényeges
lépés a fentiekben “szereposztasnak” nevezett probléma. Ha ez utébbit helyesen
oldjuk meg, akkor a tovabbiak gyakran mar magukt6l mennek.
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7.1.3 Helyettesitéssel valé integralas

A kozvetett fiiggvény derivdlasi szabalydab6l hdrom szabalyt is levezettiink a ha-
tarozatlan integral meghatédrozdsdra (257. (4)—(6) allitds). A legegyszer(ibb az
alabbi

[ #(ong @ ds = flgt@) + e (72)
Ezt a formulat mar eddig is sokszor hasznaltuk, amikor az integralandé fiiggvény-
ben ezt az alakot igyekeztiink felfedezni, vagy atalakitdssal 1étrehozni. “Helyettesi-

téssel valé integrdldsnak” féként az idézett tétel (6) formuldja alkalmazédsét szokds
nevezni. Eszerint

[twdy= [ 1a@)g @) iz

. (7.3)
r=g""(y)

Ne feledjiik el, hogy itt az alkalmazhatdsag feltétele az is, hogy a g fiiggvénynek
legyen inverze.

Oldjunk meg most egy feladatot, kétféle médon, nagy részletességgel, abbdl a
célbdl, hogy annak az alapjan a (7.3) formula alkalmazdsédnak, nem kevés Gtletes-
séget kivand, menetét lerdgzithessiik.

Példa 7.11 Keressiik meg az

y5

Vit +1

y}—>

fiigguény hatdrozatlan integraljdt.

Els6 megoldas: Az feltiinGen szembetiing, hogy az integralandé kifejezés sokkal
egyszerib lenne, ha a négyzetgyok helyett egyetlen x valtozé allna. Ekkor

r=+\y3+1 &  y=+va?-1

lenne. Az alkalmazandé formuldban szereplé g fiiggvény ezek szerint: y = g(x) =
vz2 — 1. Figyeljiink fel azonban arra, hogy a g fiiggvény z = g7 (y) = /3> + 1
inverz fiiggvényébdl indultunk ki. Azt véalasztottuk ki elészor, és a g fiiggvényt
csak ezutan szamoltuk ki, kifejezve az y véltozot.

A g és ¢! fiiggvények megvélasztdsa utdn az latszik természetesnek, hogy
kiszdmoljuk az f(g(x)) fiiggvényt és a ¢'(x) derivéltat, hogy ezek alapjén a job-
boldali integrandust felirhassuk. Ebben a megolddsban valéban ezt az utat kovet-
jiik, de taldlni fogunk majd méds eljardst is a masodik megolddsban. A mondot-
taknak megfelelGen:

flg(z)) = (mé
g/():%Szz I = @i (2$):*x<3:172f1)_2
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fgy a jobboldali integrandus:

Pty @) = (Va2 1) 1. (% (Vo= 1)‘2) _

3 (x2 — 1).

2
3

Eszerint a helyettesités (7.3) szabélya szerint
5 2
/yidy: 7/(x2—1)daj
Vi +1 3 =y +1
2 2
= (P D)V +1 - 5\/y3+1+c.

2<x3 >
=-|—=—2+c
3\ 3 =13 +1 9

Miésodik megoldéds: Ezzel a megoldassal két szempontra szeretnénk felhivni a
figyelmet. Egyrészt arra, hogy tobbféle helyettesités is célhoz vezethet; mésrészt
arra, hogy az f(g(z))g¢'(x) integrandus (integralandé fliggvény) kiszdmitdsdra més
ut is van: Nem hajtjuk végre teljes mértékben az f(g(x)) helyettesitést mindjart
az elején, és nem kozvetleniil a ¢/(z) derivéltat szdmitjuk ki, hanem a g~!(y)
derivaltat, aminek — az inverz fiiggvény derivalasi szabdlya szerint — a reciproka
a g’ derivalt.

Helyettesitsiik most az integralandé kifejezésben a gyok alatti mennyiséget -
szel, azaz ©* = y> + 1. Eszerint y = g(z) = ¢ — 1. Ha az el6z6 megolddsban
kovetett uton haladnank, akkor a g fiiggvényt kellene derivélni, ami — gyokds
kifejezés 1évén — viszonylag bonyolult. Anndl egyszer(ibb viszont a g1 fiiggvény
derivéldsa, hiszen g~ !(y) = y® + 1. Lassunk hozza ennek megfeleléen a baloldali
integrandus kiszdmolasdhoz. Elészor a x = g~ !(y) derivalasa:

de d 4
ay "

+1) = 32

Ezek szerint a baloldali integrandus:

Yy =L

193
r=—-—=-:=——— :7
Vr3y: 3z
és most mar érdemes az y helyére is betenni az y = /x — 1 kifejezést, amivel
folytatva az el6z6t az kovetkezik, hogy
lz-1 1
3z 3

A helyettesités formuldja szerint tehat

[t s

(931/2 _1371/2)_

r=y3+1
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1 /232 /2
=-|-—=—-——=+4c¢
3\ 3/2 1/2 +

Miel6tt Osszefoglalnank az el6zbeket ejtsiink par szt egy lehetséges jelolésrol.
Mivel y = g(x) és ¢'(x) = dgd—(f) = %, ezért a 4.2.4. pontban latottak sz-
erint azt {rhatjuk, hogy dg(xz) = dy = ¢'(z)dz. Megjegyzés-technikai szem-
pontokat figyelembe véve a (7.3) helyettesitési szabdlyban a ¢'(z)dz formét a
kovetkezOképpen értelmezhetjik: A “dy” helyére a % = ¢'(x) egyenlBséghdl
formadlisan kifejezett ” ¢’ (x)dz” {randd, azaz a helyettesités

2 2
=5 DV H -2V Tt

a helyettesités.
Részletezziik most, hogy mi az integralds menete a (7.3) szabély alkalmazdsa-

nal:

(1) Az f fiiggvény alakja alapjin eldontjilk azt, hogy milyen g(z) fiiggvényt
helyettesitiink az y helyébe. Erre nincs altaldanos recept, csak az a szempont,
hogy a helyettesités utédni f(g(z)) fliggvény minél egyszeriibb legyen. Mivel
az f(y) fiiggvény alakja alapjan fantdzidlunk, ezért nem meglep8, hogy a g
fliggvény helyett rendszerint annak az inverzét taladljuk meg.

(2) Az f(g(x))g'(x) szorzat kiszdmitdsdndl kétféleképpen is eljarhatunk:

(a) Eloszor elvégezziik az f(g(x)) behelyettesitést, majd kiszdmoljuk a
helyettesitéshez sziikséges ¢’ (x) derivalt fliggvényt, és a dy helyére a ¢'(z)dz
format tessziik.

(b) A g derivéltja helyett a g~1(y) fiiggvény derivaltjat szamoljuk ki.

Az (a) médszer mindig kovethetd, a (b) esetben esetleg egyszer{ibb a szdmo-
las.

(3) Meghatarozzuk az [ f(g(x))g'(z)dz hatdrozatlan integralt.

(4) Az el6z6 1épésben kapott kifejezésben az x helyére a g~1(y) forméat helyette-
sitjiik vissza.

Példa 7.12

o2t
——dt =7
/ et +1
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Prébalkozzunk az alabbi helyettesitéssel:
u=¢e% ~amibél t= (Inu)/2.
A helyettesitéshez sziikséges derivélas:

du
dt

EDbbdl a helyettesitett integrandus:

du

_ 9,2t _
=2e”", azaz dt—ﬁ.

e 1 1 1 1 1
et +122t  2ett 41 24241

Ennek az u-szerinti hatarozatlan integralja:

/1 L= Larctanu +
ra— = — arctan .
puz 41T Ao

Az u = e?* helyettesitéssel kapjuk is a keresett eredményt:

62t 1 or
/76“ 1 dt = iarctan(e ) +c.

O

Példa 7.13 Szdmoljuk ki az x — Vr2 —22 (0 < = < r) figguény hatdrozatlan
integrdljdt.

Nyilvanvaléan felvetédik benniink, hogy jé lenne egy olyan helyettesités, ami
mellett a gyokjel eltiinne. Az el6zoek alapjan gondolhatnank azt, hogy az y =
V12 — 22 célhoz vezet. Ha azonban végigszdmoljuk ezt, akkor azt tapasztaljuk,
hogy nem jutunk konnyen integralhaté alakhoz.

A most elvégzend6 helyettesités bizonyos értelemben tipikus: ha a gyokjel alatt
a — x? tipusu kifejezés van, akkor az x helyébe y/acost fiiggvényt téve a — 2% =
a—acos’t = a(l—cos?t) = asin?t, és igy el tudjuk végezni a négyzetgydkvonast (a
sint nemnegativ). Ez az otlet hasonld esetekben gyakorta megoldja a problémét.
Hasonldan alkalmas persze az x = sint helyettesités is.

Lassuk ezekutdn a feladat megoldasat. Az x = rcost helyettesités esetében
t = arccos 7, és

dr
dt
Ezek alapjan a helyettesités végrehajtasa:

/\/TQfod:c = /\/T277'20082t(77'sint)dt:

= —/rsint~rsintdt: —7’2/sin2tdt.

r(—sint), azaz dx = —rsintdt.
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Az sin? t fiiggvényt mar integraltuk a 7.8. példdban, ahol azt kaptuk, hogy

sinztdt——}sintcost—&—f—i—c——lcost 1—cos2t+i—|—c
2 22 2
A példaban kitlizott feladat megolddsdhoz mér csak az kell, hogy a t helyére az

arccos £ fiiggvényt helyettesitsiik, figyelembe véve azt, hogy cos(arccos £) = £:

2

2
t
/\/TQ—.I‘le‘ . cost 1—COS2t—%+C=

2

2 2 2 z
_orr (L) _rlarccosy

2 r T 2
~avr?—a?  r?arccosx/r
B 2 2

7.2 Differencialegyenletek

Az el6z6 pontban targyalt és begyakorolt antiderivéalasi kalkulus technikailag 1é-
nyegesen nehezebb a derivaldsnal, tobb szdmolési fogast, formalis érzéket igényel.
Természetes, hogy nem a puszta szamolasi technika csabitott benniinket, hiszen
ahogyan a bevezetésben is emlitettiik, ez a kalkulus tobb fontos alkalmazasra kertilo
matematikai targykornek is a szamitasi eszkoze. Ezt a legkézvetlenebbiil a diffe-
rencidlegyenletek megoldadval kapcsolatban lehet latni.

Alaposabb definicié nélkiil is megérthetjiik, hogy milyen egyenletet értiink dif-
ferencidlegyenleten: Olyan egyenletet, amelyben egy fiiggvény, a derivaltja és a
fliggetlen valtozo kozott valami “fiiggvény kapcsolat” van megadva. Példaul:

y(x) =3y (x), (@) =2, al@)y(2)+b(x)y(w) +c(z) = d(t),

ahol az a, b, ¢ és d valamilyen fiiggvényeket jelolnek. Természetesen szamtalan
tipusu fiiggvénykapcsolat irhato fel. Mi néhdny olyan egyszer( kapcsolatot fogunk
tanulmanyozni, amelyik mellett konnyen megoldhaté a differencidlegyenlet, és ne
torekszink a differencidlegyenletek rendszeres elméletének a kiépitésére.

A legegyszeriibb formaja differencidlegyenlet, amivel foglalkozunk

y'(z) = a(z) (7.4)

tipusu egyenlet. Ilyen feladat megoldasiara mar teljesen felkésziiltek vagyunk,
hiszen, amennyiben az a(x) fiiggvénynek van A(z) antiderivaltja, a megoldds az

/a(x) de = A(x)+c¢, a c tetszbleges dllandd
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fliggvény Osszesség tetszOleges eleme. Ebbdl a fiiggvény-halmazbdl csak tovabbi
feltétel, megkotés segitségével lehet egyetlen fiiggvényt kiszemelni. A leggyakrab-
ban hasznalt feltétel az , hogy megadjuk azt, hogy a keresendd y fiiggvény mi-
lyen b értéket vesz fel valamilyen [ helyen: y(5) = b. Ennek a segitségével mar
meghatarozhatd, hogy mi a ¢ allandé értéke:

y(B) = A(B) +c =1,
amib8l ¢ = b — A(3), tehat y = A(z) + (b— A(B)).

A ¢ konstans meghatarozasdhoz megadott

y(B) = b (7.5)

egyenletet kezdeti-érték (feltételnek) szokds nevezni. A (7.4) differencidlegyenlet
és a (7.5) kezdeti-érték — megfelel feltételelek mellett — egyértelmiien meghaté-
rozzak a keresett y fliggvényt.

A kovetkez6kben néhdny olyan differencidlegyenletet fogunk vizsgalni, ame-
lyeknek a megoldasa a kovetkezo tételen alapszikl

Allitas 259 (Szétvalaszthaté valtozéji egyenlet)
Ha az (a,b) intervallumban derivdlhatd y = y(x) leképezés kielégiti az

u(y) % = o(a) (76)

differencidlegyenletet, ahol az x — v(x) antiderivdlhatd az (a,b) intervallumban,
az y — u(y) pedig egy az y((a,b)) értékkészletet tartalmazd nyilt intervallumban,

akkor
/ u(y) dy

Az (7.7) egyenldség azt jelenti, hogy ha az U egy antideriviltja az u fliggvény-
nek, a V pedig a v fliggvénynek, akkor

_ / o(z) dz. (7.7)

y=y(z)

Uy(x)) = vlx) +c.

Az (7.6) alaku differencidlegyenletet szétvdlaszhatd vdltozdju differencidlegyen-
letnek nevezziik. Az elnevezés oka az, hogy az egyenletben az y és x valtozoktol
valé fliggés — az u(y) és v(x) figgvények formajdban — a felirds szerint szétva-
laszthaté.

Bizonyitas. Mivel tudjuk, hogy pontosan az allandé fliggvénynek a derivaltja nulla,
ezért a (7.7) egyenldséget igazoljuk, ha megmutatjuk, hogy

% (/U(y) dy v /v(:v) dm) =0.
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A kijelolt derivalas elvégzésével ezt konnyen belathatjuk. A hatarozatlan integral
definiciéja és a kozvetett fliggvény derivalasi szabélya alapjan:

% </u(y) dy e - /v(a:) dm) =

d d d
=gy v ) g [ e
= u(Y)ly=y() " ¥' () — v(2),
ami a (7.6) szerint nulla. O

Példa 7.14 (Normadlis szaporodds novekedés folyamata) Jeldlje

egy populdcio (valamilyen egyedekbdl dll6 osszesség) elemeinek a szdmdt y, ami a
t 1ddtdl fiigg. Tegyiik fel, hogy a populdcio elemei szamdanak a névekedési sebessége
ardnyos a populdcio tagjainak a szamdval, azaz az y kielégiti a

dy

= (7.8)
differencidlegyenletet. Oldjuk meg a differencidlegyenletet az

y(to) =P (7.9)

kezdeti érték mellett, és analizaljuk az igy leirt folyamatot.

A (259). tétel alkalmazdsdhoz irjuk a (7.8) differencidlegyenletet az
1dy
-2 =«
y dt
alakba. A tétel szerint ebbdl azt kapjuk, hogy teljesiil a kdvetkezd egyenléség

d
/—ydy :/adt,
Yo ly=y)

Iny(t) = at +c¢, azaz y(t) =e™*e.
A (7.9) kezdeti feltétel szerint

amibdl

y(to) = eat0+c = ﬁ7

amibdl ¢ = In 8 — atg, és igy a keresett megolddst mar kiszamolhatjuk:

y(t) _ 6oaert: _ eothrlnﬁfato — /Beoz(tftg)'
O

Az y(t) = Be*(t=1) megoldést elemezve elmondhatjuk, hogy az egyedek szdma
igen gyorsan, exponencidlis mértékben né (vagy csokken, ha az « negativ).
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Példa 7.15 (A robbanas egyenlete) Jelolje y az egyedek idotdl fiiggd szamdt egy
populdcioban. Tegyiik fel, hogy az egyedszim névekedésének a sebessége ardnyos
az y*-tel, azaz az y(t) fiigguény eleget tesz a

dy 2
7.1
;= (7.10)

differencidlegyenletnek. Keresstik meg, és elemezziik a megolddsokat.

A (259). tétel alkalmazdsdhoz frjuk a (7.10) differencidlegyenletet az

Ldy _
y2 dt

alakba. A tétel szerint ebbdl azt kapjuk, hogy teljesiil a kdvetkezd egyenléség
d
/ —g = / adt,
Y ly=y(t)

L. t+ (t) =

"0 at+c¢, azaz vy
A megoldéasnak nyilvanvaléan pozitivnek kell lennie, ezért csak olyan ¢ konstans
jOhet szdéba, amelyre —at — ¢ > 0, azaz —c > at. A megoldas figgvény képe
hiperbola, amelyiknek az ¢ = —< egyenes az asszimptotdja. E fiiggvény altal
leirt folyamat kis ¢ értékek mellett lassabban né, mint az exponencialis fiiggvény,
a —< ponthoz kozel viszont a folyamat robbandsszertien né, hiszen a fiiggvény

hatarértéke a —< helyen végtelen. Ez utébbibdl ered a folyamat elnevezése. O

amibol
1

—at—c’

Példa 7.16 (Korlatozott normalis novekedés egyenlete) Tegyik

fel, hogy egy populdcio egyedei y szamdnak a névekedési sebessége ardnyos egy A
hatdresetnek és a pillanatnyi populdcid szdmdnak az (A — y) kilonbségével, azaz
az y(t) populdcio szdm kielégiti az aldbbi differencidlegyenletet.

dy
gl G OF (7.11)

ahol t az idét jeloli. Oldjuk meg az egyenletet és analizaljuk a megolddst.
A (259). tétel alkalmazdsdhoz frjuk a (7.11) differencidlegyenletet az
1 dy
- Y
A—ydt

alakba. A tétel szerint ebbdl azt kapjuk, hogy teljesiil a kdvetkezd egyenléség

1
/Tdy :/adt+c,
Y =y
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Itt most 6vatosan kell eljarnunk, mert az A — y mennyiség negativ és pozitiv
egyarant lehet, aszerint hogy a folyamat feliilrél vagy alulrdl kozeliti az A hatér-
populacié szamot.

1. eset: Ha A —y > 0, akkor az el6z6 szdmolas folytatdsa:

—I(A—y@t) =at+ec, azaz y(t)=A—e >
2. eset: Ha A — y < 0, akkor pedig a kiindulé szamolas folytatasa:
In(y(t) — A) = —at +¢, azaz y(t) = A+e Fe

Ha alaposan megnézziik a két megoldast, akkor azok alakja

y(t) = A+ Ce ot (7.12)

c

ahol a C konstans az elsé esetben —e™¢, a masodik esetben pedig e®.

A kapott fliggvény gorbéjének a viselkedése konnyen leirhaté. Természetesen
feltételezhetjiik, hogy az A novekedési hatdr pozitiv. Harom esetet kiilonboztetiink
meg. (Az elmondottakat a differencidlhaté fiiggvények diszkusszidjandl tanultak

szerint ellenérizziik.)

C < 0: Ekkor az y fliggvény a t = 0 helyen az A+ C értéket veszi fel, onnan monoton
novekeddleg, exponencidlis mértékben tart az A szdmhoz, és konkév.

C > 0: Ekkor a fiiggvény a t = 0 helyen A + C, ettdl kezdve monoton fogydan tart
az A-hoz, konvex.

C =0: A fluggvény &llandé. O

A kovetkezd példankban szereplé névekedési folyamat kiilonésen fontos, sok-
szor hasznalt a kozgazdasdgtanban. A normaélis szaporodds esetében feltételeztiik,
hogy a szaporodasnak nincs akaddlya, a korldtozott szaporoddsnal egy fix hatar
helyzethez tartott a populdcié szdma. Most pedig egy olyan szaporodasi folyama-
tot képzeljiink el, ahol az egyedek szaporodaséat az élelemért vagy egyéb joszagért
folytatott versengés gatolja. Ilyen esetben ugy gondolkodhatunk, hogy eleinte
olyan a helyzet, mintha normélis szaporoddsrdl lenne szé, mert kis egyed szamnal
nem gatoljak egymadst a szaporoddsban. A kezdeti novekedést gyors novekedés
koveti, majd pedig lassu novekedés all be, és végiil tart egy fix allapothoz. Az
ilyen gorbék grafjai egy nagy “S” betiire hasonlitanak, és valéban szoktak is ezeket
S-gorbéknek nevezni. Ezen heurisztikus bevezetés utdn lassuk a pontos folyama-
tot.

Példa 7.17 Tegyiik fel, hogy eqy populdcid t idbbeli egyedei szamdnak a névekedési
sebessége ardnyos az eqyedek szdmdnak €s egy hatdrhelyzetnek és az egyedek szdma
kulonbségének a szorzatdval.
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Pontos formdlis fogalmazdssal: Az y(t) populdcidszam eleget tesz a kévetkezd

differencidlegyenletnek

dy

— =a(A—1y)y. 7.13

o = dA-yly (7.13)
Ennek a differencidlegyenleteknek a megolddsait logisztikus figgvényeknek szokds
nevezni (S-gorbék). Oldjuk meg az egyenletet és analizdljuk a megolddsokat.

Megjegyezziik, hogy az egyenletben szereplé szorzat azt mutatja, hogy az
egyedek y szadmat és az A — y kiilonbséget a folyamatra “fliggetlentil” haté té-
nyezonek képzeljiik el.

A (259). tétel alkalmazdsdhoz {rjuk a (7.13) differencidlegyenletet az

_ 1 4y
(A-y)ydt

alakba. A tétel szerint ebbél azt kapjuk, hogy teljesiil a kovetkez6 egyenléség

/ - iyy)y e / o dt. (7.14)

A baloldali integrdal meghatdrozasdhoz felhasznaljuk a kdvetkezd azonossagot

1_1(1+1>
(A-y)y A\y A-y)’

Ennek alapjan a (7.14) egyenléség az alabbi forméba frhaté:

1 dy dy

— —d ——d

A (/ y y+/A—y y)
A baloldali elsé integral Iny, mivel az y-rél feltehetjiik, hogy pozitiv, a maésik

integral kiszamitdasandl gondolni kell arra, hogy az A—y pozitiv és negativ egyarant
lehet. Ha A —y > 0, akkor

=at+c.
y=y(t)

1
[ G dv=ta-y +e
)
ha pedig A — y < 0, akkor

1 1

Szémoljunk most tovdbb ezen két eset szerint: Ha (A — y) > 0, akkor

1

- (y(t) — In(A = y(2)) = at +c.
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Fejezziik ki ebbdl az y valtozot:
In (Ay—y) = qAt + Ac, azaz AL—y = e AttAc,
Ebbdl egyszerti szamolassal kapjuk, hogy

A aAt+Ac A
y = A . (7.15)
1+ eaAt-‘rA(, 1+ e—(ozAt+Ac)

Ha (A —y) <0, akkor

S (my(0) = (y(e) — A)) =t + c.

Ebbdl kifejezve az y valtozot, hasonléan szamolva, mint az elobb azt kapjuk, hogy

AeozAtJrAc A
y(t) = eaAt+Ac _ | = 1 — e—(aAt+Ac)”

(7.16)

O






8.

Hatarozott integral

A matematikai analizis bevezetésével foglalkozé konyvek gyakori cime: “Bevezetés
a differencidl- és integralszamitasba”. A differencidlszamitassal és annak a meg-
forditasaval a hatdrozatlan integralnak a kiszamitdsaval mar foglalkoztunk. Ezzel
taljutottunk a “kalkulus” jellegii témakorok dontd részén. Ebben a fejezetben a
hatarozott integral fogalméaval foglalkozunk. A fejezet jorészt elmélet lesz, mert
a szamitasi médszerek mar rendelkezésiinkre allnak. A hatdrozatlan integrél vol-
taképpen a derivalas megforditasa, és igy sokkal logikusabb az antiderivalt szo
hasznalata. A hatarozott integral az “igazi” integralfogalom, és el is szokds hag-
yni a “hatarozott” jelzot.

Az els6 pontban a Riemann-integral elméletének az alapjait irjuk le. A méasodik
pontban a szamitasi modszereket gytijtjiik egybe, és feladatokat oldunk meg. A
harmadik pontban a Riemann-integral egy kiterjesztését, az improprius integral
fogalmat targyaljuk.

8.1 A Riemann integral definicidja

A kiindulé geometriai problémank most a kovetkezd. Vegyiink egy f : [a,b] —
R leképezést, és tegylik fel a kérdést: Hogyan tudnank megalkotni a fiiggvény
grafikonja és az x tengely kozotti teriilet fogalmat? Szandékosan keriiltiik annak a
szonak a haszndlatat, hogy ki szeretnénk szamitani a szébanforgé teriiletet, mert
ilyen altalanos halmaz teriiletét még nem definidltuk. Eppen a targyalandé integral
definiciéjan keresztiil fogjuk megadni a teriilet fogalmat, ahogyan az érintét is a
differencidlhanyadoson keresztiil definidltuk.

Feltessziik, hogy az a és (8 oldali téglalap teriilete « - 3. Ebbé&l kiindulva
szeretnénk megragadni a gorbe alatti tertiletet, a kovetkez6 alapelv szerint: Olyan
téglalapokkal toltjik ki a gorbe alatti halmazt, amelyek a lehet6ségekhez képest
nagyon kis részt hagynak lefedetleniil, és egyre finomabb lefedést tesznek lehetové
(8.2. dbra).

267
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a — Azx; — b

|
\
xo T1 cee T Tit1 s Tn—1 Tn

8.1. dbra: Az [a,b] egy felosztdsa.

Definicié 260 Legyenek az xg, 1, ..., Tn_1 €S T, olyan pontjai az [a,b] interval-
lumnak, hogy

To=a, Tp,=b €és o<1 < < Tp_1<Tn.
Ekkor az {xg,x1,...,Zn-1,Tn} pontok az [a,b] intervallumnak az
[Z‘i,l‘i+1], (izO,l,...,n—l)

részintervallumokra vald felosztdsdt hatdarozzak meg. A felosztdsban szerepld rész-
intervallumok hosszdt a

Azi =z — x5, (i=0,1,...,n—1)

szimbolum jeloli. A felosztdst megadd xg, x1, ..., x, pontokat a felosztds oszto-
pontjainak mondjuk.

A 8.1. abran szemléltetiink egy felosztast. A definicié szerint egy felosztast
az osztopontjai hatdroznak meg. A felosztdsok tomorebb jelolésére nagy betiiket
fogunk haszndlni, és ha példaul az I jeloli az =gy, x1, ..., x, osztopontok &ltal
megadott felosztast, akkor azt irjuk, hogy

I={x0,21,...,20}.

Definicié 261 Az [a,b] intervallum egy J felosztdsdra azt mondjuk, hogy finomabb,
mint az I felosztas, ha az I felosztds minden osztopontja osztépontja a J felosz-
tdsnak is.

Az a és b pontok az [a, b] intervallum minden felosztdsdnak osztépontjai, ezért
az {a,b} felosztdsndl minden felosztds finomabb, amit dgy is mondhatunk, hogy
az {a,b} a legdurvdbb felosztds. A legfinomabb felosztdsrél nem beszélhetiink,
hiszen tetszoleges felosztashoz hozzavéve még egy osztopontot, finomabb felosztast
kapunk. Ha az I és J két tetszOleges felosztds, akkor konnyi olyan felosztast
mondani, amelyik mindketténél finomabb: példdul az a felosztds, amelyiknek az
osztépontjai az I és J osztépontjainak az egyesitése. Ezt a felosztast az [ és J
felosztdsok kozos finomitasanak fogjuk nevezni.

Most pedig, a gorbe alatti tertilet alsé és fels6 megkozelitéséhez, definidljuk
a felosztasokhoz tartozé kozelité Gsszegeket. A 8.2. dbran illusztréljuk a hirom
Osszeget.
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sup  f(x)

z€[r;—1,2;]

inf  f(x) | _ _ _ _ _ _ _

z€[z;—1,2;]

Zo 1 Ti—1 Tq Tn—1 Tn

8.2. dbra: Az integral kozelit§ Gsszegek.

Definicié 262 Legyen az f figguény az [a,b] intervallumon korldtos, és az I =
{zo,z1,...,2,} az intervallum egy felosztdsa. Az f figguényhez és az I felosztds-
hoz a kovetkezd kozelitd dsszegeket vezetjik be:

1. Alsé kézelitd dsszeg (roviden: alsd osszeg):

n

s(f, 1) :Z(xi—xi_l) - inf  f(x).

P x€[xTi—1,T4]

2. Felsd kozelitd sszeg (roviden: felsd dsszeg):

n

S(LD=Y (zi—wi1)- sup  f(x).

i—1 T€[wi—1,7i]

3. Egqy kozbilsS kozelitd dsszeg (roviden: kézbilsd dsszeg):

m (fvlvfl e 'fn) = m(f) I):Z(xl - $1—1)f(£z)

i=1

A definiciék értelmességéhez elészor is jegyezziik meg, hogy a benniik szerepld
alsé és fels6 hatarok léteznek, mivel az f fiiggvény korlatos. Hangsulyozzuk, hogy
a kozbiils§ kozelits Osszeg definicidjaban 16vE &; szém tetszbleges az [z;_1,x;] in-
tervallumban, tehat ilyen m(f,I) Osszeg — ellentétben az alsé és felsd kozelitd
Osszegekkel — adott felosztas esetén is tobb van.
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A kovetkezd allitdsban Osszefoglaljuk a kozelité Gsszegek legfontosabb tulaj-
donsagait.

Allitas 263 A 262. definicid jeloléseivel, az integrdl kozelité dsszegeknek a kivet-
kezd tulajdonsdgai vannak.

1. Minden I felosztas esetén barmely kozbiilsd dsszegre
s(f, 1) <m(f, 1) < S(f,1).
2. Ha az I felosztds finomabb, mint a J felosztds, akkor
s(f,J) <s(f, 1) és S(f,J)=5(f, 1)
3. Tetszdleges I és J felosztdsokra
s(f. 1) < S(f.J).

4. Az also kozelité dsszegek halmazdnak van felsd, a felsé kézelité dsszegek hal-
mazdanak pedig alsé hatdra, €és

sup s(/, ) < inf S(/,1).
I

A tétel elsé harom allitasat célszeri szavakban is megfogalmazni:

1. Egy felosztashoz tartozé alsé és felsd kozelitd osszeg kozrefogja a felosztashoz
tartozé kozbiilsé kozelité osszegeket.

2. A felosztasok finomitasaval az alsé kozelité dsszegek monoton nének, a felsé
kozelité osszegek pedig monoton csckkennek.

3. Minden alsé6 kozelito osszeg kisebb minden fels6 kozelitoé sszegnél, a felosz-
tasoktdl fiiggetlentil.

Bizonyitas. (1): Mivel az
inf  f(x) < f(&) < sup  f(x)

r€[Ti—1,7] z€(wi_ 1,2
egyenlGtlenség alapjan

inf  f(x) Az < f(&) Az < sup f(x) Axy_y,
z€[xi—1,2] z€lzi_1,3i]
ezért

n n

Z E[inf f(z) Az < Zf(ﬁi) Ax;_y < Z sup  f(z) Az
i—1

= ° Ti-1,24] 1 w€lwio1,a]
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inf  f(z) |

zE€[w,z;]

inf  f(a) _

TE[T;—1,w]

8.3. abra: Egy osztépont kozbeiktatasanak a hatésa.

(2): Lassuk be az alsé kozelité Osszegek esetét. A felsé kozelité Osszegekre
vonatkozo megfelel6 allitas bizonyitasat az olvasora hagyjuk. Elégséges azt meg-
mutatnunk, hogy egy 1j osztépont kozbeiktatdsaval az alsé kozelité Osszeg no-
vekedik (nem csokken), mivel ezen az tton egy felosztdsbdl egy tetszéleges ndla
finomabb felosztashoz eljuthatunk.

Legyen az I = {xg,z1,...,2,} egy tetszOleges felosztdsa az [a,b] interval-
lumnak. Azt a felosztast, amelyik abban kiillonbozik az I felosztastol, hogy van egy
1j w osztépontja, amelyre z;_1 < w < x;, jeloljik J-vel. Ekkor az s(f,I) és s(f,J)
Osszegek csak abban az 0sszeadanddban térnek el, amelyikben az 1j osztopont van
(8.3. 4bra), mégpedig

S(f,[) —S(f,J) =

(ri—2i1)- _inf  f(a)—(w—zi1)- _inf fla)—(wi—w)- inf f(2). (8.1)

TE[Ti—1,%4] rE€[Ti—1,w) TE€[w,x;]
Mivel
inf  f(z)< inf f(z)
x€[zi_1,T:] z€[i1,0]
és

inf  f(z) < inf f(x),

TE[Ti—1,T4] z€[w,x;]

ezért a (8.1) egyenldség alapjan
S(fal) 7S(fa‘]) <
(i—wi1)  inf  fla)—(w—m-1)  inf flz)—(2;—w)- inf f(z)=

x€[ri_1,24) r€[xi_1,x4) x€[wi_1,24)

(@i — @i — (W —2i-1) — (T —w)] - [iﬂf ]f(ff) =0,
TE|Ti—1,T4

tehdt s(f, I) < s(f,J), amit bizonyitanunk kellett.
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(3):  Jeloljiik L-lel azt a felosztdst, amelynek az osztépontjai az I és J felosztasok
osztépontjainak az egyesitése (tehdt az I és J kozos finomitdsét). Az L felosztds
finomabb mind az I mind a J felosztasndl, ezért a jelenlegi tétel mar beldtott elsd
és masodik allitasa alapjan

s(f, 1) < s(f, L) < S(f, L) < S(f,J). (8.2)

(4): Az als6 kozelitd Osszegek halmaza nyilvan nem iires és az elé6bb beldtott
allitas szerint feltilrél korlatos, hiszen egy tetszoleges fels6 kozelitd Osszeg felsd
korlét, ezért az alsé kozelité osszegeknek van fels6 hatara. Hasonléan indokolhatd
az, hogy a fels6 kozelité 0sszegeknek van alsé hatara. O

Induljunk most ki az elébbi tétel harmadik és negyedik allitasabol. Ezek
szerint az f alsé kozelité Oszegeinek a felsd hatira nem nagyobb, mint a felsd
kozelito Osszegek alsé hatara, azaz:

sup s(/, 1) < inf S(/,1).
I

Szamunkra az az eset a donto, amikor egyenléség van, amit a kovetkezo definicio-
ban rogzitiink.

Definicié 264 Egy f : [a,b] — R korldtos figgvényt Riemann szerint integrdlhatd-
nak mondunk, ha az also kozelitd dsszegek felsé hatdra megegyezik a felsé kézelitd
osszegek alsé hatdrdval. Az egyezd értéket az f figguény [a,b] intervallumon vett
Riemann-integrdljanak mondjuk, és a kovetkezdképpen jeloljik:

/a ' fa)de, vagy / ¥

Megallapodunk abban, hogy
f(z)dx=0

a

a b
/ f(z)dx = —/ f(x)dx.
b a
Definicié 265 Az

Q(fal) = S(fal)_s(fal)
= > (@i—mi1)- sup  f(a) =Y (wi—wia)- inf f(z)=

= z€[zi1,mi] Pt r€[zi—1,2]
= (Ti —@i-1) - < Sup f(x)— inf f(l")> =
1 S

Ti1,wi] T€[Ti—1,7:]

2

(i — xi—1) sup |f(z) = f(y)]

z,y€[wi_1,24)

s
Il
N

|
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kifejezést az I felosztdshoz tartozo oszcillacids Osszegnek szokds nevezni. A

sup |f(z) — f(y)l

z,Y€[Ti—1,24]

érték az f fiigguény ingadozdsa, oszcilldcidja, az [x;—1,x;] intervallumon, és az
oszcilldacios 6sszeq az [ részintervallumonkénti ingadozdsdnak az I felosztds inter-
vallumaival sulyozott dsszege.

Allitas 266 Egy f : [a,b] — R korldtos fiiggvény pontosan akkor integrdlhatd, ha
tetszdleges € pozitiv szdmhoz van olyan

I={xo,21,...,2n}
felosztdsa az [a,b] intervallumnak, hogy

Q(f,]):S(f,I)—S(f,I) <e.

Az allitas szerint az integralhatésag sziikséges és elégséges feltétele az, hogy
az oszcillacids Osszeg “tetszélegesen kicsi” (adott e-ndl kisebb) legyen alkalmas
felosztés mellett.

Bizonyitas: Ha a tétel feltétele teljesiil, akkor az f integralhaté: Tegytik fel,
hogy az a < (3 szdmok az alsé és fels6 kozelit Osszegek kozé esnek. Tetszbleges e
pozitiv szamhoz van olyan I felosztas, amelyre

Qf, 1)=S(f,I) — s(f.I) < e.

Emiatt viszont §—«a < €, ami csak agy lehet — 1évén az ¢ tetszoleges—, ha a = 3,
tehat az alsé és felso kozelito Osszegek kozé egyetlen szam esik, azaz a fiiggvény
integralhatd.

Ha az f integralhatdé, akkor teljesiil a tétel feltétele: Legyen az € egy tetszéleges
pozitiv szam. Mivel most a fels6 kozelité Osszegek infimuma és az alsé kozelitd
szuprémuma megegyezik, ezért csak egy A szdm esik az alsé és felsé kozelitd
osszegek kozé, igy van olyan s(f, ) alsé és S(f,J) felsd kozelit6 osszeg, hogy

Az az L felosztas, amelynek az osztopontjai az I és J osztépontjainak az egyesitése,
finomabb mindkét felosztdsndl, és igy a 263. (2) allitds felhasznaldsdval

S(f,J) = s(f. 1) = S(f, L) — s(f, L),
amibdl a (8.3) egyenlétenség szerint addédik, hogy
S(faL) _S(va) < €,

tehat az L felosztassal teljestil a tétel feltétele. O
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Allitas 267 Egy f : [a,b] — R korldtos fiiggvény pontosan akkor integrdlhatd, ha
létezik olyan A szam, hogy tetszdleges € pozitiv szamhoz van olyan

I ={xo,z1,...,2,}
felosztdsa az [a,b] intervallumnak, hogy
S(f,I)—e<A<s(f,I)+e.
Ez az A szdm, ha létezik, éppen az f integrdlja az [a,b] intervallumon, vagyis
A= ff f (z) dz.

Bizonyitas: Az egyik irdny az el6z6 allitds alapjan nyilvanvalé. Ha pedig az f
integralhatd, akkor szintén a fentiek miatt minden € szamhoz van olyan I, hogy

S(f’L) _S(va) <e.
De ekkor

b
S(f.L) —e < s(f,L) < / f(x)de < S(f,L) < s(f.L) +e.
O

Példa 8.1 Hatdrozzuk meg az [a,b] intervallumon konstans figgvény hatdrozott
integrdljdt.

Legyen a konstans c, és jelolje a fiiggvényt a h. Tetsz6leges
I={zg,21,...,2,}

felosztas mellett
s(h, 1) = S(h,I) = ¢+ (wit1 — 27) = c(an — 70) = c(b— a),
1

tehdt a ¢ értéket felvevs konstans fliggvény integrélja c(b — a). O

A kovetkezé feladat azért érdekes, mert példdt ad olyan korlatos fliggvényre,
amelyik definiciénk szerint nem integralhato.

Példa 8.2 Legyen a g(x) x € [0,1] fiiggvény értéke 1, ha az x raciondlis, és 0, ha
az x irraciondlis. Szdmoljuk ki az alsé illetve felsd kozelité osszegek felsd illetve
also hatdrat.

Tetsz6leges I felosztas mellett egy részintervallumon a fiiggvény infimuma
(minimuma) 0, a szuprémuma (maximuma) pedig 1, mivel minden (valddi) in-
tervallumon van mind raciondlis mind irraciondlis szam. Emiatt az alsé kozelit6
Osszeg 0, a fels6 kozelitd Osszeg pedig 1. Emiatt az alsé kozelité Osszegek felsd
hatara 0, az fels6 kozelité osszegek alsd hatara pedig 1, és mivel ezek kiillonbozoek,
ezért a fiiggvény nem integralhatd. O
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Példa 8.3 Legyen a g(x) = € [0,1] fiiggvény értéke véges sok xi,...x, ponttdl
eltekintve 0, az x; (i =1,...n) pontokban pedig az értéke legyen 1. Szdmoljuk ki
az alsd illetve a felsd kozelitd dsszegek felsd illetve alsé hatdrdt.

Mivel minden felosztds minden részintervalluméaban van olyan szdm, amelyre
a g figgvény nulla értéket vesz fel, ezért nyilvan minden alsé kozelité Osszeg 0, és
igy az alsé kozelitd Osszegek felsé hatédra is 0. Legyen € > 0 tetszOleges és legyen [
egy olyan felosztds, amelyre a leghosszabb részintervallum is révidebb mint e/n.
Mivel csak n olyan pont van, ahol a g értéke 1, és mivel egy intervallum hossza
legfeljebb e/n ezért a felosztésra a fels6 kozelito Gsszeg értéke legfeljebb e. Mivel
€ tetszbleges ezért a fels6 kozelité Osszegek alsé hatdra szintén nulla, vagyis a g
fiiggvény integralhato, és fol g (z)dz = 0. O

8.2 Integralhatdsagi tételek

Ezt az alpontot két er6sen Gsszefligg6 kérdés vizsgalatara szanjuk. Egyrészt meg-
vizsgaljuk, hogyan viselkedik az integralas a fliggvényekkel végzett operacidékkal
szemben, masrészt megnézziik, hogy a fiiggvények milyen korére terjed ki az in-
tegralhatésdg. Az elsé kérdés — az el6zéekben mar hasznalt elnevezésiink szerint
— az integralas formalis szabdlyait jelenti. Ennek keretében elészor is belatjuk,
hogy valamely [a,b] intervallumon integralhaté fiiggvények Osszessége vektortér.
Ehhez sziikségiink lesz a kovetkezd egyszeru allitdsra, aminek a bizonyitdsat az
olvaséra bizzuk.

Allitas 268 Ha f és g az [a,b] intervallumon korldtos fiigguények, akkor tetszbleges
L felosztdsra

s(f,L) +s(g,L) < s(f+g,L) é S(f,L)+S(g,L) = S(f +g,L).
Ha X\ > 0, akkor
As(f,L) = s(Af,L) és AS(f,L)=S(\f,L).
Ha X < 0, akkor
As(f,L) = S(Af,L) és AS(f,L) = s(\f,L).

Allitas 269 Legyenek f és g az [a,b] intervallumon integrdlhatd fiigguények, és a
A tetszdleges valds szam. Ekkor az f+ g és Af fligguények is integrdlhatoak, és

b

w | " (F(a) + gla)) de = /  fla)do + | st

2) /abAf(o:)dx_)\-/abf(a:)dx.
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Bizonyitas. (1):Mivel az f és g fliggvények integralhatéak, ezért adott & pozitiv
szamhoz van olyan I, hogy ha L finomabb mint I, akkor

b
[ f@yde—s(s.0) <2
a
és
b
—/ fz)dx <e/2.
a
Hasonléan, van olyan J felosztds, hogy ha L finomabb mint .J, akkor
b
[ ote)dn = s(s,1) <72
és
b
S(/.1) —/ o(z) dz < 2/2.

Ha L az I és J felosztasok kozos finomitasa, akkor a fenti egyenlétlenségek tel-
jesiilnek. A megfelel§ egyenlGtlenségek Osszeadva

IN
)

b b
/ f(z)do + / o(x) dx] ~ [5(/.L) + 5(g. L]

/f dx—i—/ ()d]

Ezekbdl pedig, figyelembe véve a tételt megel6zé allitast, kapjuk, hogy

/abf(x)dx—l-/abg(m)dm
/f dm—i—/ g(x)dx

Ez pedig éppen azt jelenti, hogy az (f + g) integralhaté, és az integralja

/abf(z) dx + /abg(l’) dz.

(2):Ha a A szdm nulla, akkor nyilvanvaléan igaz az allitds, ezért a tovdbbiakban
feltessziik, hogy A # 0. Mivel az f integralhatd, ezért adott & pozitiv szamhoz van
olyan L felosztas, hogy

[S(f,L)+S(g,L

IN
™

IN

_S(f+g7L)

g,

IN
™

S(f+g,L

b
S(f»L)_‘% S/ f(x)deS(f’L)—’_fﬂ'
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Az egyenlStlenségeket a || pozitiv szdmmal beszorozva

b
NS L)~ <N [ Fla)de < Ns(f L)+,
Tovabb alakitva, aszerint hogy a A milyen el&jelii, figyelembe véve az el6z6 allitast

a kovetkezéképpen szamolhatunk:
Ha A\ > 0, akkor:

b
S()\f,L)feg)\/ fz)dx < s(Af,L) +¢,

amibdl mar kovetkezik, hogy

)\/abf(x)dx = /ab/\f(:z:)d:c.

Ha A < 0, akkor:

b
LSOV L) —e < —/\/ F(@)de < —SOMf,L) +<.

Ezt —1-gyel beszorozva az el6z6 esethez hasonldéan kapjuk, hogy

/\/abf(x)dm _ /ab/\f(a:)dx.
O

Allitis 270 Ha f és g az [a,b] intervallumon integrdlhato fiigguények és minden
x € [a,b] pontban f (x) < g(x), akkor f; f(z)dx < ffg (z) dx.

Bizonyitas. A tétel feltételei alapjan nyilvanvaléan minden I felosztasra

b
/ f@)de < S(f,1) <8 (g.1),

amibol ,

/abf(w)dxgirllfS(g,I):/a g (z) dz.

O

Allités 271 Ha az f fiiggvény az [a,b] intervallumon integrdlhatd, akkor integrdl-
haté az |f| figguény is, és
b
[ty
a

S/ablf(x)ld:r-
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Bizonyitas. Ha z,y tetsz6leges elemei az [a, b] intervallumnak, akkor

f @) =1f W < |f (=) = f W)l

Ezért tetszoleges I felosztdshoz tartozd oszcillacids Osszegre

Qf], 1) <QF ).

Ebbdl az |f| integralhatésdga mar vildgos, hiszen tetszéleges € > 0 szdmhoz az f
integralhatésdga miatt 1étezik olyan I felosztas, amelyre

Q(f?‘[) <eg,

igy az
QU ) <QUfI)<e

egyenlétlenség is teljesiil, amely éppen az |f| integralhatdsdgat jelenti. Mivel

—[f @) < f(2) <I[f(2)],

ezért az el6zo6 éllitas alapjan

/ab—|f<m>|dxs/abf<m>dxs/abf<x>|da:.

Mivel a skalar kivihet6 az integral elé ezért egytuttal a

—/abf(x)ldx<Lbf(x)dx</ab|f($)dfﬂ

is teljesiil, ami éppen a bizonyitandé

/abf(x)dx

egyenl6tlenség. O

< [ V@i

Allitas 272 Ha az f fiigguény integrdlhatd az [a,b] intervallumon, és a g fiigguény
véges szamu ponttdl eltekintve azonos az f fiigguényel, akkor a g fiigguény is in-
tegrdlhatd és f: f(x)dx = f; g (z) dux.

Bizonyitas. Elegendd azzal az esettel foglalkozni, ha a g egyetlen zgpontban tér
el az f fliggvénytol. Az integrél linearitasa miatt viszont elegendé azt megmutatni,
hogy annak a h fiiggvénynek az integralja, amely az xy pontban 1 és az [a, b] t6bbi
pontjdban 0 az integrélja 0,.hiszen g = f 4 g (o) h. Az pedig, hogy a h integrilja
nulla kovetkezik az el6z6 pont végén bemutatott harmadik példabdl. O
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Allitas 273 Ha az f fiigguény intergrdlhaté az [a,b] intervallumon, és c € [a, b
tetszbleges szam, akkor az f integralhatd az [a,c] és [c,b] intervallumokon is és

/abf(x)dx:/:f(x)da:+/cbf<x)dx

Bizonyitas. Eldszor megmutatjuk, hogy ha az f integrélhaté az [a,b] interval-
lumon, és [d,e] C [a,b], akkor az f integrdlhat6 a [d,e] intervallumon is. Mivel
az f korldtos az [a,b] intervallumon nyilvan korldtos a [d, €] részintervallumon is.
Legyen ¢ > 0 tetszéleges, és legyen I az [a,b] egy olyan felosztdsa, amelyre

Q(f 1, [a, b)) = S(f, 1, [a, b]) — s(f, 1, [a,b]) <e.

Mivel tovabbi osztopontok hozzavételével a fels6 kozelité osszeg csokken az alséd
pedig né, ezért feltehetd, hogy az I osztépontjai kézott mér szerepelnek a d és
e pontok is. Mivel az oszcillacids Osszeg minden tagja nemnegativ, ezért a [d, e]
halmazon kiviili intervallumokat elhagyva kapjuk, hogy

Q(f, I, [d,e]) <Qf, I,]a,b]) <e.

Tehat az f integrdlhaté a [a,b] minden [d,e] részintervalluman. JelGje x[q,. a
[d,e] intervallum karakterisztikus fiiggvényét. A bizonyitds mésodik lépéseként

belatjuk, hogy
/f dxf/f X[d.e] (%) dx. (8.4)

Legyen e > 0 tetszéleges és legyen I a [d, €] egy olyan felosztdsa melyre

Sl e) - [ fde<e
d
és .
| F@ds s d.e) <
d
Mivel az I felosztds kiegészitve az a és b pontokkal egyuttal az [a,b] egy olyan J
felosztasa, melyre
S(fXajv [aab]) - S(faIa [dae])
és
s(fx.J,[a,0]) = s (f,1,[d,€])

ezért

S(fX7J,[a7b])—/d€f(:c)dx<5

/f dx — s (fx,J,[a,b]) <e,
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amibél a (8.4) mér nyilvanvaléan kévetkezik. A bizonyitds harmadik 1épéseként
elegendo hivatkozni arra, hogy Osszeg integralja az integralok Osszege, és igy

/f dﬂ?—/ F (@) (X1a. (%) + X (e (2 /f (X[, (2) + X[y (7)) =

/f ) X dx+/f Xies) (@ da:—/f dx+/f

A kovetkezd két tételben a folytonos illetve a monoton fliggvények integral-
hatdsdgéat bizonyitjuk be.

O

Allités 274 Ha az f : [a,b] — R fiigguény folytonos, akkor integrdlhaté az [a, b
intervallumon.

Bizonyitas. El6szor is jegyezzilk meg, hogy egy zart intervallumon folytonos
fiiggvény korlatos, mivel felveszi a maximumdt és minimuméat (131. tétel).
Legyen az € > 0 tetsz6leges. Az f integralhatésagdnak beldtasdhoz elegendd
megmutatni, hogy 1étezik az [a, b] intervallumnak egy olyan I particija, amelyre az
Q (f,I) oszcildcids Osszeg kisebb mint e. Az allitdst indirekt fogjuk beldtni. Tegyiik
fel, hogy az allitdssal ellentétben ilyen particié nincs, és tekintsiik az [a, b] interval-
lum n egyenld részintervallumra valé felosztasat, amikor két osztépont tavolsdga
éppen (b — a) /n. Mivel a particiéhoz tartozé oszcillicids Osszeg nagyobb mint ¢,
ezért van olyan részintervallum, amelyen a fiiggvény ingadozdsa nagyobb mint
e/ (b—a), és igy van az intervallumnak olyan x,, és y, pontja7 melyek tévolsidga
kisebb mint (b —a) /n, de a figgvényértékek |f (z,) — f (yn)|tdvolsdga nagyobb
mint £/ (b — a). A Bolzano-Weierstrass tétel alapjdn feltehetjiik, hogy a (x,),.,
és az (yn),.,sorozatoknak van konvergens részsorozata. Mivel az (z,),., és
az (yn),., sorozatok n—dik tagjainak tdvolsdga kisebb mint (b—a) /n, ezért a
két részsorozat hatarértéke megegyezik. De ha két sorozat hatarértéke azonos,
akkor az f feltételezett folytonossdga alapjan a fiiggvényértékek hatarértékének
is azonosnak kell lenni, ami viszont ellentmond annak, hogy az |f (z,) — f (yn)]
tavolsdg nagyobb mint ¢/ (b —a). O

Allitas 275 Ha az f : [a,b] — R leképezés monoton, akkor integrdlhaté az [a, b]
intervallumon.

Bizonyitas. Legyen az f fliggvény mondjuk monoton névekedo. Ekkor elGszor
is korldtos, mivel f(a) < f(z) < f(b). Feltehetd, hogy f(a) < f(b), mivel el-
lenkez6 esetben az allandé fiiggvény integralasardl lenne szd, amirdl egy példaban
mar lattuk, hogy integralhaté. Az integralhatésag bizonyitasdhoz legyen az e egy
tetszbleges pozitiv szam, és az I egy olyan felosztas, amelyben a részintervallumok
hossza kisebb, mint

f(b) = fla)
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Az f egy [x;,xi41] részintervallumon — monoton novekedése miatt — az x;-nél
veszi fel a minimumaét, az x;11-nél pedig a maximumat, ezért az oszcillacids Osszeg:

Q(f7l):S(f7I)_S(f’I):

= Z(fci —Ti-1) ( sup  f(z)—  inf f(@) =
i=1

r€[Ti—1,74) z€[Ti—1,%4]

= D@ = i) () = fwin) < 3 g7y (@) — fwina) =

i=1 ) - f(a’)
€ i .
= F =@ 2 V)~ ) = g e - sl =<
amivel be is lattuk az allitast. 0

8.3 A hatarozott integral és a differencialas

Ebben az alpontban a hatdrozott integralnak és a differencidlszéamitasnak a kap-
csolatdt fogjuk megvizsgélni.

A kovetkezd tétel lehetséget ad arra, hogy az antiderivalt (hatdrozatlan in-
tegral) segitségével kiszdmoljuk a hatdrozott integralt. Emiatt ez a tétel a defin{
ciok utan talan a leghangsilyosabb tudnivalé.

Tétel 276 (Newton-Leibnitz tétel) Legyen az [ fligguény integrdlhatd az [a,b]
intervallumon, és tegyiik fel, hogy van olyan F fiigguény, amely

1. az f antiderivdltja az (a,b) nydt intervallumon, azaz
Fl(z) = f(z), =€ (a,b);
2. és amely folytonos az [a,b] zdrt intervallumon.
Ekkor ,
/ f(z)dz = F(b) — F(a), (8.5)
ahol az F(b) — F(a) kiilonbségre az [F(x)]% = [F]% jeldlés szokdsos.

Az f figgvény egy I antiderivéltja

F:/f(x)dx—f—c
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alakt, és igy — ha a Newton-Lebnitz-tétel feltételei teljesiilnek — azt irhatjuk,

hogy ) b
/a f (o) da = [F, = [/f(sc)dx—i—c]a.

Ez szépen megmagyarazza azt, hogy miért is nevezik az antiderivaltak halmazat
hatarozatlan integralnak. Hangstlyozni kell azonban, hogy a mondottak csak
akkor igazak, ha a Newton-Lebnitz-tétel feltételei teljesiilnek. Hatarozott in-
tegralja olyan fiiggvénynek is lehet, aminek hatdrozatlan integralja nincs. Mivel
derivalhaté fiiggvény egyszersmind folytonos is, ezért az F fiiggvényre tett két
feltételt maga utan vonja a kovetkezd erdsebb, de egyetlen feltétel: Az F' an-
tiderivéltja az f fiiggvénynek egy olyan nyilt intervallumban, amelyiknek az [a, b]
része.

Bizonyitas. Mivel az f integrdlhaté az [a, b] intervallumon, ezért elégséges azt meg-
mutatnunk, hogy tetszbleges
I={xo,x1,...,2,}
felosztdshoz van olyan m(f, I) kozbiils§ kozelit§ osszeg, amelyikre
m(f,I) = F(b) — F(a).

Ekkor ugyanis a kozelit§ osszegek csak az F'(b) — F(a) kiilonbséget kozelithetik,
tehdt ez az integral értéke. Alkalmazzuk a differencidlszamitas kozépértéktételét
az F fiiggvényre az [x;_1, z;] intervallumon. Ezt megtehetjiik, mert az F folytonos
ezeken az intervallumokon, és derivélhaté az intevallumok belsejében. Igy minden
i-re van olyan &; € (x;_1,x;), amelyre

F(z;) = F(wi—1) = (xi — 2-1) - f(&)-

Ennek a felhaszndlasaval egy kozbiilsé kozelité osszeg a kovetkezOképpen szamol-
haté:

m(f, 1) = (i —zi1) - f(&) =Y (Fla;) = Fzi1)) =
i=1 i=1
= F(z,) — F(xo) = F(b) — F(a),
és ezzel be is lattuk a tételt. O

Most pedig azt fogjuk megvizsgdlni, hogy a hatarozott integral segitségé-
vel hogyan tudunk megadni antiderivalt fiiggvényt. A kovetkezd tételek el6tt
bevezetiink egy fogalmat:

Definicié 277 Legyen az f figguény integrdlhaté az [a,b] intervallumon. Az

xH/xf(t)dt, x € [a, b]

fligguényt az f integrdlfiggvényének mondjuk.
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A definiciéban szerepld fiiggvény létezik, hiszen beldttuk, hogy az [a, b] interval-
lumon valé integralhatdsdghbol kovetkezik az [a, x] halmazon valé integralhatdsag.
Az integrélfiiggvény két fontos tulajdonsagdt tartalmazza a kévetkezo tétel.

Allités 278 Legyen az f fiigguény integrdlhatd az [a,b] intervallumon.

1. Az .
Ir—>/ ft)dt

integrdlfiggvény folytonos az [a,b] intervallumon.

2. Ha az f fiiggvény folytonos egy xo € [a,b] pontban, akkor ott az integrdl
fiigguénye derivdlhato, és

% (/jf(t) dt) (z0) = f(z0).

Az els§ allitas roviden: Tetszdleges integralhatd fliggvény integralfiiggvénye
folytonos.

A maésodik allitas kiilonésen fontos: Folytonos fiiggvény integralfiiggvénye a
fliggvénynek egy antiderivaltja.

Ebbdl kovetkezik, hogy folytonos fiiggvény esetében teljesiilnek a Newton-
Lebnitz-tétel feltételei.

Bizonyitas. (1): Jeloljiik az f integralfiiggvényét F-fel, és az f egy korlatjat K-val.

Ha a <z <y < b, akkor mivel az integral az integricids hatar additiv fiiggvénye,
ezért

Fly) - Fo) = [ fyan- [ s

(/;f(t)dtJr/jf(t)dt) —/jf(t)dt:/:f(t)dt,

Felhasznava az abszoltt értékre vonatkozd egyenlotlenséget

[F(y) — F(x)] =

/yﬂt)dt' < /y|f<t)\dt <K-ly—azl,

ami alapjén az F folytonossiga nyilvanvals. Az z < y feltevés természetesen
mellékes, hiszen két tetszdleges x,y pontra vagy x < y vagy megforditva.
(2): Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény folytonos az xg pontban. Becsiiljiik meg az

F (xo+h)— F(z0)
‘ : A : — [ (o)
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eltérést. Mivel az integral additiv mind a fliggvényekre, mind a hatdrokra nézve,
ezért

JEHNf () dt — - f (o)
h

SIS (F (1) = f (o)) dt
h

F(.Z‘o—l—h})L—F(a?o) —f(mo)

Mivel az f folytonos az xg pontban ezért tetszéleges £ > 0 szdamhoz létezik olyan
0 > 0 szam, hogy

If(t) = f(xo)| <e ha te(xog—0d20+0).

Tegylik fel el6szor, hogy 6 > h > 0. Felhaszndva az abszolut értékre vonatkozd
egyenlétlenséget:

JEE(F ()~ f (o)) dt

L@~ f o)l de

h - h
Ebbél viszont
Io-’rh
F(xo+h)—F(z fxo edt
’ S i)z (O)—f(xo)ﬁ 5 =€

Ha —§ < h < 0, akkor

JEE () — f (o)) dt
h

h

‘ ~Jogen () = f (o)) dt | _

Ez pedig éppen azt jelenti, hogy

% (zo) = }lllg}] Flzo +h})l_ Fz0) = [ (o).

Példa 8.4 Hatdrozzuk meg a 1 — % + % - sor osszegét!

1
T
A sor nyilvanvaléan Leibnitz-tipusi, ezért konvergens, de nem abszolit kon-
vergens, mivel a harmonikus sor divergens.
Az 6sszeg meghatdrozdsa nem rutin-feladat. A részletdsszegek konvergencigja
miatt elégséges kiszamolnunk azt, hogy az

2n

o = D (1)

‘ [
i=1
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paros indext sorozat mihez tart. Elészor hajtsuk végre a kovetkezd atalakitast:

2n 2n n
1 1 1
1)z — Z_9 -
D (V=D s 3
=1 =1 i=1
2n n 2n
1 1 1
=2 T2 2
i=1 =1 i=n-+1

A jobboldalon kapott alakot gy alakitjuk, hogy egy integrdl kozelité Osszeget
kapjunk:

ST S ES |
i:nﬂi_n 1+4 142 1+2]

A jobboldal az x — 14-% fiiggvénynek az [0, 1] intervallumon, ekvidisztans (n részre
osztés melletti) alsé kozelitd Osszege, ami tart az

1
1
/ dx
o 1+=x

integrél értékéhez, ami a Newton-Leibnitz szabdly alapjan egyszerti szamoldassal:

1
1
/0 1+xdm:[ln(l—i—x)](l):an—lnl:an.

8.4 Integralszamitasi szabalyok, példak

A hatdrozott integrédl kiszamoldsahoz a legalapvetébb kiinduldsunk természete-
sen a Newton-Lebnitz szabdly, és ennek megfeleléen a szamitasi eljardsok magja
egy antiderivalt meghatarozasa. Az antiderivalt kiszamoldsa két legfontosabb
moédszerének a parcialis integralasnak és a helyettesitésnek a szabdlyait fogalmaz-
zuk 4t hatarozott integralra. Ezek nélkiil az dtfogalmazasok nélkil is lehet persze
alkalmazni a Newton-Lebnitz szabélyt, de a szamolas menetét esetleg ler6vidithet-
jik a kovetkezo tételek segitségével.

Allitas 279 Ha az f és g fiigguények folytonosan differencidlhatok az [a,b] inter-
vallumon akkor

b b
/ f(2)g(z) dz = [f()g(2)]a */ f(2)g (z)da.

Bizonyitas. A tett feltételek biztositjdk, hogy az f'g és fg' fiiggvények in-
tegralhatdak és 1étezik antiderivaltjuk, ezért alkalmazhatd rdjuk a Newton-Leibnitz
szabdly:

b

a

[ r@te) do:} ~ |r@late) - [ s@rg'@)as]
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amibol

b
/ fl(@)g(z) dz = [f(x)g(2)]e — [ f(2)g (z)da.

Példa 8.5 Szdamitsuk ki az

2
/ re” dx
0

Azonnal lathatd, hogy teljesiilnek az allitds feltételei, és igy parcialis integré-
lassal

integrdlt.

2 2
/ re” dr = [ve”]? — / e’ dr = [(x — 1)e”)3 = €2
1 1

O

Allitas 280 Ha az f fiigguény folytonos az [c,d] intervallumon és a g fiigguény
folytonosan differencidlhatd leképezése a [a,b] intervallumnak az [c,d] interval-
lumba, akkor

g(b) b
/ ﬂmmz/fmmﬂmw
g(a) a

Bizonyitas. Jelolje F' az f integralfiiggvényét .Mivel az f folytonos, ezért a F a f
antiderivaltja. A Newton-Leibnitz szabaly alapjan

9D o(b)
tﬂ)f@ﬂw=WQ@=F@®D—F@m»

Ugyanakkor mivel az F' o g Osszetett fiiggvény derivéltja az x pontban

f(g(x)g (z),

amely szintén folytonos, és igy ismételten a Newton-Leibnitz szabdly alapjan

b
[ Ho@)g 0t =(Fogl = Fg(®) - F(g(a).
Példa 8.6 Hatdrozzuk meg az

integrdlt.
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Az 1/x helyébe jénak latszik ¢-t helyettesiteni, ezért a tétel jeloléseivel:

_ 1, dz 1
Sﬂ:g(t):? tigl(x):; S FT R

és g71(1) =1 és g~ 1(2) = 1/2. Ezek felhasznaldsdval frhatjuk, hogy

2,1 vz 1 1/2 1o
—d:c:/l tet'(ft?dt):f/1 eldt = [—e']}" =e—+/e.

8.5 Improprius integralok

A fejezet elején bevezettiik a Riemann-integrél fogalméat. Ezzel a fliggvények egy
megfelel$ Osszessége Riemann-integralhaté lett. A matematika tipikus probléméja:
hogyan lehet olyan integralfogalmat bevezetni, amely mellett tobb fliggvény lesz
integralhaté. Ez nem o6ncéli torekvés, hiszen a valds szamok bevezetését is ilyen
ok motivalta: tobb szakaszt akartunk mérni, mint raciondlis szamokkal lehetett.
Ebben a pontban egy olyan integralfogalmat definidlunk, amely a Riemann-
integral egy altaldnositdasa: az improprius Riemann-integrdlt. Az elézéekben olyan
fliggvények egy Osszességére definidltuk az integralfogalmat, amelyek korldtosak
egy korldtos intervallumon. Az alabb bevezetett integralfogalom segitségével alta-
lanosithatjuk az integral fogalmat bizonyos olyan fiiggvényekre is, amelyek vagy

(I) nem korldtosak az intervallum valamelyik végpontjdnak kornyezetében (vagy
egyéb “bajuk” van ott);

vagy:
(IT) nem korldtos az intervallum, amin integrélni akarunk.

Az (I) esettel kezdjiik. Korldtos intervallum esetében el6fordulhat, hogy egy
fliggvény az intervallum valamelyik pontjanak kornyezetében nem korlatos, példaul
az 1/x? a [0,1] intervallum O pontjdnak kornyezetében nem korlatos. Olyan
esetekkel fogunk foglalkozni, amikor az intervallum valamelyik (vagy mindkét)
végpontja “problémas” pont. Ilyen fliggvények egy alkalmas Gsszességére definidl-
juk most a Riemann-integral egy altaldnositasat, kezdve az intervallum jobboldali
végpontjaval:

Definicié 281 Legyen az f fligguény integrdlhato minden
[a,b—¢], O0<e<b—a

intervallumon.
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Ha a
t
lim/ f(z)dzx

t/ b

(véges) hatdrérték létezik, akkor azt mondjuk, hogy az f improprius mddon in-
tegrdlhatd az [a,b] itervallumon, €és az improprius (Riemann) integrdlja a létezd
hatdrérték. A jelolés a kozdnséges Riemann-integrdllal azonos, azaz

hm[ﬂ@mz[ﬂ@m

t "a

Az improprius integral hatarértékkel van definidlva, ezért ahelyett, hogy

“az [ impropriusan integrdlhatd az [a,b] intervallumon”

tradiciondlisan azt is szoktdk mondani, hogy
b
az / f(x) dx improprius integrdl konvergens”.
a

Mivel a (kozonséges) integral is — lényegében véve — hatérértékkel van értel-
mezve, ezért anndl is élhetnénk az utébbi széhaszndlattal, de ott nem szokds. A
hagyomaéanyos elnevezések, sajnos nem mindig logikusak és kovetkezetesek.

Miel6tt definidlndnk azt az esetet, amikor az intervallum mésik, (vagy mindkét)
végpontjdban szinguldris (nem “jé viselkedési”) a fliggvény, jegyezziik meg, hogy a
jelolés zavard addig, amig nem latjuk be azt, hogy a bevezetett 1j integralfogalom
a Riemann-integrdl kiterjesztése.

Allités 282 Ha az f integrdlhaté az [a,b] intervallumon, akkor impropriusan is
integralhato, és a két integrdl értéke megegyezik.

Bizonyitas. Az f figgvény

F = [ s

integralfiiggvénye folytonos az [a,b] intervallumon, ezért az improprius integral
létezik és az értéke:

b
hmﬂﬂ:ﬂ@z/f@ﬂ@

t—b
ahol a jobboldali integrdl most (kézonséges) integralt jelol. O

A jobboldali végponthoz hasonlé az eljaras a baloldali végpont esetében. Las-
suk mindjart azt az esetet, amikor mindkét végpontot egyszerre vesszik figyelem-
be.
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Definicié 283 Legyen az f fliggvény integrdlhatd az (a,b) intervallum minden zdrt
részintervallumdn, és ¢ € (a,b) egy tetszbleges de rogzitett pont. Az f figguényt
impropriusan integrdlhaténak mondjuk az [a,b] intervallumon, ha léteznek a

Cc S
lim dx és lim/ f(z)dzx
t\a J¢ s/b J.
(véges) hatdrértékek, és az f improprius integrdljdnak értéke a két limesz dsszege.
Az improprius integrdl jelolése megegyezik a kizdnséges integrdl jelolésével.

A definici6 helyességéhez be kellene latni, hogy a definicié fliggetlen a ¢ pont
valasztasatol. Ezt az egyszerii feladatot az olvaséra bizzuk.

Ez a definicié természetesen tartalmazza a megel6z6 definicidt is, és csak a
fokozatos bevezetés, a jobb megértés kedvéért kezdtiik az egyik végponttal.

A 282. Allitas itt is szérdl-széra kimondhatd, tehdt az improprius integrél a
Riemann-integral altaldnositdsa egy bovebb fiiggvényosztalyra.

Példa 8.7 Mutassuk meg, hogy
! dﬁ - 1; ha c<1
o ¢ | +oo ha ¢>1.

A definicié szerint ha ¢ # 1

1 1 l1—c
1 1
/ — dx = lim —dz = lim x
0 x€ a\o0 J, € a\o|1—c

ezért folytatva a szamolast

1 1—c
1 1
/—dxz — lim <a >
0 € 1—c oN0\1l-c

Ha (1 — ¢) > 0, akkor a limesz 0, ha pedig (1 — ¢) < 0, akkor —oo.
A ¢ =1 esetet kell még megnézniink. Ekkor

1

)
[

1 1
d d
% lim o lim[lnz]l, =Inl — lim Inz = +oo,
0o T aN\o0 J, @ a\,0 a0
ahogyan allitottuk. O

Definicié 284 Ha az f fiigguény integrdlhaté minden [a, 3], a < B intervallumon
és létezik az

Jim / * fa) do

B——+oo
(véges) hatdrérték, akkor az f figgvényt impropriusan integralhaténak mondjuk az
[a, +00) korldtlan intervallumon, és az integrdlja az elézd hatdrérték. A jeldlés:

/:oo (2) dz.
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Hasonlé6 a balrdl korlatlan intervallumon vett integrédl definiciéja. A jobbrol és
balrdl korlatlan intervallumon definidljuk még az improprius integralt:

Definicié 285 Legyen az f fligguény integrdlhaté minden
[a’ /8]7 a7 5 E R

intervallumon és legyen a c eqy tetszdleges, de rogzitett szam. Ha a

c S
lim / f(zx)dz és  lim / f(z)dz
t——o0 [, s—+oo [

(véges) hatdrértékek léteznek, akkor azt mondjuk, hogy az f impropriusan in-
tegralhatd (—oo,+00) korldtlan intervallumon, és az integrdlja az el6z8 két ha-

tarérték osszege. A jelolés:
+o00
/ f(x)dx.

— o0

Konnyti igazolni, hogy a definicié fliggetlen a ¢ megvalasztasatol, tehat a
definici6 korrekt.

Természetes, hogy még sokféle esetre definidlhatnank az improprius integralt.
Példaul el§ is fog fordulni olyan eset, mikor az (a,-+o00) minden zart interval-
luméban integrédlhaté a fliggvény és az [a, +00) intervallumra kell értelmezni az
impropius integraljat. Ez az eddigiek ismeretében nem okozhat problémat.

“+oo
/ re ¥dx
0

Példa 8.8 Hatdrozzuk meg az

integrdl értékét.

A 284. definici6 szerint

+oo B8
/ re ¥dr= lim re T dx,
0 B—+o0 0

szamoljuk ki ezért a limesz mogotti integralt. Parcidlis integralassal

/xe‘l de =x(—e ") — /(—e_’”) de =—xe ™ —e™" =—(z+1)e” ",
ezért 5
/ f(z)dx =[—(z+ l)e*w]g =—(B+1)e P +1.
0
Ebbdl pedig

li - De P +1)=— lim (1 Br1=0+1
pim (=(B+1e™ +1) =~ lim (1+08)e™”+ +1,

tehat az integral értéke 1. O
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Példa 8.9 Mutassuk meg, hogy
e dr 011 ha c¢>1
. x| +oo ha c¢<1.
A definicié szerint ha ¢ # 1 akkor

+oo d a l1—c]©
/ a dr = lim —:f dr = lim {x } =
1 ] 1

x¢ a—+oo [1 @ a—+oo |1 —¢

) Oél_c 1
lim — .
a—+too \ 1 —¢ 1—c

Ha (1 — ¢) < 0, akkor a limesz 0, ha pedig (1 — ¢) > 0, akkor +oo.
A ¢ =1 esetet kell még megnézniink. Ekkor

/ iy = lim iz = lim [Inz]$ = 400,
1

x a—+too [1 T a——+00
ahogyan allitottuk. O

A formadlis szabdalyokra vonatkozé allitdsok némelyike szérdl szora fenndll im-
propriusan integralhaté fliggvényekre is. Példaul teljesiil, hogy az 1j intergral
fogalomra is vektorteret alkotnak az integrélhato fiiggvények. Tekintsiik példaul
a jobbrdl korlatlan intervallum esetét:

Allitas 286 Legyencek az f és g az [a,+00) intervallumon impropriusan integrdl-
hato figguények, és a X eqy tetszbleges valos szdm. Ekkor az f+g és Af fligguények
is impropriusan integralhatoak, és

1) [ (@) +g(@) do = [ f(z)da + [ g(x) da,
2) [N (@)de =\~ [ f(x)dz.

Bizonyitas. Az allitdsok a kozonséges integralra vonatkozé tételbél, és a hatar-
érték formalis szabdlyaibdl adédnak. Léssuk példaul az dsszeg improprius integ-
ralhatésdganak a szabalyat:

Lm ) (f(z) +g(2)) dz = lim (/a fz)dx + /aa g9(x) dx) -
400

e [e —+oo
lirf / f(x)dz + lirf / g(z)dx = / f(x)dz + / g(z) dz,
amit bizonyitani kellett. O

A formalis szabélyoknak tekinthetd allitasok koziil teljesiil még a felsé hatar sz-
erinti additivitast kimondo tétel is, azaz ha a < ¢ és az f impropriusan integralhaté
az [a + oo) intervallumon, akkor

/:oo f(:c)dx:/acf(x) dx+/c+oo f(z) do.
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Hangstlyos megjegyzés, hogy nem minden &allitas viheto 4t Riemann integralrél
improprius integralra. Példaul az f improprius integralhatosagabol nem kévetke-
zik feltétlentil az abszolit értékének az improprius integralhatésdga (8.12. példa).
Ha azonban az f és | f| figgvények is impropriusan integralhatdak, akkor

/a+00 f(z)dx

Improprius integrdalokndl gyakori az, hogy nem tudjuk meghatarozni az integral
értékét, de sziikséglink van arra, hogy tudjuk: létezik-e egydltalan az integral.
A kovetkez6 tételek erre a probléméra adnak valaszt. A két tipusd improprius
integrélnak megfelelden két konvergencia (létezési) kritériumot mondunk ki.

< | 7@ d.

Allitas 287 Ha az f fiigguény integrdlhaté minden |a, 3], a < B intervallumon,

akkor az
+oo
/ f(z)dx

improprius integrdl pontosan akkor létezik (konvergdl), ha tetszbleges € pozitiv
szamhoz van olyan p szam, hogy

’ f(z)dx

t1

§57 ha p§t17t27

Bizonyitas. Egyszerli kvetkezménye a fliggvény-konvergenciara vonatkozé Cauchy-
kritériumnak.
Vegyiik az

F(t):/ f(z) dx, a<t

integralfiggvényt. Az emlitett tétel szerint az F' fliggvénynek pontosan akkor van
véges hatarértéke a plusz végtelenben, ha tetszoleges € pozitiv szamhoz van olyan
p szam, hogy
[F(t2) = F(t1)] <& ha p <ty iy,
amib6l — ha mondjuk ¢t; < t; — az
ta
F(tz) = F(t) = | f(z)de

t1

egyenlGség miatt kovetkezik is az allités. O
Allitas 288 Legyen az f fiigguény integrdlhatd minden
[a+e,b], 0<e<b—a

intervallumon. Az

/abf(:r)dac = lim /tbf(x)dac

t\.a
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improprius integrdl pontosan akkor létezik és véges, ha minden € pozitiv szamhoz
van olyan § pozitiv szam, hogy

/:2 f(z)dx

A bizonyitas pontosan azonos az el0z6 éllitas igazolasaval, csak a véges helyen
vett fliggvény hatarértékére vonatkozé Cauchy-kritériumot kell hasznalnunk.

Az el6z6 két kritérium és a 8.9. és 8.7. példa alapjan egyszerii eszkézt adunk
arra, hogy az improprius integral 1étezését belathassuk.

<e, ha wuy,us € (a,a+9).

Allitas 289 A 287. dllitds jeléléseivel, ha minden eléggé nagy x-re
<K L
@I <K,

valamilyen ¢ > 1 szdmra, akkor az

/{;OO flx)dzx

improprius integral létezik és véges.

Bizonyitas. A 287. Aallitasban leirt kritériumot alkalmazzuk, figyelembe véve
azt, hogy egy fiiggvény abszolit értékének az integralja nagyobb (nem kisebb) a
fliggvény integraljanal és nagyobb fliggvény integralja is nagyobb:

[ rwar < [Cy@lar < [ L=

zl=e]" 1 1 1 1
=K. ty C—t5 ¢) < K -t; €
1—0} e CRERCIVES A

_K.{

t1

Az “K - t%_c” adott € pozitiv szamnél kisebb, ha a t; és t; megfeleléen nagy, tehat
teljestil a 287. kritérium. O

Az el6z6hoz teljesen hasonlé médon kaphaté a kovetkezd allités.

Allitas 290 A 288. dllitds jeldléseivel, ha minden, az 0 szdmhoz eléggé kizeli x-re

1
@l <K=

valamilyen 0 < ¢ < 1 szdmra, akkor az

/Obf(:c)dx

improprius integrdl létezik és véges.
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Példa 8.10 Mutassuk meg, hogy létezik és véges az

+oo 5
/ e dx
— 00

improprius integrdl, ahol az n tetszdleges rogzitett pozitiv szdm.

Elég a nullatdl a plusz végtelenig vett integrallal foglalkozni, mert a minusz
végtelentdl a nullaig vett integral hasonléan kezelhetd. Mivel

. _ .2
lim e ® "2 =0
r——+00

minden n pozitiv szamra, ezért

1
e <K - —,
22

ha az x eléggé nagy, ezért a 290. alapjan be is lattuk az &allitast. O

Példa 8.11 Mutassuk meg, hogy az

T sin gz 3 T cosz
5 dr ¢és 5 dzx
1 T 1 T

integralok léteznek és végesek.

Az el6z6 példa megoldasdhoz hasonldéan az

sinx 1 3 CcosST 1
x2 2 & ‘ x2 ’ = 22
egyenl6tlenségekbdl adédnak. O

Példa 8.12 Ldssuk be, hogy az

00 o
ST
dx
1 X
+oo
/1

integrdl értéke mdr nem véges (+00).

integrdl értéke véges, de az
sinx

dx

T

Ez a példa azt mutatja, egy fliggvény improprius integralhatosagabol nem ko-
vetkezik az abszolut értékének az improprius integralhatésiga.
Elészor lassuk be a konvergenciat. Parcidlis integralassal azt kapjuk, hogy

(e} : «@

sinx 1 Ccos T

dx = [——cosz|{ + ——dux.
1 X X 1 X
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Ebbél

+0o ; +o0
sin cos &
dr = cosl + 5 dz.
1 T 1 T

A jobboldalon szerepl$ integrél konvergencigjat az elézé példaban belattuk.
A maésik integral végtelenségéhez elészor is jegyezziik meg, hogy

+oo +oo 2
Ssmm- T
/ dmZ/ dx,
1 1

x
és a jobboldali integral végtelen voltat latjuk be. Egy ismert trigonometriai
azonossagot hasznélva azt kapjuk, hogy

a 2 aq 52 a 2
[ e [ e = (/2 - [
1 1

x 2z 1 2z

sinx

xT

A jobboldali els6 tag a plusz végtelenhez tart, ha az « tart a plusz végtelenhez, a
jobboldali integral értéke pedig a #2£ esetéhez hasonléan véges. O

T
Allftas 291 (Improprius intergral kritérium) Legyen az

f:[1,400) — [0,400)
monoton fogyd figgvény. Ekkor a

+o0
> fn)

n+1

sorozat pontosan akkor konvergens, ha az

/1+°0 f(x)dx

improprius integrdl konvergens.

Bizonyitas. A feltételek alapjan

m m—+1
/ f(a:)dasgf(m)g/ f(z)dx, ha m=23,....
m—1

m

Osszegezve ezeket az m = 2,3, ..., n indexekre:

S [ see= [ i< s < | " ey

Az > f(n) sor szeletei és a t — flt f fiiggvény monoton novekeddek, és az eléz6
kiemelt sor szerint ha az egyik konvergens, akkor a mésik korlatos, és igy egyszerre
konvergensek. O
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Példa 8.13 Az a szam milyen értékére konvergens illetve divergens a
400 1

nOé
n=1
sor?
1
n

Az improprius integral kritérium szerint a ), — sor egyszerre konvergens az

improprius integrallal, amirdl lattuk, hogy konvergens, ha o > 1 és divergens, ha
a<1. O

8.6 Hatvanysorok

Az elzéekben mér foglalkoztunk a .7 xF végtelen sorral. Megallapitottuk,
hogy a sor |z| < 1 esetén konvergens, és ekkor

ad 1
k _
kzzox =T

Most azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogy vajon milyen fliggvények &allithatdk el6

o0
f(z) = Zakmk (8.6)
k=0
alakban, ahol ay szamsorozat, és a fenti sor milyen x értékekre konvergens.

8.6.1 Alapvet6 tulajdonsagok

Definicié 292 Legyen az ay, k =0, 1,2, ... valds szdmok egy tetszOleges sorozata.

Ekkor a

o0

S it

k=0
sort hatvanysornak nevezzik. Az ajp szamok a hatvanysor egylitthatéi. Néha a
rovidebb - azz® jelélést is hasznéljuk.
Allitas 293 Tekintsiik a > apx® hatvdnysort és legyen

def 1

" limsupy oo 4/Jarl

Ha a nevezd nulla, igy legyen r e 400, ha pedig a nevezd +oo, ugy legyen r e,

r

Ekkor a Y axz® hatvdnysor konvergens ha |z| < r, illetve divergens, ha |z| > r.
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Az r szamot a hatvanysor konvergencia sugardnak nevezzik. Egy hatvanysor
tehét konvergens a (—r, r) nyilt intervallumban. Ezt az intervallumot a hatvdnysor
konvergencia intervallumdnak nevezziik.

Bizonyitds. Legyen z rogzitett, és tekintsiik a ¢, = apz® tagokbdl 4ll6 numerikus
sort. Ekkor

limsup ¥/|ck| = limsup {/|axx*| = |z|limsup ¥/|ax| = M
k—-+o0 k—+o0 T

k—-+oco

Tehat a gyokkritérium szerint |x|/r < 1 esetén a Y ¢, sor konvergens, illetve
|z|/r > 1 esetén pedig divergens. O

Példa 8.14 Milyen x pontokban konvergensek a
+o00 +o00 xk
Z ka* €s Z T
k=1 k=0
hatvdanysorok?

Szémoljuk ki a konvergencia sugarak reciprokait. Az els§ példdban

Ink

lim =0,

k—+o00 k

és igy limy, ¥k = 1, tehat a 3" ka* hatvanysor konvergencia sugara: 1.
Masrészt lattuk egy feladatban a numerikus sorozatoknal, hogy

lim VE! = 400,
k—-+oco

re k 7z . re
ezért a ) 7 hatvanysor konvergencia sugara végtelen.

Allitas 294 Tekintsiik a hatvdnysor sszeqfigguényét

f(ZL') = Zakxk ’
k=0

ahol a hatvdnysor konvergencia sugarar, és |x| < r. Akkor f a (—r,r) intervallum
minden pontjdban folytonos.

Bizonyitas. Legyenek xg € (—r,7) és € > 0 adottak. Ekkor van olyan ¢ > 0, amelyre
|zo| < ¢ < r. Vélasszunk egy olyan n indexet, hogy

oo

Z |lax|cF < % (8.7)

k=n-+1
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hiszen ez a sor abszolut konvergens. Mivel az

n
sn(x) = Z apx®
k=0

részletosszeg folytonos fliggvény (hiszen polinom), van olyan § > 0, hogy barmely
x € (xg — 0,0 + 9) mellett |s,(x) — sp(zo)| < €/3. Természetesen foltehetd, hogy
|zo| + & < c. Tehét (8.7) alapjén

€ € €
stot+5 =¢€

(@) = (o)l < [f(2) = sn(2)|+|sn(@) = sn(z0) | +|sn(20) = f(z0)| < g+ 3+5 =

barmely z € (xg — d,20 + 0) esetén. Ez éppen azt jelenti, hogy f folytonos az xg
pontban. O

Allitas 295 Legyen r a hatvdnysor konvergencia sugara, és
(oo}
f(z) = Z apz®
k=0

az osszegfiigguénye a (—r,r) intervallumon. Legyen s, a hatvdnysor n-ik szelete.
Akkor

/c f(@)dz = lim csn(ac) dx
0

n—oo 0

barmely c € (—r,r) esetén.

Bizonyitas. Valéban, legyen € > 0 adott, és valasszuk meg az N indexet ugy, hogy
(8.7) teljesiiljon minden n > N mellett. Ekkor

/00 f(z)dx — /OC Sn(z) dx

hacsak n > N. Innen azonnal adddik az allités. O

< ‘/Ocmoc) — (@) do

€
<§C,

Tétel 296 Legyen r a hatvdnysor konvergencia sugara, €s

f(z) = Z apx®
k=0

az osszegfiigguénye a (—r,r) intervallumon. Ekkor f differencidlhatd, és
o0
f(z)= Z kagazk~1
k=1

a (—r,r) intervallumban.
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Bizonyitas. Mivel
lim sup v/k|ax| = limsup +/|ax]|,

azért a y o, kap2z*~! hatvanysor konvergencia sugara szintén 7. Vezessiik be a

oo n
= Z kapa®t to(z) = Z kapx® !
k=1 k=1

jeloléseket. Ha most xg € (—r, 1), gy egyrészt

Zo

lim tn(m)dazz/ g(z)dx.
0

n—oo 0

Masrészt [ tn(x) do =Y _ | aral, ezért
Zo

lim tn(x)dr = f(xg) — f(0).

n—oo 0
Kovetkezésképpen f(zg) = ) + f x)dz. Azonban a 294. Allitas szerint g
folytonos, igy f differenmalhato az I pontban7 éspedig
f'(wo) = g(0) Zkakx ,

és éppen ezt akartuk bizonyitani. O

Nyilvanvald, hogy allitdsunk t6bbszori alkalmazédsaval adddik, hogy az f 6sz-
szegfiiggvény a konvergencia intervallumban akarhanyszor differencidlhatd, és a
j-ik derivaltja

oo

FO@) = k(k—1)... (k= j + Daga*~

k=j

minden z € (—r,r) mellett.

8.6.2 Példak
Példa 8.15 Hatdrozzuk meg a Y poy k/3% sor dsszegét.

A mértani sorra vonatkozé 6sszegformula alapjan
oo
1
Z kabl = —— .
2
— (1—x)
a 296. Tételbél. A baloldali sor konvergencia sugara r = 1, igy specidlisan az

x = 1/3 pontban
i ko1 1 3
3k 3 1-1/32 4’
L3k T3 (1132 4
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Példa 8.16 Allitsuk elé a

&
0
hatvanysor 6sszegfligguényét.

. . ke , .
Mivel lim vk! = oo, a hatvanysor konvergencia sugara r = oo, azaz a sor a

szamegyenesen mindeniitt konvergens. Masrészt a Taylor-formula szerint barmely
x ponthoz van olyan £ a 0 és az x kozott, hogy

T . ajk eé n+1
¢ _;H+ CE I

Rogzitett x esetén a maradéktag nulldhoz tart, tehét

e :5 —
k!
k=0

minden x pontban.
Példa 8.17 Milyen pontokban konvergens a Y -, 2 /k hatvdnysor, és hatdrozzuk
meg az 0SSzegét.

. . k ’ . 7 7
Mivel lim ¥/% = 1, a hatvénysor konvergencia sugara r = 1. MAésrészt a sor
divergens x = 1 esetén, hiszen ekkor a harmonikus sorhoz jutunk, de konvergens az

x = —1 pontban, ugyanis a sor ekkor Leibniz-tipusi. Tehat a konvergencia-halmaz
a [—1,1) félig nyilt intervallum.

Jelolje f e sor Osszegfiiggvényét. Ekkor a 296. Tétel szerint

> 1
1 _ k—1 __
f(x)—gx =1—="
k=1
Tovabba nyilvédn f(0) = 0, ezért
flz) = / f(t)dt=—In(1—x).
0

Ez azt is mutatja, hogy > e, (—1)*"1/k = In2, amely azonossdgot més médon
mar belattunk.

Példa 8.18 Igazoljuk a

T
sinr =x 3 + 3T + )
illetve a
z2 ozt S
cosx =1 5 + E a +
egyenldségeket.
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Csak az els6 azonossagot igazoljuk, a masodik teljesen hasonléan mutathatd
meg. A 8.16. Példdhoz hasonléan lathatd, hogy a jobboldali hatvanysor mindentitt
konvergens a szamegyenesen. A Taylor-formula alapjan barmely x ponthoz van
olyan ¢ a 0 és az = kozott, hogy

3 n+1
x x
N — il ipt) g
sinx =x — ...+ sin .
g ot S
Nem nehéz belatni, hogy barmely rogzitett © mellett a maradéktag nullahoz tart,
és ezzel az azonossigot igazoltuk.
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szigortuan 79
Monoton fliggvény 79
hatarértékei 207
szakadésai 208

Newton-Lebnitz tétel 281
Norma, hosszusag 68
euklideszi 68
haromszog egyenlotlenség 68
Normal alak (komplex) 50
Normalis névekedés, szaporodas 261
Novekedés
korlatozott normalis 262
robbanésos 262
verseng6 263
Numerikus sor 147
abszolit konvergencidja 148
Cauchy-kritériuma 150
gyokkritérium 155
hényadoskritérium 155
integral kritérium 287, 289, 290
konvergenciaja 148
Leibnitz-tipusta 151
nemnegativ tagi 152
Osszehasonlito kritérium 152

Nyilt
gbmb 97
halmaz 102

stzeg folytonossdga 112
Osszehasonlité kritérium 152
Osszetett fliggvény 26

Parcialis derivalt 167

TARGYMUTATO

Paratlan fiiggvény 91
Paros figgvény 92
Periodikus fiiggvény 91
Polar koordinatak 55, 56
Polinom 83
fokszam 84
egyiitthato 84
gyokei 84
gyoktényezos alak 62
konstans 84
nulla 84
Primitiv fliggvény — antiderivalt

Racionalis szamok 35
Racionalis tortfiggvény 85
Reflexiv (reldcié) 18, 20
Rekurzié 44
Rekurziv definicié 44
Relativ
atlagsebesség 181
derivalt 182
differencidlhanyados — derivalt
megvialtozas 182
Relacio
antiszimmetrikus 18, 20
szigoruan 18, 20
ekvipotencia 32
ekvivalencia 21
irreflexiv 18, 20
reflexiv 18, 20
szimmetrikus 18, 20
teljes 18, 20
tranzitiv 18, 20
Rendezett
péarok 15
test 39
Rendszer 7
Reprodukalé elem 70
Riemann integral — integral

Sebesség 180
S-gorbe 263
Skaldaris szorzat 67
Sor 47



TARGYMUTATO

geometriai 153

numerikus 147
Sorozat

Cauchy 135

hatarérték 135

konvergencidja 135

részsorozat 136
Sorozat konvergencia

komplexben 143, 145, 146

R-ben 135

RP-ben 135

végtelenhez 142
Struktira

algebrai 69

Szaporodas — novekedés
Szamok
egész
komplex 47, 52
racionalis
természetes
valds
Szamossag
kontinuum 33
megszamlalhaté 33
véges 32
Szémsorozatok 135

Szamtani, aritmetikai kozép 45, 233

Szélséérték — lokalis
Szigoruan konvex 213
Szimmetrikus

relacié 18, 20
Szinusz fliggvény 90
Szorzat

folytonossaga 111

halmaz 15

szammal — vektor
Szupremum, felsé hatar

fliggvény 80

halmaz 40
Szurjekcio 26
Szurjektiv (fliggvény) 26

Tangens fiiggvény 94
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Taylor

approximacié 196

polinom 196

sor 196
Tavolsag — metrika
Teljes

indukci6 43

relacio 18, 20

rendezésre nézve (test) 42
Természetes szamok
Test 74

rendezett 39

rendezésre nézve teljes 42
Tér

metrikus 95

vektor 65
Tranzitiv (reldcid) 18, 20
Trigonometrikus alak 57
Trigonometrikus fliiggvény 91

Unid, egyesités (halmaz) 11
Ures (halmaz) 9

Valds
értéku figgvény 77
figgvény 77
rész (komplex) 52
szamok, R 38
Végtelen hatarérték — hatérérték
Végtelen mértani sor 153
Vektor
kivonas 65
negativija 65
norma — norma
Osszeadés 65
szammal val6 szorzasa 65
RP 64
Venn-diagram 7

Weierstrass
tétele 119

Young egyenlétlensége 234
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Zart
gbmb 97
intervallum 107
halmaz 107





