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1. Az érinto-konvexfiggvények modszere

1.1. Alapfogalmak, el6zmények

Jelolje R a valds szamok halmazat, és legyen f : D C R — R nem-
linearis, elegendden sokszor differencidlhato fliggvény. Célunk az f fiiggvény
zérushelyeinek, azaz az f(x) = 0 nem-lineéris egyenlet megoldasainak kozeli-
tése. Tegytik fel, hogy ismerjiik néhany kozelitését f valamely a zérushelyé-
nek. Legyenek ezek rendre xg,z1,...,x, (n > 0). Legyen ebbél a k (1 <
k<mn+1) utolsé x,, Ty _1,...,Tn k1. Jeloljik F,-nel azt a fiiggvényt, mel-
lyel o kovetkezo x,, 1 kozelitését képezziik ezekbdl a kozelitésekbdl és az f
fliggvénynek és derivaltjainak itt szamitott értékeibol, azaz

Tnp1 = Fu( 2o, f(2n), f(@0), - fO) (@),

Tn—1, f(xn—l); f/(xn—l); cee 7f(ll)(xn—l)7

Tn—k+1, f(xn—k—‘rl)) fl(xn—k—&—l)» ) f(lkil)(xn—k-‘rl))a

,>0,i=0,....k—1

Az F, figgvényeket iteracios alapfiiggvényeknek, azokat a mddszereket,

melyek f gyokeit (1) alapjan kozelitik, k£ alappontra tdmaszkodé itera-

ciés eljarasoknak nevezziik. Ha az iteracié soran az alapfliggvények nem

valtoznak, azaz F, = F minden n > O-ra, stacionér eljarasrél beszéliink.
A tovabbiakban csak az

Tn41 = F (xm f($n>7 f/(x”>7 R f(l)(wn)) ) (2>

[>0,n=0,1,...,

alakt, egy pontra tamaszkodo, stacionér iteracios eljarasokkal foglalkozunk.
A (2) képlet segitségével valamely z¢ € D kezdépontbdl kiindulva képezziik
az {r,} iterdciés pontsorozatot. Ha e sorozat konvergens, akkor zo-t a
(2) iterdci6 konvergenciapontjanak, ellenkez6 esetben (2) divergencia-
pontjanak nevezziik. Ha egy folytonos F' iteracids alapfiiggvény segitségével
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generdlt {z,} iterdcids pontsorozat konvergens, akkor hatérértéke F-nek fix-
pontja, azaz ha
lim z, = «a,

akkor F'(a) = a. Az F iterdcids fiiggvénytol rendszerint megkoveteljiik, hogy
folytonos legyen, és fixpontjai elégitsék ki az f(x) = 0 egyenletet.

Az iteraciés eljarasok gyorsasaganak jellemzésére bevezethetjik a kon-
vergenciarend fogalmat. Tegyiik fel, hogy az iteracios eljaras segitségével
eldéllitott {x,} iterdciés pontsorozat konvergens, és

lim z, = .

n—oo

Ha van olyan p > 1 valds szam, melyre létezik a

hatarérték altalanos f fliggvény mellett, akkor azt mondjuk, hogy az eljaras
p-edrendii. Az itt szereplé C' hatarértéket aszimptotikus hibakonstans-
nak nevezziik.

Kiilonboz6 stacionér iteraciés eljarasokat az informacios hatékonysag
fogalmanak segitségével hasonlithatunk ossze. Egy stacionér iteracié in-
formacios hatékonysaga

Eff = 1.

ahol p az iteracié6 konvergenciarendje, h pedig az egy iterdciés lépésben
kiszamitasra keriilé 4j f)(z;) fiiggvényértékek szdma, amit az informécié-
felhasznalas mértékénck vagy a Horner-egységek szamanak is szoktak
nevezni.

Nagy jelentoségli az egy pontra tdmaszkodo stacionér iteraciok elméleté-
ben a J.F. Traub [16] dltal megfogalmazott kovetkezd

1.1. Tétel.

1° tetszdleges (2) alaki iterdcio informdacios hatékonysdga legfeljebb 1;

2° tetszdleges p természetes szamhoz taldlhatd olyan (2) alaki iterdcic, mely-
nek konvergenciarendje p, és informdcios hatékonysdaga 1;

3° minden p-edrendd (2) alaki iterdcio F' alapfiigguénye explicit modon tar-
talmazza az f, f', ..., f®Y figgvények mindegyikét.



Ezek utédn azt mondhatjuk, hogy a (2) iteracié optimadlis, ha az informécids
hatékonysdga maximaélis, azaz Eff = 1.
Az egyik legjelentOsebb és legtobbet vizsgalt kozelito eljaras az

Fla) = — f(z)
f'(z)
iteraciés alapfiiggvénnyel rendelkezé Newton-Raphson-mddszer. Az eljaras
egyszeres zérushely esetén masodrendli és optimalis, azonban nem mindig
konvergens. Példaul az x, iteraciés kezdépont divergenciapont, ha valamely
n > 0-ra f'(x,) =0, és f(x,) # 0. A szintén kozismert mddositott Newton-
modszer esetében azonban mar nincs ilyen probléma: ha van olyan M; > 0
valés szam, melyre

|f/()| < My, ha z€l=la,b]CD,

akkor az f(xg) # 0 feltételnek eleget tevd, egyébként tetszoleges xy € [
kezdopontbdl kiindulo, s az

F(:c):m—“;\(z)|

iteracios alapfiiggvénnyel képzett {x,, } iterdcids pontsorozat monoton csokke-
no, és konvergal f-nek az x¢-tél balra fekvé legkozelebbi o € I zérushelyéhez,
ha van f-nek zérushelye az [a, 2| szakaszban, egyébként pedig {z,} kilép az
I intervallumbdl. (Az

/()]

My

iteracios alapfiiggvény esetében hasonlé allitas igaz, csak az iteracids pontso-
rozat monoton névekedd, és [z, b]-beli zérushelyhez konvergél, ha van ilyen.)
Ez a mdédszer tehat az I intervallumban az iterdciés kezdépont valasztasatol
fiiggetleniil mindig konvergens. Sajnos azonban, mig a Newton-Raphson-
iteracié masodrendii, a mddositott Newton-modszer csak elsorendben kon-
vergal.

A nagymilti debreceni numerikus matematika kutatécsoportban (Barna
B., Szab6 Z., Vertse T., Lénard M. és tanitvanyaik) Barna B. professzor
javaslatara Szabd Z. kezdett el foglalkozni a médositott Newton-mddszer kon-
vergencidjanak természetéhez hasonlé tulajdonsagu iteraciok vizsgalataval

F(z)=xz+




[12, 13, 14] dolgozataiban. Ezen iterdcidk szamdra bevezette a kovetkezo
definicidt.

1.1. Definicié. Az F(x;r) iterdcids alapfiggvény és az dltala generdlt
iterdcids eljards az f fiigguényre vonatkozéan az I = [a,b] intervallumban
mindig konvergens, ha az f(xg) # 0 tulajdonsdgu, egyébként tetszbleges
xg € I kezdbpontbdl kiinduls, s az F(x;r) alapfiggvénnyel képzett {x,}
iterdcios pontsorozat

1° monoton,

2° konvergdl az [ fligguénynek az xo ponttol jobbra, illetve balra legkozelebb
lévé o € I zérushelyéhez - ha ilyen tulajdonsagu o egydltaldn létezik -
aszerint, hogy az r “irdnyparaméter” értékét az iterdcio sordn kovetke-
zetesen 1-nek, illetve (-1)-nek vdlasztjuk;

3° amennyiben ilyen tulajdonsdgi o € I zérushely nem létezik, {x,} kilép az
I intervallumbal.

Ezek utan a modositott Newton-modszerrdl a kovetkezét mondhatjuk: ha
létezik olyan M; > 0 valés szam, melyre

|[f'(x)| < My, ha z€l,

akkor az

) |/ ()]
Flz;r)y=x+7r- AL
iteracios alapfiiggvény és az altala generalt modositott Newton-médszer f-re
vonatkozéan I-ben mindig konvergens.

Szab6 Z.-nak [12, 13]-ban sikeriilt ennél az iterdciéndl gyorsabb, mésod-
rendi, mindig konvergens iteracios eljarasokat megadnia, melyeket f-et érin-
t6 kupszeletek segitségével generalt. Eljarasainak lényege szemléletesen a
kovetkezd: Moédositotta a Newton-Raphson-mdédszert oly médon, hogy az
érintés fogalmat megtartva, egyenes helyett az ordinatatengellyel parhuzamos
tengelyl alkalmasan valasztott parabolat, hiperbolat vagy ellipszist illesztett
az f fliggvényhez, annak (xo, f(zo)) pontjaban. Ezen kipszeletek nagyobbik,
illetve kisebbik x; zérushelyét vélasztotta az f(z) = 0 egyenlet a gydke 1j
kozelito értékének. Ezt az iteracios 1épést megismételte oly modon, hogy az
emlitett gorbét parhuzamos eltolassal elsorendben illesztette az f-hez most
ennek (z1, f(z1)) pontjdban, és kévetkezetesen a kapott kipszeletnek megint
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vagy a nagyobbik, vagy a kisebbik x5 zérushelyét valasztotta még tjabb
kozelitésnek, majd hasonléan folytatta tovabb. fgy kapott egy iteracios
pontsorozatot. Képlet segitségével megadva az érinté-kipszeletek modszerét,
iteracios alapfiiggvényként az

F(z;r) =z 4+ u(z)v(z) + r - \/t(x)

fliggvényt kapta, ahol

u(a) = sien (/o)) 2.
tovabba érintéhiperbola esetén
2
o(z) = —t () = (‘f(:) —i—v(:c)) 1,

érintéellipszis esetében pedig

o(@) = e ta) =1 - (‘f(l")
14 (£12)

C

és ¢ alkalmasan vélasztott valés konstans. Szabd Z. [12, 13]-ban az érinté-
kupszeletek médszereinek szarmaztatdasan til konvergenciajuk elégséges felté-
teleit is megadta, és e mddszerek konvergenciarendjeit és informaciés haté-
konységait is vizsgalta, amit tomoren a kovetkezo tétel fejez ki.

1.2. Tétel. Legyen az f :[a,b] =1 C R— R fiigguény

kétszer folytonosan differencidlhato,

és teljesuljenek x € I esetén az

|f(z)| < M #0, (3)
/()] < My #0,

|f"(x)| < My # 0 egyenlétienségek.
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Ekkor alkalmasan valasztott ¢ esetén az érintd-kiupszeletek maodszerer az f
fugguényre vonatkozoan az I intervallumban mindig konvergensek, mdsod-
rendiiek és optimalisak.

Szabé Z. [13, 14])-ben ezen eljardsok koziil az érintéparaboldk mddszerének
altalanositasaként megadott még egy olyan iteracios fiiggvénycsaladot is,
melynek tagjait bizonyos érinté-konvexfliggvények segitségével allitotta elo,
és szintén mindig konvergens modszereket generalnak.

Jelen értekezés 1. fejezetének célja egy olyan iteracids fiiggvénycsalad
kidolgozasa, mely nemcsak az érintéparabolak modszere altalanositasanak
tekinthetd, hanem az érinté-kupszeletek altalanositasanak is, és igy ennek a
fiiggvénycsaladnak a tagjai kozott megtalalhaték az érintéparabolak maéd-
szere, ennek a [13, 14] dolgozatokban megadott altalanositasai, tovabba az
érintohiperbolak és érintéellipszisek modszerei is. Ezen moddszercsalad szér-
maztatasan til a konvergencia elégséges feltételeit is meghatarozzuk, hibakor-
latokra vonatkozé becsléseket adunk, a konvergenciarendet, az informacios
hatékonységot és az aszimptotikus hibakonstans értékeit is vizsgaljuk. Néhany
konkrét iteraciés alapfiiggvényt meghatarozunk, és egyszerii alkalmazasokon
szemléltetjiik modszereinket. Végiil Osszefoglaljuk a generalhaté iteraciok
elonyos tulajdonsagait.

1.2. Az iteraciés alapfiiggvény

Feladatunk tehdt az f : [a,b] = I C R — R fliggvény valamely a € [
zérushelyének meghatarozésa. Legyen elészor is g : (—h,h) = H C R+— R
egy

kétszer folytonosan differencidlhato fliggvény, melyre

9(0) = ¢'(0) =0, és (4)
g"(x) >0, haxe H.

Megjegyezziik, hogy Szabd Z. a [12, 13, 14] dolgozataiban olyan konvex
fiiggvényekkel dolgozott, melyek kielégitik a szigoribb

g"(x) > q >0, ha z € R,

feltételt is.
Vezessiik be még a

0 = mm{ L inf ¢/ (2)], sup /() }
xeH zeH
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és a

Mi/Q;, egyébként,
jeloléseket, ahol My > |f'(x)], ha x € I. Vélasszunk tetszélegesen egy valds
c-t ugy, hogy legyen ¢ > cj.

Induljunk ki most tetszéleges zg € I, f(zo) # 0 kezd6pontbdl, és jeldlje
s = sign (f(xg)) . lllessziik elsérendben az

y=—s-cogla)
fliggvényt parhuzamos eltolassal az f fiiggvényhez, ennek (zy, f(xg)) pontja-
ban. A kapott
Glx)=—s-c-glx —pu)+ A
fiiggvény u, A paramétereinek értékeit a

—s-c-g(zo—p) + A= f(wo),

—s-c-g'(xo— p) = f'(20)
egyenletrendszerbdl hatarozhatjuk meg. A (4) feltételek miatt ¢’ invertalhatd
a szamunkra sziikséges helyen, ezért

p=x9—g"" (—if’(%)) :
és
A=) +scog (97 (<2 @0)) ).
Tehat az f figgvényt az (zo, f(xo)) pontban elsérendben érint6
G:(-h+ph+p)=HCR—R

konvex fliggvény alakja a kovetkezo:

Gla) = =g (v =2+ g7 (=27 0)) ) +F o) +seg (97 (<27 w0)) ).

1.1. Lemma. Teljesiljenek f-re a (3) és g-re a (4) feltételek. Létezzen
tovabba

q2 > 0 gy, hogy
@< g'(0) hawela=bigt (=2) b—atg t ()]0 H, } ?

[



és legyen c5 = My/qa. Ha c > ¢, és ¢ > cb, akkor
s-G(x) <s- f(x) minden x € H N I-re.

Bizonyitas. Legyen el6szor s = 1. A H' N [ intervallumban a feltételek
alapjan felirhatjuk a Taylor-polinomot mind f-re, mind G-re:

£(&) = Fa) + £/ @o)(w = w) + 5 £(€)(z — 20)"

G(z) = Gla) + G (a0)(z — 20) + 5G"(n)(z — w0)"

ahol & = g + V1 (x — x0), N = xo + Va2(x — o), és V1,¥ € (0,1). Lassuk be
tehat, hogy a

D) = J(@) - Gla) = 51O —w)? — 56" () — w0)?
= ; [f”(ﬁ) +c-g" <n —zo+4g" (—f/(cm»] (z — 20)°

kiilonbségfiiggvény nemnegativ a H' N I intervallumban. Ehhez elegendé

bizonyitani a
@ <o (n-ms gt (-F12))

C

egyenlotlenség teljesiilését. Jeldlje

0 =n—xy+ g (_f’(;m)) = y(x — 20) + ¢ " (—f’(‘r‘))> .

C

Ekkor v M
n e {a—b—i—g'_1 (—1> b—a+g! <1>] NH.
c c

Igy a lemmaban szerepld (5) feltételek teljesiilése és ¢ valasztdsa miatt az

©) < My < - L) < gy



egyenldtlenség teljesiil, amit bizonyitani akartunk. s = —1 esetén D(z) nem-
pozitiv voltat lehet hasonléan bizonyitani H' N [-ben. O

Hatdrozzuk meg most a G fiiggvény x; és x| zérushelyeit. Ehhez bontsuk
fel a g konvex fliggvényt két szigorian monoton fiiggvényagra:

. | g-1(z), haz <0,
g<x)_{gl(m), ha z > 0.

Legyen tovabba

Q = sup g(z),
reH

és (o, ha () = oo,
cF = { M/ (Q _g (g/—l (_%))) , egyébként.

1.2. Lemma. Teljesiljenek f-re a (3) és g-re a (4) feltételek.
Ha ¢ > max {c*, i}, akkor a G figguény zérushelyei:

5 s (o) st (M2 (2 (2t

Bizonyitas. Legyen eloszor megint s = 1. A bizonyitas elsé lépéseként
lassuk be, hogy a G fiiggvény gorbéje metszi az abszcisszatengelyt. ) = oo
esetén ez az allitas trividlis. Legyen most g H-n korlatos. ¢ valasztdsa miatt

ekkor M
ooy () <0
c

teljesiil. Ez azt jelenti, hogy a ¢ fiiggvényt annyira megnyujtjuk a transz-
formaci6 sordn, hogy ”tengelye” (c - @) nagyobb lesz, mint amilyen messze
az ordinatatengely irdanyaban fel kell tolni. A fliggvénygorbét legmesszebb-
re pedig akkor kell eltolni, amikor elsérendben az f egy olyan pontjdhoz
illesztjiik, melyen keresztiill f maximalis (M;) meredekséggel halad &t, és
mely legnagyobb (M) tavolsdgra van az abszcisszatengelytdl. Bevezetve a

)

C C

jelolést, a



—c-g(zo—p) + A" =M,
—c-g'(xo — ) = M

egyenletrendszerbdl meg tudjuk hatarozni a lehetséges legnagyobb mértéki

A* eltolast: u
A" :M+c-g<g’1 (—1>) =K-c
c

Ebbdl viszont az kovetkezik, hogy a G fliggvény gorbéjének mindkét aga
metszeni fogja az abszcisszatengelyt, azaz G-nek két zérushelye van, melyek
a lemmaban megadott alakuak lesznek. Az s = —1 esetben a bizonyitas
hasonlé. O

Viélasszuk meg végil is c-t ugy, hogy

c>max{c,cj} és c¢>c} (7)

egyszerre teljestiljon. Legyen az iteracids eljarasunk a kovetkezo:

Az f fliggvényt az (xg, f(x0)) pontban érinté G konvex fiiggvény 1 (> x})
zérushelyének meghatarozasa utan most az xy helyett az x; pontbdl kiin-
dulva ismételjitk meg médszeriinket, azaz hatarozzuk meg az f fliiggvényt az
(21, f(z1)) pontban érinté G konvex fliggvény nagyobb x, zérushelyét, és igy
tovabb. E zérushelyeket az 1.2. lemmabdl ismert

T = Tp — g (—if’(%)) +ort ('f(f"” +g (g"l (—Zf’(%)))) ,

n=20,1,... , képlet segitségével tudjuk kiszdmolni. fgy eléallithatunk egy
{z,,} iterdciés pontsorozatot. Ha pedig az eljardsunk soran G-nek kévetkeze-
tesen mindig a kisebb /., n = 1,2,... | zérushelyét valasztjuk, akkor egy
maésik xg, x|, x}, ... iterdcids pontsorozathoz jutunk. Ezen iteracids eljarést
érinto-konvexfiiggvények modszerének nevezziik, tulajdonsagait pedig
a kovetkezo tétel foglalja ossze.

1.3. Tétel. Ha teljesiilnek f-re a (3), g-re a (4) és az (5) feltételek, és
c-t a (7) feltételek szerint vdlasztottuk, akkor az

o = -0 (~200) v (L1 (5 (-270)))

iteracios alapfiigguény és az dltala generdlt érintd-konvexfiigguények modszere
f-re vonatkozoan I-ben mindig konvergens.
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Megjegyezziik, hogy Szabé Z. [13, 14]-ben ugyanilyen alak iteraciés alap-
fliggvényt allitott el6 bizonyos érinté-konvexfliggvények segitségével.

Bizonyitas. Legyen el6szor megint s = 1. Legyenek az f-et az (xq, f(x0))
pontban érinté konvex fliggvény zérushelyei az 1.2. lemmébdl ismert z; és
x}, és legyen 7} < x;. Ekkor természetesen 7| < xy < x;. Az 1.1. lemma
miatt

0<G(z) < f(x), ha z € lx],x] NI
Igy ha 1, € I, akkor nyilvén
0=G(a)) < f(21) é 0=G(m) < f(1)

teljesiil. Azaz ha eljardsunkat az xy helyett akar az x;, akdr az x| pont-
tal folytatjuk, f(z1) és f(x}) sem negativ, és az 1j érinté-konvexfiiggvények
megfelel6 zérushelyeire igaz, hogy

Ty < X7 S T2, és f(ZEQ) Z 0,
ry < ) <z, és f(xh) > 0.

Ebbol kovetkezik, hogy a modszertinkkel elééallitott xg,xq, xs, ... iteracids
pontsorozat monoton névekvo, zg, x|, x, ... pedig monoton csokkend, és

f(x,) >0, illetve f(z))>0, n=1,2....
Vizsgéljuk most az {z,} sorozatot. Hérom eset fordulhat el6:

1. f(zn) #0, ésx, € I, n=20,1,... . Ekkor a pontsorozat szigorian
monoton no és korlatos, igy

lim z, =a € l.
n—oo

Mivel pedig F'(z;1) folytonos, o F fixpontja, azaz f(a) = 0.

2. Van olyan i > 0, hogy f(x;) = 0, és z; € 1. Ekkor 2,11 = F(z;1) = ay,
tehat x; 1 = x;, k=1,2,... . Igy most is

lim z, =a€l, é f(a)=0.

n—oo

3. f(zp) #0,ésx, € [,han=20,1,...,i—1, de z; ¢ I. Ekkor az 1.1.
lemma alapjan f-nek nincs zérushelye az [z, b] intervallumban.

Hasonldan vizsgalhaté az xg, 2, x5, . .. monoton cstkkend pontsorozat, csak
a vizsgalat helye az [a, x¢] intervallum. s = —1 esetén a bizonyitds hasonld.
O
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1.3. Hibabecslések, konvergenciarend

A kovetkezo tételben az érinté-konvexfliggvények modszerének abszolit
hibakorlatjaira adunk becsléseket. Jelolje e, az o — x,, és d,, az x,41 — ,
kiilonbségeket, legyenek

M;
pe QMo (8)
2 mq my

és K legyen a (6) képlettel definidlva.
1.4. Tétel. Teljesiljenek f-re a (3) és a

0<my <|f'(z)], ha x € [ min {xg, a}, max {xg, a} ],

feltételek, g-re a (4), az (5) és a

g"(x) < Qo, haw € [ g7} (K), g7 (K) |, (9)

feltételek, és c-t valasszuk a (7) feltételeknek megfeleléen. Ha valamely xog € 1
pontbol kiindulo, az érinté-konvexfigguények modszere segitségével elddllitott
{z,} iterdcids pontsorozat konvergens, és

lim z, = «a,

n—oo

ahol o € I f eqyszeres zérushelye, akkor a kovetkezd hibabecslések érvényesek:

1° e < (T + La)len)?, n=0,1,...,

2° eny1| < TLo|d,* + (T + LiLo)|d,*, n=0,1,....

Bizonyitas. Legyen el6szor ismét s = 1, és legyen xy < «a. Mivel «
egyszeres zérushely, f'(x) < 0, ha x € [zg,«]. Ha most f(z,) = 0 valamely
n > l-re, akkor z,.1 = x, = «a, s az &llitas trividlisan teljesiil. Tegyiik
fel tehat, hogy f(x,) #0, n=1,2,... . Rogzitsiink most tetszblegesen egy
n > 0-t. Az f-et az (x,, f(r,)) pontban érinté G fiiggvényre a Taylor-formula
alapjan adodik, hogy

G(a) = Glra) + ') o — ) + 3G )z — )"

12



ahol n € (z,,, ). Az els6rendben valé érintkezés miatt ebbél

Gla) = F(a) + I (@)@ — 1) + 3G ()& — )°

kovetkezik. A G fiiggvény [z, al-ba es6 zérushelyét x,,,1-gyel jelolve kapjuk,
hogy

1
Fl2) = 3602 — ()
ahol n € (x,,2,411). De G"(n) = —c- ¢"(n — 1), és bevezetve az ' =n — p
jelélést, ' € [0, 97" (2)]. Tehat
c
7g//(77/)d31 - f/<xn)dn7

f(xn) = 5

ahol 7' € [0, g7 (2)]. Az 1.2. lemma bizonyitdséban tett meggondoldsokhoz
hasonléan viszont

/\S/\*:M—i-c-g(g’_l(—m)):K-c,
c

amibol g; monotonitasa miatt
)\*
0,97 | —].

(A
07 g1 ! (C)

Tehét a tételiink feltételei alapjan ¢”(n') < Qs teljesiil. Mésrészt

0# —f(za) = fla) = fzn) = () (a = zn) = [/(E) - en,
ahol ¢ € (x,,«). Ebbdl viszont

0 e

f'(€)

_dn

6n+1:€n_dn:_

adodik. Innen

/

_ e g
lenta| = 2 e (5) <
e W), ) -0l
= el e
e S0, e P ONE =)
= 2 et T e ™

13



ahol 7 € (z,,£). De a tétel feltételei miatt § € (z,, )-ra 0 <my < [f'(£)], a
(3) feltevések miatt pedig |f”(7)| < My, ha T € (x,,§). Igy

c Q2 M,
|€n+1| S 5 : 7|dn’2 + 7|£ - andn‘
ma my
Figyelembe véve még a |d,, ] < len| és |£ — x| < |e,| relacidkat az
c
|en+1| < 5 ’ n’2 + 7| n|2 <T+L2>|en‘2

hibabecslés adodik. Ha pedlg az

€=l < el =5 <
< ot (5 WIS 17l ) <
1G]
< C @\d P
2 my
relaciot hasznéljuk fel, akkor az
C M, c My, M
enpt] < S Q2pqp g c Q2|d||d|+ | =
2 my 2 mq

= TLy|d,|* + (T + LiLy)|d,|?

becslést kapjuk. Az o — zg és f(xg) értékek eléjeleivel kapcsolatos tovabbi
esetekben a bizonyitas hasonld. O

Megjegyezziik, hogy ¢ = My /gy esetén a hibabecslés megegyezik Szabé Z.
[14] cikkében adottal.

1.5. Tétel. Az érinté-konvezfiiggvények mdodszere eqyszeres zérushely
esetén masodrendid és optimalis.

Bizonyitas. Tekintettel arra, hogy egyszeres zérushelyek esetén az itera-
cids eljarasunk hibabecslése

‘en+1|§0'|en|2u O<C<OO7

alaku, konvergenciarendje legalabb 2. Masrészt J. F. Traubnak az informé-
ci6és hatékonysagra vonatkozo 1.1. alaptétele szerint a konvergenciarend nem
lehet nagyobb, mint az egy lépésben kiszdmitésra keriils 1j £ (z;) fiiggvény-
értékek szama, ami itt szintén 2. Kovetkezésképpen a konvergenciarend 2, és
az informacios hatékonysag 1, azaz a modszer optimalis. O

14



1.4. Konkrét iteracios alapfiiggvények

Vélasszunk ki néhany, a (4) feltételeknek eleget tevé konvex fliggvényt,
és nézzilk meg, milyen iterdciét generalnak.

1. Vizsgaljuk meg elészor a g(x) = 22, = € R, fliggvényt. Ekkor Q = oo,

Qf = 00, és gy = 2. Igy ha ¢ > Mg/?, akkor teljesiilnek a (4), (5) és
(7) feltételek. Figyelembe véve, hogy

5 ) = Vi & 70 = 5

a ¢ = M, /2 valasztéssal azt kapjuk, hogy

/') +rd2|f(w)| ()

Fp(z;r) =
e T e

mely éppen a Szab6 Z. éltal [12, 13]-ban vizsgélt érintéparabola-mdd-
szer iteracios alapfliggvénye.

2. Induljunk ki mésodjéra a g(x) = v1+ 22—1, = € R, konvex fiiggvény-
bél. Ez a fiiggvény a Szabd Z. dltal [13, 14]-ben megadott feltételeket
nem teljesiti, és igy Uj érintékonvexfiiggvény-maddszert generalhatunk.
Most ) = 0o és Q7 = 1 lesznek. Amennyiben ¢ > M, a

1
"
9'(2) = —=
(14 22)3

fiiggvény als6 korldtja a (5) feltételben megkovetelt [—d — D, d + D]
intervallumban .

U+ (d+ D)y
ahol

M,y

d=b—a, és D=

Ha most c-t gy valasztjuk, hogy

c> max{\/éMl, V(d? +2d + 2)3M2},
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akkor teljesiilnek a (4), (5) és (7) feltételek. Mivel

—1 , 1—1 y
= 2 = —
9 =r\yly+2), és g7 (y) T

kapjuk az

Fulair) = oo d@ (\f(x)\+ c ()) .,

c2 _ f/2<x> C C2 _ f/2

iterdcids alapfiiggvényt, mely hasonl6, mint a Szab¢6 Z. éltal [12, 13]-
ban eldallitott érintéhiperbola-mddszer iteraciés alapfliggvénye.

. Tekintsiik most a g(z) =1 — 1 — 22, = € (—1, 1), konvex fliggvényt.
Most Q7 = 00, g2 = 1, és ) = 1, amibol egyrészt ¢ > My, masrészt

$ M2+ /M4 + 40203
c > 9

egyiittes fennalldsa esetén teljesiilnek a (4), (5) és (7) feltételek. Tehat

M2+ /M4 + AM2M7 + 1
2

¢ = max MQ,J

valasztassal, felhasznalva, hogy

-1 2z 1—1 Yy
=ry1—(1—y)* ¢s = —,
9r V ( Y) 9 (v) T+4°

kapjuk az

FE(x§T):$+SA+T 1_(|f(55)|_ c )

Cc 62 + f/2

iterdcids alapfiiggvényt, mely megegyezik a Szab¢ Z. altal [12, 13]-ban
generalt érintdellipszis-modszer iteracios alapfiiggvényével.
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4. Vegyiik végiil a g(x) = ch(z) — 1, = € R, fiiggvényt. Ekkor Q) = oo,
QF = 00, és g2 = 1. Ha most ¢ > M,, akkor teljesiilnek a (4), (5) és (7)
feltételek. Figyelembe véve, hogy

g, '(y) = arch(1 +y), é ¢ }(y) = arsh(y),
a ¢ = M,y valasztassal az
/ /
Fep(z;r) = x+arsh (sf]\(;;)> +arch (’J;\(Z)' +ch (arsh (—sé\i?)))

iteracios alapfiiggvényt kapjuk. Ha most még bevezetjiik a
G=\/Mj+ f?(x) ésa H=|f(x)|+G

jeloléseket, akkor ez az iteracids alapfiiggvény az

H+rJH 18

Fop(x;r) =x+1n G s ()

egyszerlibb formaban is felirhaté, amelyet Szab6 Z. a [12, 13, 14] dol-
gozataiban vizsgélt.

1.5. Néhany alkalmazas

Az érinto-konvexfiiggvények maddszere igen jol alkalmazhaté a miszaki-
és természettudomanyos problémak matematikai modelljeiben fellépé nem-
linedris egyenletek megoldasara. Ezen egyenletek megoldasai koziil ugyanis
sokszor csak a valds, pozitiv, a probléma jellege altal meghatarozott felsé
korlatnal kisebb gyoknek feleltetheté meg realis tartalom. Vizsgaljunk most
meg néhdny konkrét alkalmazdsi lehetoséget. A feladatokat Bélint E. [2]
konyvébol valogattuk, és a sziikséges szamitasokat Maple-ben irt programok
segitségével végeztiik el.

1.1. Feladat. Egy gomb alaki viztartaly belsé sugara r = 4.75 m.
Milyen magas benne a vizdllds, ha éppen 400 m? vizet tartalmaz?

Megoldas. Jeloljiik a vizallas magassagat x-szel. Ekkor

4 1

V= gm‘?’ — §7T(27“ —2)*(Br—(2r —z)) = 53”2(37" — )
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a vizzel toltott térfogat, tehat a
ng(S - 4.75 — ) = 400

egyenletet kell megoldani az I = [0;9.5] intervallumban. Azaz meg kell
keresni az

, 12
fz) = 2* — 14.252% + 1200
s

fiiggvény I-beli gyokét. Mivel
f'(x) = 32® — 28.52 és f(x) = 62 — 28.5,

igy My = 67.6875, és My = 28.5. Kindulva az xqg = 9.5 kezd6pontbdl, al-
kalmazva az x,.1 = Fy(x,;—1) iterdciét az 1. dbrén szemléltetett médon
kozelitjiik a gyokot,

1. 4bra
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és a kovetkezo iteraciés sorozatot kapjuk:

To | 9.5

r1 | 8.53555919051175
To | 7.90243649410439
xr3 | 7.61988609683528
x4 | 7.55499166141427
x5 | 7.55126067377093
Tg | 7.55124812394635
r7 | 7.55124812380420

1.2. Feladat. Nagyfesziiltséqgi vezetékeknek falakon valo dtvezetéséhez
cso alaku szigetelotesteket haszndlnak. A csé belsejét az dramvezetd fémrud
tolti ki, kilsé palastjat fémhenger boritja, mely a tartoszerkezethez van erd-
sitve. A szigeteldtestben keletkezd térerdsség a belsé hengerpaldstndl a leg-
nagyobb (Ey). A kiilsé és belsé hengerpaldst kozti fesziiltség

U=Ey-rln E,
r

ahol R a kiilsé, r pedig a belsd hengerpaldst sugara (0 < r < R). Adott U
fesziiltség és Ey maximalis térerdsséqg mellett szamitsuk ki azt az
x = R/r hdnyadost, melynél a szigeteldtest K = w(R? — r?) keresztmetszete
a legkisebb!

Megoldas. A K = K(z) = mr?(z? — 1) egyenldségbdl kiiszoboljiik ki r-et
az U-ra adott Osszefiiggés felhasznélasaval:

Unr 22-1
K(z)= 2. .
(z) EZ  (Inx)?

A keresztmetszetnek azon x értékre lehet minimuma, melyre K'(x) = 0, azaz

x 2 —1

(Inz)? z(lnz)® 0.

Meg kell tehat keresni az
f(z)=2Inx — 2> +1
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fliggvény 1-nél nagyobb valds zérushelyeit. Ebbol a célbdl képezziik az
fl(x)=2xInx —xés f'(x) =2Inz+1
derivaltakat. Mivel
JWe) =1-5 <0, & fle)=1,

tovabba
f'(x) >0, és f"(z) >0, ha = > e,

az f fliggvénynek egyetlen (1-nél nagyobb) zérushelye az I = [\/e, ¢] inter-
vallumba esik, tovabba My = f”(e) = 3. Az zq = /e kezd6értékbdl indulva
az Tpy1 = Fp(x,;1) iterdciéval dolgozva a 2. abra szemlélteti a kozelités
médjat,

2. 4bra
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és az alabbi iteracios sorozatot kapjuk:

’ ‘ Fp(z;1) ‘
xo | 1.64872127070013
x1 | 2.13803433628597
To | 2.21736736725410
x3 | 2.21845730633078
Ty | 2.21845748991670

1.3. Feladat. FEgy kortdrcsa AB hurja 12 cm. Az AB kériv felezépontja
legyen C. Az AC v C-tél kezdve az ay,as,...,a100 egyenld részivekre van
osztva. Ezek merdleges vetiilete az AB hiron az al,adl, ..., d\y, szakaszok.
Mekkora a kortdrcsa sugara, ha ajyy = 0.9 - a}?

Megoldas. Az AC = B(C' ivekhez tartozd kozépponti szog legyen x, a
kortarcsa sugara pedig r. Ekkor

ay =r-sin0.0lz, és ajyy=r-sinz —r-sin0.99zx.
A megoldandé egyenlet
sinx —sin0.992 = 0.9 - sin 0.01x,

ami atalakitva "
sinx tan — +cosx — 0.9 = 0.
200

Keressiik tehat az
flz) = sinxtan;m +cosxz — 0.9

fliggvény I = [0; 7] intervallumba esé gyokeit. Mivel

f”( ) ot T n COS ¥ n sin z sin ;ﬁ
r) = —sinx tan —— —CcosT =
200 100 cos? 505 20000 cos? 300

(cos ) L 1) +si (t < ) L 1) =
= (cosz) | ——— — sinz(tan — | [ ———— — 1| =
100 cos? & 200/ \ 20000 cos? =X

200 200
= 51T + S255T5,
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és x € I, igy egyrészt 11 € [—0.99, —0.98], azaz 51T} € [—0.99,0], masrészt
Ty € [—0.99995, —0.99994], és S5S5 € [0,0.008], tehat S553T» € [—0.008,0].
Végul is f”(ZL’) = 51T1+5253T2 € [—0998, O], azaz |f”($)‘ S 0998 < 1= MQ.
Az zy = 0 kezd&értékbdl indulva az x, 1 = Fop(x,; 1) iteracidval a 3. dbran
lathaté modon kozelitiink,

3. 4bra

és az iteracios sorozatot az alabbi tablazat mutatja:

[ Fonl(zai]) |
i QO

z1 | 0.443568254385115
o | 0.453277504423438
x3 | 0.453298607982430
x4 | 0.453298608084593
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A kérdéses sugar tehat r = 13.7007138832927 cm.

Megjegyezziik, hogy a Newton-Raphson-iteraciét az emlitett feladatok
megoldasa soran az adott kezddpontokbdl egyik esetben sem indithattuk
volna, mert mindharom alkalommal f’(zo) = 0 volt.

1.6. Osszehasonlité, értékeld megjegyzések

Lehetdségiink van a vizsgalt mésodrendii iteraciok gyorsasaganak ossze-
hasonlitdsara is az aszimptotikus hibakonstans segitségével. J.F. Traub [16]
alapjan a masodrendi iteracios eljarasaink aszimptotikus hibakonstansanak
az értéke:

C— ;|F”(oz)|.

Szab6 Z. [12, 13] dolgozataiban kiszamolta az érintéparabola-, érintéhiperbo-
la- és érintéellipszis-modszerek esetén ezeket az értékeket, melyek az iteracios
alapfiiggvények azonossdgai miatt rendre az Fp(x;r), Fy(z;r) és Fg(x;r)
iteracidink aszimptotikus hibakonstansai. Alakjuk egyszeres o zérushely
esetén

A+ sf(a)
C=-—"2 7
21f(e)]
ahol
2 — 3 2 2 3
)\P:2CP7 >\H: \/(CH C%.If <a)) és )\E: (CE —i_CQ.Ef (a)) ’

és cp, cy és cp alkalmasan valasztott konstansok.
Szamoljuk most ki az Fep(x) iterdcids alapfiiggvény esetén is az aszimp-
totikus hibakonstans értékét. Bevezetve a

h(x) = f(x)’ k(z) =+\/h?(z)+1 és l(x) = \/(s “h(x) + k(x))?2 —1

Cch

jeloléseket kapjuk, hogy
h”/(fﬂ) h/,2<l'>h,(.ilf)

Fl(x) = Sk(a:) — s () +
, h/Z(l’)h”Q(l') h”2(ilf) h/(l')hm(flf)
o (o - g Ry ) ) -
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- <s “h(x) + W) (5-h(z)+ k(2))/1(z).
Mivel I(«) = /k?(a)) — 1 = |W/ ()], és |/ ()| = —s - W (), {gy adddik, hogy

, W) | K0
Fale) = sy~ k()

(o - ) ) MM

_ (s-h'<a>+W) k()| (@) =

s h"(a) + 1 /h?(a) +1

[ (a)]

Tehat ebben az esetben is

ents (o)
Co= Tl

ahol Aoy, = /), + ().

Vildgos, hogy ugyanazon egyszeres zérushely esetén a ¢ konstansok

cr | i | E A

2 2

2 2

valasztdsa mellett
Op < CH, CP < CE, és Cp < CCha

tehat az iteracidk koziil az érintéparabola-modszer a leggyorsabb.

Példa. Szemléltetésiil keressiik meg az f(r) = e* — 2% + 1 fiiggvény
I = [—2,0]-beli gyokét 10~ pontossdggal az x¢ = 0 kezdépontbdl kiindulva
mind a négy iteracio segitségével. Eredményiil az alabbi tablazatban lathaté
kozelitésorozatokat kapjuk, ami varakozasunknak megfelel6en az érintépara-
bola-médszer esetén a legrévidebb.
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’ Fp(d?,*l) FH(I,fl) FE(x,fl) FCh(I,fl)

zo | 0.0 0.0 0.0 0.0

1 | -1.0 -0.66185684867425 | -0.42477060374456 | -0.90135948401942
T2 | -1.14632066864340 | -1.02796790825132 | -0.75942096690348 | -1.13200393779173
3 | -1.14775750665151 | -1.13764656733112 | -0.98619476337571 | -1.14768219253537
Ty | -1.14775763214474 | -1.14767343120359 | -1.10553300901231 | -1.14775763039385
T5 -1.14775762620651 | -1.14357364918323 | -1.14775763214474
Te -1.14775763214474 | -1.14770850991247

7 -1.14775762524564

g -1.14775763214474

donségait:

segitségiikkel;

masodrendiiek és optimalisak;

konnyen programozhatdak.

Végiil foglaljuk 6ssze az érintokonvexfliggvény-maodszerek elonyos tulaj-

az xg € I kezdoérték valasztasatol fliggetleniil mindig konvergensek;

ha I korlatos, az f fiiggvény Osszes a € [ zérushelye meghatarozhaté

Hétranyuk, hogy ismerni kell a (3) feltételben szereplé korlatok értékeit.
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2. Kombinalt modszerek

2.1. A valés zart intervallumok /R halmaza
Jeloljik [ R-rel R zart intervallumainak halmazat, azaz
IR={]a,b] |a,be R, a<b}.

IR tartalmaz minden a valds szamot is specialis |a, a] alakid intervallumként,
amit pontintervallumnak hivunk. Az IR-beli J; = [a,b;] és Jo = [ag, bs]
zart intervallumokat egyenl6eknek tekintjiik, ha mint halmazok egyenléek,
azaz

Ji=Jy & a; =as, és b = bs.

Nyilvanvald, hogy ez a relacio reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv. Hasonléan
J1 (tartalmazasi értelemben) kisebb vagy egyenld, mint Jy, ha J; mint
halmaz részhalmaza J-nek, azaz

J1CJ & ax<ar, ésb < b

Nyilvan a C relacio reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv. Tovabba barmely
két Ji,Jo € IR intervallumnak van a C reldcié szerinti legkisebb felso
korlatja:

J1 U Jy = [min{ay,as}, max{by,ba} |,

és ha ay < ay < by vagy a; < as < by, akkor van legnagyobb alsé korlatja:
J1 N Jy = [ max{ay,as}, min{by, by} |.
Ertsiik a tovdbbiakban a J; és a J, intervallumok tavolsagan a
q(J1, J2) = max{ a1 — az|, |by — bo| }
értéket. ¢ metrika I R-en, hisz minden Ji, J5, J3 € I R intervallumra
q(Jl, JQ) Z 07 és q(Jl, Jg) =0« Jl = JQ,
q(J1, J2) = q(J2, J),
q(J1, J2) < q(J1, J3) + q(Ja, J3).
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Legyen most szokds szerint egy J = [a,b] intervallum abszolit értéke a
0, 0] intervallumtdl valé ¢(J, [0,0]) tavolsdga, azaz

|J| = max {|al, |b[},

atmérdje pedig a d(J) = b — a érték. Az abszolit értékre és az atmérére a
kovetkez6 tulajdonsagok érvényesek:
2.1. Tétel. Legyenek J, J1,Jo € (IR, q).

1° |J>0, é|J|=0 < J=10,0].

20 d(J)=0 & J=]a,al.

3° Ha Jy C Jy, akkor |Ji| < |Jaf, és d(Jy) < d(Ja).

4° Ha 0 € J, akkor |J| < d(J) < 2|J].

50 Ha Jy C Jy, akkor L(d(.J) — d(.)) < q(Jy, Jo) < d(Jy) — d(.Jy).

Ertelmezziik a szokdsos médon egy (IR, q)-beli intervallumsorozat kon-
vergencigjat. Konnyt belatni, hogy (IR, q) teljes metrikus tér. A tovabbiak-
ban szamunkra fontos szerepet jatszo intervallumsorozatokrdl szdl a kovet-
kez6 tétel.

2.2. Tétel. Ha a {J,} intervallumsorozat olyan, hogy

Jn—‘rlg‘]n) nzovla"'7
akkor {J,} konvergens, és

n—oo

tovabbd ha
lim d(J,) =0,

n—oo

akkor

NoZoJn pontintervallum.

A fenti tételek bizonyitasa megtalalhaté G. Alefeld és J. Herzberger [1] kony-
vében.
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Végiil adjunk meg és bizonyitsunk egy, a konvergenciarend meghataroza-
sahoz késobb sziikséges tételt.
2.3. Tétel. Legyen a {J,} intervallumsorozat olyan, hogy

N> o dn = [a,al.

Ha valamely p > 1 és C* > 0 wvalds szamokra fenndllnak a

d(Jpi1) < C*(d(Jp))P, n=0,1,...,
egyenlotlenségek, akkor valamely C' > 0 valds szamra a

a(ners 0, a)) < C (g0 @), n=0,1,... |
eqyenlotlenségek is teljestilnek.
Bizonyitas. Mivel N0°,J, = [a,a], igy [a,a] C J, minden n > O-ra.
Ezért a 2.1. tétel 2° és 5° pontjai alapjan és a tétel feltétele miatt
q(Jns1,s[a,a)) < d(Jpyr) < C*(d(J,))P, n=0,1,....

Ugyanezen okok miatt viszont igaz az is, hogy

d(J,) < 2q(Jp,la,a]), n=0,1,....
Igy végiil is azt kapjuk, hogy

A nir, [0, a]) < C* (2q(Ju [a a]))” < 2°C* (q(n, [a,a)', n=0,1,...

tehat a C' = 2PC™ jelolés bevezetésével azt, amit bizonyitani akartunk. O

2.2. El6zmények

A dolgozat kovetkez6 részében mindig konvergens iteracios alapfliggvé-
nyek segitségével generalhato olyan

Jnt1 = F(Jp), Jop=lan,by], n=0,1,...,

iteraciokat adunk meg, melyek az f fiiggvény a € Jy zérushelyét tartalma-
z0, tartalmazasi értelemben csokkeno, tehat konvergens intervallumsorozatot
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allitanak el6. Amennyiben o f-nek egyetlen Jy-beli gyoke, az intervallumso-
rozat tagjainak atmérdje 0-hoz tart, tehat az intervallumsorozat hatarértéke
pontosan az [a, a] pontintervallum, azaz réviden « lesz. Tovabbé a

d(Jn—i-l) S C* (d(Jn))p7 p Z ]-7 C* > Oa

alakt hibabecsléseinkbdl a 2.3. tétel alapjan az iterdcidink konvergenciarend-
jérol is lesznek ismereteink.

Jellegében ilyen tulajdonsagu eljards Obadovics J.Gy. [9]-ben kozolt
modszere, mely a hur- és az érintomddszer alkalmazasan alapszik. Tegyiik
fel, hogy f :[a,b) =T C R — R

kétszer folytonosan differencidlhato,
f(a)- f(b) <0, valamint
f'és f" elGjeltartd I — n.

A feltételekbdl kovetkezik, hogy f vagy konvex, vagy konkav, f és f’ mono-
ton, és f-nek I-n egyetlen egyszeres zérushelye van, legyen ez a. Az f
gorbéjének I-beli jellegét az f(a) és az f"(z) eléjeleinek négy lehetséges kap-
csolata hatarozza meg. Legyen most példaul az

fla) >0, és f"(x) <0, haz € I. (10)

Ebben az esetben f gorbéjének I-beli jellegét a 4. abra mutatja.

4. 4bra
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Obadovics J.Gy. eljarasa a kovetkez6: kiindulva az ag = a és a by =
b pontokbdl két iteracios pontsorozatot képezett, az egyiket a hurmodszer
segitségével, azaz

= a — flan) (b — an)
o " f(bn) — flan)’

a masikat pedig a Newton-Raphson-iteracioval, azaz

_ f(bn)
f'(bn)’

=0,1,...,

bn+1:bn n:O,l,....

gy két, az a gyokst balrdl kozelitd, monoton novekeds, korlatos {a,}, és
a gyokot jobbrdl kozelité, monoton csokkend, korlatos {b,} pontsorozatot
kapott. Az azonos iteraciés lépésekben kiszamolt a,, és b, kozelitoértékekkel
tulajdonképpen olyan J,, = [a,, b,] intervallumokat hatarozott meg, melyek
tartalmazzak a-t, tartalmazasi értelemben csokkennek, és atmérojiik zérushoz
konvergal.

Tovabbi hasonlé algoritmusokat is ismeriink. Ilyen példaul Balint E.
[3] médszere, melyet a médositott Newton-mddszer segitségével adott meg,
tovabba Szabd Z. [15]-beli Newton-parabola-mdédszere is, amit a Newton-
Raphson-iteraciébol és az érintoparabola-médszerbol az el6zéekhez hason-
16an lehet szarmaztatni, illetve az édltala [13]-ban kidolgozott kombinalt el-
jarasok koziil néhany. A jelen fejezetben megadott kombindlt mddszerek a
[15]-beli Newton-parabola-eljards altalanositasainak tekinthetéek.

Tegyiik fel, hogy az f : [a,b] = I C R — R fiiggvényre

teljesiilnek a (3) feltételek,
f(a)- f(b) <0, valamint (11)
f" eléjeltartd I — n.

A (11) feltételekbél kovetkezik, hogy f vagy konvex, vagy konkav, f’ mono-
ton, és f-nek I-n egyetlen egyszeres zérushelye van, legyen ez «.

2.3. Az EKF-NR kombinalt eljarasok

Kombinéljuk el6szor eljarasunkat valamelyik érintokonvexfiiggvény-maod-
szerbOl (EKF) és a Newton-Raphson-iteraciébdl (NR).
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Tegyiik fel, hogy a (10) eset all fenn. Ekkor az ap = a és a by = b
pontokbdl kiindulva képezziik az {a,}, illetve a {b,} iterdcids pontsorozatot
az

ant1 = Fylan; 1), n=0,1,...,

illetve a £(bo)
bn = bn - . )
. o) "
képletekkel, ahol F}; az érinté-konvexfiiggvények valamely maddszerének ite-
racios alapfiiggvénye. fgy a

Jp = lan,by], n=0,1,...,

=0,1,...,

intervallumok egy sorozatat nyerjiik.

Megjegyezziik, hogy mddszeriinknél konvex f fiiggvény esetén a pozitiv,
konkav f esetén a negativ fliggvényértéki intervallumvégpontbdl kiindulva
alkalmazzuk a Newton-Raphson-iteraciot, a masik végpontbdl kiindulva pedig
valamelyik érintékonvexfiiggvény-maédszerrel dolgozunk.

2.4. Tétel. Ha teljesiilnek a (4) és az (5) feltételek g-re, a (11) feltételek
f-re, és a (7) feltételek, akkor az EKF-NR kombindlt eljdirdssal elddllitott
{Jn} intervallumsorozat a kovetkezd tulajdonsdagokkal rendelkezik:

1° acJ, n=01,...,
20 Jo1 CJp,  n=0,1,...,
3% Moy Jn = .

Bizonyitas. Tegyiik fel eldszor, hogy a (10) eset all fent. Ekkor az
1.1. lemma alapjan az érinto-konvexfiiggvényiink az f fiiggvény gorbéje alatt
helyezkedik el, igy a, < a, n = 0,1,... . Mivel pedig f konkdv I-n, az
érintonk f felett halad, azaz a < b,, n = 0,1,... . Tehat a € J, teljestl
minden n > O-ra.

Tovabba, az 1.3. tétel szerint az {a,} pontsorozat monoton névekvé, {b,}
pedig monoton csokkend, igy a J,41 C J, relacié is igaz.

Végiil, mivel a (11) feltételek teljesiilése esetén az f-nek pontosan egy
a € [ zérushelye van, és Fy(z;1) mindig konvergens iteracié, igy

lim a,, = .
n—oo
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Masrészt az

f) <0, f"(x)<0, zel,
esetben — amit most vizsgalunk — a b pontbdl kiindulé Newton-Raphson-
iteracio is konvergens, és

lim b, = «a.
n—oo

Tehat
nh_{glo d(J,) = nh_)rrolo (b, — a,) =0,

és igy Nh—y Jn = o, amit bizonyitani akartunk. A tobbi esetben is hasonléan
bizonyithaté az allitds. O

Most a J, intervallumok atméréje csokkenésére vonatkozéan adunk meg
becslést. Legyen

my = min{|f'(a)], | f'(b)|},

és hasznaljuk most is a (8) jeloléseket.

2.5. Tétel. Ha teljesiilnek a (4) és az (5) feltételek g-re, a (9) és a (11)
feltételek f-re, f' jeltarto I-n, tovabbd tejesilnek a (7) feltételek, akkor

d(Jui1) < (T + L) (d(Ja))*, n=0,1,...,

azaz az EKF-NR kombindlt eljaras legalabb mdsodrendi.
Bizonyitas. Vizsgaljuk el6szor ujbol a (10) esetet. Ekkor f monoton
csokken, és jeltartasat figyelembe véve f'(z) <0, ha x € I, igy

0<my=|f(a) <|f'(2)], x €l
Ekkor viszont az 1.4. tétel 1° becslése alapjan
(@ —ap) <(T+ Ly)(a—a,)?*, n=0,1,...,

teljesiil. A Newton-Raphson-iteracié hibabecslésére pedig

(buss = ) < by = ) < 2 (0, = ) = 200, — )
adédik, ahol n € (a,b,), n=0,1,... . Végeredményben irhatjuk azt, hogy
(bnt1 = any1) = (bpr1 — @) + (@ — apy1) <
< I;(bn —a)? + (T + Ly)(a — a,)* <
< (T4 Ly) (b — @) + (@ —a,)?) <
< (T + La) (b, — an)?,
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azaz

d(Jps1) < (T + Lo) (d( ), n=0,1,...,

ami a 2.3. tétel alapjan azt jelenti, hogy az iteracionk legaldbb masodrendii.
A tovabbi harom esetben a bizonyitas hasonl6. O

2.4. Az EKF-EKF kombinalt eljarasok

Modositsuk most az el6z6 fejezetben ismertetett eljarasunkat tgy, hogy
a Newton-Raphson-iteracié helyett is valamelyik érintékonvexfiiggvény-mod-
szert alkalmazzuk. Tehét legyen megint ag = a, by = b, és az {a,}, illetve a
{b,} iterdciés pontsorozatot képezziik az

a1 = Fy (ay;1), n=0,1,...,
és a

bot1 = Fy(by;—1), n=0,1,...,
képletek segitségével, ahol F, és F,, a g és go konvex fiiggvényekkel generalt
érintékonvexfiiggvény-modszerek iterdciés alapfiiggvényei. Igy a

Jp = lan,by], n=0,1,...,

intervallumoknak most is kapjuk egy sorozatat, mely a kovetkez6 tulaj-
donsagokkal rendelkezik:

2.6. Tétel. Ha teljesiilnek a (4) és az (5) feltételek a g1 és a go
figgvényekre, a (11) feltételek az f-re, és c9* és 92 kielégitik a (7) feltételeket,
akkor az EKF-EKF kombindlt eljdrdssal elédllitott {Jn} intervallumsorozat
a kovetkezd tulajdonsdgokkal rendelkezik:

1° a € J,, n=0,1,...,
2° Juw1CJy, n=0,1,...,
3% Ny Jn = au
Bizonyitas. Tegyiik fel el6szor jbdl, hogy a (10) eset all fent. Ekkor
az 1.1. lemma alapjan a g, fiiggvény segitségével eloallitott érinté-konvex-

fliggvény gorbéje mindig az f fliggvény gorbéje alatt, a go-bdl transzformalt
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érinto-konvexfiiggvény gorbéje pedig f felett halad, ezért a, < a, a < b,
azaz a € J, teljesiil minden n > 0O-ra. Az f(a) < 0 esetben hasonlé meggon-
dolassal ugyanez adodik.

Az 1.3. tétel alapjan az {a, } iterdcis pontsorozat monoton névekvé, {b,}
pedig monoton csokkend, amibol kévetkezik a J,.1 C J, relacié teljestilése
minden n > 0-ra.

Végiil tekintettel arra, hogy az Fy, és az Fy, mindig konvergens iteracids
alapfiiggvények a tételiink feltételeinek teljesiilése esetén, és f-nek a (11)
feltételek miatt pontosan egy a € I zérushelye van, igy

lim a, =« és lim b, = o
n—oo

n—oo

teljesiil. Ebbol viszont
lim d(J,) = lim (b, —a,) =0,

n—oo n—oo

azaz (p—g Jn = a kovetkezik. A tovabbi harom eset bizonyitdsa hasonlé. O
A hibabecsléstink megadasdhoz legyenek most

my = min{|f"(a)], [ f'(b)|},
¢ = max{c’, ¢?},
Q2 = max{Q3", QF'},
és hasznaljuk megint a (8) jeloléseket. A J,, intervallumok dtméréje csokkené-
sére vonatkozd becslésiink most a kovetkezo lesz:
2.7. Tétel.  Ha teljesiilnek a (4), (5) és a (9) feltételek a g1 és go

fligguényekre, a (11) feltételek az f-re, tovabbd f' jeltarté I-n, és c9* és c9?
kielégitik a (7) feltételeket, akkor

d(Jpi1) < (T4 Lo) (d(Jn)*, n=0,1,...,

teljesiil, azaz az EKF-EKF kombindlt eljards legaldbb mdsodrendil.
Bizonyitas. Mivel |f’| monoton I-n, igy

0<my <|f'(x)], =€l
De az 1.4. tétel 1° becslése alapjan egyrészt
GQ5 + M,y

2
— Un) :()717"'7
- (v —ay)*, n

(Oz - an-i—l) S
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masrészt

c92 M)g2 M.
(s — o)< 292 Mg e o

my
fgy
(anrl_anJrl) = (bn+1_05)+(a_an+l)§
91 "91 M. c92 M)g2 M
< M(a_an)ZjLM(bn_a)?S
my my
5Q2 + M,
< 2%s T —a,)? + (b, —a)?) <
< P+ (u—a)) <
S <T+L2)(bn_an)27
azaz

d(Jps1) < (T + Lo) (d(J,))*, n=0,1,...,

amit bizonyitani akartunk. Az egyenlGtlenség teljesiilése a 2.3. tétel alapjan
azt jelenti, hogy az iteracié legalabb masodrendi. O

2.5. Az MKI-MKI kombinalt eljarasok

Eddig az {a,} és a {b, } iterdciés pontsorozatokat az érinté-konvexfiiggvé-
nyek modszereinek alapfiiggvényei segitségével allitottuk el6. Most bovitsiik
ki a valaszthaté iteracios alapfiiggvények korét a mindig konvergens alap-
fiiggvényekre (MKI).

Legyenek tehat Fy és F» mindig konvergens iteraciés alapfiiggvények f-re
vonatkozoan I-ben, és legyen f-nek I-n egyetlen egyszeres zérushelye.

Képezziik az ag = a és a by = b pontokbdl kiindulva az {a,}, illetve a
{b,} iteraciés pontsorozatot az

ani1 = Fi(ay; 1), n=0,1,...,
illetve a

bn—i—l :F2(bn,_1)7 n:O717"' )
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képletekkel. Szokasosan nyerjik a
Jp = lan,by], n=0,1,...,

intervallumoknak a jél ismert tulajdonsdgokkal rendelkez6 sorozatét.

2.8. Tétel. Ha F| és Fy mindig konvergens iterdcios alapfigguények
f-re vonatkozoan I-ben, és f-nek [-n egyetlen egyszeres zérushelye van, a,
akkor az MKI-MKI kombinalt eljardssal elédllitott {J,,} intervallumsorozatra
19az, hogy

1° ae€ J,, n=0,1,...,

2 JoiClJy  m=0,1,...
30 ;L.O:() Jn = (.

Bizonyitas. Mivel F} és F» mindig konvergens alapfiiggvények, az 1.1.
definicié szerint ekkor

a:a0§a1§a2< ..SOéléSb:b()ZbleQZ...ZOéQ

teljesiil, ahol oy az f fliggvény a-tdl jobbra, as pedig b-t61 balra eso legkoze-
lebbi zérushelye, ha van ilyen tulajdonsagu zérushely I-ben. Mivel a f
egyetlen [-beli zérushelye, igy

ap=as =« €I
Tehat a € J, minden n > 0-ra, és nyilvan teljesiil a
Joi1 €y n=0,1,...,
relacié is. Tovabba, szintén az 1.1. definicio szerint

lim a, =«, é lim b, = a,

n—oo n—oo

igy viszont

lim d(J,) = lim (b, —a,) =0,

azaz (y_ogJn = a. O
2.9. Tétel. Ha F) és F;, mindig konvergens iteracios alapfiggvények f-
re vonatkozoan I-ben, f-nek az o € I egyetlen egyszeres zérushelye, tovabbd,
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az Fy dltal generdlt iterdcio p,-edrendi, az Fy dltal generdlt pedig ps-edrendi,
akkor az MKI-MKI kombindlt eljards legaldbb p = min {p;, ps}-edrendi.
Bizonyitas. Mivel az I altal generalt iteracié p,-ed-, az F; altal generalt

pedig pe-edrendi, igy valamilyen C} > O-ra érvényes az

(0 — aps1) < Cila—a,)™ n=0,1,...,
és valamilyen C5 > 0-ra pedig a

(bpy1 — ) < Cy(b, —a)® n=0,1,...,
hibabecslés. Legyenek most

p=min{p,pa}, és C =max{Ci(a — ag)" P, Cy(by — a)P*7P}.

Ekkor

(b1 — @) + (@ — any1) <

(bn+1'_’an+1)

< Ci(a—ap)™ + Cy(b, — )P =

= Ci(a—a,)" Pla—ay)? + Cy(b, — )P?7P(b, — )P <
< Cila—ap) P(a—ay)? 4+ Cy(by — )PP (b, — a)? <
< Cla—a,)"+C(b, — )P <

< C(bp —an),

azaz

d(Jni1) < C(d(Jn))", n=0,1,...,

amit bizonyitani akartunk. O

2.6. Néhany numerikus példa

A kombinalt moédszereink koziil néhanyat szemléltetésiil kiprobaltunk a
kovetkezd fiiggvények adott intervallumbeli gyokeinek keresésére. A fliggvé-
nyeink az adott intervallumokban teljesitik a (11) feltételeket. Mddszereinket
Pascal nyelven implementaltuk.
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1. Erintéparabola—Newton—médszer:

flx)=2*—22 -5, I=1[1,3

|

Fp(z;1)

| Fvr(®) |

Zo

1.0000000000

3.0000000000

X1

1.7628288813

2.3600000000

X2

2.0660239807

2.1271967802

xs3

2.0943520443

2.0951360369

Xy

2.0945514719

2.0945516738

X5

2.0945514815

2.0945514815

2. Newton-cosinushiperbolikus-modszer:

f(z) =sinx — 0.5, I =1[0.1,1.5]

|

FNR(LE)

‘ FCh<ZE; —1) ‘

Zo

0.1000000000

1.5000000000

€

0.5021757871

0.6082602907

X2

0.5234711315

0.5265606410

€3

0.5235987709

0.5236029225

Tyq

0.5235987756

0.5235987756

3. Erintéhiperbola-cosinushiperbolikus-médszer:

fx)=lnzx+x—-2, I=]I1,2]

|

Fy(x;1)

‘ FOh(l’; —1) ‘

Zo

1.0000000000

2.0000000000

1

1.2902793008

1.6297451381

X2

1.4610277717

1.5594754391

€3

1.5374326796

1.5571480918

Ty

1.5559729172

1.5571455990

X5

1.5571409338

1.5571455990

Te

1.5571455989

1.5571455990

X7

1.5571455990

1.5571455990
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4. Erintoellipszis-érintéellipszis-mddszer:

f(x) = arctgr + Vxr — 2.6, [ =[1,4]

|

‘ Fp(z;1)

‘ FE<1'§ —1> ‘

Zo

1.0000000000

4.0000000000

€

1.3904042945

3.3259912626

X2

1.7528874387

2.7802471176

€3

2.0034149840

2.4018520710

Lyq

2.1198053330

2.2063312403

Ts

2.1454413431

2.1510982090

Te

2.1466635926

2.1466939446

X

2.1466663381

2.1466663392

xrg

2.1466663381

2.1466663381

5. Médositott-Newton-modositott-Newton-maddszer:

flz) = en2e _ 54 1 2, 1=10,1]

Zo

0.0000000000

1.0000000000

X1

0.6960556845

0.7679814385

2

0.7284898038

0.7361898640

€3

0.7318435711

0.7326681538

Ly

0.7322013692

0.7322896588

Ts

0.7322396638

0.7322491170

Te

0.7322437639

0.7322447760

X

0.7322442029

0.7322443112

€y

0.7322442499

0.7322442615

T9

0.7322442549

0.7322442561

Z10

0.7322442554

0.7322442555

T11

0.7322442555

0.7322442555
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3. Intervallum-iteraciok

3.1. Intervallumaritmetikai alapfogalmak

A szamitégépek és a géporientalt numerikus modszerek fejlédése, vala-
mint a hibahalmozodas automatikus regisztralasanak igénye hozta létre a 60-
as években az intervallumok aritmetikajanak elméletét. Elészor R.E. Moore
[8]-ban definidlt szamitégéppel implementdlhaté miiveleteket a valds, zart
intervallumok halmazan, majd ezeket a miiveleteket tobb iranyban is altala-
nositottdk. Jelen dolgozatban G. Alefeld és J. Herzberger [1]-ben megadott
miveleteit vessziik alapul.

Legyen IR a zart, valds intervallumok halmaza. Ertelmezziink miivelete-
ket IR-ben a kovetkez6 médon: Legyen x € {+, —,-,:} egy bindris miiveleti
jel R-ben. Ha Jy, s € IR, akkor

JixJy={xxy|xe,yec},
feltéve, hogy 0 ¢ Jy, ha x+ = : . Mivel f(z,y) = x * y kompakt hal-
mazon értelmezett folytonos fiiggvény, ha x € {4, —, - :}, igy ezen a hal-
mazon felveszi minimumat és maximumat, és minden értéket e két érték
kozott. Tehat Jy x Jy szintén zart intervallum. Azaz igy négy binér miveletet

értelmeztiink IR-ben. A J; = [ay,b1] és a Jo = [ag, by zart intervallumok
kozotti miveletek eredményét a kovetkezoképpen lehet megadni:

Ji + Jo =[a+ab +0b ],
Ji — Jo =[ay—by,by—ay|=J1+[-1,—1] - Jy,
Ji - Jy =[min{ajas, a1by, bias, bibs}, max {ajas, a1by, byas, bibe} |,
Jioo Jy =lay,b |- [1/by,1/ay].
Hasonléan, ha r folytonos, unér miivelet R-ben, akkor

rh={rx|ze}

40



unér muvelet lesz I R-ben, és az eredmény az

rJi; = | minrz, maxrz
zeJy zeJy

zart intervallum lesz. Az [R-ben definidlt miiveletek legfontosabb tulaj-
donsagait a kovetkezo tétel foglalja Ossze.

3.1. Tétel. Az (IR,{+,—,,:}) algebrai struktira

1° az o0sszeaddsra €s a szorzdsra nézve félcsoport,
2° additiv egysége a [0,0], multiplikativ egysége pedig az [1,1],
3° nullosztomentes,

4° la,a] pontintervallumainak van
additiv inverze, és ez a [—a,—a] pontintervallum,
multiplikativ inverze, ha a # 0, és ez az [1/a,1/a] pontintervallum,
a nem pontintervallumoknak nincs
sem additiv, sem multiplikativ inverziik,

5% az osszeaddsra €s a szorzdsra nézve szubdisztributiv, azaz
Jl'(J2+J3) ng'Jg—i—Jl'Jg €s
la,a] - (Jo + J3) = [a,a] - Jo + [a,a] - J3,

6° mdveletei monotonok, azaz ha I C Jy és Iy C Jy, akkor
I« Iy C Jy % Jy, ahol x € {+,—,-,:}, illetve
rly CrJy, aholr folytonos, unér mivelet.

Definialjuk most is két I R-beli intervallum q tavolsagét, illetve egy inter-
vallum abszolut értékét és atmérojét a 2.1. fejezetben leirtak szerint. Ekkor
a kovetkez6 tulajdonsagok érvényesek:
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3.2. Tétel. Legyenek J,Ji,Jo € (IR, {+,—.-,:},q).

10 |Ji+ Jo| < 4|+ |,
d(Jy £+ Jo) < d(Jy) + d(Jo),

20 |Jy - o] = ]| el
d(Jy - Jo) < d(Jy)| o] + |1 |d(J2),
d([a,a] - Jo) = |ald(J2),

3° ha Jl = —Jl, akkor d(Jl . Jg) = ’Jg‘d(Jl),
49 d((J — [z, z])P) < (d(J))P, ha z € J, p=1,2,....

Legyen most az f : [a,b] = I C R — R folytonos fiiggvény R-beli
{+, —.-,:} binér és/vagy valamilyen unér miiveletekkel megadva. Cseréljiik
most ki f-ben x-et mindeniitt egy J C I I R-beli intervallumra, a miiveleteket
pedig intervallummiiveletekre emlékezve arra, hogy a valés szamok pontinter-
vallumként be vannak I R-be dgyazva. Ha a kapott miiveletek értelmezve van-
nak a kapott intervallumokon, akkor elvégezve a kijelolt intervallummiivele-
teket jutunk az f J feletti intervallumértékéhez. Az f(J) intervallumérték
fligeg az f-et megado kifejezéstol.

Legyen ugyanis példaul

f(z) = 113 = 1 haz € [L110]
Ekkor
F23) = 1o = o — 2 [1-3] = )
illetve
1 1 1 3
2,3]) = — = = =|-2,—=1,
e B iy el e b b

azaz az f([2,3]) intervallumérték fiigg attél, hogy melyik kifejezés szerint
szamoltuk.
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Adhatnank egy, az f-et leird kifejezéstol fiiggetlen definiciot is:

R(f.J)={ f(z) |z €]} = min f() max f(z)]
de megadéasahoz f J feletti széls6értékeinek ismerete lenne sziikséges. Az
f(J) és az R(f,J) intervallumok kozotti viszonyt fejezi ki a kovetkezo tétel.

3.3. Tétel. Legyen f :|a,b] =1 C R — R folytonos fiigguény. Ekkor
minden olyan J C I, J € IR-re, melyre valamely f(J) intervallumkifejezés
értelmezve van,

R(f,J) € f(J),

azaz barmelyik f(J) intervallumérték tartalmazza az f J feletti értékkészletét.

A fenti tételek bizonyitdsa megtaldlhaté G. Alefeld és J. Herzberger [1] kony-
vében.

3.2. A Newton-iteracié intervallumaritmetikai vari-
ansai
(IR,{+,—,,:},q)-ben szamos olyan
Jnt1 = F(Jn), Jn=an,bs], n=0,1,...,

iteraciot dolgoztak ki, melyek — altaldban erds feltételek mellett — mindig
konvergensek. Ezek az eljarasok — hasonléan az elozé fejezet kombinalt
modszereihez — az f fiiggvény o € Jy zérushelyét tartalmazoé, tartalmazasi
értelemben csokkend, tehat konvergens olyan intervallumsorozatot allitanak
elo, melyek a-t elvileg tetszoleges pontossaggal hataroljak be. Hasznalatuk-
hoz azonban sziikséges az f9) j =0,1,..., k derivalt fiiggvények értékkész-
letét tartalmazo intervallumok ismerete.

El6szor R.E. Moore adott meg ilyen eljardsokat [8]-ban, tébbek kézott
példaul a felezomaddszer, illetve a modositott Newton-modszer intervallumar-
itmetikai variansait.

Legyen az f : [a,b] =1 C R— R

folytonosan differencialhato,
f(a)- f(b) <0, valamint (12)
0¢ R(f',1).
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A feltételekbol kovetkezik, hogy f szigorian monoton, és I-n egyetlen egy-
szeres zérushelye van, legyen ez a.
Kiindulva a Jy = I intervalumbdél R.E. Moore az 4j J,, n=1,2,... |

intervallumokat az
T
]n—‘rl - {l’n fgw ) } )

Jn+1 = In+1m=]n

iteracié segitségével szamolta, ahol 0 ¢ M = [m,m| = f(I), és x, = m(J,) €
J,, tetszolegesen vélasztott érték J,-bol, példaul gyakran z,, a .J, intervallum
kozéppontja. Ez a mddszer olyan {J,,} intervallumsorozatot general, melynek
elemei tartalmazzak f I-beli gyokét, és az elemek atmérdje tart a nulldhoz:

1° a e J,, n=20,1,...,
2° Jp1Cdp, n=0,1,...,

37 Mt Jn = «a,
tovabba ha my = min {|m|, |m|}, és M; = max {|m|, |m|}, akkor

d(Jns) < (1 - ZZ) d(J,), n=0,1,... .

Tovabbi hasonlé intervallumiteraciokat adott meg G. Alefeld és J. Herz-
berger [1]-ben, R. Krawczyk [7]-ben, és mdasok. Most ezek kozil az R.
Krawczyk éltal [7]-ben megadott két iteracidjaval foglalkozzunk.

Tegyiik fel, hogy az f : I = [a,b] C R — R flggvény teljesiti a (12)
feltételeket. Kiindulva a Jy = I kezddintervallumbdl az 4j J,, n=1,2,... ,
intervallumokat szarmaztassuk vagy az

e S 10U,
= e G g e

Jn+1 - In—i—lm(]n

iteraciéval, feltéve, hogy f kétszer folytonosan differencidlhato, és az -t I
minden részintervalluman ki tudjuk értékelni, vagy az
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e M G i) S

JnJrl = [n+1mJn

iteraciéval, ha az f’-t ki tudjuk értékelni I minden részintervalluman. [7]
cikkében R. Krawczyk a kovetkezo tételt bizonyitotta.

3.4. Tétel. Teljesiiljenek a (12) feltételek f-re, és legyen f zérushelye
acl.

e Ha f kétszer folytonosan differencidalhato, és az f”-t I minden részinter-
vallumdn ki tudjuk értékelni, akkor a (13),

o ha f'-t I minden részintervallumdn ki tudjuk értékelni, akkor a (14)

iterdcid segitségével generdlt {J,} intervallumsorozat a kévetkezd tulajdon-
sagokkal rendelkezik:

19 ae€e J,, n=0,1,...,

20 Ju1 C Jn, n=0,1,...,

30 N Jn =

49 d(Jpey) < C(d(J)?, C>0, n=0,1,...,

azaz az iteraciok konvergenciarendje legaldabb 2.

3.3. A konvergencia gyorsitasa

3.1. Definicié. A p(> 2)-szer folytonosan differencidlhato f fiigguény
a D,(a) osztalyba tartozik, ha

1° f( >:O7
2° f(a)#O,
3 fa)=...=f""Ha)=0,
40 fp<a>7éo
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3.4. Tétel. Teljesiiljenek a (12) feltételek f-re, és legyen [ zérushelye
a € 1. Ha f € Dy(a), akkor a (13) eljdrds segitségével generdlt {J,} inter-
vallumsorozat dtmérdjére érvényes a

d(Jni1) <C(d(J))P, C>0, n=0,1,...,

becslés, azaz a (13) iterdcids eljards legaldbb p-edrendi.

Bizonyitas. Tegyiik fel tehdt, hogy tetszolegesen rogzitett n > 0-ra
Jn-t a (13) mddszerrel mar kiszamoltuk, és legyen az = € J, tetszdlegesen
vélasztva. Mivel f € D,(«), igy a Taylor-formulét felirva f”-re van olyan ¢

a és x kozott, hogy
(p)
fi@(x _ a)p—2

fe) = (p—2)!
teljesiil. Tehat o
" fp (Jn) p—2
f(z) € M(Jn—a)

teljestil minden x € J,-re. Ez azt jelenti, hogy

f2 () s
)

(p—2)! =)

Ebbdl viszont a 2.1. és a 3.2. tételek felhaszndlasdval

d<Jn+1) < d(In+1):

= o(fe- g pe ) -

f// (Jn) C

2"\ 77 (an)
< (g e ) <
< (it - 10):

: 2(p1—2)' (f;lg(j)) = <Jn>>”»<d<Jn>>”])s



1
(p—2)!

kovekezik, ahol m; = min {|m/, ||}, amit bizonyitani akartunk. O

3.5. Tétel. Teljesiiljenek a (12) feltételek f-re, és legyen [ zérushelye
a €. Ha f € D,y(c), akkor a (14) eljdrds segitségével generalt {J,} inter-
vallumsorozat dtmérdjére érvényes a

ma

(»)
f24) ‘ () = C(d(J,))

d(Jpp1) < C(d(J))P, C>0n=0,1,...,

becslés, azaz a (14) iterdcids eljdrds legaldbb p-edrendi.

Bizonyitas. Tegyiik fel most is, hogy tetszolegesen rogzitett n > 0O-ra
Jn-t az (14) médszerrel mar kiszamoltuk, és legyen az x € J,, tetszdlegesen
valasztva. Az el6z6 bizonyitashoz hasonlé moédon felirva a Taylor-formulat
kapjuk, hogy

(p)
Pl = 1)+ £ -

valamely &-re az o és x kozott. Tehat megint

(p)
re{ e+ L2500 ar

teljestil minden x € J,-re, amibol viszont az kévetkezik, hogy

(»)
rn e+ L8 - ar.

Ez a relacié pedig azt jelenti felhasznalva megint a 2.1. és a 3.2. tételeket,
hogy

(»)
A(F () < d({p_({“){ (Jn—a)p1>§
2 pe1
] O] (1) <
2

IN

(p—nﬂﬂmﬂﬂugwyl.
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Ezutan alkalmazva a (14) iteraciot azt kapjuk, hogy
d (Jn+1) S (In -

(8 - ) -
_ d(f’

B f(a) g, —2) <
< 2d(s,) |22 f,)()x )(f ()]
< 2d(Jn)d<f7;i‘W,

ahol my = min {|m|, |m|}. Ha az eléz6 egyenlStlenséget felhasznéljuk, a

d{Jns1) < p—1! my
egyenlotlenséghez jutunk, azaz a tételt bebizonyitottuk. O

Tételeink alapjan azt lehet mondani, hogy minél egyenesebb a zérushely
kozelében f, mddszereink annal gyorsabban konvergalnak. A konvergencia
gyorsitasa érdekében célunk tehat az lesz, hogy f-et kiegyenesitsiik zérushelye
kornyékén gy, hogy zérushelye ne valtozzon. A kovetkezd tétel ennek az

elképzelésnek a megvaldsitasat alapozza meg.
3.6. Tétel. Ha f € Dy(«), legyen

ge(x) = f(x), és

Gpt+1(x) = () , ha p>k.
0/ 9,(x)
Ekkor g, € Dy(a) minden p > k-ra.
A tétel bizonyitdsa megtaldlhato J. Gerlach [6] cikkében.
Modszeriink az iteracidink konvergencidjanak gyorsitasara tehat a ko-
vetkezé: Legyen f € Dy(a). Iteracidink ekkor legalabb k-ad rendben kon-
vergalnak. Ha viszont a

Gr+1(T) =
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fiiggvényre alkalmazzuk a (13), illetve a (14) iterdcidkat, akkor legalabb (k -+
1)-ed rendben fognak konvergélni az f « zérushelyéhez.

Példa. Szemléltetésiil szamoljuk ki v/5-t mint az f(x) = 2 — 5 fiiggvény
zérushelyét. A tételt alkalmazva — mivel f € Dy(¥/5) — legyen

()

g3(x) =

x3—5_ 1

Jila) Va3 (*=2)

Legyen a kezddintervallum [1,2], és dolgozzunk a (13) mddszer szerint. Az
els6 négy kozelito intervallumot és a hibat az aldbbi tablazat tartalmazza.

f(z)

g()

1.518518518518518518518518518518518518519

1.689494680851063829787234042553191489362

1.748795184843199616976163605895831195923

1.712223728777753698436269039154934365747

0.230276666324681098457645087377312677404

0.022729047926689868649034996601742876385

1.704910099148226164095967378699812036899

1.709975673508246544510405481157887517140

1.710422706342843419215992409748848826865

1.709975947968624769532414682799963236775

0.005512607194617255120025031049036789966

0.274460378225022009201642075719635 + 10~°

1.709974615577041002652447886822187140579

1.709975946676696989352527816625785286637

1.709976005033898800451204471282299795890

1.709975946676696989353108872789677980652

0.1389456857797798756584460112655311 x 10~°

0.581056163892694015 x 102!

1.709975946676651562149195292168658862901

1.709975946676696989353108872543860109868

1.709975946676697985145760547252020578800

1.709975946676696989353108872543860109868

0.46422996565255083361715899 * 10~ 13

0.1%10~40
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A  Summary

1. The method of tangential convex functions

Let the real function f : [a,b] = I C R+ R be differentiable as often
as necessary. Our aim is to approximate the zeros for f in I, that is the
solutions of the non-linear equation f(z) = 0 with the help of some iterations
like the simplified Newton’s method. Z. Szabé introduced a definition about
the always convergent method for the iterations of this nature in [12, 13, 14]
and worked out some always convergent methods generated by tangential
parabolas, hyperbolas, ellipses and, generally, by special tangential convex
functions. In the first part of this dissertation, a more general class of always
convergent iteration functions is given, including all these iteration functions.

Suppose that the function f is

twice continuously differentiable
and the inequalities

|f(x)] < M #0, (3)

/()| < My #0,

|f"(z)| < My # 0 are fulfilled for z € I.
Furthermore, let g : (—h,h) = H C R+ R be

a twice continuously differentiable function
with ¢(0) = ¢’(0) = 0 and (4)
g"(z) >0 forz € H,

and let still exist a real constant

g2 > 0 such that for suitable ¢ > 0, the condition
q2 < ¢"(z) is statisfied, whenever (5)

x € [a—b—l—g’_l (—%),b—a—l—g’_l (%)}OH

We start from an arbitrary point xy € [ with f(z9) # 0 and fit the
function

y=—s-c-g(x), (s=sign(f(zo)))
to the function f in its point (x¢, f(xo)) in first order. We get a convex
function

G:(-h+ph+p)=HCR—R
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in the following form:

G(z) = —scyg (3: —xo+g " (—if’(xo)>)—|—f(xo)—|—s-c-g (g/l (—if’(a:@)) :

Now we determine the larger zero x; ( or the smaller zero z ) of the
function G' and repeat the method for x; instead of x, that is determine the
larger zero x5 of the convex function G touching the function f in its point
(21, f(x1)), and so on. We can calculate these zeros according to the 1.2.
lemma:

T = Tp— g (—if’(%)) +ort ('f(jf")' +g (g’l (—if’(%)))) :

n =0,1,... . This method makes an iteration sequence {x,}. If we always
choose the smaller zeros z], (n = 1,2,...) of G, we get another iteration
sequence xg, 'y, Th, ... . This iteration is called the method of tangential
convex functions and the following theorem summarizes its properties:

1.3. Theorem. If the conditions (3), (4), (5) and (7) are satisfied, then
the method of tangential convex function of the form

pown =20 (~200) 4 (L1 (57 (-270)))

s always convergent.

The following theorems are about the error estimates, the order and the
information efficiency of iteration of the tangential convex functions. Let e,
denote the difference o — z,, and d,, denote x,,,; — x,, and define

¢ (2 M;

T=_-.22[,="" i=12
2 ma mq

g ()

1.4. Theorem. If the conditions (3), (4), (5) and (7) are satisfied, then
the sequence {x,} generated by the method of tangential convexr functions
from an initial point xo € I converges to a unique zero a(€ I) of the function
f, and the inequalities

0<m < |f/(l‘)|, if ©€ [ZEOvO‘]a
g"(x) < Qa, if @€ |97 (K), g (K))|

and
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are fulfilled; for the errror estimate of the iteration of tangential convex func-
tions we get

1° lens1] < (T + Lo)len|?, n
2° |€n+1|§ TL2|dn|3+<T+L1L2)|dn|2, n

0,1,
0,1

y

1.5. Theorem. For simple zeros, the order of the iteration of tangential
conver functions is quadratic, and this iteration is optimal.

2. Combined methods

In the second part of the dissertation we present further always convergent
combined root-finding algorithms which generate decreasing ( in the sense of
inclusion ) interval-sequences

Jp = lan,by], n=0,1,... .
The intervals .J,, contain the zero o of f and their diameters
d(J,) = b, — a,

tend to zero quickly, as n approaches infinity.
Suppose that the function f

obeys (3),

Fla) f(b) <0, and b (11)
f" keeps its sign in .

Starting from the points ag = a and by = b, we calculate the iteration
sequences {a,} and {b,} by the help of Newton’s method and/or an always
convergent method. So we get the sequence of intervals

Jp = lan,by], n=0,1,....

2.1-3-5. Theorem. If (11) holds for f, then the sequence of intervals
Jn has the following properties

1° ae€ J,, n=20,1,...,
2° Jpi1 C Ty, n=0,1,...,
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If J, is calculated by the help of Newton’s method and/or a method of
tangential convex functions, then the decreasing real sequence of the diame-
ters d(.J,,) of the intervals J,, can be estimated as follows:

2.2-4. Theorem. If the condition (11) is fulfilled, and f' keeps its sign
wm I, then
d(Jpy1) < (T + Ly)|d(J)]?, n=0,1,....

3. Interval iterations

In (IR, {+, —,-,:},q) many always convergent iterations
Jn+1 = F<Jn)> Jn = [ana bn}v n = 07 17 cee

have been worked out. R. E. Moore [8] was the first to give procedures of
this kind, the so-called subdivision method or the interval modification of the
simplified Newton’s method. Then G. Alefeld, J. Herzberger [1] developed
higher order interval iterations. These iterations generate such a sequence
of subintervals of I that each interval includes a zero o € I of f and the
widths of these intervals tend to zero. So we have that these intervals will
necessarily converge to the zero of «. It is required only that there exist
interval evaluations for the function f and some of its derivatives.

In the third part of the dissertation we wish to investigate two Newton-
like interval iterations considered by R. Krawczyk [7]. We assume that f
is

continuously differentiable,

fla) - f(b) <0, and (12)
0¢ R(f'.1).
Starting from the initial interval Jy = I, we first calculate new intervals
Jn, n=1,2, ... iteratively according to our first method:

]n—i-l

fon- Jle) 120
" P 2 o)

Jn—i—l = In—i—lmt]n

(Jn— >} (13)
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Secondly, we consider the iteration below:

Iy = {a:n G + <1 _ ) (Jn — :vn)> } , (14)

f'(@n) f'(@n)
Jn+1 = [n+1mJn

The sequence {J,, }2 , calculated according to both methods has the following
properties:

19 a e J,, n=20,1,...,
2° Jpi1 C Jy, n=0,1,...,
3¢ n;L.O:OJn:O%

4° d(Jupr) < C(d (1)), C>0, n=0,1,...,

that is the order of the iterations is at least 2.

The third part is concerned with achieving higher-order convergence for
these methods. In order to do this, first we take a class of functions for which
these iterations behave particularly well.

3.4-5. Theorem. In addition to the assumptions (12), assume that
f € Dy(a). Then the sequence {J,,} calculated according to the iterations (13)
and (14) yields

d(Jnir) <CA(J)), C>0, n=0,1,...

Therefore, the order of the convergence of the iterations (13) and (14) is at
least p.

One may roughly say that the more f looks like a linear function, the
faster our method will converge. So our next goal is to mold a given function
into a new one in such a way that the zeros remain unchanged, but it looks
nearly linear in a neighbourhood of the zero, so that the convergence of the
methods will be accelerated. Let f € Dy(a) Now we form the function

g(x) = iR
V[ (@)
and our method will converge to the zero a of f at an order of (k + 1) or

better.
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B f)sszefoglalés

Legyen f : [a,b] = I C R +— R nem-linedris, elegendéen sokszor diffe-
rencialhato valos fiiggvény. Célunk az f fiiggvény [-beli zérushelyeinek koze-
litése a modositott Newton-modszer konvergencidjanak természetéhez ha-
sonld tulajdonsagu, azaz mindig konvergens iteraciok segitségével.

Ertekezésiink elsé fejezetében egy olyan iteracios alapfliiggvényekbdl allo
fliggvénycsaladot konstrualtunk, melynek tagjait érinté-konvexfiiggvények
segitségével lehet eldallitani. Az alapfiiggvényekbdl generalhato iteracids elja-
rasainkat érint6-konvexfiiggvények maodszereinek nevezziik, tulajdonsa-
gaikat pedig a kovetkezo tételek foglaljak Gssze.

1.3. Tétel. Ha teljesiilnek f-re a (3), g-re a (4) és az (5) feltételek, és
c-t alkalmasan vdlasztottuk, akkor az

F(zyr)=2— g (—if,(x)> +g," (’f(cx)’ 9 (91—1 (—if’(x))))

iteracios alapfigguény és az dltala generdlt érinto-konvexfiigguények modszere
f-re vonatkozoan I-ben mindig konvergens.
1.4. Tétel. Teljesiljenck f-re a (3) és a

0<my <|f'(x)], ha x € [ min {xg, o}, max {xg, a} ],
feltételek, g-re a (4), az (5) és a
g"(x) < Qa, hawe | g(K), g7 (K) |,
feltételek, és c-t valasszuk megfeleléen. Ha valamely xog € 1 pontbol kiindulo,
az érintd-konvexfigguények mddszere segitségével elédllitott {x,} iterdcids

pontsorozat konvergens, €s lim, .. x, = «, ahol a € I f eqyszeres zérushe-
lye, akkor a kovetkezo hibabecslések érvényesek:

1° |eps1] < (T + La)len)?, n=01,...,

2° eny1| < TLo|dn* + (T + Li1Lo)|d,*, n=0,1,....

1.5. Tétel. Az érintd-konvexfiigguények mddszere egyszeres zérushely
esetén masodrendid és optimalis.
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A moédszeriink definidlasa és tulajdonsidgainak bizonyitasa utéan néhany
konvex fiiggvény esetén megmutatjuk, hogyan szarmaztathaté beldliik itera-
ciés alapfiiggvény, és alkalmazasukat néhany miiszaki- és természettudoma-
nyos probléma matematikai modelljében fellép6 nemlinearis egyenlet megol-
dasan keresztiil szemléltetjiik. Végil a vizsgalt masodrendii iteracidék gyorsa-
saganak Osszehasonlitasara keriil sor az aszimptotikus hibakonstans segitsé-
gével.

Az értekezés masodik fejezetében olyan mindig konvergens kombinalt
iteraciokat adunk meg, melyek tartalmazasi értelemben csokkeno, az f fligg-
vény « zérushelyét tartalmazo olyan intervallumsorozatot generalnak, mely
tagjainak atmérdje gyorsan konvergal a zérushoz. A moddszereink tehat az
a zérushelyet magként tartalmazo intervallumskatulydzast eredményeznek.
Eljarasunk a kovetkezo: Kiindulva az ap = a és a by = b pontokbdl az
{an}, illetve a {b,} iterdciés pontsorozatokat generaljuk a Newton-Raphson
iteracié és/vagy mindig konvergens moédszerek segitségével. fgy a J, =
lan,bs], n=0,1,...  intervallumoknak a kévetkezé tulajdonsagokkal ren-
delkez6 sorozatat nyerjiik.

2.4-6-8. Tétel. Ha teljesiilnek a (11) feltételek f-re, akkor

1° ae€ J,, n=0,1,...,
2 Jo1CJy, n=01,...,
30 ?Lo:OJn:Oé

2.5-7. Tétel. Ha teljesiilnek a (11) feltételek, és f' jeltarto I-n, akkor
A(Jnr) < (T + Lo)Jd(J) P, 0 =0,1,... .

Az értekezés harmadik fejezetében intervallum-iteraciokkal foglalkozunk.
Ezek az eljarasok is — hasonléan az el6z6 fejezet kombindlt médszereihez —
az f figgvény a zérushelyét tartalmazo, tartalmazasi értelemben csokkeno,
tehat konvergens intervallumsorozatot allitanak el6. Hasznéalatukhoz azon-
ban sziikséges az f9) j =0,1,...,k, derivalt fiiggvények értékkészletét tar-
talmazo6 intervallumok ismerete. Kiindulva a Jy = I kezddintervallumbol az
Jn, m=1,2,... | intervallumokat szarmaztassuk vagy a (13), vagy az (14)
iteraciéval. [7] cikkében R. Krawczyk bebizonyitotta, hogy ezen iteraciok
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segitségével generdlt {J,} intervallumsorozatok konvergenciarendje legaldbb
2. Ertekezésiinkben a kovetkez tételeket tudtuk beldtni.

3.4-5. Tétel. Teljesiiljenek a (12) feltételek f-re, és legyen [ zérushelye
a €. Ha f € D,(a), akkor a (13) és a (14) eljardsok segitségével generdlt
{Jn} intervallumsorozatok dtmérdjére érvényesek a

d(Jni) <CA(J)), C>0, n=0,1,...,

becslések, azaz a (13) és a (14) iterdcids eljardsok legaldbb p-edrendiiek.

Modszeriink az iteraciok konvergencidjanak gyorsitasara pedig a kovetke-
z6: Legyen f € Dy(«). Iterdcidink ekkor az f a zérushelyéhez legalabb k-ad
rendben konvergalnak. Ha viszont a

f(z)
V[ ()

Grr1(T) =

fiiggvényre alkalmazzuk a (13), illetve a (14) iteracidkat, akkor azok legalabb
(k + 1)-ed rendben fognak konvergalni.
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