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A szerzOk Linearis Algebra, illetve Linedris Algebra II. c. jegyzeteinek kiaddsa.



El6sz6

Ez a jegyzet a Budapesti Kozgazdasagtudomanyi Egyetem “emelt” szintl
képzésben részesiilé hallgatdinak masodik féléves linearis algebrai tanulméanya-
it van hivatva segiteni. A linedris algebra eredetileg linedris egyenletrendszerek
megoldasaval foglalkozott, ezért elészor csak a matrixaritmetika és determinans-
elmélet tartozott targydhoz. Donté hatdssal volt fejlédésére, az a felismerés, hogy
a mindennapi értelemben vett tér geometridjanak altalanositasaként kapott vek-
torterek elmélete a linedris egyenletrendszerek problémakorét méas megvildgitasba
helyezi. Ebben a jegyzetben a vektorterek elméletét targyaljuk, és a matrixaritmeti-
kai eredményeket ebbdl szarmaztatjuk. ﬁgy érezziik, hogy igy konnyebben megmu-
tatkozik mind a tételek mélyebb értelme és az azok kozotti kapcsolat. Ez a felépités
lehet6vé teszi, hogy az itt nyert eredményeket mind a matematikan beliil, mind mas
tudomanyteriileteken is alkalmazzak.

Széljunk néhany szdt a jegyzet szerkezetérol és jelolésmodjardl. ElGszor be-
mutatjuk az absztrakt vektortereket, legfontosabb tulajdonsigaikkal jellemezziik
azokat, majd ratérink a linedaris leképezések és transzformaciok targyaldsara. Ezek
reprezenticidja szolgdltatja a méatrixaritmetikdt. Ennek az ismeretanyagnak a bir-
tokdban a linedris egyenletrendszerek megoldhatésdga elegdnsan targyalhats. A
kovetkezO fejezet elméleti alapokat ad az euklideszi terek és a determindnsok
modern szemléletii bevezetéséhez és a tobbvaltozds fliggvények szélsGértékeinek
meghatarozasdhoz. Ezutadn az euklideszi terek és a determindnsok targyalasa
kovetkezik. Mindezek birtokaban kezdhetd a vektorterek strukturalis vizsgdlata,
ami a tananyag talan legfontosabb célja.

A bevezetett fogalmak tObbségét szamozott definicidkban adjuk meg, néha azon-
ban a gordiilékenység érdekében csak doltbetiis szedéssel hivjuk fel rdjuk a figyel-
met. A tételek és allitasok tripla szamozdsa megmutatja, hogy mely fejezet, melyik
pontjanak hianyadik tételérdl vagy allitasardl van szo.

Két helyen talalkozhat az olvasé a x jelzéssel, a Faktorterek cimii szakasz, illetve
a determinansokrdl szolé fejezet elétt, ami azt jelzi, hogy azok ismerete nélkil is
érthet6 a tovabbi anyag, de igy gondoltam, hogy ezeknek a részeknek az elolvasasa
hozzajarulhat a vektorterek elmélete mas felépitésii targyalasanak megértéséhez.

Itt hivjuk fel a figyelmet arra, hogy az egy-egy pontot lezaré feladatok és gyako-
rlatok nem pétolhatjak a feladatgytjteményt. Ebbol a szempontbdl ez a jegyzet
meglehetGsen hidnyos. Ezért sem, de egyéb szempontok szerint sem tekinthetd be-
fejezettnek ez a munka. Ebben az allapotaban sziikség van arra, hogy a hallgatdk
kiprobaljak és észrevételeikkel hozzajaruljanak tovabbi alakitgatasahoz.

A jegyzet szedési munkait a TEX kiadvanyszerkeszt6 szoftver INTRX véltozatara
biztuk, az abrak pedig a P[CTEX szoftverrel késziiltek.

Budapest, 1998. februar 9.

Puskas Csaba, Szabd Imre, Tallos Péter
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1. Fejezet

Vektorterek és elemi
tulajdonsagaik

Ebben a fejezetben a koznapi értelemben vett sik vektorain értelmezett Osszeadés
és vektorok valés szamokkal valé szorzasanak tulajdonsagait vizsgédljuk, majd a sz-
erzett tapasztalatok birtokaban definidljuk az absztrakt vektortér fogalmat. Mar
itt szeretnénk arra biztatni az olvasét, hogy a kés6bbiekben bevezetett fogalmak és
allitasok pontos megértése érdekében mindig vizsgalja meg, hogy a szébanforgd foga-
lomnalk, illetve allitasnak mi a geometriai jelentése a sikon és a térben. A geometriai
modell, bar nem helyettesiti a bizonyitast, de segiti a megértést.

A kozgazdasz hallgatok szamara a valés koordindtaterek ismerete a legfontosabb,
mégis, ahol a minden vektortérre jellemz6 tulajdonsagokat targyaljuk, a tisztabb
fogalomalkotas érdekében nem hasznéljuk a vektorok koordinatdit.

1.1 Vektorok a sikon

A linedris algebra, vagy kifejez6bb nevén a vektorterek elmélete a kozépiskola-
ban tanult vektoralgebra, illetve koordinatageometria altaldanositasa. Ezért eb-
ben a bevezetd szakaszban a kozépiskolaban tanult, sikbeli vektorok algebrajanak
Osszefoglalasat talalja az olvasd, hangsilyozva azokat a tulajdonsagokat, amelyek a
kés6bbiekben definialt absztrakt vektorterek értelmezésénél elengedhetetlenek.

A vektorok bevezetését az az észrevétel tette sziikségessé, hogy bizonyos mennyi-
ségek matematikai jellemzésére a szamok nem elegendéek, példaul egy mozgd ob-
jektum viselkedésének leirdsakor nemcsak az objektum sebességének nagysaga, de
mozgasanak irdnya is fontos jellemz6. Hasonldan, egy testre hatd er6é okozta elmoz-
dulds nemcsak az eré nagysiaganak, hanem irdnyanak is a fliggvénye.

Az ilyen és hasonlé mennyiségek jellemzésére hasznaltuk a vektorokat, amelyeket
irdnyitott szakaszok reprezentaltak. Tekintettel arra, hogy példaul egy objektumra
egyszerre tObb erd is hathat és azok Osszhatdsa donti el az objektum mozgasat,
sziikséges, hogy ez az Osszhatds kiszamithatd legyen az Osszetevok ismeretében.
Ezért célszerli a vektorok Osszeadasat értelmezni. Persze az Gsszeadast ugy kivantuk
definidlni, hogy az egyes erChatasokat reprezentalé vektorok Osszege alkalmas le-
gyen az ugynevezett, eredd erd reprezentalasara. Sok esetben, példaul gyorsabb
mozgas elérése érdekében meg kell "sokszorozni” egy objektumra hatd erét. Ez
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a vektorokkal valé reprezentacié nyelvén azt jelenti, hogy egy vektornak szammal
valé szorzatat is kellett definidlnunk. Ha az objektumra haté ertket vektorokkal
kivanjuk reprezentalni, akkor tekintve, hogy az erd fiiggetlen az objektum térbeli
helyétdl, célszerd két vektort egyenlonek tekinteni, amennyiben azok hossza is és
irdnya is egyenld. Az alabbiakban a sik egy rogzitett pontjabol kiinduld dgynevezett
helyvektorok halmazan értelmezett Osszeadas és skalarral valo szorzas tulajdonsagait
foglaljuk Gssze. Annak érdekében, hogy dbraink szemléletesek legyenek, a vektorokat
Descartes—féle derékszogu koordinata rendszerben helyeztiik el, de hangstilyozni sze-
retnénk, hogy sem a vektorok osszeadasandl, sem azok skalarral valé szorzasakor a
koordindta rendszer felvétele nem sziikséges, annak, a definidlandé miiveletek szem-
sz0gébdl nincs szerepe.

Két a és b vektor Osszeaddsa a paralelogramma— szabdly alapjan torténik, az
alabbi 1.1.a. abranak megfelel6en:

a+b

a+b

a+b

c.
1.1. 4bra: Vektorok Osszeadasanak értelmezése

Természetesen értelmezniink kell olyan vektorok osszeadasat is, amelyeknek
azonos, vagy ellentétes az irdanya. Ebben az esetben a masodik Gsszeadandét az
elsé végpontjaba helyezziik és az elsé kezd6pontjabdl a mésodik végpontjaba mu-
tat6 vektorral definidljuk Osszegiiket. (ldsd az 1.1.b. és 1.1.c. dbrakat!) A vektorok
Osszeadasanak fenti definicidéjabdl azonnal adédik, hogy az 0sszeg fiiggetlen az Gssze-
adandok sorrendjétdl, azt mondjuk, hogy a vektorok Osszeaddsa kommutativ. Ad-
junk most 6ssze harom vektort, az a-t, b-t és c-t. Ez kétféle sorrendben lehetséges,
nevezetesen hozzaadhatjuk a-hoz a (b+ c) Gsszeget, de az (a + b)-hez is hozzaadhaté
a ¢ vektor. Az 1.2.a. 4brdn az els6, az 1.2.b. dbréan pedig a mésodik sorrendnek
megfeleléen képeztiik harom vektor Osszegét.
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bte. ..oy a+(b+c)
o
_b
< __—~ a
a. b.

1.2. dbra: A vektorok Osszeaddsinak asszociativitésa

Azt tapasztaljuk, hogy ugyanaz a vektor adodik mindkét esetben. A vektorok
Osszeadasanak ezt a tulajdonsagat asszociativitdsnak nevezziik. Vektoraink halmazé-
ban a zérd hosszisagu azzal a tulajdonsaggal rendelkezik, hogy azt barmely a vek-
torhoz hozzaadhatjuk anélkiil, hogy azt megvaltoztatnd. Tehat ugyanolyan szerepet
jatszik, mint a 0 a szamok Osszeaddsanal. Képezziik most egy tetszoleges a vek-
tornak olyan —a-val jelolt vektorral valé Gsszegét, amelynek a hossza megegyezik a
hosszédval, de irdnya ellentétes. Az 1.3 dbra mutat egy ilyen esetet.

1.3. abra: Létezik nullvektor

Az 6sszeg a zérd hosszusigui vektor.
Foglaljuk Gssze a vektorok V halmazan értelmezett Gsszeadés fent illusztralt tu-
lajdonsagait. TetszOleges a,b, és ¢ € V esetén:

1. a4+ b=0b+ a (a vektorok Gsszeaddsa kommutativ),

2. a+ (b+c) = (a+Db) + c (a vektorok Osszeaddsa asszociativ),

w

. (30€V):04+a=a+0=a (létezik zérévektor),

S

. (VaeV):(3(-a) €V):a+ (—a) = (—a) + a = 0 (minden vektornak van
ellentettje).
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Hasonl6 tulajdonsagokat mutat, példdul az egész szdmokon értelmezett Ossze-
adds is, és a fiiggvénytanban megismert fliggvényosszeadas is. Az ilyen struktirakat
kommutativ csoportnak vagy Abel-csoportnak hivjuk. Megjegyezziik, hogy egy olyan
algebrai strukturat, amely a fenti négy kovetelmény koziil csak a (2)-es, (3)-as és
(4)-es feltételeknek tesz eleget, tehat a kommutativitasi feltételnek nem, csoportnak
hivjuk.

Definidljuk egy vektornak szammal valé szorzasiat az 1.4.a., illetve az
1.4.b. abraknak megfelelGen.

2a

1.4. 4bra: Vektor skalarral vald szorzasa

Tehat egy a vektor a-szorosa legyen olyan vektor, amelynek hossza a hossza-
nak |a|-szorosa irdanya pedig a irdnydval megegyezd, illetve azzal ellentétes, aszerint
hogy « pozitiv vagy negativ. Megvizsgaljuk, hogy a skaldrokkal vald, fent definidlt
szorzasnak milyen tulajdonsigai vannak.

1.5. dbra: Osszegvektor szorzasa szammal

Az 1.5.a. és az 1.5.b. abrdk arr6l arulkodnak, hogy ugyanazt az eredményt
kapjuk, ha két vektor Gsszegét szorozzuk meg egy skalarral, mint amikor elébb az
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Osszeadando vektorokat szorozzuk meg a szdmmal, s csak az igy megvaltoztatott
vektorokat adjuk Ossze.

— Nl

@
Il

(@ + Ba Ba aa + fBa

aa

a. b.

1.6. abra: Vektor szorzasa szamok Osszegével

A skalarok Gsszegével valé szorzata egy a vektornak az 1.6.a. és 1.6.b. dbrak
alapjan ugyanazt a vektort eredményezi, mint annak a két vektornak az Osszege,
amit az egyik, majd masik skalarral val6 szorzassal kaptunk a-bdl.

a= -3
5=-3
(af)a a(fBa)
a
a
Ba
a. b.

1.7. 4bra: Vektor szorzdsa szdmok szorzataval

Az 1.7.a. illetve 1.7.b. dbrak azt mutatjék, hogy skaldrok szorzatdval ugy is lehet
szorozni egy vektort, hogy el6bb szorzunk az egyik skalarral, majd az igy kapott vek-
tort szorozzuk a masik skalarral.

A skaldarokkal valé szorzéas definiciéjabdl azonnal adédik az a tény, hogy barmely
vektor 1-szerese a vektort nem véltoztatja meg.

Osszefoglalva, ha a és b € V tetszbleges vektorok és a és 8 tetszéleges valds
szamok, akkor érvényesek az alabbi tulajdonsagok:

(a) a(a+b) = aa + ab,

(b) (a+ A)a = aa + fa,

() (aB)a = a(Ba) = B(aa)

(d) la = a.

A vektorok skaldrokkal valé szorzdsa nem ugyanolyan miivelet, mint azok &ssze-
addsa, hiszen ebben az esetben egy masik halmaz, példankban a valds szamok
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halmazanak elemei hatnak a vektorokra. Azt mondjuk, hogy a skaldrok, mint
operdtorok hatnak a vektorokra. A valds szdmhalmaz a sik vektorainak tigynevezett
operdtortartomdnya.

A sikbeli helyvektorok V halmaza a definidlt 0sszeaddssal és valds skalarokkal
valé szorzassal egy példat szolgaltat vektortérre, melyekkel e jegyzetben foglalkozni
fogunk. A vektorterek szdmos helyen tjra meg ujra felbukkantak, és felbukkannak
tanulmanyaik sordn, persze mas és mas kontosben. Itt elobb, és mar a kozép-
iskoldban is, mint irdnyitott szakaszok jelentkeztek, de valamely [a, b] intervallumon
értelmezett valds fliggvények is vektorteret alkotnak a szokasos fliggvényosszeadas-
sal és a szammal valé szokdsos szorzassal. Ami kozos ezekben a vektorterekben
az, hogy (1) az értelmezett Gsszeadds miivelet tulajdonsdgai azonosak, (2) valami-
lyen skaldrhalmaz — hasonlé a valds szdmok halmazdhoz — elemei operatorokként
hatnak a vektortér elemeire, és ugyanolyan tulajdonsagokkal jellemezhet6 hatasuk,
mint azt a fenti (a) — (d) pontokban lattuk.

Persze, azt pontosan meg kell mondanunk, hogy milyen skaldrhalmazt
tekinthetiink a valés szamok halmazahoz hasonlonak. Példdul, az egész szamok
halmaza komoly eltéréseket mutat, mert amig barmely nemzéré o valds szamhoz
talalhaté egy olyan valds szam, amellyel azt szorozva 1-et kaphatunk, nevezetesen
az 1/« ilyen, addig tetsz6leges p(# £1) egész szdm, barmely ¢ egész szdmmal val6
szorzata kiilonbozik 1-t6l.

Ezért mindenekel6tt felsoroljuk azokat a tulajdonsigokat, amelyekkel a valds
szamok halmaza rendelkezik és amelyeket meg fogunk kovetelni azoktdl az F ska-
larhalmazoktdl, amelyek a vektorterek, dgynevezett operdtortartomdnyai lehetnek.

A valés szamok halmazan két, kétvaltozdés miivelet, az dsszeadds és a szorzas van
értelmezve, mindkét miivelet kommutativ és asszociativ, van zéré— és egységelem,
minden valds szamnak van ellentettje, minden nemzérd valds szamnak van reciproka
és a két miivelet kapcsolatara érvényes a disztributivitas, pontosabban a szorzas az
Osszeadasra nézve disztributiv.

Az, hogy az F halmazon értelmezve van a kétvaltozos * mivelet:

(@, ) = axp

azt jelenti, hogy barmely «, 8 € F elempdarhoz hozza van rendelve egy a * 3 elem
F-ben. Ha egy halmazon van értelmezve legalabb egy miivelet, akkor algebrai
struktirdnak nevezzik.

1.1.1 Definicié. Az F két miuveletes algebrai strukturdt testnek nevezzik, ha a
miuveletek — melyeket 0sszeaddsnak, illetve szorzdsnak hivunk és jelolésiikre a +,
illetve - jeleket haszndljuk — eleget tesznek az aldbb felsorolt tulajdonsdgoknak.
Bdrmely o, 3,y € F-re:

1. a+ =0+« (az dsszeadds kommutativ),
2. a+(B+7) = (a+ )+ (az dsszeadds asszociativ),
3. (30€F):0+a=a+0=a (van zéréelem F-ben),

4. Va€F): (3(—a) €F):a+(—a) = (—a) + a = 0 (minden elemnek van
negativja),
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a. a-f=p-a (aszorzds kommutativ),

b. a- (B-7v) = (a-B) v (a szorzds asszociativ),

c. (31€F):1-a=a-1=a (van egységelem F-ben),

d Va(#£0)eF): BateF):a-al=at a=1 (minden nemzérd elemnek

van reciproka),

A a-(f+y)=a-B+a-vés(a+p)-y=a-v+[-v (a szorzds az dsszeaddsra
vonatkozéan disztributiv).

A jél ismert szamhalmazaink koziil a raciondlis szdmok, a valés szamok és a
komplex szamok alkotnak testet a szokasos Gsszeadas és szorzas miiveletekkel. Van-
nak azonban véges testek is, példaul véges testet kapunk, ha tetszoleges p primszam
esetén a {0,1,...,(p — 1)} halmazon ugy definidljuk két elem Osszegét/szorzatat,
hogy képezziik elébb a kozonséges Osszegiiket /szorzatukat, majd a kapott eredmény
p-vel valé osztdsa utdni maradékat vessziik. p = 5 esetén az alabbi tablazatokban
bemutatjuk az Osszeadds és szorzés fenti értelmezését:

1o 1 2 3 4 101 2 3 4
0/0 1 2 3 4 0/0 0 0 00
10123 40 ) 1101 2 3 4
212 3 4 01 o 210 2 4 1 3
313401 2 30 314 2
414 01 2 3 410 4 3 21

Az olvasé konnyen ellendrizheti, hogy a test definicidjadban megkdvetelt tulaj-
donsdgok mindegyike teljesiil. A jél ismert szamtestek és a most mutatott véges
testek egy lényeges tulajdonsigban kiilonboznek: nevezetesen, ha a # 0 a test egy
tetszoleges eleme és n egy pozitiv egész, akkor az n-a — amin olyan n tagi Osszeget
kell értentink, melynek minden tagja o — a racionalis, valds, vagy komplex szdmok
testében sohasem nulla, mig a véges testekben lehet nulla. Azt a legkisebb pozitiv
n egész szamot, amelyre n - « = 0 teljesiil a test tetszbleges o # 0 elemére, a test
karakterisztikdjanak nevezzik, és ha ilyen pozitiv egész szam nem létezik, akkor a
testet 0-karakterisztikdjinak mondjuk. A {0,1,2,3,4} halmazon a fenti miiveleti
tablakkal értelmezett test karakterisztikaja ot, példaul az 14+14+1+1+1=0, de
nem nehéz ellendrizni, hogy a 2, 3,4 elemekre is teljesiil, hogy 6tszorosiik nulla az
adott testben.

Tévedés lenne azt gondolni, hogy csak a racionalis, valds, vagy komplex szamok
teste O-karakterisztikdji, példaul az a + bv/2 alakd szamok halmaza, ahol a és b
raciondlisak — a valés szadmhalmaznak valédi, de a raciondlis szamok halmazénal
bovebb részhalmaza — a szokéasos Osszeadas és szorzas miiveletekkel O-karakterisz-
tikdju test.

1.2 A vektortér fogalma

Az el6z6 szakaszban egy konkrét vektortérrel ismerkedtiink meg, a koéznapi
értelemben vett sik, igynevezett helyvektorainak terével. Most megadjuk a vektortér



8 1. FEJEZET VEKTORTEREK ES ELEMI TULAJDONSAGAIK

absztrakt definiciéjat, hogy azutédn a minden vektortérre jellemz6 tulajdonsigokat
ne kelljen minden konkrét vektortér esetén kiilon-kiilon igazolnunk, tehessiik azt
altalanosan.

1.2.1 Definicié. Legyen V egy halmaz, amelyben értelmezve van egqy osszeadds
mdvelet az aldbb felsorolt tulajdonsdgokkal:

(i) VeyyeV)iz4+y=y+uz,

(ii)) Vo,y,zeV):ix+(y+2)=(z+y)+2,
(iii) (30€V): (Ve eV):0+z=u,

(iv) VzeV):(3(-z)eV):z+(—z) =0.

Legyen F olyan halmaz, amelyen értelmezett eqy 0sszeadds és eqy szorzds miuvelet,
amelyekre nézve F testet alkot. Az F elemei legyenek operdtorai V-nek, azaz (Vo €
F)-re

dz—ax (zeV)

leképezés, a kovetkezd tulajdonsdgokkal:

Va,B €F) és (Vao,y € V)-re

(a) a(z+y) =ar+ ay,

(b) (a+ B)x = ax + Pz,

(¢) (af)r = a(fz),

(d) 1z ==, ahol 1 €F az F test egységeleme.

Akkor a V' halmazt az T test feletti vektortérnek nevezziik.

A V halmaz elemeit vektoroknak, az F test elemeit skalaroknak hivjuk. A fenti
definiciéban ugyanazt a 4+ szimbdlumot hasznaltuk mind a vektorok, mind a skalarok
Osszeaddsanak jelolésére, de ez nem okozhat félreértést, hiszen a skaldrok jelclésére
gorog, mig a vektorok jelolésére latin betiiket hasznédlunk, igy mindeniitt nyilvanvald,
hogy vektorok vagy skalarok Gsszeadasarol van e szo, egyediil a zérd vektor és a zérd
skalar megkiilonboztetésérél nem gondoskodik jeldlésrendszeriink, mindkettét a 0
szimbdélum reprezentdlja, de a kornyezet itt is az olvasé segitségére lesz annak Kki-
deritésében, hogy a zér6 skalarra vagy a zérusvektorra utal a 0 jel. A skalarok
szorzatat egyszerlien a tényezOk egymds mellé irdsdval jeloltiik, csakigy mint egy
a € F operator altal az x € V vektorhoz rendelt ax € V' vektort. Egy operator dltal
indukalt hozzarendelést egyszerlien skaldrral valé szorzdsnak fogjuk hivni.

Vizsgdlataink idonként valamely jol ismert szamtest feletti vektorterekre
iranyulnak. Ilyenkor a koévetkez6 terminologiat hasznaljuk. Az F feletti V' vek-
torteret racionalis vektortérnek mondjuk, ha a skalarok csak racionalis szamok lehet-
nek, ha valds szamok a skalarok, akkor V-t valés vektortérnek hivjuk, és ha komplex
szamok a vektorok operatorai, akkor V-t komplex vektortérnek nevezziik. Bar a vek-
tortér definiciéjaban semmiféle kikotést nem tettiink az F test karakterisztikajat il-
letGen, és az elmélet allitasainak tilnyomod tobbsége tetszdleges karakterisztikdji test
feletti vektorterekre is érvényes, de mi ebben a jegyzetben csak 0-karakterisztikaju
testek feletti vektorterekkel foglalkozunk.
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1.2.1 Példak vektorterekre

1. A bevezeto szakaszban megismert, a sik egy rogzitett pontjabol, mint kez-
d6pontbdl kiindulé helyvektorok a paralelogramma—szabaly szerinti 6sszeadas
miivelettel és a megismert valés szadmokkal valé szorzéssal, valés vektortér.

2. Tekintsiik az Osszes t valtozdju, valds egytitthatés polinomok R[t] halmazdt. A
p(t) =g+ agt + -+ - + apt™
m-edfoki és a
q(t) = Bo + Prt + -+ + But”
n-edfoku polinomok 6sszege legyen

p(t) + a(t) L (o + Bo) + (a1 + Bt + -+ + (am + Bu)t™,

ha m = n,

p(t) + () % (a0 + Bo) + (a1 + B)t+ - - + (an + Bu)t™ + - - + amt™,
ham >n és
p(®) +q(0) % (ap + Bo) + (a1 + Bt + - + (i + B )t™ + + - + Bpt™

n > m esetén.

A p(t) polinom v valds szdmszorosa pedig legyen

(1) = (ya) + (yan)t + -+ ()™

Tekintve, hogy a polinomok 6sszeadasa az azonos fokszamu tagok egyiitthatdi-
nak Osszeaddsara van visszavezetve, azonnal adédik, hogy ez a miivelet asszo-
ciativ és kommutativ, mivel a valds szamok Osszeaddsa rendelkezik ezekkel
a tulajdonsdgokkal. Az azonosan zéré polinom, tehdt az, amelynek minden
egyltthatdja nulla, zéréelem a polinomok fent definialt Gsszeadasara nézve.
Egy tetsz6leges p(t) polinom ellentettje erre az Osszeaddsra nézve a —1p(t).
A skalarokkal valé szorzastol megkovetelt tulajdonsagok teljesiilése is azonnal
adédik, ha figyelembe vessziik, hogy a valds egytitthatoknak valds szamokkal
valé szorzasara vezettilkk vissza a polinomok skaldrral valo szorzésat. fgy a
polinomok R[t] halmaza val6s vektortér a definidlt miiveletekkel.

3. Legyen F' az [a,b] zart intervallumon értelmezett valds fiiggvények halmaza.
Két f,g € F fuggvény Osszegét, illetve valds o szdmmal valé szorzatat
értelmezziik a szokdsos médon, azaz legyen Vx € [a, b]-re

(f +9)(2) % f(z) + g(x)

(af)(2) € af(z).

Koénnyen ellenérizhetd, hogy F' valés vektortér az igy definidlt miiveletekkel.
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4. Legyen S az 0Osszes valos szamsorozat, azaz az Osszes f : N — R fiiggvények

halmaza. FErtelmezziik a szamsorozatok Osszeadasat és valds szammal vald
szorzasat a szokdsos médon, azaz bérmely két {a,} és {b,} szdmsorozatra
legyen

{an} + {bn} % {an + by},
illetve barmely « valds szémra és {a,} € S-re legyen

a{an} def {aay,}.

Az igy kapott struktira megint valds vektortér.

. Jelolje R,,_1[t] a legfeljebb n — 1-edfoku valds egyiitthatds polinomok halmazat

és e halmazbeli polinomokra ugyanigy értelmezziik az Osszadédst és a valds
szdmmal vald szorzést, mint azt az 6sszes polinomok R[t] vektorterében. Azt
tapasztalhatjuk, hogy R, _1[t] is valds vektortér.

. Az aldbb adott példa kicsit mesterkéltnek hat, mert tisztan matematikai kon-

strukcié. A szamitdstechnikdban valamennyire jartas olvasé azonban maér ta-
ldlkozhatott olyan linedris elrendezésii tombokkel, amelyeknek valés szamok az
elemei. Az azonos méretii tombok halmaza is vektortér megfelel6 miiveletekkel.
Az el6re bocséjtottakat pontositandé jeldlje R, mint altaldban, a valds szamok
halmazat és legyen R™ a rendezett valés szdm-n-esek halmaza. Definidljunk
Osszeaddast R™-en a kovetkezoképpen: barmely

&1 m &+m
. 7 . def
és y= : | -ralegyen z+y =

T = : :
én Tin §n + 1,

Ugyancsak értelmezziik egy tetszoleges

&1
xr = :
én
szam-n-es « € R skalarral vald szorzatat az
ady
def
ar =
ay,

egyenlGséggel. Nagyon konnyen igazolhatd, hogy R"™ valds vektortér a
fentiekben definidlt miveletekkel, amelyet n-dimenzids valos koordindtatér-
nek neveziink. Az elnevezés magyarazatat késObbre halasztjuk, egyelore csak
arra emlékeztetnénk az olvasot, hogy a sik vektoraihoz is rendeltiink koordina-
takat a kozépiskolaban, a koordinatatereknek hasonld reprezenticids szerepiik
lesz a vektorterek elméletében, mint a sikbeli helyvektorok koordinatainak a
kozépiskolai tanulméanyaik soran.
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A figyelmes olvasé jogosan veti fel a kérdést, hogy milyen vektorteret kapunk,
ha az R"™ operatortartomanyaként csak a raciondlis szamok testét vessziik. Ter-
mészetesen raciondlis vektorteret, ami a fentiekben megadott tértél nagyon
kiilonbozik. Tehat egy vektortér megadasa nemcsak a vektorok halmazénak,
de a skalarok halmazanak megadasat és a miiveletek értelmezését is jelenti.

7. TetszOleges F test esetén, hasonldéan értelmezve F™-beli n-esek 6sszeadédsat és az
F-beli skaldrokkal valé szorzasat, F™ vektortér lesz az F test felett, ez az ugyne-
vezett n-dimenzids F-feletti koordindtatér. Ebben az altalanos esetben is el6-
fordulhat, hogy F" operatortartoméanyaként valamely F-t0l kiilonbozé testet
vesziink, de arra minden esetben fel fogjuk hivni az olvasé figyelmét, és ha
kiilon nem specifikdljuk a skalarok testét, akkor az F™ jeloléssel mindig az
n-dimenzids F feletti koordinatatérre utalunk.

8. Utols6 példaként megmutatjuk, hogy egy tetszbleges F feletti V' vektortér bir-
tokdban hogyan lehet megkonstrualni egy masikat, az igynevezett dudlis vek-
torteret.

1.2.2 Definicié. Legyen V egy tetszdleges F test feletti vektortér és jelolje
V* az olyan y* : V. — F leképezések, az tgynevezett linedris fiiggvények vagy
mas néven linedris funkciondlok halmazdt, amelyek eleget tesznek az aldbbi
feltételnek:

Vo,weV:Vaf €F:y* (av+ pw) = ay*(v) + By (w) .
Ertelmezziik most a V* halmazon az dsszeaddst a
Vyis € VT Yu eV (f + u3)(0) Eui (o) + 3 )
egyenloséggel és az F-beli skaldrokkal valo szorzdst pedig a
Vy* eV :VaeF:YveV: (ay")(v) dﬁfa(y*(v))

egyenldséggel. A V* wektortér ezekkel a miveletekkel F felett, amelyet a V
vektortér dudlisdnak nevezzik.

Tulajdonképpen igazolnunk kellene, hogy V* valoban vektortér, de a részletes
és formalis bizonyitast az olvaséra bizzuk. Segitséget nyidjthatnak ehhez a
kovetkezd megjegyzések: Linedris fliggvények Osszege is, egy linedris figgvény
skaldrszorosa is linearis fliggvény. A linedris fliggvények fenti 0sszeaddsa kom-
mutativ és asszociativ, hiszen a fuggvények Osszeaddsa vissza van vezetve a
fliggvények értékeinek Gsszeadasara, és a fliggvényértékek az F test elemei. Az
azonosan zér6 fuggvény, tehat amely minden v € V vektorhoz a zéré skalart
rendeli, a linedris fiiggvények Osszeaddsara nézve zéréelem. Végiil, egy y* li-
nearis fliggvény ellentettje az a —y* fliggvény, amely barmely v € V' vektornal
a —y*(v) skalart veszi fel értékiil. Igy tehat a lineéris fiiggvények a definialt
Osszeaddsra nézve Abel-csoportot alkotnak. Az, hogy az F test elemeivel vald
szorzas ugyancsak eleget tesz a skaldarokkal vald szorzastol megkovetelt négy
tulajdonsagnak, megint csak azonnal adddik abbdl, hogy egy linearis fliggvény
skalarral valé szorzdsa vissza van vezetve a fiiggvény értékeinek skalarral vald
szorzasara.
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Fel kell hivjuk az olvasé figyelmét arra a tényre, hogy a R,_1[t] vektortér és
az R™ vektortér nagyon hasonléak, legalabbis ami elemeik Osszeadasat, illetve ska-
larral vald szorzasat illeti. Ugyanis, ha tetszéleges p(t) = ag + a1t + ... + a1t !
polinomnak megfeleltetjiik az egytitthatékbol felépitett

Qo
a1

Qp—1

R"-beli szdm n-est, akkor ez egy olyan egy—egyértelmii & : R,_1[t] = R" meg-
feleltetés, amely felcserélhetd a vektortérbeli miiveletekkel, azaz

O(p(t) +4(t)) = 2(p(t)) + 2(q(t))

D(ap(t)) = a®(p(t))

teljesiil. Azt mondhatjuk tehéat, hogy a vektorterek végeredményben csak elemeik
jelolésében térnek el egymastol.
Ez az észrevétel vezet el benniinket az izomorf vektorterek fogalmahoz.

1.2.3 Definicid. Legyenek V' és W ugyanazon F test feletti vektorterek és legyen
V=W
bijektiv leképezés (egy-egyértelmi raképezés), amely eleget tesz az aldbbi feltételnek:
Ve,yeV :Vo,B €F: ®lax + fy) = ad(z) + SD(y).

Akkor a V' és W wektortereket izomorfoknak nevezzik. A ® : V. = W bijektiv
leképezést izomorfizmusnak hivjuk.

A valés egyiitthatds legfeljebb n— 1-edfoki polinomok R,,_1[t] tere és az R™ koor-
dindtatér tehat izomorfak. A bevezetében vizsgalt sikbeli helyvektorok vektortere és
a kétdimenziés R? koordindtatér ugyancsak izomorfak. Kés6bb még szdmos példat
fogunk latni vektorterek izomorfidjara, tobbek kozott azt is be fogjuk bizonyitani,
hogy az Ggynevezett véges dimenzids vektorterek és dudlisaik is izomorfok egymaéssal.

Az eddigiek szerint egy vektortérben lehet vektorokat skalarral szorozni, ami vek-
tort eredményez, és vektorokat Gssze lehet adni, aminek megint vektor az eredmé-
nye. Most ezen miiveletekre tamaszkodva értelmezziik a linearis kombindcié fo-
galmat. Ehhez sziikség van skaldroknak egy {ai,...,a,} és vektoroknak egy
X = {z1,...,x,} rendszerére. Azért hasznaljuk itt a kicsit univerzélis rendszer
elnevezést a halmaz helyett, mert megengedett, hogy ugyanaz a skalar, illetve vek-
tor tobb példénya is szerepeljen. Az X vektorrendszer {c;,i =1,...,n} skalarokkal
képzett linedris kombindcidja az

a1x1 + -+ apy

vektor. A rovidség kedvéért sokszor hasznélni fogjuk a szummaécios jeldlést is, igy
példaul az el6bbi linearis kombindciot > ;- ; cyx;-vel is fogjuk jeldlni. Az is eléfordul,
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hogy a vektorok megkiilonboztetésére egy I halmazbdl valé indexeket hasznalunk,
ilyen esetben azok linedris kombindciéjat » ;. ; c;x;-nek irjuk. A lényeges az, hogy
amikor linedris kombindaciérdl beszéliink, akkor egy olyan vektorra kell gondolnunk,
amely eléallithatd véges sok vektor skalarszorosainak Osszegeként.

1. Gyakorlatok, feladatok

1. Mutassuk meg, hogy tetszOleges F test feletti V' vektortérben

(a) az ax vektor akkor és csak akkor a nullvektor, ha « az F test zéré eleme,
vagy ha x a V zéré vektora.

(b) az z(€ V) vektor —z ellentettje megkaphaté ugy, hogy az F test 1
egységelemének —1 ellentettjével szorozzuk az x vektort, azaz —x = —1z.

2. Legyen Cl,y az [a, b] intervallumon folytonos valés fiiggvények halmaza, ame-
lyet a fliggvények szokasos Osszeadasdval és valdos szammal vald szokésos szor-
zésaval teszlink strukturava. Igazolja, hogy az igy kapott struktira valds vek-
tortér.

3. Tekintsiik a valds szamok R halmazat a szokdsos Osszeaddassal és valds szammal
valé szokasos szorzassal. Mutassuk meg, hogy R valds vektortér a fenti
muveletekkel.

4. Legyen F tetszoleges test. Mutassuk meg, hogy csakiigy, mint az el6z6 fela-
datnal, F 6nmaga feletti vektortér.

5. Legyen F az Gtelemii véges test. Soroljuk meg az F? koordinitatér elemeit.

6. Legyenek V és W ugyanazon F test feletti vektorterek. Képezziik az V x W
Descartes—szorzatot, és azon értelmezziik az 6sszeadast a kovetkezdképpen:
V (v,w), (W, w') €V x W (v,w) + (v',w')(jéf(v+v',w+w’).

Definidljuk az a € F skalarral vald szorzést is az

def

V(v,w) e VW :VaeF:alv,w) = (av,aw)
egyenl6séggel. Az igy kapott struktarat jeloljik V @ W-nel. Mutassuk meg,
hogy V @ W vektortér az F test felett.
7. Legyen H tetszOleges nemiires halmaz, F test és V az Osszes olyan
f:H—TF

fliggvények halmaza, amelyek a H halmaz legfeljebb véges sok eleméhez ren-
delnek nemnulla skalart. Ertelmezziik V-beli fiiggvények Gsszeaddsat minden

f,g € V-re az

(f +9)() < f(h) +g(h) (he H)

és F-beli a skélrral valé szorzasat az

def
(af)(h)=af(h) (heH)
egyenléséggel. Mutassuk meg, hogy V' F feletti vektortér.
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8. + Jelolje R a pozitiv valés szam-n-esek halmazat. Definidljuk R;M-on az dssze-
adast a kovetkezdképpen:

Vo= , Y= : eR;‘;:x—i—ydﬁf : ,

n n En " M

&1 m &1-m

ahol a jobboldalon a pozitiv valés szamok szokasos szorzata all. Es a valés «
skalarral val6 szorzas legyen az
ga

1

def
ar =

&n
egyenléséggel megadva. Mutassuk meg, hogy R valés vektortér ezekkel a
miiveletekkel.

1.3 Alterek

Az el6zbekben lattuk, hogy a sik helyvektorai valés vektorteret alkotnak. De az egy
egyenesre esO helyvektorok alkotta részhalmaz is vektortér. fgy az altalunk vizsgalt
sikbeli helyvektorok vektorterében vannak olyan részhalmazok, amelyek maguk is
vektorterek.

A vektorterekre felsorolt példaink kozott szerepelt az Gsszes polinomok R[¢] tere
és ugyancsak emlitettiik a legfeljebb n — 1-edfokd polinomok R,,_1[t] linearis terét.
Ez utobbi térben a miveletek ugyanigy voltak értelmezve, mint az 6sszes polinomok
terében, tehét az R,_1[t] az R[t] vektortérnek olyan részhalmaza, ami maga is vek-
tortér.

1.3.1 Definicid. Legyen V wvektortér az F test felett és legyen M olyan részhalmaza
V-nek, amely maga is F feletti vektortér az eredeti térben értelmezett miveletekkel.
Akkor M-et a V vektortér alterének nevezzik.

Az altérbeli vektorok Osszeaddsa, és skalarral vald szorzasa ugyanugy torténik,
mint az eredeti vektortérben, nem értelmeziink Gj miiveleteket. Ezért a miiveletek
nyilvanvaléan rendelkeznek azokkal a tulajdonsdgokkal, amelyeket a vektortér
definiciéjaban megkoveteltiink. Ennek az észrevételnek egyszeri kovetkezménye a
kovetkezo allitas.

1.3.2 Allitas. Eqgy F test feletti V' wvektortér valamely nemires M részhalmaza
pontosan akkor altér, ha

(1) Yowe M :v+we M,
(ii) Vve M :Va e F:av e M teljesiil.

Bizonyitas. A sziikségesség teljesen nyilvanvalé. Az elegenddség igazolasdhoz
csak azt kell megmutatnunk, hogy a zérévektor és minden M-beli vektor ellentettje
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is benne van M-ben. Ez viszont abbdl adédik, hogy a zéré skaldarnak barmely vek-
torral val6 szorzata a zérd vektort adja, és barmely vektor —1-gyel val6 szorzata
annak ellentettjét eredményezi. |

Amikor egy vektortér valamely részhalmazardl azt kell eldonteniink, hogy az
altér-e, akkor leggyakrabban a kovetkezd allitdas hasznalhatd a kérdés megvala-
szolasdhoz.

1.3.3 Allitas. Egy T test feletti V' vektortér valamely nemires M részhalmaza
pontosan akkor altér, ha zdrt a két tagu linedris kombindcio képzésre nézve, azaz

Vo,we M :Va,8 €F:av+ fw e M.

Bizonyitas. Tekintve, hogy az el6z6 tétel igaz, elegendd belatnunk azt, hogy
ez az allitas az el6zovel ekvivalens. Valéban, ha M zart a skalarral valé szorzasra,
akkor Vo,w € M : Vo, € F: av, fw € M és a vektorok Osszeaddsara vonatkozd
zdrtsdga miatt, akkor av + Sw € M.

Forditva, a linearis kombinaciéra vonatkozo zartsagbdl az Osszeadasra, illetve
a skalarral valé szorzésra vonatkozd zartsag azért nyilvanvald, mert ezek specidlis
linearis kombinaciok. Ugyanis

v+ w ha «
av ha I6]

f=1
0

av—i—ﬁw:{

O

Megjegyezziik, hogy teljes indukcidéval konnyen igazolhatd, hogy ha egy vektortér
egy részhalmaza barmely két vektoranak minden linedris kombindaciéjat tartalmazza,
akkor barmely véges sok vektoranak Osszes linedris kombindciéjat is tartalmazza.

Az alterek kozott azt, amelynek egyetlen eleme a zérus vektor, azaz a {0} alteret,
és az egész vektorteret, mint 6nmaga alterét nem valédi altereknek mondjuk, a tobbi
alteret pedig valédi altereknek. Egy altér mindig tartalmazza legalabb a nullvektort,
igy alterek kozos része biztosan nemiires, s6t igaz a kovetkez6 allités.

1.3.4 Allitas. Egy vektortér altereinek metszete is altér.

Bizonyitas. Ha az alterek metszetébol kivdlasztunk tetszélegesen két vektort,
akkor azok mindegyik altérnek elemei, ezért az (1.3.3) allitds szerint, azok barmely
linedris kombindciéja is mindegyik altérnek eleme, igy megint az (1.3.3) &llitds fel-
hasznalasaval adédik, hogy a metszet altér. O

Az (1.3.4) allitds igaz volta lehetévé teszi, hogy egy V vektortér tetszbleges A
részhalmaza segitségével generaljunk alteret.

1.3.5 Definicié. Legyen A tetszdleges részhalmaza a V' wvektortérnek. Az A dltal
generdlt V(A) altér V éGsszes A-t tartalmazo altereinek kézos része.

Az A részhalmazt V' generdatorrendszerének fogjuk nevezni, ha V(A) = V teljesil,
tehat ha az altala generalt altér az egész vektortér.

Az A vektorhalmazhoz mésképpen is rendelhetd altér.
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1.3.6 Definicié. Legyen lin (A) az A-beli vektorok dsszes linedris kombindcidjat
tartalmazo vektorok halmaza, tires A halmaz esetén pedig, megdllapodds alapjan az
egyelemi — a nullvektort tartalmazé — halmaz. lin (A)-t az A linedris burkdnak
nevezzik.

Nem nehéz beldtnunk, hogy lin (A) is altér. Az (1.3.3) allitds szerint ehhez elég
azt megmutatni, hogy lin (A)-beli vektorok linearis kombinécidja is lin (A)-ban van.

Valéban ha
, ! /
a:Zaiai, és a :ZBjaj
il jed

tetszéleges lin (A)-beli vektorok tovabba 6 és  ~ tetszéleges skalarok, akkor

Sa+~a' =Y daa; + > v6;d]

iel jed

is lin (A)-beli vektor, hiszen A vektorainak linedris kombindacidja.

Egy vektortér valamely A részhalmaza &ltal generdlt altérnek definicié szerinti
megadédsa nehezen megfoghaté. Megtalalni egy A részhalmazt tartalmazé Osszes
alteret, majd azoknak a metszetét képezni, nem mutat ra, hogy a keletkezo6 alteret
milyen vektorok alkotjak. Ezért hasznos a kovetkezo tétel, amely kapcsolatot teremt
egy vektorhalmazhoz a fentiek szerint rendelt két altér kozott.

1.3.7 Tétel. Legyen A a V wvektortér tetszdleges részhalmaza, és jeldlje lin (A) az
A linearis burkat, és V(A) pedig az A dltal generdlt alteret. Akkor lin (A) = V(A).

Bizonyitas. A lin(A) = V(A) igazoldsa végett vegylik elészor észre, hogy
V(A) C lin(A) hiszen lin (A) maga is egy A-t tartalmazé altér és V(A) az A-t
tartalmazé alterek metszete. Mésrészt lin (A) C V(A) nyilvan teljesiil, hiszen V(A)
altér 1évén, zart a linedris kombindcidra, és igy lin (A) minden elemét tartalmazza.

O

Az (1.3.7) tételt kihaszndlva a tovébbiakban egy vektortér valamely A
részhalmaza &ltal generdlt alteret lin (A)-val fogjuk jelolni. Egy vektortér tetszole-
ges vektorrendszerének is képezhetjiik a linedris burkat, nem lényeges, hogy minden
vektornak csak egy példanya szerepeljen a vektorrendszerben, és ez lehet6vé teszi,
hogy egy vektorrendszert is nevezhetiink ezentil generatorrendszernek, amennyiben
annak linearis burka az egész tér.

Az (1.3.4) &llitas szerint egy vektortér altereinek kozos része is altér. Alterek
egyesitésérol nem allithatjuk ugyanezt, de az alterek egyesitése altal generalt al-
tereknek van egy figyelemre mélté tulajdonsaga.

1.3.8 Tétel. Legyenek X és'Y eqy V wvektortér alterei.

(1) Akkor az egyesitésiik dltal generalt lin (X JY') altér minden vektora egy X -beli
és eqy Y -beli vektor dsszege.

(2) Ha XNY a zérus altér, akkor a lin (X UY') altér minden vektora egyértelmien
all eld eqy X -beli és eqy Y -beli vektor dsszegeként.

Bizonyitas. (1) A lin (X JY) elemei az X [JY halmaz elemeinek linearis kom-
binacidi, azaz
oz + ..+ asrs + Siyi + .+ By
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alakuak. Mivel X és Y alterek,
arx1+...+tagxs € X és Byi+...+ Py €Y

és a tétel elso allitasat ezzel igazoltuk.
A (2)-es 4llitds bizonyitdsa végett tegyiik fel, hogy valamely v € lin (X {JY)
vektorra
v=x+y é v=2+y (r,2 €X, yyy €Y)

teljestil. Akkor az x + vy = 2’ + v egyenl8ségbdl kovetkezik, hogy
x—x':y’—yeXﬂY,

hiszen x — 2’ nyilvdn X-beli és vy’ — y pedig Y-beli vektor. fgy, ha X-nek és Y-nek
a zérusvektor az egyetlen kozos eleme, akkor

r—2' =y —y=0, tehat z=2" é y=19

amint azt allitottuk. O
Ertelmezziik ezek utan az alterek direktosszegének fogalmat.

1.3.9 Definicié. Azt mondjuk, hogy a V wvektortér az X és az 'Y altereinek direkt-
dsszege, jelolése V=X @Y, ha X (NY a zérusaltér, és V =1in (X UY).

Az (1.3.8) tételbdl azonnal kovetkezik a
1.3.10 K6vetkezmény. A V wvektortér az X ésY altereinek direktdsszege akkor

és csak akkor, ha az X (Y a zérusaltér és minden v € V wektor elddllithats egy
X -beli x vektor és eqy Y -beli y vektor dsszegeként.

1 Példa. Tekintsik most az R™ wvalds koordindtatér dsszes olyan vektorainak az L
halmazdt, amelyek komponenseinek 0sszege zérus, tehdt

L= {o=[e....6] | > 6 =0}
i=1

Megmutatjuk, hogy L altér.

Ehhez az (1.3.3) allitds szerint elegendé a linedris kombindciéra vonatkozd
zartsagot igazolni. Legyenek ezért

&1 m
T = : és y= :
én Tin
tetszéleges L-beli vektorok és a és [ teszbleges valés szamok. Az ax + [y vektor
komponenseinek az Gsszege

Z(O@WL@%) :aZ§i+ﬁZm =al0+ (0 =0.

i=1 =1 =1

Ezért ax 4+ By € L és igy L valéban altér. O
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1.3.11 Definicié. Legyen M az F test feletti V' wvektortér valamely részhalmaza
(nem feltétleniil altér), és legyen M° a V* dudlis vektortér azon részhalmaza, amely
pontosan azokat az y* linedris fiigguényeket tartalmazza, amelyekre

VeeM:y*(z)=0
teljestil. Az M° halmazt az M annulldtoranak nevezziik.
1.3.12 Allitds. M?° altere a dudlis V* vektortérnek.

Bizonyitas. Mindenekel6tt megjegyezziik, hogy M° nemiires, hiszen az
azonosan zérd linedris fliggvény minden vektorhoz a zéré skaldrt rendeli, igy M°
biztosan tartalmazza az azonosan zéré linedris fuggvényt. Az (1.3.3) &llitds szerint
azt kell még megmutatnunk, hogy M°-beli linedris fiiggvények tetszbleges linearis
kombindacidja is M°-ben van. Ha y],y5 € M° tovabba a és [ tetszileges F-beli
skalarok, akkor barmely x € M-re

(i + Byz)(x) = ayi(x) + Byz(x) = a0 + 50 = 0,

igazolva, hogy ayi + By; € M°. a

2. Gyakorlatok, feladatok

1. Igazolja, hogy amennyiben Y altere a V' vektortér X alterének, akkor Y altere
V-nek is.

2. Mutassuk meg, hogy ha A és B olyan részhalmazai a V vektortérnek, hogy
A C B teljesiil, akkor lin (A) altere lin (B)-nek.

3. Legyen
L={zeR"|z=[a,a+,...a+ (n—1)0;a,0 € R},

tehat L elmei azok az n-esek, amelyeknek egymast koveté elemei szamtani
sorozatot alkotnak. Altér—e L7

4. Legyen L olyan z € R™ vektorok halmaza, amelyeknek komponensei egy mér-
tani sorozat egymads utani elemei. Altér-e L?

5. Tekintsiik az [a,b] intervallumon Riemann-integralhaté fliggvények vektorte-
rének azon I részhalmazat, amely pontosan azokat az f fliggvényeket tartal-
mazza, melyekre f; f(x)dx = 0 teljesiil. Mutassuk meg, hogy I altér.

6. Igazolja, hogy a valdés Cauchy-sorozatok alterét alkotjdk az Osszes valds
szamsorozatok vektorterének. Igaz vajon ugyanez az allitas a divergens valds
szamsorozatokra is?

7. HaV és W az T test feletti vektorterek, akkor az az els6 szakasz 6. feladataban
latott moédon értelmezett V @ W is F feletti vektortér. Mutassuk meg, hogy
vannak V ® W-nek olyan V és W alterei, amelyek izomorfak V-vel, illetve
W-vel, és V@ W az V és W altereinek direktosszege.
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1.4 Linearis fiiggetlenség és Osszefiiggoség

A cimben jelzett linearis fiiggetlenség, illetve linearis Osszefiiggdség vektorrend-
szerekre vonatkozd fogalmak, és a linearis algebra talan legalapvetébb fogalmai.
Olyannyira, hogy megértésiik nélkiil nem épithetd tovabb a vektorterek elmélete.
Ezért a kovetkez6 részben Kkicsit talan a sziikségesnél is tobb magyarazattal fog
talalkozni az olvasoé.

A kozépiskolaban vektoralgebrai tanulmanyaik soran megallapitottak, hogy ha
adott a sikban két tetszOleges, nemzérd és nem egy egyenesre esO vektor, akkor ezek
linearis kombindciéjaként a nullvektor csak ugy kaphatd, ha mindkét vektort a zérd
skalarral szorozzuk, majd az igy kapott vektorokat adjuk ossze. Teljesen hasonléan,
ha tekintiink hdrom nem egy sikba es6 térbeli helyvektort, ezek linedris kombindcidja
csak abban az esetben egyenl6 a nullvektorral, ha a linedris kombinédciéban szerepld
skalar egylutthaték mindegyike nulla. Ezt a tulajdonsigot altalanositva jutunk a
linearisan fliggetlen vektorrendszer alabbi fogalméhoz.

1.4.1 Definicié. Egy vektortér vektorainak eqy X = {x1,...,x,} rendszerét line-
arisan figgetlennek nevezzik, ha

Szavakkal is megfogalmazva ugyanezt, azt mondhatjuk, hogy egy vektorrendszer
pontosan akkor linedrisan fliggetlen, ha vektorainak a linedris kombindaciéja csak
ugy lehet a zérévektor, ha a linedris kombindciéban szerepl6 skaldarok mindegyike a
zér6 skaldr. Azt a linedris kombinaciot, amelyben minden skalar egyiitthaté zérus,
trividlis linedris kombindcionak mondjuk. Természetesen barmely vektorrendszer
trivialis linedris kombinécidja zérovektor, de vannak olyan vektorrendszerek is —
példaul magat a zérévektort is tartalmazo vektorrendszerek — amelyek nemcsak
trivialis linedris kombinacioval tudjak a zérévektort eldallitani.

A linearisan nem filiggetlen vektorrendszert linedrisan dsszefliggének vagy roviden
linedrisan fliggének hivjuk. Ez tehdt azt jelenti, hogy egy {vi,...,ym} vektorrend-
szer pontosan akkor linearisan 6sszefiiggd, ha [éteznek olyan (31, . .. Gy, skalarok, hogy
legaldbb egy koziiliik nem nulla, mégis > ;" fBiy; = 0.

Felvetodik a kérdés, hogy linearisan fliggetlen, vagy Osszefiiggd az tires vektor-
rendszer, amelynek egyetlen vektor sem eleme. Tekintve, hogy linedrisan Gsszefiiggd
csak akkor lehetne, ha vektorainak nemtrivialis linearis kombindaciéjaként eléallitha-
t6 lenne a zérovektor, és ez az iires vektorrendszerre nem teljesiil, az iires vektor-
rendszer linearisan fiiggetlen.

Tekintsiik a valés polinomok R[t] vektorterében a pi(t) =t, pa(t) =t —1,
p3(t) =t + 1 vektorokat (polinomokat). Ezek linedrisan fliggé rendszert alkotnak,
hiszen a pa(t) + ps(t) — 2p1(t) = 0. Megjegyzendé ugyanakkor, hogy R[t]-ben vannak
tetszOleges elemszamu linearisan fiiggetlen vektorrendszerek is, mert tetszéleges n
pozitiv egész mellett, az {1,¢,...,t"} vektorrendszer (polinomrendszer) linedrisan
fliggetlen, hiszen ezen polinomok linedris kombindciéja csak gy lehet az azonosan
zér6 polinom, azaz

aol +at+ -+ at" =0,
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ha

apg=a1 =...=a, =0.
2 Példa. Mutassuk meg, hogy ha az {x1,...,x,} vektorrendszer linedrisan fiig-
getlen, akkor az {x1,x2 — x1,...,Tn — Tp_1} vektorrendszer is linedrisan figgetlen!

A definici6 értelmében a vektorrendszerrél igy lathatjuk be, hogy linearisan fiig-
getlen, ha sikeriil megmutatni, hogy vektorai linearis kombinaciéja csak gy lehet a
nullvektor, ha minden skaldr egyiitthaté nulla. Legyen ezért

a1z +ag(xe —x1) + - 4+ ap(zy, — xp—1) =0,

ahol az {a; (1 =1,...,n)} egyiitthatok egyeldre ismeretlenek. Ha ezekrél az egyiitt-
hatokrdl ki tudjuk deriteni, hogy mindegyike csak nulla lehet, akkor a vektorrendszer
linearisan fiiggetlen. Ez tehat a feladatunk. A vektoregyenlet, baloldalanak atren-
dezése utan

(1 —az)zr + -+ (1 — @n)Tp_1 + anzy =0,

amibél az {x1,...,z,} vektorrendszer fliggetlensége miatt kovetkezik, hogy
o] — Qg =...=0p_1— 0pn = 0oy =0.

De ha o, = 0 és ap_1 — a, = 0, akkor a1 = 0 és hasonléan 1épésrél lépésre
visszafelé haladva kapjuk, hogy a1 = g = ... ap—1 = o, = 0. Ezzel megmutattuk,
hogy a linedris kombinécié a trivialis kellett legyen. O

A linedris fiiggetlenség, illetve a linedris Osszefiiggéség vektorrendszerek tulaj-
donsaga, mégis sokszor fogjuk mondani vektorokra, hogy azok linedrisan fliggetle-
nek, vagy linearisan fiiggok. Természetesen ezen azt értjik, hogy az altaluk alkotott
vektorrendszer rendelkezik a mondott tulajdonsaggal.

Az aldbbiakban felsorolunk néhdny nagyon egyszerli allitdst, igazoldsukat az
olvaséra bizzuk.

1. a zérévektort tartalmazé vektorrendszer linedrisan Gsszefliggd,

2. ha egy vektorrendszerben egy vektor legalabb két példanya benne van, akkor
a rendszer linedrisan Osszefliggd,

3. egyetlen nemzéro vektort tartalmazoé vektorrendszer linearisan fiiggetlen,

4. linearisan fiiggetlen vektorrendszer minden nemiires részrendszere is linedrisan
fliggetlen.

A kovetkezo6 tétel linedrisan Gsszefiiggd vektorrendszerek egy nagyon fontos tu-
lajdonséagat irja le.

1.4.2 Tétel. Egy X = {x1,...,2,} vektorrendszer pontosan akkor linedrisan
0sszefliggd, ha valamelyik vektora kifejezhetd a tobbi vektora linedris kombindcidja-
ként.



1.4. LINEARIS FUGGETLENSEG ES OSSZEFUGGOSEG 21

Bizonyitas. Ha X linedrisan Osszefiiggd, akkor van vektorainak olyan
nemtrivialis linearis kombinaciéja ami zérévektor. Legyen a zérévektornak egy i-
lyen nemtrividlis eloallitdsa az

arxy + -+ apx, =0.

Legyen mondjuk az a; nemzéré egyutthaté. Akkor az

aq Qi1 Qit1 Qn

Qg Q; ) Q5

szamolas mutatja, hogy a feltétel sziikséges.
Forditva, ha

;= prer+ -+ Bicaxiol + Bivi%iy1r + - - + BnTn,

akkor

Brey + -+ Bic1xio1 — @i + Big1%Tipr + -+ By =0
egy nemtrividlis eléallitasa a zérévektornak — hiszen az x; egyutthatéja nem nulla
— tehdt a vektorrendszer linedrisan Osszefiiggo. O

A fentiekben bizonyitott tétel kicsit élesithet6 abban az esetben, ha a vektor-
rendszer nem tartalmazza a zérovektort.

1.4.3 Tétel. Egy a zérdvektort nem tartalmazo X = {x1,...,z,} vektorrendszer
pontosan akkor linedrisan Osszefiiggd, ha létezik olyan i (2 < i < n) index, hogy x;
kifejezhetd az x1,...,x;_1 vektorok linedris kombindcidjaként.

Bizonyitas. Ha az X vektorrendszer linedrisan 6sszefliggd, akkor létezik vek-
torainak olyan nemtrivialis linedris kombinécidja, ami a nullvektort adja, mondjuk:

arx1+ -+ apey, =0

Tegylik fel, hogy 7 a legnagyobb index(i nemzéré egytitthaté a linedris kombindcio-
ban, azaz
arxy+ -+ =0

is teljesiil és a; # 0. Mivel egyetlen nemzéré vektorbdl allé vektorrendszer nyilvan
linearisan fliggetlen, ¢ > 2. Akkor a vektoregyenlet atrendezésével kapjuk, hogy
a1 o1

Ty —=——T1 — ... — Ti—1,
a; &%)

amint azt allitottuk.
Forditva, ha
r;=01x1+ -+ Bis1xi—1

valamely i (2 < ¢ < n)-re, akkor
Gy + -+ Biciwior —x; + 0zj41 + - -+ 02, =0

a zérovektor nemtrivialis eldallitasa a vektorrendszer vektorainak linedris kombiné-
ciéjaként, igazolva annak linedris Osszefiiggségét. |
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Az a definicié nyilvdnvalé kovetkezménye, hogy linedrisan Osszefliggd vektor-
rendszer vektorainak linearis kombinacidjaként a zérévektor tobbféleképpen is elo-
allithatd, hiszen ha Y ;" Biy; = 0 egy nemtrividlis el6éllitds és a egy tetszéleges
nemzér6 skaldr, akkor ay i Biy; = Y imq afiy; = 0 is nemtrividlis el6éllitas lesz.
Ez nemcsak a zérévektorra igaz, hanem az is teljesiil, hogy amennyiben egy a vektor
eloallithato egy linearisan Osszefiiggd vektorrendszer vektorainak linearis kombind-
cidjaként, akkor ez nemcsak egyféleképpen lehetséges. Valéban az a = ;" vivi
el6éllitas mellett az a = >°1% (7; + af;)y; eléallitasok is lehetségesek.

A kovetkezO tételben azt bizonyitjuk, hogy a linedrisan fiiggetlen vektorrend-
szerek esetében nemcsak a zérévektor, de minden olyan vektor, amely el6allithaté a
vektorrendszer vektorainak linearis kombinacidjaként, egyértelmiien allithaté eld.

1.4.4 Tétel. Az X = {x1,...,x,} vektorrendszer akkor és csak akkor linedri-
san figgetlen, ha bdrmely olyan a vektor, amely benne van X linedris burkdban,
egyértelmiien allithato elé X wvektorai linedris kombindcidjaként.

Bizonyitas. El6szor feltessziik, hogy

n n
a= E oa;r; és a= E Bix;
i=1 i=1

az a vektor eléallitdasai. Akkor képezve a vektoregyenletek kiillonbségét, kapjuk, hogy

n

0="> (ai— Bz

i=1
és ebbdl mivel a feltétel szerint X’ linedrisan fiiggetlen
ap—PBi=...=a,— 0B, =0,
tehat
aq :ﬁl,"'van:ﬁn’
igazolva, hogy az a eldallitasa egyértelmii.
Az elegendOség nyilvanvald, hiszen ha a zérévektor, ami biztosan kifejezheté X

vektorai trividlis linearis kombindcidjaként, masképpen nem allithaté eld, akkor ez,
definici6 szerint X linedris fliggetlenségét jelenti. O

3. Gyakorlatok, feladatok

1. Legyen F3 az F test feletti koordindtatér. A F3-beli

&1 m G
T = 52 y Y= 2 , 2= CQ
1§ 73 €

vektorrendszer linearis fiiggetlenségének vizsgalatat végezziik a kovetkezd mo-
don. Tegytik fel, hogy «, 3 és «v olyan F-beli skalarok, hogy ax + Sy +~vz = 0,
ami a vektorok komponenseire vonatkozéan azt jelenti, hogy

aél + 5771 + ’Ygl = Oa

ale + P2 +7G = 0,

afs+ Pz +¢ = 0.
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Ez tehat adott x, y és z vektorok mellett, egy harom ismeretlenes egyenletrend-
szer «, (3 és y-ra nézve. Az egyenletrendszert megoldhatjuk a kozépiskolaban
tanult médszerek valamelyikével. Ha azt taldljuk, hogy az egyenletrendszernek
az a = 3 = v = 0 az egyetlen megoldésa, akkor az x, y, z vektorrendszer li-
nearisan fiiggetlen. Ha van mas megoldas is, akkor a vektorrendszer linedrisan
Osszefliggo.

Felhasznélva a fentiekben adott médszert, igazolja, hogy az R? térben az

1 0 0 1
o, 1], o], |1
0 0 1 1

vektorok rendszere linearisan Osszefiiggd, de koziiliik barmelyik harom lineé-
risan fliggetlen rendszert alkot!

2. Tételezziik fel, hogy valamely vektortérben az x, y és z vektorok linedrisan
figgetlen rendszert alkotnak. Dontse el, hogy az = +y, y+ 2z és a z + x
vektorokbdl allé rendszer linearisan Osszefiiggd, vagy fliggetlen!

3. Tekintsiik a valés szadmok R halmazat, mint raciondlis vektorteret, azaz minden
valos szam vektorként szerepel, amelyek Osszeadédsa a szokdsos modon torténik,
de skalarszorzdként csak racionalis szamot engediink meg. Mutassa meg, hogy
az R-beli 1 és £ vektorok akkor és csak akkor alkotnak linedrisan fiiggetlen
rendszert, ha & irraciondlis szam.

4. A C? komplex vektortérben az

] el

vektorok linearisan Osszefiiggd rendszert alkotnak, mert z — iy = 0. Igazolja,
hogy ha C?-t valés vektortérként kezeljiik, akkor ugyanezek az x, y vektorok
linearisan fliggetlen rendszert alkotnak.

1.5 Vektortér dimenzidja és bazisa

Az alterekrol szdl6 részben emlitettiik, hogy ha egy vektortér valamely részhalmaza
altal generalt altér az egész tér, akkor azt a részhalmazt generdtorrendszernek
nevezzilk. Ezt az (1.3.7) tétel bizonyitdsa utan azzal egészitettiik ki, hogy ha egy vek-
torrendszer linearis burka az egész tér, akkor azt a vektorrendszert is generatorrend-
szernek nevezziik, fliggetleniil attdl, hogy az halmaz, vagy esetleg egy vektoranak
tobb példanya is szerepel a rendszerben. Természetesen egy vektortérnek mindig
van generatorrendszere, hiszen az egész vektortér onmaga generdtorrendszere, de
nagyon sok kiilonboz6 valédi generatorrendszere is lehet. Az azonban mér jellemz6
a vektortérre, hogy van-e véges sok vektort tartalmazd generatorrendszere, vagy
mindegyik végtelen szamossagi. Ennek megfelelden azt mondjuk, hogy egy vektor-
tér véges dimenzids, ha van véges generatorrendszere; végtelen dimenzids, ha minden
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generatorrendszere végtelen sok vektort tartalmaz. Mi ebben a jegyzetben véges di-
menziés terekkel kapcsolatos eredményeket kozliink, de az analizis tanulmanyaink
soran megismert vektorterek kozott sok végtelen dimenzids volt.

1.5.1 Definicié. A V wvégesen generdlhaté vektorteret n-dimenziosnak mondjuk,
ha van n vektort tartalmazo generdtorrendszere, de barmely n-nél kevesebb vektort
tartalmazo vektorrendszere mdr nem generdtorrendszere V-nek. A 'V wvektortér di-
menziojat dim V -vel jeloljik.

A térbeli rogzitett kezdéponti, ugynevezett helyvektorok tere véges dimenzids,
hiszen minden ilyen vektor felbonthaté harom, nem egy sikba esé vektor iranyaba
mutaté vektor Osszegére, ami pontosan azt jelenti, hogy mindegyik megkaphaté
harom nem egy sikba es6 vektor linearis kombindaciéjaként. Igy ez a vektortér
generdlhaté harom elemi generatorrendszerrel. Mivel haromnal kevesebb helyvektor
nyilvanvaléan nem elegendd e vektortér generalasdhoz, ezért az 3-dimenzids.

A valés egyititthatdés polinomok R[t] vektortere ezzel szemben végtelen dimen-
zi0s, hiszen egyetlen polinom sem allithaté elé fokszamanal alacsonyabb fokd poli-
nomok linearis kombindciéjaként, ezért minden n nemnegativ egészre kell legyen
n-edfoku polinom R[t] barmely generatorrendszerében. Nem nehéz beldtni, hogy az
{1,t,#2,...,t",...} végtelen sok polinombdl 4ll6 rendszer generdtorrendszere R[t]-
nek.

Az analizis tantdrgy tanuldsakor megismert legtobb vektortér ugyancsak végtelen
dimenzi6s, példaul az [a, b] intervallumon folytonos fiiggvények Ci, ) tere is.

A generatorrendszerek olyan szerepet jatszanak a vektorterek épitményében,
mint példdul egy televizié Osszedllitasanal az alkatrészek. A késziilék Osszedllitasa-
nal hasznalt kondenzétorok, illetve ellenalldsok némelyike azonban nem feltétleniil
sziikséges, azok helyettesithetok mas kapacitdsi, illetve ellendlldsi egységek soros
és/vagy parhuzamos kapcsolasaval. Persze nem hagyhaté el minden kondenzator és
minden ellenallds, mert azok nélkiil TV késziilék nem épithetd.

Egy V vektortér valamely generatorrendszere is tartalmazhat nélkiilozhet6 vek-
torokat, némelyik eleme esetleg elhagyhatd, amennyiben a megmaradt vektorok line-
aris kombinacidjaként az eléallithatéd. Ennek megfeleléen bevezetjiik a kovetkez6 eln-
evezést. Egy V vektortér valamely X' generatorrendszerét minimdlis generdtorrend-
szernek nevezziik, ha barmely vektoranak elhagyasaval kapott részrendszer mar nem
generdtorrendszere V-nek. A minimalis generatorrendszer elnevezés helyett gyako-
ribb a bézis szd hasznalata. Tekintve, hogy véges dimenziés konkrét vektorterek
vektorrendszereinek linedris fiiggetlenségét, illetve, hogy egy adott vektor kifejezhe-
t6-e a vektorrendszer elemeinek linedris kombindciéjaként, nem nehéz ellenérizni, a
bézis fogalmét a kovetkez6 ekvivalens definicidval adjuk meg.

1.5.2 Definicié. A wvéges dimenzids V vektortér eqy X vektorrendszerét bdzisnak
vagy koordindtarendszernek nevezzik, ha

(i) linedrisan fiiggetlen rendszer,
(ii) V-nek generdtorrendszere.

Felmeriilhet a kérdés, hogy mi a bézisa a zérd vektortérnek, hiszen annak egyetlen
eleme a zérovektor, és a zérovektort tartalmazo vektorrendszerek linearisan Ossze-
fliggbek. Mivel az iires vektorhalmaz nyilvdn minimalis generatorrendszere a zéré
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vektortérnek, a zéréd vektortér bazisa az iires vektorrendszer. Ez O0sszhangban van
korabbi megallapodasunkkal miszerint az lires halmagz linearis burka a zéré vektortér.
A tovébbi vizsgalataink szempontjabdl a zéré vektortér érdektelen. Ezért, hogy al-
litasaink megfogalmazdasa ne legyen feleslegesen koriilményes, a tovabbiakban felté-
telezziik, hogy a vizsgalt vektorterek kiilonboznek a zérd vektortértol.

Megjegyezziik, hogy a definicié (ii) feltétele azt jelenti, hogy a tér minden vek-
tora kifejezhet6 az X vektorainak linearis kombindciéjaként, hiszen az (1.3.7) tétel
értelmében, X' pontosan akkor generdtorrendszere V-nek, ha lin (X') = V. Mésrészt
az (i) feltétel miatt az (1.4.4) tétel felhasznalasaval az is adédik, hogy a tér minden
vektora egyértelmiien allithatd el6 a bazisvektorok linearis kombindaciéjaként. Igy
annak igazoldsahoz, hogy véges dimenzids vektorterek esetén a minimélis generator-
rendszer fogalma és az altalunk adott bazis definicié valdoban ekvivalens csupan az
alabbi allitast kell bizonyitanunk.

1.5.3 Allitas. Egy véges dimenzios V' wvektortér valamely X generdtorrendszere
akkor €s csak akkor minimdlis, ha linedrisan figgetlen.

Bizonyitas. A sziikségesség indirekt érveléssel azonnal adédik. Ha ugyanis X' =
{z1,...,x,} minimalis generdtorrendszer, de linedrisan Osszefliggd, akkor valamelyik
vektora, mondjuk x; kifejezhet6 a tobbi vektora valamilyen

Ti=o1T1+ oG 1Ti—1 + Q141 -+ Xy (1.1)
linearis kombindcidjaként. Akkor viszont V' barmely
y =P+ o+ B+ + Bpn (1.2)

vektora kifejezheté a X'\ {z;} vektorrendszer elemeinek linedris kombindcidjaként
is, csupén az (1.2) egyenletben z; helyébe az (1.1) egyenlet jobboldaldt kell behe-
lyettesiteni.

y=0Cbzi+- -+ Bicixii+
+0i(cixr + -+ @11 + Qg1 Tig1 + -+ Q)+
+Bi1Tiy1 + -+ BT =

= (b1 + Biar)xr + - - +(Bic1 + Bicim1)Tim1+
+(Bit1 + Bicvig1)Tiv1 + - + (B + Bion)Tn

Tehat az x; vektor elhagyhaté anélkiil, hogy a maradék rendszer megsziinne gene-
ratorrendszer lenni, ellentmondva az X generatorrendszer minimalitdsanak.

Az elegenddség taldn még egyszeriibben kaphatd, ha ugyanis az X generator-
rendszer linedrisan fliggetlen, akkor egyik vektora sem fejezhetd ki a tobbi vektora
linearis kombinacidjaként, kovetkezésképpen, barmelyik vektoranak elhagyédsdval a
maradék rendszer mar nem generatorrendszer, bizonyitva, hogy X minimalis. O

Az el6z6ekben lattuk, hogy ha egy véges dimenzids vektortér egy generator-
rendszerébdl elhagyunk olyan vektort, amely el6allithaté a megmaradtak linedris
kombinéciéjaként, akkor a maradék vektorrendszer is generatorrendszer. Ha pedig
mar linearisan fliggetlen, akkor bazis. Tehat igaz az alabbi kovetkezmény:

1.5.4 Kovetkezmény. Fgy véges dimenzios vektortér minden generdtorrendszere
tartalmaz bazist.
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A véges dimenziés vektorterek dimenziéja djrafogalmazhaté. Azt mondhatjuk,
hogy egy V vektortér n—dimenzids, ha van n vektort tartalmazé bazisa, de — és
ez egyelére nem nyilvanvalé — nincs n-nél kevesebb vektort tartalmazé bézisa. A
kovetkezo tételben éppen azt kivanjuk igazolni, hogy a tér dimenzidja egy tetszdleges
béazisa vektorainak szdmaval egyenlo.

1.5.5 Tétel. Tetszdleges véges dimenzios vektortér barmely két bdzisdban ugyan-
annyi vektor van.

Bizonyitas. Tekintsiink két tetszdleges bazist, az egyik legyen az X =
{z1,...,2,}, és a masik az YV = {yi,...,ym} vektorrendszer. Az & =
{y1,21,...,2,} vektorrendszer nyilvanvaléan generdtorrendszer, de nem linearisan
fiiggetlen rendszer, hiszen az y; a X-beli vektorok linedris kombinécidja. Akkor, az
(1.4.3) tétel szerint 1étezik 1étezik olyan ¢ (1 < i < n) index, hogy x; linedris kom-
bindciéja az yi,x1,...x;—1 vektoroknak. (Az i index most azért lehet esetleg 1 is,
mert a S vektorrendszerben 21 mér a mésodik elem.) De akkor az S| = &1\ {z;}
vektorrendszer is generatorrendszer. Folytassuk ezt a vektorcserét tovabb, vegyiik
az Sy = S U{y2} = {v1,92,21,. .., %i—1,%i41,. .., xn} linedrisan Osszefiiggd (mert
S generdtorrendszer) vektorrendszert. Megint az (1.4.3) tétel alapjan 1étezik olyan
j (1 <35 < n,j# i) index, hogy x; az yi,y2 és a j-nél kisebb indexti So-beli z,
vektorok linedris kombindcidja. Sy = Sy \ {z;} tehdt tovdbbra is generdtorrend-
szer és az S3 = S, U{ys} generdtorrendszer pedig linedrisan osszefiiggd. Hasonléan
folytatva X-beli vektorok V-beli vektorokkal valé kicserélését végiil eljutunk az S,
generatorrendszerhez, ami mar ) minden elemét tartalmazza, mikézben pontosan
m darab X-beli vektort hagytunk el, tehdt X elemeinek a szdma nem lehetett kisebb
m-nél. Az, hogy a vektorcserék soran mindig X-beli vektort kellett elhagynunk abbdl
kovetkezik, hogy Y linearisan fliggetlen rendszer, igy az eljaras barmelyik 1épésénél
az S; generatorrendszert az Y-beli vektorok mellett még szereplé X-beli vektor(ok)
tették linedrisan Osszefliggdvé. Megismételve ezt a gondolatmenetet, csak most X és
Y szerepét felcserélve, kapjuk, hogy Y-nak sem lehet kevesebb eleme, mint X-nek,
azaz mindkét bazis ugyanannyi elemet kell tartalmazzon. |

Most mar azt is allithatjuk, hogy egy véges dimenzids vektortér barmely bazisa-
ban a vektorok szama a tér dimenzidja.

Ha a bizonyitast ujra végiggondoljuk latjuk, hogy kicsit altalanosabb eredményt
igazoltunk, és ezt kovetkezményként meg is fogalmazzuk.

1.5.6 Kovetkezmény. Ha egy vektortérnek X = {x1,...,x,} tetszbleges generd-
torrendszere és Y = {y1,...,ym} pedig tetszdleges linedrisan figgetlen vektorrend-
szere, akkor m < n.

Azt latjuk tehdt, hogy egy linedrisan fiiggetlen vektorrendszer elemeinek a szdma
kisebb, vagy egyenld, mint a vektortér dimenzidja és egyenloség pontosan akkor
teljesiil, ha a vektorrendszer egyuttal generatorrendszer is, azaz bazis. Felmeriil a
kérdés, hogy vajon nem lehetne-e egy tetszOleges linearisan fliggetlen vektorrend-
szert bazissd kiegésziteni? A vélasz igenld, amit az alabbi allitdsban fogalmaztunk
meg.

1.5.7 Allitas. Egy véges dimenzios V' vektortérnek barmely linedrisan filiggetlen
Y =A{y1,...,Ym} vektorrendszere kiegészithetd bazissd.
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Bizonyitas. Az ) vektorrendszer a V térnek valamilyen alterét generalja. Mivel
ez az altér ) linedris burka, ezért ebben ) béazis. Ha a lin ())) valddi altér, akkor a
V'\lin ()) nemiires részhalmaz barmely x; vektora linedrisan fiiggetlen ) vektoraitol.
Ha most az )’ = {y1, ..., Ym, 1} linedrisan fiiggetlen vektorrendszer mér generator-
rendszer is, akkor készen vagyunk, ellenkez6 esetben van V-nek olyan eleme, amely
nincs benne )’ lineéris burkdban és azzal b6vithetjik V'-t. Ez az eljards folytathatd
mindaddig, amig végiil a kapott linedrisan fiiggetlen vektorrendszer mar az egész V'
vektorteret generalja, tehat annak bazisa. V véges dimenzids volta biztositja, hogy
bovitési eljarasunk véges 1épésben befejezodik. O

Egy linearisan fiiggetlen vektorrendszer, 1djabb vektorok hozzavételével ki-
bovitheté generdtorrendszerré gy, hogy linedaris fliggetlenségét megdrzi. Ettol
kezdve azonban, mar barmely vektor hozzavétele a vektorrendszert linearisan Gssze-
fligg6vé teszi, azaz a tér bazisa maximdlis, linedrisan figgetlen vektorrendszer. A
tér egy bazisa tehat megkaphaté tgy, hogy kiindulva egy generatorrendszerébdl, a
" felesleges” vektorokat elhagyva, azt minimalizaljuk, vagy egy linedrisan fiiggetlen
vektorrendszeréhez 11j vektorokat hozzavéve addig bovitjiik, amig az a linearis fiigget-
lenség megérzése mellett lehetséges. Ezért igazak az alabbi tételben megfogalmazott
allitasok.

1.5.8 Tétel. (a) Egy n-dimenzids V vektortérben barmely n+1 elemet tartalmazd
vektorrendszer linedrisan 0sszefliggd.

(b) Egy n-dimenziés V' wvektortérnek egy n elemi vektorrendszere pontosan akkor
bazis, ha linedrisan figgetlen.

(¢) Egy n-dimenziés V' wvektortérnek egy n elemi vektorrendszere pontosan akkor
bdzisa, ha az generdtorrendszer.

Miel6tt példakat adunk vektorterek dimenzidjanak meghatarozasara, megadjuk a
vektorrendszerek rangjanak fogalmat, amellyel sok més linearis algebraval foglakozd
konyvben taladlkozhat az olvasé.

Legyen A = {ay,...,anm} egy V vektortér valamely vektorrendszere. Ha létezik
A-nak r elem{i linedrisan fiiggetlen részrendszere, de barmely r+1 vektort tartalmazé
részrendszere mar linedrisan Osszefiiggd, akkor az A rangja a nemnegativ r szam.
Az A vektorrendszer rangjit p(.A)-val jeloljik. Nagyon kénnyi igazolni, hogy p(.A)
éppen az A vektorrendszer altal generalt lin (A) altér dimenzidjaval egyenld, ezért
vektorrendszerek rangjara vonatkozé allitasokat kiilon nem fogalmazunk meg ebben
a jegyzetben.

A térbeli, rogzitett kezd6pontt, helyvektorok terében valasszunk hdrom, paronként
merdéleges vektort, amit az alabbi 1.8 dbran a-val, b-vel és c-vel jeloltiink, és vegytink
egy tetszoOleges, d-vel jelolt negyediket.

Amint az lathaté, a d vektort elé tudtuk &llitani az a, b és ¢ vektorok linea-
ris kombindcidjaként. Az a, b, c hdrmas tehit e térnek generdtorrendszere. Persze
az {a, b, ¢} vektorrendszer linedrisan fiiggetlen is, azaz bézis. Tulajdonképpen az
a, b, ¢ vektorokkal a jél ismert térbeli Descartes—féle koordinata rendszert vettiik
fel, annak tengelyeit az a, b, ¢ vektorok skaldrszorosai alkotjak. Ezért mondhatjuk,
hogy maga az a, b, ¢ vektorrendszer a koordinata rendszer.

3 Példa. Megmutatjuk, hogy az R™ wvalds koordindtatér n-dimenzids.
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b

d = aa+ Bb+ e

1.8. 4bra: Bazis a 3-dimenzids térben

Ennek a kijelentésnek az igazolasara megadjuk R™ egy n-elemii bazisat. Legyen

0

—_

€; =

0

az az n-es, amelyben pontosan az i-dik komponens az l-es és a tobbi 0, amit a
tovdbbiakban i-dik egységvektornak neveziink, és legyen € = {ey, ..., e,} az egység-
vektorok halmaza. Tekintve, hogy

n a1 0
Zaiei: : =| ! |<=a=...=a,=0,
i=1

Qp 0
£ fliggetlen vektorrendszer, mésrészt egy tetszbleges

&1

T = € R"

n
vektor eléallithaté az £-beli vektorok

n
r=> &e
im1

linearis kombindcidjaként, igazolva, hogy £ generatorrendszer is. Ezzel € bazis voltat
igazoltuk, és mert n eleme van, azt is, hogy R™ n-dimenzids. O
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A fenti igazolas sz6 szerint atviheté tetszdleges F test feletti F™ koordindtatérre,
természetesen az F test egység— illetve zérdelemét haszndlva a béazisvektorok kon-
strualdsakor. Tehat allithatjuk, hogy a tetszileges F test feletti F" koordindtatér
n-dimenzios.

4 Példa. Megmutatjuk, hogy ha a V wvektortérnek M és N két véges dimenzios
altere, akkor dim(lin (M |JN)) = dim M + dim N — dim(M N N).

El6szor is azt jegyezziik meg, hogy mivel az M és N alterek egyesitése altal
generalt altér minden vektora egy M-beli és egy N-beli vektor osszege,(lasd az
(1.3.8) tételt) ezen altér dimenzidja is biztosan véges lesz. Minthogy az M (N
altér egy X bazisa mind M-nek mind N-nek linedrisan fiiggetlen vektorrendszere,
azt ki lehet egésziteni M egy Xns és N egy X'y béazisava. Ezen bazisok egyesitésével
keletkezett halmaz, ami a k6zos elemeknek persze csak egy példanyat tartalmazza,
béazisa lin (M |J N)-nek és dim M + dim N — dim(M (| N) elem, és ez az, amit meg
kellett mutatnunk. O

Fel kell hivjuk az olvasé figyelmét egy fontos kovetkezményre, nevezetesen arra,
hogy amennyiben a V' vektortér M és N altereinek direktosszege, azaz V = M @& N,
akkor dimV = dim M + dim N, hiszen ilyenkor az M (N a zérus altér.

4. Gyakorlatok, feladatok

1. Mutassa meg, hogy ha A a V vektortér tetszéleges részhalmaza és v
egy tetszéleges V-beli vektor, akkor a lin(A) és lin (AU{v}) alterek di-
menzidja pontosan akkor egyenld, ha v kifejezheté A vektorainak linedris kom-
binaciéjaként!

2. Legyen L={z € R" |z = [a,a+0,...a+ (n—1)d],a,d € R}, tehat L elemei
azok az m-esek, amelyeknek egymast koveto elemei szamtani sorozatot alkot-
nak. Mint azt megmutattdk az eloz6 részt kovetd feladatok megolddsa soran,
L altere R"-nek. Hatdrozza meg L egy bazisit és ennek alapjan a dimenziéjat!

3. Tekintsiik most az R™ valds koordinatatér osszes olyan vektorainak az M hal-
magzat, amelyek komponenseinek Gsszege zérus, tehét

n

M={z=1&,....&] | Y &=0}

i=1

Mint azt megmutattuk az el6z6 részben, M altér. Adja meg M egy bazisat és
ennek alapjan allapitsa meg a dimenzidjat!

4. A fentiekben igazoltuk, hogy a C™ komplex koordinatatér n-dimenziés a kom-
plex szamok C teste felett. Mennyi lesz a C™ tér, mint valds vektortér dimen-
zibja, azaz, ha csak valds skalarokkal vald szorzédsra szoritkozunk?

5. Igazolja, hogy a legfeljebb (n — 1)-edfokd valés polinomok terében azok a
polinomok, amelyeknek az o zérushelye, alteret alkotnak! Allapitsa meg ezen
altér dimenzidjat és adja meg egy bézisat!
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6. Mutassa meg, hogy ha V' n-dimenzids vektortér és M V-nek r-dimenziés altere
(r < n), akkor van olyan n — r-dimenziés N altere is, hogy V az M és N
altereinek direkt Osszege!

7. Az el6z6 feladat felhasznaldsaval igazolja, hogy egy m-dimenziés V' vektortér
el6allithaté n darab 1-dimenzids altere direkt Gsszegeként!

1.6 Koordinata reprezentacio

Ha V egy n-dimenziés F test feletti vektortér, akkor barmely X = {z1,...,x,}
béazisa segitségével a tér minden vektora eléallithatd, mint a béazisvektorok lineé-
ris kombinécidja, és ez az el6éllitas az (1.4.4 tétel szerint egyértelmi is. Ha tehat
v(€ V) egy tetszbleges vektora a térnek, akkor 1éteznek egyértelmiien meghatarozott
€1,...,n(€ F) skaldrok, gy, hogy

V=€121+ "+ EnTp.

Ezeket a e1,...,e, skalarokat a v vektor X béazisra vonatkozd koordindtdimak
nevezzilkk. Magét az (oszlopba) rendezett skaldr-n-est a v vektor X bdzisra vo-
natkozo koordindta vektordnak hivjuk és vy-el jeloljiik. Tehat

€1

Vx

€n

a v vektor X bézisra vonatkozé koordinata vektora. Felhivjuk az olvasé figyelmét
arra, hogy ha szovegen beliil kivanjuk megadni valamely vektor koordindta vektorat,
akkor helykimélés céljabol sorba rendezett n-esekkel reprezentaljuk azokat. skaldr-
n-essel

Remélve, hogy a koordinata reprezentacié bazistdl valé fliggéségének megértését
segiti, az 1.9 4bra a sikbeli helyvektorok terében ugyanazon v vektor két kiilonbo6zo,
a mar kozépiskoldbol ismert Z = {i, j} és egy masik, A = {a, b} bézis vektorainak
linearis kombindcidiként van eléallitva. Ennek megfeleléen felirtuk v mindkét bazisra
vonatkozé koordinata vektorat.

Az 1.9 dbrardl leolvashatd, hogy

1/2]

1
VI:l ]7 ml,g VA = 3

1

Hangsulyoznunk kell a kiilonbséget a v € V' vektor és a v vektor valamely ba-
zisra vonatkozé koordinata vektora kozott, ami az F feletti F™ koordindtatér eleme,
nem pedig V-beli. Ezt kivanjuk elérni azzal, hogy a koordinata vektort vastagon
szedett betilivel jeloljik, tehat példaul a v vektor koordinata vektorat v-vel, amely-
nek indexeként az alapul vett bazist is feltiintetjiik. Ez persze sokszor bonyolult-
ta teszi a koordinata vektorok jelolését, ezért allapodjunk meg abban, hogy ha a
szovegkornyezetbdl kidertil, hogy melyik bazisra vonatkozé koordinatakrél van szo,
akkor az egyszeriliség kedvéért a bazisra utalé indexet elhagyjuk. De nagyon fontos,
hogy az olvasé megértse, hogy a vektortér vektorainak a koordinatai bazisfiiggdek,
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1.9. abra: Koordinata reprezentécié kiilonb6z6 bézisokban

és ugyanazon vektornak két kiilonb6z6 bazisra vonatkozé koordinatéi kiilonbozoek.
Ami pedig egy vektor koordinata vektorat illeti, az még a bézis vektorainak ren-
dezésétdl is fiigg. Kiilonosen bonyolulttd valik a helyzet abban az esetben, amikor
maganak az F" koordinatatér vektorainak valamely bazisra vonatkozé koordinata
vektorair6l van sz6, hiszen ekkor formailag nincs kiilonbség a tér elemei és a koor-
dinata vektorok kozott. Tartalmilag azonban igenis lényeges az eltérés, hiszen F"
egy mesterséges matematikai konstrukciéval képzett vektortér, nevezetesen F-beli
skalarok oszlopba rendezett n-eseinek halmaza, alkalmas operéacidkkal ellatva, mig
egy elemének valamely bazisra vonatkozé koordinata vektora azt mutatja meg, hogy
a kérdéses elemet a bazisvektorok milyen F-beli skaldrokkal képzett linedris kombi-
nacigja allitja eld. Ezért egy tetszéleges v € F” skalar-n-es lehet egy méas w € F"
n-es valamely bézisra vonatkoz6é w koordinata vektoraval egyenlo.

A kovetkezd tétel azt allitja, hogy lényegében minden vektortér olyan, mint egy
koordindtatér, csak az elemek jelolésében van eltérés.

1.6.1 Tétel. Ha V az T test feletti n-dimenzios vektortér, akkor izomorf az F"
koordindtatérrel.
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Bizonyitas. Legyen X = {z1,...,x,} egy bdzisa V-nek. Ertelmezziik azt a
S:V—TF"

leképezést, amely minden
V=¢£€121+ -+ EpTy

V-beli vektorhoz hozzarendeli, annak X bazisra vonatkozé

€1

Vx

€n

koordindta vektordt. Azt fogjuk megmutatni, hogy ® izomorfizmus. A ® leképezés
egyértelmiisége abbdl kovetkezik, hogy rogzitett bazis mellett a koordinatdk egy-
értelmiien meghatarozottak. Ha két v, w € V vektornak ugyanaz a képe, akkor
a

v—w=0zx;+---+0zx, =0

szamolds mutatja, hogy v = w, igazolva, hogy ® egy—egyértelmi is. Tovabba minden
F"-beli [aq,. .., ay] vektor ® képe valamely V-beli vektornak, nevezetesen az a1 +
-+« 4+ apx, vektornak, mutatva ezzel, hogy ® raképezés.

Ha w = wiz1 + -+ + wpx, egy tetszileges masik V-beli vektor és 6, v € F
tetszOleges skalarok, akkor kénnyi szamolassal kapjuk, hogy

0v +yw = (0e1 + ywr)x1 + -+ - + (0en + Ywp ) Tp.-
fgy tehat azt kapjuk, hogy

01 + ywi €1 w1
ov +yw = : =0 ¢ |+ : = 0v + YW,
0y + Ywnp En Wn
ami éppen annak az igazolasa, hogy
O (dv 4+ yw) = 0P (v) + yP(w).
Ezzel bizonyitottuk, hogy ® rendelkezik a miiveletekkel valé felcserélhetéség tulaj-

donsagaval is, tehat izomorfizmus. ]

Az (1.6.1) tétel bizonyitdsa ramutat arra, hogy egy F feletti V' vektortér minden
X = {x1,...,x,} bézisa meghatiroz egy ® : V = F" izomorf leképezést. A P
izomorf lképezést Ugy is értelmezhettiink volna, hogy a bazisvektorokhoz az F"

0
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ugynevezett egységvektorait rendeljiik, majd minden mas V-beli v vektor képét an-
nak a koévetelménynek a figyelembevételével hatarozzuk meg, hogy linearis kombi-
nacié izomorf képe meg kell egyezzen a képvektorok ugyanazon skalarokkal képzett
linearis kombinaciéjaval. Tehat ha

V=E1%1 + "+ Enln,

akkor
O(v) =e1P(x1) + -+ - + e P(xn)

kell legyen. Ezek alapjén egy F feletti V' vektortér v elemének egy X = {x1,..., 2}
bézisra vonatkozé koordinata vektorat gy tekinthetjiik, mint a ® : V = F" izo-
morfizmus dltal meghatdrozott ®(v) képét.

Konnyen igazolhaté, hogy ha © a V vektortérnek a W vektortérre vald izo-
morfizmusa, és {x1,...,2x,} a V vektortér linedrisan fliggetlen vektorrendszere vagy
bézisa, akkor {©(x1),...,0(z,)} a W vektortérnek ugyancsak linedrisan fliggetlen
vektorrendszere, illetve bazisa.

Az (1.6.1) tétel felhasznaldsdval nem nehéz igazolnunk az alabbi allitdst.

1.6.2 Allitds. Ha az T test feletti V' és W wvektorterek dimenzidja egyenld, akkor
1zomorfok.

Bizonyitéas. Legyen dim V = dim W = n. Akkor az (1.6.1) tétel szerint léteznek

d:V=F"

U:W=F"
izomorf leképezés. Tekintsiik a
(T1.®): V=W

szorzatleképezést, amely minden v € V vektornak a U—1(®(v)) vektort felelteti meg.
Ez nyilvanvaléan V-nek W-re vald izomorf leképezése. O

Az (1.5.7) allitas nyilvanval6 kovetkezménye, hogy egy n-dimenzids vektortérnek
van m-dimenziés altere minden m(< n) nemnegativ egész esetén. Ebbdl a ténybdl
és az el6z6 allitasbol azonnal adddik:

1.6.3 Kovetkezmény. Ha az F test feletti V' vektortér n-dimenzids a W vektortér
pedig m-dimenzios és m < n, akkor V-nek van W -vel izomorf altere.

1.6.4 Tétel. Ha az T test feletti V wvektortér n-dimenzids, akkor a dudlis V* vek-
tortér is n-dimenzids, kévetkezésképpen minden véges dimenzids vektortér izomorf a
dudlisdval.

Bizonyitas. Mivel dimV = n, V-nek van n-elem@i béazisa. Legyen X =
{z1,...,2,} egy ilyen bézis. Legyenek {z7,...,z}} olyan a V téren értelmezett
fliggvények, melyekre

. . 1 ha i=j
x; (z;) = 85, (i,j=1,...,n) ahol 5ij:{ 0 ha z%é
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az ugynevezett Kronecker-szimbolum, és tetszoleges

v=¢€121+ ... FEnTn (1.3)

vektorra, legyen
zi(v) =1z (1) + - +epxi(xn) = (i=1,...,n). (1.4)
Konnyen latszik, hogy az x} fiiggvény linedris, és az X* = {z7, ..., z} } kiilénboz6 li-

nedris fiiggvények rendszere V*-ban. Megmutatjuk, hogy X* bazisa V*-nak. Eloszor
lassuk be, hogy az X'* fiiggvényrendszer linedrisan fiiggetlen. Ha az

Gy + -+ &y, =0,

tehat minden V-beli vektornak a 0 skalart felelteti meg, akkor az X bézis vektorait
helyettesitve, kapjuk, hogy minden i(=1,...,n)-re

0=0>_ §jag)r; = Zﬁjl‘j(%) =&,
j=1 j=1

ami éppen X* linedaris fiiggetlenségét igazolja.
Legyen most y* tetszéleges eleme V*-nak. Tegytik fel, hogy
Yy (i) = ni.
Megmutatjuk, hogy akkor
Yo =may Aty (1.5)

ami azt fogja igazolni, hogy X" generatorrendszere is V*-nak.
Az y* linedris fiiggvény az (1.3) egyenlbséggel adott tetszéleges v € V' vektorhoz
az

n n
yr() =y (O em) = e
i—1 =i

skaldrt rendeli. Az (1.5) egyenldség jobboldaldn 1évé linearis fliggvény értéke a v
helyen az (1.4) egyenlet szerint

(S mia3)0) = (S mya) (S ) =

n n n
DO mieibi; =Y mici s
j=li=1 i=1
tehdt ugyanaz a skaldr. Akkor az (1.5) egyenldség teljesiil, és ezzel megmutattuk,
hogy X* nemcsak linearisan fiiggetlen, de generatorrendszere is V*-nak, azaz bézis.
O

1.6.5 Definicié. Legyen X = {x1,...,x,} bdzisa V vektortérnek és legyenek
X*={z],...,x} aV téren értelmezett olyan figgvények, melyekre

. . 1 ha i=j
x;(z5) = 05, (i,j=1,...,n) ahol 51-]-:{ 0 ha z;éj
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Akkor X* a dudlis tér bazisa (ldsd az el6zd tételt), amelyet a V' vektortér X bdzisdihoz
rendelt dudlis bdzisnak nevezink.

Egy véges dimenzids vektortér és dudlisa kozotti kapcsolatot az el6zo tétel jol
jellezi. Az alabbi &llitas altereik kapcsolatat irja le.

1.6.6 Allitas. Legyen az n-dimenzios V' vektortérnek M r-dimenzids altere. Meg-
mutatjuk, hogy M annulldtora (n — r)-dimenzids altere V*-nak.

Bizonyitas. Emlékeztetjiik az olvasét arra, hogy M annulldtoran azoknak a
V*-beli y* linearis fiiggvényeknek a halmazat értjik, amelyekre

y*(x) =0 minden z € M-re

teljesiil. Az M r-dimenzids 1évén, van r elemii bézisa. Legyen X = {x1,...,2,}
M-nek egy ilyen bdazisa, és egészitsiik ezt ki az {x,41,...,2,} vektorok hozza-
vételével a V' vektortér egy bazisavd, ami az (1.5.7) allitas szerint lehetséges, hiszen
V' alterének egy bazisa nyilvan linedrisan fliggetlen vektorrendszere V-nek. Legyen

X = {x],..., x5, x5, ..., 25} a dudlis bazis. Megmutatjuk, hogy {z;,,..., =}
bézisa M annulldtordanak, M°-nek. A dudlis bazis értelmezése alapjan nyilvanvald,
hogy z7,1,...,x}, linedris fliggvények mindegyike eleme M°-nek, és linedrisan fiig-

getlen rendszer, hiszen egy bézis részrendszere. Mdsrészt, ha y* tetszoleges eleme
M°-nek, akkor
y*(z;) =0 (i=1,...,7r)Te,

y (xj)=0; (J=r+1,...,n)re.

Igy y*-nak X*-beli fiiggvények linedris kombinacidjaként vals (1.5) egyenléség sze-
rinti eléallitasdban

v =0-af+--4+0-2F+ B 4+ Bzl

(ldsd az el6z6 tétel bizonyitasat), csak az x) q,...,x; fiiggvények egyiitthatoi zé-
rustol kiilonbozéek, igazolva ezzel, hogy {x}_,,...,x}} generatorrendszere is, és igy
bazisa M°-nek. Akkor viszont M° valéban n — r-dimenzios. O

1.6.1 Elemi bazistranszformacio

Azt lattuk, hogy tetszdleges F test feletti n-dimenzids V' vektortér izomorf az F™ koor-
dindtatérrel. Azok utan, hogy rogzitettiikk V egy X bézisat, a vektortér mindegyik v
eleméhez egyértelmiien hozzarendelhetd egy vy oszlopba rendezett skalar n-es, a v
vektornak az X béazisra vonatkozd, igynevezett koordinata vektora, amelynek i-dik
eleme éppen a v vektornak az i-dik bazisvektorra vonatkozoé koordinatdja. Ez a koor-
dinata vektor az F" koordinatatér egy eleme, a v vektor izomorf képe, ahol az izomorf
leképezést az X bézis hatarozza meg, eléirva, hogy az X-beli x; bazisvektor képe
legyen az e¢; = [0,...,0,1,0,...,...,0]*, dgynevezett i-edik egységvektor, minden
(1 =1,...,n)-re. Minthogy a v vektor koordinatdi bazistdl fiiggbek, més bazis mas
izomorf leképezést hataroz meg, kovetkezésképpen, mas bdzis esetén ugyanazon v
vektornak masok lesznek a koordinatai. Az aldbbiakban azt kivanjuk kideriteni,
hogy a bazis megvaltoztatdsakor, a tér vektorainak koordinatai hogyan valtoznak.
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Itt most csak azzal az esettel foglalkozunk, amikor a bézist csak egyetlen vektor
kicserélésével valtoztatjuk meg.

Legyen ezért X = {x1,...,x,} az eredeti bazis és azt tételezziik fel, hogy y a
térnek egy nemzéro6 vektora. Egy olyan Gj bazisban akarjuk meghatérozni a vektortér
vektorainak koordinatait, amely X-t6l csak annyiban kiilénbozik, hogy valamelyik
vektora helyett az y vektor lesz az 1j bazisvektor.

y csakugy, mint a tér barmelyik vektora, kifejezhet6 X vektorainak linedris kom-
binaciéjaként,

Yy=mz1+ -+ 0T+ A+ nTn,

ahol az y koordinatai kozott van nullatdl kiilonbozo, mondjuk n; # 0, hiszen fel-
tevésiink szerint y nemzéré vektor, és nyilvanvaldéan csak nemzéré vektor lehet bé-
zisnak eleme. Az n; koordinatat generdld elemnek nevezziik. A n; # 0 volta teszi
lehet6vé, hogy az x; vektor kifejezhetd az y és X tobbi vektordnak linearis kombi-
naciéjaként

. 1 .
x; = —ﬂﬂh — Lri 4+ —y— m+19€z‘+1 — = njfﬂm (1.6)
i i i i T
amibél kovetkezik, hogy az X' = {z1,...,2;-1,Y, Tit1, - .., Ty} vektorrendszer is ba-

zis. Ezt igazolandd, eldszor lassuk be, hogy X’ generatorrendszer. Mivel X bdzis
volt és az elhagyott x; vektor X’ vektorainak linedris kombindcidja, ha egy V-beli
v vektor X vektorainak linearis kombindciéjaként vald eloallitasdban az x; vektort
helyettesitjiik az (1.6) egyenlet jobboldaldval, akkor X’ vektorainak linedris kombi-
ndcidjaként valé kifejezését kapjuk. Masrészt X’ linedrisan fiiggetlen vektorrendszer
is, mert n elem generatorrendszer és ha linearisan Gsszefiigg6 lenne, akkor a térnek
lenne n-nél kevesebb vektort tartalmazé bazisa, ellentmondva az (1.5.5) tételnek.
Tekintsiik most a vektortér egy tetszoleges v elemét. Ha ez az X bézis vektorainak

V=121 + -+ EX; -+ EpTy

linedris kombindcidja, akkor az x; vektort helyettesitve az (1.6) vektoregyenlet job-
boldalaval, kapjuk, hogy

i 1
v o= 51x1+~--+€i(—n—1_x1—---— mAlmi_H——Ay—
7 7 (2
niﬂ:ciJrl — = ?Z]—nxn) + - 4 enn, (1.7)
7 7

ami a bazisvektorok egyiitthatéinak rendezése utan

E; E; i
o= (e —m et Syt (= ). (1.8)
i i i

Osszefoglalva a fenti szamitas eredményét, ha a v vektor X’ bézisra vonatkozo
koordindta vektora vy és az yx koordindta vektorii nemzérd y vektorral kicseréljiik
az X béazis z; elemét, hogy megkapjuk az X’ 1ij bézist, akkor vy ugyanazon v
vektornak az 1j X’ bézisra vonatkozé koordinita vektora. Tehat ha
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e A
€1 m €1 — My
) -
€i—1 Mi—1 €i—1 — Ni-13,;
vy =| & és yxr=| m akkor vy = %
..
€i+1 Ni+1 €i+1 — 77i+177§
&
L &n ] L Tn ] L En T Mgy,

Léathato, hogy legel6szor célszerti a bazisba éppen bevont 1j bazisvektorra vonat-
kozé koordinata meghatarozasa, hiszen ez minden méas koordindta kiszamitasdban
szerepet kap. Fzt a bazisbdl elhagyandé vektorra vonatkozé koordindtéanak a
generald elemmel valé osztdsaval kapjuk. Ezt a hdnyadost é-val jelolve azt mond-
hatjuk, hogy minden mas 4j bazisra vonatkozo6 koordinata megkaphatd, ha a régi ba-
zisra vonatkozoé koordinatabdl kivonjuk az 1j béazisvektor megfelel6 koordindtajanak
0-szorosat.

Hangsilyoznunk kell, hogy az y vektort olyan x; bazisvektor helyett tudtuk bézis-
ba vonni, amelyre vonatkoz6 koordindtaja nem nulla, hiszen ez tette lehetévé, hogy
a bézisbdl elhagyandé x; vektort eléallitsuk az y és a megmaradt X-beli vektorok
linedris kombinaci6jaként az (1.6) egyenletnek megfeleléen.

5 Példa. Tegyiik fel, hogy a 4-dimenzios valds V' wvektortérben az X = {x1,..., x4}
vektorrendszer eqy bdzis és y = 2x1 + x9 — 3x3 + x4. Az x1 vektort ki akarjuk cse-
rélni az y vektorral és meg kell hatdrozni a v = x1 4 2x9 4+ x3 — 3x4 vektor koordindta

vektordt az ij X' = {y, xa,..., x4} bdzisban.
A szémitasokat a
y| v
I 1
T2 1 2
T3 -3 1
Ty 1] -3

tablazat médositasaval végezziik, amelynek baloldali oszlopdban az X bazis ele-
meit tiintettiik fel, masodik oszlopaban az y vektor e bazisra vonatkozé koordinatait,
ezt a masodik oszlop fejlécében az y feltiintetésével is jeloltiik, a harmadik oszlop
pedig a v X bazisra vonatkozé koordinata vektorat tartalmazza, ugyancsak az v
jellel fejlécezve. Minthogy a tablazat baloldali oszlopa az X bézis vektorait mutat-
ja, ebbdl egyértelmi, hogy a tovabbi oszlopok melyik bazisra vonatkozd koordinata
vektorok. Ezért hagyhattuk el a béazisra utalé indexet a koordindta vektorok jelébdl.
Az y vektor els6é koordindtdja be van keretezve, amellyel azt kivantuk jelezni, hogy
az y vektort az elsd bazisvektor helyére akarjuk a bazisba bevonni. Ezt a koordinatat
valasztjuk generdl6 elemnek. Ujfent hangstulyozzuk, hogy a general6 elem mindig
zérustdl kiillonbozo kell legyen, hiszen, amint azt az el6zéekben lattuk, csak olyan
bazisvektor cserélheto ki egy 1j vektorra, amely kifejezheto az Gj vektor és az eredeti
bézis megmaradé vektorainak linearis kombindcidjaként. A kovetkezd tdblazatban
mar a szadmitasi eljaras van feltiintetve,
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v
y 1/2 = 1/2
xp| 2-1-3 = 3/2
z3|1—(=3)-3 = 5/2
xy| —3-1-3 = —7/2

Természetesen a v koordinata vektort feladatok megoldésakor azonnal az

1/2
3/2
5/2
—7/2

alakban irjuk a tablazatba, itt csupan azt kivantuk megmutatni, hogy az 1j bazisra
vonatkozd koordinatdk hogyan szamithatok ki. Azt allithatjuk az 1j koordinéata
vektor ismeretében, hogy a v vektor az 1j bazisvektorok

1 3 5 7
v = §y+§ﬂ:2+§x3—§x4
linearis kombindciéja. Maés szavakkal megfogalmazva ugyanezt, amig az eredeti X
bézis altal meghatédrozott izomorfizmus a v vektorhoz R*-nek [1,2,1,—3] elemét
rendeli, addig az {y, xe,x3, x4} béazis dltal definidlt masik izomorf leképezés ugyan-
ezen v vektort az [1/2,3/2,5/2, —7/2] szdm-4-esbe viszi. O

Szamos linearis algebrai probléma megoldasahoz lehet hasznalni az elemi bazis-
transzformacié modszerét, hogy vektorok koordinata vektorat egy alkalmas bazisra
vonatkozdéan meghatarozzuk. Persze dltalaban elemi bézistranszformaciok soroza-
taval jutunk csak az alkalmas bazishoz. A kdvetkezd részben néhény alkalmazasi
lehetéséget mutatunk be.

1.6.2 Az elemi bazistranszformaciéo néhany alkalmazasa

Vektorrendszerek linearis fliggetlenségének, illetve 6sszefiiggségének
vizsgalata

Az a feladat, hogy valamely V vektortér egy V) = {y1,...,yn} vektorrendszerérl
el kell donteni, hogy linedrisan fiiggetlen, vagy linedrisan Osszefiigg6. Amennyiben
ismerjiik az ) vektorainak V valamely & bazisara vonatkozé koordindta vektorait,
akkor elemi bazistranszformaciok sorozatdval az X bazis vektorait az ) vektorrend-
szer vektoraival cseréljiik ki. Ha az ) vektorrendszer minden vektora bevonhatd
a bézisba, kicserélve az X-beli vektorokat, akkor egy bazis részrendszere lévén, li-
nearisan fiiggetlen. Ha azonban ) valamelyik y; vektora nem cserélheté ki X-beli
vektorral, mert ezekre vonatkozé koordinatai mind nulldk, akkor y; vagy a zéré vek-
tor, vagy az el6z6leg mar a bazisba bevont )-beli vektorok linearis kombinacidja, és
akkor Y linearisan Osszefiiggo.
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6 Példa. Legyen a J—dimenzids valds V wvektortér egy bdzisa X = {x1,...,x4} €s
az Y = {y1,y2,ys} vektorrendszer vektorainak ezen bdzisra vonatkozé koordindtdi
legyenek

1 —1 3
~1 2 ) —4

yi=| o[ y2=| | & yz=|
0 3 -3

Allapz’tsuk meg, hogy Y linedrisan dsszefiiggd, vagy linedrisan fiuggetlen vektorrend-

szer!

A szémitasokat az aldbbi tabldzatokban végeztiik

Y y2 Y3 Y2 ¥y3 Y3
1 -1 3 y1 | —1 3 Y1 2
zo | —1 2 —4 oz —1 oy | -1
I3 2 =2 6 I3 0 0 T3 0
Ty 0 3 -3 Ty 3 -3 T4 0

Az utolsé tablazatbdl kiolvashatd, hogy az ys vektor az elézd 1épések soran a
béazisba bevont y; és yo vektorok linedris kombinécidja, nevezetesen y3 = 2y; — lyo,
kovetkezésképpen az ) vektorrendszer linearisan 6sszefliggd. O

Kompatibilitas vizsgalat

Mindenekel6tt meg kell magyarazzuk, hogy mit kell azon érteni, hogy egy V vek-
tortér valamely v vektora kompatibilis valamely Y = {yi,...,yn} vektorrendszerre
vonatkozdan. Az ) vektorrendszer linearis burka, mint az méar ismert, a V térnek
egy altere, amelynek elemei éppen ) vektorainak linearis kombinaciéi. A v vektort
az ) vektorrendszerre vonatkozéan kompatibilisnek nevezziik, ha v benne van az Y

linearis burkdban, azaz, ha v az y1, ..., y, vektorok linearis kombinacioja.

7 Példa. Allapitsuk meg, hogy az Rs[t] vektortér (a legfeljebb S—adfoki valds egyiitt-
hatés polinomok tere) p(t) = —t + 3t2 + 2t3 vektora kompatibilis—e a q1(t) = 1 —t,
q@2(t) =1 —12, g3(t) = 1 + 13 vektorok rendszerére vonatkozéan!

Nem nehéz belatni, hogy az Rs[t] vektortérnek az A = {1, ¢, t?, 3} vektor-
rendszere (polinomrendszere) bézis, igy szdmitdsainkat végezhetjiik az erre a bé-
zisra vonatkozé koordindta vektorokkal. Persze az A bézis helyett Rs[t] barmely
més béazisara vonatkozé koordindta vektorokkal is dolgozhatnank, csak akkor a
q1(t),q2(t),q3(t) és p(t) polinomok koordindta vektorainak meghatarozasa kiilon
feladatot jelentene. Szamitasainkat az alabbi tablazatok mutatjak:

qi(t) ax2(t) as(t) | pt) qx(t) as(t) | p(t)
1 1 ) a1 (t) 1 1/ o
t] -1 0 0| -1 — ¢ 1| -1
12 0o -1 0 3 12 -1 0 3
3 0 0 1 2 t3 0 1 2
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as(t) | p(t) p(t)

q1(t) 0 1 q1(t) 1

— (1) Ll =1 — @) -3
t? 1 2 12 0

3 2 at) | 2

A legutolsé tablazatbdl kiolvashaté, hogy a

p(t) = qi(t) — 3q2(t) + 2q3(1),

és valoban —t+3t2+2t3 = (1 —t) — 3(1 — %) +2(1+¢3), ami tehat azt mutatja, hogy
a p(t) vektor kompatibilis a {qi(¢), g¢2(t), g¢3(t)} vektorrendszerre vonatkozdan.
|

Kovetkezd példankban megmutatjuk, hogy a linedris egyenletrendszerek kompati-
bilitdsi problémaként is kezelheték. Persze a linedris egyenletrendszerek &dltalanos
targyalasara majd még késébb visszatériink az alkalmazasokrol szdélé fejezetben,
itt most csak azt szeretnénk érzékeltetni, hogy tulajdonképpen, mar rendelkezik
az olvaso azzal a technikdval, amely egy linedris egyenletrendszer megoldasdhoz
sziikséges.

8 Példa. A kislanyom, Anna nagy pénzqyiijté. Természetesen a papirpénzek mellett
szamos fém pénzérmét is dsszeqyiijtott. A teljes kollekcioja 48 db érmét tartalmaz, és
értéke 160 Ft. Gyljteményében legtobb az 1 Ft-osok szdma. 2 Ft—os viszont 10—zel
kevesebb van, mint forintos. A 10 Ft-osok, 5 Ft—osok és 2 Ft—osok szdma dsszesen
is 5—tel kevesebb, mint a gytdjteményben lévd 1 Ft—osok dsszértéke. Azt tudjuk még,
hogy 1-gyel tobb 10 Ft-osa van mint 20 Ft-osa. Allapz’tsa meg, hogy Anna pénzérme
kollekcidja milyen dsszetételi!

A latszélag komplikalt feladathoz egy nagyon is egyszerii matematikai modell
rendelhet6, amelynek megoldédsa valéban gyerekjaték. Legyen ugyanis az 1 Ft—osok,
2 Ft—osok, 5 Ft—osok, 10 Ft—osok és 20 Ft—osok egyelére ismeretlen szama rendre:
&1, &, &3, &4, illetve &5 darab. Akkor ezek az ismeretlenek a fenti informécidk szerint
eleget tesznek a kovetkezo egyenleteknek.

S +&+8+8&a+8 = 48

& + 285 + 583+ 10&4 + 2065 = 160
&s1—& = 10
§1—&—&—-8& =5
a—& = 1

Ha az egyes ismeretlenek egytitthatéit egy—egy oszlopvektorba gytjtjiik, csakuigy,
mint az egyenletek jobboldalan 1év6 konstansokat, akkor a fenti egyenletrendszer a
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1 1 1 1 1 48

1 2 ) 10 20 160
Gl 1 j+&| -1 |+&| 0(+&| 0]+&| 0= 10

1 -1 —1 -1 0

0 0 0 1 —1 1

alakot olti. Ezt a vektoregyenletet interpretalhatjuk gy, hogy adott 5-komponensii
oszlopvektorok olyan linearis kombinaciéi keresenddk, amelyek egy adott 5-kompo-
nensi oszlopvektort eredményeznek. A linedris kombindciéban szerepl6 egyiittha-
tékat kell meghataroznunk. Ilyen feladatot mér oldottunk meg, ugyanis ha meg-
vizsgéljuk, hogy az egyenletrendszer jobboldalan szereplé konstansok oszlopvektora
kompatibilis-e az egyiitthatdk oszlopai alkotta vektorrendszerre vonatkozdan, akkor,
amennyiben igenlé a véalasz rogton megkapjuk, hogy a vektorrendszer vektorainak
milyen linearis kombinacidja a konstansok oszlopvektora, nemleges valasz esetén
pedig azt allithatjuk, hogy az egyenletrendszernek nincs megolddsa. Az a jogos
kérdés meriilhet fel, hogy az itt szerepld oszlopvektorok melyik vektortér vektorainak
és azon vektortér melyik bazisara vonatkozo koordinata vektoraiként kezelendok. Az
5-dimenzi6s valés R® térben az € = {e; =0,...,0,1,0,...,0] |i=1,...,5}, ahol
tehdt e; az i-edik egységvektor, olyan bazis, amelyre vonatkozéan minden R-beli
vektor koordinatai és komponensei egyenlok. Célszerii tehat ezt a vektorteret valasz-
tani, és ebben az egyenletrendszert kompatibilitasi probléménak tekinteni. Alabb a
szamitasok menetének érzékeltetésére feltiintettiik az induld, a kozbiilsé és a meg-
oldést szolgaltato elemi bazistranszformaciés tablazatokat, amelyben ag, ..., as-tel
fejléceztiik a &1, ...,&s ismeretlenek egytitthat6ibdl képzett oszlopokat, a konstan-
sok oszlopat pedig b jeloli. Minden tablazatban bekereteztiik a generald elemet és
persze a general6 elemeket igyekeztiink tigy megvélasztani, hogy a szdmitasok minél
konnyebben legyenek elvégezhetok.

ai ay as ay as b ao as ay as b
er] 1 1 1 1 1| 48 er|] 2 1 1 1| 38
es| 1 2 5 10 20160 es| 3 5 10 201|150
e3 1 0 0 0|10 a|-1 0 0 10
es| 1 -1 -1 -1 0| 5 es| 0 -1 -5
es| 0 0 0 1 —-1| 1 es| 0 0 1| 1

ag a3 as| b aa a3z| b

er| 2 0 1] 33 e | 2 29

es| 3 =5 20100 es | 3 —25120

a1 0 0] 10 al-1 0]10

asl 0 1 0] 5 as| 0 1| 5

es| 0 —1 —4 as| 0 1| 4
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an b b
as -2 —29 as 1
ey | |-47|| =705 az | 15
— —
al -1 10 al 25
a4 2 34 ayq 4
as 2 33 as 3

A linedris egyenletrendszernek egyetlen megoldasa van, mert a jobboldalon szerepl6
konstansok b oszlopvektora az egyiitthatok oszlopvektorainak egyértelmi

25-a1+15-as+1-a3+4-a4+3-as

linearis kombinaciéja. Ezek alapjan, Anna gytijteménye 25 db 1 Ft—ost, 15 db 2 Ft—
ost, 1 db 5 Ft—ost, 4 db 10 Ft—ost és 3 db 20 Ft—ost tartalmaz. O



2. Fejezet

Linearis leképezések,
transzformaciok

A lineéris leképezések és transzforméacidk a vektorterek elméletének, mind az alkal-
mazasok, mind matematikai szempontbdl, legérdekesebb és legfontosabb fejezete.
Innen ered az oly sok alkalmazasban szerephez juté matrixaritmetika is.

2.1 A linearis leképezések elemi tulajdonsagai

Bevezetésként egy nagyon egyszerli problémat fogalmazunk meg, annak
érzékeltetésére, hogy a linearis leképezések fogalma a mindennapi élet feladatainak
modellezése soran, természetesen absztrakcidval keletkezett.

Egy lizem m kiilonb6z6 eréforras felhasznalasaval n-féle terméket gyart. Isme-
retes, hogy a j-edik termék egy darabjanak elkészitéséhez az i-edik erdforrdsbol oy
egységnyire van sziikség. Megallapitandd, hogy kiilonbo6z6 termelési programok meg-
valésitasahoz az egyes eréforrasokbdl mennyi sziikséges. A probléma matematikai
modellezése a kovetkezOképpen torténhet. Minden termelési programhoz hozzaren-
delhetd egy-egy t € R™ vektor, amelynek j-edik komponense a j-edik termékbol
gyartandé mennyiség. Ugyancsak minden termelési programhoz tartozik egy erd-
forras felhasznélasi s € R™ vektor, amelynek i-edik komponense pedig az i-edik
er6forrdsbdl felhaszndlt mennyiséget mutatja. A kilénbozé lehetséges t tervek és
megvaldsitasukhoz sziikséges s eréforrasvektorok kozott, legaldbbis ha tovabbi mel-
l1ékfeltételeket nem vesziink figyelembe, linedris a kapcsolat,

n
si:Zaijtj (izl,...,m),
j=1

amin azt értjik, hogy ha a t; terv megvaldsitdsihoz si, a to program meg-
valdsitdsahoz pedig sy eroforrasfelhasznédlas tartozik, akkor az egyesitett program
azaz a t] +to megvaldsitdsa si + so er6forras felhasznalasaval lehetséges. Ugyancsak,
valamely t program (3-szorosdnak megvalésitasa 3-szor annyi eréforras felhasznalasé-
val lehetséges, mint a t terv teljesitése. Hasonlé problémak matematikai abszt-
rakcidja vezet a vektorterek linedris leképezéseinek, illetve transzformacidinak a fo-
galméhoz.

43
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2.1.1 Definicié. Legyenek V és W ugyanazon F test feletti vektorterek. Egy A :
V — W leképezést linedris leképezésnek neveziink, ha

Ve,y €V :Va,B €F: Alax + By) = aA(z) + BA(y)

teljestiil. Ha' V. =W, akkor az A : V — V linedris leképezést linedris transzformd-
cionak nevezzik.

A V vektorteret tdrgyvektortérnek, mig a W-t képvektortérnek nevezziik. A defi-
nicié alapjan mondhatjuk, hogy a linearis transzformaciok specidlis, egy vektortér-
nek onmagéba valé linedris leképezései, ezért ahol ez lehetséges, allitasainkat linearis
leképezésekre bizonyitjuk.

2.1.1 Példak linearis leképezésekre és transzformaciokra

1. Ha & : V = W izomorf leképezés, akkor az izomorf leképezés definicidja
alapjan, eleget tesz a linearis leképezésektol megkovetelt feltételeknek. Hang-
stulyoznunk kell, hogy forditva nem igaz, nem minden linearis leképezés izomor-
fizmus.

2. Egy F test feletti V' vektortér linearis transzformacidjara egyszeri példa az a
leképezés, amit tetszbleges o € F skalar indukdl az

r—ar (xeV)
megfeleltetéssel. Ez a vektortér axidémaibdl kovetkezik.

3. Tekintsiink a 3-dimenziés valds térben, — amin értsiik a térbeli, rogzitett
kezd6pontu helyvektorok terét — egy tetszOleges, origén atmené egyenest és
forgassunk el minden vektort ezen egyenes koriil valamilyen rogzitett ¢ szoggel.
Ezt gy kell végrehajtani, hogy a helyvektor minden pontjat elforgatjuk az
egyenes koril a rogzitett ¢ szoggel. Ez a leképezés is linedris transzforma-
cié. (A figyelmes olvasénak igaza van, amikor megjegyzi, hogy nem tudja mit
értsen ponton és mit egyenesen. Kérjiik, hogy pontos definidlasukig gondoljon
a koznapi értelemben haszndlt térbeli pontra és egyenesre!)

4. Vegyiik most a 3-dimenzids valds tér egy origdn atmend sikjat és tiikrozziink
minden vektort erre a sikra. Ez a leképezés is linedris transzforméacio. Az a le-
képezés, ami minden vektorhoz egy origén atmend sikon valé vetiiletét rendeli,
ugyancsak linedris transzformacio.

o

Mindkét eloz6 példaban feltiing lehetett, hogy a tér vektorait origén atmend
egyenes koriil forgattuk, illetve origon atmend sikra tiikroztikk. Ennek az az
egyszerl oka, hogy a tér zéréeleme, az origd, fix kell maradjon barmely line-
aris transzformaéaciéndl, illetve a zéré vektor képe zéré vektor minden linedris
leképezésnél.

5. Tekintsiik most a valés egyiitthatés polinomok R[t] terét és minden p(t) € R[t]-
re legyen %p(t) a derivaltja p(t)-nek. Analizisbél j6l tudjuk, hogy a d/dt
derivalasi operacio is linearis transzformacio, hiszen

d d d
a(af + Bg) = agef+0339-
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Ebbdl kovetkezik, hogy igaz az az dltalénosabb allités is, hogy tetszdleges [a ,b]
intervallumon differencidlhaté fiiggvények Dy, vektorterének a derivélds li-
nearis transzformécidja.

6. Legyen a valés egyiitthatés polinomok R[t] vektorterének S az az 6nmaga-
ba val leképezése, amely minden p(t) € R[t] polinomhoz, annak [ p(z)dx
integral fliggvényét rendeli. Akkor S linedris transzformacidja R[t]-nek, amint
azt analizis tanulmanyainkbdél ugyancsak jol tudjuk.

7. Legyen Ij,y az [a, b] intervallumon Riemann—integrélhaté valds fiiggvények
vektortere és R a val6s szdmok 1-dimenziés valds vektortere. Az az [ : Ijqp —
R hozzédrendelés, amely minden f € I}, fliggvényhez annak ff f(x)dx in-
tegraljat rendeli linearis leképezés.

Valéban, ha f,g € Ijqy és , (3 tetszOleges valds szamok, akkor
b b b
[ (@r@) + By do=a [ f@)do+ 5 [ g(o)da.

8. Egy vektortér dudlisanak, azaz a linedaris fliggvények vektorterének minden
eleme, a linearis fiiggvények definicidja alapjan, ugyancsak lineéris leképezés.

Megmutatjuk, hogy altalaban hogyan lehet linearis leképezéseket definidlni.

2.1.2 Allitas. Legyenek ezért V- és W tetszdleges, ugyanazon F test feletti vek-
torterek és X = {x1,...,xn} V-nek tetszdleges bdzisa. Ertelmezziik az A:V — W
leképezést a kovetkezdképpen:

Legyenek A(z1),...,A(zy) tetszdleges elemek W-ben és barmely v € V wvektor
A(v) képét a kovetkezd eljardssal hatdrozzuk meg:

(a) Elédallitjuk v-t X vektorainak linedris kombindcidjaként:

V=E121 + ...+ Enln,

(b) és az A(v) képelemet az A(x1),...,A(x,) € W wvektorok ugyanazon egyiittha-
tokkal képzett linedris kombindcidjaként adjuk meg, azaz

A(v) défslA(xl) + .. enA(zy).

Akkor az gy értelmezett A leképezés V -nek W -be vald linedris leképezése.

Bizonyitas. Az értelmezett A hozzarendelés egyértelmii, mert minden v € V
vektornak az X bazisra vonatkozdé koordinatai egyértelmiien meghatarozottak. fgy
csak azt kell még megmutatnunk, hogy az A leképezés linedris. Legyen u € V egy
tetszbleges masik vektor, és tegyiik fel, hogy v = p121 + - - - + ppxy. Tetszoleges

és (8 skalarokra,
n

au+ fv = Z(Oztpi + Bei)xi,

i=1
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igy ehhez a vektorhoz az A leképezés az

n
Alou + o) =Y (s + Bei) Alas)
i=1
vektort rendeli. Az A(u) = @1 A(x1) + -+ onA(xy) és az A(v) =1 A(z1) + ... +
enA(zy) vektorok a és (3 skaldrokkal képzett linedris kombindcidja

n

aA(u) + BA(v) = Z(acpi + Bei) A(xy)

i=1

tehat teljesiil a
A(au + fv) = aA(u) + BA(v)

linearitasi feltétel. a
Vegyiik észre, hogy minden linearis leképezés ilyen, abban az értelemben, hogy
a bazisvektorok képei mar egyértelmiien meghatarozzdk a leképezést.

2.1.2 Linearis leképezések magtere és képtere

2.1.3 Definicié. Minden A :' V. — W linedris leképezéshez tartozik két hal-
maz, a ker (A)-val jelolt magtér, és az im (A)-val jelolt képtér. Ezeket formdlisan a
kovetkezdképpen adhatjuk meg:

o ker (A) ={z eV | A(x) =0}
e im(A)={2'eW|JzeV:A)=2a"}

Szavakkal megfogalmazva ugyanezt: az A : V. — W linearis leképezés magte-
re, a V vektortér azon elemeinek halmaza, amelyek a W vektortér zérovektorara a
képzodnek, a képtér pedig a W azon elemeinek a halmaza, amelyek hozza vannak
rendelve V-beli vektorokhoz képekként. Fontosnak tartjuk hangsilyozni, hogy a
képtér altalaban nem azonos a W vektortérrel, hanem annak csak részhalmaza.

A kovetkezd allitas alatdmasztja, hogy a magtér és képtér elnevezések indokoltak.

2.1.4 Allitds. Ha A :V — W linedris leképezés, akkor ker (A) altere V-nek és
im (A) altere W-nek.

Bizonyitas. Mindkét allitast a (1.3.3) éllitasra tdmaszkodva gy bizonyitjuk,
hogy megmutatjuk, hogy mind ker (4), mind im (A) zart a linedris kombinaci6
képzésére nézve. Legyenek u, v € ker (A) tetsz6leges vektorok és «, 5 € F tetszoleges
skalarok. Akkor a

Aau + pv) = aA(u) + BA(v) = a0+ 0 =0
szamolds mutatja, hogy au + fv € ker (A).
Ha, ¢',t' € im (A) tetszbleges vektorok, akkor vannak olyan s,t € V vektorok,

hogy A(s) =5 és A(t) =t'. De akkor barmilyen «, 3 € F skaldrok mellett

as' + Bt = aA(s) + BA(t) = A(as + (i),
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ami éppen azt mutatja, hogy as’+ (t’ is képe valamilyen, nevezetesen az as+ (3t € V
vektornak. Igy as’ + Bt' € im (A), tehat im (A) is zart a linedris kombinécié képzés-
re, kovetkezésképpen altér. O

Az el6zé allitasbol azonnal adédik, hogy egy V' vektortér valamely A lineéris transz-
formacidjanak magtere is és képtere is altere V-nek.

2.1.5 Definicié. Az A linedris leképezés p(A) rangjan képterének dimenzidjdt,
v(A) defektusan, pedig magterének dimenzidjdt értjiik.

A kovetkezd tételben kapcsolatot teremtiink V) az ugynevezett targyvektortér
dimenzidja, a linearis leképezés rangja és defektusa kozott.

2.1.6 Tétel. Ha A :V — W linedris leképezés, és V wvéges dimenzids, akkor
dimV = p(A) + v(A).

Bizonyitas. Mivel v(A) = dimker (A) és p(A) = dimim (A), elegendd azt meg-
mutatni, hogy ha ker (A) egy bézisa az {ai,...,a,} vektorrendszer és im (A) egy
bazisa az {A(b1), ..., A(bs)} vektorrendszer, akkor az {ay,...,a,,b1,...,bs} vektor-
rendszer bazisa V-nek. E vektorrendszer linearis fliggetlenségét bizonyitando, legyen

Q1ay + -+ Qpay + Biby + -+ Babs = 0. (2.1)

Véve az egyenléség mindkét oldalan 1évé vektornak az A leképezés altal meghaté-
rozott képét, figyelembe véve, hogy a; € ker (A) (i = 1,...r)-re, és, hogy a zérd
vektor képe minden linearis leképezés mellett a zérd vektor, kapjuk, hogy

BrA(b1) + -+ BsA(bs) = 0.

De ez csak ugy lehet, ha 5y = ... = s = 0, mert hiszen {A(b1),..., A(bs)} bézisa,
igy linedrisan fiiggetlen vektorrendszere im (A)-nak. Akkor viszont a (2.1) egyenlet
mar az egyszeribb

ara; + -+ apar =0

alaki. Ebbél mar az is kovetkezik, hogy oy = ... = o, = 0, mert az {a,...,a,}
béazisa, igy linedrisan fiiggetlen vektorrendszere ker (A)-nak.
Meg kell még mutatni azt is, hogy az {ai,...,ar,b1,...,bs} vektorrendszer

generalja V-et. Legyen ezért v € V egy tetszoleges vektor. Tekintve, hogy
A(v) € im (A), kapjuk, hogy

A(v) = 61A(b1) + - 6, A(bs),
amibél, atrendezéssel, és kihasznalva, hogy A linedris leképezés az
A(v = (81by + -+ d5bs)) =0
egyenléséghez jutunk. Ebbol az kévetkezik, hogy
v — (01b1 + -+ + d5bs) € ker (A)

és igy
v = (0161 + -+ + dsbs) =101 + -+ + rar
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Innen az egyenléség atrendezése utan kapjuk, hogy
v:71a1+"'+'Yrar+5lbl+"'+6sb57

tehdt az {ai,...,a,,b1,...,bs} vektorrendszer generdtorrendszere is V-nek. O

A fenti bizonyitasbdl kideriil, hogy ha az A a véges dimenziés V' vektortérnek
valamely W vektortérbe vald linearis leképezése, akkor van V-nek az A képterével
izomorf altere. Ezért azt gondolhatnank, hogy egy V' vektortér megkaphaté barmely
linearis transzformacidja magterének és képterének direktosszegeként. Ez azon-
ban tavolrdl sem igaz. Egyszerd ellenpélda erre a legfeljebb n-edfokd valés poli-
nomok R, [t] terének az a linedris transzforméciéja, amely minden polinomhoz an-
nak derivéltjat rendeli. Ennek a transzformdciénak a konstans polinomok alkotjak
a magterét, mig a képtere a legfeljebb (n — 1)-edfoku polinomok tere. Minthogy
egyetlen n-edfoku polinom sem kaphat6 meg egy konstans polinom és egy legfeljebb
(n — 1)-edfoku polinom 6sszegeként, a képtér és a magtér direktosszege nem egyenld
Ry, [t]-vel. Megmutathat6 azonban, hogy ha az A lineéris transzformacié magterének
és képterének a nullvektoron kiviil nincs kozos eleme, akkor V = ker (A) @ im (A).

2.2 Miuveletek linearis leképezésekkel

Ebben a részben értelmezziik linearis leképezések Osszeaddsat és skalarral vald
szorzasat, megmutatjuk, hogy maguk a linearis leképezések is vektorteret alkotnak
a fenti miiveletekkel.

2.2.1 Linearis leképezések Osszeadasa és szorzasa skalarral

Legyen V és W két, ugyanazon F test feletti vektortér és legyen L(V, W) az Osszes V-
nek W-be valé linedris leképezéseinek a halmaza. Ertelmezziik két A, B € L(V, W)
linearis leképezés Gsszegét az

Yz e V:(A+ B)(z) ¥ Az) + B(z)
definidlé egyenldséggel, és legyen tetszoleges A € L(V, W) linedris leképezés a € F
skalarral valé szorzata az

Ve e Vi (aA)(z) def aA(x)
egyenlGséggel adott.

2.2.1 Tétel. A linedris leképezések L(V,W') halmaza F feletti vektortér a fent
definidlt osszeaddssal és skaldrral valo szorzdssal.

Bizonyitas. El6szor azt kell megmutatni, hogy a definiadlt osszeadasra és ska-
larral val6 szorzasra vonatkozéan L(V, W) valéban zart, azaz két linedris leképezés
Osszege is és egy linearis leképezés skalarral vald szorzata is linedris leképezés. Ha
A és B e L(V,W), akkor az nyilvanvald, hogy Osszegiik is V-bél W-be val6 leké-
pezés, csak azt kell tehat igazolnunk, hogy vektorok linedris kombinacidjat a képvek-
torok ugyanazon skalarokkal képzett linearis kombindaciéjaba viszi. Ezt viszont a
kovetkez6 szdmolas verifikalja:

Vo,w eV :Va,B €F: (A+ B)(aw + fw) =
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= A(av + pw) + B(aw + fw) = aA(v) + fA(w) + aB(v) + fB(w) =

= a(A(v) + B(v)) + B(A(w) + B(w)) = a(A+ B)(v) + (A + B)(w)

Teljesen hasonléan ha v € F és A € L(V,W), akkor nyilvan vA is V-b6l W-be
valo leképezés, de linearitasat még igazolnunk kell. Ezt az aldbbi szamolas mutatja:

Yo,w eV :Va,B €F: (vA)(aw + pfw) =

— yA(av + fw) = (aA(v) + BAw)) = (10)A(v) + (8) A(w) =

= a(7AW)) + BYA(W)) = a(yA)(v) + B(yA) (w)

Igazolnunk kell még, hogy a linearis leképezések az Osszeadasra nézve kommu-
tativ—csoportot alkotnak, illetve, hogy a skaldrokkal valé szorzas is eleget tesz a
vektortér definicigjaban megkovetelt négy tulajdonsignak.

Legyenek ezért A, B, C € L(V, W) tetsz6leges lineéris leképezések és v barmelyik
vektora V-nek. Akkor kihaszndalva, hogy A(v), B(v) és C(v) W-beli vektorok, illetve
a leképezések Osszeadasanak definicidjat, kapjuk, hogy

(a) [A+ (B4 CO)](v) = A(v) + (B+ C)(v) = A(v) + (B(v) + C(v)) =

= (A(v) + B(v))+C(v) = (A+ B)(v) + C(v) = [(A+ B) + C](v)

(b) (A+ B)(v) = A(v) + B(v) = B(v) + A(v) = (B+ A)(v)
(c)Legyen O € L(V,W) az a leképezés, amelyre Vv € V : O(v) = 0 teljesiil. Ez
nyilvanvaléan linedris leképezés és a leképezések Osszeadédsara nézve zéréelem.

(d) Tetszoleges A € L(V,W)-re a (—1)A € L(V,W) pedig, ahol —1 az F test
egységelemének ellentettje, az A leképezés additiv inverze.

A skalarral valé szorzas tulajdonsigait ellen6rizendé legyenek «, 5 € F tetszole-
ges skalarok. Akkor barmely v € V-re

(1) [a(A+ B)](v) = a[(A+ B)(v)] = a[A(v) + B(v)] =

= aA(v) + aB(v) = (ad)(v) + (aB)(v) = [(@4) + (aB)](v)

(2) [(a+ B)Al(v) = (e + B)A(v) = aA(v) + BA(v) = (@A + SA)(v)

(3) [(aB)A](v) = (af)A(v) = a[BA(v)] = a[(BA)(v)] = [a(BA)](v)

(4) Végill, ha 1 az F test egységeleme, akkor (14)(v) = 1A(v) = A(v), amivel
igazoltuk a skalarral vald szorzastdl elvart négy tulajdonsagot. O
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2.2.2 Linearis leképezések szorzasa

Még egy linedris leképezéseken értelmezett miivelettel foglalkozunk ebben a részben,
amit szorzdsnak fogunk nevezni, bar a kompozicié elnevezés talan szerencsésebb len-
ne, mert a valés analizisben a fliggvények kompoziciéjanak megfeleléen definidljuk
a leképezések szorzatat.

Legyen a B € L(V,W) és A € L(W,Z) lineéris leképezések szorzata az az
AB-vel jelzett és V-bdl Z-be képez6 hozzarendelés, amely a

Vv eV (AB)(v) € A(B(v))
egyenloséggel adott, tehat a v € V vektort elébb a B leképezés W-be viszi, majd a
B(v) képet az A leképezés a Z-be. A linedris leképezések szorzata is linedris leké-

pezés. Ennek igazoldsara, legyenek v,w € V és a, 3 € F tetszbleges vektorok, illetve
skalarok, akkor

(AB)(av + fw) = A(B(av + fw)) = A(aB(v) + B(w)) =

— QA(B(v)) + BA(B(v)) = a(AB)(v) + B(AB)(w),
és ezt kellett megmutatnunk.

A linedris transzformaécidk fontossdgat hangsilyozandd, megjegyezziik, hogy egy
V vektortér L(V)-vel jelolt, linedris transzforméciéinak a halmaza, amely persze a
(2.2.1) tétel értelmében maga is vektortér, zart a fenti szorzds miiveletre is, azaz
barmely két A, B € L(V) linedris transzformacié AB szorzata is L(V')-ben van.
Ez lehet6vé teszi linearis transzformaciok nemnegativ egész kitevGs hatvanyainak
értelmezését a kovetkezo rekurziv definiciéval:

AeL(V): AT 6 A" An14 ha n>o0,

ahol I a V vektortér identikus leképezését jeloli, azt, amely minden vektornak
onmagat felelteti meg. I természetesen linedris transzformaécié és tetszdleges A €
L(V)re IA = AI = A. Amint azt &ltaldnosabb esetben, nevezetesen tetsz6leges
fliggvények kompozicidjanal lattuk, a fiiggvények kompozicidja nem kommutativ,
de asszociativ. fgy nem meglepd, hogy a linedris transzformaécidk szorzasa sem kom-
mutativ, de asszociativ és az Osszeadasra vonatkozdan disztributiv.

2.2.3 Linearis transzformacidk inverze

A fiiggvények tanulméanyozasakor azt lattuk, hogy amennyiben a fliggvény egy—egy-
értelmi megfeleltetés az értelmezési tartomany és az érték készlet elemei kozott,
akkor és csak akkor nyilik lehet6ségiink a fliggvény inverzének értelmezésére. Persze
egy tetszéleges A € L(V, W) linedris leképezés akkor és csak akkor egy—egyértelmii
megfeleltetés V és W elemei k6z6tt, ha izomorfizmus, amikor is a V' és W vektorterek
kozott nincs lényegi kiilonbség, legalabbis linedris algebrai szempontbdl.

2.2.2 Definicié. Az F test feletti V vektortér eqy A € L(V) linedris transzformd-
cidgjat invertalhatonak mondjuk, ha kielégiti az alabbi két feltételt:

(i) hav,w € V-re A(v) = A(w), akkor v = w,
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(ii) minden v' € V-hez létezik olyan v € V', amelyre A(v) = v'.

Az (i) feltétel azt fejezi ki, hogy egy invertalhaté linedris transzforméciénak
injektivnek kell lennie, mig az (ii) feltétel azt irja eld, hogy a V vektortér minden
eleme el6 kell dlljon képként, azaz a leképezés sziirjektiv kell legyen. Ezeket a felté-
teleket gy is megfogalmazhattuk volna, hogy a ker (A), magtérnek a zérus altérnek
kell lennie, és az im (A), képtér meg kell egyezzen V-vel. Val6ban, ha ker (A) a zérus
altér, akkor

v,weV iAW) =Alw) = Av) — A(w) = Alv—w) =0 =

—v—weker(d) —=v—w=0<v=uw.

Forditva pedig, mivel A(0) = 0, barmely lineéris leképezés esetén, azonnal
adddik, hogy az (i) feltételnek eleget tevd linedris transzforméciora ker (4) = {0}
teljestil. Az (ii) feltétel im (A) = V-vel valé ekvivalencidja a képtér értelmezésébél
azonnal addédik. A két feltétel véges dimenzids terek esetében egymadssal is ekvi-
valens.

2.2.3 Allitds.  Ha V wvéges dimenzids vektortér, akkor az A € L(V) linedris
transzformdciora ker (A) = {0} akkor és csak akkor, ha im (A) = V.

Bizonyitds. A (2.1.6) tétel miatt, ha ker (A) = {0}, akkor dimV = p(A) =
dimim (A), és linedris transzforméciokrdl 1évén sz6, ez azt jelenti, hogy im (A)
altere V-nek nem lehet valodi altér, az egész V vektortérrel kell megegyezzen.
Forditva, ha im(A) = V, akkor megint a (2.1.6) tétel alapjdn kapjuk, hogy
v(A) = dimker (A) = 0, és ez éppen azt jelenti, hogy ker (A) a zérus altér. 0

A fent igazolt allitds végtelen dimenzids terek linearis transzformaécidira nem igaz.
Egyszerii ellenpélda a valds egyiitthat6s polinomok R[¢] vektorterének az a D lined-
ris transzformacidja, amely minden polinomhoz, annak derivaltjat rendeli. Nyilvan-
valé, hogy D magtere 1-dimenziés, hiszen minden konstans polinom derivaltja a
zér6 polinom, azaz ker (D) nem a zérus altér. Ugyanakkor barmely

p(t) = o+ aqt + - + apt”

polinom el64ll nem is egy polinom derivéltjaként. Valéban tetszéleges 3 € R mellett
a

a1 9 Xn  nt1
t) =0+ apt + —t R et /
q(t) = B +aot + 5t 4. 4+ =

polinom derivéltja egyenld p(t)-vel, amivel igazoltuk, hogy im (D) = R[t] teljesiil.

Az invertalhato linedris transzformacidkat regquldris linearis transzforméciéknak
is szokas nevezni, mig a nem invertalhaté transzformacidkat szinguldrisaknak mond-
juk. A V vektortér reguldris linearis transzformdaciéinak halmazat R(V')-vel fogjuk
jelolni.
2.2.4 Definicié. Ha A € R(V) invertdlhatd linedris transzformdcio, akkor minden
v € V-hez létzik egy és csak egy v € V wvektor, amelyre A(v) = v'. Definidljuk azt az
A~ -gyel jelolt leképezést, amely ehhez a v' vektorhoz éppen v-t rendeli, és nevezziik
ezt az A linedris transzformdcio inverzének.
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Konnyen igazolhatjuk, hogy A~! is linedris transzformécié. Valéban tetszbleges
v',w’ € V vektorokhoz léteznek olyan egyértelmiien meghatarozott v = A~1(v')
és w = A1 (w') vektorok V-ben, amelyekre A(v) = v’ és A(w) = w'. Akkor A
linearitasa folytan, tetszoleges «, 5 € F skalarok mellett

Alav + Bw) = aA(v) + BA(w) = av’ + Bu’,
kovetkezésképpen

AN av + pu’) = av + pw = a A7 (V) + AT (W)

Példak invertalhatd linearis transzformacidkra

1. A V vektortér identikus leképezése, I nyilvanvaldéan invertdlhaté linedris
transzformacié, és I~ = I.

2. A sik helyvektorainak terében az a transzformécid, amely minden vektorhoz
valamely, az origén atmend egyenesre vonatkozo tiikorképét rendeli ugyancsak
invertalhatod, és inverze 6nmaga.

3. Szintén invertilhaté a 3-dimenzids tér helyvektorainak valamely origén atme-
noé egyenes koriili, adott a szoggel valé elforgatasa és inverze a 2w — a szoggel
valé elforgatas.

2.2.5 Allitas. HaV véges dimenzios vektortér és A linedris transzformdcidja V -
nek, akkor A invertdlhatdsdganak sziikséges és elegendd feltétele, hogy V' egy tetszdle-
ges X ={x1,...,x,} bdzisat bdzisba transzformdlja, azaz, ha az {A(xy1),..., A(x,)}
vektorrendszer is bdzisa V -nek.

Bizonyitas. A (2.2.3) 4llitds szerint, véges dimenzids V' vektortér esetén egy A
linedris transzformécié pontosan akkor invertalhaté, ha im (4) = V teljesiil. Ugyan-

akkor im (A)-t generélja az {A(x1),..., A(x,)} vektorrendszer. O
Béarmely A € R(V)-re A~! is invertdlhatd, tovabba
-1
(47) =4
és
AA =41 A=1 (2.2)

A (2.2) egyenletek akar a linedris transzformécidk invertalhatésaganak definia-
lasara is alkalmasak, mert igaz a kovetkezo:

2.2.6 Tétel. Ha A,B,C € L(V) linedris transzformdacidkra teljesil, hogy
A-B=C-A=1,
akkor A invertdlhaté és A~' = B = C.

Bizonyitas. Az invertdlhat6sdg (i) feltétele konnyen kaphatd, mert ha v, w € V-
re A(v) = A(w), akkor

v=1(v) = (C-A)(v) = C(A(v)) = C(A(w)) = (C - A)(w) = I(w) = w,
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és nem nehezebb a (ii) feltétel teljesiilésének igazoldsa sem, hiszen barmely v € V-re
a B(v) € V vektor olyan, hogy

A(B(v)) = (A~ B)(v) = I(v) = v.

Ez biztositja A~1 1étezését. Masrészt tetszbleges v € V-re, kihasznalva a leképezések
szorzasanak asszociativitasat kapjuk, hogy

C(v) = C(I(v)) = C(A- B)(v) = (C- A)B(v) = I(B(v)) = B(v),

tehat B = C. A (2.2) egyenletek biztositjak, hogy A~! atveheti B, vagy C szerepét
az el6bbi szadmitds sordn és kapjuk, hogy A~! = C, illetve A~ = B. O
A (2.2.6) tétel bizonyitdsabdl kideriil, hogy az A € L(V) linedris transzformé-
ci6 injektivitdsdt biztositja olyan C' € L(V') létezése, amelyre C' - A = I, mig a
sziirjektivitas feltétele, olyan B € L(V') létezése amelyre A - B = I all fenn. Tek-
intettel arra, hogy véges dimenzids V vektortér esetén a linearis transzformdéciok
invertalhat6sdgénak (i) és (ii) feltételei ekvivalensek, adddik a kovetkezo:

2.2.7 Kovetkezmény. Ha V véges dimenzids vektortérnek A linedris transzfor-
mdcioja, akkor az alabbi dllitdsok egymdssal ekvivalensek:

(i) A invertdlhato,
(ii) létezik olyan B € L(V'), hogy A- B =1,
(iii) létezik olyan C € L(V'), hogy C - A = 1.

Végtelen dimenziés vektorterek esetén, mint allitottuk, mindkét egyenletnek kell
legyen megolddsa. Mutatja ezt a valds egyiitthatés polinomok R[t] terében a de-
rivalasi D illetve integralfiiggvény képz6 S linedris transzforméaciok példaja. Ezekre
DS = I, de egyik transzformacié sem regularis.

A linedris transzforméciék invertdlhatésdgdrdl befejezésiill bebizonyitjuk a
kovetkezo tételt:

2.2.8 Tétel. Ha A és B invertdlhatd linedris transzformdcidi a V' vektortérnek,
akkor AB is invertdlhaté és (AB)™' = B~1A~L

Bizonyitas. A (2.2.6) tétel szerint elegendé megmutatni, hogy AB felcserélhetd
a B~'A~! lineéris transzformaciéval és szorzatuk az identikus transzformacié. Valé-
ban, a linedris transzformaciok szorzasdnak asszociativitdsat kihaszndlva kapjuk,
hogy
(BT'A™YAB)=B YA 'A)B=B'IB=B'B=1
és
(AB)Y(B'A Yy = A(BB YA ' = ATA™ = A4 =1T.
O

A tétel kovetkezménye, hogy ha A invertalhato linearis transzforméacidja V-nek,
akkor A" is invertalhaté és (A")~! = (A~1)".

1. Gyakorlatok, feladatok
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. Ertelmezziik a V vektortér egy Onmagdba valé T leképezését a kovetkezd-

képpen: rogzitsiik V-nek egy vy elemét és minden v € V-re legyen T'(v) def vo +

v, azaz v-nek vg-lal valé eltoltja. Allapitsa meg, hogy linedris transzformécié-e
aT.

. Legyen A : F" — F"~! az a leképezés, amelyre

3 b6
&2
& — &
Alv)=A : = .
fn—l '_
I gn ] fn—l {n

minden v € F*-re.

(a) Mutassa meg, hogy A lineéris leképezés!
(b) Adja meg ker (A) egy bazisét!

(c) Hatdrozza meg im (A) dimenzidjat!

. Legyen A € L(V,W) és M egy altere V-nek. Jelolje A(M) az M-beli vektorok

képeinek halmazat. Mutassa meg, hogy A(M) altere im (A)-nak.

. Bizonyitsa be, hogy ha egy linedris transzformécionak van legalabb két

kiilonbo6z6 jobbinverze, akkor nincs balinverze, és hasonldéan, ha van legalabb
két kiilonboz6 balinverze, akkor nincs jobbinverze.

. Igazolja, hogy egy linedris transzforméciénak pontosan akkor van inverze, ha

egyetlen egy jobbinverze van.

. Terjessziik ki a jobbinverz, illetve balinverz fogalmakat linearis leképezésekre.

Legyen A € L(V,W) és B,C € L(W,V), ahol V és W nem feltétleniil izomorf
vektorterek. Azt mondjuk, hogy B jobbinverze A-nak, iletve C' balinverze
A-nak, ha AB az identikus transzformaécidja W-nek, illetve CA az identikus
transzformécidja V-nek. Mutassa meg, hogy ha dim V' # dim W, akkor A-nak
nem lehet jobbinverze is, meg balinverze is!

. Jelolje O € L(V) a V vektortér azon linedris transzforméciéjat, amely minden

vektorhoz a zérévektort rendeli. Mutassa meg, hogy A, B € L(V)-re AB = O
akkor és csak akkor teljesiil, ha im (B) C ker (A)!

2.2.4 Faktorterek

Ha A a V vektortér egy linedris leképezése valamely W vektortérbe, akkor A indukal
egy =4C V x V relaciét a kovetkezoképpen:

vl =4 v2 <= A(v1) = A(vg) .

Az =4 nyilvanvaléan ekvivalencia relacid, de azontil még rendelkezik azzal a tulaj-
donsaggal is, hogy barmely v € V' és «a skalar mellett, ha

v1 =4 v9 akkor v1 +v=g4v9+ v és avl =4 avg
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is teljestil. Ezzel a tulajdonsaggal rendelkezd ekvivalencia relacidkat kongruencia
reldcioknak hivjuk. Mint ismeretes, az ekvivalencia relaciék mindig meghataroznak
egy osztalyozdst, azaz esetiinkben a V' vektortér részhalmazainak olyan {V;,i € I}
rendszerét, hogy a kiilonboz6 részhalmazok diszjunktak és J,c; Vi = V. A kong-
ruencia relaciék még azt is lehetové teszik, hogy az osztalyok halmazédt vektortérré
tegyiik az alabbi Osszeaddassal és skalarral valo szorzassal:

Vit V¥V, ha w+vj Vi, ahol v €V és v €V,

és barmely « skalar esetén

aVidéij ha oawv; € V; ahol v; € V;.
Talan elsé pillanatra nem nyilvanvald, hogy a megadott miveletek jéldefinidltak.
Kihasznélva, hogy az osztalyozdst kongruencia relacié indukalta, azt kapjuk, hogy
ha v;, v} € Vi és vj,v; € V;, akkor

(] EAvgz>vi+vj EAUZ/-—}—’U]'

masrészt
— / / — / /
Vj =AY = v +v =0+ v;

és kihasznalva az ekvivalencia relacio tranzitiv tulajdonsagat adédik, hogy
v +v; =a v+ ',

ami azt mutatja, hogy egy osztaly barmelyik elemének egy mdsik osztaly barmelyik
elemével vald Gsszege ugyanabban az osztalyban van. Hasonléan barmely « skalérra,
ha v; és v} egy osztalybeli vektorok, akkor awv; és av) is egy osztédlyban vannak. A
=4 kongruencia reléci6 szerinti osztélyok fentiekben definidlt vektorterét V' faktor-
terének nevezziik és V/ =4-val jeloljiik. A =4 kongruencia reldcié értelmezésébél
azonnal kovetkezik, hogy V/ =4 izomorf az A linedris leképezés im (A) képterével.

Barmely osztdly két vektoranak a kiilonbsége a zérdovektort tartalmazd osztalyban,
azaz az A linedris leképezés magterében van, amibol kovetkezik, hogy a V;,i € I
osztaly akarmelyik vektora megkaphatd, ha egy rogzitett v;y vektorahoz hozzaadjuk
ker (A) valamelyik vektorat. Formalizalva ugyanez:

vio + ker (A) = {vig+v | v e ker(4)} =V;.

Azt mondhatjuk, hogy minden osztily a linearis leképezés magterének eltoldsdval
kaphato.

2.3 Matrix reprezentacio

Ebben a részben véges dimenzids vektorterek linedris leképezéseihez téglalap el-
rendezési skalar komponenseket tartalmazé, igynevezett matrixokat rendeliink, és
megvizsgaljuk, hogy a linedris leképezésekkel végzett miiveleteknek milyen métrix-
miiveletek felelnek meg. Meghatarozzuk a linedris transzformécié és inverze matrixa-
nak kapcsolatat, levezetjiik az dltalanos bazistranszformécié egyenletét, végil pedig
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megvizsgaljuk, hogy egy linearis transzformécié matrixa, hogyan fiigg a vektortér
bazisanak megvalasztasatol.

Megjegyezziik, hogy mint minden vektortér esetében, itt is a linearis leképezések
terének elemeihez is rendelhetnénk skalar komponensekbdl felépitett oszlopokat, de
mint latni fogjuk, a matrixok bevezetésének olyan el6nyei vannak, amelyrél nem
szeretnénk lemondani.

Mint mar emlitettiik, egy A € L(V, W) linedris leképezést teljesen meghatéroz
az, hogy V valamely béazisdnak vektorait milyen vektorokra képezi. Valoban, ha
X ={z1,x9,..., 2y} egy bazisa V-nek, akkor barmely v € V' vektor egyértelmiien
kifejezhet6 az X vektorainak

V=¢E1x1 +E2X2 + -+ ERTy
linearis kombinaciéjaként, és akkor
A(v) = e1A(z1) + e2A(z2) + - - enA(xy).

Mivel a képvektorok a W wvektortérben vannak, eléallithaték a W egy YV =
{y1,vy2,...,ym} bézisa vektorainak linedris kombindcidiként. Igy, ha

A(z;) = arjyr + aojye + -+ Qmjym J=1,...,n,
akkor

A(w) = ei(lanyr +a2iy2 + -+ ami¥ym) +
+ea(a12y1 + a2y + -+ - + maym) +

+en(ainyr + a2ny2 + - -+ AmnYm) =
= (111 + e20012 + -+ - + €nin)y1 +
+(e1a91 + e20i22 + - -+ + Enan) Y2 +

+(51am1 +éeoama + -+ 5namn)ym-

Az «a;; skalarokat a linedris leképezés X, ) bazisparra vonatkozé koordindtdinak
nevezzik és az

a1 19 e A1n
a9 a99 . Aon
A3 =
y =
aAm1 Om2 ... Omn

téglalap alaku skaldrtabldzatot az A € L(V, W) linedris leképezés X', ) bazisparra
vonatkozé matrixdanak nevezziik. A leképezés matrixat, csakdgy, mint a vektorok
koordinata vektorait, vastagon szedett betiivel jeloljik, a fels6 index jeloli a V, az
ugynevezett targyvektortér alapul vett bazisat, mig az alsé indexszel utalunk a W,
az ugynevezett képvektortérben rogzitett bazisra. Idénként, a jelolés egyszertisitése
érdekében az alsé és felsé indexeket, elhagyjuk, ha a szévegkornyezetbdl kideriil,
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hogy melyik bazisparra vonatkoznak a szébanforgd leképezés koordinatdi. A métrix
elemeit duplan indexeztiik, az els6 index az elem soranak, a masodik az oszlopanak
a szamat mutatja, és ha a matrixnak m sora és n oszlopa van, akkor azt mondjuk,
hogy m x n tipusid. Ha egy matrixnak csak egyetlen sora van, akkor sormétrix-
nak is fogjuk nevezni, mig ha csak egyetlen oszlopa van, akkor oszlopmatrixnak is
fogjuk nevezni, és jelolésiikre vastagon szedett kis latin betiiket haszndlunk. A sor-
matrixokat az oszlopmatrixoktdl gy kiillonboztetjilk meg, hogy felsé indexként a
jelet alkalmazzuk.

Felhivjuk az olvasd figyelmét arra, hogy a leképezés matrixat alkotd oszlopok
éppen az X bazis vektorai képének ) bazisra vonatkozd

a11 12 Qn

Q21 Q22 Qo
Alx)y=1{ . |, Al@y=| . |, Alzn)y=

am1 (0799 Omn

koordindta vektorai, és a v vektor A(v) képének ) bézisra vonatkozé koordinédta
vektora
€101 + 20012 + - -+ EpQin

€191 + €209 + + -+ + EpQioy
A(v)y = : =

€10m1 +€20um2 + - - + Enmn
= 51A(x1)y + €2A(l‘2)y + -4+ €nA($n)y.

Erdemes felfigyelni arra is, hogy a fenti linedris kombinaciéban a skalaregyiitthaték
éppen a v vektor X bézisra vonatkozé koordinatai.

Meg kell emliteniink, hogy amennyiben egy A € L(V) linedris transzforma-
ciét koordinatizalunk, akkor V-nek csak egy bézisat rogzitjik, mondjuk X =
{z1,29,..., 2, }-et, és A matrixa

A)( = [A($1)X, A(xg)x, e ,A(xn)X]

felépitésii lesz, és tekintve, hogy ebben a matrixban minden oszlop n-elmi, ez egy
négyzet alaki skaldrtdblazat. Az ilyen négyzetes, n x n tipust maéatrixok esetében az
n szadmot a matrix rendjének nevezziik.

1 Példa. Legyen a 2-dimenzids tér egy bdzisa az T = {i,j} egymdsra merdleges,
eqységnyi hosszusdagu helyvektorok rendszere. Hatdrozzuk meg a tér azon F transz-
formdcicjanak a mdtrizdt ebben a bdzisban, amely minden vektort az origé koril ¢
szdggel elforgat az oramutatd jardsdval ellentétes iranyba.

Az 2.1 abrardl leolvashatd, hogy az i vektor ' képe, illetve a j vektor j’ képe:

i’ =cospi+singj és j = —singi+cosdj.
fey
. cos ¢ , —sing
F = s F =
(D)2 [ sin ¢ ] o )z [ cos ¢ ]
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sin ¢ j

| b

——— —singi ——k— cospi —

2.1. dbra: A sik forgatdsa

tehat
cos¢p —sing
Fzr=1| .
sin ¢ cos ¢
a transzformaécié matrixa az Z bazisban. O

2 Példa. Az T test feletti V wvektortér egy y* : V — F linedris fliggvényének, mint
linedris leképezésnek hatdrozzuk meg a mdtrizdat a V vektortér X = {x1,...,x,} és
az F, mint 1-dimenzids vektortér {1} bdzisdra vonatkozdan, ahol 1 az F test egység-
elemét jeloli.

Mivel y?ff} = [y" (x> Y (%)), gy ha y*(z;) = & minden i(= 1,...,n)-
re, akkor az y* linedris fliggvény matrixa a valasztott bazisparra vonatkozdan az
1 x n tipusd

y?ﬁ = [617"'7571}7

azaz egy sormatrix. Ez volt az oka annak, hogy egy V vektortér dudlisat V*-gal
jeloltiik. Mint lattuk, az a forditott allitas is igaz, hogy minden n komponensti F™*
sorvektor meghatérozza V egy linedris fiiggvényét, mert a komponensekkel megadva
a linedris fliggvénynek az X bazis vektoraihoz rendelt skaldrokat, a lineéris figgvény
egyértelmiien meghatarozott. a

Legyen a V vektortér N linearis transzforméciéja olyan, hogy egy X =
{z1,...,x,} bézisdnak vektorait az N(x1) = \z1,..., N(x,) = A\px, vektorokba
viszi, ahol A1, ... An € F skalarok. Akkor az N transzforméacié métrixa az X bazisban

A 0 .00

0 X ... O
N: I

0 0 ... X\

ugynevezett diagonalis mdtriz. Az elnevezést az indokolja, hogy legfeljebb a méatrix
foatlojanak elemei — az azonos sor— és oszlopindexii elemek — kiilénboznek zérotol,
a tobbi elem mindegyike nulla.
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2.3.1 Miveletek matrixokkal

Ebben a részben definidljuk a métrixok Osszeadasdt, skaldrral vald szorzasat és
szorzasat. A maéatrixmiveletek értelmezésekor tekintettel leszlink arra, hogy a mat-
rixok linearis leképezésekhez tartoznak, ezért elvarjuk, hogy a linedris leképezések
Osszegének matrixa legyen egyenl6 a tagok matrixainak definidlandé 6sszegével, line-
aris leképezés skaldrszorosdnak métrixa legyen a leképezés matrixanak skaldrszorosa,
és linearis leképezések szorzatanak matrixa legyen a tényezo leképezések matrixainak
szorzata.

Matrixok Osszeadasa

Tekintsiink ezért két A, B € L(V, W) linearis leképezést, és tegylik fel, hogy V egy

X ={x1,...,2n} és Wegy Y ={uy1,...,ym} bazisdra vonatkozé matrixaik az
11 12 ... Oqn
a21 a2 ... (Q9p

AUml Om2 ... Qmp
és
/611 /812 e ﬂln

Bar P22 ... Pon
B = [B(z1)y,B(z2)y, ... Bzn)yl = | . S
ﬁml Bm2 cee ﬁmn

Az A+ B linearis leképezéshez tartozé matrix minden oszlopa ugyancsak meg-
kaphaté, ha vessziik az X bazis vektorai A + B leképezéssel kapott képeinek Y
bézisra vonatkozé koordinata vektorait. Mivel a linearis leképezések Osszegének de-
finicidja szerint (A + B)(v) = A(v) + B(v) (v € V) és mert az a hozzéarendelés,
amely egy vektortér vektoraihoz koordinata vektoraikat rendeli izomorfizmus, és igy
osszegvektor koordinata vektora egyenld a tagok koordinata vektorainak Gsszegével,
kapjuk, hogy

A +B=[A(z1)y + B(z1)y, A(22)y + B(22)y, ..., A(zn)y + B(zn)y] =

o+ P ae+ P2 ... i+ Pin
a1+ o1 az+ P2 ... o+ Pog
Qm1 + ﬂml am2 + /BmQ cee Ot /an

A fentiek alapjdn azt mondhatjuk, hogy két métrixot azonos poziciéju elemeik
Osszeaddsaval adunk Ossze, ezért persze az Osszeadandé matrixoknak azonos tipu-
suaknak kell lenniiik.

Matrixok szorzasa skalarral

Hasonléan kapjuk a yA linearis leképezés matrixanak oszlopait, azaz venniink kell
X vektorainak yA képeit, és azoknak az ) béazisra vonatkoz6 koordindta vektorait.
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Mivel (yA)(v) = vyA(v) (v € V), és egy vektor skaldrszorosanak koordindta vektora
egyenl6 koordinata vektoranak skalarszorosaval, kapjuk, hogy

YA = [YA(z1)y, YA(z2)y, - - -, YA(T0)y] =

Y11 Yol ... YOin
Y21 YGQ2 ... YQ2n
Yom1 YOm2 ... YOmn

Tehat egy matrixot gy kell szoroznunk egy skalarral, hogy annak minden elemét
megszorozzuk a skalarral.

A matrixokat gyakran szogletes zardjelek kozé zart dltalanos elemiikkel jeldljiik.
fgy, ha A egy olyan métrix amelynek i-edik sordban a j-edik elem c;j;, akkor az
egész skalartablazat kifrdsa helyett gyakran a rovid A = [ay;] jel6lést hasznaljuk.
A miétrixok Osszeaddsdnak, illetve skalarral valé szorzdsanak a fentiekben rogzitett
szabdlya ezekkel a jelolésekkel igy adhatd meg:

Ha A = [ay;] és B = [§;;] azonos tipust F feletti matrixok és v € F, akkor
minden i(=1,...,m)-re és j(=1,...,n)-re

lvig] + [8i7] < [evij + Big]

Aaij] = brag).

Ha ler6gzitjiik mind V, mind W egy bézisit, akkor minden A € L(V, W) linedris
leképezéshez egyértelmiien hozzarendelheté egy matrix, amelynek elemei a vektor-
terek kozos operatortartomanya, az F testbol valé skalarok és tipusa dim W x dim V.

Forditva, ha vesziink egy tetszéleges dim W x dim V' tipusi méatrixot (téglalap
elrendezésii skalartablazatot), amelynek elemei F-bol valdk, és egy X' bazist V-ben,
és egy Y bazist W-ben, akkor pontosan egy olyan linearis leképezés van V-bol W-be,
amelynek X, ) bézisparra vonatkozd métrixa éppen az adott métrix. Ugyanis, az
adott matrix oszlopai, X vektorai képének koordinata vektorai az ) béazisban, tehat
meghatarozzak minden bazisvektor képét, és V bazisvektorainak képei egyértelmiien
meghatarozzak V minden vektoranak képét.

Jeloljik F,,xn-nel az 6sszes m X n tipusi F test feletti matrixok halmazat, és
legyen ebben értelmezve az Gsszeadds és skaldrral valé szorzas a fentiek szerint. A
(2.2.1) tétel és a fentiekben leirt érvelés szerint Fy,, vektortér F felett. Legyen E;;
az a matrix, amelynek i-edik sordban a j-edik elem 1 (az F egységeleme), minden
més elem pedig 0 (az F zéréeleme). Nem nehéz beldtni, hogy az F,«, térben az

M={E; i=1,....m;j=1,...,n}

matrixrendszer bazis. Ezért igaz az alabbi tétel.

2.3.1 Tétel. Ha V n-dimenzids és W m-dimenzids F test feletti vektorterek, akkor
az L(V, W) linedris leképezések tere izomorf az F folotti mdtrizok Fp, «, vektorterével,
igy m - n-dimenzios.
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Matrixok szorzasa

A matrixok szorzasat definidlandé, legyenek D € L(V,W) és C € L(W, Z) lineéris
leképezések és X = {z1,...,xn}, ¥V = {y1,...
V-ben, W-ben, illetve Z-ben. A CD € L(V,Z) lineéris leképezés matrixanak osz-
lopai az X bazis vektorai C'D leképezéssel kapott képeinek a Z bazisra vonatkozé

koordinata vektorai. Jelolje a D leképezés matrixat

011
21
X _
Dy = :
5m1
ami azt jelenti, hogy
D(xz1) = duy +
D(z2) = d12yn +
D(x,) = 0wy1 +
és a C' leképezés matrixat pedig
711
Y21
Cy=1| |
7p1
amibdl pedig azt tudhatjuk, hogy
Cly1) = iz +

Cly2) = mez1 +

C(ym) = YmZ1 +

Akkor — felhaszndlva, hogy minden v(€ V')-re (CD)(v) = C(D(v)) — kapjuk, hogy

012
022
5m2
0012 +
d2y2  +
dony2 +
712
Y22
"Yp2
Vo122  +
Y222  +
YomZ2 +

(CD)(z1) = 6uC(y1) + 621C(y2)
(CD)(xz2) = 012C(y1) + 022C(y2)

(D)) = 51nCly) + 62nClye)

Yim
Y2m

Ypm

+
+

+

+
_|_

+

_l’_

+
_|_

JUm} és Z = {z1,...,2p} bazisok

5m 1Ym
5m2 Ym

6mnym

YplZp

Yp22p

Ypm~Zp

+  6mnC(Ym) -

5mlc(ym) )
5m20(ym) >
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A fenti egyenléségekben minden C'(y;)-t a Z vektorainak font megadott linedris

kombinacidival helyettesitjiik:

(CD)(x1) = d1i(miz
+  da(v1221
+ Smi(yim1
(CD)(xz2) = 120121
+  d2a(v1221
+ Sm2(yim21
(CD)(zn) = Obin(y1z1
+  don(71221
+ 5mn(’71m21

+ 2122
+ Y2222
+  Yomz2
+ Y2122
+ Y2222
+  Yomz2
+ 2122
+ 72222
+  Yoamz2

—+

+ Ypizp) +
+  Ypezp) +
+ mezp) 9
+ Ypizp) +
+ 7p2 Zp) +
+ 'YLDm Zp) 9
+ przp) +
+  p2zp) +
+  Ypm2p)

Ebbdl mar kiolvashaté a C'D linedris leképezés matrixa, csupan az egyes Z-beli
béazisvektorokra vonatkozé koordinatakat kell 6sszegytijteni és oszlopokba rendezni:

> ohet Y1kOk1,

D1 YokOk1,
(cp)¥ = | 7

>t VokOk1

Doy Y1kOk2,
> k=1 Y2k0k2,

Z?:l ’ka’de)

Ezek szerint, ha azt szeretnénk, hogy
X X
(CD)z = C% -Dy

teljesiiljon. Ehhez két matrix szorzatat a

Y11 Y12 Yim o
Vo1 Y22 Yom 021
C-D= . ]
’Ypl 7p2 7pm 5m1
o1 YikOkLs  Dope1 V1kOk2,
dot | ko1 20k, Dok YokOk2,

o YpkOk1s  Dohe1 VpkOk2,

s D=1 V1kOkn
s ZZIZI ’72k6kn

’ Z;cn:l Vpkdkn

612 5171
022 U
5m2 5mn

s Dbt Y1kOkn
s Dokt V2kOkn

) Z?:l ’ka(skn

egyenléséggel kell definidlnunk. A latottak szerint két matrixot akkor lehet Gsszeszo-
rozni, ha a baloldali tényez6 oszlopainak a szama megegyezik a jobboldali tényezd
sorainak a szamaval. A szorzatnak annyi sora van, mint amennyi a baloldali tényez6
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sorainak a szama, és annyi oszlopa, mint ahdny oszlopa a jobboldali tényez6nek van.
A szorzat i-edik sordnak j-edik elemét e;;-vel jelolve, azt kaptuk, hogy

m
€ij = Y1015 + Yi2b2j + - - + YimOmj = > VikOk; -
k=1

Tehat ¢;; a baloldali matrix i-edik sordban 1évd elemeinek és a jobboldali tényezd
j-edik oszlopaban 1év6 megfeleld elemeivel vald szorzatosszege.

3 Példa. Ha dsszeszorzunk egy m X n tipusi A mdtrizot eqy n x 1 tipusi x mdt-
rixszal, akkor a szorzatmdtriz tipusa m X 1, azaz eqy oszlopmadtrix. Megmutatjuk,
hogy ez az oszlopmdtrix az A mdtrix oszlopainak linedris kombindcidja, amelynél a
skaldregyiitthatok éppen az x oszlopmdtriz komponenser.

Legyenek
a2 ... Qg &1
a1 Qo ... Qo &2
A= és x = ,
Am1l Om2 ... Qmp gn
akkor

&roq1 + &a12 + - -+ Epaan
&rao1 + &aa0 + -+ - + Epaan

Ax = =
glaml + §2am2 + -+ fnamn
a1 12 A1n
Q21 Q29 Q2n
A S R
am1 am2 Qmn,

Bevezetve A oszlopainak jelolésére az

a1 12 A1n

Q21 Q22 Q2n
a; = X , Ay = . N

Qm1 Qm?2 Qmn

szimbo6lumokat, a fenti egyenlOség
Ax =Ga) +&agr+ - + §ran

alakban jelenik meg. O

Hasonléan mutathaté meg, hogy egy 1 x m tipusd y* matrixnak egy m x n tipu-
si A matrixszal valé szorzata 1 x n tipusd, azaz egy sormatrix, és ez az A matrix
sorainak az y* komponenseivel képzett linearis kombindciéja. Ennek igazolasat az
olvaséra bizzuk.

4 Példa. Egy 1 xn tipusi és eqy n X 1 tipusu mdtriznak, azaz eqy sormdtriznak eqy
oszlopmdtrixszal vald szorzata mindkét sorrendben elvégezhetd. Az eqyik sorrendben
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elvégzett szorzds egy 1 x 1 tipusu mdtrizot eredményez, mig a forditott sorrendben
képzett szorzat eredménye n X n tipusiu, tehdt eqy négyzetes mdtriz.

Ennek igazolasara legyen

b
i . P2
a* = oy, a9,...,an] és b=
B
Akkor
b1
B2 n
a* b=[an,an,....an) | | | =D il
: i=1
Br
A forditott sorrendben képzett szorzat
B pfrar Brag ... Prog
B2 facr  Peaz ... [aay
b.-a" = ) lag, e, o] = ' )
Bn Bnor Bnoz ... Bupop
a diadikus szorzat elnevezést viseli. Megjegyezziik, hogy kiilonb6zé méreti oszlop-
matrix és sormatrix diadikus szorzata is képezheto. |

Sok esetben a maétrixokat elonyos tgy felfogni, mint sormatrixokbdl, vagy osz-
lopméatrixokbdl Gsszerakott skalartablazatot. Példaul a maéatrixok szorzatanak ki-
szamitdsakor eldnyos ez a felfogds. Ennek illusztralasidra vezessiik be a kovetkezd
jeloléseket: Az

a1 19 . A1n
a921 a929 . Q92n
A =
UOml Om2 .. Qmn
matrix sorait jelolje rendre aj,a’, ..., a},, azaz
* JR—
a; = [0411,0412, cee 7a1n] s
*
ay = [a2170422a s ,Oézn] ’
* JR—
am - [amlv am27 e aamn] 9
és a
B Bz ... Bip
Ba1 P22 ... 52;;
B=| . o .

Bnl ﬁn2 ﬁnp
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métrix oszlopait jelolje by, ba, ..., b,, tehat legyenek

P11 P12 Bip
Ba1 Ba2 Bap
b, = . , by = ) oo, by = .
/Bnl /Bn2 Bnp
Akkor az
ajb; ajbs ... ajb,
asb; aiby, ... alb
A-B=— 2 2 2%p _
ayb; a;bs ... ajb,
aj
a’B

[Ab;, Aby,...,Ab)] =
a~ B

szorzatmatrix minden eleme az A matrix egy soranak és a B matrix egy oszlopanak
szorzata, minden oszlopa az A matrixnak B valamelyik oszlopaval val6 szorzata, és
minden sora az A valamelyik sordnak a B matrixszal val6 szorzata. Az el6z6ekben
igazoltuk, hogy egy matrixnak oszlopmatrixszal valé szorzata a métrix oszlopainak
linearis kombinécidja, igy allithatjuk, hogy az AB szorzat minden oszlopa az A
oszlopainak linearis kombindciéja. Masrészt, egy sormatrix és matrix szorzata a
matrix sorainak linearis kombinacidja, igy az AB szorzat minden sora a B sorainak
a linearis kombinacidja.

A linedris leképezések reprezenticidjanal lattuk, hogy ha az A € L(V, W) leképezés
matrixa a V-beli X' és a W-beli Y bazisparra vonatkozdan

11 12 qn
Q21 Q22 Q2
AT =
Yy — ’
Am1 Om2 ... Omn

akkor barmely v(€ V') vektor A(v)(€ W) képének koordinata vektora az ) bazisban

€111 + 20012 + + - - + EpQiip
€121 + €222 + - - - + Ex Q2
A(v)y = | , (2.3)
E1Qm1 + E2Qm2 + * -+ + EnQumn

vagy ugyanez mésképpen:

A(v)y =e1A(x1)y + e2A(z2)y + - +enAlxy,)y, (2.4)
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ahol az

€n

oszlop éppen vy, a v vektor X bazisra vonatkoz6 koordinata vektora. Mivel a
koordinata vektorokat is kezelhetjiik ugyanolyan métrixként, mint a linedris leképe-
zésekhez rendelt métrixokat, azok szorzasanak értelmezése szerint a (2.3) egyenlet

roviden igy irhaté
A(v)y = AJ - va, (2.5)

amit a linedris leképezés egyenletének neveziink.

Ha A egy V vektortér linedris transzformdcidja, akkor a (2.5) egyenlet kicsit
egyszerlisodik. Az A € L(V) linedris transzformacié egyenlete az X’ bazisban

Av)x =Ax - vx (2.6)

alaku lesz.

A (2.4) egyenletb8l kovetkezik, hogy az A linedris leképezés im (A) képtere
izomorf a matrixat alkoté {A(z1)y,...,A(z,)y} vektorrendszer linedris burkaval
és ezért az A rangja egyenlo e vektorrendszer rangjaval, amit az A mdtriz rangjdnak
is neveziink és p(A)-val jeloliink.

Matrixok, linearis leképezések és transzformacidék szorzasanak tulaj-
donsagai

Jeloljiik, mint el6bb, az osszes p x m tipust F feletti métrixok halmazat Fpx,-mel,
és hasonléan az m x n tipustak halmazat F,x,-nel. Minden C € F,y,, matrix
szorozhaté minden D € F,, «x, matrixszal, hiszen C oszlopainak a szdma megegyezik
D sorainak a szdmaval. A szorzétényez6k sorrendje viszont nem k6z6mbos, ha p # n
akkor a D - C még csak nincs is értelmezve. Azt sejthetjiik tehat, hogy a matrixok
szorzasa nem kommutativ. Kérdés persze, hogy ugyanez vajon a helyzet akkor is
amikor a két matrix szorzata mindkét sorrendben értelmezett. Egy, mondjuk n-di-
menzids vektortér linearis transzformdacidinak matrixai n x n tipusiak, ellendrizziik
hat, hogy ezek szorzasa felcserélheté-e.

Legyen i )
11 0 0
= 4 D:
“=lo1] © [1 1]’
akkor _ -
11 0 0
-D= s D-C = .
C 11 és C [1 2]

FEz a nagyon egyszeri kis ellenpélda igazolja sejtésiinket:

2.3.2 Allitéas. A mdtrizok szorzdsa nem kommutativ.

Kihasznélva a (2.3.1) tételt azonnal adddik a kovetkezé:

2.3.3 Kovetkezmény. A linedris leképezések és transzformdcick szorzdsa nem
kommutativ.
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Megmutatjuk, hogy a matrixok szorzasa asszociativ. Ennek igazoldsa végett
tekintsiink harom &ltaldnos alakd matrixot. Legyenek A = [a;;] m x n, B = [§;]
n x p és C = [vi;] p X ¢ tipusi matrixok és szamitsuk ki mind az A(BC), mind az
(AB)C maétrix altaldnos, i-edik soranak j-edik elemét. Az el6bbi

n

p n p
Z ik (BC)y, Z <Z ﬁmm) =3 (Bunj),
=1

k=11l=1

mig az utébbi

p p n P n
> (AB)ay; =) <Z Oéikﬁkl) M= Z ik Bri)Vij -
=1 I=1 k=1

=1 \k=1

Mivel a skaldarok szorzésa asszociativ, a két szorzat i-edik soranak j-edik eleme
egyenld. Ezzel bebizonyitottuk, hogy

2.3.4 Allitdas. A mdtrizok szorzdsa asszociativ.

Ujra a (2.3.1) tételre valé hivatkozéssal kaphato:

2.3.5 Kovetkezmény. A linedris leképezések és transzformdciok szorzdsa asszo-
ciativ.

Vizsgaljuk még meg ebben a részben, hogy a maétrixok szorzasa disztributiv—e
azok Osszeaddsdra vonatkozéan. Legyenek ezért most A = [a;;] m x n, B = [§;;]
és C = [vi;] n x p tipust matrixok és szamitsuk ki az A(B + C) matrix altaldnos,
i-edik soranak j-edik elemét.

AB+C)yj =Y B+ ) = D qirBj + > qiryi; = (AB+ AC);;
k=1 k=1 k=1

Az eredmény azt mutatja, hogy

2.3.6 Allitas. A mdtrizok szorzdsa Gsszeaddsukra vonatkozéan disztributiv.
A (2.3.1) tétel alapjan, tehat azt is dllithatjuk, hogy

2.3.7 Kovetkezmény. A linedris leképezések, illetve transzformdcick szorzdsa
azok osszeaddsdra vonatkozoan disztributiv.

A matrixok szorzasara mutatott példakndl lattuk, hogy ha egy A € F,x, mat-
rixot szorzunk egy x(€ F,,x1) oszlopvektorral, akkor a szorzatmétrix tipusa m x 1,
azaz egy oszlopvektor F,,x1-ben. Ez az oszlopvektor az A maétrix oszlopainak line-
aris kombindcidja, amelynél a skalarszorzdk éppen az x oszlopvektor komponensei.
Formailag nincs kiilonbség az F,«1-beli métrixok és az F™ koordindta tér elemei
kozott, ezért azonosithatjuk azokat. fgy értelmezhetjiilk m x n tipust méatrixoknak
F™-beli vektorokkal valé szorzasat. Akkor a matrixok szorzasinak tulajdonsigai
alapjan allithatjuk, hogy az

r— Az (v €F", (A€Fuxn)

hozzirendelés az F" koordinitatérnek az F™ koordindtatérbe valé A’ linedris le-
képezése. Ennek birtokdban a linedris leképezések reprezentacidjat kicsit mas szem-
szoghdl is tekinthetjiik:
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Legyen az F feletti n-dimenziés V' vektortérnek az m-dimenziés W vektortérbe
val6 A € L(V,W) linedris leképezése olyan, amelynek matrixa a V-beli X =
{z1,...,2,} és W-beli ¥ = {y1,...,ym} bézisparra vonatkozéan A. A

v A w

linearis leképezéssel ” parhuzamosan”, azt mintegy szimulalva, lejatszddik egy

’
i,ﬂ:m

]Fn
line4ris leképezés a megfelel§ koordindtaterek kozott, és az A’ linedris leképezés kép-
vektorai, a targyvektorokbdl egyszerli matrixszorzassal kaphatok. Megmutatjuk,
hogy a koordindtaterek kozotti A’ linedris leképezés hii modellje az A € L(V, W)
linearis leképezésnek.

Az X bézis meghataroz egy ® : V = F" és az ) bézis pedig egy ¥ : W = F™
izomorf leképezést, amelyek V és W vektoraihoz koordinata vektoraikat rendeli.
Mivel tetsz6leges v(e V') vektorra

teljestil, az A’ leképezés valéban az A leképezés hii mésa. A 2.2 dbra jol szemlélteti
az elmondottakat:

v A w
|4 A:v—w W
) )\
A/
v w
F" A:v—w=A v F

2.2. dbra: Lineéaris leképezés ”szimulacidja” a koordinéta terekben

FEz teszi lehet6vé, hogy barmely, linearis leképezésekkel, vagy transzformaciokkal
kapcsolatos probléma numerikus megoldasakor a targy— illetve a képvektortér vek-
torai helyett, azok koordinata vektoraival szamolhatunk, és a linearis leképezések
hatdsat, azok matrixaival val6 szorzassal szamszerisithetjiik.
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2.3.2 Linearis transzformacidok inverzének matrixa

Egy véges dimenziés V' vektortér barmely A € L(V') linedris transzformaciéjahoz
ugy rendeltiink méatrixot, V egy X = {z1,...,z,} bazisdban, hogy meghatdroztuk a
béazisvektorok {A(z1),..., A(zy)} képeinek {A(z1)x, ..., A(zy)x} koordinata vek-
torait és ezeket az oszlopokat gytujtottiik ossze az

Ay =[A(z1)x, ..., A(xn)x]

n X n tipusi matrixban. Az I € L(V) identikus transzformécié métrixa barmely
béazisban ugyanolyan alaku, hiszen

1 0

0 :
Iz)x=x1,=| |, Hzn)ax =%, = 0 ’

0 1

tehat
s )1 ha i=y, o
Iy = [0;], ahol d;; —{ 0 ha itj (i,j=1,...,n)

a mar jol ismert Kronecker-szimbdlum. A tovabbiakban jel6ljiik ezt a matrixot E-vel
és nevezziik n-edrendli egységmatrixnak. Az elnevezést az indokolja, hogy tetszole-
ges m X n tipusu B és tetszoleges n X p tipust C méatrixra BE=B és EC=C teljesiil,

tehdt E egységelem a métrixok szorzdsmiiveletére vonatkozéan. Ha A € R(V)
reguldris linedris transzformdcié, akkor A=! € R(V), inverze kielégiti az

A-AP =T és AL A=T

egyenleteket. Ebbol, tekintve, hogy linedris transzformaciok szorzatdnak matrixa
egyenld az egyes tényezOk matrixainak szorzataval, az kovetkezik, hogy az inverz
transzformacié méatrixa, A}l kielégiti az

Ay A} '=E é Ay Ay=E

matrixegyenleteket. A (2.2.3) kévetkezmény alapjan azt is allithatjuk, hogy ezen
egyenletek barmelyike egyértelmiien meghatarozza A € R(V') inverzének matrixét
az X bézisban. Tehét reguldris linedris transzforméacié matrixa invertalhaté a mat-
rixok szorzasara vonatkozoéan.

Ennek megfelel6en most mar egy n x n tipusi A € F, x, matrixot is reguldrisnak
vagy mas elnevezéssel nemszinguldrisnak neveziink, ha létezik megoldasa az

AX=E és YA =E

matrixegyenleteknek. Ha a matrix nem invertalhato, akkor a matrixot is, csakigy,
mint a neminvertdlhatd linedris transzforméaciot szinguldrisnak mondjuk. Sokszor
egy matrixrol csupan azt kell eldonteni, hogy regularis vagy szingularis anélkiil, hogy
magara az inverzre sziikséglink lenne. Ilyenkor kihasznalhatjuk, hogy a matrixot
alkoté oszlopok linedaris burka a matrixhoz tartozo linearis transzformacio képterével
izomorf altere az F" koordindtatérnek, ami persze akkor és csak akkor izomorf
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az egész vektortérrel, ha az oszlopok a koordinatatér bazisat alkotjak, kovetkezés-
képpen linearisan fiiggetlen vektorrendszert alkotnak. Meg kell jegyezziik, hogy a
(2.2.3) kovetkezmény szerint az AX=E matrixegyenlet akkor és csak akkor old-
hato meg, ha az YA=E matrixegyenletnek van megoldasa, ezért barmelyik egyenlet
hasznalhato lesz a regularis matrixok inverzének numerikus meghatarozasara.

2.4 Altalanos bazistranszformacio

Mar lattuk, hogy egy vektortér elemeinek koordinata vektorai a tér bazisdnak meg-
véalasztasatdl fligg, s6t az elemi bazistranszformaciordl szolé részben azt is meg-
vizsgéaltuk, hogy a tér vektorainak koordinata vektora hogyan valtozik meg, ha az
1j bazist az eredetibdl egyetlen bézisvektornak egy 1j vektorral valé kicserélésével
kapjuk. Itt most két, tetszOlegesen valasztott bazisra vonatkozo6 koordindta vektorok
kapcsolatat fogjuk jellemezni.

Legyen az F test feletti n-dimenziés V' vektortérnek X = {xy,...,zp} és Y =

{y1, ..., yn} két bézisa és legyen egy tetszéleges v € V' vektor koordinata vektora
€1 €1
Vy = : az X bézisban és vy =
En €n

az ) bazisban. Ez utdbbi pontosan azt jelenti, hogy

vV=€yY1+ -+ nYn. (27)
Mint tudjuk, a vy a v vektor izomorf képe azon @y : V = F" izomorf leképe-
zés mellett, amely az x; € X bazisvektort az e; = [0,...0,1,0...,0], ugynevezett
i-edik egységvektorba viszi minden i(= 1,...,n)-re, ezért a (2.7) egyenletbdl az is
kovetkezik, hogy
Gytjtsiik Gssze az y1,,...,yn, Oszlopvektorokat a B médtrixba, amelyet a bazis-

transzformacié dtmenet mdtrixdnak neveziink, azaz legyen az atmenet matrix

B = [ylx,.. . 7ynx]'

A B atmenet métrix azon B € L(V) lineéris transzformaciénak a matrixa az X' bé-
zisban, amely az X bazis elemeinek az ) bazis elemeit felelteti meg, egész pontosan
amelyre B(z1) = y1,...,B(zn) = yn. Ennek megfeleléen a B transzforméciét bd-
zistranszformdcionak nevezzilkk. Valéban a B transzformécionak a matrixa az X
bézisban

Bx = [B(Il)Xﬂ s 7B(xn)X] = [y1x7 s 7ynx]

éppen az dtmenet métrix. Ezt felhasznédlva, a (2.8) egyenlet az egyszeriibb

alakot Olti. Mivel a B nyilvanvaléan reguléris linedris transzformacié, matrixanak
van inverze, igy a (2.9) egyenlet ekvivalens a

By vy =vy (2.10)
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egyenlettel, amit a bdzistranszformdacid egyenletének neveziink. A béazistranszfor-
macié egyenletét Ugy interpretalhatjuk, hogy amennyiben ismerjik a V vektortér
egy v vektoranak a koordinata vektorat az X béazisban és ismerjik egy 1j ) bézis
vektorainak is a koordindta vektorait az X bézisban, (ezek a bazistranszforméacié
matrixanak, az dtmenet matrixnak az oszlopai), akkor a v vektor ) bézisra vonat-
koz6 koordinata vektora megkaphatd, ha az dtmenet matrix inverzével szorozzuk a
v X bézisra vonatkozé koordindta vektorat.

Persze a bazistranszformacioé egyenletének inkabb elméleti, mint gyakorlati je-
lentésége van, konkrét numerikus feladatok megoldasandl elemi bazistranszforma-
ciok sorozatan keresztiil hatarozzuk meg egy vektor 1j bazisra vonatkozo koordinata
vektorat.

2.4.1 Linearis transzformacié matrixa 0j bazisban

A bazistranszformacié egyenletének ismeretében nagyon kénnyl kideriteni, hogy
milyen kapcsolat van egy linedris transzformacié két kiilonb6z6 bazisra vonatkozd
matrixai kozott.

Ezt a kapcsolatot lefrandd, legyen A az n-dimenzids F test feletti V' vektor-
tér egy linedris transzformacidja, és jelolje Ay, illetve Ay az A matrixdt az X =
{z1,...,2,}, illetve az Y = {y1,...,yn} bazisban. Mint azt j6l tudjuk,

AX = [A(.%’l))(, e ,A(;Un)x]

Ay =[Ay)y,. - Alyn)y]:

Jelolje megint B a V vektortér azon linedris transzformécidjat, amelyre B(x1) =
Y1y, B(xn) = yn. Akkor A(y1) = A(B(x1)),...,A(yn) = A(B(zy)), kovetkezés-
képpen a linedris transzformacick (2.6) egyenlete alapjén

Aly1))x =Ax -B(z1)x, -, Alyn)x = Ax -B(z,)x.
Ebbdl az altaldnos bézistranszformécié (2.10) egyenletét felhasznalva kapjuk, hogy

A(y1)y = BL'A(y1)x =B AxB(z1)x,

A(yn)y = B3'A(yn)x = By'AxB(z,)x .

Vegyiik észre, hogy B(z1)x,...,B(z,)x éppen a B lineéaris transzformécié X ba-
zisra vonatkozé By maétrixanak oszlopai, igy eredménytlink a matrixaritmetikai is-
mereteinket is felhaszndlva a tomorebb

Ay=B}' Ay By (2.11)
forméba irhato.

2.4.1 Definicié. Azt mondjuk, hogy az Ay mdtriz az Ay mdtriznak konjugéltja,
amit a bazistranszformdacio By dtmenet mdtrizdval vald konjugaldssal kaptunk. Két
mdtrizot hasonlénak mondunk, ha az egyik a mdsiknak konjugdltja.
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Tehat egy linedris transzformécié kiillonb6zé béazisokra vonatkozé métrixai ha-
sonldk, amit Ay ~ A y-vel jeloliink.

Nem nehéz megmutatni, hogy a ~ hasonlésigi relacid, ekvivalencia relacié az
azonos tipusi négyzetes matrixok halmazan. Valéban,

(a) egy métrixnak az identikus transzformaciéval valé konjugéltja 6nmaga, tehat a
~ relacié reflexiv,

(b) ha
A=B!A'B— A’ =BAB!,

mutatva, hogy ~ szimmetrikus, és

(c) ha
A=B!'A'B é A'=C'A'C=

— A=B'C'A”CB = (CB)'A”(CB),

igazolva, hogy ~ tranzitiv is.

Regularis linedris transzformacidk inverzének métrixat konnyen meg tudjuk ha-
tarozni a kovetkez6 eredmény ismeretében:

2.4.2 Tétel. Legyen a V wvektortérnek X = {x1,...,xn} és Y = {y1,...,yn} két
tetszéleges bazisa, és B € R(V) az a linedris transzformdcidja, amelyre B(x;) = y;
minden i(=1,...,n)-re. Akkor teljesiilnek az aldbbi egyenléségek:

(i) By =By,
(ii) B;,l =B},

Bizonyitas. A (2.11) egyenlet felhasznédldséval kapjuk, hogy
By = B;'ByBy = EBy = By,
és teljesen hasonléan
B)' =B,'B'By =B}'E=B}"
(]

5 Példa. Legyen a V wvalds vektortér egy bazisa az X = {x1,x2,x3} vektorrendszer
és az A linedris transzformdcid mdtriza ebben a bdzisban legyen

1 0 1
A= 0 1 -1
-1 -1 1

Hatdrozzuk meg az A matrizdt az Y = {y1,y2,y3} bdzisban, ahol

Y1 = 1 + 2x2 — 3,
Yz = o + 3,
Ys = T1 + 2.
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A bazistranszformacio

1 01
B = [yi,,Y24,¥3x] = 2 11
-1 1 0

dtmenet métrixa adott ) vektorainak megaddsaval, igy haszndlhatndnk az Ay =
B~'AB képletet a transzformécié matrixdnak meghatarozdsira az 1j ) bézisban,
ehhez azonban invertalnunk kellene az atmenet matrixot és elvégezni két matrix-
szorzast. Egy kis munkét megspoérolhatunk, ugyanis az A(y;) (i = 1,2,3) vektorok
X bézisra vonatkozd A(yi)x = A -y, (i =1,2,3) koordinata vektorai kénnyen
meghatarozhatdk és akkor elemi bazistranszformaciok sorozataval kiszamithatok az
Y bézisra vonatkoz6 koordindta vektoraik is, amelyek éppen a keresett Ay matrix
oszlopai. Ezeket a szamitasokat kovetheti nyomon az olvasd az aldbbi tablazatok
tanulmanyozédsaval: (a tablazatok fejlécében a bézisra utal6 indexeket elhagytuk, a
tablazatok baloldali oszlopaban ugyis fel vannak tiintetve a bézisvektorok)

Y1 Y2 Y3 A(Y1 A(Yz A(y3

)
[ [1] 0 1 0
3

x| 2 1 1
x5 -1 1 0| —4

)
1
0
0

)
Y1 0 1 0 1 1
T2 -1 3

3| 1 1 —4 1 -1

)
Y1 1 0 1 1
Y2 —1 3

zs | [2]| -7 3 0

Aly;) Alyy) A(ys)
yi | 72 —1/2 1
g | —1/2  —1/2 1
ys | —=7/2  3/2 0

Az utolsé tablazatbdl mar kiolvashato:
7/2 —-1/2 1
Ay=|-1/2 —-1/2 -1
-7/2 3/2 0



74 2. FEJEZET LINEARIS LEKEPEZESEK, TRANSZFORMACIOK

Els6 rédnézésre nem volt nyilvanvalé, hogy a megadott ) vektorrendszer valéban
bézis, azonban az eljaras soran ez is kideriilt, hiszen X vektorait 1épésrol 1épésre ki
lehetett cserélni Y vektoraival. O

6 Példa. Legyen a V walds vektortér egy bdzisa az X = {x1,x9,x3} vektorrendszer,
és az A linedris transzformdcid mdtriza ebben a bdzisban legyen

1 0 1
A= 0 1 -1
-1 -1 1

Allapz’tsuk meg, hogy A requldris—e, és ha igen, akkor hatdrozzuk meg az A™" inverz
transzformdcio mdtrixdt!

Az A matrixabdl kiolvashatjuk, hogy

A1) = y1 = - 3,
A(902) = Y2 = T2 — I3,
A(.%'3) = Y3 = I1 — X2 + xs.

Az inverz transzformdciéra persze A~ 1(y;) = x; (i = 1,2,3) teljesiil, amibél ki-
olvashatjuk az A=!(y;)x (i = 1,2,3) koordindta vektorokat is. Ezekbdl elemi
bazistranszformécidk sorozatdval meghatarozhaték az A~1(y;)y (i = 1,2,3) koor-
dindta vektorok, és nekiink éppen ezekre van sziikségiink. A szdmitdsokat az aldbbi
tablazatokban végeztiik:

yi Y2 y3|A(y

)
o [ [1] 0 1 1 0 0
x| 0 1 -1 0 1 0
3| -1 -1 1 0 0 1

l
y2 y3|Aly;) A(ys) Alys)
| 0 1 1 0 0
To -1 0 1 0
3| -1 2 1 0 1
l
ys | Alyy) Alyy) Alys)
Y1 1 1 0 0
Y2 | —1 0 1 0
3 1 1 1
|
Aly,) Aly,) Alys)
Y1 0 -1 -1
Yo 1 2 1
Y3 1 1 1
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Az utolsé tabldzatbdl mér kiolvashaté:

0 -1 -1
-1 _
Ajl=11 2 1

111

ami a (2.4.2) tétel szerint ugyanaz, mint A;(l. Persze, amint az el6z6 példaban is,
csak a szamitasok elvégzése kozben deriilt ki, hogy A reguldris matrix, hogy oszlopai
valoban egy bazis kiillonb6z6 vektorainak koordinata vektorai. O

2. Gyakorlatok, feladatok

1. Legyen A a 3-dimenzids valds tér azon linedris transzformécidja, amely minden
helyvektorhoz az origéra, mint kozéppontra vonatkozo tiikorképét rendeli. Ha-
tdrozza meg az A métrixat egy tetszélegesen valasztott bazisban!

2. Legyen T a 3-dimenzios valés tér azon lineéris transzformécidja, amely minden
helyvektorhoz egy nemzérd v vektor irdnyd tengelyre vonatkozo tiikorképét
rendeli.

(a) Hatérozza meg a T matrixat egy, a v vektort tartalmazo, de azontil tet-
sz0leges bazisban!

(b) Hatdrozza meg a T~! transzforméciét és annak méatrixat az (a) feladat
megoldédsakor valasztott bazisban!

(Megjegyzés: Legyenek x és y a bazis tovabbi vektorai és 2’ = T'(z), v = T(y).
Nyilvan z, 2’ és v valamint 3,7’ és v egy sikban vannak, tovdbb4 a tiikrozés
miatt v az & + 2’ vektornak is és az y + 3’ vektornak is skaldrszorosa.)

3. Legyen {u,v,w} bdzisa a 3-dimenziés valds térnek, és rendelje a P linedris
transzformdcié minden x = au + v + yw helyvektorhoz az 2’ = au + (v vek-
tort, (amit az x vektor u és v sikjdba es6 vetiiletének neveziink).

(a) Hatdrozza meg a P transzformdcié méatrixat el6bb az {u,v,w}, majd az
{u+ w,v + w,u + v} bazisokban!

(b) Szamitsa ki a P" transzformdcié matrixat az el6bbi bazisokban (n =
2,...,100)-ral

(c) Dontse el, hogy P regularis, vagy szinguldris transzforméacié-e!

4. Legyen {u,v,w} a 3-dimenziés valds vektortér egy bdzisa, és ren-
delje az A leképezés minden x = au + fv + yw helyvektorhoz az
2 = (a+7y)u+ (8 +v)v+ yw vektort.

(a) Mutassa meg, hogy A linedris transzformdcio!

(b) Hatédrozza meg a transzformacié métrixat el6bb az {u,v,w}, majd az
{u+ v, v+ w,w} bazisokban!

(c) Allapitsa meg, hogy létezik—e A-nak inverze!
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2.5 Matrixok bazisfaktorizacigja

A numerikus alkalmazasok, igy példaul a linedris egyenletrendszerek megoldasakor
segitségiinkre lesz a matrixok bazisfaktorizacidja.

Legyen A € F,,xn, azaz egy olyan m X n tipusd matrix, amelynek elemei az F
testbdl valdk, és tételezziik fel, hogy A oszlopvektorainak rendszere r rangu, azaz
oszlopvektorrendszere az F"™ koordinatatérnek r-dimenziés alterét generalja. Ezt az
alteret az A matrix oszlopvektorterének nevezziik. Emlékezziink arra, hogy annak a
linearis leképezésnek, amely minden x € F" vektorhoz az Az € F™ vektort rendeli,
a képtere éppen az A oszlopvektortere, és annak dimenziéja az A matrix p(A)
rangja. Ha A oszlopvektorai koziil kivalasztunk egy r elemi linedrisan fiiggetlen
vektorrendszert, akkor az, A oszlopvektorterének egy bazisa. Ezért az oszlopvektor-
tér minden vektora, igy az A matrix oszlopai is eldallithaték ezeknek a linearis
kombindciéjaként. Jelolje az A oszlopait aq,...,a, és tegylik fel hogy ennek a
vektorrendszernek a B = {a;1,. .., a; } egy linedrisan fiiggetlen részrendszere. Akkor
ez bazis A oszlopvektorterében, mert feltevésiink szerint p(A) = r. Legyenek az
a; (j =1,...,n) oszlopvektoroknak az B bazisra vonatkozé koordinata vektorai
rendre a;, (j =1,...,n). Gytjtsiikk 6ssze a B = {a;1,...,a; } bézis vektorait a B
matrixba, azaz legyen

B = [aﬂ,...,air]

és az aj, (j=1,...,n) koordinata vektorokat pedig a C métrixba, tehat legyen
C=lai,, ... an.
A B - C maétrix oszlopai
Baj, = a1,...,Ba,,; = a,,

hiszen, mint azt a matrixok szorzasara adott példakndl lattuk, egy matrixnak egy
oszlopmatrixszal vald szorzata, a méatrix oszlopainak olyan linedris kombindcidja,
amelyben a skaldr egyiitthatok, éppen az oszlopmatrix komponensei és az a;, 0sz-
lopvektor éppen az a; vektornak a B oszlopaira vonatkozé koordinatait tartalmazta
minden j(=1,...,n)-re. A métrixok szorzdsat illusztral6 példak kozott azt is lattuk,
hogy két métrix szorzatdnak i-edik oszlopa, a baloldali matrixtényezonek a jobb-
oldali matrixszorzé i-edik oszlopaval valé szorzata. Mindezek figyelembevételével
kapjuk, hogy az A maétrix a B és C matrixok szorzata, tehat

A=B.C. (2.12)
Az A métrix (2.12) egyenlet szerinti szorzatként vald el6allitasat bdzisfaktorizdcid-
nak hivjuk.

A 2.12 egyenlOségbél az is kdvetkezik, hogy az A matrix minden sora a C métrix
sorainak linedris kombinaciéja. Mivel a B tipusa m x r és a C tipusa pedig r X n,
azonnal kapjuk, hogy A sorvektorai rendszerének legfeljebb r lehet a rangja.

Vezessiik be az A* jelolést arra az n xm tipusi métrixra, amelyet az A matrix so-
rainak és oszlopainak felcserélésével kapunk. Az A* méatrixot az A transzpondltjdnak
nevezzilk. (A transzponalt matrix pontos bevezetésére a bilinedris fliggvényekrol
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sz016 fejezetben keriil sor!) Az A* métrix bazisfaktorizaciéjat elemezve arra a ko-
vetkeztetésre juthatunk, hogy az A* sorvektorrendszerének rangja nem lehet nagy-
obb oszlopvektorrendszerének rangjandl. Nyilvanvalé, hogy az A matrix sorvek-
torai altal generdlt vektortér — A sorvektorterének nevezzilk — és az A* matrix
oszlopvektortere izomorfok. Ezeket az észrevételeket Gsszegezve allithatjuk, hogy

2.5.1 Allitas. [Mdtrizok rangszdm tétele] Az A madtriz sorvektorrendszerének
rangja eqyenld oszlopvektorrendszerének rangjdval.

Bemutatunk egy numerikus példat annak illusztraldséra, hogy elemi bazistransz-
formacio alkalmazasaval, hogyan lehet egy adott matrixot bazisfaktorizalni.

7 Példa. Bazisfaktorizdljuk az

1 2 0 31

A 2 -1 1 2 3
1 7 -1 70

-1 -7 1 =7 0

mdtrizot.

Meg kell hataroznunk az A matrix oszlopvektorrendszerének rangjat. Ezt az
elemi bézistranszformécié mdédszerével végezzilk. Az indulé tabldban az A oszlopait
aj, ag, as, a4, és a; jelolik, ezek megegyeznek az F™ tér £ = {eq, ea, e3, €4} egységvek-
torai alkotta béazisra vonatkozé koordindta vektoraikkal. Ez a magyarazata annak,
hogy az alabbi tablazatok fejlécében vastagon szedett betiikkel jeloltiik azokat.

a; ay agz ayg aj a; az ay aj
e 2 0 3 1 ai| 2 0 3 1
2] 2 -1 1 2 3|— e |5 [1] -4 1]|—
es| 1 7 -1 7 0| e| 5 -1 4 -1
eq | =1 =7 1 -7 0 e4 | —9 1 —4 1

az a4 aj

1
1
es| 0 0 O
esa| 0 0 O

Amint az utolsé tablazatbdl lathatd, p(A) = 2, és az A maétrix els6 és harmadik
oszlopa bazis A oszlopvektorterében. Az is kiolvashaté a tablazatbdl, hogy melyek
a matrix oszlopainak erre a bdazisra vonatkozé koordinata vektorai. Nyilvdn a; =
l-a1+0-a3ésaz3=0-a1+1-ag,

mig a tobbi oszlop koordinatait a tablazatbdl olvasva

ag=2-a1—5-a3,a4=3-a1—4-a3 é as=1-a1+1 a3.

Ezek szerint az A bazisfaktorizaciéjanak tényezoi

1 0
2 1
B = [a;,a3] = 1 —1



78 2. FEJEZET LINEARIS LEKEPEZESEK, TRANSZFORMACIOK

és
1 2 0 3 1
C pu—
0 -5 1 —4 1
Annak ellenérzését, hogy valéban A = B - C barki gyorsan elvégezheti. O

3. Gyakorlatok, feladatok

1. Igazoljuk, hogy ha A = B - C, akkor
p(A) < min(p(B), p(C))

2. Mutassuk meg, hogy ha A = B - C és B oszlopai linearisan fliggetlen rend-
szert alkotnak, akkor p(A) = p(C) és ha C sorai fiiggetlenek, akkor pedig

p(A) = p(B).
3. Bizonyitsuk be, hogy ha A = B - C, akkor

A*=C"-B*.



3. Fejezet

Alkalmazasok

Ebben a részben a vektorterek elméletének néhany nevezetes alkalmazasaval is-
merkediink meg. Targyaljuk a linedris egyenletrendszerek megoldhatésdganak
kérdéseit és az elemi béazistranszformdéciéra tamaszkodva megoldasi algoritmust
is adunk. Vizsgdljuk bizonyos tipusi métrixegyenletek megoldhatésagat is, és
belatjuk, hogy ezek megoldasa visszavezethetd linedris egyenletrendszerek megol-
désara. Ezt kovetoen ismertetiink egy moédszert matrixok inverzének viszonylag
gyors meghatarozasara.

3.1 Linearis egyenletrendszerek

Egy m egyenletbol all6 n ismeretlenes linearis egyenletrendszer altalanos alakja:

anél + apés + - 4+ awés = A
a21§1 + aé + -+ awmén = B
amlél + am2§2 + -+ amnfn = ﬁm

ahol az &;-k az ismeretlenek, mig az «;; egyiitthatdk és az egyenletek jobboladaldn
allé B; konstansok adott, valamely szamtestbél val6 skalarok. A linedris egyenlet-
rendszert inhomogénnek nevezziik, ha a jobboldalon szerepl6 skalarok kozott van
nemzérd, mig ellenkez6 esetben, ha az egyenletek jobboldalan 1évé skalarok min-
degyike nulla, akkor az egyenletrendszert homogénnek mondjuk. Természetesen a
legtobb esetben gyakorlati problémak modellezésekor fellép6 linedris egyenletrend-
szerek esetében ezek a skalarok valds szamok, de a megoldas mddszerét illetéen ez
nem jelent kiilonosebb kénnyebbséget, hacsak azt nem vessziik figyelembe, hogy a
valos szamokkal valé szamoldsban nagyobb gyakorlatunk van. Mindenesetre mi ezen
skalarok testét F-fel fogjuk jel6lni, hangstlyozandé, hogy az barmely test lehet.

Az egyes ismeretlenek egyiitthatéit és a jobboldali konstansokat oszlopokba ren-
dezve a

a1y a12 Qa1p b1

Q91 Q22 Q2n ﬁZ
&1 . + & . +- & . =

Aml am2 Omn ﬁm

79
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vektoregyenletet kapjuk, ami az

a1 Q12 Qin b1

az1 22 Qan B2
a1 = I az = I 7an = €s b =

Qm1 am2 Omn /871

jelolések bevezetése utan, egyszeriien
§rar +&az + -+ &pan =b

format olt. Ha még az aq,ao, ..., a, oszlopokat az A matrixba gyljtjik Ossze, és az
ismeretleneket pedig az x oszlopba, tehat az

A =[ay,ag,...,a,] és T =
&n
jelolések bevezetése utan, az egyenletrendszer réviden
(1) Ax=1b

alakban irhato fel.
Az egyenletrendszerek megoldhatésaganak kritériuma tobbféleképpen is megfo-
galmazhato:

(a) Mivel az A - x szorzat egy olyan oszlopvektor, ami az A métrix oszlopainak
az x vektor komponenseivel képzett linedris kombindciéja, az (1) egyenletrendszer
pontosan akkor oldhaté meg, ha a b vektor az A oszlopainak linearis kombinaciéja.
Tekintve, hogy az A matrix ai,...,a, oszlopai és a b vektor is az F" koordina-
tatérnek a vektorai, azt is mondhatjuk, hogy az (1) egyenletrendszer akkor és csak
akkor oldhaté meg, ha b € lin (aq, ..., a,), amit gy mondtunk, hogy b kompatibilis
az {a1,...,an} vektorrendszerre nézve.

(b) Az egyenletrendszerek megoldhatésaganak mar klasszikusnak mondhaté
Kronecker—Capelli—féle kritériuma igy szol:

Az (1) egyenletrendszer megoldhatdésiganak sziikséges és elegendd feltétele, hogy
p(A) = p([A,b]) teljesiiljon, ahol az [A, b] bévitett matrixot ugy kapjuk, hogy az A
oszlopai mellé, még a b oszlopot is hozzavessziik a matrixhoz.

Annak az oka, hogy a linearis egyenletrendszerek targyalasat nem részleteztiik

a kompatibilitasi vizsgalatokhoz kapcsoltan, az, hogy szeretnénk kihasznélni a meg-
oldési algoritmus konstrudlasakor azt a tényt, hogy az x — A - x hozzérendelés az
F™ vektortérnek az F™ vektortérbe valé A linedris leképezése. Az F" térben véve
az €& = {e1,...,e,} bazist, mig az F"-ben az & = {e],...,e,,} bézist, (ahol e;,
(63-) az az n komponenst (m komponensii) egységvektor, amelynek i-edik (j-edik)
komponense 1) az A linearis leképezés matrixa e bazisparra vonatkozéan éppen A,
ami azt jelenti, hogy az e; € £ (i = 1,...,n) vektor A(e;) képe éppen a;. Az
(1) egyenletrendszer megoldhatésdganak sziikséges és elegend§ feltétele tehat igy is
megfogalmazhato:
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(¢) Az (1) egyenletrendszer pontosan akkor oldhaté meg, ha az + — A - x
hozzérendelési szabaly altal adott A linearis leképezés képtere tartalmazza a b € F™
vektort.

Az &£ és &' béazisok abbdl a szempontbdl nagyon jénak mondhatdk, hogy min-
den F™*-beli, illetve F"-beli vektor komponensei és e bazisokra vonatkozoé koordinatai
egyenl6k, de ahhoz, hogy konnyen eldéntheté legyen az (1) egyenletrendszer megold-
hatésdgéanak kérdése, szerencsésebb olyan bazispart valasztani, amelyre vonatkozé
koordindta vektorok ismeretében azonnal megmondhatd, hogy a b vektor benne van-
e a leképezés képterében, és ha igen, melyek azok az F-beli vektorok, amelyeknek a
képe b. Ha a b vektornak meghatarozzuk a koordinata vektorat az F" tér egy olyan
bézisaban, amely tartalmazza a leképezés képterének egy bazisat, akkor abbdl azon-
nal kiolvashatd, hogy b eleme-e a képtérnek, nevezetesen pontosan akkor eleme, ha
csak a képtér bazisat alkotd vektorokra vonatkozé koordinatéi kiilonboznek zérétol,
de minden mas koordindtija nulla. Ha a leképezés képterének bézisvektorait az A
matrix oszlopai koziil valasztjuk, — ez mindig lehetséges, mert A oszlopai generaljak
a képteret — véve, mondjuk az a;1, ..., a; vektorokat, és ezt egészitjiik ki az F'™ tér
béazisava, akkor ahhoz, hogy b benne lehessen a képtérben, e bazisra vonatkozé koor-
dinata vektoranak csak az a;1, ..., a; vektorokra vonatkozo elemei lehetnek nullatél
kiillonbozbéek, minden més koordinata 0 kell legyen. Ha torténetesen

b=dpnai1 + -+ dprair,
akkor azt is azonnal kapjuk, hogy az
xo = i1€i1 + - - + direir € F?
vektor
A(zo) = 0inAlein) + -+ - + dir Aleir)

képe b, tehét az xg vektor egy megolddsa (1)-nek. Persze ha x egy tetsz6leges eleme
az A leképezés ker (A) magterének, akkor az

A(x +20) = A(x) + A(xg) =0+ b =0,

mutatva, hogy az x + xy vektor is megoldédsa az (1) egyenletrendszernek, s6t minden
megoldas megkaphaté ilyen 0sszeg alakban. Ezt az aldbbi tételben be is bizonyitjuk.

3.1.1 Tétel. Legyen A € F,xn tetszdleges matriz és b € F™ tetszdleges vektor.
Az A - x = b inhomogén linedris egyenletrendszer minden megolddsa megkaphato
egy xo megolddsanak és az A - x = 0 homogén linedris egyenletrendszer valamely
megolddsdinak 6sszegeként.

Bizonyitds. Ha 2’ tetszéleges megolddsa az inhomogén egyenletrendszernek,
akkor A -2’ = A - 29 = b, amibdl

A2 —z0)=A-2"—A - 20=b-b=0,
tehdt 2’ — x¢ a homogén egyenletrendszer megolddsa, és nyilvan 2’ = xo + (2’ — z9),
amint allitottuk. O

A fenti tétel mutatja, hogy a homogén linearis egyenletrendszerek Gsszes megol-
désanak meghatarozasa kulcsfontossdagu a linearis egyenletrendszerek megoldasainak
keresésekor.
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3.1.1 Homogén linearis egyenletrendszerek megoldasa

Az A - x = 0 homogén linedris egyenletrendszert megoldani annyit jelent, mint
meghatarozni azon A € L(F",F™) linedris leképezés magterét, amelyet az = —
A -z hozzarendelési szabdly definidl. Mivel egy linedris leképezés magtere altér,
tehat legalabb a nullvektort tartalmazza, a homogén linearis egyenletrendszereknek
mindig van megoldéasa, és megolddshalmaza altere F™-nek. FEnnek az altérnek a
meghatarozasahoz felhasznaljuk az A matrix bazisfaktorizacidjat. Felbontva az A
matrixot a bazisfaktorizdcionak megfeleléen B - C szorzatra, az

A-z=B-C-2=0

alakhoz jutunk, ahol a B maétrix oszlopai az A leképezés képterének bazisa.
Ennélfogva a B - C - x = 0 akkor és csak akkor teljesiil, ha C- 2z =0. Ha p(A) =,
és torténetesen az A matrix ay, ..., a, oszlopai fliggetlen rendszert alkotnak, akkor
ezek a vektorok alkothatjék im (A) bézisat. Igy B = [a1, ..., a,] m X r tipusi métrix
és C pedig, tekintettel arra, hogy oszlopai, az A maétrix oszlopainak a koordinata
vektorai az {ai,...,a,} bézisban, r X n tipusu és elsé, masodik, ..., r-edik oszlopa
rendre az eq,...,e, r komponensii egységvektor, azaz C = [E,D] alakd. Persze
azt kérdezheti az olvasd, hogy mi biztositja, hogy az A métrixnak éppen az elsé r
oszlopa linedrisan fiiggetlen. A valasz az, hogy semmi, de az egyenletrendszer is-
meretlenjeinek atindexelésével, ami az A oszlopainak cseréjével jar egyiitt, ez mindig
elérheto, igy feltevésiink val6jaban nem csorbitja az altalanossagot, ugyanakkor nagy
segitségilinkre van a formalizalasban. Ha a C métrix particiondlasanak megfeleléen
az ismeretleneket tartalmazé x vektort is az

&1 €T+1

r1 = : €s To = :

& &n
vektorokra bontjuk, akkor a
Z1
T2

C-$:[E,D]‘[ ‘|:J,‘1+D'l‘2=0

alakhoz jutunk, amibdl kiolvashatjuk, hogy egy = vektor akkor és csak akkor lesz
megoldasa az A-x = 0 homogén linearis egyenletrendszernek, ha komponensei k6zott
fenndll az

(*) Tl = —D$2

kapcsolat, ahol az x1 vektorba gytjtottiikk Ossze az A matrix oszlopvektorterének
béazisat alkotd oszlopaihoz tartozé ismeretleneket, amelyeket kdtott ismeretleneknek
neveziink, mig a tobbi ismeretlen alkotja az xo vektor komponenseit. A D métrix
oszlopai az A matrix azon oszlopainak koordindta vektorai, amelyek nincsenek az
oszlopvektortér vilasztott bazisaban. Ha az xo komponenseinek tetszélegesen adunk
értékeket, és az w1 vektort a (*) feltételt kielégitendé —D - z:o-vel tessziik egyenlévé,

akkor az igy kapott
xTr = =
i) T2
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vektor az A-x = 0 egyenletrendszer megoldasa lesz. Ezért az xo komponenseit alkotd
ismeretleneket szabad ismeretleneknek hivjuk. A szabad ismeretlenek s szamaét az
egyenletrendszer szabadsdg fokdnak nevezziik. Sokszor célszerli a megoldashalmazt

-D o
[ E]-t (t € F%)

alakban megadni, ahol E s X s tipust egységmatrix. Ezt az alakot a homogén linearis
egyenletrendszer dltaldnos megolddsdnak is mondjuk, mig a megolddshalmaz egyes
vektorait partikuldris megolddsoknak nevezzik. Az dltalanos megolddsként emlitett
alakbdl kideriil, hogy a
-D
E

métrix oszlopai az egyenletrendszerhez tartozé A lineéris leképezés ker (A)
magterének bazisvektorai. A (2.1.6) tétel alapjan nyilvdnvald, hogy az egyenlet-
rendszer szabadségfoka: s =n — p(A). Ebbél azonnal adédik:

3.1.2 Kovetkezmény. Az A -z =0 (A € Fpxn) homogén linedris egyenletrend-
szernek pontosan akkor van nemzérc megolddsa, ha A rangja kisebb, mint n, azaz,
ha az egyiitthatok mdtrizdnak oszlopai linedrisan osszefliggd rendszert alkotnak. Ha
p(A) = n, tehdt ha A oszlopai linedrisan figgetlen rendszert alkotnak, akkor pedig
a nullvektor az egyetlen megoldds.

1 Példa. Hatdrozzuk meg a

&1 + & o+ 24 0
260 + &L 4+ 448 + 64 = 0
=&+ 26 + 3§ + 26 = 0
G — & — & =0

homogén linedris egyenletrendszer megolddshalmazdt és az(oka)t a partikuldris meg-
oldas(oka)t, ahol a §3 = 2.
Az egyenletrendszer egyiitthaté métrixa

1 0 1 2
2 1 4
A= 0
-1 2 3 2
1 -1 -1 0

El6szor meg kell hatdaroznunk az A oszlopvektorterének egy bazisit és az A osz-
lopainak e bézisra vonatkoz6 koordinata vektorait. Ezt elemi bézistranszformaé-
ciéval végezhetjiik. Az aldbbi tdbldzatban az A matrix oszlopait a megfelel§
ismeretlenekkel fejléceztitk, ami linearis egyenletrendszerek megoldasakor azért
elonyos, mert a tablazatbdl kiolvashatd lesz, hogy melyek a kotott ismeretlenek,

mig az eredeti bézis vektorai az R* valds koordindtatér ey, ..., es egységvektorai.

& & & & S & & & &4
e1 0o 1 2 &1 0 1 2 S| 1 2
es] 2 1 4 6|— e 2 2|5 &2 2
€3 -1 2 3 2 €3 2 4 4 €3 0 0
e4 1 -1 -1 0 eq | -1 -2 =2 ea| 0 O
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Az utolsé téblazatbdl kiolvashatd, hogy p(A) = 2, igy a szabadsédgfok is 2(=
4 — 2), tovabbd, hogy az A matrix

1 0
2 ) 1
al = 1 SN as = 9
1 -1

oszlopvektorai bazist alkotnak az A oszlopvektorterében, ezért a nekik megfeleld &;
és & ismeretlenek lesznek a kotott ismeretlenek és a &3, &4 ismeretlenek pedig a sza-
bad ismeretlenek. Az is lathatd, hogy az A as és a4 oszlopainak a vélasztott bazisra
vonatkozé koordinata vektorai az

2] o e[

és igy az A bazisfaktorizacidja a valasztott bazis mellett

1 0
2 1 101 2
A= :
-1 2 01 2 2
1 -1

Ennek megfeleléen a kotott és szabad ismeretlenek kozott fenn kell alljon a

HES N

kapcsolat. Ennek alapjdn most mér az dltalanos megoldas:

&1 -1 -2
x 6 L0 ahol t e
&4 0 1

Azokat a partikularis megoldasokat kell még megadnunk, ahol a €3 = 2. Ebbdl a
szempontbol, mint lathatd, koriltekintéen vélasztottuk A oszlopvektorterének ba-
zisat, a €3 ismeretlent szabad ismeretlennek hagytuk (a neki megfelel6 ag vektort
nem valasztottuk béazisvektornak), igy most az altalanos megoldas felhasznéldsdval
ezeket a partikularis megoldasokat gyorsan megkaphatjuk, ha a t vektor els6é koor-
dinatajaként 2-t valasztunk, mig a mésodik koordinata tovabbra is tetszoleges valds
szam. Tehat a keresett partikularis megoldédsok:

§1 —2 -2«
x = Z = _4_23 (d €R).
&4 a
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3.1.2 Inhomogén linearis egyenletrendszerek megoldasa

Az A -z = b inhomogén linedris egyenletrendszer megoldasait a (3.1.1) tétel
értelmében megkaphatjuk, ha meghatarozzuk egy megoldédsat és ahhoz rendre hozza-
adjuk az A - x = 0 homogén linedris egyenletrendszer megoldasait. Minthogy a
homogén egyenletrendszer megoldasi algoritmusa mar adott, csupan azt kell még
tisztdznunk, hogy hogyan lehetne az inhomogén egyenletrendszer egyetlen megol-
désat megkonstrudlni.

Mint azt mar tudjuk ilyen megoldés pontosan akkor létezik, ha b benne van az
A matrix oszlopvektorterében. Ha A bazisfaktorizacidja A = B - C, éppen a B
oszlopai alkotjak az A oszlopvektorterének egy bézisat, kovetkezésképpen, ha van
megoldasa az inhomogén egyenletrendszernek, akkor b a B matrix oszlopainak li-
nearis kombinécidja. Jelolje b a b vektor az oszlopvektortér e bazisara vonatkozd
koordindta vektorat, akkor Bb = b és az egyenletrendszer

() A-2=B-C-2=b=Bb

alakot olt. Tekintve, hogy A oszlopvektorterének minden vektora egyértelmiien al-
lithaté el6 bazisvektorainak, esetiinkben a B oszlopainak, linedris kombinacidjaként
a (**) akkor és csak akkor teljesiilhet, ha

C-z=Db.

A konnyebb formalizédlhat6sdg kedvéért megint feltéve, hogy az A matrix elsé r(=
p(A)) oszlopa alkotja az A oszlopvektorterének a bazisit (ezek az oszlopok alkotjak
a B matrixot), kapjuk, hogy C = [E, D] és ennek megfeleléen felbontva az x vektort
az x1 kotott ismeretleneket tartalmazéd és az xo szabad ismeretleneket tartalmazé

vektorokra az

I

[E,D][ ]:x1+D~x2:b

T2
egyenletet kapjuk. Ebben az egyenletben x1 és b r komponensii, mig xs s(=n —r)
komponensii vektor, és az egyenletet nyilvanvaléan kielégiti az 1 = b és o = 0
részekbol Osszerakott
b
xr =
0

vektor. Fz tehat egy megolddsa az inhomogén egyenletrendszernek, amit bdzismeg-
olddsnak neveziink. Ezekutan az inhomogén egyenletrendszer altalanos megoldasa
mar kénnyen kaphatd, a bazismegoldds és a homogén egyenletrendszer altalanos
megoldasanak Osszegeként:

b

xTr =
0
A kilonboz6é partikuldris megolddsok persze most is gy kaphatdk, hogy a t
paraméter vektornak konkrét értéket adunk. Specidlisan t = 0 valasztassal addédik
a mar emlitett bazismegoldas. Természetesen az inhomogén linearis egyenlet-

rendszerek megolddsakor a bazismegoldas és a homogén egyenletrendszer dltalanos
megoldasanak el6allitdsa egyidejlileg torténik, az A oszlopvektortere béazisanak

Tl E

]-t ahol t € F?
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meghatarozasakor a b vektorrdl azt is eldonthetjiik, hogy el6allithato—e a bazisvek-
torok linedris kombinaci6jaként (van—e megoldas), és ha igen, akkor megkaphatjuk
e bézisra vonatkoz6 b koordinata vektorat is.

A Kovetkezd példa bemutatja a fentiekben leirt megolddsi algoritmus miikodését
a gyakorlatban.

2 Példa. Hatdrozzuk meg az aldbbi inhomogén linedris egyenletrendszer megol-
ddshalmazdt:
& + 265 - & 2
26 + &+ 5 = 6
261 + 2% + 683 4+ 264 = 8
- & - & - 2 = -2

A megoldés csak annyiban tér el a megfeleld homogén linearis egyenletrendszer
megoldasatdl, hogy az elemi bazistranszformaécios tablazatban kévetniink kell az e-
gyenletrendszer jobboldalan szereplé konstansokbdl felépitett b vektor koordinata
vektoranak valtozasat is a bazis megvaltoztatasakor, ugyanis sziikségiink van az
egyutthatématrix oszlopvektortere bazisara vonatkozé koordinata vektorara, hogy
az inhomogén egyenletrendszer bazismegoldasat meghatarozzuk. Az indulé tablaban
az eredeti bazis az R* valés kordinatatér egységvektorai alkotta bézis.

& & & & b S & & b
e [[1] 0 2 —1] 2 G 0 2 —1] 2
e2] 2 1 5 0| 6 — e| 1 [1] 2| 2 —
es| 2 2 6 2| 8 e 2 2 4| 4
es| 0 =1 =1 —=2|-2  e|-1 -1 —2|=2
S & b
& -2 —5| -2
& 1 2| 2
es| 0 0] 0
es| 0 0] 0

Az utolsé tablazat mutatja, hogy A oszlopvektorterének egy bézisat alkotjék az
A a és ag oszlopai, és mivel a b vektor kifejezhetd ezek linearis kombinaciéjaként,
az egyenletrendszernek van megolddsa. Az {a;,as} béazisban a b vektor koordina-
ta vektora: b = [-2,2]*. Tekintettel arra, hogy most az A matrixnak nem az
els6 két oszlopdt valasztottuk az oszlopvektortér bézisanak (tehettitk volna, csak
szeretnénk bemutatni, hogy ilyen esetben hogyan irhaték fel az egyenletrendszer
megoldasai), a b vektor és a kiegészité nullvektor komponensei permutalédnak. E-
gyenletrendszeriink szabadsagfoka 2, a & és £, ismeretlenek szabad ismeretlenek. A
bézismegoldas és a megfelelé homogén linearis egyenletrendszer altaldanos megoldasa:

-2 2 5
0 1 0

To = 9 és Tp = 1 _o -t ahol teR?
0 0 1
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Igy most mar az inhomogén lineéris egyenletrendszer altalanos megodasa:

& -2 2 5
& 0 1 0 9
= = -t ahol teR
T & 9 + 1 _9 aho
&4 0 0 1

Fel kell hivjuk az olvasé figyelmét arra is, hogy a megfelel6 homogén linearis e-
gyenletrendszer megoldasa is tiikrozi azt a tényt, hogy az elsé és harmadik ismeretlen
a kotott— mig a masodik és negyedik a szabad ismeretlen. O

Az alabbi példaban egy olyan inhomogén linearis egyenletrendszert oldunk meg,
amelyben az egyiitthaték matrixa paramétert tartalmaz. Megvizsgaljuk, hogy a
paraméter milyen értékei mellett van megoldas, illetve, hogy a paraméter értékének
valtoztatasaval hogyan valtozik az egyenletrendszer szabadsagfoka.

3 Példa. Vizsgaljuk meg, hogy az o paraméter milyen értékei mellett van megolddsa
az aldbbi linedris egyenletrendszernek, és ha van megoldds, mennyi a szabadsdgfok.

L 0+ aéy + & =1
&S+ &+ oz =1
i + &L+ & =1

Az indul6 tablazat:
&1 & &b &2 &3 b
el a 1|1 & o 1 1
1
1

es| 1 1 « Hega—l 0

2

es| a 1 1 e3| 1l—a® 1—a|l—«

Mint az lathatd, nem valaszthaté olyan generdld elem, amely ne lenne « poli-
nomja. Mivel @ = 1 esetén tablazatunk:

S & |0
11 1)1
es| 0 010
€3 0 00

abbdl kiolvashatjuk, hogy o = 1 estén van megoldas, a szabadsigfok 2 és az dltalanos
megoldas:

& 1 -1 -1
x=11& | =01+ 1 0 ]|-t ahol teR?
&3 0 0 1

Ha « # 1 akkor az egytitthatématrix masodik oszlopa fliggetlen az els6t6l, bevon-
haté az oszlopvektortér bazisaba. Az j bazisra vonatkozd koordinata vektorok pedig
az alabbi tablazatban lathatok:

&3 b
&1 1+« 1
& -1 0
s 1-a
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Az egyltthatéomatrix harmadik oszlopa csak akkor fiiggetlen az els6 kettotél, ha
2—a—a?=(1-a)(2+a) # 0, amibdl lithaté hogy meg kell vizsgélnunk az o = —2
esetet. Ebben az esetben a tédblazat:

&30
S| —-1|1
S| -1]0
€3 03

mutatja, hogy a b vektor nincs benne az egyilitthaték maéatrixdnak oszlopvektor-
terében, tehat nincs megoldasa az egyenletrendszernek. Ha « mind 1-t6l, mind
—2-t0l1 kiilonbo6z6, akkor az egyiitthaték matrixanak oszlopvektortere megegyezik az
R? koordinétatérrel és igy a szabadsagfok 0, tehéat egyetlen megoldas 1étezik, amelyet
a harmadik oszlop bazisba vondsa utan ki is olvashatunk a

b
T
& || 7ia
1
& || o7a
1
& | 2ra
tablazatbol: x = 2J%a[l,l,l]*. O

3.2 Matrixegyenletek”

Ha V', W és Z az F test feletti m,n és p-dimenzids vektorterek, tovibba B € L(V, Z)
és A € L(W, Z) linedris leképezések, felvethetd a kérdés, hogy 1étezik—e olyan X €
L(V, W) lineéris leképezés, hogy A- X = B teljesiil. A vdalasz konnyen megsejthetd,
nevezetesen, hogy amennyiben a B leképezés im (B) képtere altere az A leképezés
im (A) képterének, akkor létezik ilyen X leképezés. Ha ismert az A leképezés A €
Fpxn €és a B leképezés B € Fpy.,, métrixa, akkor el6z6 kérdésiink a matrixaritmetika
nyelvére leforditva igy hangzik:

Milyen feltételek mellett oldhaté meg az

A-X=B (3.1)

matrixegyenlet? A matrixok szorzasi szabalyat ismerve, vilagos, hogy csak n x m
tipusu X matrix elégitheti ki a (3.1) egyenletet.

Jeloljiik az ismeretlen X métrix oszlopait x1, za, ..., r,-mel, és a B oszlopait pedig
b1,ba,...,bp-mel. Akkor kihaszndlva, hogy az A - X matrix oszlopai rendre A -
x1,A-x9,..., A 2, , kapjuk, hogy a (3.1) egyenlet ekvivalens az

A-x21=0b,A 22=03,....,A 2y, =y,

linearis egyenletrendszerek rendszerével. Fzeknek az egyenletrendszereknek mind-
egyike pontosan akkor oldhaté meg, ha a B minden oszlopa benne van az A métrix
oszlopvektorterében, azaz, ha a B matrix oszlopvektortere altere az A oszlopvektor-
terének. Ez éppen fenti sejtéstink matrixaritmetikai megfeleléje.
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A fenti egyenletrendszerek egylitthatématrixa kézos. Ez lehetOvé teszi, hogy azokat
egyszerre oldjuk meg. Ezt kivanja illusztralni az aldbbi példa:

4 Példa. Oldjuk meg az

101 -1 1 2
-1 1 0 X=120
1 2 3 1 7 6

matrizegyenletet!

Két inhomogén linearis egyenletrendszer megoldédsai adjék az X matrix elsé és
masodik oszlopat. Megoldasukat elemi bazistranszforméaciés moédszerrel végeztiik:

aip az az ag|by be az az aq|by by
el 0 1 —1]1 0 1 —1[1 2
-1 1 0 22 0 e 1 1|3 2
es| 1 2 3 1|7 6 2 2 2|6 4

Az utolsé tédblazatbdl kiolvashatjuk a A - x1 = by és A - x5 = by egyenletrendszerek
altalanos megoldasait:

ISH 1 -1 1
§o1 3 -1 -1
fr— pr— t
T £a1 0 + 1 0 1
§a1 0 0 1
és
12 2 -1 1
§22 2 -1 -1
= = t
) - 0 + 10 25
42 0 0 1

ahol t1, to tetszOlegesen valaszthatd kétkomponensii vektorok. Ezek alapjan a
matrixegyenlet altaldnos megoldésa:

§11 &2 1 2 -1 1
§a1 &2 3 2 1 -1
£31 &32 ool 1 o aho [t1, 2] € Rax2
§a1 Sa2 00 0 1

Végtelen sok megoldas létezik, mert a megfelelé egyenletrendszerek szabadsagfoka
2. A 2 x 2-es T maétrix elemei tetszolegesen valaszthatdk. O
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3.3 Matrix inverzének numerikus meghatarozasa

A transzformacidk inverzérol sz6lé alpontban lattuk, hogy ha a V véges dimenzids
vektortér egy A reguldris transzformaciéjanak métrixa valamely bazisban A, akkor
A~1 inverzének A~! métrixa kielégiti az

A-A'=E

matrixegyenletet, s6t egy példan be is mutattuk, hogy az inverz transzforméacié
matrixat hogyan lehet numerikusan meghatarozni. Ezért ebben a részben csak arra
kivanunk ramutatni, hogy a numerikus szamitasok lerévidithetok. Amint lattuk, ha
AaV téregy X ={x1,...,x,} bazisat egy mésik Y = {y1,...,yn} bazisba transz-
formaélja, akkor A és A~! métrixa az X bazisban ugyanaz, mint az )’ bézisban.
Masrészt, Ay oszlopai éppen az yi,...,y, vektorok koordinata vektorai az X ba-
zisban, mig A)_,1 oszlopai az x1,...,x, vektorok ) bézisra vonatkozé koordindta
vektorai. Ez gyakorlatilag azt jelenti, hogy a Ay matrix inverzének meghatirozasa
nem mas, mint az X bazis kicserélése az ) béazisra és az eredeti bazisvektorok 1j
bézisra vonatkozé koordinata vektorainak kiszamitdsa. Amint azt az elemi bazis-
transzformacié targyalasakor lattuk, ha az

y=1x1 + - im0 YT + o+ Ypy

vektort az x; vektor helyére a bazisba vonjuk, (ezt megtehetjiik, ha a 1; generdld
elem nem nulla) akkor

_ () 1 Vit1 Pn
Tp= oy e — = Tio1+ Y — — T

(5 )i i i A Eﬂcn

lesz, azaz a bazisbdl elhagyott x; vektor koordindtéi a bazisba bevont y vektor eredeti
koordinataibdl konnyen kiszamithatok; az 1j, y bazisvektorra vonatkozd koordinata
a generalo elem reciproka, mig minden mas x; (j # ¢) bazisvektorra vonatkozé koor-
dinata az y megfelel6 koordinatajanak ellentettje és a generald elem reciprokanak a
szorzata. Az aldbbi tablakon jol nyomon kévethetd a szavakkal nehezen megfogal-
mazhat6 valtozas:

y X

T v | g
i1 | Yi1 Tio1 | — wf[.l
— bl

z; vl @

Tit1 | Yit1 Tit1 M

T wn In — ﬁfn

A kovetkezd példdban bemutatjuk egy reguldris métrix inverzének
meghatarozdsat az elmondottak felhasznalasaval.
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5 Példa. Hatdrozzuk meg az

1 01
A=| -1 10
1 2 4

mdtriz inverzét!

Jeloljék az z1, xo, x3 vektorok az eredeti bazisvektorokat és legyenek

Y1 = 1 — T2+ x3,
Y2 = 2+ 2z3,
y1 = 11 +4w3.

Akkor A annak az A linedris transzformaciénak a métrixa, amelyre A(x;) = y;
(1t = 1,2,3). Elemi bazistranszformacidk sorozatdval attérink az {z1,x2,x3} bé-
zisrol az {y1, y2, y3} bazisra és kiszamitjuk a bézisbdl kihagyott vektorok dj bézisra
vonatkozé koordinata vektorait:

yir Y2 y3 X1 Y2 Y3 X1 X2 Y3
a1 0 1 yi| 1 0 1 | 10 1
— — —
e | -1 1 0 zo | 1 1 yp| 1 1 1
3| 1 2 4 x3| -1 2 3 z3 | =3 —2

X1 X2 X3
n| 4 2 —1
Y2 4 3 —1
Y3 -3 -2 1

Az utolsé tablizat mar az A~ matrixot tartalmazza. O

Meg kell jegyezniink, hogy a bazisvektorok sorrendje 1ényeges, ezért ha az elemi
transzformacidk soran valamelyik x; vektort nem az A(x;) = y; vektorral cseréljik
ki, akkor a teljes baziscsere utdan, sor— és oszlopcserékkel helyre kell allitanunk a
béazisvektorok eredeti sorrendjét. Frre is mutatunk egy példat.

6 Példa. Invertdljuk az

mdtrizot.

Y2 ¥3 X2 X1 Y3
x1| 0 -1 1 1 0 1 Y2 0 -1 -1
s 0 1| wp| 1 0 1| wm| 1 0 1
z3| 11 1 z3|-1 1 0 3| -1 1
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Xy X1 X3
v -1 0 1
| 2 -1 -1
ys -1 1 1

Az elsé két sor és els6 két oszlop cseréje utan kapjuk az A méatrix inverzét:

-1 2 -1
Al = 0 -1 1
1 -1 1



4. Fejezet

Bilinearis fiiggvények

Ebben a fejezetben olyan fliggvényeket vizsgalunk, amelyek rendezett vektorparok-
hoz rendelnek skaldrokat és ugyanakkor linearitasi feltételeknek is eleget tesznek.
A bilinearis fiiggvények vizsgalata egy 1épés a vektorterek geometridjanak kiépitése
felé. Elobb altalanos, tetszéleges test feletti vektorterek direktosszegén értelmezett
bilinearis fiiggvények tulajdonsigaival foglalkozunk, amelynek az a célja, hogy majd
a determinansok vizsgdlatakor, a bilinedris fliggvények &altalanositdsaként kapott,
bizonyos n-linedris fiiggvényekkel értelmezhessiik a determindnsokat. Aztan olyan
bilinearis fiiggvényeket vizsgalunk, amelyekre tdmaszkodva a valds vektorterekre
geometria épithetd.

4.1 Bilinearis fuggvények tere

Ebben a részben értelmezziik a bilinearis fliggvény fogalmat, megmutatjuk, hogy
a bilinedris fliggvények halmaza is vektorteret alkot a fiiggvények szokasos Gssze-
addsdval és skalarral val6 szorzdsaval. Kapcsolatot teremtiink bilinedris fliggvények
és linearis leképezések kozott, és e kapcsolat alapjan meg fogjuk allapitani a véges
dimenzids vektorterek direktoszegén értelmezett bilinedris fiiggvények terének di-
menzidjat. Ertelmezziik a linedris leképezés transzpondltjanak fogalmat, és végil
igazoljuk a linedris leképezések rangtételét.

Az elsé fejezetben értelmeztiik vektorterek altereinek direktosszegét. Ebben a
fejezetben a direktOsszeg elnevezést kicsit mas értelemben hasznaljuk.

4.1.1 Definicid. Az F test feletti V' és W wvektorterek kiilsé direktosszege a V-x W
rendezett vektorpdrok halmaza a

(v,w) + (v, w') def (v+0,w+w) (v, €V, ww eW)

osszeaddssal €s
a(v,w) def (aw,aw) (a€F,veV,wel)
skaldarral valo szorzdssal. Jelolése: V @ W.

Emlékeztetjiik az olvasét, hogy az els6 fejezet 1.1.6. feladatdban méar talalkozott
a vektortér konstrukcidénak ezzel a moddjaval. Ott a kiilsé direktosszeg jelolésére
az ® szimbdélumot hasznéltuk, hogy megkiilonboztessiik az alterek direktosszegének

93
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jelétol. Az alterek direktOsszegének értelmezését kovetden, feladatként szerepelt
annak igazoldsa is, hogy a V@ W a

V={(0)|veV} és W ={(0,w)|weW}

altereinek direktosszege. Nyilvanvaléan V izomorf V-vel és W izomorf W-vel, igy
az eddigi értelemben hasznalt direktOsszeg és a most definialt kiilsé direktosszeg 1é-
nyegében azonos. Ezért a rovidség kedvéért a "kiils6” jelzot elhagyjuk, és a kiils6
direktosszeg jelolésére is a szokasosabb @ szimbdélumot fogjuk hasznalni.

4.1.2 Definicié. Legyenek V és W az F test feletti vektorterek, és V & W a direkt-
osszegiik. Egy A:V ®W — T leképezést bilinedris fiigguénynek neveziink, ha eleget
tesz az alabbi feltételeknek:

(1) (Ver,e2 € F) : Vor,va € V) @ (Yw € W) : Ae1vg + e2v9,w) = g1 A(vi, w) +
g9 A(vg, W),

(il) (Vwi,w2 € F): (Vo € V) : (VYwr,we € W) : A(v,wiwi + waws) = wiA(v, wy) +
wo A(v, wa) .

A definiciéban szerepl6 mindkét feltétel két részre bonthatd, példaul az elsd
kovetelmény ekvivalens az

" Vo, eV): (VweW): A(vy + v2,w) = A(vr, w) + A(ve, w), és a
i” (VeeF): (VweV):(YweW): Alev,w) = eA(v, w)

feltételekkel.

Azt is mondhatjuk, hogy egy V @& W vektortéren értelmezett skaldrértékii A
fliggvény bilinearis, ha tetszOlegesen rogzitett v € V esetén W-nek, és barmely
rogzitett w € W mellett V-nek linedris fiiggvénye.

AV és a W vektortereken értelmezett linedris fliggvények segitségével kénnyen
definidlhatok bilinedris fiiggvények. Ha v* € V* és w* € W*, akkor a

(VzeV): (VyeW): Alx,y) = v'(z)  w(y)
definidlé egyenloséggel megadott fliggvény nyilvan bilinedris. Ez a példa

altalanosithatd: legyenek vf € V¥ wf e W* (i=1,...,k) és minden z € V,y € W-
re legyen

k
Az, ) S 0 (@) - wi(y) .
=1

Az igy kapott A fiiggvény is nyilvan bilinearis.

Ha V = W n-dimenzids F feletti vektortér, akkor konnyen értelmezhetd bilinea-
ris fiiggvény a kovetkezOképpen: rogzitsiink egy X = {z1,...,z,} bazist V-ben és

minden
n n
V= E €;x; €és w= E W%
i=1 i=1
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vektorparhoz rendeljiink skalart az
def
A, w) = > ew;
i=1

definidlé egyenléséggel. Az ilyen tipusu bilinedris fiiggvényekre a belsé szorzat eln-
evezést hasznaljuk. Ha a V-n értelmezett A bilinearis fiiggvény bels6 szorzat, akkor
A(v,w) helyett réviden csak [v,w]-t fogunk irni a fliggvény értékeként. Hangsilyoz-
nunk kell, hogy a bels6 szorzat, fiigg attdl, hogy V-nek mely bazisat rogzitettiik.
Kiilénb6z6 bézisokhoz kilonboz6 belsd szorzat tartozik. Késobb meg fogjuk vizs-
gélni, hogy [v,w] milyen médon véltozik a bazistdl fiiggben.

A bels6 szorzatban a vektorok sorrendje felcserélhetd, hiszen értéke a megfeleld
koordinatak szorzatosszege.

A kovetkezd egyszerti allitasra az aldbbiakban gyakran hivatkozunk.

4.1.3 Allitas. Legyen [] : V &V — F belsé szorzat. Ha [v,w] =0 a V vektortér
minden w vektordra, akkor v a nullvektor. Hasonldan, ha [v,w] =0 minden v € V-
re, akkor w = 0.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a bels6 szorzatot a V' vektortér X = {xy,...,zn}
béazisa hatarozza meg, abban az értelemben, hogy a V vektortér barmely két v
és w vektorara a belsé szorzat értéke a v és w vektorok X bézisra vonatkozd ko-
ordindtdinak szorzatosszege. Akkor [v,z;] = &; éppen a v vektor xz; béazisvektorra

vonatkozé koordinatéja minden i(= 1,...,n)-re. Igy ha [v,w] = 0 a V vektortér
minden w vektorara, akkor a v minden koordinataja nulla, azaz v a nullvektor. A
mésodik allitds azonnal kévetkezik az elsébdl, mert v, w € V-re [v,w] = [w,v]. O

4.1.4 Definicié. Ha egy V wvektortéren értelmezett A bilinedris figguény kielégiti
az A(v,w) = A(w,v) feltételt minden v,w € V-re, akkor szimmetrikusnak nevezzik.

Sokszor hasznos egy véges dimenzids vektortéren értelmezett belsé szorzatot més-
képpen interpretdlni. Jelolje v* € V* a v vektor izomorf képét azon izomorf leképezés
mellett, amely X vektorait a dudlis, X* bazis megfelel6 linearis fiiggvényeinek felel-
teti meg, tehat legyen

vt =gl + - +enz,

ahole;, (i =1,...,n) av vektornak az x; € X bazisvektorra vonatkozo6 koordinatéja.
Akkor a v, w € V vektorok bels6 szorzata egyenlé a v* linearis fliggvénynek a w he-
lyen felvett értékével, azaz

[v,w] = v*(w).

Bizonyos végtelen dimenzids vektortereken is értelmezhetiink a bels6 szorzathoz
hasonlé bilinedris fiiggvényt a bels6 szorzat el6zé példdban adott interpretacidjat
felhasznalva, ha létezik a vektortérnek a dualisaba vald linearis leképezése. Ha x* :
V. — V* egy ilyen linearis leképezés, akkor az analdgia kedvéért minden v € V
vektor képét v*-gal jelolve, az

A(v,w) défv*(w) (v,weV)
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definidlé egyenléséggel megadott A fiiggvény V-nek bilinedris fiiggvénye lesz.

Bilinearis fuggvényeket Ossze lehet adni, skalarokkal lehet szorozni. Ezeknek a
miiveleteknek az értelmezése a szokdsos médon torténik: ha A és B két bilinearis
fiiggvény V @ W-n, akkor tetszbleges v € V és w € W-re:

(A+ B)(v,w) < A(v, w) + B(v,w) |
és ha « tetszéleges skaldr, akkor
(ad) (v, w) L aA(v, w) .

Konnyt igazolni, hogy bilinearis fliggvények Osszege és egy bilinearis fliggvény ska-
larszorosa is bilinearis. A V & W direktosszegen értelmezett bilinearis fliggvények
vektorteret alkotnak ezekkel a miiveletekkel. A részletes igazolast az olvaséra bizzuk.

4.1.1 Bilinearis fiiggvények és linearis leképezések kapcsolata

Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy lényegében minden, véges dimenzids vektorterek
direktosszegén értelmezett bilinearis fiiggvény egy specidlis bels6 szorzattal adhatd
meg.

Rogzitsiink V-ben egy tetszéleges X = {z1,...,x,} és W-ben ugyancsak tet-
szOlegesen egy V = {y1,...,ym} bézist. Egy A :V @ W — F bilinedris fiiggvény
valamely (v, w) helyen felvett értéke meghatérozott a bazisvektor parokon felvett

.A(a:i,yj):oeij (i:1,...,n;j:1,...,m)

skalarok megadasaval. Ugyanis, ha

n m
v = ngixi és w = ijyj,
i=1 j=1

akkor

n m

Alv,w) =Y piwjAli,ys) = YD piwjaij,
i=1j=1

i=1j=1
kihaszndlva, hogy A(v, w) mindkét valtozdjaban linearis.

Igy az A bilinedris fiiggvényhez egy n x m tipusi A = [a;;] matrix rendelhetd,
amely természetesen a rogzitett bézisoktdl is fiigg, mas bazispart rogzitve, ugyan-
annak a bilinedris fiiggvénynek mas a matrixa.

Az A matrix indukalja a W vektortérnek a V' vektortérbe valé azon A linaris
leképezését, amely a W vektortér y; € Y (j = 1,...,m) bazisvektorait rendre a V'
vektortér > iy ajjz; (j = 1,...,m) vektoraiba viszi. Konnyen ellendrizhetd, hogy
az A linearis leképezés ), X béazispéarra vonatkozo A% matrixa ugyanaz, mint a bili-
nedris fiiggvényhez rendelt A matrix. Megmutatjuk, hogy minden (v, w) € V@ W-re

A(v,w) = [v, A(w)] (4.1)
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teljesiil, ahol a jobboldalon a v és A(w) V-beli vektorok fentiekben értelmezett és
az X bézishoz tartozé belsd szorzata éll. Az A(w) vektor koordinédta vektora az X
bézisban
2w
A(w) = e )
2jo1 Qnjwj

igy a bels6 szorzat

[v, A(w)] = > ¢i (Z %’wj) =Y > dijw;
: =

i=1 i=1j=1

ugyanaz, mint az A(v, w) értéke.

Konnyen igazolhatd, hogy nemcsak az A bilinedris fiiggvény értelmezi az
A:W — V linedris leképezést, de a (4.1) egyenlet jobboldala szerint definiélt
fliggvény is bilinedris.

A kovetkezo tételben megmutatjuk, hogy ez a megfeleltetés a V' & W bilinearis
fliggvényei és a W-bol V-be valo linearis leképezések kozott izomorfizmus.

4.1.5 Tétel. HaV ésW azF test feletti véges dimenzics vektorterek, akkor a VW
vektortéren értelmezett bilinedris fiigguények vektortere izomorf a W-bdl 'V -be képezd
linedris leképezések L(W, V') vektorterével, kivetkezésképpen dimV - dim W -dimen-
2108.

Bizonyitas. Legyen @ : A — A a (4.1) egyenléséggel definidlt. Haa B: W — V
is olyan linedris leképezés, hogy minden v € V,w € W-re

A(v,w) = [v, B(w)]
teljesiil, azaz ®(A) = B is fennall, akkor
VoeV):[v,(A—-B)(w)]=0.

Ebbél a (4.1.3) allitads alapjan, kovetkezik, hogy (A — B)(w) = 0. Masrészt, (A —
B)(w) = 0 minden w € W esetén csak gy lehet, ha az A — B a zérus leképezés,
azaz A = B . Ez mutatja, hogy a ® megfeleltetés a bilinedris fliggvények és a linearis
leképezések kozott bijekeio.

Ha az A és B a V@ W vektortéren értelmezett bilinearis fliggvényekhez rendre
a (A = A és OB = B linedris leképezések tartoznak, akkor ®(A + B) = A + B.
Valéban, kihasznalva, hogy a belsé szorzat — bilineéris fliggvény 1évén — masodik
véltozéjaban linedris, azt kapjuk, hogy minden v € V,w € W-re

(A+ B)(v,w) = A(v,w) + B(v,w) =

= [v, A(w)] + [v, B(w)] = [v, A(w) + B(w)] = [v, (A + B)(w)].

Az aA bilinedris fliggvényhez pedig ® az aA linearis leképezést rendeli, amit az

() (v, w) = aA(v,w) = afv, A(w)] = [v, dA(w)] = [v, (¢A)(w)]
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egyenlGség sorozat mutat. Ezzel bizonyitottuk, hogy a ® megfeleltetés Gsszeg- és
aranytarté is. Tehat a V @& W vektortéren értelmezett bilinedris fliggvények tere
izomorf L(W, V)-vel, igy dimenziéja dim W - dim V. a
Az elézéekben egy A bilinedris fiiggvényhez hozzdrendeltiink egy A: W — V
linearis leképezést, amelynek segitségével A értéke minden v, w vektorpar esetén V-
beli vektorok, nevezetesen a v és A(w) vektorok belsé szorzataként adédott. Akkor
kézenfekvo, hogy az A bilinedris fliggvényhez hozzarendeljiik V-nek egy W-be vald

A* leképezését, az
Av, w) 4% (), w] (4.2)

értelmezéssel, ahol a jobboldalon most a W vektortérben az ) bazis dltal meghata-
rozott belso szorzat &ll.

4.1.6 Definicié. Ha az A € L(W,V) linedris leképezés, és A az a V& W wvek-
tortéren értelmezett bilinedris fiiggvény, amely minden v € V,w € W wvektorpdrhoz
az

A(”? w) = [Uv A(’LU)]

skaldrt rendeli, akkor az (4.2) egyenléséggel definidlt A* leképezést az A transzpo-
ndltjanak nevezzuk.

4.1.7 Allitds. Ha A € L(W,V) linedris leképezés, akkor transzpondltja
egyértelmiien meghatdrozott linedris leképezés a V' wvektortérrdl a W vektortérbe.

Bizonyitas. Tegyiik fel indirekt médon, hogy az A* és a A* leképezések egyarant
transzpondltjai az A € L(W, V) linedris leképezésnek. Akkor tetszéleges v € V, w €
W vektorokra fennéll, hogy

[A"(v), w] = [v, A(w)] = [A"(v), w].

Ebbdl kovetkezik, hogy minden w € W-re [A*(v) — A*(v),w] = 0, azaz a
(4.1.3) 4llitas értelmében A*(v) = A*(v). Mivel ez az egyenléség minden v € V-
re teljesiil, kapjuk, hogy A* = A*.

Legyenek v1, vo € V, w € W tetszileges vektorok és a, (8 tetszdleges skalarok.
Akkor

[A™(av1 + fo2), w] = [owy + Bz, A(w)] = afvr, A(w)] + Blva, A(w)] =
= a[A(v1), w] + B[A"(v2), w] = [@A"(v1) + BA"(v2), w].
Ebbél a (4.1.3) 4llitas felhaszndldsdval kapjuk, hogy
A (ot + fuz) = aA™(v1) + BA™(v2),

azaz A* € L(V,W). Tehat a linearis leképezés transzponaltja maga is linedris
leképezés. ]

Vizsgéaljuk meg milyen kapcsolat van az A és az A* linedris leképezések matrixai
kézott. Kihasznélva, hogy A(z,y;) = oy, (i =1,...,n;5 = 1,...,m), kapjuk,
hogy az X bdzisbeli z; vektor A*(z;) képének koordindta vektora az ) béazisban az

Qi

Qim,
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oszlopvektor. Tehédt az A* : V' — W linedris leképezés matrixa az X, ) bazisparra
vonatkozdan

At=| o

Olm O2m  «-- Qpm
ami ugy kaphaté az A € L(W, V) linedris leképezés A matrixdbol, hogy annak sorait
és oszlopait felcseréljiik. Az A* métrixot az A méatrix transzponaltjanak hivjuk.

A kovetkezd tételben a linearis leképezésekkel végzett miiveletek és a transzpo-
naltjaik kozott végzett miiveletek kapcsolatardl bizonyitunk be néhany allitast.

4.1.8 Tétel. Legyenek V, W és Z az T test feletti véges dimenzids vektorterek.
Ha A,B € L(W,V) és o € F, akkor

(1) (A+ B)" = A* + B*,
(2) (ad)” = ad”,

(3) (A7) =4,

(4) 0* =0,

a 26rd leképezés transzpondltja is zérd leképezés, és ha C € L(Z, W), akkor

(5) (A-C) =C*- A*.

Bizonyitas. Mindegyik tulajdonsag bizonyitdsa azon alapul, hogy A* pontosan
akkor transzponaltja az A linedris leképezésnek, ha [v, A(w)] = [A*(v), w] a megfelels
vektorterekbdl valasztott minden v és w vektorpar esetén. Minden v € V,w € W-re

[v, (A + B)(w)] = [v, A(w) + B(w)] = [v, A(w)] + [v, B(w)] =

= [A%(v), w] + [B*(v),w] = [A"(v) + B"(v),w] = [(A" + B)(v), w],

ezért az (1)-es tulajdonséag teljesiil.
Barmilyen a € F-re

o, (@A) (w)] = [v, aA(w)] = afv, A(w)] =
— a[A*(v), w] = [0 A" (v), 0] = [(@A")(v), u],

tehdt a (2)-es tulajdonsdg is fennall.
(3)-t igazolandé kihasznaljuk, hogy a belsd szorzat szimmetrikus, igy

[0, A(w)] = [A"(v), w] = [w, A"(v)] = [(A7)" (w), v] = [v, (A7) (w)].

A (4)-es tulajdonsdg abbdl kovetkezik, hogy 0 = [v,0] = [v,0(w)] = [0*(v), w]
csak akkor teljestilhet minden w € W-re, ha 0*(v) = 0, ami minden v € V-re
pontosan akkor teljesiil, ha 0* a zérd leképezés V-bol W-be.
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Mivel C € L(Z,W)az A-C € L(Z,V) szorzat létezik. Rogzitve Z-ben egy bazist,
és ezzel értelmezve Z-n a bels6 szorzatot, kapjuk, hogy minden z € Z,v € V-re

[v, (A-C)(2)] = [v, A(C(2))] = [A"(v), C(2)] =

= [C7(A%(v)), 2] = [(C" - A")(v), 2],
igazolva ezzel az (5)-6s tulajdonsdgot. O

A lineéris leképezések és a matrixok kapcsolata alapjdan igazak a matrixok transz-
ponaldsédnak kovetkezd tulajdonsagai, persze ezek kozvetleniil is bizonyfithatok.

4.1.9 Kovetkezmény. Ha A és B azonos tipusi mdtrizok, akkor

(1) (A+B)*=A"+B",
(2) (@A) = aA*,
(3) (A")"=A,

(4) 0" =0,

azaz, a zéromdtriz transzpondltja is zéromdtriz, és ha C olyan tipusi mdtriz, hogy
létezik az AC szorzat, akkor

(5) (A-C)*=C* A"

Szoritkozzunk most csak olyan A bilinedris fiiggvények vizsgdlatdra, amelyek
egy T test feletti V vektortér onmagaval alkotott direktdsszegén vannak értelmezve,
tehdt legyen A : V &V — F alaki. Ekkor egyszeriien csak azt mondjuk, hogy A
a V vektortéren értelmezett bilinedris fliggvény. Ilyen esetben az A-hoz rendelhetd
linedris leképezés V-nek linedris transzformécidja, és az A-hoz rendelheté matrix,
ami persze fliigg attdl, hogy V-nek melyik béazisara vonatkozik, négyzetes matrix.
A (4.1.5) tételbdl specidlisan az is adédik, hogy ha V' n-dimenziés F test feletti
vektortér, akkor a V-n értelmezett bilinearis fiiggvények tere izomorf V linedris
transzformécidinak L(V) terével, ezért n?-dimenzids.

V egy linearis transzformacidjanak transzponaltja ugyancsak linedris transzfor-
méciéja V-nek. A (4.1.8) tétel és kovetkezménye az aldbbi pontokkal egészitheték
ki:

4.1.10 Tétel. Ha V wéges dimenzios vektortér és I az identikus, A pedig in-
vertdlhato transzformdcidja V -nek, akkor

(a) =1,

tehdt az identikus transzformdcio transzpondltja onmaga, és

(b) (A—l)* — (A7)
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Ezeknek a tulajdonsdgoknak mdtrizokra megfogalmazott megfeleldi:
(c) E*=E,

azaz, az eqységmatrix transzpondltja onmaga, és ha A requldris mdtriz akkor

() (A1) =@y,

Bizonyitas. (a) Ha [ az identikus transzformdciéja V-nek, akkor minden
v,w € V-re [v,w] = [v, I(w)] = [[*(v),w], igy [v— I*(v),w] = 0. Ez minden w € V-
re csak ugy teljesiilhet a (4.1.3) allitds szerint, ha v — I*(v) = 0, azaz I*(v) = v.
Mivel ez minden v € V-re fenndll, I* az identikus transzformacio.

(b) A mar igazolt (4.1.8) tétel (5)-6s és a fent bizonyitott (a) tulajdonsigokat,
tovdbba a (2.2.3) kovetkezményt felhasznalva kapjuk, hogy

(A1) ar=(a-a) =r =1,

ezért A* invertalhato és .
(A7 = (a71)".
A (c) és (d) éllitasok az (a) és (b) tulajdonsdgok kovetkezményei. 0

Emlékeztetéill megismételjiik, hogy egy V-n értelmezett A bilinearis fiiggvényt
szimmetrikusnak neveziink, ha minden v, w € V-re A(v,w) = A(w,v) teljesiil.

4.1.11 Allitas. Véges dimenzids tér szimmetrikus bilinedris fiiggvényéhez tartozo
linedris transzformdcid transzpondltja énmaga.

Bizonyitas. Rogzitsiikk V egy X = {x1,...,x,} bazisit. Ez V-n egy belsd szor-
zat rogzitését is maga utdn vonja, amely minden v,w € V vektorparhoz a [v, w]
skalart rendeli. A-val jelolve az A szimmetrikus bilinedris fiiggvényhez tartozo line-
aris transzformaciot, azt kapjuk, hogy minden v, w € V-re

[v; A(w)] = A(v, w) = A(w,v) = [w, A(v)] = [A*(w),v] = [v, A™(w)],
amibél [v, (A—A*)(w)] = 0. Ebb6l a (4.1.3) allitds szerint, kovetkezik, hogy barmely
w € V-re (A — A*)(w) = 0. Akkor viszont A — A* =0, tehat A = A*. O

4.1.12 Definicié. (1) Ha egy A linedris transzformdcio egyenld sajdt A* transz-
pondltjaval, akkor szimmetrikusnak nevezzik.

(2) Ha egy A matriz nem vdltozik, ha sorait és oszlopait felcseréljik, akkor szim-
metrikus mdtrixnak nevezzik.

4.1.2 Bilinearis fliggvény matrixa 4j bazisban

Meg akarjuk allapitani, hogy a bilinearis fiiggvény matrixa hogyan valtozik bézis-
transzformdcié esetén. Ezért tegyiik fel, hogy V-nek egyik bazisa X = {x1,...,z,}
és ebben a bézisban az A matrixa A = [o;], ahol

a;j = Alzi,zj) (i,j=1,...,n).
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Jeldlje az A bilinedris fiiggvényhez tartozd linedris transzformaciét A. Akkor az A
linedris transzformécié métrixa az X bazisban éppen A. Minden x;, x; vektorparra

Ay, 25) = [z, A(z))] = @iy,

azaz a A matrix elemeit az z; és A(x;) vektorok bels6 szorzataként kapjuk. Legyen
V egy masik bazisa Y = {y1,...,yn} és tegyiik fel, hogy a B € R(V) az a linedris
transzformacio, amely az X bazis vektorainak az ) bazis vektorait felelteti meg,
ugyhogy B(x;) = y; minden i(= 1,...,n)-re. Akkor minden ¢, 57 (i,j7 =1,...,n)
indexparra

(1) ajj = Ayiy5) = A(B(x:), B(x;)) = [B(wi), A(B(x;))]

Kihasznélva a linedris transzformdcick és transzponéltjaik kapcsolatat, (1) job-
boldala tovabb alakithato:

(2) [B(xi), A(B(x;))] = [zi, B*(A(B(x;)))] = [zi, (B*AB)(;)] -
Az (1)—(2) egyenletek Osszehasonlitdsabdl most mar azt kapjuk, hogy

(3) ajj = [xi, (B"AB)(x;)] -

Ez azt jelenti, hogy az A bilinedris fiiggvény A’ métrixa az ) bazisban ugyanaz,
mint a B*AB linearis transzformacionak a matrixa az X béazisban, azaz

A'=B*-A-B. (4.3)

Megjegyezziik, hogy az altalanos bazistranszforméciordl irott szakaszban mér
taldlkozott az olvasé az (4.3) egyenletben szereplé B métrixszal, ez éppen a B bézis-
transzformaciénak az dtmenetmatrixa.

Bels6 szorzat 1Gj bazisban

Amint igértiik, megvizsgaljuk, hogy a belsé szorzat hogyan fiigg a tér bazisdnak meg-
vélasztasatol. Rogzitsik a V' vektortér X = {x1,...,z,} bazisit. Akkor a V vek-
tortéren értelmezett, minden A bilinedris fliggvényhez egyértelmiien hozzarendelhetd
V-nek egy A linearis transzformécidja igy, hogy

A(v,w) = [v, A(w)]

teljestil minden v, w € V-re. Természetesen a |-, | az X bazis altal meghatarozott
bels6 szorzatot jeloli. Legyen a V' vektortérnek egy masik bézisa az Y = {y1,...,yn}
vektorrendszer, és B a bézistranszformacié, azaz B(z;) = vy, (i = 1,...,n). Ha
most az A bilinedris fiiggvény tetszéleges

n n
v=> ey b w=) wiyi,
=1 1=1

vektorokra az

n
A(v,w) e Z EiW;
i=1
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egyenl6séggel van értelmezve, akkor az A éppen az ) bazisra vonatkozd belsé szorzat.
Akkor minden v, w € V-re

(1) A(v,w) = [B(v), B(w)] = [v, (B"B)(w)],

Az (1) Osszefiiggés alapjan tehat azt mondhatjuk, hogy az Y béazishoz tartozé belsd
szorzat a B*B linearis transzformaciéhoz tartozé bilinearis fiiggvény. Ebbol az is
kovetkezik, hogy amig az X bazisban a belsé szorzat métrixa az E egységmatrix, az
1j Y bazisban a
B*EB = B'B
lesz, 6sszhangban az el6z6 alpontban az dltaldnos esetre kapot (4.3) egyenlettel.
Az (1) Osszefiiggésbol az is kovetkezik, hogy ha a B linedris transzformécié

reguldris és inverze megegyezik a transzpondaltjaval, akkor a tér vektorainak belsd
szorzatat nem véltoztatja meg.

4.1.13 Definicié. Ha a V wvektortérnek B olyan linedris transzformdcidja, hogy
kielégiti a

feltételt, akkor ortogondlis transzformdcionak nevezzik.

4.2 Linearis leképezések és matrixok rangtétele

Ennek a résznek az elsddleges feladata annak a kérdésnek a tisztdzasa, hogy mi-
lyen kapcsolat van véges dimenzids vektortereken értelmezett linearis leképezések
és transzpondltjaik rangja kozott. Azonkiviil igazolunk linedris leképezések Gssze-
gének, és szorzatanak rangja és a tagok, illetve a tényez6k rangjai kozott fenndlld e-
gyenl6tlenséget és egyenlOoségeket. Ismerve, hogy a linedris leképezések és a matrixok
kozott 1étezik bijektiv megfeleltetés, mintegy kovetkezményként a maétrixok és
transzponaltjaik rangjara vonatkozé eredményeket is kapunk.

Emlékeztet6il megismételjiikk, hogy egy A € L(V,W) linedris leképezés
rangjan, amit p(A)-val jeloltiink, képterének dimenzi6jat értjikk.  Jelekkel:
p(A) 4 Jim im (A). Egy lineéris leképezés méatrixanak oszlopai képterével izomorf
vektorteret generdlnak, tehat a linearis leképezés matrixat alkotdé oszlopvektorok
rendszerének a rangja megegyezik a linearis leképezés rangjaval. Mivel a matrix
sorai és transzponaltjanak oszlopai ugyancsak izomorf vektortereket generalnak, a
linearis leképezés transzpondltjanak a rangja egyenlé a leképezés matrixat alkotd
sorvektorok rendszerének rangjaval.

Mindenekel6tt bizonyitjuk ennek a szakasznak a f6 tételét.

4.2.1 Tétel. [Linedris leképezések rangtétele| Legyenek V és W ugyanazon F
test feletti véges dimenzids vektorterek és A € L(W, V') linedris leképezés. Akkor az
A és transzpondltjanak, A* € L(V,W)-nak a rangja egyenld.

Bizonyitas. Legyenek wy, . .., w, a W vektortérnek olyan vektorai, amelyekre az
{A(wy),..., A(w,)} vektorrendszer bazisa im (A)-nak. A (2.1.6) tétel bizonyitdsé-
ban lattuk, hogy akkor ezeket ker (A) {wyy1,...,w,} bazisvektoraival kiegészitve
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a W vektortér bazisat kapjuk. Tekintve, hogy az {A(w;) = v1,..., A(w,) = v, }
a V vektortérnek linearisan fiiggetlen vektorrendszere, kiegészithet6 a V' vektortér
béazisava, mondjuk a v,41,...,v, vektorok hozzavételével. Ezen bazisokra alapozva
a W-n és V-n értelmezett belsd szorzatokat, azok kielégitik a

[wi7wj]:(5,~j (i,jzl,...,m) és [vk,w]zék@ (k,ﬁzl...n)

egyenleteket, ahol ¢;; és dj; Kronecker-szimbdlumok. Megmutatjuk, hogy az
{A*(v1),...,A*(v,)} linedrisan fliggetlen vektorrendszere im (A*)-nak, ami azt je-
lenti, hogy dimim (A) < dimim (A4*). Ha

a1 A*(n) + -+ A% (v) =0,
akkor minden w € W-re
[ A" (v1) + - + A" (v,),w] = 0,
vagy ugyanez mas alakban,
[A* (v + -+ apor), w] = [oqor + -+ + apoy, A(w)] = 0.

Akkor barmely w; (i =1,...,r)-re kapjuk, hogy

0= vy + - + v, A(wi)] = [aqvr + -+ + apvr, vi] = i
igazolva ezzel az {A*(vy1),..., A*(v,)} vektorrendszer linedris fiiggetlenségét. Akkor
fennall a
(a) dimim (A) = r < dimim (A*)

egyenl6tlenség. Kihasznélva, a (4.1.8) tételben igazolt (A*)* = A transzpondldsi
tulajdonsagot, kapjuk a forditott irdnyu

(b) dimim (A) = r > dimim (A*)

egyenlStlenséget. Az (a) és (b) egyenlétlenségek egyidejilleg csak akkor tel-

jesiilhetnek, ha
dimim (A4) = dimim (A*),

és ezt kellett igazolnunk. a
A fenti tételbdl mar azonnal adddik a

4.2.2 Kovetkezmény. [Matrizok rangtétele] Ha A egy tetszéleges m X n tipusi
mdtriz, akkor oszlopvektorrendszerének rangja egyenld transzpondltja oszlopvektor-
rendszerének rangjaval, kovetkezésképpen egy A mdtrixz oszlop— és sorvektorrend-
szerének a rangja is egyenld.

Egy A métrix p(A) rangjat oszlopvektorrendszerének rangjaként definidltuk a
2-dik fejezetben. Fenti eredményiink szerint p(A) egyenlé A sorvektorrendszerének
rangjaval is.

A kovetkezd tételben linedris leképezések Osszegének, illetve szorzatdnak rangjara
vonatkozé egyenlotlenségeket és egyenloségeket igazolunk.
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4.2.3 Tétel. Legyeneck V, W és Z véges dimenzids vektorterek és A, B € L(V,W)
és C € L(Z,V) linedris leképezések. Akkor

(1) p(A+ B) < p(A) + pB),
(2) p(A-C) <min{p(4),p(C)},
ha im (C) =V, akkor

(3) p(A-C) =p(A),

és ha ker (A) = {0}, akkor

(4) p(A-C) = p(C).

Bizonyitas. Az (1) egyenl6tlenség azon egyszerii ténybél koévetkezik, hogy
p(A + B) az im(A) és im(B) W-beli alterek egyesitése altal generalt altér
dimim (A) + dimim (B) — dim(im (A4) N im (B)) dimenziéjanal nem nagyobb, hi-
szen lin (im (A) Jim (B)) minden vektora egy im (A)-beli és egy im (B)-beli vektor
Osszege (lasd az (1.3.8) tételt), ugyanakkor p(A) + p(B) = dimim (A) 4+ dimim (B).
A (2) egyenl6tlenség abbdl kovetkezik, hogy, minden z € Z-re

(A-C)(2) = A(C(2)) ezért im(A-C) Cim(A)

és igy
p(A-C) < pl(A).
Hasonléan, minden w € W-re

(4-C)(w) = (C" - A%)(w) = C*(A"(w)),

tehat
im ((A-C)*) Cim (C*),

és ebbdl kovetkezik, hogy
p(A-C) = p((A-C)* < p(C™) = p(C).

A (3)-as egyenldség igazolasa hasonlé, minden z € Z-re (A - C)(z) = A(C(z)), de
most im (C') =V és ezért im (A-C) = im (A), kovetkezésképpen p(A-C) = p(A). A
(4)—es egyenléség pedig azzal igazolhatd, hogy mivel ker (A) = {0}, minden z € Z-re

(A-C)(2) = A(C(2)) = 0 <= C(z) = 0.

Tehét ker (A - C) = ker (C), azaz v(A - C) = v(C) és igy a (2.1.6) tétel alapjan
kapjuk, hogy

p(A-C)=dimZ —v(A-C)=dimZ — v(C) = p(C).

Ezzel a tétel minden allitasat igazoltuk. a
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A (3—4) egyenl6ségekbél kovetkezik, hogy egy linedris leképezés rangja nem
valtozik, ha reguldris linedris transzforméaciéval szorozzuk, akar jobbrol, akar balrdl.
A miétrixok Osszegének, illetve szorzatanak rangjira vonatkozd egyenlétlenségek és
egyenlGségek a fenti tételbdl mar kovetkeznek. Ezek az alabbiak: ha A és B azonos
tipusi matrixok, akkor

p(A + B) < p(A) + p(B),

ha A és C osszeszorozhaté matrixok, akkor
p(A - C) < min{p(A), p(C)},
ha C sorvektorai linearisan fliiggetlen rendszert alkotnak, akkor
p(A-C)=p(A)
és ha A oszlopvektorai linedrisan fiiggetlen rendszert alkotnak, akkor

p(A - C) = p(C).

4.3 Kwvadratikus alakok

Ebben a részben olyan valds vektortéren értelmezett skalar értéki fliggvényekrol
lesz sz6, amelyek szoros kapcsolatban vannak a fentiekben vizsgalt bilinearis fligg-
vényekkel. Ahhoz, hogy az absztrakt vektorterekre geometriat épithessiink a két,
illetve 3-dimenzids tér geometridjanak mintajara, tavolsidg és szogfogalomra lesz
sziikséglink. Ezek értelmezéséhez specialis bilinedris figgvényeket haszndlunk. A
bilinedris fliggvényhez tartozé kvadratikus alak definitsége donté abbdl a szem-
pontbol, hogy a kérdéses fiiggvényre tamaszkodva értelmezheté-e tavolsag és
szogfogalom a térben. Mint azt a jegyzet masodik részében latni fogjuk, a tobbval-
tozés valés fliiggvények lokdlis szélsGértékeinek meghatarozasa soran is alkalmazzuk
a kvadratikus alakokrodl tanultakat. Ezért vizsgalatuk az optimalizdlasi problémak
irdnt érdeklodo6 leendd gazdasagi szakemberek szaméra is fontos.

Legyen A a valés V' vektortér egy bilinearis fliggvénye. A segitségével definidl-
hatunk egy Q : V — R fliggvényt, el6irva, hogy barmely v € V helyen legyen

(a) Q(v) = A(v, ).
Ha V véges dimenziés és V-nek X = {x1,...,z,} bazisa, akkor minden
n
v = Zl’z
i=1

vektorhoz a Q fliggvény a
(b) Q) =) eigjouy,
i=1j=1

értéket rendeli, ahol az «ayj, (i,j = 1,...,n) skalar az A bilinedris fiiggvény A
métrixaban az i-edik sor j-edik elem. Az X bdazishoz tartozo6 [-, -] bels6 szorzatot
hasznélva, azt is irhatjuk, hogy

() Qv) = [v, A(v)],
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ahol A a V vektortér A bilinearis fiiggvényéhez tartozo linearis transzformacidja. Az
A maétrixa az X bézisban éppen A, amelyet ezentil a kvadratikus alak matrixdnak
is mondunk.

A (b) egyenldség mutatja, hogy Q(v) a v vektor koordindtdinak kvadratikus fiigg-
vénye. A kétdimenzids valés térben az ilyen fliggvények masodrendii gérbéket (kor,
ellipszis, hyperbola, parabola ...) a 3—dimenzids valds térben masodrendii feliileteket
(gbémb, elipszoid, hyperboloid ...) hatdroznak meg. Innen szdrmazik a névvalasztas:

4.3.1 Definicié. Az (a — b) egyenldségek valamelyikével értelmezett
Q:V-R

figgvényt kvadratikus alaknak nevezzik.

A kvadratikus alakok megadasdhoz bilinearis fiiggvényt hasznaltunk, minden A
bilinedris fiiggvényhez hozzarendelhetd egy Q kvadratikus alak. Az is nyilvanvald,
hogy ahhoz az A’ bilinedris fuiggvényhez, amely minden v,w € V vektorparhoz az
A'(v,w) = A(w,v) értéket rendeli, ugyanaz a kvadratikus alak tartozik, mint az
A-hoz, tehéat a kapcsolat a bilinedris fliggvények és a kvadratikus alakok kozott nem
kolesonosen egyértelmii. Amint azt az aldbbi tétel igazolja a szimmetrikus bilinedris
fliggvények és a kvadratikus alakok kozotti megfeleltetés viszont egy—egyértelmaii.

4.3.2 Tétel. (1) Az A: V@V — R szimmetrikus bilinedris figguvényt a a hozzd
tartozo Q : V — R kvadratikus alak egyértelmiien meghatdrozza.
(2) Minden kvadratikus alak szdrmaztathato szimmetrikus bilinedris fiigguénybdl.

Bizonyitas. (1)-es &llitds: Meg kell mutatnunk, hogy tetszéleges v,w € V-re
A(v,w) értéke meghatdrozhaté a Q kvadratikus alak ismeretében. Mivel A szim-
metrikus

Qv +w) =Alv+w,v+w) =A(v,v) + A(v,w) + A(w,v) + A(w,w) =
Q(v) + 2A(v, w) + Q(w) .

Ebbdl atrendezéssel és 2-vel vald osztassal kapjuk, hogy

Qv+ w) — Qv) = Qw)
2 Y

A(v,w) =

és ez verifikalja, hogy A értékei kiszamithaték a Q értékeinek ismeretében.

A (2)-es allitast igazolandd, megmutatjuk, hogy barmely Q kvadratikus alakhoz
talalhat6 olyan szimmetrikus B bilinedris fliggvény, hogy barmely v € V helyen
Q(v) = B(v,v). Tegyiik fel, hogy O-t az A bilinedris fliggvénybdl szarmaztattuk, de
A nem szimmetrikus. Legyen tetszéleges v, w € V-re

def A(v,w) + A(w, v)

B(v,w) 5 :

Akkor nyilvanvaléan B szimmetrikus, és Q(v) = A(v,v) = B(v,v) teljesiil. O
A wvalds vektortereken értelmezett kvadratikus alakokat osztdlyozhatjuk az
altaluk felvehet6 értékek szerint a kovetkezOképpen:

4.3.3 Definicié. Azt mondjuk, hogy a valés V vektortéren értelmezett Q : V — R
kvadratikus alak
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(1) pozitiv definit, ha Q(v) > 0 minden nemzéré v € V-re,
(2) negativ definit, ha Q(v) < 0 minden nemzérd v € V-re,

(3) pozitiv szemidefinit, ha minden v € V-re Q(v) > 0, de van olyan nemzérd
vektor vy, hogy Q(vp) =0,

(4) negativ szemidefinit, ha minden v € V-re Q(v) < 0, de van olyan nemzérd
vektor vg, hogy Q(vg) =0,

(5) indefinit, ha Q mind pozitiv, mind negativ értéket felvesz.

Ezeket az elnevezéseket hasznaljuk valés tereken értelmezett szimmetrikus bi-
linedris fiiggvényekre is (azok a hozzdjuk tartozé kvadratikus alak altal egyértelmiien
meghatarozottak) és valés szimmetrikus matrixokra is, példdul pozitiv definitnek
mondunk egy valds szimmetrikus matrixot, ha az pozitiv definit kvadratikus alak
matrixa valamely bdazisban. Hasonlé értelemben beszéliink pozitiv szemidefinit,
negativ definit, negativ szemidefinit és indefinit szimmetrikus matrixokrdl is.

Tekintsiik a Q(v) = &2 — 6£1&2 + 2€3 kvadratikus alakot, ahol &1,& a v vektor
koordinétéi a 2-dimenziés valés tér valamely {z1, 22} bazisara vonatkozéan. Ahhoz,
hogy eldénthessiik, hogy Q melyik fenti osztélyba tartozik, célszerti atirni a Q(v) =
(&1 — 3£2)% — 7€2 forméaba, vagy ami ezzel ekvivalens, attérni az {s; = x1,s0 =
3x1+x2} bazisra, amelyben v koordinatai ) = & —3&; és m2 = & és Q(v) = 2 —Tn3,
amibél mér nyilvanvald, hogy Q indefinit. Az {z1, 22} bazisban a kvadratikus alak
matrixa az

A L =3 { ij { } bazisb A’ Lo
= mi 7z Z1 n az =
_3 5 | g az 1j {s1, 2} bazisban a 0 7

diagonalis métrix. Vegyiik észre, hogy Q(v) értéke az {s1, s2} bézisban éppen v ko-
ordinatai négyzetének a diagonalisban 1év6 skalarokkal képzett linearis kombinaciéja.

Ez érvényben marad tetszéleges n-dimenzids valés V' vektortereken értelmezett
kvadratikus alakok esetén is, ha a kvadratikus alak méatrixa valamely bézisban diago-
nalis matrix, akkor barmely v € V helyen értéke megkaphaté, ha vessziik v e bazisra
vonatkozé koordinatai négyzetének a diagondlisbeli megfelel6 skaldrokkal vett line-
aris kombinaciéjat. Valéban, ha V-nek X' = {z1,...,z,} olyan bdzisa, amelyre a
kvadratikus alak méatrixa az

11 0 0
0 a929 0
A_ =
0 0 ... apn
diagonalis matrix, akkor az
&
X =

&n
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koordinatavektori z vektornal a kvadratikus alak értéke
Q($) = [U7 A(U)] = 04115% + o+ annfi .

Véges dimenziés valds vektortéren értelmezett kvadratikus alak ilyen négyzet-
Osszegre redukalt formajabol azonnal leolvashatd, hogy milyen értékeket vehet fel,
hiszen valés szdm négyzete nem lehet negativ, tehat a kvadratikus alak pozi-
tiv (negativ) definit, ha a diagondlis matrixa diagondlisiban minden elem pozitiv
(negativ), pozitiv (negativ) szemidefinit, ha ezek az elemek nemnegativak (nempo-
zitivek), de van kozottitk zérus is, és indefinit, ha a diagonélisban van pozitiv és
negativ elem egyarant.

Meg fogjuk mutatni, hogy minden véges dimenzids valés vektortéren értelmezett
kvadratikus alakhoz lehet taldlni a térnek olyan béazisat, amelyben a kvadratikus
alak méatrixa diagonalis matrix. Ehhez bizonyos el6késziiletekre van sziikség.

4.3.4 Definicié. Legyen A szimmetrikus bilinedris fiiggvény a valds V' vektortéren.
Az u és v vektorokat A-ortogondlisnak nevezziik, ha A(u,v) = 0.

Olyan bézisban lesz az A szimmetrikus bilineéris fliggvény és a hozza tartozd Q
kvadratikus alak matrixa diagondlis matrix, amelynek vektorai paronként A-ortogo-
nalisak. A kovetkezo tételben ilyen bazis létezését igazoljuk a Gram—Schmidt—eljdrds
segitségével.

4.3.5 Tétel. Legyen A szimmetrikus bilinedris fiigguény a valdés n-dimenzids V
vektortéren. Akkor létezik V -nek olyan bdzisa, amelynek vektorai pdronként A-orto-
gondlisak.

Bizonyitas. A tétel allitdsanal tobbet igazolunk, nevezetesen azt fogjuk meg-
mutatni, k szerinti teljes indukcioval, hogy minden k£ < n-re van V-nek paronként
A-ortogonalis k-elemi linedrisan fiiggetlen vektorrendszere. Ha minden v € V-re
A(v,v) =0, akkor minden v, w € V parra

0=Aw+w,v+w)=Aw,v) +2- Alv,w) + A(w,w) = 2 - A(v,w).

Tehat A az azonosan zérus bilinedris fiiggvény, ezért V' barmelyik vektorrendszere
paronként A-ortogondlis. fgy a V barmely k-elemii linearisan fiiggetlen vektorrend-
szerei is paronként A-ortogonalisak. Ha A nem az azonosan nulla bilineéris fiiggvény,
akkor van olyan v € V', hogy A(v,v) # 0. Akkor v # 0, hiszen nyilvdn A(0,0) = 0,
és igy az r1 = v egyelemi linedrisan fiiggetlen A-ortogonalis vektorrendszere V-
nek, tehdt a k = 1 esetben az allitas igaz. (Persze egyelemi vektorrendszer A-or-
togonalitdsa semmitmondd, de nincs ellentétben az A-ortogonalitds definicigjival.)
Tételezziik fel, hogy sikeriilt taldlni olyan {x1,...,zr_1} paronként A-ortogonélis
és linedrisan fliggetlen vektorrendszert, hogy A(x;,z;) # 0, (i = 1,...,k — 1)-
re. Valasszunk egy olyan u vektort, amely nincs benne az x1,...,x5_1 vektorok
altal generalt lin (zy,...,z5—1) altérben. Az u & lin(z1,...,25_1) felhasznélasa-
val konstrualunk egy olyan vektort amely az x1,...,xr_1 vektorok mindegyikére
A-ortogonalis. Azt allitjuk, hogy az

k—1
I A(xz,u) '
y=1u ; 7(%7%)% , (4.4)
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ilyen vektor. Valéban, ha 1 < j <k — 1 akkor

Ty,
Ay, 9) = Al 2,4”) Ay, ) = Al u) — Aley, ) =0,

hiszen az indukcids feltevés szerint az {x1,...,xp_1} vektorrendszer paronként A-
ortogonalis volt, igy j # i esetén A(zj, x;) = 0.
(1)-es eset: Ha van olyan w ¢ lin(x1,...,25-1), hogy a segitségével meg-

hatarozott y-ra A(y,y) # 0, akkor az zj; = y-nal kiegészitve az {x1,...,x5_1}
vektorrendszert a kivént k-elemii paronként A-ortogondlis linedrisan fiiggetlen vek-
torrendszert kapjuk, és készen vagyunk a bizonyitassal. A linearis fiiggetlenség abbdl
kovetkezik, hogy az
k—1 ( u)
u=y+ Z e >:1cZ (4.5)

ésu & lin(zy,...,x5-1).

(2)-es eset: Eldfordulhat, hogy barhogyan is valasztunk egy olyan wu vektort,
amelyre v ¢ lin(z1,...,25_1) teljesiil a hozzérendelt y-ra A(y,y) = 0. Megmu-
tatjuk, hogy mindezek az y vektorok egy M alteret alkotnak V-ben. Ezt igazolan-

do, legyenek y; és ys ilyen vektorok, azaz A-ortogondlisak x1,...,x_1 vektorokra
és A(y1,y1) = Aly2,y2) = 0. Az vildgos, hogy akkor a tetszdleges «, 3 skaldrok-
kal képzett ay; + Byo linearis kombindcié is A-ortogondlis az x1, ..., xr_1 vektorok

mindegyikére, mert tetszoleges 1 < j < k — 1-re
Alayr + By2, 75) = aA(y1, z;) + BA(ye, 2j) = a0 + 30 = 0.

Miésrészt ay; + Bya csak akkor van benne a lin (x1, ..., z,_1) altérben, ha o = § = 0.
Valoban, ha

ay + Bya = Y i,
=1

akkor minden j =1...,k — 1-re

0= A(ayl +/6y27:1"j szax] Z% 1’271‘] ’VjA(l‘jal'j%

amibél A(x;,x;) # 0 miatt v; = 0 kévetkezik. Akkor viszont

Alay1 + By2, ayr + fy2) =0

is kell teljesiiljon, « = 8 = 0 esetben a nyilvanval6 A(0,0) = 0 miatt, kiilonben pedig
az u = ay; + Pyz vektort helyettesitve a (4.4) egyenletbe y = ay; + Sy2 adddik és

feltevésiink szerint A(y, y) = 0 barmely u ¢ lin (z1,...,2x_1)-re az
smu-y A,
A xu xz
vektorra. Mint ldttuk az M altérnek a lin (zq,...,x,_1) altérrel a zéré vektoron

kiviil nincs més kozos eleme. Méasrészt a V' vektortér minden vektora egy M-beli és
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egy lin (z1, ..., x_1)-beli vektor Osszege a (4.5) Osszefliggés értelmében, tehat V' az
M és lin (1, ..., xp_1) alterei direktosszege:

V=M®a&lin(r,...,x5-1).

Akkor M bazisa n — k + 1 elemi. Jeloljiik vektorait xg, ..., x,-nel. Az nyilvanvalg,
hogy ezek a vektorok A-ortogonalisak az x1, ..., x,_1 vektorokra, mert M minden el-
eme ilyen. Az, hogy egymaésra is A-ortogondlisak kovetkezik az alabbi egyenléségbdl:
ha (k <s <t <n), akkor

0= A(xs + 2, x5 + xt) = A(xs’ xs) + 2/4(375, $t) + A($t, fEt) =

= 2A(zs, xt).

Ezzel megmutattuk, hogy van V-nek A-ortogonélis bézisa. |

A fenti tétel bizonyitasa egyben eljarast is ad arra, hogy adott A, szimmetrikus
bilinearis fiiggvényhez hogyan keressiik meg a tér egy A-ortogonélis bazisiat. Ebben
a bazisban a bilinearis fliggvény, illetve a hozza tartozé kvadratikus alak matrixa
diagondlis matrix.

1 Példa. Legyen A az a R3-6n értelmezett bilinedris fligguény, amelynek mdtriza
az {e1 =[1,0,0],e2 = [0,1,0],e3 = [0,0,1]} bdzisban az

1 2 -1
A= 2 -3 -2
-1 -2 0

szimmetrikus mdtriz. Hatdrozzuk meg a tér egy A-ortogondlis bdzisdt.

Tetsz6leges © = [£1,&2,&3], y = [n1,m2, 3] vektorparra most

1 2 —-17[m

Az, y) = [z, A(y)] = [§1,82, 3] 2 -3 -2 72
-1 -2 0 N3

A konstrualandé A-ortogonalis bazis elsé elemeként megtarthaté az e vektor, hiszen
A(ey,e1) = 1. Mivel u; = es ¢ lin (e1), az

N 0 -2
y=uj — A((:L:))el =|1]|-2]0]|=|1
1,€1 0 0 0
A-ortogonalis ej-re. Tovabbé,
1 2 -1 -2
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gy az {r1 = e; = [1,0,0],22 = y = [-2,1,0]} mér 2-elemii linedrisan fiiggetlen

A-ortogonélis vektorrendszere R3-nak. Minthogy az es vektor nincs benne az x1, z2
vektorok altal generdlt altérben, a harmadik bézisvektort

2
_ - A(IL‘i,Eg) .
z=e3 ;7/4(%’%)56,

alakban kereshetjiikk. Mivel A(z1,e3) = —1, A(x2,e3) = 0, kapjuk, hogy a

1

z=|0

1
vektor mind xj-re, mind zo-re A-ortogondlis, tovabbd A(z,z) = —1. Igy az x3 =
z = [1,0,1] valasztassal az {x1,z2, 73} vektorrendszer az R® vektortér paronként

A-ortogonalis bazisa. Ebben a bazisban az A bilinedris fiiggvény matrixa

1 0 0
Al=|0 -7 0
0 0 -1
mar diagonalis matrix. O

2 Példa. Mutassuk meg, hogy minden valos A mdtrizra, az A* - A, ugynevezett
Gram—féle matrix pozitiv szemidefinit.

El6szor vegyiik észre, hogy A* - A szimmetrikus négyzetes matrix. Ha A m x n
tipusu, akkor A* tipusa n x m és A* - A tipusa pedig n x n. Masrészt

(A* A)* = A*- (A")" = A*- A,

Legyenek V' n-dimenzids és W m-dimenzids valés vektorterek és X = {z1,...,z,} a
V-vek Y = {y1,...,ym} pedig a W térnek bézisa. Jelolje A € L(V, W) azt a linedris
leképezést, amelynek métrixa az X', ) bézisparra vonatkozéan éppen A. Akkor
az A transzpondltja eleme L(W,V')-nek és métrixa az ), X’ bézisparra vonatkozdan
éppen a A* matrix. Az A*A métrix pedig az az A* A linedris leképezés matrixa az X
bézisban. Nyilvanvaléan A*A a V vektortér linedris transzformécidja. Ertelmezziik
a V vektortéren az A bilinedris fiiggvényt tgy, hogy minden v, € V-re legyen

A(v,5) E v, (A*4)(9)],

ahol [-,-] a V vektortér X’ bazisdhoz tartozé bels szorzata. Akkor A szimmetrikus
bilinedris fiiggvény, mert kihasznélva a (4.1.8) tétel (5)-6s allitdsat azt kapjuk, hogy

A(v,0) = [v, (A"A)(0)] = [(A"A)(0), ] =

=[0,(A"A)(v)] = A(D,v).
Az A-hoz tartozd Q kvadratikus alak minden v € V-hez

Qv) = A(v,v) = [v, (A" A)(v)] =
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= [0, A7(A(v))] = [A(v), A(v)] = 0

értéket rendeli, ahol az egyenléség sorozat jobboldalan az A(v) € W vektornak
onmagaval valé ) bézis dltal meghatarozott bels§ szorzata all. Az érték nemneg-
ativitdsa éppen abbdl kovetkezik, hogy az [A(v), A(v)] belsé szorzat az A(v) € W
vektor koordinatainak négyzetosszege. a

Erdemes megjegyezni, hogy ha V.= W és A az A € R(V) reguldris linedris
transzformacié matrixa, akkor A(v) = 0 akkor és csak akkor teljesiil, ha v = 0, igy
ebben az esetben A* - A pozitiv definit matrix.

A (4.3.5) tétel bizonyitdsabdl, de a fenti els6 példabdl is kideriil, hogy egy vektor-
térnek tobb A-ortogondlis bazisa is lehet, ezért ugyanazon szimmetrikus bilinedris
fiiggvénynek, illetve a hozzatarozd kvadratikus alaknak a kiilonb6z6 A-ortogonalis
béazisokban kiilénb6z6 a diagondlis matrixa. Ennek ellenére egy valds vektortéren
értelmezett kvadratikus alak barmelyik diagonalis métrixa alkalmas definitségének
vizsgédlatara, mert a diagondlisban 1év6 pozitiv, negativ és nulla elemek szdma min-
den diagondlis matrixaban ugyanaz. Ezt allitja a Sylvester-féle invariancia tétel.

4.3.6 Tétel. [Sylvester-féle invariencia tétel] Fgy véges dimenzios valés V
vektortéren értelmezett A szimmetrikus bilinedris fiigguény, illetve a megfeleld Q
kvadratikus alak bdrmely diagondlis mdtrizdban a pozitiv, a negativ és a zéro elemek
szama dllando.

Bizonyitas. Tekintsitk V-nek két kiillonbozé A-ortogondlis bézisat. Legyenek
ezek

{u1, . U, V1, VW, Win by

illetve

/ / / / / /
{ul, ... up, vy, . V5 W, Wy )

ahol a bazisvektorokat a kovetkezéképpen csoportositottuk:

A(ugyui) >0 és .A(u;-,u;-)>0 (t=1,....kj=1,...,r),

A(vi,v) <0 és .A(U;,U;)<0 (i=1,....6;j=1,...,3),

A(zi,2i) =0 és A2, 25) =0 (i=1,...,m;j=1,...,t).

Azt kell tehdt igazolnunk, hogy k = r, £ = s és m = t, hiszen az els6 bézisra
vonatkoz6 (diagondlis) matrixban k a pozitiv, ¢ a negativ és m a nulla diagondlis
elemek szdma, mig a mésodik bézisra vonatkozé (diagondlis) matrixban r a pozitiv, s
a negativ és ¢ a nulla diagonéalis elemek szama. Jelolje M, N és P azokat az altereket,

amelyeket rendre az {uy,...,ur}, a {v1,...,v7} és a {wy,...,w,} vektorrendszerek
generalnak és hasonléan legyenek M’ N’ és P az {u},...,u.}, a {v],...,v.} és a
{w],...,w;} vektorrendszerek altal generdlt alterek. Az M altérnek és az N' @ P’

altérnek csak a zér6 vektor a kozos eleme, mert ha 2 € M (N’ @ P’), akkor x € M
miatt x = Zle &u;, amibol

k
Az, ) => & A(us, u) > 0
=1
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és A(z,z) = 0 is csak ugy lehet, ha # = 0. Mdsrészt « € N’ @ P’-b6l hasonld
érveléssel igazolhatd, hogy A(z,x) < 0. Ebbél kovetkezik, hogy van V-nek olyan
altere, amely az M és (N’ @ P’) altereinek a direktosszege. Akkor

dim (M & (N'® P')) =dim M + dim(N' @ P') <
dim M’ 4+ dim(N' & P') = dimV,

amibél dim M < dim M’ kovetkezik. De M és M, illetve N’ @ P’ és N @ P szerepét
felcserélve a forditott irdnyt dim M’ < dim M egyenl6tlenséget kapjuk hasonlé bizo-
nyftéssal, igy k = dim M = dim M’ = r. Analdg érveléssel kaphatdk, a dim N =
dim N’ és a dim P = dim P’ egyenl8ségek is, ezért azokat az olvasdra bizzuk. a

4.4 Bilinearis és hermitikus alakok*

Sajnos komplex vektortereken értelmezett bilinedris fliggvényekhez rendelt kvadr-
tikus alakok definitségi osztalyozasa értelmetlen, hiszen ha egy bilinedris fiiggvényhez
tartozé Q kvadratikus alak valamely v vektorhoz pozitiv Q(v) értéket rendel, akkor
az i - v vektorhoz az iQ(v) = —Q(v) negativ szdmot. Ezért komplex vektortereken
bevezetjiik a bilinedris alak fogalmat, és a szimmetrikus bilinearis fliggvényeknek
megfelelO, ugynevezett Hermite-féle bilinearis alakokhoz rendeliink majd a komplex
vektortéren értelmezett, de valds értékeket felvevs kvadratikus alakokat, amelyek
segitségével a komplex vektorterekre is altalanosithatjuk a két, illetve 3-dimenzids
terek geometriai fogalmait.

4.4.1 Definicié. Legyenek V és W komplex vektorterek, és A:V @ W — C olyan
figgvény, amely eleget tesz az aldbbi feltételeknek:

(i) (Ver,e2 € C) : (Yo, € V) : (Yw € W) : A(e1v1 + eqv9,w) =

671-/4(1117 w) + ?ZA(UQa ’UJ) )

ahol g7 (i =1,2) az g; skaldr komplex konjugdltjdt jeloli, és
) (Vwi,wa € C): (Vo € V) : (Ywi,ws € W) : A(v,wiwy + waws) =

wiA(v, w1) + wa A(v, ws) .

Akkor az A fiigguényt bilinedris alaknak nevezziik.

Léathatdan a bilinearis alak a bilinearis fiiggvény fogalmanak csekély modositésa,
ez az oka a csaknem azonos névvalasztasnak is. MindOssze azt irtuk eld, hogy
a fliggvény els6 valtozdjaban szerepld vektor skaldrszorzdjanak ”kiemelése” egyiitt
jar annak komplex konjugdltjaval valé helyettesitésével is. Persze, ha ez a skalar-
szorzo torténetesn valds szam, akkor konjugaltja onmaga, tehat a valés terek direkt
Osszegén értelmezett bilinearis alakok az eddigi vizsgalatainkban szerepld bilinedris
fuggvényekkel egyeznek meg.

Egy bilinearis alak els6é valtozdjat rogzitve, csakigy mint a bilinearis fiiggvé-
nyek esetében, a masodik valtozdjanak linedris fiiggvénye. Ha azonban a maésodik
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valtozdjat rogzitjik, akkor az elsé valtozdjanak igynevezett mdsodfaji linedris filigg-
vénye lesz. Komplex vektorterek eddigi értelemben vett linearis fliggvényeit elséfaju
linedris fliggvényeknek is szokas nevezni. Megmutathatd, hogy egy V' komplex vek-
tortér masodfaju linedris fiiggvényeinek a V* halmaza is komplex vektorteret alkot a
fiiggvények szokésos osszeaddsaval és a skaldrokkal valé aldbbi szorzdssal: ha £ € V*
és \ tetszdleges komplex szam, akkor legyen M € V* a

(Vo € V) : (A0)(v) € Xe(o)

egyenléséggel definialt.
Igazolhatod, hogy V elséfaju és a méasodfaji linedris fliggvényeinek terei izomorfak,
és ha V véges dimenzids, akkor V is izomorf ezekkel a terekkel.

Ha V = W n-dimenziés komplex térben rogzitiink egy A bazist, akkor az X
béazishoz tartozik egy, a bels6 szorzathoz hasonld bilinedris alak is. Nevezetesen, ha
v és w tetszoleges V-beli vektorok a bazisvektorok

n n
V= E €;L; €és w= E Wix;
i=1 i=1

linearis kombinéciéja, akkor a
def
o, 0] % 3 5, (4.6)
i=1

(; a komplex e; koordindta komplex konjugaltjat jeloli) egyenléséggel definialt
figgvény bilinedris alak, amelyet komplex belséd szorzatnak neveziink. A komplex
belsé szorzat a valtozok felcserélésével szemben mar nem invaridns, de minden
v,w € V vektorparra teljesiil, hogy

[v, w] = [w,v].

4.4.2 Definicié. Egy V' komplex vektortéren értelmezett A bilinedris alakot
Hermite—féle alaknak, vagy réviden csak hermitikusnak neveziink, ha minden v,w €
V-re

A(v,w) = A(w, v)
teljestil.

A komplex belsé szorzat hermitikus bilinedris alak.

Tetszbleges komplex V' és W komplex vektorterek direktosszegén értelmezett bi-
linearis alakok is vektorteret alkotnak, és ha V és W véges dimenzidsak akkor a
bilinedris alakok tere izomorf az L(W, V') linedris leképezések terével.

A véges dimenziés esetben, rogzitve V-ben egy X = {x1,...,2,} és W-ben egy
Y =A{y1,...,ym} bazist egy A bilineéris alak és a hozzarendelt A € L(W, V) linearis
leképezést a komplex belsé szorzat kapcsolja Ossze:

(Vo € V)(Yw € W) : A(v, w) L [v, A(w)] .

Ekkor az A bilinedris alakhoz tartozé A = [A(z;,y;)] = ;] matrix éppen az A
linearis leképezés ), X bazisparra vonatkoz6 métrixa. De most a

(Vo € V)(Yw € W) : [A(v), w] & [0, A(w)] = A(v, w)
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értelmezéssel adott A* € L(V, W) linedris leképezés A* métrixa nem az A transzpo-
naltja, hanem az A matrix ugynevezett adjungaltja, amit ugy kapunk A-bol, hogy
transzpondlason kiviill még a matrix elemeit konjugdlnunk is kell. Ennek igazoldsé-
hoz tegyiik fel, hogy

A =16, G=1,...,mi=1,...,m),

tehat z; € X’ vektor A*(x;) képének az y; € Y bazisvektorra vonatkozé koordindtaja
Bji . Akkor

aij = A(i,y;) = [A*(2:), ] = Bji,
amibdl mar adédik a kivant §;; = @5 egyenldség.
4.4.3 Definicié. Az A* € L(V, W) linedris leképezést az A € L(W, V) adjungdltjd-
nak nevezzik.

A bilinedaris fiiggvényekkel kapcsolatban igazolt &llitasok csaknem mindegyike
valtozatlanul igaz marad bilinearis alakokra is, ha a transzpondlas helyett adjunga-
last végziink. A (4.1.8) tétel (2)-es pontjat azonban médositanunk kell, a megfeleld
Osszefiiggés:

(aA)* =a- A*

Természetesen a matrixokra valé megfogalmazas is hasonléan médosul:

(aA)* =a- A*,

Az A : V@&V — C alaku bilinearis alakhoz is rendelhetink Q : V — C
kvadratikus alakot, amely minden v € V-hez a Q(v) = A(v,v) értéket rendeli.
A valds esettdl eltéréen, azonban a bilinedris alakok és a kvadratikus alakok kozott
egy-egyértelmii a megfeleltetés.

4.4.4 Tétel. A komplex V wvektortéren értelmezett A bilinedris alakot a
hozzdrendelt Q kvadratikus alak egyértelmiten meghatdrozza.

Bizonyitas. El6szor lassuk be, hogy minden v € V-re
Q(v) = Qi -v),

ahol i jeldli a képzetes egységet (i2 = —1).
Valéban, mivel az i komplex szédm i konjugaltja —i, kapjuk, hogy

Q(i-v)=A(i-v,i-v) =iA(v,i-v) = —i>A(v,v) = Q(v).
Ezt figyelembe véve
(1) Qv+ w) = A(v +w,v +w) =
= A(v,v) + A(v,w) + A(w,v) + +A(w, w) =
= Q(v) + A(v,w) + A(w, v) + Q(w),

(2) Qv+ w) = A(iv + w, v+ w) =
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= A(iv,iv) + A(iv,w) + A(w, v) + A(w,w) =
= Q(iv) + A(iv,w) + A(w, iv) + Q(w) =
= 9Q(v) —iA(v,w) + iA(w,v) + Q(w)
egyenloségek addédnak. Ezekbdl mar rovid szamoldssal kifejezhetjitk A(v, w) értékét:

(3) Alw, w) = Qv +w) +iQ(iv + w)2— (1+41) (Q(v) + Q(w)) |

ami a (3) Osszefiiggés szerint csak Q értékeitdl fligg. Ezzel a tételt igazoltuk. a
Ahhoz, hogy egy bilinearis alakhoz rendelt kvadratikus alak definitségérél

lehessen beszélni, az kell, hogy a szébanforgd kvadratikus alak valds értékeket vegyen

fel. Ennek sziikséges és elegendé feltételét fogalmaztuk meg a kovetkezo tételben.

4.4.5 Tétel. Egy komplex vektortéren értelmezett kvadratikus alak pontosan akkor
valds értékid, ha a hozzd tartozo bilinedris alak hermitikus.

Bizonyitas. Sziikségesség: Tegylik fel, hogy a V' véges dimenzids komplex tér A
bilinedris alakjahoz tartozé Q kvadratikus alak V minden pontjdban valds értékii.
Akkor, mint azt az el6z6 tétel bizonyitasaban lattuk (ldsd a (3)-as egyenlOséget az
el6z6 tételben),

Qv + w) + 19w + w) — (1 +1) (Q(v) + Qw))

A(v,w) = 5 )

és az (1) és (2) egyenldségek felhasznalasaval azt ellenérizhetjiik, hogy

Alw, v) = Qv+ w) —iQ(iv + w)2— (1—1)(Q(v) + Q(w)) |

Mivel @ minden pontban valés értékii, ebb6l mér kiolvashatd, hogy

A(v,w) = A(w,v) .
Elegend6éség: Ha A hermitikus, akkor barmely v € V-re
Qv) = A(v,v) = A(v,v) = Q(v),

és tekintve, hogy egy komplex szam konjugaltja pontosan akkor énmaga, ha valds,
kapjuk, hogy Q(v) valds kell legyen.
Ezzel a bizonyitast befejeztiik. a

Igy mar értelmezhetjiik egy A hermitikus bilineéris alak definitségét is:

4.4.6 Definicié. Ha A a komplex V' vektortéren értelmezett hermitikus bilinedris
alak, akkor azt mondjuk, hogy

(a) A - pozitiv (szemi)definit ha A(v,v) > 0(> 0) minden nemnulla v € V vektorra,
(b) A — negativ (szemi)definit ha A(v,v) < 0(< 0), minden nemnulla v € V' vek-
torra,

(¢) A —indefinit ha léteznek olyan v és w vektorok, hogy A(v,v) >0 és A(w,w) <
0.
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Véges dimenzios komplex téren értelmezett hermitikus alakhoz tartozé linedris
transzformacié adjungaltja énmaga. Ezt a

[v, A(w)] = A(v, w) = A(w,v) = [w, A(v)] = [A*(w), v] = [v, A*(w)]

szamolassal kapjuk, és ebbol mar kévetkezik, hogy hermitikus alak matrixanak ad-
jungéltja 6nmaga. Ezért az ilyen transzformécidkra (matrixokra) az dnadjungdlt
transzformdcid (mdtriz) elnevezéseket hasznaljuk. Ha pedig egy transzformécié
(matrix) adjungéltja megegyezik az inverzével, akkor wunitér transzformdcionak
(mdtriznak) hivjuk.

Véges dimenzios komplex vektortéren értelmezett hermitikus alakokhoz mindig
talalhaté olyan bazisa a térnek, amelyben a hermitikus alak matrixa diagonadlis
matrix, és érvényes a Sylvester-féle invariancia tétel is, azaz hermitikus alak barmely
diagondlis matrixaban ugyanannyi a pozitiv, a negativ és a nulla elemek szdma.



5. Fejezet

Euklideszi és unitér terek

A jegyzet elsé fejezetét azzal kezdtiik, hogy a vektorterek elmélete a kozépiskolai
koordinata geometria, illetve analitikus geometria altalanositdsdanak tekinthetd.
Mindeddig azonban nem foglalkoztunk olyan kérdésekkel, amelyek a tér elemei-
nek tavolsagaval, vagy egyenesek dltal bezart szogekkel kapcsolatosak, sot azt sem
tudhatjuk az eddigiekbdl, hogy melyek a koznapi értelemben vett 3-dimenzids tér
olyan objektumainak, mint a pont, egyenes, sik stb., megfelel6i az absztrakt tobb-
dimenziés vektorterekben. A valds szamsikon elhelyezked6 pontok tavolsdgat a
pontok koordinataibol szarmaztattuk, nevezetesen vettiik a megfelelé koordinatak
kiillonbségének négyzetosszegébdl vont négyzetgyokot. A tavolsag nemnegativ valds,
azon beliil is esetleg irraciondlis szamnak adddott, dltalaban még akkor is, ha a pon-
tok koordindtai egész, vagy raciondlis szdmok voltak, példaul az A(1,0) és B(0,1)
pontok tavolsdga /2 irraciondlis szdm. Annak érdekében, hogy megérizhessiik
azt a tulajdonsigot, hogy a tér elemeinek tavolsdga nemnegativ valds szammal ki-
fejezheto és a tér elemeinek koordinatdibdl szarmaztathatd, vizsgalatainkat altalaban
lesziikitjiik véges dimenzids valds és komplex vektorterekre, de ahol olyan eredmé-
nyeket kapunk, amelyek érvényesek végtelen dimenzids vektorterekre is, akkor a tér
véges dimenziés voltat nem hangsilyozzuk.

5.1 FEuklideszi terek

A valés szamtest, mint 1-dimenzids valds vektortér, és egy egyenes pontjai kozott
ugy létesitettiink egy-egyértelmli megfeleltetést, hogy kijeloltiink az egyenesen két
pontot, az egyikhez a 0, a masikhoz az 1 valds szamot rendeltiik, majd ezutan a A
szamhoz azt a pontot rendeltiik, amely az origdtdl, azaz a 0-nak megfelelé ponttol
|A| tavolsdgra van, a 0 és az 1-gyel jelolt pontok tavolsdgat véve egységnek, az e-
gyenesnek az origotdl az 1-et tartalmazo félegyenesen, ha A > 0, illetve az ellentétes
irdnyu félegyenesen, ha A < 0. Eljarhattunk volna a kovetkezoképpen is: felvesziink
egy helyvektort, azaz egy iranyitott szakaszt, melynek a hosszat egységnyinek te-
kintjiik, majd annak A valds szdmsorosait gy értelmezziik, hogy vessziik az ugyan-
abbdl a kezdépontbdl induld, |A| hosszisiagu, és az alapul vett helyvektor irdnyédval
megegyez0, vagy azzal ellentétes idnyu helyvektorokat, aszerint, hogy A > 0, vagy
A < 0. A két eljaras ekvivalens abban az értelemben, hogy a helyvektorok végpont-
jai azonosak az elsé eljaras szerinti egyenes pontjaival. fgy amikor a szadmegyenes
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pontjainak koordinatdirdl beszéliink, tulajdonképpen annak a vektornak a koordi-
natairol van szo, amely az origobdl a szébanforgd pontba mutat, éspedig az alapul
vett helyvektorra, mint bazisra vonatkozdan. A valds szamsik pontjainak koordi-
natai is helyvektorok koordinatai, ahol a bézist, altaldban egymadsra mercleges, két
vektor alkotja.

Ennek megfeleléen a tovabbiakban vizsgalt vektorterek vektorait a tér pontjainak
fogjuk nevezni. Ertelmezni fogjuk a pontok tavolsagat, a pontokbdl képeziink fél-
egyeneseket, definidljuk azok hajldsszogét és megadjuk néhdny mas geometriai objek-
tum megfelel6it tetszoleges n-dimenzids valds vektorterekben. A 2-dimenziés valds
koordinatatérben, a valds szamsikon az

T el
&2 72

pontok tavolsdga d = /(&1 — n1)% + (&2 — 12)2 . A mdr a kozépiskolai tanulményaink
soran értelmezett skalaris szorzat segitségével ez a tavolsag, a két vektor
kiilonbségének onmagaval alkotott skalaris szorzatabdl vont pozitiv négyzetgyoknek
adddott, tehat a skaldris szorzat lehet az az eszkoz, amelyre tdmaszkodhatunk, a
tavolsag értelmezésekor. Mivel nem kivanjuk vizsgdlatainkat a koordindtaterekre
korlatozni, a vektorok skaldris szorzat fogalmat gy kell definidlni, hogy egyrészt ne
csak koordindtaterekben lehessen a vektorok skalaris szorzatat értelmezni, mésrészt
a kozépiskolaban megismert skaldris szorzat a mi értelmezésiink szerint is skaldris
szorzat maradjon. A kovetkezd definicidban a valds skaldris szorzat altaldnos fo-
galmat adjuk meg.

5.1.1 Definicié. Legyen V wvalds vektortér és
(,): VXV >R

olyan fiigguény, amely minden v,w € V wvektorparhoz egy (v,w)-vel jelolt valds
szamot rendel. A (,) fliggvényt skaldris szorzatnak nevezziik, ha eleget tesz az aldbbi
feltételeknek: barmely v, w, z € V wvektorokra és tetszéleges A valds szdmra

(1) (v,w) = (w,v),
(2) (
(3) (v+w,z) = (v,2) +(w,2),
(4) (

v, w) = A (v, w),

v,v) >0 és (v,v) =0<=v=0.

Azok szdmara, akik a bilinedris fliggvényekrél nyilvanvald, hogy a skalaris szor-
zat a V vektortéren értelmezett pozitiv definit szimmetrikus bilinedaris fliggvény. Bar
a (2) és (3) feltételbdl csak az elsé valtozéban vald linearitds kovetkezik, de az, az
(1) feltétel miatt a mésodik valtozora is teljesiil. A (4)-edik feltétel pedig a szim-
metrikus bilinearis fliggvény pozitiv definitségét irja eld. Erdemes felfigyelni arra,
hogy a skalaris szorzat értelmezésénél nincs sziikség arra, hogy a V' vektortér véges
dimenziés legyen, példdul a valds egyiitthatés polinomok R[t] végtelen dimenzids
terében két, p(t), q(t) polinom skaldris szorzata értelmezhetd a

1

w0 a0) < [ p(O)alt)d

0
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definidlé egyenléséggel. (Az (1)—(4) feltételek teljesiilésének ellenérzését az olvaséra
bizzuk!) Vannak azonban olyan végtelen dimenziés valds vektorterek is, amelyek-
ben nem definidlhaté skaldris szorzat, ilyen példdul az Osszes valds szamsorozatok
vektortere. Ennek az allitasnak az igazolasa nem konnyt és kiviil esik vizsgalataink
korén.

5.1.2 Definicié. Az olyan véges dimenzids valds vektortereket, amelyben skaldris
szorzat van értelmezve euklideszi tereknek nevezzik.

Megjegyzés: Az el6z6 fejezetben talalkoztunk a bels6 szorzatnak nevezett szim-
metrikus bilinearis fiiggvény fogalméaval, és tetsz6leges F test feletti V vektortér bar-
mely béazisa segitségével definidlni tudtunk bels6 szorzatot, ami szimmetrikus biline-
aris fliggvény. Azok kedvéért, akik alapszintii képzésben részesiilnek ijra megadjuk
a bels6 szorzat fogalmat.

5.1.3 Definicié. Legyen V n-dimenzios F test feletti vektortér, és annak X =
{z1,...,2,} egy rogzitett bazisa tetszéleges

n n
v = E gir; €s w= E Wi
i=1 =1

vektorok belsd szorzatdn a

n
def
[v, w] = E EiW;
i=1

osszeget értjik.

Véges dimenziés valdés vektorterekben belsé szorzat nyilvanvaléan mindig
értelmezhetd és mindig skalaris szorzat. Kovetkezésképpen, minden véges dimen-
zios valés vektortér euklideszivé tehetd. Ezt bizonyitjuk a kovetkezd tételben.

5.1.4 Tétel. Ha V véges dimenziés valds vektortér, akkor értelmezhetd skaldris
szorzat V -ben.

Bizonyitas. Legyen X = {z1,...,z,} V-nek tetsz6leges bazisa és barmely
v,w € V-re legyen

n
def
<’U,’U}> = [’U,U)] = Zgiwiv
i=1

ahol g;, illetve w; (i =1,...,n) a v, illetve w vektorok X béazisra vonatkoz6 koordi-
natai. Be kell latnunk, hogy a belsé szorzat kielégiti a skalaris szorzattol megkovetelt
feltételeket. Ezeket egszerii szamolassl igazolhatjuk.

(1) [v,w] = 3 giwi = Y oiq wig; = [w,v], hiszen a valds szamok szorzdsa kommu-
tativ.

(2) Kihaszndlva, hogy

n
AU = Z /\81'1'1' s
i=1

kapjuk, hogy
n n
[Av,w] = Z Aejw; = )\Zeiwi = v, w].
i=1 i=1
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(3) Ha z = Y1, (; egy tetszOleges harmadik vektor V-ben, akkor, kihasznélva, hogy

n

vt w = (& +w)i,
i=1

és azt, hogy a valds szamok szorzasa az Osszeaddsra nézve disztributiv, azt kapjuk,
hogy

n
[v+w, 2] = (& +wi)s Zelg
=1

—i-zn:wig = [v, 2] + [w, 2]
i=1

(4) Mivel minden o € R-re o >0,

és valds szamok négyzeteinek 6sszege akkor és csakis akkor nulla, ha mindegyik nulla,
ezért [v,v] =0<=v=0. O

5.1.5 Definicié. FEgy V walos vektorteret normdalt térnek hivunk, ha létezik olyan
|- : V — R norma-fiiggvény, amely barmely v € V-re

(1) lo]| >0 és |jv|=0<=v=0,
(2) lev]l = lelllvl,
(3) [[v 4wl < [|vf| + [lwl]

feltételeknek tesz eleget. A ||v|| nemnegativ szamot a v vektor normdjdnak nevezzik.

5.1.6 Tétel. Ha eqy V walds vektortéren skaldris szorzat van értelmezve, akkor a
|| Qef V(v,v) definidlé egyenléséggel megadott fiigguény norma.
Bizonyitas. Az, hogy v(# 0) € V-re ||v| = /(v,v) > 0 kozvetlen kovetkezmé-

nye a skaldris szorzat (4)-es tulajdonsigénak.
Ha ¢ tetszoleges valés szam, akkor

lewll = y/{ev,e0) = /€2 (v, 0) = |ely/ (v, 0) = [elllo]] -

A normatol megkovetelt 3-dik tulajdonsag teljesiilését bizonyitandd, elészor is ve-
gyluk észre, hogy

Il +wll < Jloll + [wl| <= [lv+wl® < (o]l + [lw]l)?,

mert az egyenl6tlenség mindkét oldalan nem-negativ valés szdmok allnak. Ki-
szamitva az egyenl6tlenség mindkét oldalat:

lo+w|? = (v +w,v+w) = (v,0)+2 (v, W)+ (w, w) = ||v||>+2 (v, w)+|w|*, (5.1)
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illetve
(ol + llwl)? = wl” + 2 (o]l - [lw]l + lw]?. (5.2)

osszehasonlitva (5.1)-t és (5.2)-t kapjuk, hogy
lv +wl* < (ol + [lwl)* <= (v, w) < |Jo]| - [lw]-
Ennél azonban egy kicsivel t6bb is igaz, nevezetesen, hogy
| (v, w) [ < o] - flwl]- (5.3)

Ez utébbi, a Cauchy-Schwarz-egyenlitlenség néven valt hiressé. Bizonyitasa a ska-
laris szorzat tulajdonsagait hasznalja ki:

(v+ Aw, v 4+ Aw) > 0 barmely A valés szamra a skaldris szorzat (4)-es tulajdonsiga
miatt, ami részletesebben

(0, 0) 4+ 2X (v, w) + (w, w) = [[o]* + 2X (v, w) + A2[w]* > 0

alakban irhaté. Mivel ez A-nak mésodfoki polinomja pozitiv féegyiitthatéval, csak
akkor lehet nemmnegativ, ha ezen polinom diszkrimindnsa nempozitiv. (Pozitiv
diszkrimindns esetén két kiilonboz6, A1, Ag értéknél a polinom zérussa, mig a (A1, A2)
intervallum belsejében negativva vélnal) fgy tehat

4((v,w))* = 4llv)* - Jwl® <0,

amibol atrendezéssel, 4-gyel valé egyszeriisitéssel, majd mindkét oldalbél vald
négyzetgyok vondssal kapjuk a kivant | (v, w)| < ||v|| - ||w| Cauchy-Schwarz-egyen-
16tlenséget. Tekintve, hogy egy valds szdm nem kisebb mint az abszoliat értéke,
kapjuk a normétdl elvart 3-dik tulajdonsaggal ekvivalens (v, w) < ||v] - ||w]|| egyen-
16tlenséget, és ezzel a bizonyitas teljes. a

A skaldris szorzathoz rendelt norma esetén minden v € V' vektorra (v, v) = ||v||?, de
az altalaban nem igaz, hogy minden norma szarmaztathaté skalaris szorzatbol, ezért
megkiilonboztetésiil a skalaris szorzatbol szarmaztatott normat euklideszi-normdnak
fogjuk nevezni. Példa nem euklideszi-normara, az R™ valés koordinatatérben az

&1

— max il

&n

figgvény, amelyet nevezziink mazimum-normdnak. Annak igazolasat, hogy ez valé-
ban norma, az olvaséra bizzuk. Azt, hogy az igy definidlt norma nem euklideszi-
norma n > 1 esetén, a kovetkezdképpen lathatjuk be: Vegyiik észre, hogy euklide-
szi-norma esetén tetszoleges két x, y vektorra

lz +yl? = [lz]|* + 2z, ) + [yl
tehat skalaris szorzatuk

x4yl — [zl = ||yl
<x’y>:|! I 2|| 1* = llyll




124 5. FEJEZET EUKLIDESZI ES UNITER TEREK

kifejezhetd a norma fiiggvényeként. Tekintsiik az =z = [-1, =2, 0,...,0] és y =
[2,1,0,...,0] R™beli vektorokat, ahol a 0 komponensek széma n — 2. Ha a
maximum-norma skalaris szorzatbdl szdrmazna, akkor ezekre a vektorokra

1-4-4 T 9-4-4 1

e (ay) ===

(x,y) = 5 5 5 5

teljesiilne, ellentétben a skaldris szorzat (2)-es tulajdonsdgaval. Ez a kis ellenpélda
mutatja, hogy n > 2-re a maximum-norma nem euklideszi-norma.

Analizis tanulmanyainkbdl tudjuk, hogy normalt terekben definidlhaté tdvolsdgfiigg-
vény, vagy mas elnevezéssel metrika. A metrika teszi lehetévé azoknak a topoldgiai
alapfogalmaknak az értelmezését, ami majd a tobbvaltozos analizis linedris algebrai
alapokra helyezését lehet6vé teszi. A metrikatdl az aldbbi elvarasaink vannak.

5.1.7 Definicié. A V wektortéren értelmezetd : V xV — R fiiggvényt metrikdnak
nevezink, ha minden v, w,z € V-re eleget tesz az alobbi feltételeknek:

(i) dv,w) >0 és d(v,w)=0<=v=uw,
(ii) d(v,w) = d(w,v),

(iii) d(v,2) < d(v,w) + d(w, 2)

Ezek a feltételek elég természetesek: (i) azt kivanja, hogy két pont tavolsdga nem-
negativ legyen és csak akkor lehessen nulla, ha a két pont egybeesik. (ii) azt fejezi
ki, hogy két pont tavolsiaga fliggetlen kell legyen attdl, hogy azt melyik pontbdl
kiindulva mérjitkk. Ez a kovetelmény is természetes. Végiil (iii) a haromszog egyen-
16tlenség azt mondja, hogy két pont kozott a legrovidebb Ut a pontokat Gsszekotd
egyenes mentén van.

Béar analizis tanulméanyaink soran igazoltuk, a teljesség kedvéért itt is bizonyitjuk,
hogy ha egy valés vektortér normélt tér, akkor abban metrika is definidlhato.

5.1.8 Tétel. Ha a valos V wvektortér normadlt tér, akkor az a d : V xV — R

fiigguény, amely tetszdleges v,w € V' pontokhoz a d(v,w) def

rendeli metrika.

|lv — w|| valds szamot
Bizonyités. (a) Mivel minden v(# 0) € V vektor norméja pozitiv, masrészt
10 = 110 v[| = [0] - lu]| = 0, kapjuk, hogy
dv,w)=|lv—w|| >0 és

dv,w)=|lv—w[|=0<=v—-—w=0<+<=v=w,

igazolva ezzel, hogy a metrika (i) axiéméja teljesiil.
(b) A norma 2-dik tulajdonséga alapjan

d(v,w) = [lv —w| = || = w =) = [ = 1[w = v]| = [w = v[| = d(w,v).

Ez mutatja, hogy a (ii) feltételnek is eleget tesz a definidlt fiiggvény.
(c) A haromszog egyenl6tlenség igazoldsa a norma 3-dik tulajdonsdgabol kovetkezik.
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Bevezetve a v —w =1z és w — z = y jeloléseket, tekintve, hogy v — z = = + y,
kapjuk, hogy
d(v,z) = [[v—z|| = lz +yl < ll=ll + [lyll =
o —w| + [lw— 2]l = d(v,w) + d(w, 2).
O

Mint ismeretes, egy metrikaval ellatott halmazt metrikus térnek neveziink, tehat

az el6z6 tételt ugy is megfogalmazhattuk volna, hogy egy normalt valds vektortér
metrikus tér. Az euklideszi-norma &ltal meghatdrozott metrikat euklideszi metrikd-
nak fogjuk nevezni.
Az euklideszi terek pontjainak tavolsagara fels6 becslést biztosit a haromszog egyen-
16tlenség, alsé becslést pedig, hogy a tavolsag nemnegativ. Idénként azonban
sziikség van finomabb alsé becslésre. Ezt szolgalja a kovetkezo tetszéleges metrikus
terekben is igaz allitas:

5.1.9 Allitas. Ha v, w és z az E euklideszi tér pontjai, akkor

|d(v,w) — d(w, z)| < d(v,z).

Bizonyitas. A haromszog egyenl6tlenség miatt, felhasznalva a tavolsagfiiggvény
valtozoéinak felcserélhetGségét is, kapjuk, hogy

(a). d(v,w) < d(v,z) + d(w, z) és  d(w,z) < d(v,w)+d(v,z)
Az (a) egyenlStlenségek atrendezésével adédnak a
(b) d(v,w) — d(w, z) < d(v, 2) és d(w, z) — d(v,w) < d(v, 2)
egyenl6tlenségek és a (b) ekvivalens a bizonyitandé

|d(v,w) — d(w, 2)| < d(v, 2)

egyenl6tlenséggel. a

Vezessiik be az F euklideszi tér egy v # 0 pontjan dtmend, origd kezdépontu fél-
egyenes fogalmat. Ezen egy v-vel jelolt ponthalmazt fogunk érteni, amelynek elemei
a v pont nemnegativ skalarszorosai. Formalizalva:

7= { AR\ >0}

Definialjuk két tetszéleges v és W (v # 0 # w) félegyenes hajlasszogét is, értve
ezen azt a ¢ (0 < ¢ < m) szoget, amelyre

COSQSdéf (v,w>
[[v]| - [Jw]]

all fenn. A Cauchy-Schwarz-egyenlétlenséghdl kévetkezik, hogy

< oWy

— ol el =
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masrészt, ha a # 0 # 3, akkor
(av, fw) af (v, w) (v, w)

lawll - 18wl afloll - Bllwl ol - fJw]”

és igy, a hajlasszog fogalma jél-definialt. Hangsulyozni kivanjuk, hogy tavolsagot,
mint [attuk normalt terekben is mérhetiink, amihez nem feltétleniil kell legyen ska-
laris szorzat, de a szog bevezetéséhez hasznaltuk a skaldris szorzatot is, és a skalaris
szorzatbdl szarmaztatott normaét is. A tovabbiakban mindig feltessziik, hogy az euk-
lideszi térben a norma a skalaris szorzattal van értelmezve. A definiciébdl azonnal
adédik, hogy két ¥ és & félegyenes meréleges egymdsra, ha a v és w pontok ska-
laris szorzata nulla. A derékszoget bezard félegyeneseket meghatarozé vektorokat
ortogondlisaknak nevezzik. Itt érdemes megjegyezniink, hogy a zérévektornak bar-
mely vektorral val6 skalaris szorzata nulla. Ez azonnal adédik a skaldris szorzat (2)-
es feltételébdl. Ugyanakkor a zérovektor nem hataroz meg félegyenest, igy célszerii a
vektorok ortogonalitasat tjradefinialni, hogy a zérd vektort se kelljen kizarni a széba
jOhetd vektorok korébél. Ezért két vektort akkor fogunk ortogondlisnak mondani, ha
skalaris szorzatuk nulla. Az olyan vektorrendszereket, amelyek a zéré vektort nem
tartalmazzdk és vektorai paronként ortogonalisak ortogondlis rendszernek hivjuk. A
két, illetve 3-dimenzids terekben az ortogondlis rendszerek linearisan fliggetlenek,
igy nem meglepd a kovetkezo 4llitas.

5.1.10 Tétel. Egy E euklideszi tér bdrmely ortogondlis rendszere linedrisan
fliggetlen.
Bizonyitas. Legyen X = {x1,...,2;,...,x,} ortogondlis rendszere E-nek, és

tételezziik fel, hogy
o1+ -+ G H & + T + - 6, = 0. (5.4)

Képezve ezen vektoregyenlet mind baloldalan, mind jobboldaldn 1év6 vektoranak az
x; € X (1 <1i < n) vektorral val6 skaldris szorzatét, kihasznalva az X’ ortogondlis
rendszer voltat, kapjuk, hogy

(&mj, i) = & (i, m3) = & - [lzi]|* = (0,2;) = 0.
1

n
j:
Mivel feltevésiink szerint z; # 0, ez csak ugy lehetséges, ha & = 0. Tekintve, hogy
x; tetszbleges vektora volt X-nek, ez azt jelenti, hogy az (5.4) linedris kombinécié
minden skalar egytitthatéja nulla kell, hogy legyen, azaz az X ortogonalis rendszer

linearisan fliggetlen. O

A 2- és 3-dimenzids euklideszi terek Descartes-féle koordinéta rendszereire gondo-
lva, felmertil a kérdés, hogy vajon tetszoleges n-dimenzids euklideszi terekben lehet-
e olyan bézist valasztani, amelynek vektorai paronként ortogonalisak és egységnyi
hosszusagiak. Be fogjuk latni, hogy ez minden euklideszi térben lehetséges. Elso
lépésben ismertetjiik, a Gram-Schmidt-féle ortogonalizdcios eljdrds skalaris szor-
zatra specializalt véltozatat, emlékeztetve az olvasét, hogy a bilinearis fiiggvények
tanulményozasakor mar hasznaltuk a Gram-Schmidt-médszert annak igazolaséara,
hogy tetszbleges a V vektortérnek van A-ortogonéalis bézisa, ahol A a V' vektortéren
értelmezett szimmetrikus bilinearis fliggvény.
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5.1.11 Tétel. Ha X = {z1,...,2i-1,2i, Tit1,...,Zn} az E euklideszi tér
tetszdleges linedrisan figgetlen vektorrendszere, akkor wvan E-nek olyan )Y =
{Y1, -, Yim1,Yi, Yit1s - - - » Yn} ortogondlis rendszere, amelynek minden y; vektora az
T1,...,T; vektoroknak linedris kombindcidja.

Bizonyitas. A bizonyitas teljes indukciéval torténik, ami egytuttal azt is meg-
mutatja, hogy Y vektorait milyen médon konstrualhatjuk meg X vektoraibol. Le-
gyen

Y1 =21,
majd képezzik az yo = xo + Ay; linedris kombindciét, amelyben a A egytitthatot
ugy valasztjuk meg, hogy az y» és 1y ortogondlisak legyenek, azaz

(y2,91) = (2, 91) + Ay, v1) = (w2, 01) + Alya[|* = 0
teljesiiljon. Ez a
= — (22, 41)
[yl
skalar egytitthaté valasztassal megvalosul, tehat az

o — <.7327 y1>
]2

Y2 =2

vektor ortogonadlis yi-re, és mert y; egyenld volt xq-gyel, az is igaz, hogy o az
xr1 és xo vektorok linedris kombindcidja. Legyen az az indukciés feltevésiink,
hogy mar sikeriilt igy meghataroznunk az y1,...,y; vektorokat, hogy azok paron-
ként ortogonaélisak és mindegyik y; (1 < j <1i) vektor az x1, ..., z; vektorok linedris
kombindciéja. Akkor a kovetkezét

7
Yit1 = Tiv1 + Y Ay
j=1

alakban allitjuk eld, ahol a skalar egytitthatokat annak a kvetelménynek megfelelGen
valasztjuk, hogy y;41 ortogondlis legyen az y1, ..., ¥y; vektorok mindegyikére. Az

i1, k) = (@it ye) + >N W5 k) = (@1, k) + A (W Uk) =
j=1
= <-’L'2‘+1,yk> )‘kHka2 =0 (k =1,... 72)
feltételeket kihasznalva, az adodik, hogy a

Mo = STHLYR g

Ny |2

valasztas mellett ‘
3
LTi+1, Yy
Yi+l = Ti41 — Z 7< s ’2]>yj
2y

vektor ortogonalis az yi,...,y; vektorok mindegyikére és az x1,...,x;, x;41 vek-
torok linearis kombinacidja. Az eljaras n lépésben befejezddik, az n elemii linedrisan
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fliggetlen X vektorrendszer elemeinek linearis kombindacidéiként egy n elem@ ) orto-
gonalis rendszert konstrualtunk. ]

A fentiekben bemutatott eljarassal kapott ortogondlis rendszer y; vektora meg-
egyezett az eredeti linedrisan fliggetlen X vektorrendszer x, vektoraval. Nyilvanvald,
hogy ha X az euklideszi tér egy bazisa, akkor egy az eljarassal kapott ) ortogonalis
rendszer is bazis, amelyet ortogondlis bdzisnak neveziink. Ezért kijelenthetjiik:

5.1.12 Kovetkezmény. Egy n-dimenzids E euklideszi tér barmely nemzérd vek-
tora benne van a tér valamely ortogondlis bazisdban.

A két, illetve 3-dimenzids tér helyvektorainak hossza ugyanaz, mint a skaldris
szorzattal definidlt norma, igy egységnyi hosszisagu vektorok helyett normalt terek-
ben egységnyi normaju vektorokrdl beszélhetiink. Barmely nemzérd vektor skalar-
szorosaként kaphatunk egységnyi norméaji vektort. Valéban ha v(# 0) a normalt V'
vektortér tetszoleges vektora, akkor

1
o]l

loll _

ol = T =
o]l

vl =1 1,

=
ol

tehat a vg = ﬁ -v vektor, amelyet a v normaltjanak mondunk egységnyi normaju.

Egy n-dimenzids euklideszi tér barmely bazisabdl a Gram-Schmidt-féle eljarassal
készithetiink ortogonalis bazist, majd annak vektorait normalhatjuk. Az igy ka-
pott vektorrendszert ortonormdlt bdzisnak mondjuk. Kimondhatjuk tehat az alabbi
tételt:

5.1.13 Tétel. Bdrmely n-dimenzids euklideszi térnek van ortonormdlt bdzisa.

Ortonormélt bazis meghatirozasara bemutatunk két példat:

1 Példa. A 3-dimenzios valds V' vektortérben legyen V = {v1,v2,v3} egy tetszdleges
bazis és értelmezziink skaldris szorzatot a vektorok V bazisra vonatkozo koordindta
vektorainak belsd szorzataként. Hatdrozzunk meg olyan ortonormdlt bdzist, amelynek
vektorai eldallithatok az ugyancsak bdzist alkoté wy = vy — vg, wo = Vo — V3, W3 = V3
vektorok linedris kombindcidiként.

Mindenekel6tt megjegyezziik, hogy az V bazis is ortonormaélt a definidlt skalaris
szorzat mellett, mert nyilvian

1 0 0
vi=1|0 Vo = 1 és vy =
0 0 1

a vy, vo és vy vektoroknak a )V bazisra vonatkozd koordinata vektorai és ezért
[vi,vj] = 0;; . A feladat viszont a

1 0 0

koordindta vektoru wy, we, w3 vektorok linedris kombinacidibol felépiteni ortonor-
malt bazist. A Gram-Schmidt-médszerrel el6bb ortogonélis rendszert keresiink,
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majd annak vektorait norméljuk. A meghatdrozandé ortogonélis rendszer vektorait
jelolje xy, 9, w3. Akkor x; = wy , és igy x; = [1, —1, 0].
[.CL‘ 1 ’LUQ] -1

T9 = W2 —

ennélfogva xo = [%, %, —1]. Végiil

— 1
:w3_T«T2:w3+§w2+§wla
ezért x3 = §[1, 1, 1]. Az [|a1 | = V2, Jaa]| = Y3 és az g =

1
f
ortonormalt bazis vektorai ‘Q[wl , ‘\?wﬂ— W f Sws+ fw2+ \[wl , és koordinata

Akkor a keresett

vektoraik az eredeti V bazisban:

1

Ezekbdl a koordinata vektorokbdl az is kiolvashatd, hogy az 1j ortonormalt bézis
V2 (v1—vs), T3 = %(v1+v2—2v3), T3 =
%(vl + v9 + v3) linedris kombindcidja. O

vektoral az eredeti V béazis vektorainak z1 =

A kovetkezd példa a numerikus szamitasokat illetéen taldn nehezebb, de a meg-
oldas elvét tekintve teljesen ugyanaz, mint az el6z6.

2 Példa. A legfeljebb masodfoki valds egyiitthatos polinomok Re[t] terét euklideszivé
teszi a

skaldris szorzat. Az {1,t, t2} polinomok a tér eqy bdzisdt alkotjik. E bdzis vektorai-
nak linedris kombindcidiként dllitsunk eld ortonormdlt bazist!

A Gram-Schmidt-médszerrel elébb ortogonalis bazist allitunk el6, majd annak
vektorait normaljuk. p;(t) = 1.

1
1-tdt 1 1
pg(t):t—foli-lzt—f-lzt—f
Jo 12dt 2 2
1 1 1
ps(t):tQ—fol'tht-l—f(’(t D)t dt (-1 =
Jo 12 dt Jo(t—g)zde 2
1 1 1
=2 1-1-(t—=)=t>—t+=
3 ( 2) +6
Az {1,t— 3, 1> —t+ L} vektorrendszer ortogonalis, és az 1 mar normalt is. Mivel

b (e a2
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és )
1 1 1 2 105
e =gl = ([ @ -4 ) =Y,

6 0 6

a keresett ortonormalt bazis az

1, V32t —1), (2 —t+ )

6

vektorrendszer. O

2v/105
7

Egy vektortér valamely altere is vektortér, és ha az eredeti tér euklideszi tér,
akkor altere is euklideszi tér, amelyben a skaldris szorzat egyszerlien az eredeti tér-
ben értelmezett skaldris szorzatnak az altérre vald leszlikitése. Az (5.1.13) tételnél
ezért kicsit tobbet is allithatunk:

5.1.14 Tétel. FEgy n-dimenzids euklideszi tér minden nemzéro alterének van or-
tonormdlt bdzisa.

Ha M egy részhalmaza az E euklideszi térnek, akkor jelélje M+ azoknak az E-
beli vektoroknak a halmazét, amelyek ortogonalisak M minden elemére. Akkor M=+
altere E-nek. Az &llitas igazolasakor két esetet kell vizsgalnunk:

(a) ha M az iires halmaz, akkor M+ = E, igy ebben az esetben igaz az allitas,
(b) ha M nemiires, akkor legyen v tetszéleges eleme M-nek és z,y pedig tetszoleges
elemei M+-nak. Barmely o, § valés szamokkal képzett axz+ [y linedris kombinéciéra

{0z + By, v) = a(z,v) + B (y,v) = a0+ 50 =0,

fgy ax + By € M is teljesiil, igazolva, hogy M= altér.
Ha egy x vektor ortogonalis mind a v, mind a w vektorra, akkor x ortogonalis a
v és w vektorok barmely linedris kombindaciéjara is, mert

(ev+ww,z) =¢(v,2) +w(w,z) =0+ w0 =0.

Ezért egy tetszbleges M részhalmazra M+ = (lin (M))*. Az M részhalmaz, sét az
altala generalt altér, részhalmaza az M+ = (M1)+ altérnek. Amennyiben M maga
is altér, akkor M-t az M ortogondlis komplementerének nevezziik. Az elnevezést
alatamasztja a kovetkezo, igynevezett projekcios tétel.

5.1.15 Tétel. [Projekcids tétel] Ha M altere a véges dimenzids E euklideszi
térnek, akkor E az M és M~ altereinek direkt dsszege.

Bizonyitas. Legyen X = {z1,...,2,} az M-nek, és Y = {y1,...,ys} az M+-nak
ortonormalt bazisa. Megmutatjuk, hogy X' (J) ortonormalt bazisa E-nek. Mivel
X JY ortogondlis rendszer, igy linedrisan fiiggetlen az (5.1.10) tétel értelmében.
fgy maéar csak azt kell igazolnunk, hogy tetszdleges v € E vektor az X' |J ) elemeinek
linearis kombinacidja. Legyen

r
Tr = E (e 753
=1

ahol o; = (v, x;). Akkor, kihasznélva, hogy X vektorai paronként ortogonédlisak és
norméltak, kapjuk minden (k = 1,...r)-ra, hogy

<1) - mvwk> = (vvxk> - <U7xk> kaHQ = <U,.CCk> - <vﬂxk> =0,
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de akkor v —x az M minden elemére ortogonalis, vagyis az y = v — x vektor M"-ben
van, ezért ) elemeinek

S
y=>_ By
j=1

linearis kombinacidja. Ebbdl kévetkezik, hogy

7 S
v:x+y:Zai$i+Zﬁjyj7

i=1 j=1

tehat valoban az X' |J) vektorrendszer generatorrendszere is E-nek. ]

A tétel igazolasdhoz elegend§ lett volna azt megmutatni, hogy M (| M' a zérus
altér és E minden vektora egy M-beli és egy M"-beli vektor dsszege. Bizonyitasunk
verifikalja a kovetkezé tételt is.

5.1.16 Tétel. FEgy véges dimenzios euklideszi tér barmely M alterének ortonormdlt
bazisa kiegészithetd az egész tér ortonormdlt bdzisdvd.

Azon tul, hogy a tovabbiakban sziikséglink lesz ra, még esztétikailag is szép,
hogy igaz a Pythagorasz-tétel tetszOleges véges dimenzids euklideszi terekre vald
altalanositasa:

5.1.17 Tétel. [Pythagorasz-tétele] Hav és w a véges dimenzids E euklideszi
tér egymdsra ortogondlis vektorai, akkor

lv+wl® = oll* + [lw]®.

Bizonyitas. Mivel v és w ortogonélisak, (v, w) =0, ezért
[o+wl]|® = (v 4w, v+ w) = (v,0) + 2 (v,w) + (w,w) = |[v]|* + [[w]?.

g

5.1.18 Definicié. Ha v az E euklideszi tér tetszdleges pontja, és X = {x1,...,x,}
az E tér eqy M alterének ortonormdlt bazisa, akkor az

T

x = Z (v, x;) x;

=1
pontot a v M-re valo ortogondlis vetiiletének nevezziik.

Amint az (5.1.15) tétel bizonyitdsdban lattuk, v — x az M altér minden vek-
torara ortogonalis. Megmutatjuk azt is, hogy az x pont M-nek v-hez legktzelebb
es6 pontja. Legyen ' = Y"1, &x; egy tetszbleges M-beli pont, akkor x — 2/ € M,
ezért ortogondlis v — x-re. Felhasznalva Pythagorasz tételét, kapjuk, hogy

d*(v,a") = o —2'|* = |[(v - 2) + (& —a")|* =

=l —2|® + |z - '|* = d*(v, ) + & — 2|2,

amibdl mar d(v,z) < d(v, ") nyilvanvaléan kovetkezik.
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Azt mar el6bb lattuk, hogy véges dimenzids valés vektorterekben a vektorok a
tér valamely bazisara vonatkozé koordindta vektorainak bels6 szorzata mindig ska-
laris szorzatot definial. Most megmutatjuk, hogy az is igaz, hogy az euklideszi terek
vektorainak skaldris szorzata mindig valamely ortonormalt béazisra vonatkozdé belsd
szorzat.

5.1.19 Tétel. Ha az n-dimenzids E euklideszi térnek X = {x1,...,x,} eqy tetszd-
leges ortonormdlt bdzisa, akkor
(1) bdrmely v € E vektor a bazisvektorok

v={(v,x1)x1+ -+ (v,2) Tp

alaki linedris kombindcidja, €s
(2) tetszéleges v,w € E vektorokra

<U7w> = [v,w],

ahol [-,-] az X bdzis dltal meghatdrozott belsd szorzat.

Miés szavakkal megfogalmazva az allitdst azt mondhatjuk, hogy egy euklideszi
tér ortogondlis koordindta rendszerében a tér vektorai felbomlanak a tengelyekre es6
ortogonalis vetiileteik Osszegére, és skaldris szorzatuk megfelelé koordinataik szor-
zatosszege, ugyanigy, ahogy a két— illetve 3-dimenzids Descartes-féle koordindta
rendszerben lattuk.

Bizonyitas. Azt tudjuk, hogy barmely v € E vektor kifejezheté6 X vektorainak

n
v = Zijj
=1

linedris kombindciéjaként, tehat csak azt kell megmutatnunk, hogy minden i(=
1,...,n)re g; = (v, ;) teljesiil. Ezt kapjuk, ha Osszehasonlitjuk az aldbbi

n n
(v,2;) = <Z 5jxj,a:i> = Z«sj (@, ;) = &
= =1

egyenlGségsorozat bal— és jobboldalat.
Legyen most két tetszdleges vektora E-nek v és w. Akkor az el6zoek szerint

n n
sz(v,xQxi és w:Z(w,xj>xj,

i=1 j=1
azaz
(v,21) (w, 1)
Vy = : és Wy =
(v, ) (w, zp)
Akkor

(v,w) = < " (v, ;) i, Y <w,:zj>a:j> _
— ,:1

? J
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. (Z (0.2 3 <w,xj>) oy =3 (0,23} (w,2) = o, w].

i=1 j=1 i=1

Az egyenléségsorozat bal— és jobboldalat dsszehasonlitva azt kapjuk, hogy (v, w) =
[v, w], amint allitottuk. O

Az (5.1.19) tétel kényelmes eszkozt biztosit a tér vektorai skaldris szorzatanak
numerikus meghatarozdsara. Ezt kihasznaljuk a kovetkezd feladat megoldasédkor,
amikor egy vektor koordinata vektorat kell meghataroznunk egy ortonormalt bazis-
ban.

3 Példa. Az (1) példiban az R® koordindtateret euklideszivé tettik. A ska-
laris szorzatot a vektorok V = {vi, va, v3} bdzisra vonatkozo koordindta vektorai-
nak belsé szorzatdval definidltuk. FEzt kévetden dttértink egy mdsik X = {x; =

@(vl — vg), Tg = %(vl + vg — 2u3), T3 = %(m + vo + v3)} ortonormdlt bazisra.

Hatdrozzuk most meg a z = 2v1 — ve 4 3vs vektor koordindta vektordt az X bdzisban.

Az (5.1.19) tétel szerint

(z,21) <2v1 —v2—|—3v3,§(v1 —v2)>
Zy = <Z,3L‘2> = <21)1 —’02—1—3’03,%(01%—’02 —2’03)>
(2,73) <21)1 — vo + 3vs, %(7}1 + v + U3)>

Esetiinkben ezek a skaldris szorzatok:

1
2 2 2
<21)1 — vy + 3vs, 7\/>(Ul — ’Ug)> = [2, —1,3] . 7f -1 | = 73\/>’
2 2 2
0
1 ! 5
2v1 — vg + 3vs, v1 + vy — 20 >:2,—1,3- 1| =——,
< 1= U2 3\@(1 2 —2u3) ) = | ]\/6 B /6
és
1
<2 +3 1(++)>[213]11 4
v — v vy, —(v1 + vg + v =[2,-1,3]- — = —.
1 2 3 \/g 1 2 3 \/g . \/g

Tehat a keresett koordinata vektor:

3{5 [oov2
= | G | =5 | Ve
G 3V3

d

Az azonos dimenzidju valds vektorterek mind izomorfak, tehdt algebrai szem-
pontbdl csak vektoraik jelolésében térnek el egyméstdl. Ugyanakkor, az (5.1.4) tétel
szerint ugyanabban a V' véges dimenziés valds vektortérben tobb kiilonboz6 skalaris
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szorzat is értelmezhetd. Jelenti vajon ez azt, hogy tobb kiillonb6zé n-dimenzids euk-
lideszi tér van? Célszeri két euklideszi teret 1ényegében azonosnak tekintentink, ha
mint vektorterek izomorfak és az egymasnak megfeleltetett pontok tavolsiga azonos.
Mivel az euklideszi tér pontjainak tavolsdga a térben értelmezett skaldris szorzattol
fiigg, ezért az euklideszi terek izomorfidjat a kovetkezOképpen értelmezziik:

5.1.20 Definicié. Az E és E' euklideszi tereket izomorfaknak mondjuk, ha

(1) mint vektorterek izomorfak, és

(2) bdrmely v,w € E-re a (v,w) skaldris szorzat megegyezik a v',w’ € E' izomorf
képek (E'-beli) (v',w') skaldris szorzatdval.

Az euklideszi terek izomorfidja er6sebb megszoritds, mint a vektorterek
izomorfidja, hiszen eleget kell tegyen annak a tovabbi feltételnek, hogy a
targyvektorok skalaris szorzata meg kell egyezzen képeik skalaris szorzataval. Ez a
feltétel azt jelenti, hogy az euklideszi terek izomorf leképezései tavolsagtartoak, ezért
szokds izometridnak is nevezni. (Az mas kérdés, hogy ez nem jelenti a két térben a
tavolsidgegység egyenld voltat. Tehat lehet, hogy az egyik térben a tavolsagegység
mondjuk a méter, mig a masikban mondjuk a yard. Akkor az 1 méterre 1év6 pon-
tok izomorf képei 1 yard tdvolsagra vannak. Hasonl6 értelemben értendo, hogy az
euklideszi terek izomorf leképezése megtartja a félegyenesek hajldsszogét is.) Ennek
ellenére kicsit meglepd, hogy

5.1.21 Allitas. Az azonos dimenzioju euklideszi terek izomorfak.

Bizonyitas. Legyenek F és E’ n-dimenzids euklideszi terek és X = {vy,...,v,}
illetve X" = {v, ..., v} ortonormdlt bézisok E-ben, illetve E’-ben. Ertelmeziik a
b:E=F

leképezést gy, hogy legyen ®(v;) = v, minden i(=1,...,n)-re, és hav € E az X
bézis vektorainak "
v = Z&'Uz‘
i=1

linearis kombinéciéja, akkor legyen
n
D(v) = eiv).
i=1

Akkor nyilvan @ az FE vektortérnek E’-re val6 izomorf leképezése és mivel az E-
beli, illetve az E’-beli skaléris szorzat az X bdzisra vonatkozd, illetve az X’ bazisra
vonatkozd koordinata vektorok belso szorzata, tetszoleges v, w € E vektorok skalaris
szorzata megegyezik a ®(v), ®(w) € E' vektorok skaldris szorzatdval. O

A fenti allitdsnak megfeleléen az algebrai szempontbdl egyetlen n-dimenzids euk-
lideszi teret a kovetkezOkben E,-nel fogjuk jelolni és feltételezziik, hogy az F,-ben
rogzitett egy X ortonormalt bazis. Ez lehet6vé teszi, hogy az E,,-beli pontokat koor-
dinata vektoraikkal adjuk meg, és pontjaik skaldris szorzatat egyszertien az X bazis
altal meghatarozott bels6 szorzattal szamithassuk ki.

Az (5.1.19) tételnek és az (5.1.21) allitasnak egy nagyon fontos kvetkezménye,
hogy az euklideszi terek olyan bazistranszformaciéi, amelyek ortonormalt bazist orto-
normalt bazisba visznek, megtartjak a tér pontjainak tavolsagat és a tér félegyenesei-
nek hajlasszogét. Fzeknek a transzformécidknak a vizsgilatara a hetedik fejezetben
visszatériink.
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1. Gyakorlatok, feladatok

. Allapl’tsa meg, hogy mi annak a sziikséges és elegendé feltétele, hogy az FE,

euklideszi tér v, w pontjaira teljesiiljon az
(v, w) =[] - lwl]

egyenlGség.

. Mutassa meg, hogy egy E, euklideszi tér barmely v vektoranak euklideszi-

normaja nem kisebb mint valamely ortonormalt béazisa alapjan kiszamitott
maximum-normaja.

. Mutassa meg, hogy az m X n tipusu valés matrixok terében skaldris szorzatot

kapunk, ha tetszbleges A = [ay;] és B = [3;;] métrixparhoz az

d f m n
(A,B) = ;i 3ij
e

=17

valds szamot rendeljiik.

. Igazolja, hogy egy E,, euklideszi tér linedris transzforméciéinak L(E,) tere is

euklideszivé tehetd. (Tandcs: Léssa be, hogy, ha X = {x1,...,z,} az E, egy
ortonormalt bazisa, akkor az

def

(4,B) = > (A(z:), B(x:))

1

n

)

egyenl6séggel definialt fiiggvény skaldris szorzat az L(E,) téren.)

. Legyen az E, euklideszi térnek M egy altere. Mutassa meg, hogy egy v € E,

vektor pontosan akkor ortogondlis az M altér minden vektorara, ha ortogonélis
az M altér egy béazisdnak minden vektorara.

. Hatarozza meg az F euklideszi tér v pontjanak az M alterétol vald tavolsagat,

ha v koordinata vektora az X ortonormalt bazisban

és M ={x € Ey|[zx,s] =0}, ahol s

S
e i

. Hatdrozza meg az o paraméter értékét ha tudjuk, hogy a p(t) =1+t + 12 és

q(t) = at — 2 polinomok ortogonalisak a

w0).a0) < [ ptrate)a

egyenlGséggel értelmezett skaldris szorzat mellett.
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5.2 Az euklideszi tér topolégiaja

Ebben a pontban gytijtottiikk Ossze azokat a fogalmakat és tételeket, amelyek az
euklideszi terek metrikus tulajdonsagat kihasznalva, alapul szolgalnak a tobbval-
tozds valds fiiggvénytan kiépitéséhez. Ezekkel a fogalmakkal mar talalkozhatott a
hallgaté az analizis tanulmanyai soran, rdadasul altalanosabb, tetszoleges metrikus
terekre megadott alakjukkal, gy varhatéan azok ismétlésnek fognak hatni. Az al-
talanos fogalmak n-dimenziés euklideszi terekre specializdlt valtozataival akarjuk
megismertetni hallgatéinkat. Itt szeretnénk rogziteni, hogy az aldbbiakban hasznélt
tavolsdagfiiggvény mindig az euklideszi-normabdl szarmaztatott metrika.

Ahhoz, hogy tobbvaltozds valds fliggvények vizsgdlataval foglalkozhassunk —
gondoljon az olvasd a folytonossigi vizsgalatokra, hatarérték értelmezésére, diffe-
rencidlhdanyados definidldsara — sziikségiink van annak kifejezésére, hogy a fligg-
vény értelmezési tartomanyanak két pontja kozel van egymashoz. Ezt fejeztiik ki
ugy, hogy az egyik pont benne van a masik valamely kornyezetében. A metrikus
terekben a gémbkornyezeteknek kitlintetett szerep jutott, ezért a jelen helyzethez
konkretizdlva megfogalmazzuk, hogy mit jelent az F,, euklideszi tér egy x pontjanak
gombkornyezete:

5.2.1 Definicié. Legyen az E, euklideszi térnek x eqy tetszéleges pontja és §
pozitiv valés szdm. A x pont korili & sugard gémbkornyezete a tér

B°(2,8) € {y € By | d(z.y)(= ||z — y||) < 8}

részhalmaza.

Az elnevezés itt erGsen indokolt, hiszen a 3-dimenziés euklideszi térben a gémb-
kornyezetek a koznapi értelemben hasznélt gémboknek a ”belseje”.

Legyen H C E,, és z,y,z € F,,. Az x pontot a H halmaz belsé pontjinak mond-
juk, ha van olyan pozitiv §, hogy B°(x,d) C H . Az y pontot a H halmaz érintkezési
pontjinak nevezzik, ha az y pont tetszbleges sugari gémbkornyezete tartalmaz H-
beli pontot. A z pontot a H halmaz torloddsi pontjdnak hivjuk, ha a z pont barmely
gombkornyezete tartalmaz z-tol kiilonb6z6 H-beli pontot. Nyilvanvald, hogy egy
halmaz minden torlédési pontja egyszersmind érintkezési pont is.

Az aldbbi kis lemmara a késObbiekben sziikség lesz.

5.2.2 Lemma. A z pont a H halmaznak pontosan akkor torléoddsi pontja, ha a
z pont bdrmely gombkornyezete H-nak végtelen sok z-tol kulénbozd pontjdt tartal-
mazza.

Bizonyitas. Az elegendGség nyilvanvalé.
A sziikségességet indirekt mdédon bizonyitjuk. Ha lenne olyan & pozitiv valds
szdm, amelyre B°(z,0) a H halmaznak csak véges sok z-t6l kiilonb6z6, mondjuk

a hi,...,h; pontjat tartalmaznd, akkor a minj<;<y d(z, h;) sugari gémbkérnyezete
z-nek nem tartalmazhatna z-t6l kiilonboz6 H-beli pontot, ellentmondva annak, hogy
z a H halmaz torlédési pontja. O

Az euklideszi terek olyan részhalmazait, amelyeknek minden pontja bels6é pont,
azaz amelyek barmely pontjukkal egyiitt azok valamely géombkornyezetét is tartal-
mazzik nyit halmazoknak mondjuk. A zdrt halmazok pedig, azok, amelyeknek a
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komplementere nyilt. Mint minden metrikus térben, az euklideszi terekben is érvé-
nyesek a nyilt és zart halmazok j6l ismert tulajdonsdgai: (1) az iires halmaz és az
egész tér nyilt is és zart is, (2) akarhdny nyilt (zart) halmaz egyesitése (kozos része)
is nyilt (zart), és (3) véges sok nyilt (zart) halmaz kozos része (egyesitése) is nyilt
(zart) halmaz.

5.2.3 Allitas. A gombkornyezetek nyilt halmazok.
Bizonyitas. Ha v € B°(w, ¢), akkor
B°(v,e —d(v,w)) C B°(w,e€),

tehdt v belsé pontja B°(w, €)-nak, amint azt mar analizis tanulményaink soran iga-
zoltuk tetszdleges metrikus tér nyilt gombkornyezeteire. O

5.2.4 Allitds. Az E,, euklideszi tér valamely H halmaza akkor és csak akkor zdrt,
ha minden érintkezési pontjdat tartalmazza.

Bizonyitas. Legyen a H zart halmaznak z egy tetszOleges érintkezési pontja.
Az z pont nem lehet eleme a nyilt H¢ komplementer halmaznak mert barmely gomb-
kornyezete tartalmaz z-t0l kiillonb6z6 H-beli pontot, és nyilt halmaz minden pontja
bels6é pont.

Az elegenddbség bizonyitasa végett legyen most a H halmaz olyan, amelyik minden
érintkezési pontjat tartalmazza. Ha x tetszolegesen valasztott pontja H¢-nek, akkor
van olyan &y pozitiv valés szdm, hogy nincs H-beli pont a B°(x,dp) gémbkornye-
zetben, tehdt x a H¢ komplementer halmaznak belsé pontja. (Ha z minden gémb-
kornyezete tartalmazna H-beli pontot, akkor x érintkezési pontja lenne H-nak és
feltételiink szerint x € H teljesiilne.) Mivel H¢r6l igazoltuk, hogy nyilt halmaz,
kaptuk, hogy H zéart. Ezzel az allitast igazoltuk. O

Az E, euklideszi tér egy K részhalmazat korldtosnak nevezzik, ha létezik olyan

k valés szam, hogy barmely z,y € K-ra d(x,y) < k teljesiil.

Konnyen megmutathatjuk, hogy egy K halmaz pontosan akkor korldtos, ha
l1étezik olyan k valds szdm, hogy barmely x € K pontjanak norméja kisebb, mint & .
Val6ban, ha K korlatos, akkor minden z € K-ra

]| = d(z,0) < d(z,y) + d(y,0) <&+ [yl

Tehét egy tetszOlegesen rogzitett y € K ponttal a & = k + |ly|| szdm a pontok
normainak fels6 korldtja lesz.

Megforditva, ha minden v € K-ra |[v|| < &, akkor a K halmaz barmely két x, y
pontjanak tavolsaga a

d(z,y) < d(x,0) +d(y,0) = [[«f| + [ly <2-&

egyenlGtlenség miatt korlatos.

Az E,, euklideszi térben legyen X = {z1,...,x,} egy rogzitett ortonormélt bazis
és legyenek o; < 3; (i =1,...,n) valés szamok. A tér

T={veE,|a<(vx;)<B i=1,...,n}
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részhalmazat n-dimenziés tégldnak nevezzik.

Lathato, hogy egy n-dimenzids tégla megadasa egyiitt jar a tér valamely or-
togonalis bazisdnak rogzitésével, mert ez teszi lehetévé a definialé intervallumok
megadasat. Persze a tégla mint ponthalmaz fiiggetlen a tér bazisatdl, csupan arrél
van sz0, hogy kiilonbozé bazisokban més és mas intervallum rendszerrel adhatjuk
meg ugyanazt a téglat. Mindenesetre a tovabbiakban feltételezziik, hogy amikor
n-dimenzids téglakrol esik szd, akkor a tér valamely ortonormadlt bazisa rogzitve
van.

Emlékeztetjiik az olvasot, hogy a tér egy v vektordnak egy ortonormaélt béazis
x; vektorara vonatkozé koordinatdja (v,x;), tehdt az n-dimenzids téglak a tér o-
lyan pontjainak halmaza, melyeknek a koordinatai a valds egyenes korlatos zart
intervallumaiba esnek. Ezek utan aligha meglep6, hogy

5.2.5 Allitas. Az E, euklideszi tér T téglai korldtos és zdrt halmazok.

Bizonyitas. Legyenek a T téglat meghatarozé intervallumok a rogzitett orto-
normdlt bazisban [y, ;] (i = 1,...,n), ahol az «y, §; valés szamokra a; < ;.
Akkor a T tégla barmely ¢ pontjanak e bazisra vonatkozé t = [11,...,7,] koordi-
nédta vektordnak komponensei eleget tesznek minden i(=1,...,n)re az o; < 7, < f3;
egyenl6tlenségeknek. Ha tehdt v ésw v = [e1,...,&,] és W = [w1, ..., wy] koordindta
vektori pontjai a tégldnak, akkor tavolsaguk

d(v,w) = ((v —w,v —w))% = (Z(&“i - Wi)2) < (Z(ﬁi - Oéi)2>

i=1 i=1

[N
[N

N|=

lgy a k= (S0 (5 - a0)?)
korlat.

Legyen az s = [o1,...,0,] koordindta vektori s pont a T¢ komplementer halmaz
egy tetszbleges eleme. Akkor van olyan i,(1 < i < n), hogy vagy o; < «;, vagy
o; > B; teljesiil. Tegyiik fel, hogy 0; < «; . A maésik eset hasonléan kezelhet6. Legyen
d = a; — 0;. Akkor az s & sugari B°(s,d) gémbkornyezete nem tartalmaz T-beli
pontot, mert ha x € B°(s, ), akkor a &;-vel jelolt koordindtdjara

valos szam a tégla pontjainak tavolsagira egy fels6

|& — 04| < d(x,s) < d(= a; — 0y)

teljesiil, tehat & < «; . Ez mutatja, hogy a T tetszoleges pontja bels6 pont, vagyis
T° nyilt halmaz. Kovetkezésképpen a T tégla zart. O

5.2.6 Allitdas. Ha K az E, euklideszi tér eqy korldtos részhalmaza, akkor van
olyan n-dimenziés T tégla, hogy K C T teljesiil.

Bizonyitas. Mivel K korlatos létezik olyan k pozitiv valds szam, hogy minden
xz,y € K-ra d(z,y) < k. Legyen z( egy tetszélegesen rogzitett eleme K-nak és le-
gyen az X = {x1,...,x,} ortonormélt bazisra vonatkozé koordinata vektora xo =
[€1,...,&]. Azt &litjuk, hogy a

TZ{DGEnffi—KS@,l'i)Sf"‘ﬁa (Z:L?n)}

n-dimenzids tégla tartalmazza K-t. A konstrukciébdl koévetkezik, hogy zo € T'.
Mésrészt, minden olyan ¢ pont biztosan eleme T-nek, amelyre d(zg,t) = ||xg —t]| <
Ky, és ezt a feltételt minden K-beli pont teljesiti. O
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5.2.7 Allités. Legyen T}, (k = 1,2,...) n-dimenzids tégliknak olyan sorozata,
hogy Ty4+1 C Ty, teljesil minden k-ra. Akkor a ey Tk nemdires.

Bizonyitas. Jeldlje Iy ; = (o, Bki], (i = 1,...,n) a k-adik tégla pontjai i-
edik koordindtainak intervallumat. Akkor minden i-re Iy ; C Iy ; teljesiil. Mivel a
valds szamok kielégitik a Cantor-axiémét, minden i-re (32 Ix; nemiires. Legyenek
&eMizi ki, (1=1,...n)re. Akkor a x = [£1,...,&,] koordinata vektord (a tér
rogzitett ortonormalt bazisdban) x vektor eleme (72 ; Ti-nak. a

A kovetkezd tétel és annak kovetkezménye alapvetd fontossagi a tobbvaltozos

valés fliggvénytan szempontjabdl.

5.2.8 Tétel. Legyen K az E, euklideszi tér részhalmaza. A K halmaz akkor és
csak akkor korldtos és zdrt halmaz, ha minden végtelen részhalmazdnak van torléddsi
pontja K-ban.

Bizonyitas. Sziikségesség: Legyen K korlatos, zart halmaz és L végtelen rész-
halmaza K-nak. Mivel K korlatos, 1étezik olyan n-dimenziés T tégla, hogy L C
K CT.HaT pontjai az olyan v vektorok, amelyekre

al§<v7xz>§ﬁ17 (7::1,...,71),

ahol {x1,...,z,} a tér rogzitett ortonormdlt bazisa, akkor minden i-re legyen ~; =
%ﬁi és allitsuk el T-t az [y, vi], [vi,0i (i = 1,...n) intervallumok &ltal meg-
hatarozott 2" darab n-dimenziés tégla uniéjaként. Ezek koziil legalabb egy végtelen
sok L-beli pontot tartalmaz. (Ha mindegyik csak véges sok L-beli pontot tartalmaz,
akkor L nem lehetne végtelen halmaz.) Jeloljik ezt T1-gyel. Hasonléan éllitsuk el6
T1-et 2™ darab n-dimenziods tégla egyesitéseként és egyet ezek koziil, amelyik végtelen
sok L-beli pontot tartalmaz jeloljiink Ts-vel. Tovabb folytatva n-dimenziés téglak
olyan
TOTY DT, D...

(egymdsba skatulydzott) sorozatit kapjuk, amelyek azzal a tulajdonsdggal
rendelkeznek, hogy mindegyikiik végtelen sok L-beli pontot tartalmaznak, és met-
szetlik az (5.2.7) allitds szerint nemiires. Legyen vy € ;2 T; . Megmutatjuk, hogy
vp torlédési pontja L-nek és eleme K-nak. Legyen ¢ tetszolegesen kicsi pozitiv szam.
Létezik olyan kg index, hogy ha k > k¢, akkor T}, C B°(vy, €) mert egyrészt vg € T,
masrészt 1) barmely két x,y pontjanak tavolsaga

Tehat ko-t ugy kell ehhez valasztanunk, hogy

[N

(i1 (B — w)?)

€

ko >

teljesiiljon. Ez viszont azt mutatja, hogy vy tetszéleges € sugart gombkornyezetében
végtelen sok L-beli pont van, igy vy az L torlédési pontja. Mivel L C K és K zart
az (5.2.4) allitds biztositja, hogy vy € K .

Elegendéség: Tegyiik fel, hogy K olyan részhalmaza az FE, euklideszi térnek, hogy
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minden végtelen részhalmazanak van torlédési pontja K-ban.

Akkor K korlatos kell legyen, mert kiilonben minden k valds szdmhoz, igy a (k =
1,2,...) szamokhoz is lenne olyan vy pontja, hogy ||vg|| >k, és a v, (k=1,2,...)
pontok K olyan végtelen részhalmazat szolgaltatnak, amelynek nincs torlédéasi pont-
ja. (A tér tetszbleges v pontjara

okl = llvlll = d(vk, 0) = d(v, 0)] < d(v,vk),

ennélfogva barmely v € FE, pont minden gémbkornyezetében csak véges sok pont
lehet a vy, (k =1,2,...) pontok koziil.)

K zartsidga kovetkezik az (5.2.4) allitasbol.

Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik. |

5.2.9 Ko6vetkezmény. [Bolzano-Weierstrass tétel] Ha L az E, ecuklideszi tér
végtelen korlatos részhalmaza, akkor van torlodast pontja E,-ben.

Bizonyitas. Ha L korlatos, Ggy van olyan T n-dimenzids tégla E,-ben, amelyre
L C T teljesiil. Az (5.2.8) tétel biztositja, hogy van L-nek torlédasi pontja T'(C E,,)-
ben. 0

5.2.1 Pontsorozatok

Az egyvaltozds valds fiiggvények kozott fontos szerepiik volt a valds szamsoroza-
toknak, gondoljunk csak a folytonossdg, vagy hatarérték fogalmanak definicidira.
Hasonlé megfontolasok miatt tériink ki az euklideszi terek pontsorozatainak révid
vizsgalatara.

Legyen {v;} = (v1,v2,...,0k,...) az E, euklideszi tér pontjainak egy sorozata.
A v € E, pontot a sorozat hatdrértékének nevezziik, ha bédrmely 0 pozitiv
valés szdmhoz megadhaté egy olyan p index, hogy ha k& > pu teljesiil, akkor
vy € B°(v,d). Jelolése: limy .oovp = v. Azokat a sorozatokat, amelyeknek
van hatarértékiikk konvergensnek mondjuk, mig azokat, amelyeknek nem létezik
hatarértékiik divergensnek hivjuk.

Az elsé féléves analizis tanulmédnyaink sordan igazoltuk, hogy metrikus terek kon-
vergens sorozatainak hatarértéke egyértelmiien meghatarozott, tehat az euklideszi
tér konvergens pontsorozatainak is egy és csak egy hatarértéke van.

Egy {vr} pontsorozatot korldtosnak mondunk, ha elemeinek halmaza korlatos.

Ha ki,ko,..., k- ... természetes szdmoknak olyan sorozata, hogy k; < ko <

. < ky < ..., akkor a {vg,,vVg,,...,Vk,,...} pontsorozatot a {vy} pontsorozat
részsorozatanak mondjuk.

Euklideszi terekben igaz marad a valds szdmsorozatokra mar jélismert Bolzano-
Weierstrass-féle kivélasztasi tétel:

5.2.10 Tétel. [Bolzano-Weierstrass kivalasztasi tétel] Az E, euklideszi tér
minden korldtos pontsorozatabol kivdlaszthato konvergens részsorozat.

Bizonyitas. Két esetet kell megkiilonboztetniink, az elsé eset, amikor a pont-
sorozat elemei kozott a térnek csak véges sok kiilonbozé pontja van. Akkor ezek
koziil legalabb egy végtelen sokszor fordul el6 a sorozatban, mondjuk a sorozat ki-
edik, ko(> ky)-edik,..., k.(> k,_1)-edik,. .. tagjai mind egyenl6k. Akkor legyen v =
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Vg, (= Uk, = ... = v, = ...). Nyilvanvaléan a v pont barmely € > 0 sugari gémb-
kornyezetében a {vy, } részsorozat minden tagja benne lesz, tehét lim, oo vg, = v.

A maésodik eset, amikor a pontsorozatnak végtelen sok kiillénboz6 tagja van.
Akkor a sorozat elemeinek L halmaza korlatos 1évén része valamely n-dimenzios T
téglanak, ami pedig korlatos és zart halmaz. Igy az (5.2.8) tétel biztositja, hogy
létezik L-nek torlodasi pontja T-ben. Jeldlje v az L halmaz egy ilyen torlédasi pont-
jat. A v torlédési pont minden gémbkdrnyezete tartalmaz v-t6l kiillonb6z6 végtelen
sok L-beli elemet, (lasd az (5.2.2) lemmat). Igy a B°(v, 1) gémbkérnyezetben is van
L-nek ilyen eleme. Ha a sorozat kj-edik tagja ilyen, akkor vélasszuk ki vg,-et, és
legyen L a sorozat k1-nél nagyobb indexii elemeinek a halmaza. Mivel az L1 halmaz

L-bol véges sok elem elhagyasaval keletkezett, L1 végtelen korlatos halmaz és v az Ly
d('U,'Ukl )
2

van Lj-nek v-t6l kiilonboz6 (végtelen sok) pontja, mondjuk a sorozat ko(> k1)-edik
tagjailyen. Vélasszuk ki vg,-t és elhagyva Li-bdl a sorozat ke-nél kisebb vagy egyenld
indexli tagjait, folytassuk az eljarast az Lo végtelen halmazzal, amelynek persze v
torlodasi pontja, mert Li-bdl véges sok elem elhagyasaval kaptuk. Vegylik észre,
hogy az eljards minden hataron til folytathatd, és a sorozat kivalasztott elemeinek
Vky Vkgs - - - » Uk, - - - T€5ZSOTOZAtA Olyan, hogy

halmaznak torlédasi pontja. Tekintsiik a v B° (v, ) gombkornyezetét. Ebben

1
d(U,Uk;T.) < ? .

Akkor viszont tetsz6legesen adott e > 0 valds szamhoz 1étezik olyan rg , (nevezetesen,
amelyre mar 270 > %) hogy ha

r>rg, akkor wg, € B°(v,€),

ami azt jelenti, hogy a {vy, } részsorozat hatarértéke v. Tehdt a kivalasztott {vg, }
részsorozat konvergens. Ezzel a tétel bizonyitast nyert. a

Ha az E, euklideszi tér egy {vi,va,...,vg,...} pontsorozata eleget tesz annak
a feltételnek, hogy barmely pozitiv € valés szamhoz l1étezik olyan mg index, hogy
amennyiben k,¢ > mg, akkor d(vg,vs) < €, akkor a sorozatot Cauchy-sorozatnak
nevezzik.

Mint ismeretes, minden metrikus tér konvergens sorozata Cauchy-sorozat, de a
forditott allitas dltalaban nem igaz. Igazoltuk viszont analizis tanulményaink soran,
hogy az 1-dimenzids euklideszi terek Cauchy-sorozatai konvergensek. Ez érvényes
marad tetszOleges n-dimenzids euklideszi terekben is. Kzt igazoljuk a koévetkez6
tételben.

5.2.11 Tétel. Ha {vy} az E, euklideszi tér Cauchy-sorozata, akkor konvergens.

Bizonyitas. Mindenek el6tt lassuk be, hogy a Cauchy-sorozatok korlatosak.
Tetszbleges pozitiv szamhoz, igy az 1-hez is van olyan mg index, hogy k,¢ > my
esetén d(vk,vr) < 1, tehdt a mo-ndl nagyobb indexii tagjai a sorozatnak korlatos
halmazt alkotnak. Legyen

K= max 2 (d(vmg+1,vi) + 1) .
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Akkor a sorozat barmely két v;, v; tagjara

d(Vi, Umg+1) + d(Vmg41,v5) <k ha i,j < my,
d(vi,v;) < d(vi, Vme+1) +1 <k ha i<mg, j>my,
1 <k ha ,7>mg.

Ezzel megmutattuk, hogy k fels6 korlat a sorozat barmely két tagjanak tavolsagara.
A Bolzano-Weierstrass kivalasztdsi tétel szerint, létezik a {vy} pontsorozatnak
konvergens {vy, } részsorozata. Legyen ennek a hatérértéke v . Megmutatjuk, hogy v
az egész pontsorozatnak hatarértéke. Legyen e tetszbleges pozitiv valds szam. Mivel
v hatarértéke a {vy, } részsorozatnak, igy az § pozitiv szdmhoz is van olyan rq index,

hogy ha
r>rg, akkor d(v,vg.) < <

\)

Mésrészt, {vrp} Cauchy-sorozat 1évén az § pozitiv szdmhoz megadhaté olyan miq

index, hogy ha
k, ¢ > mg, akkor d(vg,vp) < %

Legyen p = max(mo, ky,) . Akkor, az £ > u-bdl kovetkezik, hogy

€ €
d(v,ve) < d(v,vg,.) + d(vg,.,ve) < ;tg=e

Természetesen a {vy, } részsorozat olyan k, indexti tagjat haszndltuk a fenti becslés-

ben, amelyre k, > pu(> ky,) fenndll. Ezzel igazoltuk, hogy a v barmely € > 0 sugari

gombkornyezete a {vg } pontsorozatnak csak véges sok tagjat nem tartalmazza, tehét

limy ooV = . O

2. Gyakorlatok, feladatok

1. Vizsgdlja meg az aldbbi halmazokat korlatossag, nyiltsig, illetve zartsag szem-
pontjabdl:
a. az FE, tér azon pontjainak halmaza, amelyeknek koordinatai racionalis
szamok;
b. az F3 tér v = [%, %, %] koordinata vektoru pontjainak halmaza, ahol k, ¢ és
m természetes szamok;
c. az E, tér azon pontjainak halmaza, amelyeknek maximum-norméja nem
nagyob egynél;

d. az E, tér v = [1,72,...,7"] koordindta vektori pontjainak halmaza, ahol
—-1<7<1;

e. az Ey tér v = [sinT,cos 7| koordindta vektori pontjainak halmaza, ahol
T ER;

f. az B3 tér v = [{£,1—7,In(1 — 7)] koordindta vektort pontjainak halmaza,

ahol —oo < 7 < 1.

2. Legyenek v, w € B°(0,d). Mutassa meg, hogy a v+ 7(w —v) (0 <7 <1)
pont is pontja az origd ¢ sugard gémbkornyezetének.
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3. Mutassa meg, hogy az x; = [£1k, - - - , Enk] koordindta vektord {zy} pontsorozat
akkor és csak akkor konvergens ha minden i(= 1,...,n)-re a & szamsorozat
konvergens, és ha {x} konvergens, akkor

lim Xk = [lim §1k, ey lim fnk]
k—o0 k—oo k—o0

4. Konvergensek-e az alabbi Eontsorozatok, és ha igen mi a hatarértékiik:
a. X = [ v 2k) (%)ka (%)ka %7 \/E( \% k+1-— \/%)] ;
boxp = ()%, (D), VE+3, S VE+1 - VE—3];

k k
J(1—g)---(1— 13+1)v%(m_ 1)k3’ﬁ];
)

c. xp=[(1-

1
3
d. xp = [ilm (%

5.3 Geometriai fogalmak altalanositasa

Ebben a pontban geometriai fogalmak tetszoleges euklideszi terekre vald Kki-
terjesztésével foglalkozunk. Persze nem vallalkozhatunk minden, két és 3-dimenzids
geometriai fogalom tetszéleges n-dimenzids euklideszi terekben valé altalanositasé-
nak megfogalmazdaséra, csak a legfontosabbakra tértink ki.

A 2- és 3-dimenzids tér barmely két v és w pontja (vektora) meghatdrozott
egy egyenest, amelynek barmely x pontja (vektora) megkaphatd, ha a w vektorhoz
hozzaadjuk a v — w vektor valamilyen A skaldrszorosat, azaz

r=w+Av—w)=Av+(1-Nw, (X €R)

alaku linedris kombinaciéja a v és w pontoknak. Fgész pontosan: ha A végigfut
az Osszes valds szamon, akkor x végigfut az egyenes pontjain. Az aldbbi 5.1 dbra
mutatja a kétdimenzids tér egy egyenesének ilyen megadasat.

5.1. dbra: Egyenes a sikban

Ez sugallja, hogy tetszoleges E,, euklideszi tér v és w pontjan atmend egyenesén
az
vw={z € E,|z=M+(1-Nw )\ €R}

ponthalmazt értsiik.
A 2-dimenziés térben a szakaszok az egyeneseknek korlatos zéart részhalmazai, ha
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csak a v és w pontokat 0sszekoto szakasz pontjait akarjuk megkapni, akkor a A ska-
lart a valds szamok [0, 1] zért intervalluman kell végigfuttatnunk. Ennek megfelel6en
az n-dimenzids euklideszi tér v és w pontjait 6sszekotd szakaszdn a

nw={zeE, |z= +(1-MNw, 0<A<1}

ponthalmazt fogjuk érteni.

A szakasz pontjai a végpontok olyan linedris kombinécidja, hogy az egyttthatdk
nemnegativak és Osszegiik 1-gyel egyenld. Az ilyen linearis kombindcidkat konvex
linedris kombindcidknak nevezziik. Altaldnosan, ha \; > 0, (i =1,...,n) valés
szamok és > ' 1 \; = 1, akkor a v;, (i = 1,...,n) vektorok > ; A\;jv; linedris
kombinéciéjat konvex linearis kombinaciénak mondjuk.

5.3.1 Definicié. Az FE,, euklideszi tér olyan C részhalmazdt, amely bdrmely két
pontjanak konvex linedris kombindcidit is tartalmazza, konvexr halmaznak hivjuk.

Mis szavakkal, azt mondhatjuk, hogy C pontosan akkor konvex halmaz, ha bar-
mely két pontjat 0sszekotd szakasz részhalmaza C-nek.

Persze, ha két pont egybeesik, akkor az azokat ”0sszekoto szakasz” egyetlen
pontra zsugorodik, ezért az egyetlen pontbdl 4llé6 halmazok is konvexek, s6t meg-
allapodunk abban, hogy az iires halmazt is konvexnek mondjuk.

A sik egy-egy konvex és nem konvex részhalmazat mutatja az 5.2 dbra.

konvex halmaz nem konvex halmaz

5.2. dbra: Konvex és nem konvex halmazok

A konvex halmazok persze nemcsak barmely két pontjuknak, de barmely véges
sok pontjuk konvex linearis kombindciéit is tartalmazzak. Ez akar a konvex halma-
zok definiciéja is lehetne. Ezt mondja a kévetkezo:

5.3.2 Allitas. Az euklideszi tér eqy C' részhalmaza pontosan akkor konvex, ha
barmely véges sok pontjdnak konvex linedris kombindcioit is tartalmazza.

Bizonyitas. Az elegendfség nyilvanvald.
A sziikségességet a tekintett pontok szama szerinti teljes indukciéval igazojuk. Két
pontjanak konvex linearis kombindacidit konvex halmaz tartalmazza, hiszen ezzel
értelmeztiik egy halmaz konvexitasat. Tegylik fel, hogy a C' konvex halmaz legfel-
jebb n — 1 > 2 pontjanak minden konvex linearis kombindciéjat tartalmazza, és



5.3. GEOMETRIAI FOGALMAK ALTALANOSITASA 145

legyenek vy, ..., v,—1,v, C-beli pontok, tovabba Ai,..., A\,_1, A, olyan nemnegativ
skaldrok, hogy > ; A; = 1. Feltehetjiik, hogy ezek a skaldrok mindegyike pozitiv,
mert kiilonben a Y 7' A\jv; ténylegesen n-nél kevesebb pont konvex linedris kombina-
ciéja lenne, és az indukcids feltevés alapjan azonnal adodna, hogy eleme C-nek. Igy
a
Ai
1—X,7

(i=1,...,n—1)

skalarok olyan nemnegativ szamok, emelyeknek az Osszege 1-gyel egyenlo,
kovetkezésképpen a

n—1
oy
7::2:1 qvl € C .
Akkor viszont a
n—1 n
i
nUn 1- n N i Uj
Antn + ( A)(;l_)\nv> ;)\U
vektor is C-ben van, és ezt kellett igazolnunk. a

A kovetkez6 allitas segitségiinkre lesz tetszéleges részhalmaz konvex lezartjanak
értelmezésénél.

5.3.3 Allitas. Konvex halmazok metszete is konvez.

Bizonyitas. Legyenek C.,, (v € I') konvex halmazok, és legyen v, w € (N, er Cy -
(Feltehetjik, hogy a metszetnek van legaldbb két kiilonb6zé eleme, mert kiilénben
a metszet biztos konvex.) Akkor v,w € C, minden v € I'-ra, és a C, halamazok
konvexitdsa miatt v és w minden

r=+(1-MNw 0<A<1

konvex linedris kombindcidja is minden C, halmazban benne van. Akkor viszont
T € (yer Cy is teljesiil. Ezzel a bizonyitdst befejeztiik. a

5.3.4 Definicié. Legyen H az euklideszi tér tetszdleges részhalmaza. Azt a leg-
sziikebb konvex halmazt, amely H-t tartalmazza, a H konver burkdnak nevezzik és
co (H)-val jeloljik.

Nyilvén co (H) az Osszes H-t tartalmazé konvex halmaz k6z0s része. Mivel az
egész euklideszi tér konvex, ez mindig létezik. Reméljiik, hogy most az olvasé a
vektorterek részhalmazai linedris burkéra asszocial, mar csak azért is, mert itt is
érvényes az analdg allitas, hogy

5.3.5 Allit4s. Egy H halmaz co (H) konvex burka megegyezik a H halmaz elemei
0sszes konvex linedris kombindcioinak halmazdval.

Bizonyitas. Jeloljiik a H halmaz elemei 6sszes konvex linearis kombinécidinak
halmazat H'-vel. Akkor H' konvex, mert ha

p q
Z ;U5 és Z ﬂjw]’
i=1 Jj=1
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a H halmaz elemeinek konvex linedris kombindcidja, akkor minden A, (0 <A <1)
valds szamra a

)\ <i ai”i) + (1 — )\) (i ,ijj)

is konvex linedris kombindciéja H elemeinek. Mivel H C H' kapjuk, hogy H' C
co(H).
Az is igaz viszont, hogy H C co(H) és konvex halmaz zart az elemeinek konvex
linedris kombindcié képzésére (lasd az (5.3.2) allitast), ezért co (H) C H' is fennéll.
Akkor co (H) = H' és ezt kellett igazolnunk. O
Véve két pontot az euklideszi térben és képezve ennek a kételemii részhalmaz-
nak a konvex burkat, a mar megismert szakaszt kapjuk. Ha harom olyan pontot
vesziink, melyek koziil egyik sem konvex linearis kombindcidja a masik kettének,
akkor konvex burkuk haromszoget ad. Fel kell hivjuk az olvasé figyelmét, hogy
haromszoget kaphatunk linedrisan 6sszefiiggd rendszert alkoté harom pont konvex
burkaként is, csupan azt kellett megkovetelniink, hogy konvex linedris kombinaciéval
ne lehessen eldallitani egyik pontot sem a masik kettébdl. Hasonlé konstrukciéval
kaphatjuk a sik Gsszes konvex sokszogét és a térbeli konvex testeket is. Persze, mar a
kétdimenzids euklideszi terekben vannak olyan konvex részhalmazok, amelyek nem
kaphatok meg véges részhalmaz konvex burkaként, csak gondoljunk egy korre, amely
nyilvan ilyen tulajdonsagi. Az euklideszi tér véges részhalmazanak konvex burkat
poliédernek nevezzik.

Ha C konvex halmaz és p € C olyan pontja, amely nem belsé pontja egyetlen
C-beli szakasznak sem, akkor p-t a C' halmaz extremdlis pontjainak, vagy mas szdval
csucspontjanak hivjuk.

5.3.6 Tétel. Legyen H = {p1,...,px} az euklideszi tér eqy véges részhalmaza.
Akkor co (H) minden extremdlis pontja H-beli, és p, € H pontosan akkor extremdlis
pontja co (H)-nak, ha nem dllithaté elé a H\ {p¢} halmaz pontjainak konvex linedris
kombindcidjaként.

Bizonyitas. Legyen ¢ € co (H) a H halmazbeli elemek
k k

c=)Y aipi, (@;i>0, > a;=1)
i=1 i=1

konvex linedris kombindciéja. Ha ¢ ¢ H , akkor biztosan létezik olyan j, hogy
0 <a; <1.Akkor a

pont eleme co (H )-nak, hiszen H-beli pontok konvex linedris kombindciéja, és
¢ = a;pj + (1 —aj)p

bels6 pontja a pj, p szakasznak, igazolva ezzel, hogy co (H) extremalis pontjai H-ban
kell legyenek.
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A masodik allitds igazolasa végett lassuk be azt, hogy ha py € H eléallithaté H\ {p¢}-
beli pontok konvex linedris kombindcidjaként, akkor co (H) = co (H \ {p¢} . Valéban,
ha

k k
pf:Zﬂ’Lp’L) /87,207 Zﬂz:]-v
izt 12

akkor co (H) barmely Zle ~ipi eleme eléallithaté

k k k
S vivi+ e Y Bipi =D (v + velBi)pi
il izt izt

alakban, ahol nyilvan «; + 7¢8; > 0 minden ¢ # ¢(=1,...,k)-ra és

(vi +7eBi) = 1.

M=

S
Sl
e

Ezzel igazoltuk, hogy co (H) C co (H \ {p¢}, és mivel a forditott irdny tartalmazss
nyilvanvaléan fenndll, azt is, hogy co(H) = co(H \ {p¢}. Az els6, mér igazolt
allitas felhasznaldsaval, mostmar kapjuk, hogy co (H) extremalis pontjai a H halmaz
olyan minimélis H részhalmazénak a pontjai, amelyre co (H) = co(H) teljesiil.
Igazolnunk kell még, hogy a H halmaz minden pontja extremélis pontja co (H )-nak.

Az egyszerliség kedvéért tegyiik fel, hogy co (H) = {p1,...,p,} és ldssuk — mondjuk
p1 extremalitdsit. Legyen ehhez o € (0,1) és p1 = ax+ (1 —a)y, ahol x,y € co (H),
azaz * = Bip1 + -+ + Brpr s y = d1p1 + -+ + 6,pp tovabbd Y71 B =1 3; > 0és

Y10 =1 6; > 0. Ekkor
P11 = Of(ﬂlpl"‘"'"i_ﬁrpr) +(1 —Oé)(51p1 +"'+6rp7“) -
= (a1 + (1 —a)d)p1+ -+ (af + (1 — @)dr) pyr. (5.5)
Ebbél az 1 — (a1 + (1 — a)d1) = (1 — B1) + (1 — a)(1 — 01) azonossdg alapjan azt
kapjuk, hogy

1= (apr+(1-a)i)lpr=la(l-=51)+ (1 -a)(l—-0)p= (56)
[aB2 + (1 — a)d2]p2 + -+ + [afy + (1 — )] py.

Az (5.7)-ben 16v6 nemnegativ kombinécié egytitthatéinak az Gsszege:
[afs + (1 —a)do] + -+ [af, + (1 — @)d,] =

=a(fo+--+0)+ A —a)(ba+-+6)=a(l—51)+ (1 —a)(1—-0d),

tehdt megegyezik a (5.6)-ban szerepld p; egyiitthatéjaval. A p; egylitthatdja (5.6)-
ban nulla kell legyen, mert ellenkez6 esetben végigoszthatnank vele, és a p; vektort
a pa,...,pr vektorok konvex kombindciéjaként allithatnank el6, ellentétben a B
rendszer 1) tulajdonsdgaval. Ha viszont a p; egyiitthatdja (5.6)-ban nulla, azaz
a(l—01)+ (1 —a)(1—061) =0, akkor 1 = af + (1 — a)dy, és ekkor a (5.5) szerint
minden i > 2-re af; + (1 —a)d; =0, azaz §; =6; =0, hai >2és ;=01 =1. Ez



148 5. FEJEZET EUKLIDESZI ES UNITER TEREK

viszont azt jelenti, hogy x = y = p; ennélfogva co (x,y) € {p1} igazolva p; extremadlis
voltat. O

A fenti tétel azt jelenti, hogy az euklideszi terek poliéderei esetében a csticspontok
ugyanolyan szerepet jatszanak a poliéder ”generalasdban”, mint a bazisvektorok a
tér generaldsaban.

A 3-dimenziés euklideszi tér pontjainak és egyeneseinek megfeleldit tetszoleges
n-dimenzids euklideszi terekben méar értelmeztiik, de nem definidltuk még a sikok
megfelelGit. A sikok egyik megfoghaté tulajdonsaga, hogy ha egy pontjukba a sik-
ra merdleges vektort allitunk, az a sikban fekvé minden vektorra merdleges lesz.
Az 5.3 dbra azt igyekszik illusztralni, hogy ha ezt a c-vel jelzett vektort a sik vg
pontjaba toljuk, akkor a sik barmely més x pontja (pontjaba mutaté vektor) azzal
jellemezhetd, hogy a sikban fekvé x — vy vektor meréleges c-re.

c

5.3. dbra: Sik a 3-dimenziés térben

A merdlegesség, ortogonalitds kifejezhetd minden euklideszi térben a skaléris
szorzat segitségével, nevezetesen az egymasra merdleges vektorok skalaris szorzata
nulla. Eppen ez szolgélt a 3-dimenzids térben a sikok

<C,3§'—’U0> =0

egyenletének megaddsara. Ezt az egyenletet kicsit mas alakban szokas megadni,
bevezetve a (c,vg) skaldrra az « jelolést, azt mondhatjuk, hogy pontosan azok az x
pontok alkotjak a szébanforgé sikot, amelyek kielégitik az

(c,x) =«

egyenletet.

Ez az értelmezés tetszdleges euklideszi térben lehetséges. Azt mondjuk, hogy az
FE,, euklideszi tér hipersikja a tér

S(c,a) ={z € Ey, | {c,z) = a}

részhalmaza, ahol ¢ € E, és a € R egy adott vektor, illetve skalar. A ¢ vektort
a hipersik normalvektoranak is szokds nevezni, annak kifejezésére, hogy ¢ a sikban
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fekv6é minden vektorra ortogondlis. Valéban, ha z1, x9 € S(c, a), akkor

(c,x1 —x2) = (c,x1) — (¢, m2) =a—a=0.

5.3.7 Allitas. A hipersikok, egyenesek, szakaszok a térnek konvex részhalmazai, ha
a hipersik, vagy egyenes az origét (a nullvektort) is tartalmazza, akkor az euklideszi
térnek alterei is.

Bizonyitas. Legyen az S(c,«) hipersiknak z; és xo két tetsz6leges pontja és
A, (0 < A <1) valamely skaldr. Akkor

(e, A1+ (1 =XNz2) = A (c,z1) + (1 = A) (¢, z2) = da+ (1 — Na = a,

igazolva, hogy a hipersik zart a konvex linedris kombindacié képzésére nézve, azaz
konvex. Az origd pontosan akkor eleme a hipersiknak, ha az o = 0. Akkor viszont
barmely x1, x9 € S(c,0) pontjara ortogondlis a ¢ normadlvektor, {gy azok tetszéleges
B1x1 + Paxs linedris kombinacidjara is, igazolva, hogy az origén atmend hipersikok
alterek. Az egyenesek és szakaszok konvexitasanak, illetve az origén atmend egye-
nesek altér voltanak igazolasat az olvaséra bizzuk. O

Az n-dimenzids euklideszi terek egyenesei egydimenzidosak, abban az értelem-
ben, hogy azok vagy egydimenzids alterek, vagy egydimenziés alterek eltoldsaval
kaphatok. Az origén dtmend hipersikok n — 1-dimenziés alterek. (Ez kovetkezik az
(5.1.15) tételbél, és abbdl, hogy egy S(c, ) hipersik az egydimenzids lin (¢) ortogona-
lis komplementere.) Altaldban pedig a hipersikok n — 1-dimenzids alterek eltoldsaval
kaphatdk. (Eltoldson azt értjiik, hogy az altér minden pontjdhoz ugyanazt a vektort
hozzdadva kapjuk az egyenes, illetve hipersik pontjait.) A hipersik normélvektora
persze nem egyértelmi, egy c¢ normélvektor tetszéleges nemzérd skalarszorosai is
normélvektorok, és persze a normélvektortdl fliigg az o skalar. A 3-dimenzids térben
hidrom nem egy egyenesre esé pont egyértelmiien meghatirozta a rajuk illeszkedd
sikot. Ehhez az n-dimenzids euklideszi térben n pontra van sziikség, és ezek koziil
legaldbb n — 1 linedrisan fiiggetlen kell legyen. Az aldbbi példdban bemutatjuk,
hogy 4 pont megadasaval hogyan hatdrozhaté meg a 4-dimenzids euklideszi tér egy
hipersikja.

4 Példa. Legyen az E4 euklideszi tér eqy ortonormdlt bazisa az X = {v1,va,v3,v4}
€s

ay = v —v2 +U3 —U4,
ay = 27)1 +v3 —21)4 y
az = 20y —uvs,

ag = —vi1 vy +2v3 “+vy4 .

Hatdrozzuk meg az a1, as, az, ay pontokat tartalmazo hipersikot.

Jeloljiik a keresett hipersik egy normalvektorat c-vel, és legyen ennek a koor-
dindta vektora az X ortonormélt bazisban ¢ = [y1, 72, V3, V4] - Mivel a1, ag, a3, a4
a hipersik pontjai, az a1 — as, a1 — ag, a1 — a4 vektorok a hipersikra illeszkednek,
ennélfogva ortogonalisak a ¢ vektorra, azzal valé skalaris szorzatuk zérd. A skalaris
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szorzatukat most egyszertien az X ortonormalt bazisra vonatkozé belsd szorzatként
kapjuk az (5.1.19) tétel szerint. Mivel

-1 1 2
-1 -3 -2

a; —az = 0 ap —az = 9 a; —aq4 = 1|
1 -1 -2

teljesiilni kell az alabbi egyenleteknek:

-7 2 +y = 0
M 37 +2v3 -y = 0
2vi =2y =3 2y = 0

Ennek a homogén linedris egyenletrendszernek a nemnulla megoldasai a lehetséges
normalvektorok. Az elemi béazistranszformaciés mddszerrel a megoldés:

1o Y2 Y3 M4 Y2 3 T4
] -1 0 1 n|l 10 -1
1 -3 2 -1 |-4 2 0
2 -2 -1 -2 —4 0
Y2 4 Y4
gl 1 -1 1| -1
— —

-12) 0 Y2 | 0
V3 4 0 3| 0

Az utolsé tdblazat alapjan az ltaldnos megoldas:

gl 1
0
c= Rol -7, ahol 7 nemnulla valos.
73 0
V4 1

A 7 =1 vélasztéssal kapott ¢ = [1, 0, 0, 1] koordinata vektori ¢ = v; + vy4 vektor
egy lehetséges normalvektor. Ezzel a normaélvektorral a hipersikhoz tartozé skalar
az (c,a1) skaldris szorzat, ami esetiinkben [c,a1] = 0. Igy a keresett hipersik:

S(c,0) ={x € Ey4 | (c,x) (= [c,z]) = 0}.

Tehét a x = [€1, &2, &3, —&1] koordindta vektort x = & v1 + £av9 + E3v3 — {104 pontok
alkotjék a hipersikot, ahol &, (i = 1,2,3) tetszOleges valés szdmok. Amint az
konnyen lathat6 a kapott S(c,0) hipersik most 3-dimenzids altér. O

Az euklideszi terek tovabbi nevezetes konvex részhalmazai a félterek: Legyen
S(c,a) az E, euklideszi tér valamely hipersikja. A

Hi(c,a) ={z € E, | (¢,z) < a},

Hy(c,a) ={z € Ey, | (c,z) > a},
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Hs(c,a) ={z € E, | (c,z) < a},

Hy(c,a) ={z € By, | (c,z) > o}

részhalmazokat féltereknek nevezziik. Ezen beliil, mivel a Hy(c, ) és Ha(c, o) hal-
mazok nyiltak, azokat nyilt féltereknek mondjuk, és minthogy a Hs(c, ) és Hy(c, @)
halmazok zartak, ezeket zdrt féltereknek hivjuk.

Koénnyen belathaté, hogy az egész E, euklideszi tér felbonthaté az S(c, ), a
Hi(c,a) és Ha(c, a) részhalmazainak diszjunkt (k6zos pont nélkiili) egyesitésére.

A linedris programozasi problémdak megoldasanal betoltott szerepiik miatt meg
kell még emliteniink a poliedrikus halmazok fogalmat. Az euklideszi tér egy rész-
halmazat akkor nevezziik poliedrikus halmaznak, ha az véges sok zart féltér kozos
része.

3. Gyakorlatok, feladatok

1. Legyen az FE, euklideszi tér egy véges nemiires részhalmaza M. Mutassuk
meg, hogy co (M) korlatos halmaz.

2. Igazoljuk, hogy a valdés szamtest feletti linearis egyenletrendszer meg-
oldashalmaza konvex, és ha van legalabb két eleme, akkor nem korlatos.

3. Bizonyitsuk be, hogy egy poliedrikus halmaznak véges sok extremaélis pontja
van.

4. Legyen az FEj euklideszi tér x1, xo, x3 pontjanak koordinata vektora egy V
ortonormalt bazisban

1 0 1

-1 -2 ) 0

X1 = 9 , X9 = 1 es X3 = 9
0 -1 -1

a. Hatdrozzuk meg az z; pontnak az oz egyenestdl vald tavolsagat.
b. Szamitsuk ki az x1, xs, x3 pontok dltal meghatarozott haromszog tertiletét.

5. Mutassuk meg, hogy az E,, euklideszi tér hdromszogeinek silypontja is a cstics-
pontok szdmtani kozepe.

6. Hatdrozzuk meg az E, euklideszi tér v pontjanak az S(c,0) hipersikt6l vald
tavolsdgat, ha egy ortonormalt bazisban v = [1,0,—1,2] és ¢ = [2,—1,0, 3.

7. Széamitsuk ki az S(c, ) és az S(c, 3) hipersikok tdvolsagat.
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5.4 Unitér terek

Az unitér terek a komplex vektorterekbél ugyanugy kaphaték, mint ahogy a valds
vektorterekbdl az euklideszi tereket kaptuk. Ezért ebben a pontban csupan a kom-
plex terekben értelmezett skalaris szorzat megadéasiara szoritkozunk, és azt mutatjuk
meg, hogy minden véges dimenzios komplex vektortérben értelmezheto skalaris szor-
zat, tehat unitér térré teheto.

5.4.1 Definicié. Legyen V komplex vektortér és
(,): VeV ->cC

olyan figgvény, amely minden v,w € V wektorpdrhoz egy (v, w)-vel jellt komp-
lex szdmot rendel. A (,) figgvényt komplex skaldris szorzatnak nevezziik, ha eleget
tesz az aldbbi feltételeknek: bdrmely v,w,z € V vektorokra és tetszéleges N komplex
szamra

Amint lathat6, a komplex skaldris szorzat a komplex vektortéren értelmezett
pozitiv definit hermitikus bilineéris alak.

5.4.2 Definicié. Egy véges dimenzios komplex vektorteret unitér térnek nevezink,
ha komplex skaldris szorzat van benne értelmezve.

Véges dimenzids komplex vektorterekben mindig lehet komplex skaléris szorzatot
értelmezni. Rogzitve a tér egy bazisat a vektorok e béazisra vonatkozé komplex belsd
szorzataval. A bilinedris alakokrol irottak alapjén azonal adédik, hogy a komplex
belso szorzat hermitikus bilinearis alak, a pozitiv definitség pedig abbdl adédik, hogy
ha z egy komplex vektortér vektora, amelynek koordinata vektora valamely bazisban

oq + i
Z = : ,

ap + 116,

akkor
n
[z, 2] = Z(ajz +ﬁj?) >0,
j=1

és nyilvanvaléan akkor és csak akkor nulla, ha minden j(=1,...,n)-re o = 5; = 0.

A komplex skalaris szorzatos terek is normélt terek a

def
12ll'= 4/ (2, 2)
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norma-fiiggvénnyel, de a Cauchy-Schwarz-egyenlotlenség bizonyitasa kicsit bonyo-
lultabb a valds esetben ldtottdl, ezért azt részletezziik. A komplex skaldris szorzatos
V tér barmely két s, t vektordra és barmely A komplex szamra fenndll az

(s+ M, s+ At) = (5,8) + A(s,t) + A (t,s) + A\ (¢, 1) >0
egyenlGtlenség, ami kicsit tomorebben az
1) 812+ A {s,2) + A8, ) + P2 > 0
alakban is frhat6. Az (1) egyenlétlenséget szorozva a pozitiv ||s||?-tel, kapjuk, hogy

Is[I* + Alsl* (s, ) + Allsll* (¢, s) + N1 [18]1* =

@) = (sl + X)) (sl + At 8)) = N2 (s,8) {2, ) + [APls] 2] > 0

Mivel a (2) egyenlStlenség minden komplex A szdmra teljesiil, fennall a

(s,t)
A=—
512
szamra is, amikor is (2) a
(3) —[AI (s, ) (¢, s) + [MPlIsI[1t* = 0

egyenlStlenségre redukalédik. Végiil (3)-at dtrendezve, a pozitiv |A|2-tel elosztva és
figyelembe véve, hogy

<Sat> <t’5> = <Svt> <57t> = |<5at>|2 )
kapjuk, hogy
(s, )2 < NlslIP 1)1

amibol négyzetgyokot vonva adodik a kivant
[(s, )] < [Is] - [[¢]]

Cauchy-Schwarz-egyenlGtlenség.

Mivel a komplex vektorterek is normélt terek, azok is metrikus térré tehetdk a
def
d(s,t) = [ls — ]

metrikaval, és a Cauchy-Schwarz-egyenl6tlenség birtokaban a komplex vektorok or-
togonalitasa is ugyanigy értelmezhetd, mint a valds skalaris szorzatos terekben.
Igy unitér terekben is vannak ortonormalt bazisok, és a komplex skaldris szorzat
is a vektorok ortonormalt béazisra vonatkozé komplex belsé szorzatara redukalédik.
Az euklideszi geometria fogalmai kiterjesztheték az unitér terekre is, ezekkel
azonban itt nem foglalkozunk.
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6. Fejezet

Determinansok

Tekintettel arra, hogy a determinansok bevezetése feltételezi, hogy ismerjiink
néhany, a véges halmazok permutaciéival kapcsolatos fogalmat és eredményt, az
els6 pontban azok rovid ismertetését taldlja az olvas6. A maésodik pontban ér-
telmezziik, a bilinedris fiiggvények mintdjara, a k-linearis fiiggvényeket, amelyek
ugyancsak vektorteret alkotnak. Ezt kovetéen n-dimenzids vektorterek alterndld k-
linearis fliggvényeinek vizsgalatara szoritkozunk, mert ezekre tamaszkodva vezetjiik
be a determinans fogalmat. Mint latni fogjuk, a determindns a linearis transzfor-
maciékhoz skalart rendel6 fliggvény. Megmutatjuk, hogy hogyan lehet a determi-
nans értékét a linedaris transzformacié matrixanak ismeretében kiszamitani, illetve,
hogy a determindnst skalarértékii matrixfiiggvényként is értelmezhetjiitk. A deter-
mindns ismeretében a linedris transzformaciékhoz karakterisztikus polinomot ren-
deliink és definidljuk a linearis transzformécidk sajatértékének, illetve sajatvektora-
nak fogalmat.

6.1 Permutaciok

Egy nemiires halmaz permutaciéjan onmagéra valé bijektiv leképezését értjiik. Cél-
jainknak megfelel6en, mi csak véges halmazok permutécidival kapcsolatos néhany fo-
galom és eredmény ismertetésére szoritkozunk. Ezek a fogalmak és eredmények kom-
binatérikai természetiiek, ezért a halmaz elemeinek mibenléte lényegtelen lesz szé-
munkra. Legyen H az els6 n természetes szam halmaza, és a permutéciékkal kapc-
solatos legfontosabb fogalmakat és allitdsokat ennek a halmaznak a permutéacidira
fogalmazzuk meg.

6.1.1 Definicié. A
T - H—-H

bijektiv leképezést a H halmaz permutdcicjinak nevezzik.

Azonnal megjegyezziik, hogy véges halmazok sziirjektiv leképezései egytuttal bi-
jektivek is. Az {1,...,n} halmaz 7 permutacidja minden k (1 < k < n) szdmhoz,
hozzérendel egy és csak egy m(k) € {1,...,n} szdmot, azaz a w(1),...,7(n) szdmok
az 1,...,n szdmoktdl csak sorrendjiikben kiillonbozhetnek. Az n-elemii halmaz 6sszes
permutacidinak halmazat S,-nel fogjuk jelolni. Koénnyen igazolhatd, hogy S,-nek
pontosan n! (n faktoriélis) eleme van. Ha o és m két permutécid, akkor értelmezziik
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azok om szorzatat a kovetkezd modon. Legyen minden k € H-ra:
(om)(k) = o(x(k)).

Nem nehéz beldtni, hogy a permutaciok szorzata is permutacio. Ezaltal S,, alge-
brai struktirdava valt. Mivel a leképezések szorzasa (kompozicidja) asszociativ, az e
identikus leképezés erre a szorzasra nézve redukald elem, és tetszéleges m permuta-
ci6hoz van inverz permutécid, (nevezetesen, amely minden k € H-ra a 7(k) szdmhoz
a k-t rendeli) az S, struktira csoport, amelyet n-edfoki szimmetrikus csoportnak
neveziink.

A legegyszerlibb permutaciok azok, amelyek a H halmaz két kiillonboz6 i és j
elemét egymasnak feleltetik meg, minden mas H-beli elemet pedig fixen hagynak.
Az ilyen permutécidkat transzpozicicknak hivjuk. Formadlisan, ha 7 € S,-re

T() =4, 7)) =i, (i #j) é 71(k)=k (ke H, k#i,k#j)

teljestil, akkor 7 transzpozici6. Az igy definidlt 7 transzpoziciét (i,7)-vel fogjuk
jelolni. Masik egyszerti példahoz jutunk, ha kivalasztunk a H halmazbdl m elemet,
mondjuk az i1, 12, ..., %, elemeket és a o permuticiét igy értelmezziik:

O'(ij) = ’ij+1 ha 1 <j<m és O'(im) =1y, és
o(k) =k, amennyiben k #iy,...,k % ip, .

Ha m = 1, akkor o az identikus permutdcié. Ha m # 1, akkor az igy definidlt
o permutaciot (iq,...,i,) fogja jeldlni és m-ciklusnak nevezziik. Léathatd, hogy a
transzpozicidk is ciklusok, nevezetesen a 2-ciklusok. Az (i1,...,4m) és (j1,--.,Jk)
ciklusokat diszjunktnak mondjuk, ha az i-k és a j-k halmaza nem tartalmaz ko6zos
elemet. A diszjunkt ciklusok szorzata fliggetlen a tényezék sorrendjétol.

6.1.2 Allitas. Minden permutdcio pdronként diszjunkt ciklusok szorzata.

Bizonyitas. Legyen m € S,. Tegyiik fel el6szor, hogy van olyan i € H,
amelyre (i) # i. Tekintsiik az i = 7°(i), w(i), 72(i),..., 7" (i) szdmokat. Ezek
kozott biztosan van legaldbb ketté egyenld. Legyen £ egy olyan kitevo, amely-
hez van k, (0 < k < £), hogy n*(i) = n°(i). Akkor n*~%(i) = i, azaz van a =
permutacionak olyan hatvanya, amely az i szdmot Oonmaganak felelteti meg. Ha

most p a legkisebb ilyen kitevét jeloli, akkor az 4,7 (i),...,7?1(i) szdmok mind
kiilonbozdek, és (3,7 (i), ..., ™ 1(i)) egy p-ciklus. Ha j a H halmaznak olyan el-
eme, amely az i,7(4),...,m™"1(i) szdmok mindegyikétsl és m(5)-tdl is kiilonbozik,

akkor a (j,7(5),..., 717 (j)) az el6z6tdl diszjunkt ciklus valamely g-ra. A ciklusok
képzését mindaddig folytatjuk, amig talalhaté olyan szam a H halmazban, amely
az eddigi ciklusokban nem szerepelt és amelyet m nem Snmagara képez. Az igy
képzett ciklusok szorzata m-vel egyenld. Az identikus permutécié esetével kiilon kell
foglalkoznunk. Allapodjunk meg abban, hogy az identikus permutaciét ciklusok
tényezok nélkiili iires szorzatanak tekintjik. O

6.1.3 Allitas. Minden ciklus transzpoziciok szorzata.

Bizonyitas. Legyen 7 egy k-ciklus. Akkor

(1,92, .- ik) = (i1, ) (01, th—1) - - - (1, 92) -
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Az egyenlGség a permuticiok szorzasi szabalyanak kovetkezménye. O

A fenti bizonyitdsban szerepld egyenléség konnyebb megértése érdekében tek-
intsiik a kovetkez6 példat:

Allapitsuk meg, hogy az (i1, i4)(i1,43) (i1, i2) permutécidszorzat mit feleltet meg az
13 szamnak. Mivel
(’il, ig)(ig) = ’i3, (il, ig)(ig) = il és (’il, i4)(i1) = i4 y
kapjuk, hogy
(i1,14)(i1,13)(i1,12)(i3) =14 .

A (6.1.2) és (6.1.3) &llitasokbdl kovetkezik, hogy minden permutécié transzpozi-
ciék szorzata. Sajnos, a permutaciok transzpoziciok szorzataként vald elballitisa
nem egyértelmi, amint azt az (1,2)(1,3) = (1,3)(2,3) = (1,3,2) példa is mu-
tatja. Be fogjuk bizonyitani, hogy az viszont mér csak a permutéiciétol fiigg, hogy a
transzpoziciok szorzataként vald eloallitdsdban a transzpozicidk szama paros, vagy

paratlan.
Tekintsiik az n-valtozds

p(te, ... tn) = hi<icj<n(ts — t;)

polinomot. Minden o € S, permutéicidéval p-hez egy 1j polinomot rendeliink a
kovetkezOképpen:

(O’p)(tl, v ,tn) défp(to.(l), v 7ta(n)) .
Mivel o a polinom valtozdinak indexeit permutélja, a op polinom tényezéi esetleg
elgjeltdl és sorrendtol eltekintve megegyeznek a p tényezdivel, ezért op = p, vagy
op = —p teljesil. A o permutaciot pdrosnak nevezzik, ha op = p és pdratlannak,
ha op = —p.

Léssuk be, hogy egy 7 = (k, /) transzpozicié paratlan permutécié. Feltehetjiik,
hogy k < ¢.Hai < k, (vagy i > ¢,) akkor 7 a p polinom (t; —tx) és (t; —ty) tényezsi-
nek (vagy a (tx — t;) és (t; — t;) tényezdinek) csak a sorrendjét véltoztatja meg. A
k < i <l esetben a (tx —t;) és (t; — ty) tényezdk a (ty — t;) és (t; — tx) tényezdkbe
mennek at, tehat paros szamu el6jelvaltas torténik. Nem vettilk még figyelembe,
hogy a (tj, — ty) tényezdt a 7 transzpozicié a (t; — ti) tényezébe transzformalja, ami
tovabbi el6jelvaltast jelent. fgy a T transzpozicié hatasara a p polinom paratlan
szamu tényezGje valtoztatja elGjelét, ami éppen azt igazolja, hogy a transzpozicid
paratlan permutacié.

Most mar az az allitasunk is nyilvanvaléva valt, hogy egy péaratlan permuté-
ci6 csak paratlan szdmu, mig egy paros permutacioé csak paros szdmu transzpozicié
szorzata lehet.

Egy 7 permutécié eldjele, amelyet sgn 7-vel jeloliink +1, ha 7 péros, és —1, ha
m paratlan permutacio. Erdemes megfigyelni, hogy ha 7 és o permutaciok, akkor
sgn (mo) = (sgnm)(sgno), amibdl kovetkezik, hogy az azonos el6jelii permutaciok
szorzata péaros, mig az ellenkezé eldjelii permutaciok szorzata paratlan. Mivel az
identikus permutacié paros, és paros permutacié inverze is paros, azt kapjuk, hogy
az Sp-beli paros permutacidk csoportot (S,-nek részcsoportja) alkotnak, amelyet
Ap-nel jelolunk és n-edfoku alterndld csoportnak neveziink. Felhivjuk az olvaso fi-
gyelmét arra a tényre, hogy S, = A, U(i,7)An (1 < i < j < n), azaz minden per-
mutacié megkaphatd, ha vessziik a paros permutaciokat és azoknak egy tetszéleges
transzpozicidval vald szorzatait.
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6.2 k-linearis fliiggvények

Ebben a pontban a bilinearis fliggvények mintdjara, definidljuk a k-linearis fiiggvény
fogalmat, és azok néhany tulajdonsagaval ismerkediink meg.

6.2.1 Definicié. Legyenek Vi, ..., Vi ugyanazon F test feletti vektorterek és jeldlje
Vi@ Vi a (kilsé) direktisszegiiket. Az

fVie---®V, —F

leképezést k-linedris fugguénynek nevezzik, ha bdarmely i-re (1 < i < k) minden
v1 € Vi, 0,0 € Vi oo g € Vi-ra, és tetszbleges o, B € F skaldrokra

flor, ... ov; + Bul, ... vp) =

/

af(viy .. v, vk) + Bf(v1, .., 05 V)
teljestil.

Szavakkal is megfogalmazva ugyanezt, az f k-linedris fiiggvény, ha barmely (k—1)
valtozoéjat rogzitve, a maradék valtozo linedris fiiggvénye. Vegylik észre, hogy k = 1
esetén a linedris fliggvény, k = 2 esetén pedig a bilinedris fiiggvény fogalmédhoz
jutunk. k-linedris fliggvényt konstrudlhatunk a kovetkezOképpen: Legyenek y; €
Vi, (i =1,...,k) linedris figgvények és legyen f tetszéleges v; € Vi, (i = 1,...,k)-
re az

Flor o) E i) (o)

egyenldséggel definidlva. Akkor f nyilvdnvaléan k-linedris fliggvény.
Ha fi és fo k-linedris fiiggvények és oy, as tetszoleges skalarok, akkor az

def
f(vla"'vvk) = alfl(vlv"'avk) +062f2(1]1,...,’l)k)

fliggvény is k-linearis. Ebbdl kovetkezik, hogy a Vi @ --- @ Vj, vektortéren értel-
mezett k-linedris fliggvények maguk is vektorteret alkotnak. E vektortér dimenzidja
dimV1 . dlka

A tovédbbiakban foglalkozzunk azzal az esettel, amikor a V3 = ... = V}, terek
mind egyenldk, jeloljiik ezt az egyetlen vektorteret V-vel. Tegyiik fel azt is, hogy V
véges dimenzids és legyen dim V' = n. Ekkor a V] & - - - @ Vi-n értelemzett k-linearis
fliggvényt egyszerlien V-n értelmezett k-linedris fiiggvénynek fogjuk mondani. A
V-n értelmezett k-linearis fiiggvények vektortere n* dimenzids.

Ha f k-lineéris fiiggvény és m € Sy egy permutdcié, akkor a

(mf) (w1, 06) = f(Vra) - Vn(r))

egyenléséggel értelmezett 7 f fliggvény is k-linedris. Ha minden w € Sp-ra nf = f
teljesiil, akkor f-et szimmetrikusnak nevezzilk. Nem nehéz belatni, hogy a szim-
metrikus k-linedris fiiggvények alteret alkotnak az Osszes k-linedris fliggvények vek-
torterében. TetszOleges f k-linedris fliggvény segitségével konnyt szimmetrikus k-
linearis fiiggvényt konstrualni. A

S

TESE
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fliggvény szimmetrikus.

Ha tetszbleges m € Si-ra mf = (sgnm)f teljesil, akkor az f k-linedris flugg-
vényt antiszimmetrikusnok mondjuk. Koénnyen igazolhatd, hogy az f k-linedris fiigg-
vény pontosan akkor antiszimmetrikus, ha minden Si-beli paratlan 7 permutaciéra
wf = —f teljestl.

6.2.2 Definicié. A V wvektortéren értelmezett f k-linedris figgvényt alterndlonak
nevezzik, ha f(vi,...,vx) = 0, amennyiben a v-k kézitt legaldbb ketté megegyezik
egymdassal.

Az aldbbi dllitds azt mutatja, hogy nagyon szoros a kapcsolat az antiszimmetrikus
k-linearis fliggvények és az alterndld k-linedris fliggvények kozott.

6.2.3 Allitas. HaV az T test feletti vektortér és f a V-n értelmezett alterndlo k-
linedris fiigguény, akkor f antiszimmetrikus. Forditva, ha az F test karakterisztikdja
nem eqyenld kettével, akkor az f antiszimmetrikus k-linedris fiiggvény alterndlo.

Bizonyitas. Legyen f a V vektortéren értelmezett alternalé k-linedris fiiggvény,
és legyenek vi,...,v4,...,0),... 0 (1 < < j < k) tetszéleges V-beli vektorok. Ak-
kor

0= f(vi,...,vi+vj,...,0+0vj,...,0) =
Foi, v vs, o)+ fon, o050, ug)
for,o. o vj, o v o) + fon, 05,0005, ) =
for, oo v, v, 0k) F (U1, U, U, V)
amibdl kapjuk, hogy
for, o050 0,05, 000 08) = = f(U1, -, V), 0, Uiy oL, UE)

Mivel ez tetsz6leges V-beli vektorokra teljesiil, ezért (i,j)f = —f. Tekintve, hogy
minden paratlan permutacié paratlan szamu, és minden péaros permutdcié paros
szamu transzpozicié szorzatara bonthatd, ebbdl kovetkezik, hogy barmely © € Si
permutaciora wf = (sgn7)f, tehat f antiszimmetrikus.

Forditva, legyen f antiszimmetrikus k-linedris fliggvény, 1 < i < j < k és
v1,..., v olyan V-beli vektorok, hogy v; = v; . Akkor egyrészt

(i,j)f(’l)l, Ce ,'Uk) = f(vl, “e ,’Uk),

mert v; = v;, masrészt

(4, 5)f(v1,...,vp) = —f(v1,...,0%),

mert f antiszimmetrikus. Ebb6l (14 1) f(v1,...,v) = 0, ami F karakterisztikdjéra
tett kikotésiink mellett az f(vy,...,v;) = 0 egyenléséget implikédlja. Ezzel az allitést
igazoltuk. O

6.2.4 Tétel. Ha vq,...,v; linedrisan osszefiiggd vektorrendszer és f alterndlo k-li-
nearis figguény, akkor f(vi,...,vg) =0.
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Bizonyitas. Linedrisan 0sszefliggd vektorrendszer valamelyik vektora Kki-
fejezheto a tobbi vektora linedris kombinacidjaként. Tegytiik fel, hogy

k

V; = E ;U5 .
j=1
JF#i

AKkkor, f linearitasat kihasznalva, kapjuk, hogy

k

f(?}l,. ey Uy e ,Q}k) = Zajf(vl, <oy Vi1, U5, Vi 1,y - - - ,’Uk),
j=1
i#i

és a jobboldali 6sszeg minden tagja nulla, mert az i-edik valtozé megegyezik valame-
lyik masik valtozdval. |

6.2.5 Tétel. Ha f az n-dimenzids V wvektortér nemnulla alterndlo n-linedris fiigg-

vénye, €s vi,...,v, linedrisan figgetlen vektorrendszer, akkor f(vi,...,v,) # 0.
Bizonyitas. A vq,...,v, vektorok bézisat alkotjék a V vektortérnek, ezért
barmely w1, . .. w, vektorrendszer minden vektora kifejezhet6 a vy, ..., v, vektorok

n
w; = Z aijvj
Jj=1

linearis kombindciéjaként.  Akkor, kihaszndlva, hogy f alterndlé és minden
valtozdjaban linearis fliggvény

(a) fw, o own) = D (@) - Qe () F V(1) -+ V()

ﬂ'ESn

alakd, mert azok a tagok, amelyekben f két valtozéja megegyezik nulldval egyenlok.
Mivel barmely « € S,-re

(b) f(vﬂ(l)a"'avﬂ'(n)) = (Sgnﬂ)f(vl,.._,vn),

mert f antiszimmetrikus is a (6.2.3) allitds szerint, f(v1,...,v,) nem lehet nulla.
Ellenkez6 esetben ugyanis, az (a) és (b) egyenldségekbdl az kovetkezne, hogy
f(wy,...,wy,) = 0 tetsz6leges wy, ..., w, V-beli vektorokra, ellentmondva az f # 0
feltételnek. |
A V vektortéren értelmezett alterndlé n-linedris fliggvények alteret alkotnak az
Osszes n-linearis fliggvények vektorterében. A kovetkezd tétel ennek az altérnek a
dimenzidjardl nytujt felvilagositast.
6.2.6 Tétel. Az n-dimenzids V wvektortéren értelmezett alterndlo n-linedris fiiggvé-
nyek vektortere eqydimenzios.

Bizonyitas. Meg kell mutatnunk, hogy van nemnulla alternal6 n-linearis fligg-
vény, és azt, hogy barmely két alterndlé n-linearis fliggvény linedrisan Gsszefiiggd.
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Mivel V' n-dimenziés, kivéalaszthat6 egy n-elemtt X = {x1, ..., z,} bazisa. Jelolje
X* ={x7],...,z}} a dudlis bazist. Ertelmezzik az f: V & --- &V — F n-valtozos
figgvényt minden vy, ..., v, vektor-n-esre az
def *
Fr,ev) S Y (senm)z (veqy) - 25 (V)
TESy

definialé egyenlGséggel. Akkor f nyilvanvaléan n-linedris fiiggvény. Behelyettesitve
f-be az X bazis vektorait

f(l'ly cee 73311) = Z (sgnw)mf(xﬂ(l)) o :L‘;;(:Ew(n)) =1,
TESY

mert a jobboldali 0sszeg egyetlen nemnulla tagja, a dudlis bazis értelmezése alapjén,
az identikus permutéaciéhoz tartozé

wi(z1) -y (@n) = 1

szorzat. Meg kell még mutatnunk, hogy f alternalé. Legyenek ezért vy,...,v, V-
nek olyan vektorai, hogy v; = vj, (1 <i < j <n). Akkor az f(v1,...,v,) =0, mert
minden m € A,-re a

(Sgn 77)37)(1( (Uﬂ(l)) o 'r;;(vw(n)) és

(sgn (4, J) )27 (VG jym(1)) -« - T (Vi jym(n))

tagok csak el6jelben térnek el egyméstdl, mert minden k(= 1,...,n)-ra x}(v) éppen a
v vektor z;, bazisvektorra vonatkozé koordinatédja és esetiinkben a v; és v; vektorok
koordinatdi egyenlék. Igy f(vi,...,v,) tagjai egymést ”kinulldzé” parok Osszege.

Ezzel megmutattuk, hogy a V-n értelmezett alternalé n-linedris fiiggvények tere
legaldabb egydimenzios.
Igazolandé még, hogy V barmely két fi és fo alterndlé n-linedris figgvénye li-

nedrisan Osszefiiggd. Vegyunk tetszoleges w1, ..., w, V-beli vektorokat, és allitsuk
el6 mindegyiket az X = {z1,...,x,} bdzis vektorainak linedris kombinécidjaként.
Akkor

filwy, ... wy) és fa(wi, ..., wy)

is f1(Tr1)s -5 Tr(n)) » lletve fo(Trey, ..., Trp)) alaki tagok azonos egyiitthatékkal
képzett linedris kombindcidja. Kihasznalva, hogy fi és fo antiszimmetrikus n-lined-
ris fliggvények, azaz

fi(xﬂ'(l)7 s axw(n)) = (Sgnﬂ—)fi(xlv s 7'7}71) (Z = 172)7

igy az is igaz, hogy
filwy, ... wy) és fa(wy,...,wy)
fi(zy, ..., xzp), illetve fo(xq,...,z,) alaki tagok azonos skaldr eytitthatékkal képzett

linearis kombinacidja:

filw, . wy) = Zaiﬁ(m, ooy Tp) 68

fo(wi, ..., wy) = Zaifg(:m,---,wn).
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Mivel fi(x1,...,2pn) és fa(x1,...,2,) skaldrok, linedrisan Osszefliggék, tgyhogy
léteznek olyan (1 és By skalarok, hogy legaldbb az egyik nemnulla és

Brfi(x1, ... xn) + Bafo(zr,...,xn) =0.
Akkor viszont
Brfi(wr, ... wn) + Bofalwi, ..., wy) =

Zai(ﬁlfl(l'l, - ,xn) —i—ﬂgfg(l‘l, - ,:L‘n)) =0,

amint azt allitottuk. O
A (6.2.6) tétel alabbi kovetkezménye a linedris transzformaciok determindnsainak
meghatarozasakor jol hasznéalhato.

6.2.7 Kovetkezmény. Ha X{xi,...,z,} a V wvektortér egy tetszdleges bazisa,
akkor V -nek van olyan f alterndlé n-linedris fiigguénye, hogy f(x1,...,zn) = 1.

6.3 Determinansok

A fejezet eddigi anyaga arra szolgalt, hogy a vektorterek linedris transzforméaciéihoz
skalarértékli fliggvényt rendelhessiink, mégpedig a vektortér bazisatdl fiiggetleniil.
Ennek a fiiggvénynek az értelmezéséhez hasznéljuk az alterndlé n-linedris fliggvé-
nyeket, amelyeket az el6z6 pontban vizsgaltunk.

Legyen V az F test feletti n-dimenzids vektortér, A € L(V') lineéris transzforma-
ciéja és f a V téren értelmezett alternald n-linearis fliggvény. Ertelmezziik az A f
fliggvényt az

(A1, 00) € F(A), ..., A())

definidlé egyenldséggel. Akkor Af V-nek alternalé n-linedris fiiggvénye, és A a
V-n értelmezett alterndlé n-linedris fiiggvények vektorterének linedris transzforma-
ciéja. Mivel a (6.2.6) tétel szerint ez a tér egydimenziés, ezért A minden fiiggvény-
hez annak skaldrszorosat rendeli. Azt mondhatjuk tehat, hogy van olyan ¢ skalar,
hogy barmely f alternalé n-lineéris fiiggvényre Af = §f teljesiil. Ilyen médon a
V' vektortér minden A € L(V) linedris transzforméciéjdhoz hozzarendeltiink egy
egyértelmlien meghatirozott § skalart, amelyet az A determindnsdinak neveziink
és det A-val jelolink. A det : L(V) — F fliggvény tehat, linedris transzforma-
ciékhoz rendel skaldarokat. Ennek a fliggvénynek néhany tulajdonsigat ismertetjiik
a kovetkezo6 alpontban.

6.3.1 A determinans tulajdonsagai

1. AV vektortér legegyszeriibb linearis transzformaciéja a v — awv skalarral valé
szorzas. Vizsgaljuk meg, hogy ehhez a linearis transzforméaciohoz milyen ska-
lart rendel a det fliggvény. Ha minden v € V-re A(v) = av, akkor barmely f
alternald n-linedris fliggvény esetén:

(Af)(v1,...,v0) = flavy,...,av,) = " f(v1,...,v,),

azaz det A = a™.

A kapott eredmény fontos kévetkezménye, hogy az I identikus transzformécid
determinansa: detI = 1.
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2. Legyenek A, B € L(V), és keressiink kapcsolatot a C' = AB linedris transzfor-
macioé determindnsa és a tényezOk determinansa kozott. Mivel tetszoleges f
alternald n-linedris fliggvényre

(det C) f(v1,...,vn) = (Cf(v1,...,vn) =

f(AB(v1),...,AB(v,)) = (Af)(B(v1),...,B(v,)) =
(det B)(Af)(v1,...,v,) = (det B)(det A) f(v1, ..., vn)

teljesiil, kapjuk, hogy det C' = (det B)(det A). A skaldrok szorzdsa kommu-
tativ, ezért irhatjuk, hogy

det(AB) = (det A)(det B).

3. Igazoljuk, hogy egy A € L(V) linedris transzforméci6é determindnsa akkor és
csak akkor nemnulla, ha A nemszingularis (invertdlhatd) linedris transzforma-
ciob.

Amennyiben A nemszingularis, azaz létezik az A~! linedris transzformécio,
akkor A- A~! = I, az identikus linedris transzformacié és

1 =det]=det(A- A1) = (det A)(det A71).

Ebbdl lathatd, hogy nemszinguléris linedris transzforméacié determinansa nem
lehet nulla.

Tegyiik fel most, hogy det A # 0. Ha V-nek X =
{z1,...,2,} bézisa és f nemnulla alterndlé n-linedris fiiggvénye, akkor
(det A)f(z1,...,2,) # 0 a (6.2.5) tétel értelmében. Akkor a (6.2.4) tétel sz-
erint az {A(z1),...,A(zn)} vektorrendszer linearisan fiiggetlen, tehdt bazisa
V-nek. Ebbél viszont mar kévetkezik, hogy A invertdlhatd, azaz nemszingu-
laris.

4. A (3)-as tulajdonsidggal ekvivalens, hogy egy A linedris transzformécié deter-
minansa pontosan akkor nulla, ha az A szingularis linedris transzformacié.

Amint lattuk a (3)-as tulajdonsag igazoldsakor, a nemnulla determindnsu lined-
ris transzforméaciok invertalhatok, tehat egy szingularis linearis transzformacio
determinansa nulla kell legyen.

Maésrészt, ha det A = 0, akkor valasztva egy nemnulla f alternalé n-linedaris
figgvényt és egy X = {x1,...,x,} bézist, az
f(A(xl)a s 7A(xn)) = (det A)f($17 e xn) =0

egyenlség miatt a (6.2.5) tétel szerint, az {A(z1),..., A(zy)} vektorrendszer
linedrisan 6sszefiiggd, amibdl kovetkezik, hogy A szinguldris linearis transzfor-
macio.

5. Legyen m € S, egy tetszbleges permutécié és A € L(V) linedris transzfor-

macié. Jelentse 1A a V' vektortérnek azt a linedris transzformacidjat, amely
tetszéleges v = Y- g;x; € V vektorhoz a

(mA)(v) & Z & A (i)
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egyenléséggel megadott vektort rendeli. Akkor
det(rA) = (sgnm)(det A).

Tetszbleges f alternalé n-linedris fiiggvényre
det(mA) f(21,...,2n) = f(A(Tr1)); - s A(Tr(n))) =

= (sgnm V) f(A(z1),...,A(z,)) = (sgnm H)(det A) f(x1,...,z,).

Ebbdl az allitott tulajdonsdg a sgnm = sgnm' egyenlség miatt azonnal

kovetkezik.

6.3.2 A linearis transzformaciok determinansanak numerikus meg-
hatarozasa, matrixok determinansa

Ebben az alpontban azt targyaljuk, hogy hogyan hatarozhaté meg a linearis transz-
formaciok determinansa valamely bazisra vonatkozo matrixuk ismeretében, majd a
determindnsok matrix — skalar fliggvényként vald, klasszikus értelmezését irjuk le.

Legyen a V' vektortér egy bazisa az X = {z1,...,x,} vektorrendszer és f az V-n
értelmezett alterndldé n-linedris fiiggvény, amelyre f(z1,...,x,) =1. Az A € L(V)
linearis transzformécié determindnsa definicié szerint az a det A skaldr, amely ki-
elégiti a

(a) det A = (det A) f(z1,...,zn) = f(A(x1),..., A(xy))

egyenldséget. Szamitsuk ki az (a) egyenléség jobboldalat.

(0) (A1), ..., Azg)) = f(zail$i,-uzain$i)a
i=1 i=1

ahol az oy; (4,5 = 1,...,n) skaldrok éppen az A linearis transzformacié X’ bazisra
vonatkozé
a11 12 ... p
Q91 G922 ... Q9n
Ay =
an1 Op2 ... Qpp
matrixanak elemei. Kihaszndlva, hogy f alterndlé n-linearis fiiggvény, a

(b) egyenldség jobboldala

(C) Z Qr(11 - aﬁ(n)nf(xw(l)v s 7$7r(n))

71'6571

alakban irhaté. Mivel f antiszimmetrikus is,

(d) f(@r(1)s - Trmy) = (sgum) f(21, ... 20)
igy az (a) — (d) egyenldségeket figyelembevéve, kapjuk, hogy

(det A)f(x1,...,2pn) = ( Z (sgnm)ar(iy -+ aﬁ(n)n) flxy,. ... xn).

TESR
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Az f-et Ggy vélasztottuk, hogy f(z1,...,x,) =1, igy

det A = Z (sgnm)ar(1)1 - Qr(myn - (6.1)
WESn

Az A linedris transzformécié determindnsa tehdt valamely bazisra vonatkozé mat-
rixdnak segitségével gy szamithato ki, hogy az A matrix minden sorabdl és minden
oszlopabdl kivalasztunk pontosan egy elemet, azokat Osszeszorozzuk és a

7 : oszlopindex — sorindex

permutacié el6jelével latjuk el a szorzatot, igy képezve a determindns egy tagjat.
A kivéalasztast minden lehetséges mddon elvégezve, a determindns a kapott eldjeles
szorzatok Osszege.

Meg kell jegyezniink, hogy a determinansok a klasszikus felfogas szerint,
kvadratikus métrixokon értelmezett skalarértékii fiiggvények, ezért taldlkozhat az
olvasé olyan felépitési linedaris algebra konyvekkel, amelyekben csak matrixok de-
terminansai szerepelnek, és a linearis transzformaciok determinansairél nem esik sz6.
Mi is hasznaljuk idénként a ”matrix determinansa” terminolégiat és egy

611 /812 . ﬁln
Bo1 Ba2 ... [on
B = N . . .
Bni Bn2 .- DBan
métrix determindnsén, amelyet |B|-vel fogunk jeldlni a
Bl = > (sgn7)Br(1)1 - Br(myn (6.2)
TESh

skalart fogjuk érteni. Lathatd, hogy amennyiben egy B linedris transzformaécié
matrixa valamelyik bézisban B, akkor det B = |B|. Hangsulyoznunk kell azonban,
hogy a linearis transzformacié determinansa fiiggetlen a kiszamitasahoz hasznélt
béazis valasztasatol. Kz kovetkezik a linearis transzforméciék determinansanak
altalunk adott értelmezésébdl, de abbdl is, hogy hasonlé métrixok determinansa
egyenld, és egy linearis transzformacio kiilonbozé bazisokra vonatkozd matrixai ha-
sonlok.
A (6.1) egyenletbdl konnyen kapjuk a kovetkezo allitast

6.3.1 Allitds. Az A linedris transzformdcid determindnsa és A* transzpondltjinak
determindansa egyenld.

Bizonyitas. Az A lineéris transzforméacié A matrixdanak sorait és oszlopait fel-
cserélve kapjuk A* matrixat, ezért

det A* = Z (senT)air(1) -+ Unr(n) -
TESn
Masrészt ha det A tagjaiban a tényezéket nem az elemek oszlop - hanem sorindexeik

sorrendjében irjuk, akkor

det A = Z (Sgn )y r-1(1) " " * Q=1 (n)
TI'ESn
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alakban is frhat6. Figyelembe véve még, hogy sgnm = sgn7—! és, hogy amint 7

végigfut az S, szimmetrikus csoport elemein, 7! is végigfut azokon, kapjuk, hogy

det A = Z (sgn ) p-1(1) " Qpr—1(n) =
7T€Sn

Z (Sgn ) (1) -+ * Q) = et A™.
ﬂ'ESn

O
Kétdimenzids vektortér linedris transzformécidéinak determinansat a fentiek sz-
erint nagyon konny(i kiszamitani. Ha az A métrixa

alr Qg2
A= akkor det A = Q11099 — (12097
21 (22

Nem nagyon bonyolult még a haromdimenzids vektorterek linedris transzformacioi
determindnsainak meghatarozéasa sem. Ha az A métrixa

a1 2 0g3
A= axn axp a3 |,

a3p Q32 (33

akkor
det A = aj1aa33 + 20230031 + iz —

—Q13022(31 — (12012133 — (11 23(X32 -

Az altaldnos n-dimenzids esetben n novekedésével a szamitdsok egyre bonyolul-
tabba valnak, ezért fontos eredmény, hogy az n-edrendii matrixok determinansanak
meghatarozasa alacsonyabb rendi matrixok determinansainak kiszdmitasara vezet-
hetd vissza.

A det A kiszamitasahoz valasszuk megint a V' vektortérnek azt az f alternald n-
linedris fuggvényét, amelyre f(z1,...,z,) = 1, ahol az {z1,...,x,} vektorrendszer
V-nek béaxisa. Akkor

det A = f(A(x1),...,A(x,)).

Helyettesitsiik az A(x;) vektort a bazisvektorok Y i’ ; a;jz; linearis kombindcidjaval.
Akkor kapjuk, hogy

det A = f(A(.%'1>, e ,A((L‘j_l), Z QT A(l’j+1), e ,A(.’L‘n)) =
=1

= Z aijf(A(ﬂj‘l), e ,A(l‘jfl), i, A($j+1), e ,A(l‘n)) .
=1

6.3.2 Definicié. Az f(A(x1),..., A(xj-1), xi, A(Tjs1), ..., Alxy)) skaldrt, amelyet
A;j-vel jelolink, az A linedris transzformdcio o koordindtdjahoz tartozo adjungalt
aldeterminansidnak nevezzuk.
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6.3.3 Definicié. Az A linedris transzformdcid determindnsdnak

det A = Z Oéijf(A(.%'l), v ,A(a:j_l), i, A(:Uj_H), Ce ,A(:Cn))
i=1

adjungdlt aldetermindnsai linedris kombindcijara wvald felbontdsat, a det A ki-
fejtésének hivjuk.

Az A;; adjungdlt aldetermindns egy olyan A linedris transzformécié determi-
nansanak tekinthetd, amelyre

A<xk>—{ A Rl

Vegyilk észre, hogy A maétrixa az {z1,...,z,} bézisban ugy kaphaté A
matrixabodl, hogy annak j-edik oszlopat kicseréljiikk egy olyan oszlopra, amelynek
i-edik komponense 1, minden maés eleme nulla. Tehat

a11 e al,j—l 0 041,]'4_1 NN A1n
ai—11 oo Q11 0 141 o Qiin
A= 51 e Qg 51 1 Q5 j+1 e (6779
ajr11 - 11 0 Qi1 o0 Qi
L anl e an,j—l 0 an,j—l—l NN [67970) ]

A linedris transzformdaciok determinansdnak kiszamitasidra kapott algoritmus sz-
erint A;; legfeljebb csak eljelben térhet el a lin(zq,...,2j-1,2j41,...,2,) al-
tér azon B;; linedris transzformécidjanak determinansatél, amelynek maétrixa az
{x1,...,2j-1,2j41, ..., 2, } béazisban

11 e aq,5—1 Qaq 541 e An
B, — Q11 --+ Qj—145-1 Q1541 ... O4-1n
)
Q11 -0 QG151 Q1541 - Qqdn
J J
L Qpn1 ... Qpj—1 Anj+1 ...  Qpp |

és az i = j = 1 esetben pedig egyéltalan nincs eltérés. Mivel f alternald n-linearis
fiiggvény, tehat (i,7 —1)- (4,5 —2)---(i,1)f = (=1} 7L f , azaz

f(A(xl), N ,A(xj_l), i, A(.%'j+1), e ,A(acn)) =

= (=1 f (@i, A1), -, A1), (), - -5 Alen)) -
Kihasznalva a determinédnsok (5)-0s tulajdonsagat és a (6.3.1) 4llitast, kapjuk, hogy

Aij = (—1)j71(—1)i(det Bij) = (—1)i+j(det Bl])
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6.3.4 Definicié. A det B;; skaldrt az A linedris transzformdcid o;j koordindtdjahoz
tartozo aldetermindnsdnak nevezzik.

Most mar az A linearis transzformacié determinansanak kifejtése
n . .
det A = Z Oéij(—l)H—] (det Bij)
j=1

alakban is irhaté, amelyben B;; a V vektortér egy (n—1)-dimenzids alterének linearis
transzformacioja.

6.3.5 Allitas. Ha az A linedris transzformdcio valamely bdzisra vonatkozd mdtriza
A = [ayj], akkor

Z aiink = 6jk(det A) ,
=1

ahol 651, a Kronecker—szimbolum.

Bizonyitas. A j = k esetben 0, = 1, igy det A j-edik oszlopa szerinti kifejtést
kapjuk. Ha j # k, akkor pedig egy olyan linedris transzformécié determindnsa-
nak j-edik oszlop szerinti kifejtését, amely az x; és x) béazisvektorokhoz ugyanazt a
képvektort rendeli. Minthogy egy ilyen linedris transzformécié nyilvan szingularis,
determindnsa nulla. Ezzel az dllitast igazoltuk. |

A (6.3.5) allitasnak van egy érdekes kévetkezménye: Ha az A nemszinguldris
linedris transzformacié matrixa valamely bazisban A = [o;;], akkor az A™! inverz
transzformdcié matrixa ugyanebben a bazisban

A™h=1/(det A)[A;1],

ahol Aj; az «j; elemhez tartozé adjungalt aldetermindns. (A sor- és oszlopindex
felcserélése nem tévedés!) Az allitas igazolaséat az olvaséra bizzuk.

1 Példa. Hatdrozzuk meg egy dltaldnos 4-edrendi; matrix determindnsdt 3-adrendd
mdatrizok determindnsainak fiiggvényében, majd alkalmazzuk a determindnsok ki-
fejtési algoritmusdt a
1 -1 0
0o 1 -1
-1 0 1 1
11 0 -1

determinans értékének meghatdrozdsdhoz.

Legyen C = [v;;] a szébanforgé 4-edrend(i matrix. Fejtsiik ki elsé oszlopa szerint:

Y11 Y12 Y13 Y14
Y21 Y22 V23 V24
Y31 Y32 Y33 Y34
Y41 V42 V43 Y44

Y22 Y23 Y24 Y12 Y13 Y14
Yi1| V32 Y33 Y34 | — V21| Y32 Y33 Y34 |+
Y42 Y43 Y44 V42 Y43 Y44



6.4. KARAKTERISZTIKUS POLINOM 169

Y12 Y13 Y14 Y12 Y13 Y14
V31| Y22 V23 V24 | — V41| Y22 23 V24
Y42 Y43 Y44 Y32 Y33 V34

Alkalmazva az altaldnos esetben latott kifejtési algoritmust, kapjuk, hogy

1 -1 0
1 —1
0 1 —1
=1-/0 1 1]|-
-1 0 1 1
1 0 -1
1 1 0 -1
-1 0 1 -1 01
1 1 -1 1|—=1-] 1 -1 1|=1-(-3)—1-0—1-3=—6.
1 0 -1 0 11

A harmadrendii méatrixok determindnsainak kiszamitasat a Sarrus-szabaly alka-
Imazasaval végeztik. O

6.4 Karakterisztikus polinom

Ebben a pontban linearis transzformaciékhoz karakterisztikus polinomot rendeliink,
és definidljuk a linedris transzformaciok sajatértékének, illetve sajatvektoranak fo-
galmat.

Legyen A linedris transzformaciéja az n-dimenziés V' vektortérnek. Akkor az
A —tI a t valtoz6tdl fiiggh linedris transzformacidja V-nek, amelyet t-transzformé-
ciénak neveziink. (A t-transzformdciok a V' vektortér minden vektordhoz egy t-t6l
fiiggd vektort rendelnek.) Azt allitjuk, hogy a k(t) = det(A — tI) determinéns a t
valtoz6 n-edfokid polinomja. Val6ban, ha X = {x1,...,x,} egy bézis és f nemnulla
alterndlé n-linedris fiiggvény, akkor

(det(A —tD) f(z1,...,2n) = f(A(x1) — tx1, ..., Alxy) — ta,) =

Z(_l)ztl Z f(yla"'vyn)a

i=0 JseenJi€{L,.m}
ahol az y;, = z;, k(= 1,...,1)ra és az yj, = A(xj,) {(=i+1,...,n)-re. Tehat a
(—1)it? egyiithatéja f(y1, . . ., yn) alaki skaldrok dsszege, ahol az y-ok koziil pontosan
i a megfelels indexii = vektorral egyenld, mig a tobbi a megfelel indexii A(z) vek-
torral, és az Osszegzést az n indexbdl kivalasztott minden ¢ elemi részhalmaz esetére
el kell végezni. Specidlisan (—1)"t" egyiitthatéja f(z1,...,x,) és t egyiitthatéja
f(A(z1),..., A(zn) = (det A) f(x1, ... xy) .

6.4.1 Definicié. A k(t) = det(A — tI) polinomot az A linedris transzformdcid ka-
rakterisztikus polinomjdanak nevezzik, mig a k(t) = 0 egyenletet az A karakterisztikus
egyenletének hivjuk.

Az A karakterisztikus egyenletét kielégité skalarokat az A sajdtértékeinek
nevezzik. Ha a A skaldr kielégiti az A linearis transzformécié karakterisztikus egyen-
letét, tehat det(A — AI) = 0, akkor az A — AI szinguldris linedris transzformaciéja
V-nek. Tudjuk, hogy szinguldris linearis transzforméciénak a magtere tartalmaz
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nemzérd vektort. A ker (A — AI) nemzéré vektorait az A \ sajatértékéhez tartozo
sajdtvektorainak nevezzik.

Megjegyezziik, hogy a linedris transzformdaciék sajatértékének, illetve
sajatvektoranak fogalmat az invarians alterekrol szolo fejezetben a determindns
fogalmanak felhasznaldsa nélkiil is definidljuk. Ezt az teszi lehetévé, hogy ha
v € ker (A — M) (v # 0), akkor A(v) = Av, azaz a v vektor altal generdlt alteret
az A linedris transzformécié 6nmagéra képezi, tehat lin (v) dgynevezett A-invaridns
altér.



7. Fejezet

Invarians alterek

Ennek a fejezetnek az a célja, hogy a véges dimenzids vektorterek linedris transzfor-
méacidit jellemezziik. Milyen jellemzésre gondolunk? A 2-dimenzids térbeli linedris
transzformaciok, mint a nyujtas, tiikrozés, elforgatas, vetités és parhuzamos affinités,
hatdsardl jol kialakult elképzelésiink van. Nagyobb dimenzidju terekben persze nem
varhatjuk, hogy egy linedris transzformacié hatasat ugyaniugy ”lassuk” mint a sikon,
de arra torekedhetiink, hogy meg tudjuk mondani azok hatasat a tér szemléltethe-
t6 alterein. Tehdt a tér altereit hasznaljuk a vizsgdlt linedris transzforméciok jel-
lemzésére. Persze ehhez csak olyan alterek hasznédlhaték, amelyeknek vektorai a
transzformacio soran az altérben maradnak. Ezek az ugynevezett invarians alterek.
Ha az egész vektorteret fel tudjuk bontani olyan invaridns alterek direktoszegére,
amelyeken mar tudjuk a linearis transzformacié hatasat, akkor a transzformaciot
ismertnek mondhatjuk. Kideriil, hogy szoros kapcsolat van a linedris transzformé-
cidk polinomjainak faktorizécidi és a tér invaridns altereinek direktosszegére vald
felbontasa kozott. Kz sziikségessé teszi, hogy ismertessiink néhdny a polinomok
faktorizaciéjaval kapcsolatos nélkiilozhetetlen eredményt. Ezeket kiilon alpontban
gyljtottitk Ossze, amit a teriilettel ismerds olvasé nyugodtan kihagyhat.

7.1 Invarians alterek, transzformaciok polinomjai

Mint azt a fejezet bevezetdjében emlitettiik a linearis transzformacidkat ugy kivanjuk
jellemezni, hogy felbontjuk a teret olyan alterek direkt Gsszegére, amelyen a linedris
transzformacié hatasarél mar jé elképzelésiink van. Az ilyen altereknek persze a
linearis transzforméciéra nézve ”zartnak” kell lennie. A linedris transzforméciéra
vonatkozé zartsag fogalmat az alabbi definiciéban rogzitettiik.

7.1.1 Definicié. Legyen V egy F test feletti vektortér és A linedris transzfor-
mdacidja V-nek. AV wvektortér eqy M alterét A-ra nézve invariansnak (zdrtnak)
mondjuk, ha minden v € M-re az A(v) képvektor is M-ben van.

Hangsilyoznunk kell, hogy azt nem koveteltiik meg a definicioban, hogy M min-
den eleme eldalljon valamely V-beli vektor képeként, és azt sem, hogy ha egy w
vektor A(w) képe M-ben van, akkor w-nek is M-ben kell lennie, csupan azt, hogy
az M-beli vektorok képe M-ben kell maradjon. A roévidség kedvéért sokszor az
A-ra nézve invarians alterekre az A-invaridns jelzével hivatkozunk. Idénként nem
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igazéan logikusan ugyan, de réviden a vektortér A-invarians altere kifejezés helyett
azt mondjuk, hogy az A invaridns altere.

Tetszéleges A transzformdcionak nyilvan invaridns altere a zérusaltér, ker (A),
im (A) és maga a V vektortér.

Kevésbé trividlis A-invarians altereket kaphatunk a kovetkezd konstrukciéval: kiva-
lasztunk egy tetsz6leges v € V vektort, majd képezziik a {v, A(v), A%(v),...} vek-
torok altal generdlt alteret, amelyet lin (v, A)-val fogunk jelolni. Ha V' n-dimenzids,
akkor a {v,A(v), A%(v),...A"(v)} vektorrendszer biztosan linedrisan Osszefiiggd,
hiszen n 4 1 vektort tartalmaz, és még az is igaz, hogy ha A*(v) (1 < k < n)
kifejezhetd a v, A(v), ..., A¥~1(v) vektorok linedris kombinéciéjaként, akkor minden
pozitiv egész m-re az A¥*™(v) is eldallithaté, mint a v, A(v), ..., A¥~(v) vektorok
linearis kombindciéja. Az allitds m szerinti teljes indukciéval kénnyen igazolhatd.
Valéban, ha

k—1 )
= Z a;A'(v)
1=0

akkor

k—1
Ak-‘rl Z a; AH-I Z Oéz + Qg1 <Z OzlAZ >

=0
k-1 ,
= (1000 + Z(aifl + ak—lai)Az(v) )
i=1

tehdt m = 1-re igaz az allitdas. Ha m — 1 > 1-re

Ak+m 1 z ﬂzAZ

akkor a

k—1
Ak+m ZﬁzAH_l Z ﬁzAZ + ﬂk—l (Z ﬁzAl(’U)> —

i=0
k1 '

= Br—1B80v + Y (Bi-1 + Br-18:) A’ (v)
i=1

szamoldssal kapjuk, hogy AFT™(v) is kifejezhetd a v, A(v),..., A¥=1(v) vektorok
linedris kombinaciGjaként. Igy lin (v, A) = lin (v, A(v),..., A" (v)). Tulaj-
donképpen ezért hasznaljuk a lin (v, A) jelolést. Nem nehéz beldtnunk, hogy
lin (v, A) az a legsziikebb A-invaridns altér, amely a v vektort tartalmazza.

Tekintve, hogy egy vektortér linedris transzforméciéi nemcsak vektorteret alkotnak,
de linearis transzformacidk szorzata is linearis transzformacio, és igy egy linedris
transzformacié nemnegativ egész kitevés hatvanyainak linearis kombinacidja is a tér
linedris transzformacidja, tetszoleges A € L(V') esetén a

p(A) = agA’ + A+ - + i A*
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polinom is linedris transzformacidja V-nek. Kénnyen igazolhaté, hogy az A és p(A)
transzformaciok szorzata fliggetlen a tényezdk sorrendjétdl. Ezt ismerve, meg tudjuk
mutatni, hogy a p(A) transzformécié magtere és képtere is A-invaridns altér. Valé-
ban, ha v € ker (p(A)), azaz p(A)(v) = 0, akkor p(A4)(A(v)) = A(p(A)(v)) = A(0) =
0, tehét A(v) € ker (p(A)). Hasonléan, ha v € im (p(A)), azaz létezik olyan w € V,
amelyre p(A)(w) = v, akkor p(4)(A(w)) = A(p(A)(w)) = A(v), igazolva, hogy
A(v) € im (p(A)) is teljesiil.

Utébbi példank sugallja, hogy sziikségiink lesz a linedris transzformaciok po-
linomjaira, azok invaridns altereinek konstrualasakor. Ezért most egy kis kitérot
tesziink, és Osszefoglaljuk a polinomokkal kapcsolatos azon fogalmakat és allitasokat,
amelyekre az aldbbiakban sziikségiink lesz.

7.1.1 Polinomok

Az el6z6 fejezetekben, mar szerepeltek a valds egyiitthatés polinomok, igy kic-
sit megleps lehet, hogy az azokra vonatkozé fogalmak és eredmények Ossze-
foglalasara csak most kertl sor. Ennek az a magyarazata, hogy eddig a polino-
mokat mint egy vektortér elemeit vizsgaltuk, és ezért a polinomok Gsszeadésaval és
skalarral val6 szorzasaval kapcsolatos tulajdonsigaik jatszottak elsddleges szerepet.
Az aldbbiakban a polinomok szorzdsaval kapcsolatos fogalmakat és eredményeket
gyljtottiikk ossze. Mindenekel6tt fogalmazzuk meg tjra, hogy mit kell érteniink
egy tetszbleges F test feletti polinomon, majd meg kell ismerkedniink a polinomok
maradékos osztasaval.

Roégzitiink egy valtozénak nevezett szimbdlumot, legyen ez mondjuk ¢, és az F test
feletti t valtozds polinomok F[t] halmazat alkossik a

p(t) = ao +art + - 4 apt”

alaku formalis kifejezések, ahol az ag, a1, . . ., a, az F test elemei, n pedig nemnegativ
egész szam. A p(t) polinomot n-edfokinak mondjuk, ha a legnagyobb kitevéjii nem
nulla egytitthat6ju t-hatvéany a t™. Jelekkel: degp(t) = n. Az «a, # 0 skalart a
polinom féegyiitthatdjanak nevezzik és p(t)-t normdltnak hivjuk, ha féegytitthatéja
1. Ugyanigy, mint azt a valds egyiitthatés polinomok esetében lattuk, tetszéleges
F test feletti polinomok halmazan is értelmezheto Osszeadas és az F test elemeivel,
mint skaldrokkal valé szorzas. (F operatortartoménya F[t]-nek.) Koénnyen ellendriz-
hetd, hogy F[t] ezekkel a miiveletekkel az T test feletti vektortér. De az Gsszeaddson
és a skaldrokkal val6 szorzéson kiviil értelmezhetd a polinomok szorzasa is. Egy

p(t) = o+ ot + - - + apt”

és egy
q(t) = Bo + Bit + - - + Bt™

polinom szorzatén értve a
p(t) - q(t) = aoBo + (aoBr + a1 fo) t + -+ - + Bt

polinomot. A szorzatban a t*-t tartalmazé tag egyiitthatéja a

> i (0<i<n0<j<m).
it+j=k
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Nem nehéz ellenOrizni, hogy a polinomok szorzasa kommutativ, asszociativ, az
Osszeadasra nézve disztributiv miivelet. A szorzas definicidjabol kovetkezik, hogy
degp(t)q(t) = degp(t) + degq(t). Azt mondjuk, hogy a ¢(t) € F[t] polinom osztdja
a p(t) € F[t] polinomnak, jelekkel ¢(t) | p(t), ha létezik olyan s(t) € F[t], amelyre
p(t) = s(t) - q(t) teljesiil. Egy p(t) € F[t] polinomot irreducibilisnek neveziink, ha
nincs olyan ¢(t) € F[t] osztdja, amelyre 0 < degq(t) < degp(t) teljesiil. Bar a poli-
nomok szorzasra vonatkozé inverze altalaban nem létezik, de végezhetd, igynevezett
maradékos osztds. Konkretizalva, igaz a kovetkezo allités.

7.1.2 Allitas. Ha p(t), q(t)(# 0) € F[t] tetszdleges polinomok, akkor léteznek olyan
egyértelmien meghatdrozott h(t),r(t) € F[t] polinomok, hogy
p(t) = h(t) - q(t) +r(t),
és ha degq(t) # 0, akkor 0 < degr(t) < degq(t).
Bizonyitas. Legyenek

p(t) =ap+art+ - +apt" an #0
és

Q(t) = Bo+ it + -+ But™ Bm #0.

Ha n < m, akkor a h(t) = 0 és r(t) = p(t) polinomok eleget tesznek a kivant
feltételnek. Ha n > m, akkor képezziik a

pi(t) = p(t) — g—"t”*mq@) =

arptoaqt+ -+ ant" ay, #0; (0<n; <n-1)
ni-edfokd polinomot. Ha ny < m, akkor legyen

h@y:%?mm és r(t) = pi(t).

Ellenkezo6 esetben képezziik a

pa(t) = pr(t) — %tm—mqm =

=gy + o1t + -+t ap, #0; (0<ngs <nq)
ng-edfokl polinomot. Ha no < m, akkor legyen

h(t) = Smgnom g Smgmem G () = py(t) .
Brm B
Ha po(t) foka még nem kisebb ¢(t) fokdndl, akkor hasonléan pi(t) és pa(t)
kiszamitasahoz, képezziik a

ps(t) = pa(t) — %tm-mqu)
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ns-adfokd polinomot, és igy tovabb. Mivel a p(t),p1(t), p2(t),... polinomok
fokszamai monoton csokkené n > mi > mo > ... sorozatot alkotnak, véges szamu
1épés utan elériink egy

pi(t) = pp_a (t) — %t”k-l‘mq(zﬁ)

polinomhoz, amelynek ny foka mar kisebb m-nél, és

pr(t) = p(0) = (Gt + SR S o),
m m m
Ebbdl azonnal addédik, hogy a
h(t) = glt”‘m + %tm‘m +ot %t”k‘m és () =pr(t)
m m m

polinomok felhasznéldsdval p(t) a kivdnt alakban all elé.
Az egyértelmiiség igazoldsa végett tegyiik fel, hogy a h'(t) és r/(t) polinomokra is
teljestil, hogy

p(t) = 1 (t)q(t) +7'(t) és 0 < degr'(t) < degq(t).

Akkor

(h(t) = B/ (1)) q(t) =7'(t) — r(t).
Az egyenl6ség jobboldaldn 1é6v6 polinom fokszadma kisebb mint ¢(t) foka, mig a
baloldaldn 1év6 polinom foka akkor és csak akkor kisebb ¢(t) fokéndl, ha h(t)—h'(t) =
0, azaz h(t) = h'(t). Akkor viszont r(t) = r/(t) is teljesiil.
Ezzel bizonyitdsunk teljes. |

Két polinom p(t), q(t) € F[t] legnagyobb koz0s osztdjan olyan d(t) € F[t] normalt
polinomot értiink, amely mind p(t)-nek, mind ¢(¢)-nek osztdja és ha c(t) is osztéja
p(t)-nek is és q(t)-nek is, akkor c(t) | d(t). Azt mondjuk, hogy a p(t) és q(t) polino-
mok relativ primek, ha legnagyobb kozos osztéjuk a konstans 1 polinom.

Két polinom p(t), q(t) € F[t] legkisebb k6zos tobbszorose pedig olyan k(t) € Flt]
normalt polinom, amelynek mind p(¢), mind ¢(t) osztéja, és ugyanakkor osztdja p(t)
és ¢(t) minden kozos tobbszorosének. Megmutathatd, hogy két polinom legkisebb
koz0s tobbszorose egyenld a polinomok szorzatdnak és legnagyobb ko6zos osztdjuk
hanyadosaval.

A maradékos osztas birtokaban, adhatunk olyan algoritmust, amellyel tetszdleges
két p(t),q(t) € F[t] polinom legnagyobb kozos osztéja meghatarozhats. Az eljards a
kovetkezo:

Elvégezziik az alabbi maradékos osztasok sorozatat, mindaddig, amig a maradék
zér6 nem lesz. Mivel a maradék polinomok fokszamai szigorian csokkend sorozatot
alkotnak véges szamu lépés utan a maradék zéroé lesz.

p(t) = hi(t)q(t) +r1(t) ahol 0 < degri(t) < degq(t) (7.1)
q(t) = ha(t)ri(t) +r2(t) ahol 0 < degra(t) < degri(t)
r1(t) = hg(t)ra(t) + r3(t) ahol 0 < degrs(t) < degra(t)

Tn—2(t) = hp(t)rn—1(t) +ro(t) ahol 0 < degr,(t) < degrp_2(t)
Tno1(t) = hpp1(t)ra(t)
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Az utolsé nemzéré ry, (t) polinomot sziikség esetén normaljuk, megszorozva féegyiitt-
hatdja reciprokaval. Jeldlje az igy kapott polinomot d(t). Azt allitjuk, hogy d(t)
a p(t) és q(t) polinomok legnagyobb kozos osztéja. d(t) | r,(t), és az utolsd
egyenl6ség miatt r,(t) | r,—1(t) akkor viszont az utolsé el6tti egyenléség miatt
rn(t) | rn—2(t) és igy tovéabb haladva kapjuk, hogy r,(t) osztéja q(t) és p(t)-nek
is. Madsrészt ha c(t) osztéja mind p(t)-nek mind ¢(t)-nek, akkor az els6 egyenlet
alapjan c(t) | r1(t), amibél a masodik egyenl6ség alapjan c(t) | ra(t) és igy tovabb
egyenl6ségrol egyenldségre haladva végiil kapjuk, hogy c(t) | r,(t). Minthogy d(t)
és ry(t) csak konstans szorzéban kiilonboznek r,,(t) | d(t) is telejesiil, ahonnan mar
a c(t) | d(t) is kovetkezik.

A polinomok legnagyobb kozos osztdjanak meghatarozasat szolgald algoritmus alka-
lmas arra, hogy megmutassuk, hogy amennyiben a p(t) és ¢(t) polinomok legnagyobb
kozos osztdja d(t), akkor taldlhatok olyan f(t) és g(t) polinomok, hogy

d(t) = f(t)p(t) +g(t)q(t). (7.2)

Ezt konnyen beldthatjuk, ha figyelembe vessziik a (7.1) algoritmus egyenlségeinek
atrendezésével kapott

Tl(t) = p(t)—hl(t
)

T'Q(t)
r3(t) = ri(t) — hs(t)r

|
L}
—
o~
|
>
\C)
—~
~
I S
—
N~
~
~—

T‘nfl(t) = Tnfg(t)—hnfl(t)Tn,Q(t)
(t) = Tn—2(t) — hn(t)rn_1(t)

egyenleteket. Ebbél lathatjuk, hogy r1(t) a p(t) és q(t) polinomszorosainak Gsszege.
Ezt helyettesitve a masodik egyenloségbe

ra(t) = q(t) — ha(t)(p(t) — ha(t)q(t)) = ha(O)p(t) + (1 4 ha(t)ha(t))q(t),

tehdt ro(t) is a p(t) és ¢(t) polinomszorosainak Osszege. Tegyiik fel, hogy mar iga-
zoltuk az 71(t),...,rn—a(t), n—1(¢t) polinomok mindegyikérél, hogy kifejezheték a
p(t) és q(t) polinomszorosainak Osszegeként. Akkor az utolsé egyenlet mutatja, hogy
ez lehetséges r,(t)-re is. Minthogy d(t) az r,(t) polinom skaldrszorosa, igy valéban
léteznek olyan f(t) és g(t) polinomok, hogy d(t) = f(t)p(t) + g(t)q(t) .

1 Példa. Hatdrozzuk meg a p(t) = t* — 5t2 +4 és a q(t) = t3 + 3t — t — 3 polino-
mok legnagyobb kézos osztdjat és keressiik meg azokat az f(t) és g(t) polinomokat,
amelyekkel a legnagyobb kiézos oszto felirhato f(t)p(t) + g(t)q(t) alakban!

t — 5t2 + 4 = 3432 —-t—-3 = t—3,
o4+ 33 — 2 — 3t
— 33 — 42 + 3t + 4

Ne}

— 33 — 92 + 3t +
5t2 - 5
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amibél
th =52 +4=(1t-3)(t>+3t> —t—3) +5t° 5.
2 4+ 32 — t — 3 = 5t2-5 = it+3,
t? -
3t? - 3
3t? - 3
0
kovetkezésképpen

1 3
t3+3t2—t—3:(gt+5)(5t2—5).

Mivel az 5t> — 5 polinom az utolsé nemzéré maradék, a t?> — 1 normalt polinom a
legnagyobb ko6zos 0szto.

—_

t2—1= —(t4—5t2+4)+(—%t+§)(t3+3t2—t—3),
tehdt f(t) = 1 és g(t) = —2t+ 2. 0
Amint azt analizis tanulmanyaink sordn lattuk, egy p(t) € F[t] poli-
nom segitségével értelmezhetiink F — F alaku fiiggvényt, az o — p(«)
hozzérendeléssel. Az o € F elemet a p(t) polinom gydkének nevezzik, ha p(a) = 0.
Persze nem biztos, hogy egy F feletti polinomnak van gyoke F-ben, de ha a gyoke
p(t)-nek, akkor az els6foki t — « polinom osztéja p(t)-nek. A p(t)-nek t — a-val vald
maradékos osztasa

ot

p(t) =h(t)(t —a)+r(t) és 0<degr(t)<l1,
alaki, tehat r(t) = (3 konstans polinom, a-t helyettesitve kapjuk, hogy
pla) =ha)(a—a)+ =5

Ebbdl kévetkezik, hogy ¢ — v pontosan akkor osztéja p(t)-nek, ha p(a) = 0. Ha
F[t] minden polinomjanak van gytke F-ben, akkor az F testet algebrailag zdrtnak
nevezzik. A valds szamok teste, mint tudjuk algebrailag nem zart, de a kom-
plex szdmok teste méar igen. A komplex szdmhalmaz azonban tartalmazza a valds
szamokat is, azok a komplex szamtest igynevezett résztestét alkotjak. Bizonyitott az
az — algebra alaptételével 1ényegében ekvivalens — allitas, hogy minden F test rész-
teste valamely algebrailag zart testnek. Egy algebrailag zart testben tehat, minden
irreducibilis polinom elséfoki. A polinomok szorzési szabélya alapjan nyilvanvald,
hogy akkor egy n-edfokt polinom n darab elséfoki irreducibilis polinom szorzatéra
bonthaté, megengedve, hogy ugyanaz az irreducibilis faktor tobbszor is szerepeljen
a szorzatban. Ha (¢t — o) m-szer szerepel egy p(t) polinom ilyen faktorizacidjaban,
akkor azt mondjuk, hogy az a m multiplicitisi gyoke p(t)-nek. Egy algebrailag
zart test feletti n-edfokd polinomnak tehat n gytke van, ha mindegyiket annyiszor
vessziik figyelembe, mint amennyi a multiplicitdsa. Ha F tetszOleges test, akkor egy
p(t) € F[t] polinom faktorizdlhatd, nem feltétleniil els6foki, de irreducibilis polino-
mok szorzatara. Persze ebben az esetben is lehet ugyanaz az irreducibilis polinom
t6bbszoros multiplicitasu tényezdje p(t)-nek. Igy az &ltaldnos esetben p(t) irreduci-
bilis polinomok szorzatara valé felbontésa
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alaku, ahol p;(t) € F[t] (i = 1,...,r) irreducibilis polinomok. Felhivjuk az olvasé
figyelmét a polinomok irreducibilis polinomok hatvanyainak szorzatara vald felbon-
tasa és az egész szamok primhatvanyok szorzataként vald eléallitasa kozotti analo-
giara.

7.1.2 Linearis transzformaciok és matrixaik polinomjai

Egy p(t) € F[t] polinom nemcsak F — F alaku fliggvények értelmezéséhez hasznalha-
t6, de minden olyan algebrai struktira énmagaba vald leképezéseinek definidldsdhoz
is, amelyben szorzas van értelmezve és amelynek az F test operatortartomanya. I-
lyen egy F feletti V' vektortér linedris transzformécidinak L(V') tere is és persze az
F elemeibol képzett dim V' x dim V' tipust matrixok Fgim v xdimy Mmatrixok tere is,
amely mint j6l tudjuk izomorf L(V')-vel, és a matrixok szorzasit gy értelmeztiik,
hogy minden
®: L(V) = Faim vV xdimV

izomorf leképezés felcserélhetd a szorzéasmiivelettel is. Minden A € L(V) linedris
transzformdciohoz a
p(t) = ap +aqt + - + ant”

polinom segitségével hozzarendelhetjiik a V' vektortér
p(A) = apA’ + A+ - + a, A"
linearis transzformaciéjat és hasonléan minden A € Fyim v xdim v matrixhoz egy
p(A) = A’ + A + -+ + A" € Faim v xdim v

méatrixot. Lathatd, hogy a p(A) linedris transzformécié az A linedris transzformacié
hatvényainak linedris kombinécidja, és hasonléan a p(A) matrix a A matrix hatva-
nyainak linedris kombinacidja. A linedris transzformaciok és matrixaik vektorterének
izomorfidja biztositja, hogy egy A linedris transzformacié barmely p(¢) polinomjanak
matrixa valamely rogzitett bazisban megegyezik az A transzformécié A métrixanak
p(A) polinomjaval.

Nem nehéz beldtni, hogy egy linedris transzformacié (mdtrix) polinomjaira igazak a
kovetkezo szamolési szabalyok: ha

pt) +q(t) =r(t) & p(t)-q(t) =s(),

akkor
p(A)+q(A4)=r(4) é  p(A)-q(4) =s(4),

illetve
p(A)+q(A)=r(A) &  p(A)-q(A)=s(A).

Mivel a polinomok szorzdsa kommutativ, egy linedris transzformacié (egy métrix)
két polinomjdnak szorzata is fliggetlen a tényezOk sorrendjétél. Azt mondjuk, hogy
az A linedris transzformdcié (egy A matrix) gyoke a p(t) polinomnak, ha p(A) =0
(p(A) = 0). Egy linedris transzformécié pontosan akkor gyoke egy p(t) polinom-
nak, ha matrixa gyoke annak. Minthogy egy linedris transzformacionak kiilénb6z6
béazisokban kiilonbozd, egyméshoz hasonlé métrixai vannak azonnal kapjuk, hogy
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hasonlé métrixok ugyanazoknak a polinomoknak a gyokei. Ezt az eredményt persze
kozvetleniil is megkaphatjuk, figyelembe véve, hogy ha B invertalhaté matrix, akkor
minden p(t) polinomra

p(B'AB) =B 1p(A)B.

Ezek az észrevételek lehetévé teszik, hogy feladatok numerikus megoldasakor linedris
transzforméaciok polinomjai helyett a transzforméciék valamely bazisra vonatkozd
matrixainak polinomjaival szamolhassunk.

A kovetkezOkben allitasainkat csak a linedris transzformaéciok polinomjaira
mondjuk ki, azzal az elérebocsajtott megjegyzéssel, hogy azok atfogalmazhatdk a
métrixok polinomjaira is.

Ha V n-dimenziés F feletti vektortér, akkor minden A € L(V') gyoke valamely
F[t]-beli nemzéré polinomnak, hiszen dim L(V) = n? lévén az

AV =T A,... A"

n? + 1 elemf linedris transzformacié rendszer linedrisan Osszefiiggd, igy van olyan
nemtrivialis linearis kombinaciéjuk, hogy
agAO+a1A+-~-+anzA”2 =0.
Akkor a
7’L2
p(t) =+ art + -+ apat
nemzéré polinom olyan, amelynek A gyoke. Nyilvdnvald, hogy ha A gydke egy
p(t) = ap + art + -+ + apt™ m-edfoki polinomnak, akkor gyoke az 1/ay, - p(t)
ugyancsak m-edfokd normalt polinomnak is.
7.1.3 Definicié. Azt a legkisebb fokszami normdlt polinomot, amelynek A gydke,
az A transzformdcio minimdlpolinomjdanak nevezzik.

Minden linearis transzformacié minimalpolinomja egyértelmiien meghatarozott,
hiszen ha m(t) és m/(t) is minimdlpolinomja egy A transzformdiciénak, akkor A
gyoke az m(t) — m'(t) polinomnak is, holott m(t) — m/(t) foka kisebb mint m(t)
fokszéma, ellentmondva a m(t) értelemezésének.

7.1.4 Allitds. Az A linedris transzformdcidé minimdlpolinomja osztéja minden
olyan polinomnak, amelynek A gyoke.

Bizonyitas. Legyen f(t) tetszéleges olyan polinom, amelynek az A transzfor-
méci6 gyoke, azaz f(A) = 0. Végezziink maradékos osztést,

f(t) = h(t)m(t) + r(t) ahol 0 < degr(t) < degm(t).
Helyettesitve az A transzformaéciét, kapjuk, hogy
0= f(A) = h(A)m(A) +r(A) =r(4),

ami csak akkor lehet igaz, ha r(t) = 0, mert A nem lehet gyoke egyetlen m(t)
fokszamanal alacsonyabb fokil nemzéré polinomnak sem. Ezzel édllitasunkat iga-
zoltuk. a

Az alabbi tétel egy linedris transzformacié invaridns altereinek dimenzidjardl
nyujt felvilagositast.

7.1.5 Tétel.
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(1) Ha az A € L(V) linedris transzformdcid minimdlpolinomjdnak van k-adfoki ir-
reducibilis faktora, akkor van a V wvektortérben k-dimenzics A-invaridns altér.

(2) Ha p(t) egy k-adfoki irreducibilis faktora az A minimdlpolinomjanak, akkor
ker (p(A)) k-dimenzids A-invaridns altér, vagy k-dimenzids A-invaridns alte-
rek direktosszege.

Bizonyitas. (1) Jelolje m(t) az A minimalpolinomjat és legyen az m(t) =
p(t)q(t) szorzatként valé elééllitdsban p(t) k-adfoku irreducibilis tényezd. A
ker (p(A)) altér invaridns A-ra nézve. Legyen v # 0 egy tetszbleges vektora
ker (p(A))-nak (ilyen van, mert kiilonben mér a ¢(¢) polinomnak gyoke lenne A).
Meg fogjuk mutatni, hogy lin (v, A) k-dimenzids A-invaridns altere ker (p(A))-nak,
kovetkezésképpen V-nek is. Tekintsiik a {v, A(v),... A"(v)} vektorrendszert, ahol
n = dimV. Ez nyilvdnval6an linedrisan 6szzefiiggd rendszer. Legyen m(< n) az
a legnagyobb pozitiv egész, amelyre a {v, A(v),..., A" 1(v)} vektorrendszer még
linedrisan fiiggetlen, azaz A™(v) mér kifejezhetd a v, A(v),..., A™ !(v) vektorok

Am(v) = €U + ElA(U) 44 5m—1Am_1(v)
linearis kombinacidjaként. Az
s(t) = —gg — et — -+ — £yt ™

polinomra tehat teljesiil, hogy s(A)(v) = 0, de az m szdmra tett kikotésiink alapjan
allithatjuk, hogy m-nél alacsonyabb fokd nemzéré polinomja A-nak a v vektort nem
transzformalja a nullvektorba. Mivel v eleme volt ker (p(A))-nak, tehat p(A)(v) =0,
ezért

m = deg s(t) < degp(t) =k.

Maradékos osztast végezve a p(t) és s(t) polinomokkal, kapjuk, hogy
p(t) = h(t)s(t) + r(t) és 0 < degr(t) <degs(t) =m,

és igy
p(A) = h(A)s(A) +r(A).
Akkor
0 =p(A)(v) = h(A)s(A)(v) +r(A)(v) = r(A)(v),

és ebbdl kovetkezik, hogy r(t) = 0 és p(t) = h(t)s(t). Mivel feltevésiink szerint
p(t) irreducibilis, a h(t) polinom csak konstans polinom lehet, ezért s(t) és p(t) fok-
szama egyenl, tehdt kK = m. A lin (v, A(v),..., A" 1(v)) = lin (v, A) altér tehat
k-dimenzids és A-invarians.

(2) A masodik allitas igazolasa: ker (p(A)) két kiillonb6z6 nemzéré v és w vek-
tordra lin (v, A) és lin (w, A) vagy diszjunktak (csak a nullvektor a kozos elemiik),
vagy egyenl6k, mert ha z € lin(v,A)Nlin(w,A) nemzéré vektor, akkor az
{x, A(z),..., A¥=1(x)} vektorrendszer linedrisan fiiggetlen, és mind lin (v, A)-nak,
mind lin (w, A)-nak részrendszere azok A-invariancidja miatt. Mivel

dimlin (v, A) = dimlin (w, A) = k
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azt is kapjuk, hogy az {z, A(x),..., A¥'(2)} vektorrendszer mind lin (v, A)-nak,
mind lin (w, A)-nak bézisa, és igy

lin (v, A) = lin (w, A) .

Mér most ker (p(A)) direktosszegre valé felbontésa a kovetkezdképpen torténhet:
véalasztunk egy nemzéré vy € ker (p(A)) vektort és képezziik a lin (vq, A) alterét. Ha
ker (p(A)) \ lin (v1, A) nem iires, akkor vélasztunk beléle egy vy vektort és képezziik
a lin (v1, A) @ lin (ve, A) 2 - k-dimenzids alterét ker (p(A))-nak. Ha ez még valddi
altér, akkor vélaszthatunk

vs € ker (p(A)) \ lin (v, A) @ lin (ve, A)
vektort és képezhetjik a
lin (v1, A) @ lin (v2, A) & lin (vs, A)

alteret, és igy tovabb. ker (p(A)) véges dimenzids volta biztositja, hogy 1étezik olyan
r > 1 egész, hogy

ker (p(A)) \ lin (v1, A) & --- & lin (v, A) =0,

és akkor az eljaras befejez6dik. Hangsulyoznunk kell, hogy erésen kihasznéltuk, hogy
amennyiben egy = # 0 vektor eleme valamely lin (y, A) altérnek, akkor lin (z, A) =
lin (y, A), amibdl mér kovetkezik, hogy ha

v; € lin (v, A) @ -+ @ lin (v;—1, A),

akkor
lin (vi, A) (|lin (v1, A) & - - ®lin (v;_1, A) = {0}.

Ezzel a bizonyitast befejeztiik. O

Ismert, hogy minden valdés egyltthatés irreducibilis polinom legfeljebb
masodfokid, mig minden komplex egytitthatds irreducibilis polinom elséfokt. fgy az
el6z6 tétel értelmében a véges dimenzids valés vektorterek minden linedris transz-
formécidjanak van legfeljebb 2-dimenzids, a komplex vektorterek linedris transzfor-
macidéinak pedig 1-dimenzids invarians altere.

7.2 Sajatvektorok és sajatértékek

Ebben a pontban a vektorterek olyan linedaris transzforméciéit tanulményozzuk, a-
melyekre nézve létezik a térnek 1-dimenzids invarians altere.

Legyen az F test feletti V vektortérnek A € L(V') linedris transzforméciéja. Ha az
A m(t) minimalpolinomjanak A\ € F gyoke, akkor a (7.1.5) tétel szerint a ker (A—\I)
1-dimenziés A-invarians altér, vagy 1-dimenzidés A-invarians alterek direktosszege.
Az A linaris transzforméacié minimalpolinomjanak az F testben 1év6 gyokeit, az A sa-
jatértékeinek nevezziik. Ha A sajatértéke A-nak, akkor a ker (A — AI) altér minden
nemzéré s vektorat az A linedris transzformécié sajdtvektordanak hivjuk. Magéara
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a ker (A — A\I) altérre gyakran a A-hoz tartozé sajdtaltér néven hivatkozunk. A
sajataltér tetszoleges s vektorara

A(s) = (A= X)(s)+As = As

teljestil.

Miésrészt, ha A — Al szingularis transzformaciéja V-nek, akkor van nemzérd v
vektora ker (A — AI)-nek. Az m(t) minimalpolinomnak a ¢t — A € F[t] els6fokd poli-
nommal valé maradékos osztasat végezve

m(t) = q(t)(t = A) +~
adédik, hiszen a maradék csak 0-adfoku, azaz skalar lehet. Akkor az
m(A) = q(A)(A = AI) +~1
transzformaciéval
0= m(A)(v) = q(A)(A = \D)(v) +1(v) = v,

amibdl kapjuk, hogy v = 0, azaz t — \ osztdja m(t)-nek. De akkor m(\) = 0, azaz
A gyoke a minimalpolinomnak.
A (7.1.5) tétel kiegészitve a fenti észrevétellel a kovetkezd 4llitast verifikdlja:

7.2.1 Tétel. HaV azT test feletti vektortér és A linedris transzformdcidja, akkor
az A minimdlpolinomjdinak a X € F skaldr pontosan akkor gyoke, azaz A pontosan
akkor sajdatértéke A-nak, ha az A — NI € L(V) linedris transzformdcid szinguldris.

A (7.2.1) tételbdl azonnal adédik:

7.2.2 Kovetkezmény. FEgy linedris transzformdcionak akkor és csak akkor sajdt-
értéke a 0, ha a transzformdcio szingularis.

Sok esetben hasznalhatdok a kovetkezo észrevételek:

7.2.3 Allitas. (a) Az A € L(V) (V-ben értelmezve van skaldris szorzat) linedris
transzformdcionak A akkor és csak akkor sajdtértéke, ha transzpondltjdnak sajdtér-
téke.

(b) Az A € L(V) (V unitér tér) linedris transzformdcionak \ akkor és csak akkor
sajdtértéke, ha \ adjungdltjdinak sajdtértéke.

(¢c) Ha az A € L(V) linedris transzformdcionak A sajatértéke, akkor tetszdleges
p(t) € F[t] polinomra a p(A) linedris transzformdcionak sajatértéke p(\), és ha A
invertdlhatd, akkor az A~ linedris transzformdcionak sajdtértéke % .

Bizonyitas. Az (a) éllitds annak a kovetkezménye, hogy a linedris transzforma-
ci6 és transzponadltjanak egyenlo a rangja és mivel

(A= A)* = A" — A

az A — Al linedris transzformadcié pontosan akkor szingularis, ha az A* — AI linearis
transzformacié szingularis.
A (b) allitas igazoldasa hasonlé. Mivel a linedris transzformécié és adjungaltjanak
egyenl6 a rangja, tovabba

(A—M)* = A* — ),
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igy az A — M lineéris transzformacié pontosan akkor szinguldris, ha az A* — \I
linedaris transzformacié szingularis.

(c) Az A linedris transzformaciéonak A pontosan akkor sajatértéke, a (7.2.1) té
szerint, ha van olyan s(# 0) € V vektor, hogy A(s) = \s. Akkor A?(s) = A(A(s)) =
A(Xs) = MA(s) = \2s, és altalanosan minden k természetes szamra AF(s) = \Fs
teljesiil. EbbSl mér kovetkezik, hogy barmely p(t) € F[t] polinomra p(A)(s) = p(\)s,
igazolva els6 allitdsunkat, hogy p(A) sajatértéke a p(A) transzformdcionak.

Az utolsé allitas kovetkezik az

s=A"1(A(s)) = A7 (\s) = AMA7L(s)
egyenl6ségbél, mert a (7.2) kovetkezmény alapjan A # 0 és igy
1

A7l(s) = 35

O
Az aldbbi példa azt mutatja be, hogy a (7.2.1) tétel hogyan hasznalhaté egy
vektortér sajatértékeinek és sajatvektorainak meghatarozasara.

2 Példa. Hatdrozzuk meg a 3-dimenzids valdos V vektortér azon A linedris transzfor-
mdcidjanak sajatértékeit és sajdatvektorait, amely a tér eqy V = {v1,ve,v3} bdzisdnak
vektorait rendre az A(vy) = vy + vs, A(ve) = v1 + v3, A(vs) = v1 + vy vektorokba
viszi!

Az A, illetve az A — A\l transzformécidk V béazisra vonatkozé métrixai

01 1 -2 1 1
A=|1 01 és A- A= 1 =X 1
1 10 1 1 =X

Allapitsuk meg, hogy a A\ paraméter mely értékei esetén lesz a A — A\I matrix
szingularis. Az elemi béazistranszformacids technika most is alkalmazhatd, hiszen
kérdésiink ugy is feltehetd, hogy a A praméter milyen értékei mellett van nemtrividlis
megoldasa az A — AE egyiitthatomatrixi homogén linedris egyenletrendszernek. Az
ismeretlenekre bevezetve a &1, &, &3 jelolést a

& &L & &2 &3
v =X 1 1 vy ] 1=X2 14X\

V2 - 1 — fl -2 1
vs| 11 =\ v3 A1

tablazatokbdl leolvashatjuk, hogy A = —1 esetén a
&1 -1 -1
T2
S | = I 0]- [ ]
73
€3 0 1

koordindta vektord vektor nemtrividlis megoldas, ha a 7, 73 szabadon valaszthaté
skalarok koziil legaldbb az egyik nem nulla. Példaul az

-1 -1

s1 = 1 és So =
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koordindta vektord linearisan fliggetlen vektorok a transzforméacié A = —1 sajatér-
tékéhez tartozo6 sajatvektorai. Visszatérve a tdblazathoz, lathatd, hogy ha A # —1,
akkor tovabbi baziscsere hajthaté végre és kapjuk a

1§
v | 24X — )2
& 1—A
&2 -1

tablazatot, miszerint A = 2 esetén is van nemtrivialis megoldés, amelynek alakja

&1 1
S| =|1]-m (13#0).
&3 1

Igy a A = 2 sajatérték, és egy ehhez tartozo sajatvektor koordinata vektora az

A feladathoz nem tartozik ugyan, de érdemes meghatdrozni az A transzformacié
matrixat a sajatvektorok alkotta

S ={s1=—v1+ vy, so=v1+v3, s3 =01+ v+ v3}

bazisban. Mivel A(s1) = —s1, A(s2) = —s2 és A(s3) =2 - s3, kapjuk, hogy

-1 0 0
Ags = 0 -1 0
0 0 2
diagondlis matrix, amelynek diagondlisdban éppen az A sajatértékei vannak. O

A fenti példaban azt lattuk, hogy a vizsgalt linedris transzformécié sajatvektorai
béazisat alkottdk a targyvektortérnek, és ebben a béazisban a linedris transzformacié
matrixa diagonalis métrix lett. Ez altaldnosan is igaz, nevezetesen:

7.2.4 Tétel. Ha azn-dimenzios F test feletti V vektortér A € L(V) linedris transz-
formdcidjanak sajdtvektoraibdl dllo S = {s1,...,Sn} vektorrendszere bdzis, akkor az
A mdtriza az S bdzisban diagondlis mdatriz, melynek diagondlisdban éppen az egyes
sajatvektorokhoz tartozo sajdtértékek vannak.

Bizonyitas. Jeloljék az egyes sajatvektorokhoz tartozd sajatértékeket rendre
AL, - -5 Ap - Akkor, tekintve, hogy

A(Si):)\isi (i:1,...,n),
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kapjuk, hogy

0
0
A(si)s=| N |,
0
L 0 -
ahol éppen az i-edik koordindta a \;, a tobbi pedig zéré. Mivel az A linearis transz-
formécié As métrixdnak i-edik oszlopa éppen A(s;)s minden (i = 1,...,n)-re,
A0 ... 0
0 X ... 0
0 0 ... A\
amint allitottuk. O

Egy vektortér olyan linearis transzformaciojat, amelynek sajatvektorai generaljak
a teret, tehat matrixa diagonalizélhaté, egyszert, vagy mas elnevezéssel diagonalizadl-
hato linearis transzforméciénak hivjuk. Megjegyzendd, hogy az egyaltalan nem biz-
tos, hogy a kiilonb6zé sajatvektorok kiilonbozé sajatértékekhez tartoznak, amint az
(2) példa is mutatta, (a —1 sajatértékhez két egymdastol linedrisan fiiggetlen sajat-
vektor tartozott). Mésrészt viszont igaz, hogy kiillonbozé sajatértékekhez tartozéd
sajatvektorok linedrisan fiiggetlen rendszert alkotnak. Ezt az allitast fogalmaztuk
meg a kovetkezd tételben.

7.2.5 Tétel. Ha aV vektortér A linedris transzformdcidjanak Ay, . .., A\ kiilonbozd
sajatértéker, akkor a hozzdjuk tartozo si,...,Sp sajdtvektorok linedrisan fliggetlen

rendszert alkotnak.

Bizonyitas. A kiilonbozo sajatértékek szama szerinti teljes indukciéval igazoljuk
az allitast. Ha k = 1, akkor a sajatvektor nem nullvektor lévén linedrisan fiigget-
len egyelemii rendszer. Tegyiik fel, hogy a Aq1,..., Ap_1 kiilénb6z6 sajatértékekhez
tartozé sajatvektorok {si,...,sx_1} rendszere linedrisan fiiggetlen és legyen \; az
eddigiektdl kiillonbozo sajatérték és sp a hozza tartozo sajatvektor. Indirekt tegyiik
fel, hogy

k—1
(a) Sk = Z ;S
i=1

azaz, hogy az {si,...,sk_1, sk} vektorrendszer mar linedrisan Osszefiiggs. Ha alka-
lmazzuk az A transzformdciot az (a) egyenlettel adott s vektorra, akkor azt kapjuk,

hogy
k-1
Aesk = Asp) = Y aiA(si) =
i=1
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k—1
(b) = Z ai/\isi .
i=1

Igy az (a) egyenlet \g-szorosat kivonva a (b) egyenletbdl a

k—1
0= Z Oéi()\i — )\k)si
=1

adédik. Ez lehetetlen, hiszen s, # 0 (mert sajdtvektor), igy az «; skaldrok valame-
lyike nemnulla. Masrészt a sajatértékek kiilonbozésége miatt a A; — Ag, (i =
1,...,k — 1) skaldrok is kiilonboznek nullatél és az indukcids feltevés szerint az
{s1,...,8k_1} rendszer linedrisan fliggetlen volt. Ez az ellentmondés abbdl eredt,
hogy feltételeztiik, hogy az {si,...,Sk_1, sk} vektorrendszer linedrisan Gsszefiiggd,
tehat linearisan fliggetlen kell legyen. O

Ha egy n-dimenzids V' vektortér A linedris transzforméciéjanak n kiillonbozé sa-
jatértéke van, akkor A egyszeri. Ez a feltétel elegendd, de nem sziikséges, amint azt
a (2) példa is mutatta.

7.3 Valés vektorterek komplexifikacidoja

Amint azt mar to6bbszor emlitettiik, a valds vektorterek nem minden linearis transz-
formacidjanak létezik sajatvektora, mert a valds egylitthatés polinomoknak nem
feltétlentil van valds gyoke. A komplex egyiitthatés polinomoknak ezzel szemben
mindig van komplex gyoke, tehat abban a specidlis estben is, amikor az egytitthatdk
torténetesen valds szamok, s6t ilyen esetben még az is igaz, hogy a komplex gyokok
konjugaltjai is gyokei ugyanazon valds egyiitthatés polinomnak. Ezért célszerli a
valés vektortereket komplex vektortérbe ”beagyazni” és abban meghatarozni a line-
aris transzformaciok sajatvektorait. Ebben a pontban azt mutatjuk meg, hogy ez a
"beagyazas” lehetséges. Ez majd lehet6vé teszi, hogy bizonyos linearis transzforma-
ciokkal kapcsolatos vizsgdlatokat a komplex vektorterekben végezhessiink és a valds
vektorterekre vonatkozé eredményeket ezekbdl szarmaztassuk.

Legyen V tetszoleges valos vektortér és képezziik a V' x V' Descartes—szorzatot.
Ertelmezziink V' x V-ben 6sszeadast az

(:L‘,y)+(v,w)(i§f(a:+v,y+w)

definialé egyenlGséggel, és komplex a + i3 komplex szammal valé ”szorzast” pedig,
ahol i a képzetes egység (i = —1), az

(a+iB)(z,y) < (az — By, Bz + ay)

definiciéval. Ezaltal V' xV a definidlt miiveletekkel komplex vektortérré valik. Ennek
igazoldsat az olvaséra bizzuk. A rovidség kedvéért jeloljik az igy kapott komplex
vektorteret V-al. A V (z,0) alaki elemeinek halmaza és V vektorai kozott nyil-
vanvaldan létezik kolesonosen egyértelmii x < (z,0) megfeleltetés, ami az 6sszeadds
miiveletével, s6t a valés skalarokkal valé szorzas operacioval is felcserélhets. Ha V-t
valés vektortérként tekintjiik (csak valés skalarokkal valé szorzéasra szoritkozunk)
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akkor az x < (x,0) megfeleltetés izomorfizmus V' és V tekintett altere kozott. Ezért
V 1gy tekinthetd, mint V részhalmaza. Mivel (0,y) = i(y,0), V elemeire (z,y) =
(z,0) + i(y,0) teljesiil, igy az = — (z,0) egy-egyértelmii megfeleltetés alapjsn V
minden vektora x + iy alakban irhaték. Tekintve, hogy az (z,0), illetve a (0,y)
alaki vektorok V és iV halmazéban egyediil a (0,0) (a V zérévektora) kozos, ezért a
V vektorainak z + 1y alakban val6 eléallitdsa egyértelmii. A 1% komplex vektorteret
a V valés vektortér komplezifikdaltjinak nevezzik.

Erdekes és fontos az alabbi llités:

7.3.1 Allitas. A valds V vektortér és a komplex V vektortér dimenzidja egyenld.

Bizonyitas. Azt fogjuk megmutatni, hogy ha X = {z1,...,z,} bazisa V-nek,
akkor bazisa V-nek is. El6szor is mutassuk meg, hogy X vektorainak komplex
egyiitthatds linedris kombindacidja is csak ugy lehet zérus, ha minden egyiitthatd

zér6. Mivel
n

Z(aj + iﬂj)x]’ = Z QT +1 Z,@jx]’ =0
=1 i=1

=1

pontosan akkor, ha
n n
Zajxj:O és Zﬂjszo,
Jj=1 Jj=1

és X béazis V-ben, kapjuk, hogy

Masrészt, ha x + 1y tetszoleges vektora V—nek, akkor z, y € V, ennélfogva el6allit-
haték X vektorainak

n n
T = ijxj és y= ijxj
j=1 j=1

linearis kombinaciéjaként, és akkor

n

iy =Y (& +iv))z;.

=1

Ezzel az allitast bebizonyitottuk. |
A V vektortér A € L(V) lineéris transzformacidjat kiterjeszthetjiik a V' komplex
vektortér A € L(V) linedris transzformaci6java, minden x + iy € V' vektorhoz az

~

Az +iy) € A(z) +iA(y)

vektort rendelve. Nem nehéz igazolni, hogy az igy értelmezett A leképezés valéban
linearis transzformécidja V-nek.

Ha V-ben definidlva van skaldris szorzat, akkor azt felhaszndlva V-ben is értel-
mezhetd komplex skalaris szorzat az

(x + iy, v + iw) def (x,v) + (y,w) +i({x,w) — (y,v))
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definiciéval. Az olvaséra bizzuk annak ellenérzését, hogy az igy definidlt skaldris
szorzat kielégiti a komplex skaldris szorzat axiémdit. A V vektortér egy x + iy vek-
tordnak normadja a kiszamithaté a V térben definidlt euklideszi-norma segitségével,
hiszen

lz +iyl|* = (x + iy, @ +iy) = (z,2) + (y,9) = l|lz[* + [yl

Egyszeri igazolni a linedris transzforméciok kozotti A < A megfeleltetés kovetkezd
tulajdonsagait:

(a) @A = aA, ahol « valds,

(b)) A+ B=A+B,

(c)A-B=A4-B,

és ha V-ben skaléris szorzat is értelmezett, akkor

(d) A* = A*. Meg kell jegyezniink, hogy (d)-ben A* a A linedris transzformécié
transzponaltjat jeloli, nem az adjungéltjat. Mutatéba bebizonyitjuk a (d) tulaj-
donséagot, a tobbi igazolasat az olvaséra bizzuk.

El6bb azonban még egy megjegyzést kell tenniink; a bilinearis fiiggvényekrdl irott
fejezetben [x,y] jelolte az = és y vektorok bels szorzatét, és ennek megfelelen egy
A € L(V) linedris transzformécié transzponaltjat a

Vo, w e V) : [A*(v),w] = [v, A(w)]

egyenlGséggel értelmeztitk. De mint kideriilt, véges dimenziés valds és komplex
terekben a vektorok bels6 szorzata, illetve komplex belsé szorzata mindig skaldris
szorzat és barmely skaldris szorzat a tér egy ortonormalt bazisara vonatkozd ko-
ordinata vektorok bels6 szorzatara, illetve komplex belsé szorzatara redukalddik.
Ezért az alabbiakban szogletes zardjelek helyett az euklideszi és unitér terekrol sz61é
fejezetben bevezetett hegyes zardjeleket hasznaljuk a skaldris szorzat jelolésére.

Legyen = + iy, v + 1w két tetszOleges vektora V-nek. Akkor
(2 +iy, Av+iw)) = (@ + iy, A(v) +iA(w)) =

= (2, A(v)) + (y, A(w)) — i({z, A(w)) — (y, A(v))) =
= (A"(2),v) + (A"(y), w) — i((A"(2),w) — (A" (y),v)) =
= (A*(x) +i4%(y),v + iw) = (A(2 +iy), v+ iw) |

és éppen ezt kellett megmutatnunk.

Igen fontos allitast mondunk ki az alabbi tételben:

7.3.2 Tétel. Az A linedris transzformdcio és az A linedris transzformdcié mini-
mdlpolinomja egyenlo.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az A linedris transzformdcié minimélpolinomja
a valés egylitthatés m(t) polinom. Akkor minden x € V-re m(A)(x) =0, ezért
barmely v + iw € V-re

m(A) (v + iw) = m(A)(v) +i-m(A)(w) =0,



7.4. EGYSZERU LINEARIS TRANSZFORMA CIOK* 189

amibél kévetkezik, hogy az A m(t) minimalpolinomja osztéja m(t) . Masrészt min-
den x + iy € V-re

m(A) (@ + iy) = M(A)(z) +i-m(A)(y) =0,

akkor
m(A)(z) =0 &  m(A)(y) =0,

amibé] kovetkezik, hogy m(t) osztSja m(t)-nek. Igy, tekintve, hogy mindkét polinom
normélt polinom, kapjuk, hogy m(t) = m(t). O

Ha az A lineéris transzformécidja V-nek és a megfeleld A linedris transzforméa-
cidnak « + i3 sajatértéke és s + it sajatvektora (o, B € R, s, t € V'), akkor

(4) A(s) = as — (t,

(i7) A(t) = ps+ at,

azaz lin (s,t) a V térnek A-invaridns altere. Ebb6l azt is azonnal kapjuk, hogy ha
A sajatértéke valés (8 = 0), akkor s és ¢t az A-nak a-hoz tartozé sajatvektorai, (az
(i) és (ii) egyenléségek alapjan A(s) = as és A(t) = at).

Fontos a problémék numerikus megoldésa szempontjabdl, hogy mivel a V tér
egy X bézisa egyszersmind a 1% komplex vektortérnek is bézisa, barmely A € L(V)
linearis transzformdacié matrixa az X bazisban megegyezik az A € V lineéris transz-
formécié X bazisra vonatkoz6 métrixaval.

7.4 Egyszeru linearis transzformaciok”

A kovetkezd pontban vizsgalatainkat véges dimenziés komplex terekre korlatozva
megnézzik, hogy milyen linedris transzformacioknak vannak olyan sajatvektorai, a-
melyek az egész teret generdljak. Mivel a véges dimenziés komplex terek mindig
unitér térré tehetOk, nem jelent tovabbi megszoritast, ha feltessziik, hogy a térben
rogzitett egy skalaris szorzat. Ez lehet6vé teszi, hogy a linedris transzformacidk és
adjungéltjaik kapcsolatat is kihasznalhassuk vizsgalatainkban.

Az olvasé jogosan veti fel a kérdést, hogy miért nem koncentraljuk figyelmiinket
inkabb az euklideszi terek diagonalizdlhaté linearis transzformaciéira. A valasz egy-
szerll; sajnos az euklideszi terek linedris transzformacidinak nem mindig vannak sa-
jatvektorai, mivel minimalpolinomjaiknak nem biztos, hogy van valés gyoke. Ezzel
szemben a komplex szamtest algebrailag zart, igy az unitér terek linedris transz-
formacidinak vannak sajatértékei a komplex szamtestben, kovetkezésképpen vannak
sajatvektorai is. Ez azt jelenti, hogy az euklideszi terek linearis transzformaciéinak
vizsgalata nehezebb feladat, ezért azt késobbre halasztjuk. Az unitér terek linedris
transzformacidira kapott néhdny eredmény ugyanakkor felhaszndlhaté az euklideszi
terek linearis transzformacidinak vizsgdlataban is a komplexifikacié felhasznalasaval.

7.4.1 Onadjungilt linearis transzformacick

A bilinedris alakok tanulmanyozasakor talalkoztunk a komplex vektorterek onadjun-
galt linedris transzformacidinak fogalméaval. Emlékeztet&iill megismételjiik, hogy egy
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komplex V vektortér A € L(V') linedris transzforméacidjat akkor nevezziik dnadjun-
gdltnak, ha kielégiti az
A=A

feltételt. Masszoval ez azt jelenti, hogy barmely v, w € V vektorpar esetén

(a) (v, A(w)) = (A%(v),w) = (A(v), w)

teljesiil. Megjegyezziik, hogy egy komplex vektortér linedris transzforméacidja pon-
tosan akkor onadjungalt, ha a hozzatartozo bilinearis alak hermitikus, ezért sokszor
ezeket a transzformdcidkat hermitikus transzforméciéknak is nevezik.

7.4.1 Tétel. Onadjungdlt linedris transzformdcid sajatértékei valdsak.

Bizonyitas. Legyen A\ az A onadjungalt linedris transzformécié sajatértéke
(1étezését biztositja, hogy az A minimélpolinomjanak a komplex szamok testében
biztos van gyoke) és s egy hozza tartozé sajatvektor, azaz

A(s)=Xs, ahol s#0.
Akkor egyrészt
(4) (s, A(s)) = (s, As) = A (s, 8) ,
maésrészt az (a) Osszefliggés szerint
(i7) (5, A(s)) = (A(s),s) = (\s,8) = A (s, ) .
Osszehasonlitva az (i) és (ii) egyenlSségeket, kapjuk, hogy
A(s,s) = A(s,s),

amibél, tekintve, hogy az (s,s) = ||s|| # 0, a A = X adédik. Ez pedig azt jelenti,
hogy a A sajatérték valds. |
A hermitikus bilinearis alakokhoz mindig lehet a térnek olyan bazisat taldlni,
amelyben az alak métrixa diagondlis métrix. Az alabbi tétel azt mondja, hogy ilyen
bézist a megfelel6 6nadjungdlt transzformécié sajatvektoraibdl is Osszerakhatunk.

7.4.2 Tétel. Ha A € L(V) a V wektortér énadjungdlt linedris transzformd-
cidja, akkor vannak A-nak olyan sajdtvektorai, amelyek a térnek ortonormdlt bazisdt
alkotjdk.

Bizonyitas. Megmutatjuk teljes indukciéval, hogy minden olyan k szémra,
amely kisebb vagy egyenld, mint a tér dimenzidja, van k elemili sajatvektorokbol
allo ortonormalt rendszer. A k = 1 esetén ez abbdl kovetkezik, hogy unitér tér min-
den linedris transzformaciéjanak van sajatvektora és minden sajatvektor nemnulla
skalarszorosai is sajatvektorok, igy unitér tér minden linedris transzformaécidjanak
van egységnyi normaju sajatvektora is. Tegylik fel, hogy mar megmutattuk, hogy

A-nak van s1,82,...,8,-1 (k—1 > 1) sajatvektora, ami a tér ortonormalt vek-
torrendszere. Jelolje M az altaluk generalt alteret. Az M+ ortogonlis kiegészitd
barmely v vektorara és minden i(=1,...,k — 1)-re

(A(v), 8i) = (v, A(si)) = Xi (v, 83) =0
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teljesiil, ahol \;-vel az s; sajatvektorhoz tartozé sajatértéket jeloltiik. Ez azt mutatja,
hogy az A 6nadjungélt transzformaciéonak M= invaridns altere. Az A transzformé-
cié6 M*-ra valé lesziikitésének van egységnyi norméaji s, € M~ sajatvektora és ezzel

kiegészitve az s1,89,...,Sk_1 ortonormélt vektorrendszert a tér k elemii A sajét-
vektoraibdl allé ortonormalt vektorrendszeréhez jutunk. Ezzel a tétel bizonyitasat
befejeztik. |

A (7.2.4), (7.4.1) és (7.4.2) tételek alapjdn édllithatjuk, hogy minden 6nadjungalt
A linedris transzformdciéhoz van a térnek olyan bédzisa, amelyben A métrixa valds
elemil diagondlis matrix. Ez az allitds megfordithatd; ha az A linedris transzformé-
ci6é maéatrixa valamely bézisban valds elemi diagonalis métrix, akkor A énadjungalt.
Ez abbdl kovetkezik, hogy A adjungédltjanak matrixa, (lévén az A métrixdanak ad-
jungéltja) megegyezik A matrixdval, marpedig akkor A és A* is egyenlS, mert a
linedris transzformacick és a matrixok kozotti megfeleltetés (rogzitett bézis mel-
lett) kolesondsen egyértelmii. Erdemes ezeket az észrevételeket az alabbi llitdsban
kiemelni.

7.4.3 Allitds. Az A € L(v) linedris transzformdcié pontosan akkor énadjun-
galt, ha van a V' térnek olyan ortonormdlt bazisa, amelyben A mdtriza valds elemi
diagondlis mdtriz.

Az O6nadjungélt linearis transzformécidk jellemzését az aldbbi tétel igazoldsaval
fejezziik be:

7.4.4 Tétel. Unitér terek onadjungdlt linedris transzformdcidjanak kilonbiozd sa-
jatértékeihez tartozo sajdtalterek ortogondlisak.

Bizonyitas. Legyen az A onadjungalt linearis transzformaciénak A és p két
kiilonbozé sajatértéke, tovabba s € ker (A — AI) és t € ker (A — pl) . Akkor

A(t, sy = (t,As) = (t, A(s)) =

= (A(t),s) = (ut,s) = [i(t,s) ,
amibol kovetkezik, hogy
(A—p)(t,s)=0.
Mivel A — pu # 0, kapjuk, hogy (t,s) = 0, és ezt kellett bizonyitanunk. |

7.4.2 Unitér transzformacidk

A komplex V vektortér egy U linedris transzformécigjat akkor nevezzik wunitér
transzformdcionak, ha adjungaltja megegyezik az inverzével. Ez pontosan azt je-
lenti, hogy tetszdleges v, w € V vektorokra

(v,w) = (TV)(v),w) = (U(v), Uw)) ,

tehat az unitér tereknek olyan linedris transzforméciéi az unitér linearis transzfor-
maciok, amelyek megérzik a skalaris szorzatot.

Vizsgaljuk meg, hogy ha V = {v1,...,v,} a tér rogzitett ortonormalt bazisa, akkor
mi jellemzi az U unitér transzformacié U matrixat ebben a bazisban. Tudjuk, hogy
U oszlopai éppen az U(vy),...,U(v,) vektorok V-re vonatkozé koordinata vektorai,
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és az U* adjungaltjanak métrixa gy kaphaté, hogy a U métrix elemeit konjugaljuk,
majd a matrixot transzponaljuk. Mivel U unitér transzformacio, az kovetkezik, hogy

U(v)* - U(vy) = ({U(vi), U(vj)) = (vi,v5) = 04,

azaz unitér linedris transzformdacié ortonormalt bazisra vonatkozd métrixanak osz-
lopai ortogondlisak és egységnyi norméjiak, vagy ami ugyanaz més szavakkal, az
unitér linearis transzforméacié az ortonormalt bazis vektorait ortonormalt bazis vek-
toraira képezi.

Megforditva, ha egy U linedris transzformaciénak a V = {vi,...,v,} bézisra
vonatkozé méatrixa rendelkezik azzal a tulajdonsaggal, hogy oszlopai paronként or-
togonélisak és egységnyi norméjiak, (ami azt jelenti, hogy az U(vi),...,U(v,) vek-
torok is ortonormalt bazist alkotnak) akkor U unitér linedris transzformécié. Valé-
ban, mivel tetszéleges v, w € V vektorok a V = {vy,...,v,} vektorainak ugyanolyan
linedris kombindciéi, mint az U(v) és U(w) vektorok az U(vy),...,U(v,) vektorok-
nak, és utobbi is ortonormaélt bazis, ezért

(U(v),U(w)) = (v, w)

is teljestil. Tehat az U linedris transzformacié a tér vektorainak skalaris szorzatat
nem valtoztatja meg.

Osszefoglalva ezeket az eredményeket 4llithatjuk, hogy

7.4.5 Allitds. AV unitér tér eqy U € L(V) linedris transzformdcidja akkor és
csak akkor unitér linedris transzformdcio, ha a tér ortonormdlt bdzisdt ortonormdlt
bazisra képezi, vagy ami ezzel ekvivalens, ha ortonormdlt bdzisra vonatkozo mdtrixd-
nak oszlopai ortogondlisak és egységnyi normdjuiak.

Az O6nadjungélt transzformaciok sajatértékeit az jellemezte, hogy azok valdsak.
Ennek megfeleld jellemzés unitér transzformacidk esetén, hogy

7.4.6 Tétel. Unitér linedris transzformdciok minden sajatértéke egységnyi ab-
szolutértékil komplex szam

Bizonyitas. Ha A az U unitér linedris transzformadcié sajatértéke, és s egy
hozzatartozé sajatvektor, akkor

(5,8) = (U(s),U(s)) = (As, As) = A\ (s, s) ,

és s # 0 1évén (s, s) # 0. Ebbdl kovetkezik, hogy A\ = 1, azaz [\ = 1. O
Unitér linedris transzformacidkra is igaz, hogy

7.4.7 Tétel. Az U € L(V) unitér linedris transzformdcionak vannak olyan sajdt-
vektorai, amelyek a V' tér ortonormadlt bazisdt alkotjdk.

Bizonyitas. Az allitds igazoldsa ugyanugy torténik, mint az 6nadjungdlt line-
aris transzformaciok esetében, ezért a bizonyitast csak vazoljuk. Ha az U unitér
linearis transzformaciénak sq,...,sx-1 (1 <k —1 < dim V') paronként ortogonélis
egységnyi norméji sajatvektorai, akkor az M = lin(sq,...,sx_1) altér ML orto-
gonalis kiegészitSje U-invaridns altér. Valéban tetszéleges v € M~L-ra és minden
i(=1,...,k—1)re

(51, U(0)) = (U (o0, 0) = (o0} = (50) i) = 0.
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Ezért az U lineéris transzformacié M+-ra valé lesziikitésének van s, € M egységnyi
normaju sajatvektora. Igy teljes indukciéval megmutathaté, hogy minden a tér
dimenziéjandl nem nagyobb k szadmra van az U sajatvektoraibdl &ll6 ortonormélt
vektorrendszere a V' térnek. O

A (7.2.4), (7.4.6) és (7.4.7) tételek alapjan azt allithatjuk, hogy van olyan orto-
normalt bazisa a térnek, amelyben az U unitér linedris transzformdcié métrixa olyan
diagondlis matrix, amelynek diagondlisaban az elemek egységnyi abszolitértékiiek.
A (7.4.5) &llitds szerint az is igaz, hogy ha egy linedris transzformdcié matrixa
valamely ortonormalt bazisban olyan diagonalis matrix, amelynek diagondlisaban a
skalarok egységnyi abszolutértékiiek, akkor a transzformécié unitér linedris transz-
formécio.

7.4.3 Normalis linearis transzformaciok

Az 6nadjungélt és unitér linearis transzformécidk esetében azt a mdédszert kovettiik,
hogy az adjungalt transzformécidkra tett kikotéssel biztositottuk, hogy volt a tér-
nek olyan bazisa, amelyben a tekintett transzforméciék métrixa diagonalis lett. In-
duljunk most a méasik iranybdl, és vizsgaljuk meg, hogy ha van a térnek olyan bazisa,
amelyben a linearis transzforméacié métrixa diagondlis, akkor mi kell teljesiiljon a
linearis transzformacié adjungaltjara. Tegyiik fel ezért, hogy az N linearis transz-
formécié métrixa valamely bazisban diagonélis matrix. Akkor N* adjungéltjdnak
is diagondlis a matrixa ebben a béazisban, mert ugy kaphatd, hogy N matrixanak
diagonalisaban 1év6 elemeit konjugdljuk (a transzponalds a diagondlis métrixokat
nem véltoztatja meg). Mivel a diagonélis matrixok szorzata fiiggetlen a tényezék
sorrendjétél, ez kell, hogy teljesiiljon az N és N* linedris transzformacidkra is, mert
rogzitett bazis mellett a matrixok és a linearis transzforméaciok kozott kélesénosen
egyértelmli megfeleltetés létezik. Masrészt egy diagondlis matrix és adjungaltjanak
szorzata olyan diagondlis matrix, amelynek diagondlisdban az elemek valdsak, ami
mint tudjuk azt jelenti, hogy a matrix énadjungalt linedaris transzformécié matrixa.
Ezért N és N* ki kell, hogy elégitse az alabbi feltételeket:

(a) N - N* onadjungdlt linedris transzforméacio,
és
(b) N-N*=N*.N.

Koénnyen belathatjuk, hogy az (a) feltételnek minden linedris transzformécié eleget
tesz, mert

(N .-N*)*=N* .N*=N.N*.
Ezért a (b) feltétel kovetkezményeit kell megvizsgdlnunk. A (b) feltételnek eleget
tevO N linedris transzformdaciokat normdlisnak nevezzik.
Az o6nadjungdlt és az unitér linedris transzforméaciok specidlis normalis linedris
transzformaciok.
A normalis linedris transzformécidk egyik jellemzdje, hogy

7.4.8 Allitds. Ha N normdlis linedris transzformdcio, akkor bdrmely sajdtaltere
mvaridns altér adjungdltjdra nézve is, és adjungdltjdnak bdrmely sajdtaltere N -in-
varians altér is.
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Bizonyitas. Legyen az N linearis transzformacio egy sajatértéke \ és s tetszo-
leges eleme a ker (N — AI) sajataltérnek. Akkor

(N = AD(N*(s)) = (N - N*)(s) = AN*(s) = N*(N(s) — As) = N*(0) = 0,

bizonyitva, hogy N*(s) € ker (N — AI). Mivel N* adjungéltja éppen N, a forditott
allitds mar kovetkezik az elsobol. |
A (7.4.8) allitas alapjan konnyen igazolhatjuk a kovetkezot:

7.4.9 Allités. Ha N normdlis linedris transzformdcid, akkor van N-nek és N*-nak
olyan kozos sajatvektora, melyhez tartozo sajdatértékeik egymds konjugdltjai.

Bizonyitéas. Mivel N egy tetszleges sajataltere invaridns N*-ra nézve, az N*-
nak erre a sajataltérre valé lesziikitése annak linedris transzformacidja, ezért van
benne sajatvektora, ami akkor kozos sajatvektora N-nek és N*-nak.

Jelolje s1 az N és N* egy kozos sajatvektorat. Akkor egyrészt

(4) (81, N(s1)) = (s1,As1) = A(s1,51) ,

mésrészt, ha N*-nak si-hez tartozé sajatértéke p, akkor
(i) (31, N(s1)) = (N¥(s1), 51) = {151, 51) = o (51, 51) -

Az (i) és (ii) egyenl8ség sorozatok baloldalai egyenldk és (s1,s1) # 0, ezért, a job-
boldalak egyenléségébol kapjuk, hogy A és u egymas konjugéltjai. O

Az a normalis linedris transzforméciok bevezetésébdl nyilvanvaléan kovetkezik,
hogy sajatvektoraik generaljak a teret, hiszen egyébként nem lehetne olyan béazisa
a térnek, amelyben matrixuk diagonalis. A kovetkezd tételben tehdt csak az az
1j, hogy a normalis linedris transzforméacidknak is csakigy, mint az 6nadjunglt
és unitér linearis transzformdciéknak, vannak olyan sajatvektoraik, amelyek a tér
ortonormdlt bazisat alkotjak, rdadasul ezek az adjungalt transzformacioval kozos
sajatvektorok.

7.4.10 Tétel. Ha N € L(V) normdlis linedris transzformdcid, akkor vannak
N-nek és N*-nak olyan kézés sajdtvektorai, amelyek V -nek ortonormdlt bdzisdt
alkotjdk.

Bizonyitas. Teljes indukciéval megmutatjuk, hogy minden k& < dimV
természetes szamra van a térnek k elem@ N és N* kozos sajatvektoraibdl allé or-
tonormalt vektorrendszere. A (7.4.9) allitdsbdl kovetkezik, hogy k& = 1-re van ilyen
vektorrendszer. (Ha a koz0s sajatvektor nem egységnyi normaji, akkor norméljuk,
az is kozos sajatvektor.) Tegyiik fel, hogy az s1,...,s,—1 (k— 1 > 1) paronként
ortogonalis és egységnyi normaju kozos sajatvektorok. Legyen M az altaluk generdlt
altere V-nek és jellje M+ az ortogonélis kiegészitét. Megmutatjuk, hogy M+ mind
N-re, mind N*-re nézve invaridans. Ha v € M egy tetsz6leges vektor, akkor barmely
i(=1,...,k—1)re
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ahol )\; az s;-hez tartozé sajatértéke N-nek Tehat N(v) is és N*(v) is M~*-ban
van. Az N-nek és N*-nak, mint M linedris transzformdcidinak, a (7.4.9) &llitds-
nak megfeleléen, van k6zos egységnyi norméju s sajatvektora, amivel kiegészitve az
S1,--.,Sk—1 vektorrendszert V-nek k elemii ortonormélt vektorrendszerét kapjuk.
O

Ha 0Osszevetjiik a fenti tételt és a normaélis linearis transzformaciok bevezetésekor
irottakat, azonnal kapjuk, hogy

7.4.11 Kovetkezmény. Egy N linedris transzformdcio pontosan akkor normdlis,
ha van a térnek olyan ortonormadlt bizisa, amelyben az N madtrixa diagondlis.

1. Gyakorlatok, feladatok

1. Mutassuk meg, hogy unitér, vagy normalis linearis transzformaciok kiilénb6zo
sajatértékeihez tartozé sajatalterek is ortogonalisak.

2. Legyenek A és B a V unitér térnek felcserélhetd linedris transzformacioi, azaz
A-B = B-A. Mutassuk meg, hogy A minden sajitaltere B-invaridns altér és
B minden sajataltere A-invaridns altér.

3. Mutassuk meg, hogy unitér tér felcserélhetd linedris transzformécidinak van
kozos sajatvektora.

4. Igazoljuk, hogy ha egy onadjungalt és egy unitér linearis transzformécio szor-
zata felcserélhetd, akkor a szorzat normalis linearis transzformacio.

5. Bizonyitsuk be, hogy minden normalis linearis transzformacié eléallithaté egy
onadjungalt és egy unitér linedris transzformacié szorzataként, amelyek szor-
zasa felcserélheto.

6. Mutassuk meg, hogy egy linearis transzforméacié pontosan akkor normalis, ha
barmely invarians alterének ortogonalis kiegészitéje is invarians altere.

7.5 Euklideszi terek linearis transzformacioi

Az euklideszi terek linedris transzforméaciérdl azt lehet tudni a (7.1.5) tétel alapjan,
hogy van a térnek 2-dimenzids, a transzformdciéra nézve invaridns altere. Sajnos
ha M az A transzforméciénak invarians altere és az M~ az M-nek ortogonalis kie-
gészitbje, akkor az altaldnos esetben M nem feltétlen A-invaridns altér. Ezért az
euklideszi tereknek vannak olyan linedaris transzformaciéi, hogy a tér nem bonthatd
fel a tekintett transzformaciéra invaridns 2-dimenziés altereinek direktosszegére. Ez
azt jelenti, hogy kénytelenek vagyunk lemondani arrdl, a fejezet bevezetéjében meg-
célzott torekvésiinkrol, hogy minden linedris transzformaciot a tér szemléltethetd in-
varians alterein val6 hatasaval jellemezziink, ebbdl a szempontbdl a tekintett linedris
transzformaciok korét sziikiteniink kell. Annak érdekében, hogy megallapithassuk,
hogy melyek azok a linearis transzformaécidk, amelyeket lehet alterein valé hatdsukkal
"vizudlissd” tenni, bizonyitjuk a kovetkez6 minden skalaris szorzatos vektortérben
igaz tételt:
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7.5.1 Tétel. Ha a skaldris szorzatos V' vektortér M altere az A € L(V') linedris
transzformdciora nézve invaridns, akkor M=+ | ortogondlis kiegészitéje invaridns A*-
ra nézve, ahol A* az A transzpondltjdt jeldli.

Bizonyitas. Legyen w tetsz6leges vektora M-"-nak és v barmelyik vektora M-
nek. Akkor
(A% (w),v) = (w, A(v)) =0,

hiszen A(v) € M, igazolva, hogy A*(w) ortogondlis barmely v € M vektorra, azaz
A*(w) € M+, 0

A fenti eredmény ismeretében vizsgédlatainkat olyan linedris transzformaciokra
korlatozzuk, amelyekre nézve invarians alterek egyszersmind transzponadltjaikra
nézve is invariansak. Ha az A linedris transzforméciéja az E euklideszi térnek i-
lyen, akkor a tér felbonthaté ”szemléltethet6” A-invaridns alterei direktosszegére.
Ezt igazoljuk az alabbi tételben.

7.5.2 Tétel. Ha az E euklideszi térnek az A linedris transzformdcicja rendelkezik
azzal a tulajdonsdggal, hogy minden invaridns altere transzpondltjdra nézve is inva-
rians, akkor E legfeljebb 2-dimenzios, A-invaridns, pdronként ortogondlis altereinek
direktosszege.

Bizonyitas. Az E dimenzidja szerinti teljes indukcidval bizonyitjuk az allitést.
Ha E dimenzidéja nem nagyobb mint kettd, akkor nyilvanvaléan igaz ra a tétel. Te-
gylik fel, hogy n-nél alacsonyabb dimenziéju euklideszi terekre mar tudjuk, hogy fel-
bonthatdk a feltételezett tulajdonsagu transzformaciéra nézve invarians, paronként
ortogonalis, legfeljebb 2-dimenzids alterei direktosszegére. Ezek utan legyen E n-di-
menzios. Az A transzforméciénak a (7.1.5) tétel szerint, van legfeljebb 2-dimenziés
invaridns M # {0} altere E-ben, és ez A*-ra nézve is invaridns. Alkalmazva a
(7.5.1) tételt A helyett A*-ra, kapjuk, hogy M A-invaridns altér, és dimenziGja
legfeljebb n — 1. Akkor az indukciés feltevés szerint M+ felbomlik paronként orto-
gonélis legfeljebb 2-dimenziés A-invaridns alterei direktosszegére és ezek az alterek
mind ortogondlisak M-re is. fgy az M altérrel egyiitt az E kivant direkt felbontéasat
szolgaltatjak. |

Az euklideszi terek két olyan linedris transzformaécio tipusaval foglalkozunk, ame-
lyek kielégitik a fenti tétel feltételét. Ilyenek nyilvanvaléan a szimmetrikus transz-
formacick (A* = A) és az ortogondlis transzformacick (A* = A~1).

7.5.1 Szimmetrikus linearis transzformacidk

Azok szamira, akik a valds vektorterek komplexifikaciojardl és az unitér terek 6n-
adjungalt linedris transzformdacifirdl tanultak, megjegyezziik, hogy ha A € L(V)
szimmetrikus linedris transzforméciéja a V euklideszi térnek, akkor A € L(V) énad-
jungalt linedris transzformécidja a V unitér térnek, és igy az alabbi tételek azonnal
addédnak az 6nadjungalt linearis transzformécidkra bizonyitott altalanosabb eredmé-
nyekbdl.

Megmutatjuk, hogy a szimmetrikus linedris transzformaciok diagonalizalhatok.
Ehhez a fenti (7.5.2) tétel szerint elegendd azt igazolnunk, hogy ha A szimmetrikus
és M az euklideszi tér kétdimenziés A-invaridns altere, akkor van M-ben A-nak sa-
jatvektora. Vegyiik észre, hogy ha s € M sajatvektora A-nak és t € M ortogondlis
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s-re, akkor

(A(t),s) = (t, A(s)) = (t,As) = A (t,s) =0,

ami csak gy lehet (mert M 2-dimenzids), ha A(t) a t vektor skaldrszorosa, azaz
t is sajatvektora A-nak. A sajatvektor létezését bizonyitandd, legyen e és f a két
bézisvektora M-nek. Akkor

A(e) = ae + Bf és A(f) =Pe+~f

alaku, mert A szimmetrikus. Hatdrozzuk meg az A M-re val6 lesziikitésének mini-
malpolinomjat. Mivel

A%(e) = ad(e) + BA(S) = (o” + %)e + (af + ) f

A*(f) = BA(e) +7A(f) = (aB + By)e + (B +7)f

némi szdmoléssal ellenérizhetd, hogy az A% — (o +v)A + (ay — 32)I linedris transz-
formécié az M mindkét bazisvektorat a zérévektorba transzformélja, tehat az A
M-re valé lesziikitésének minimalpolinomja, ami az A minimélpolinomjanak nyil-
van osztdja

ma(t) =2 = (a + )t +ay - 52,

Ennek a polinomnak a gyokei valésak, mert diszkrimindnsa
D= (a+7)*—4(ay - %) = (a=7)* +46° > 0.

Ez biztositja, hogy A-nak van sajatvektora M-ben. Akkor viszont, mint azt el6bb
belattuk, az M erre a sajatvektorra ortogondlis nemzéré vektora is sajatvektora A-
nak, és M két ortogondlis egydimenzids altér direktosszege. A (7.5.2) tétellel Gssze-
vetve a most kapott eredményt, allithatjuk, hogy az euklideszi terek szimmetrikus
linearis transzformacidinak vannak olyan sajatvektorai, amelyek a tér ortonormélt
bézisat alkotjak. Masrészt, ha egy linearis transzforméciénak a sajatvektoraibdl
Osszerakhato az euklideszi tér egy ortonormalt bazisa, akkor abban a bazisban a
transzformdacié matrixa diagondlis matrix, amibol kévetkezik, hogy a transzforma-
ci6é szimmetrikus. Gytjtsiik 6ssze a kapott eredményeket az aldbbi tételben:

7.5.3 Tétel. Az E euklideszi tér A linedris transzformdcidja pontosan akkor szim-
metrikus, ha vannak olyan sajdtvektorai, amelyek a tér ortonormdlt bdzisdt alkotjak.

7.5.2 Ortogonalis linearis transzformaciok

Ezt az alpontot is ugyanazzal a megjegyzéssel kell kezdeniink, amivel a szimmetrikus
linearis transzformaciokrdl szolé alpontot kezdtik, az ortogondlis linearis trnasz-
forméciok komplexifikaltjai az unitér linedris transzformaciok, ezért az aldbbi ered-
mények szarmaztathaték az unitér linearis transzformaciokra bizonyitott eredmé-
nyekbdl.

Maér emlitettiik, hogy ha A ortogonalis linedris transzformécidja az E euklideszi
térnek, E akkor is felbomlik legfeljebb 2-dimenzids A-invaridns alterei direktossze-
gére.
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Az ortogonalis linearis transzformaciok karakterisztikus tulajdonsiga, hogy a
skalaris szorzatot véltozatlanul hagyjak. Ha A ortogonalis linearis transzformécio,
akkor tetszoleges v, w € F vektorokra

(A(v), A(w)) = (A"A(v), w) = (v,w) .
Masrészt ha A valtozatlanul hagyja a skalaris szorzatot, akkor
(v, w) = (A(v), A(w)) = (A"A(v), w) .

ami tetsz6leges vektorpar estén csak tgy teljesiilhet, ha A* = A~!. Ez ekvivalens
azzal a feltétellel, hogy egy linearis transzformdacié pontosan akkor ortogonalis, ha
a tér ortonormalt béazisat ortonormalt bazisba viszi. Ezért barmely ortonormalt
béazisra vonatkozé métrixa i-edik és j-edik oszlopdnak bels6 szorzata d;;.

Ha M a tér 2-dimenzids A-invarians altere, akkor most nem feltétleniil van A-nak
sajatértéke M-ben, de ha s € M sajatvektor, akkor az M s-re ortogonalis nemzéro
vektorai is sajatvektorok, mint azt az

(s, A(8)) = (A7 (s), ) = % (s,8) = 0

egyenl6ség mutatja. (A-val az s-hez tartozé sajatértéket jeloltiik.) Feltehetjiik, hogy
s egységnyi normdji. Akkor

1= (s,5) = (A(s), As)) = A,

tehdt ortogondlis linedris transzformaécié sajatértéke 1 vagy —1. Ha nincs A-nak
M-ben sajatvektora, akkor az i és j ortonormalt bazisvektorokra

Ay =ai+ i &  A()=vi+8j (B#0#7),

ahol az A ortogonalitdsa miatt a skaldregytitthatdk ki kell elégitsék az

(a) o + 52 =1,
(b) ay+65=0,
(c) V462 =1

egyenleteket. Jelolje ¢ az A(i) vektor i vektorral bezart szogét, akkor cos¢ =
(1, A(7)) = «a és az (a) egyenlet szerint 8 = sin ¢, vagy § = —sin¢. A (b) egyenletbél
atrendezéssel kapjuk, hogy —0 = ay/f3, amit a (c) egyenletbe helyettesitve
R e
TR TR TR
Akkor ebbdl v = 3 és igy a (b) egyenlet alapjén 6 = —a, vagy v = =3 és 0 = «
kovetkezik. Mivel A nem szimmetrikus, hiszen akkor lenne sajatvektora, csak a
maéasodik eset allhat fenn. Igy az A ortogondlis transzformécié M-re valé lesziikitésé-
nek méatrixa az ¢, j ortonormalt bazisban az aldbbiak egyike:

A_lcosqﬁ —sin ¢ cos ¢ Sinqﬁ}

sing  cos¢ —sin¢g cos¢

=1.

] ey A_[

ami pozitiv irdnyu, vagy negativ iranyu ¢ szoggel valé forgatast jelent.
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7.6 A sik elemi linearis transzformacioi

Minden kétdimenzids valés vektortér izomorf a sik egy rogzitett pontjabol kiinduld
helyvektorok terével. Mivel a a véges dimenzids valds terek linedris transzformacioit
azzal kivanjuk jellemezni, hogy hogyan viselkednek a tér szemléltethetd alterein,
célszertinek latszik attekinteni, hogy melyek a sik helyvektorainak elemi linearis
transzformaciéi. Az elemi jelzOvel itt arra akarunk utalni, hogy csupan azokat a li-
nearis transzformaciokat kivanjuk felsorolni, amelyek szorzataként a sik minden line-
aris transzformacidja el6allithat6. Ahhoz, hogy egy linedris transzformécié hatasat,
geometriai jelentését jol érzékelhessiik, altaldban specidlis bazist (koordindtarend-
szert) kell valasztanunk. Az aldbbiakban a kozépiskolabdl mar jol ismert egységnyi
hosszisagu és egymasra meréleges {4, j} helyvektorok alkotta bézisban jellemezziik
a sik elemi linedris transzformaéciéit:

(1) Nyujtas/zsugoritas: Kétféle nyijtasrol/zsugoritasrdl beszélhetiink,

(a) kozéppontos nyujtdsrol/zsugoritdsrol, amikor a sik minden helyvektorat
a transzformacio pozitiv A-szorosaba viszi, illetve

(b) tengelyes nytjtdsrdl, amikor csak az egyik tengely irdnydba esé Gssze-
tevé nyulik meg/zsugorodik 6ssze, azaz egy i+ 05 vektor képe a Agi+ 07
vektor (A > 0).

(2) Tiikrozés: A tiikrozés is lehet

(a) kozéppontos, amikor minden vektor az ellentettjébe transzformalddik,
vagy

(b) tengelyes tiikrozés esetén, pontosabban a j irdnyud tengelyre valé titkro-
zés esetén a pi + 05 vektor képe a —pi + 05 vektor.

(3) Vetités:

(a) kozéppontra valé vetitésen értjik, azt, amikor minden vektort az
origora, azaz a nullvektorba transzformalunk, és

(b) tengelyre val6 vetités az amikor minden vektort az egyik, mondjuk az
1 irdnyud tengellyel parhuzamosan a j irdnyd tengelyre vetitiink. Ez a
linedris transzformécié a oi + 65 vektort a 65 vektorba viszi.

(4) Parhuzamos affinitas: az egyik mondjuk az ¢ irdny tengely pontjainak j-vel
parhuzamos eltoldsa a két bazisvektor szogfelezé egyenesébe. Ez a transzfor-
maci6 a i + 05 vektort a gi + (9 + 0)j vektorba transzformaélja.

(5) Forgatas: minden vektort forgassunk el ¢ szoggel (az i vektort j felé mozgat-
va). Ekkor az i vektor képe cos ¢i+sin ¢j, mig a j vektor képe — sin ¢i+cos ¢j
lesz, igy egy tetszéleges oi + 05 vektor a (o cos ¢ —0sin ¢)i+ (osin g+ 60 cos¢)j
vektorba transzformalodik.

Az olvasé konnyen belathatja, hogy a sik felsorolt transzforméciéi valéban line-
dris transzformécidk. Javasoljuk, hogy mindegyik transzforméciénak allapitsa meg
a matrixat az i, j bazisban.
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Kovetkez6d feladatunk annak igazolasa, hogy valdban a sik minden linedris
transzformacidja a fentiekben felsorolt transzformaciok szorzatara bonthaté. En-
nek érdekében a sik transzforméacidit annak megfeleléen osztdlyozzuk, hogy hany
kiilonboz6 irdanyu sajatvektoruk van.

(a) Egyetlen sajatértékhez tartozé két linearisan fiiggetlen sajatvektor
esetén a sik minden nemzéré vektora ugyanazon sajatértékhez tartozé sajatvektor.
Valéban, ha e és f a sik A linearis transzformécidjanak két linearisan fiiggetlen sa-
jatvektora és mindketté a A sajatértékhez tartoznak, azaz A(e) = e és A(f) = \f,
akkor a sik minden v vektora kifejezheto

v=uaec+ [f
alakban, és akkor
A(w) = Alae + Bf) = aA(e) + BA(f) = ale + BAf = Mae + Bf) = M,

alatamasztva kijelentésiinket.

Akkor az A transzformécié nyujtds (A > 1), vagy zsugoritds (0 < A < 1)), vagy
kozéppontos vetités (A = 0), vagy kozéppontos tikrozés és nyujtas/zsugoritds
szorzata (A < 0).

(b) Ha két kiilonb6z6 sajatérték van. Jelolje megint A a linedris transzfor-
macidt és e a A-hoz tartozéd, mig f a p sajatértékhez tartozd sajatvektorokat. Az
e, f vektorok most is bézist alkotnak, hiszen linedrisan fliggetlenek a (7.2.5) tétel
szerint. Bontsuk fel A-t a B(e) = Xe, B(f) = f és a C(e) = e, C(f) = uf
egyenléségekkel meghatarozott linedris transzformaciok szorzatdara. Akkor mind B,
mind C az e, illetve f irdnyu tengely irdnyaba torténé nyujtds/zsugoritds, vagy a
rajuk merdleges tengelyre vald tiikrozés és a fentiek szorzata, esetleg valamelyikiik
kozéppontos vetités, és A mindezek szorzata.

(c) Egy sajatvektor van. Jelolje e a sajatvektort és legyen ¢ erre merdleges vektora
a siknak, akkor e, ¢ bazis. Ha A a megfeleld sajatérték, akkor A(e) = e és A(t) =
ae + [t és a # 0, mert kiilonben t is sajatvektor lenne. Megmutatjuk, hogy 6 = X.
Tekintsiik a ae + (8 — A)t vektort.

A(ae + (8= Nt) = ade + (8 — N)(ae + ft) = Bae + (8 — M),

ami mutatja, hogy § — A = 0, mert kiilénben az ae + (8 — \)t vektor sajatvektor
lenne, és nem lenne e irdnyu. Azt kaptuk tehat, hogy A(t) = ae + At.

(1) ha A = 0 akkor A = B - C - D, linedris transzformacidk szorzata, ahol B(e) =
ae, B(t) = at nyujtas/zsugoritas kozéppontos tiikrozés, vagy ezek szorzata, C'(e) =
—t, O(t) = e § szoggel valé forgatds, és D(e) = 0, D(t) =t az e irdnyu tengellyel
parhuzamos vetités.

(2) ha A # 0, akkor az u = $e,t ortogondlis bazisban A(u) = Au, A(t) = Au + At
felbonthaté6 A = B - C szorzatra, ahol B(u) = u, B(t) = u + t parhuzamos affinités
és C(u) = Au, C(t) = M\t kozéppontos nyujtas/zsugoritas, vagy tiikrozés és az el6bbi
szorzata.

(d) Ha nincs sajatvektor, akkor az azt jelenti, hogy az A transzformécié mini-

malpolinomjanak gyokei komplex szamok. Ebben az esetben A azonositisa, mint
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elemi linedris transzformaciok szorzata a valds térben maradva igen nehézkes, pon-
tosabban annak a bazisnak a megkeresése, amelyben ez az azonositds bemutathatd
nem konny(. Ezért felhasznaljuk, hogy az sik A linedris transzformaciéjahoz tartozik
a 2-dimenziés komplex tér egy A linedris transzformacioja amelynek minimélpoli-
nomja megegyezik A minimélpolinomjaval. Igy, ha A minimélpolinomjanak komplex
gyokei A = a+1if3 és A = o — i3 konjugalt komplex szamok, akkor azok a A linedris
transzformaciénak is sajatértékei és a hozza tartozd komplex sajatvektorok © = a+ib
és T = a — 1b alaktak. Ez abbdl koévetkezik, hogy

(A= N)(a+ib) = Aa) +iA(b) — Aa +ib) =0,
és akkor konjugalva mindkét oldalt, kapjuk, hogy
0= A(a) — iA(b) — A(a — ib) = (A — X)(a — ib) .
Osszehasonlitva a valds és képzetes részeket barmelyik egyenl8ségbél
A(a) =aa— (b és A(b) = fa+ ab

adddik, ahol o, B € Rés a,b € V és B # 0, tovdbba a és b linearisan fiiggetlenek, mert
A-nak nincs valés sajatértéke. Az a?+ 32 = 62 jeldléssel az 5 ¢és % egy egyértelmiien
meghatédrozatt ¢ szog koszinusza, illetve szinusza és az A linedris transzformaécio egy

forgatds és nyujtas/zsugoritas egyidejii végrehajtdsat jelenti.

7.7 Linearis transzformaciok redukalasa*

Linearis transzformaciok kanonikus alakjai
Ebben a pontban a vektorterek linearis transzformaécidira nézve invarians alterek
direktosszegére valé felbontdsaival foglalkozunk. Vizsgalatainkban kihasznéljuk,
hogy — amint azt latni fogjuk — szoros kapcsolat van a linearis transzformécio
minimalpolinomjanak faktorai és a tér invaridns alterei kozott.

A kovetkezd tételben arra mutatunk rd, hogy milyen kapcsolat van egy A li-
nedris transzformacié minimalpolinomjanak faktorai és a tér A-invaridns alterek
direktosszegére vald felbontdsa kozott.

7.7.1 Tétel. Legyen V F feletlti véges dimenzids vektortér és A € L(V) linedris
transzformdcidja. Ha az A transzformdcio m(t) minimdlpolinomja a relativ prim
p(t) és q(t) polinomok szorzata, akkor

V =kerp(A) @ kerq(A),
tehdt V. A-invaridns altereinek direktosszege.

Bizonyitas. Az vildgos, hogy barmely p(¢) polinomra ker p(A) A-invaridns alte-
re V-nek. Igy azt kell mar csak megmutatnunk, hogy a ker p(A) és ker q(A) alterek
egyetlen koz0s eleme a nullvektor, és hogy V' minden vektora egy ker p(A)-beli és egy
ker g(A)-beli vektor Gsszege. Legyen v € ker p(A) Nkerq(A) és tegyiik fel indirekt
moédon, hogy v # 0. Legyen s(t) az a minimalis fokszam normalt polinom, amelyre
s(A)(v) = 0. A p(t)-nek s(t)-vel valé6 maradékos osztasa legyen

p(t) = h(t)s(t) +r(t) és 0<degr(t) <deg s(t).
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Ebbdl kovetkezik, hogy
p(A) = h(A)s(A) +r(A),

és igy e transzformaciot a v vektorra alkalmazva azt kapjuk, hogy
0 =p(A)(v) = h(A)s(A)(v) +r(A)(v) = r(A)(v).

De ez s(t) fokszamaéra tett kikotésiink szerint csak tgy teljesiilhet, ha r(t) = 0 a
konstans zérépolinom. Tehat s(t) | p(t) és teljesen hasonlé indoklassal kaphatd,
hogy s(t) | q(t). Mivel p(t) és q(t) relativ primek s(t) = 1, azaz s(4) = I. Ez
viszont a 0 = s(A)(v) = I(v) = v egyenl6séghez vezet ellentmondédsban indirekt
feltevésiinkkel, hogy v # 0. Meg kell még mutatnunk, hogy tetszéleges V-beli vektor
egy ker p(A)-beli és egy ker g(A)-beli vektor 6sszege. Mivel p(t) és q(t) relativ primek
legnagyobb kozos osztdjuk, az 1 elééllithaté f(¢)p(t) + g(t)q(t) alakban. Akkor ebbe
a polinomegyenletbe helyettesitve az A transzforméciét kapjuk, hogy

I(= A%) = f(A)p(A) + g(A)q(A) .
Igy tetszOleges v € V' vektorra

v=1(v) = (f(A)p(A))(v) + (9(A)g(A))(v) (7.3)

teljestil. Tekintettel arra, hogy q(A)(f(A)p(A)(v)) = f(A)(m(A)(v)) = 0 és ha-
sonlGan p(4)(g(A)g(A)(v)) = g(A)(m(A)(v)) = 0, azt mutatja, hogy f(A)p(A)(v) €
kerg(A) és g(A)q(A)(v) € kerp(A), a v vektor (7.3) egyenldség szerinti vektorok
Osszegére valo felbontasa éppen a kivant el6allitas.
Ezzel a tétel bizonyitasa teljes. |
Erdemes megvizsgalni az A transzformdcié méatrixat V egy olyan bézisdban,
amely kerp(A) és ker q(A) egy—egy bézisanak egyesitése. Legyen X = {z1,...,2,}
bazisa kerp(A)-nak és YV = {y1,...,ys} béazisa ker ¢(A)-nak. Az A madtrixa a V
{z1,..., 2, Y1,...,Ys} bazisdban

A, O
A=
0 A

alakd, ahol A rxr tipusi és Ao s X s tipusd matrixok, és minden més eleme A—nak
nulla. Azt mondjuk, hogy az A matrix az Ay és Ao mdtrizok direktosszege. Az,
hogy az A métrixa ilyen alaku ebben a bazisban egyszeriien abbdl adédik, hogy

A(.%l) = Zaijxj (Z = 1, PN ,7’)
j=1

és
A(yk) = Zﬁkfyé (€ =1,... 73)7
=1
mert ker p(A) és ker g(A) A-invaridns alterek.
A (7.7.1) tétel altaldnosithatésdga érdekében megmutatjuk, hogy



7.7. LINEARIS TRANSZFORMACIOK REDUKALASA* 203

7.7.2 Allitdas. Ham(t) = p(t)q(t) az A € L(V) minimdlpolinomjdnak relativ prim,
normdlt tényezdkre vald felbontdsa, akkor p(t) a minimdlpolinomja az A transzfor-
mdcid ker p(A)-ra valo leszikitésének és hasonléan q(t) a minimdlpolinomja az A
ker q(A)-ra valé lesziikitésének.

Bizonyitas. Ha az A transzformacié kerp(A)-ra valé lesziikitésének a p(t)
fokszamanal alacsonyabb fokd s(t) lenne a minimélpolinomja, akkor az s(t)q(t)
polinomnak is gyoke lenne az A transzformécié, holott az s(t)q(t) polinom foka
kisebb, mint az m(t) minimalpolinom foka. Ennek igazoldsara hasznéljuk ki, hogy
a (7.7.1) tétel szerint minden v € V felirhaté

v=x+y (reckerp(A),y € kerq(A)

Osszegként. (Lasd a (7.3) egyenletet!) Alkalmazva az s(A)g(A) linedris transzfor-
maciét v-re, kapjuk, hogy

(s(A)q(A)(v) = s(A)q(A)(z) + s(A)q(A)(y) = 0,

mert s(A)(x) = 0 miatt az elsé tag is és ¢(A)(y) = 0 miatt a masodik tag is a
zérévektor. Ez viszont csak gy lehet igaz minden v € V-re, ha s(A)q(A) = 0.
Teljesen hasonlé érveléssel kaphaté, hogy ¢(t) miniméalpolinomja az A transzforma-
ci6 ker q(A)-ra valé lesziikitésének, és ezzel a bizonyitds kész. O

A (7.7.1) tétel és a (7.7.2) allitas alapjan igaz az alabbi
7.7.3 Kovetkezmény. Ha az A € L(V) linedris transzformdcid minimdalpolinomja
felbonthato

m(t) = pi(t) - pa(t) - - - pr(t)
pdronként relativ prim normdlt polinomok szorzatdra, akkor a 'V wvektortér az A-in-
varians
ker p1(A),kerpa(A), ..., kerp,(A)

altereinek direktosszege.

Ekkor az A métrixa abban a bézisban, amely az egyes kerp;(A) direktdssze-
adanddk bazisainak egyesitése

A, 0 ... 0

0 Ay ... ©
A:

0 0 ... A,

alaki. Az A; az A transzformdaci6 ker p;(A)-ra valé lesziikitésének a métrixa.

Mint tudjuk barmely F[t]-beli polinom, tehat egy tetszéleges F test feletti véges
dimenziés V' vektortér egy A linedris transzformaciéjanak m(t) minimdlpolinomja
is felbonthaté paronként relativ prim irreducibilis polinomok pozitiv egész kitevos
hatvanyainak

m(t) = (p1(8)™ - (pr(8)™

szorzatara. A (7.7) kovetkezmény biztositja, hogy akkor a V' vektortér is felbomlik

V =kerp/" (A) @ --- @ kerp)""(A)
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A-invaridns altereinek direktosszegére. A konnyebb kovethetéség érdekében
vezessiik be a kovetkezo jelOléseket:

kerp'(A) =V; (i=1,...,7),

és a p;(A) transzformdcié Vj-re vald lesziikitését jelolje B;. Tehét B; a Vi vek-
tortérnek a linedris transzformécidja, éspedig olyan, hogy m,-edik hatvanya a zéré
transzformacio. Ezeket nilpotens transzformacioknak nevezziik. Ha B egy nilpotens
transzformacié, akkor azt a legkisebb m pozitiv egész kitevét, amelyre B™ =0 a B
nilpotencia fokdnak nevezzik, és azt mondjuk, hogy B m-edfokban nilpotens. Meg
fogjuk mutatni, hogy amennyiben az irreducibilis p;(¢) polinom fokszama k;, akkor
a V; vektortér dimenziéja nem kisebb, mint k; - m; . Ezt az allitast fogalmaztuk meg
az alabbi tételben.

7.7.4 Tétel. Ha az A € L(V) linedris transzformdco minimdlpolinomja p™(t),
ahol p(t) k-adfoki irreducibilis polinom, akkor V dimenzidja legalabb k- m .

Bizonyitas. Mivel A minimélpolinomja p™(t), biztosan van olyan v € V' vektor,
hogy p™~1(A)(v) # 0. Meg fogjuk mutatni, hogy a

v, Aw), ..., AR (),
pAW), AW, .. (pAA) ),
PN A W), G AW, .. (L (A) A )

vektorrendszer linedrisan fiiggetlen. Az allitdssal ellentétben tegyiik fel, hogy a

k—

m—1 1
(%) D B (A)A) () =0
=0 j

=0

linedris kombindciéban van nemzéré egyiitthaté. Legyen £(> 0) az a legkisebb index,
amelyre van olyan j, hogy (¢; # 0. Alkalmazva a (*) vektoregyenlet mindkét oldalara
a p™=1(A) transzforméciot, kapjuk, hogy

m—1k—1

k—1
P (A) (z > 8 <pf<A>Aﬂ‘><v>) =Y B () A4%) (0) =0,
=0

i=0 j=0

és van olyan j index, hogy (¢; # 0. De ez lehetetlen, mert p™~1(A)(v) # 0 vektor
benne van a p(A) transzformdci6é magterében és p(t) irreducibilis k-adfokd polinom,
ennélfogva a

P A ), A (PN A)(0)) 1 AT (P (A) ()

vektorrendszer linedrisan fliggetlen, amint azt a (7.1.5) tétel bizonyitasa soran lattuk.
Az ellentmondés abbdl az indirekt feltevésbol szarmazott, hogy a (*) linedris kombi-
nacioban van nemnulla 3;; egyiitthaté. Ezzel igazoltuk, hogy V-nek van m -k elemi
linearisan fiiggetlen vektorrendszere, kovetkezésképpen dimenzidja legalabb m - k.
O
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Az éppen bebizonyitott tételnek van egy érdekes kiovetkezménye. Azt lattuk,
hogy egy n-dimenzids V' vektortér minden A € L(V) linedris transzformécidja gyoke
valamely legfeljebb n? fokt polinomnak. Ezt az eredményt lényegesen élesiteni lehet,
ami a fokszamot illeti.

7.7.5 Kovetkezmény. Ha V n-dimenzids vektortér, akkor bdrmely A linedris
transzformdcidjanak minimdlpolinomga legfeljebb n-edfoki.

Bizonyitds. Az A miniméalpolinomja felbonthaté paronként relativ prim irre-
ducibilis polinomok pozitiv egész kitevos hatvanyainak

m(t) = (pr(8)™ - (pr(6))™

szorzatara. A V vektortér ennek megfeleléen felbomlik
V =ker (p"' (A)) ® - - @ ker (p]"" (4))

direktosszegre. Bevezetve a deg p;(t) = k; (i = 1,...,r) jeloléseket, az el6z6 tétel
alapjan kapjuk, hogy

deg m(t)=mq-ki+---4+my -k, <

< dimker (p"* (4)) + - - - + dimker (p]""(A)) = dim V = n.

O

Ezideig nem mutattunk arra példéat, hogy egy linedris transzformécié minimélpo-

linomjat hogyan hatarozhatjuk meg. Most, hogy mar tudjuk, hogy egy n-dimenzids

V' vektortér minimalpolinomja legfeljebb n-edfoku lehet, kevesebb szamolassal jaré
feladat példat adni egy transzformécié minimalpolinomjanak meghatdrozasa.

3 Példa. Tekintsiik a 3-dimenzids valos V' wvektortér azon A linedris transzfor-
mdacidjat, amely a tér eqy X = {v1,va,v3} bdzisdnak vektorait rendre az A(v1) =
v + vo + v3, A(ve) = v1 + vy és A(vs) = vy vektorokba viszi. Hatdrozzuk meg az A
minimdlpolinomgjat!

A megoldds lényege az, hogy az A lehetl legkisebb kitevOs hatvanyat kell
megtalalnunk, amely kifejezhet6 az alacsonyabb kitevGji hatvanyok linearis kom-
bindciéjaként. Kihasznalva, hogy L(V') izomorf a 3 x 3 tipust matrixok terével, a
szamitasokat végezhetjik az A hatvanyainak az X bézisra vonatkozé maétrixaival.
Ezek

100 111
A= 01 0| A=|11 0
001 100
3 21 6 5 3
A2=12 2 1| A’=|5 4 2
111 3 21

Annak érdekében, hogy hasznalhassuk az elemi bazistranszformécids technikat,
a matrixok terében rogzitjitkk az Mayxs = {E;; (4,5 = 1,2,3)} bazist, ahol E;; az
a 3 x 3 tipust métrix, amelynek i-edik soranak j-edik eleme 1, minden maés eleme
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pedig nulla és a fenti matrixok e bazisra vonatkozoé koordindta vektoraval szamolunk,
amelyek egyszeriien a matrixok elemeinek oszlopba rendezésével kaphatdk.

A A A? A3 A A? A3
Eu| 1 1 3 6 En| 1 2 5
En| 0 1 2 5 Enw|l 1 2 5
Eis| 0 1 1 3 Eis| 1 1 3
Exy| 01 2 5 Eyy| 1 2 5
Foo| 1 1 2 4|7 Exn| 1 1 3|

Eys| 0 0 1 2 Exss| 0 1 2
Ey| 0 1 1 3 B3 1 3
E32 0 0 1 2 E32 0 1 2
Es3 0o 1 1 Ao 11

A2 A3 A3

Ei| 1 2 Eun| 0

Ein| 1 2 Ei| 0

Eiz| 0 0 Eiz| 0

Fo 1 2 FEoy 0

Ex| 0 0|7 Exl| 0

E3 2 A2 | 2

Al 1 3 Al 1

Es| 1 2 Es | 0

A0 1 1 A0 | —1

Az utolsé tablizatbdl kiolvashatd, hogy A3 = 242+ A — A vagy atrendezés utdn
A3 242 - A4+ A" = 0, amibdl kapjuk, hogy a miniméalpolinom m(t) = t3—2t2—t+1.
O
Amint a példabdl is kideriil, sajnos a médszer hatranya, hogy viszonylag kicsi di-
menziéju vektorterek esetén is igen nagyméretii, a dimenzidval négyzetesen névekvo
komponenst vektorokkal kell dolgoznunk, ami még szamitégép alkalmazdsa mel-
lett is kényelmetlenné valhat, minthogy &ltalaban a tombok mérete korlatozott.
Az aldbbiakban néhany nagyon egyszerii allitdsra témaszkodva bemutatunk egy
masik lehetséges mddszert a minimalpolinom meghatarozasara, ami nem feltétlen
jar ugyan kevesebb szdmolassal, de a dimenziéval egyenlé komponensii vektorokkal
dolgozhatunk.
A médszert alatdmaszto allitasok a kovetkezdk:

7.7.6 Allitas. Legyen V' az F test feletti vektortér és A linedris transzformdcidja.
Tetszdleges nemzéré v € V. wvektorra legyen p(t) € F[t] az a minimdlis fokszdmi
(normdlt) polinom, amelyre p(A)(v) = 0. Akkor p(t) osztoja az A m(t) minimdlpo-
ltnomjdnak.

Bizonyitas. Maradékos osztast végezve kapjuk, hogy
m(t) = q@)p(t) +r(t) é  0<degr(t) <degp(t),

amibe A-t helyettesitve
m(A) = q(A)p(A) +r(A)
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adédik az A megfeleld polinomjaira. Alkalmazva az m(A) transzformaciét a v vek-
torra, kapjuk, hogy

0 =m(A)(v) = q(A)p(A)(v) + r(A)(v) = r(A)(v),
ami a p(t) polinom fokszdmadra tett kikotésiink szerint csak akkor teljestilhet, ha
r(t) =0, és ezzel igazoltuk az allitast. O

7.7.7 Allitas. Legyen az F test feletti V vektortér egy bdzisa X = {vi,...,on}
és A € L(V). Minden v; € X bdzisvektorhoz legyen p;(t) € F[t] az a minimdlis
fokszdamai (normdlt) polinom, amelyre p;(A)(v;) = 0. Akkor az A m(t) minimdlpoli-
nomja a p1(t), ..., pn(t) polinomok normalt legkisebb kizos tébbszirdse.

Bizonyitas. Jelolje k(t) ap;(t) (i =1...,n) polinomok normalt legkisebb k6zos
tObbszOrosét, és legyen v € V' tetszoleges vektor. Akkor

V=€V + -+ Epln,

k(A)(v) = e1k(A)(v1) + -+ - + enk(A) (v, =0,
mert minden i(=1,...,n)-re
k(t) = a:(t)pi(t) ,
és igy

k(A)(vi) = qi(A)pi(A)(v;) = 0.

Tehat A gyoke a k(t) polinomnak. Mivel mindegyik p;(¢) osztéja m(t)-nek, k(t) |

m(t) is teljesiil a legkisebb koz6s tobbszoros definicidja értelmében. Mésrészt a mini-

mélpolinom minden olyan polinomnak osztéja, amelynek A gyoke, ezért m(t) | k(t)

is fenndll. Akkor, minthogy mindkét polinom normalt k(t) = m(t), amint allitottuk.

O

Az el6z6 két allitasra tamaszkodva bemutatunk egy mésik példat minimalpoli-
nom meghatarozésra.

4 Példa. Legyen V megint 3-dimenzids valds vektortér és az X = {v1,va,v3} bdzisd-
nak vektorait vigye az A transzformdcio az A(vi) = v + 2v9, A(vy) = v1 — vg €s
A(vs) = —vy1 + v vektorokba. Hatdrozzuk meg az A minimdlpolinomjdt!

El6szor meghatarozzuk a vy vektort a nullvektorba képezd minimalis fokszamu
polinomjat A-nak. Mivel

AQ(’Ul) = A(’Ul) + 2A(U2) =v1 + 2v9 + 2(1)1 — 1}2) = 3vy,

azonnal kapjuk, hogy
pi(t) =t>—3.

Tekintve, hogy az X’ bazisban A, A2, illetve p;(A) = A% — 31 matrixai

1 1 -1 3 0 -2
A=|2 -1 0 A2=10 3 -2
0 0 1 00 1
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és
00 —2
A2-3E=|0 0 -2
00 —2

azonnal lathaté, hogy pa(t) = pi1(t), de pi1(A)(vs) # 0, és az is kiolvashaté, hogy
A%(v3) = —2v1 — 2v9 + v3. Az utébbi felhaszndlaséval azonnal kapjuk, hogy

Ag(vg) = —2A(U1) — 2A(U2) + A(Ug) =

—2(’[)1 + 2’02) — 2(2}1 — 1)2) + (—1)1 + ’U3) = —5v1 — 2u9 4+ v3.

Az X Dbézisra vonatkozé koordindta vektorokkal dolgozva hatdrozzuk meg a ps(t)
polinomot. Nem szabad elfeledjiik, hogy a vs vektort a béazisban kell hagyjuk az
elemi bazistranszformaciéknal!

Avs A2vs; Advs Avs Advs Advs
vy| -1 -2 =5 vy -3 A(vs) 3
vl 0 —2 |7 A2wy) | 0 17 A2(vs) 1
V3 1 1 1 V3 1 0 U3 -3

Az utols6 téblazatbdl kiolvashatd, hogy A3(v3) = A%(v3) + 3A(v3) — 3vsz, amit

dtrendezve kapjuk, hogy A3(v3) — A%(v3) — 3A(v3) + 3vs, tehat
pa(t) =1 —t* =3t +3=(t*-3)(t —1).

Most kénnyen megéllapithatjuk, hogy ps(t) a hdrom polinom legkisebb kézos tobb-
szorose, és igy az A transzformécié minimaéalpolinomja. O

Fel kell hivjuk az olvasé figyelmét, hogy ha valamely bazisvektort a transzfor-
macionak csak a tér dimenzidjaval egyenld fokszamu polinomja képezi a nullvek-
torba, akkor az biztosan a transzformdacié minimélpolinomja, hiszen annak foka
nem nagyobb a tér dimenzidjandl, igy nincs sziikség a tovabbi bazisvektorokat a nul-
lvektorba képezo transzformécié polinomok meghatirozasara. Példaul, ha az el6z6
példaban el6szor a vs vektor ”polinomjat” hataroztuk volna meg, azonnal kaptuk
volna a trnszformacié minimélpolinomjat.

7.7.1 Nilpotens transzformaciék

Azt 1attuk, hogy ha egy A linedris transzformacié minimélpolinomjénak p(t) irre-
ducibilis faktora m-szeres multiplicitasi, akkor p(A)-nak az A-invaridns ker p"(A)
altérre valé B leszilikitése m-edfokban nilpotens. Ezért célszerii a nilpotens transz-
formaciokat kicsit részletesebben vizsgalni.

7.7.8 Tétel. Legyen B m-edfokban nilpotens linedris transzformdcidja a W
vektortérnek. (1) Ha v olyan vektora W-nek, hogy B™ '(v) # 0, akkor a
{v,B(v),...,B™ Y(v)} vektorrendszer linedrisan figgetlen, (2) van olyan B-invari-
dns W1 altere W -nek, hogy W = lin (v, B)® W7y, és (3) W ezen direkt felbontdasdban
szerepld alterek izomorfidtdl eltekinve egyértelmiien meghatdrozottak.
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Bizonyitas. Az (1) allitds igazoldsa. Van W-nek olyan v vektora, amelyre
B™ 1(v) # 0, mert kiilénben B nilpotencia foka legfeljebb m—1 lehetne. Igazolando,
hogy a {v, B(v),..., B™ !(v)} vektorrendszer linedrisan fiiggetlen. Legyen

m—1
Z ;B'(v) =0.
=0

Ha ebben a linearis kombinaciéban lenne nemnulla skalaregytitthatd, és mondjuk
a; (0<j<m-—1) a legkisebb indexti nemzéré egyiitthato, akkor

Bt <mz_:1 aiBi(U)> =a;B™ ) =0,

i=0
ellentmondana a B™ !(v) # 0 feltételnek. Ezért ap = a3 = ... = a1 = 0
kell teljesiiljon, s ez igazolja a {v, B(v),..., B™ (v)} vektorrendszer linearis fiig-
getlenségét.

A tétel (2)-es allitasat a B nilpotencia foka szerinti teljes indukciéval bizonyitjuk.
Ha m = 1, akkor W tetsz6leges nemzér6 vektora jatszhatja v szerepét, és azt ki-
egészitve W béazisava, a kiegészité vektorrendszer altal generdlt Wi B-invaridns
altérrel W = lin (v) & Wy . Tegyiik fel, hogy m — 1-edfokban nilpotens transzfor-
mécidkra az &llitas igaz. Az im (B) W-nek B-invaridns altere, amelyre valé le-
sziikitése B-nek m — l-edfokban nilpotens, ezért az indukciés feltevés szerint, van
olyan Wy B-invaridns altér, hogy im (B) = lin (B(v), B) & Wy . Fel kell hivjuk az
olvasé figyelmét arra, hogy im (B) direkt-Osszegként vald el6allitasaban az elsé tagot
a képtérbdl valo linedrisan fiiggetlen {B(v), ..., B™ !(v)} vektorrendszer generélja.
Legyen Wy = {w € W | B(w) € Wy} . Nyilvanvaléan W altere W-nek és invaridns
B-te nézve. Megmutatjuk, hogy lin (v, B) U W generélja az egész W vektorteret.
Tekintsiink egy tetszéleges © € W vektort. Mivel B(x) € im (B), eléallithat6

m—1
B(z)= )Y aB'(v)+w weW
i=1
alakban, amit atalakithatunk és a
m—2 )
B(z)=B (Z ai+1BZ(U)> +w
i=0
kifejezést kapjuk. Ebbol atrendezéssel nyerjik, hogy
m—2 ]
B (:c - Z aH_le(v)) =w.
i=0
Akkor W értelmezése alapjan, kovetkezik, hogy
m—2 ) L
z— Y ai1B'(v) € W,
i=0

és mivel Z?IOQ a;+1B%(v) € lin (v, B) , igazoltuk, hogy W tetszbleges = vektora el64l-
lithat6 egy lin (v, B)-beli és egy Wo-beli vektor dsszegeként. Sajnos lin (v, B) N W
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tartalmazhat nemzéré vektort, ezért nem valaszthatjuk egyszertien Wo-t Wi-nek.
Ugyanakkor, ha

x € lin (v, B)N Wy akkor B(z) € lin (B(v), B) N Wy,

amibél kovetkezik, hogy B(z) = 0. Akkor viszont = csak a B™~!(v) skaldrszorosa
lehet és ezért
x € lin (B(v), B) N Wy = {0}

is teljestil, tehat x = 0, igazolva, hogy
lin (v, B) N Wy = {0}.

Mivel lin (v, B) "W és Wy diszjunkt altere Wo-nak, Wy egy béazisat megkaphatjuk
tgy, hogy a lin (v, B) N Wy altér valamely V bazisdnak és Wy egy W bézisanak
egyesitését tovabbi wy, ..., w, vektorokkal egészitjiik ki. Legyen

Wi =lin(WU{ws,...,we}).

Akkor nyilvanvaldéan
W =lin (v, B) & W1

teljesiil, igy csupan az szorul még bizonyitasra, hogy Wi is invaridns B-re nézve. Ez
abbdl kovetkezik, hogy mivel Wy C W1 C Wy, a Wi-beli vektorokat a B transzfor-
macié Wy-ba képezi, ami az indukcios feltevés szerint B-invaridns altér.

(3) Nem nehéz beldtni azt sem, hogy ha o € W egy masik olyan vektor, hogy
lin (4, B) is m-dimenziés, akkor W = lin (#, B) @ W, direktésszegre bontdsaban sz-
ereplé B-invarians Wi altér izomorf Wi-gyel. Ez egyszer{ien abbdl a ténybol adédik,
hogy lin (v, B) és lin (0, B) dimenziéja egyenld, nevezetesen m és igy dim W és
dim W, dimenzidja is egyenld, marpedig azonos test feletti egyenlé dimenziéju vek-
torterek izomorfak. Ezzel a bizonyitdst befejeztiik. a

Ha az el6z6 tételben igazolt felbontast tovabb folytatjuk, most mar a Wy vek-
torteret — amelyre vald lesziikitése B-nek nyilvan m;(< m)-edfokban nilpotens —
eléallitjuk Wi = lin (vq, B) @& Wy direktosszegként, majd Wa-t bontjuk hasonléan
tovabb, aztan Ws-t és igy tovabb. Véges 1épésben el kell jussunk egy W, B-invari-
ans altérhez, amely mar lin (v, B) alaki. Ezt fogalmaztuk meg az aldbbi tételben.

7.7.9 Tétel. (1) Ha B m-edfokban nilpotens linedris transzformdcidja a véges
dimenzios W wvektortérnek, akkor vannak olyan (m >)my > ... > m, pozitiv egész
szdmok és vg,v1,...,v, € W wvektorok, hogy a

o, B(UO)a KR} Bm_l(UO)

U1, B(’Ul), cey Bml_l(vl)

ve, B(v.), ..., B™ (v,

vektorrendszer W -nek bdzisa és

W =lin (vg, B) @ lin (v1, B) & - - - & lin (v,., B) .
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(2) Az (m >)my > ... > m, pozitiv egész szamok sorrendtdl eltekintve egyértelmien
meghatdrozottak a W vektortérre és a B nilpotens transzformdaciora jellemzdk.

Figyelemre mélté a B matrixa a fenti tételben adott bézisban. A B métrix
majdnem minden eleme nulla, csak kozvetleniil a fédiagonalis alatt vannak rendre
m—1,m; —1,...,m, — 1 l-esekbdl all6 ldncok, és mindegyik ilyen lancot egy 0
kovet.

7.7.2 A Jordan-féle kanonikus alak

Ha a V vektortér F operdtortartomanya algebrailag zart test, akkor mivel minden
F[t]-beli polinom elséfoku irreducibilis polinomok pozitiv egész kitevés hatvéanyainak
szorzata, igy barmely A € L(V) linedris transzformécié minimélpolinomja is

m(t) = (= )™ - (= A)™

alaku, ahol A\q,..., \. € F. Ekkor

V=ker(A—MD)"™)@---dker(A—\I)")
a vektortér megfelels direktosszegre valé felbontdsa, és a W; = ker (A — N\ I)™)
altérre vald lesziikitése az A — A\;I transzforméacionak m;-edfokban nilpotens. A
(7.7.9) tétel szerint minden i(= 1,...,r)-re, léteznek olyan (m;o >)m;1 > ... > mys
pozitiv egész szamok és v, vi1, - - ., Vis € W; vektorok, hogy a

V0, (A — /\iI)(UiO); ceey (A — )\iI)m"’O_l(vio)

Vil, (A — AiI)(Uil), ceey (A — )\iI)m“_l(Uﬂ)

Vis, (A — )\iI)(’Uis), RN (A — )\,L'I)m”_l(’uis)
vektorrendszer W;-nek bazisa és

W; = lin (Ui07 (A — )\zl)) @ lin (Uila (A — )\zI)) @---@®lin (Ui37 (A - AzI)) .

Vegyiik észre, hogy most a lin (vi;,(A — \I)) (j = 0,...,s) alterek invaridnsak
nemcsak A — \;I-re, de A-ra nézve is.

Az A transzformécié Wi-re valé lesziikitésének A; matrixa a fenti bédzisban
kiilonosen figyelemre mélté. Mivel minden j(=0,..., s)-re

A((A = XND)")(vyg) =

. { ((A — )\iI)k+1)(U¢j) + )\2((14 — )\il)k(vij) ha 0<k< Myj — 1,
o )\l((A — )\Z-I)k(vij) ha k= mij — 1

az A; matrix fédiagondlisaban mindentitt a \; skalar talalhato, kozvetlentil alatta
pedig m;o — 1, m;1 — 1, ..., m;s — 1 hosszisagu egyesekbdl allé lancok melyeket



212 7. FEJEZET INVARIANS ALTEREK

egy—egy 0 kovet, és a matrix minden més eleme nulla. Teh&t

A 0O ... 0 0O ... ... 00 ... 0 O
1 XN ... 00 ... ...0 0 ... 0 O
0 1
Ai 0O
0 O 1 N 0 0 0 0
A, = 0
0 0 ... 0 O 0 X O 0 0
0 0 ... 0 O 1 N 0 0
0 0 0 0 0 1 0 O
: Ai 0
L 0 0 0 0 0 0 1 N
Véve a V vektortér azon bazisat amely minden (i = 1,...,7r)-re a W; alte-
rek fentiekben leirt bazisainak egyesitése, abban az A transzformécié A matrixa
az A; (i = 1,...,r) métrixok direktOsszege, tehat olyan matrix, amelynek
fodiagondlisdban a Ay, ..., A, skaldrok allnak, a \; pontosan m;g + mi1 + -+ - + Mys-

szer, a fodiagondlis alatt elhelyezkedo elemek pedig egyesekbdl 4ll6 lancok, melyeket
egy—egy zérd vilaszt el egymastdl, és a matrix minden mas eleme nulla. Ez a matrix
az A transzformacié Jordan—féle kanonikus alaki métrixa.

Hangsilyoznunk kell, hogy a transzforméacié Jordan—féle kanonikus alaki
matrixa kizarélag a transzformaciétdl fiige. Erre azért kell felhivjuk az olvasé fi-
gyelmét, mert numerikus meghatarozasakor a transzformdacié matrixat hasznaljuk
mind a minimalpolinom megkeresésére, mind a vektortér direktosszegre bontasahoz,
és mint tudjuk a transzforméacié matrixa attdl fligg, hogy a tér mely bazisara
vonatkozik. Azonban barmely két matrixa egy linedris transzforméciénak hasonld
és hasonlé métrixok minimalpolinomjai egyenldk és hasonlé egyiitthatématrixi ho-
mogén linearis egyenletrendszerek megoldasterei izomorfak.

Az el6z6ekben bemutatott konstrukciébodl azt is kiolvashatjuk, hogy egy A
transzformacié Jordan—féle kanonikus alakd maétrixa pontosan akkor diagondlis
méatrix, ha minden i(= 1,...,7)-re m;p = 1, vagyis ha az A transzformdcié mi-
nimalpolinomjanak minden gyoke egyszeres multiplicitdsi. Ekkor a (t — \;) gyokté-
nyez6hoz tartozo ker (A — \;I) direktosszeadand6 az 1-dimenzids

lin (’Ui(), A— /\iI), c. ,lin (’UZ‘S, A— /\zI)
A-invarians alterek direktosszege. Ez az eredmény karakterizalja a diagonalizalhaté

transzformaciokat, ezért az alabbi kovetkezményben ki is emeljiik:

7.7.10 Kovetkezmény. Legyen V az F test feletti vektortér és A € L(V). Az
A linedris transzformdcid eqyszeriségének sziikséges és elegendd feltétele, hogy A
minimalpolinomgja felbonthaté legyen kilonbiozé F[t]-beli gyoktényezdk szorzatdra.



8. Fejezet

Differencialszamitas

Ez a fejezet az eddig tanult linedris algebra tananyag alkalmazdsaként megmutatja,
hogy hogyan vihet6 4t a derivalt fogalma tobbvaltozds fiiggvényekre. Latni fogjuk,
hogy a derivalt tulajdonképpen az els6 félévben megismert érinté approximéacié fo-
galmanak természetes kiterjesztése a linedris algebra eszkozeivel. Targyalni fogjuk
a derivalt legfontosabb tulajdonsdgait, majd ratériink a tobbvaltozds fliggvények
szélsbértékeinek meghatirozasara.

8.1 Matrixok normaja

Ebben a bevezeto jellegii szakaszban a linedris leképezések, illetve a matrixok
norméjaval, és azok legfontosabb tulajdonsidgaival ismerkediink meg. Amint azt
latni fogjuk, ezzel a norméval ellatva a leképezések vektortere ugyanolyan normélt
teret alkot, amilyenre mar szamos példat lattunk az analizis tanulmanyaink soran.
Igy lehetOségiink nyilik a métrixok terének topoldgiai jellegli vizsgdlatara, amelyre
az alkalmazédsok (példdul Neumann-sorok) szempontjabdl is nagy sziikségiink lesz.

Lényeges szempont a tovabbiakban, hogy az euklideszi terek egy ortonormalt
béazisat rogzitettnek tekintjiik, és nem tesziink kiilonbséget egy linedris leképezés,
illetve annak az adott bazisban vett matrixa kézott. Ugyanarra gondolunk tehat, ha
akar leképezésrol, akar matrixrdl beszéliink. Ez elvi problémat sem okozhat, hiszen
izomorf vektorterek azonositasarél van sz6. Ha valamikor a bézis megvaltoztatasa
keriilne széba, akkor erre kiilon felhivjuk a figyelmet. Egyébként, hacsak mast nem
mondunk, vektortéren mindig valds test feletti vektorteret értiink.

Legyenek tehat a tovabbiakban X és Y euklideszi terek, és dim X = p, illetve
dimY = ¢. Tovébbra is hasznéljuk az L(X,Y) jelolést az X téren értelmezett, ¥
térbe képez6 linearis leképezések vektorterére. Ha torténetesen X = Y, akkor a
révidebb L(X) jelolésmoddal éliink.

Tekintsiink egy A € L(X,Y) linedris leképezést.

8.1.1 Definicié. Az A leképezés norméajan az eqységgomb felszinén felvett értékei
abszolut értékeinek felsd hatdrdt értjik, azaz

|All = sup [|Az] .

llz(l=1

213
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Vilagos, hogy a definiciéban supremum helyett maximum is irhatd, hiszen egy
folytonos fliggvény egy kompakt halmazon Weierstrass tétele értelmében felveszi a
legnagyobb értékét. (Lasd az 1. gyakorlatot.)

Elsé pillantasra nem vildgos, hogy a normat miért éppen igy értelmezziik. Amint
azt latni fogjuk, ez a definicié valdoban normat definidl, de ezt nagyon sok més
modon is meg lehetne tenni. Mondhatnank példaul azt, hogy a normat definidljuk
a legnagyobb abszolit értékili oszlop abszolit értékével, azaz

1/2
||A|| - lrgaé( (Z azy) ’ (81)
vagy éppen vehetnénk norméanak az elemek abszolut értékeinek maximumat is, tehat

Al = _ max ol (5.2
Nem nehéz belatni, hogy a (8.1) és (8.2) relaciok tényleg kielégitik a norma axiémait
(lasd a 2. gyakorlatot). Az &ltalunk bevezetett definicié mellett az sz6l, hogy,
amint azt latni fogjuk, igen praktikus tulajdonsagai vannak, valamint szimmetrikus
matrixokra nagyon szép algebrai jelentése is van. Tovabbi érv az, hogy a fenti két
relacié a normat a matrix elemeinek segitségével értelmezi, igy a norma fligghet
a bézis megvilasztasatol. A 8.1.1 Definicié azonban a leképezés norméjat vezeti
be, amely nem véaltozik 4j bazisra torténd attéréskor, ha a skalaris szorzatot mar
rogzitettiikk. Térjiink tehdt rd az altalunk értelmezett norma tulajdonsagainak
Osszefoglalasara.

8.1.2 Allitas. Az L(X,Y) vektortér a 8.1.1 Definiciéban bevezetett normdval
normdlt teret alkot, azaz

Al >0, és ||A|| =0 akkor és csak akkor, ha A =0,

tovabba
A+ Bl <[All + B, (8.3)

illetve

[AA] = |A] - [lA]
barmely A, B € L(X,Y), és X\ skaldr mellett.

Bizonyitas. A (8.3) egyenlétlenség abbdl adédik, hogy

sup [[Ax + Bz| < sup |Az|| + sup |Bz| ,

flz[|=1 |l|= z[=1

mig a masik két reldcié a definicié nyilvanvalé kévetkezménye. O
Megjegyezziik, hogy a (8.3) egyenl6tlenséget a szokdsoknak megfeleléen hdrom-
szogegyenl6tlenségnek nevezziik.

8.1.3 Allitds. Minden z € X esetén

[Az| < [|A[} - l=]] -
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Bizonyitas. Az allitds trividlis ha x = 0. Ha = # 0, akkor, minthogy x/| ||
egységnyi normaju vektor, a definicié alapjan azt kapjuk, hogy

a1 = 4 (757 )|

ami az allitdsunkat igazolja. |

Az is konnyen beldthaté a definicié alapjén, hogy ||A|| éppen azzal a legkisebb
A nemnegativ szammal egyezik meg, amelyre minden z mellett érvényes az ||Az|| <
Al|z|| egyenlStlenség (lasd a 3. gyakorlatot).

)

8.1.4 Allitds. Ha A és B olyan leképezések, hogy a BA szorzat értelmes, akkor
IBA[| < [IB] - Al -

Bizonyitas. Valoban, barmely = vektor mellett
[(BA)z|| = ||B(Az)|| < |B]l - [|Az]| < | B]| - [|A]l - [|]]

az eloz6 allitasunk alapjan. Innen azonnal adddik az allités. O

A norma néhany praktikus tulajdonsiganak megismerése utan térjiink ra annak
vizsgalatara, hogy vajon milyen algebrai jelentést hordoz egy méatrix norméja. Amint
azt latni fogjuk, sok esetben kénnyebb a norma meghatarozasa az algebrai jelentése,
mint kozvetleniil a definicié alapjén.

8.1.5 Allitas. Tekintsiink egy q X p méretd A mdtrizot. Akkor || A|| megegyezik az
A* A mdtriz legnagyobb sajdtértékének négyzetgyokével.

Bizonyitas. A linearis algebrabdl jol ismert, hogy A*A szimmetrikus pozitiv
szemidefinit matrix, tehat a sajatértékei nemnegativ valds szamok. Legyen most
v1,...,Vp az X vektortérnek egy olyan ortonormalt bazisa, amelyben A*A diagonalis
alaki. A vy, ..., v, vektorok az A* A métrix sajdtvektorai, a megfelel sajétértékeket
jelolje A1,...,Ap. A sajatértékek kozott azonosak is eléfordulhatnak, mindegyiket
annyiszor frtuk ki, amennyi a multiplicitasa. Tegyiik fel, hogy a sajatértékek kozott
a legnagyobb éppen \;. Azt kell igazolnunk, hogy ||A|| = v/ Ax.

Tekintsiink egy tetszéleges x € X vektort, amely egységnyi norméju, és amelyet
a v1,...,vp bazisban az

p
xr = Z T;U;
i=1
linedris kombindcié allit el6. Ekkor

p p
|Az||? = (Az, Az) = (z, A*Az) = <Z mivi,Z)\ixin-}
i=1 i=1

P p
E : 2 § : 2

= )\ixi < )\kxi = )\k )
i=1 i=1

hiszen ||z|| = 1. Ez azt jelenti, hogy [|Az| < +/Ax minden egységnyi normaji x
vektor esetén, azaz ||A|| < v/Ap. Maésrészt ha a fenti levezetésben az x vektornak
éppen a vy bazisvektort védlasztjuk, akkor azt kapjuk, hogy

|Avg||* = (vg, A% Avg) = (vg, \vr) = Mg
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azaz || Al| > v/ Ak, ami az éllitdsunkat bizonyitja. O

8.1.6 Kovetkezmény.  Tegyik fel, hogy A szimmetrikus mdtriz. Jeldlje Amin,
illetve Amax az A legkisebb, illetve legnagyobb sajatértékét. Ekkor

Amin|v]|2 < (0, Av) < Amax|v]]?

s

€s

minden v € X esetén. Nevezetesen ||All megegyezik a |Amax Amin| k02il a nagy-

obbikkal.

Bizonyitas. Tekintsiik az X egy olyan ortonormdlt bazisit, amely az A
sajatvektoraibdl all. Ebben a bazisban a fenti kvadratikus alak négyzetosszegként

all el6, azaz ha a v vektor koordindtdi ebben a bdzisban vy, ..., v,, akkor
P
2
(v, Av) = Z)‘Wi ,
i=1

ahol a \; egylitthatok az A megfelel$ sajatértékei. Innen azonnal adddik a fenti
egyenlStlenség, hiszen S°F_; v = ||v]|2.
Az ||A|| elallitésa a 8.1.5 Allitas kizvetlen kévetkezménye, hiszen ekkor A*A =
A?, és A? sajatértékei éppen az A sajatértékeinek négyzetei. a
A késbbbiekben egy feltételes szélsGértéken alapulé moddszerrel is taldlkozunk
majd a norma meghatarozasara.

8.1.7 Példa. A norma segitségével megfogalmazhatjuk a geometriai sorok
osszegképletének matrixokra érvényes altaldnositasat is. Megmutatjuk, hogy ha
|A]| < 1, akkor I — A invertdlhatd, ahol I az egységmatrix, tovabba

(I—A)t= iA’“. (8.4)
k=0

Itt a végtelen sor konvergencidja normaban értendd, azaz azt mondjuk, hogy
a Y52, A" sor konvergens, és az Osszege az S matrix, ha az S, = Yp_, A"
részletosszegekre igaz, hogy

lim [|S, — S| =0.
n—oo

Az abszolit konvergens sorokrél szolé tételhez teljesen hasonléan megmutathato,
hogy a 7, A sor konvergencidjanak elégséges (de nem sziikséges) feltétele a
S22 o [|A¥|| numerikus sor konvergencidja. Ez utébbi azonban esetiinkben ny-
ilvdnvald, hiszen nemnegativ tagi sorrél van szé, és a részletoszszegek az [|AF|| <
| A||¥ egyenlétlenség alapjan (lasd a 8.1.4 Allitést) feliilré] becsiilheték a 352, || A|*
konvergens geometriai sor részletosszegeivel. Tehat az Osszehasonlitéd kritérium sz-
erint a (8.4) alatti végtelen sor konvergens.

Megmutatjuk, hogy a fenti sor 6sszege éppen az I — A métrix inverze. Az eddigi
jeloléseinket hasznalva

Sp(I—A)y=I—-A"" =T,

hiszen A"T! — 0 a feltételiink szerint. Masrészt nyilvanvaléan S, (I—A) — S(I—A),
hiszen

1Sn (I = A) = S = A)|| < ([T = A[[ - [[Sn = S] = 0.
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Ez azt jelenti, hogy S(I — A) =1, azaz S = (I — A)~!, amit igazolnunk kellett.

Megjegyezziik, hogy a (8.4) formula fontos szerepet jatszik az elméleti koz-
gazdasdgtanban. Az irodalomban a (8.4) alatti végtelen sort Neumann-sornak
is nevezik . A kozgazdasdgi input-output modellekben, ha A jeloli a fajlagos
raforditasi matrixot, akkor az (I — A)~! métrixot az A Leontief-inverzének nevezik.
Fontos kérdés ezekben a modellekben, hogy melyek azok a matrixok, amelyeknek
létezik csupa nemnegativ elemii Leontief-inverze. Az ilyen métrixokat produktivnak
nevezik. Amint azt a (8.4) formuldbdl azonnal lathatjuk, a nemnegativ elemii A
fajlagos raforditdsi matrix produktiv, ha teljesiil rd az ||A|| < 1 feltétel.

8.1.8 Példa. Az elméleti kozgazdasigtan irodalmédban gyakran el6fordul a
dominans sajatérték fogalma, amely egy maétrix abszolut értékben legnagyobb
sajatértékét jelenti. Késobbi tanulmanyainkban latni fogjuk, hogy egy nemnegativ
elemil matrix produktivitdsdnak sziiséges és elégséges feltétele az, hogy a domindns
sajatértéke kisebb, mint 1 (ez a nevezetes Perron-Frobenius-tétel). Nem art felhivni
a figyelmet arra, hogy ez a fogalom &altalaban nem egyezik meg a matrix normajaval.
Ha X jeloli az A matrix domindns sajatértékét, akkor mindenesetre

A< [IA]

am egyenl6ség pontosan akkor érvényes, ha A alkalmas bazisban diagondlis alakra
hozhaté (lasd a 7. gyakorlatot). Tekintsiik példaul a nem diagonalizélhatd

.

matrixot. Ekkor az A matrixnak A = 1 kétszeres sajatértéke, de a 8.1.5 Allités
alapjan konnyen ellenérizhetd, hogy ||A|| = (1 +v/5)/2.

8.2 Differencialhatosag

Ebben a szakaszban bevezetjiik a tobbvaltozés fiiggvények derivaltjanak fogalmét.
Vegyiik észre, hogy a fogalom természetes dltalanositasa az elsd éves analizisben
megismert érintd approrimdcid fogalmanak, és tulajdonképpen semmi djat nem tar-
talmaz. Pusztdn a linearis leképezés fogalmat hasznéljuk az egydimenzids esetnél
altaldanosabb értelemben.

8.2.1 Definicié. Legyenek X és Y euklideszi terek, és tekintsik az f : X — Y
leképezést, amely értelmezve van az x € X pont eqy kérnyezetében. Azt mond-
jJuk, hogy f differencidlhaté az x pontban, ha taldlhaté olyan A € L(X,Y) linedris
leképezés, hogy barmely v € X, v +v € Dy esetén

flz+v) = f(z) + Av +r(v)

ahol lim,_ ||[7(v)||/||v]] = 0. Ebben az esetben az A leképezést az f derivdltjanak
nevezziik az x pontban. Jelolése A = f'(z).

Megjegyezziik, hogy az érinté approximéacié fogalmahoz hasonléan a fenti
definicié azt fogalmazza meg, hogy az x pont egy kornyezetében az f fliggvény
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jol, azaz kis ordé nagysdgrendben kozelitheté az A linedris leképezéssel. Viladgos
ugyanis a definiciobdl, hogy az r : X — Y fiiggvény kis ordé nagysdgrendi az x
kornyezetében.

Nem latszik a definiciébdl, hogy a derivalt egyértelmiilen meghatirozott, azaz
csak egyetlen olyan A linearis leképezés létezhet, amely kielégiti a fenti definiciot.
Erre ad vélaszt az alabbi allitas.

8.2.2 Allitas. A derivdlt egyértelmiten meghatdrozott.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az A és B linearis leképezések egyarant eleget
tesznek a definicié kovetelményeinek, azaz, ha x +v € Dy, ugy

fle4+v) = f(z)+ Av+r(v)
fle+v) = f(z)+ Bv+q),

ahol r és ¢ kis ordé fiiggvények. Ekkor a C' = A — B jeloléssel a Cv = r(v) — q(v) =
o(v) egyenldséghez jutunk, amely ugyancsak kis ordé fliggvény. Tehdt tetszéleges
v # 0 vektor mellet

[Coll _ ICGOI _ oGl

ol el 15l ’

ha n — oco. Ez azt jelenti, hogy Cv =0, azaz C = A— B =0. |

Nyilvanvalé, hogy ha f differencidlhaté az & pontban, akkor ott folytonos is.
(Lasd a 8. gyakorlatot.) Azt is belatjuk, hogy egy linearis leképezés mindeniitt
differencialhaté, és a derivaltja sajat maga.

8.2.3 Allitas. Ha f linedris, akkor minden v € X pontban differencidlhato, és

f'x) = f.

Bizonyitas. Valéban, alkalmazzuk a definiciét az A = f, r = 0 szereposztas
mellett. -

8.2.4 Példa. Tekintsiik az f : X — R, f(z) = (x, Bx) kvadratikus alakot, ahol
B € L(X) szimmetrikus transzformacié. Megmutatjuk, hogy f minden z € X
pontban differencidlhatd, éspedig f'(x) = 2Bxz.

Valéban, barmely v € X vektor mellett

f@+v)— ) = (o+v,B@+v) -z Ba)
= (v, Bz)+ (z, Bv) + (v, Bv)
= (v,2Bz) + (v, Bv) ,

hiszen B szimmetrikus. Allitdsunk igazoldsghoz tehat elég megmutatni, hogy (v, Bv)
kis ordé nagysagrendii. Ez azonban egyszeriien lathaté a

(v, Bv)| < 1B - [[o]|?

egyenlGtlenséghdl.
Megjegyezziik, hogy ebben a példdban 2Bx azt az L(X,R) = X* térbeli linedris
fliggvényt jelenti, amelynek matrixa az a sorvektor, amelynek elemei éppen a 2Bx

koordinatéi. Nevezetesen
2Bx(v) = (v, 2Bx)
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barmely v € X esetén.

Az alabbiakban o6sszefoglaljuk a derivélt legfontosabb tulajdonsagait. A kovet-
kez6 allitas egyszerien adddik a definicidbdl.
8.2.5 Allitas. Tegyiik fel, hogy az f és g fliggvények egyardnt differencidlha-
tok az x € X pontban, és legyen N € R tetszbleges. Akkor f + g, illetve A\f is
differencidlhatok az x pontban, és

(f +9) (@) f'(x) +4'(x)
(AN (@) = Af(x)

Az alabbi tétel az Osszetett fiiggvény derivalasi szabdlyat altalanositja euklideszi
terekre. Vegyiik észre azonban, hogy e tétel bizonyitasa szinte sz6 szerint megegyezik
az analizisben tanulttal.

Legyenek tehat X, Y és Z euklideszi terek, és tekintsiik az f : X — Y, valamint
ag:Y — Z figgvényeket. Tegylik fel, hogy x belsé pontja az f értelmezési
tartomanyanak, és f(x) is bels6 pontja a g értelmezési tartomanyanak.

8.2.6 Tétel. Ha f differencidlhaté az x pontban, tovdbbd g differencidlhato az
f(x) pontban, akkor go f is differencidlhaté az x pontban, éspedig

(g0 f)(z) =g (f(x))f ().

Bizonyitas. A feltételeink azt jelentik, hogy

fla+v) = f()+ f@w+r(v),

illetve
9(f(z) +u) = g(f(2)) + ¢'(f(@))u+ q(u)

ahol r és ¢ egyarant kis ordé nagysagrendiiek. Ha most v € X tetszOleges, akkor az
u= f(x+wv)— f(z) jeloléssel

9(f(z +v)) = g(f(2)) "(f(@))u+q(u)

)
= )(f(z +v) = f(2)) + q(u)
) /
)

(f'(@)v +r(v) + q(u)
fl@o+ g (f(@)r(v) + q(u) .

Azt kell igazolni, hogy ¢'(f(x))r(v) + q(u) kis ordé nagysdgrend(i v szerint. Ezt
tagonként mutatjuk meg. Az elsé tagra ez a megdllapitas nyilvanvald, hiszen

i U EDr)] LG

v=0 o] =0 o]

A maésodik tag kis ordé nagysdgrendii u szerint. Ez azonban v szerint is igaz, ugyanis

| 0, ha f(x +v) — f(z) =0
Hq\(uf” Wt J@I - ha f(z+0) — f(z) #0

[[ul [l

9
9
=49
9

< |lg'(f(2))]] lim

llg(u)
o]
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Mivel az f folytonossdga miatt v — 0 esetén u — 0 is fenndll, azért

la(w)l _
v=0 ]| ’
hiszen az
1f(z+0) = f@)] _ [/ (@)v+r@)l _ 1 @) + [[r (o)l
[[v]] [[v]] B [[v]]
tort korlatos. O

Ha esetiinkben dim X = p, dimY = ¢ és dim Z = r, akkor ¢'(f(z)) r x ¢, illetve
f(x) g x p méretli matrixok, és ennek megfeleléen a (g o f)'(z) szorzatmdtrix r x p
méreti.

8.2.7 Tétel. Legyen f : X — R differencidlhato az x pontban, €és tegyiik fel, hogy
az x pontban az f figgvénynek lokdlis szélséértéke van. Akkor f'(x) = 0.

Bizonyitas. A feltételiink mellett tetszéleges v € X esetén a g : R — R,

gt) = f(z +tv)

fiiggvénynek a 0 pontban lokalis szélsGértéke van. Masrészt a 8.2.6 Tétel szerint g
differencialhat6 a O pontban, és

Ez éppen azt jelenti, hogy f'(x) = 0. O
A figgvény értelmezési tartomanyanak azon pontjait, ahol a fliiggvény differ-
encidlhato, és a derivalt zérus, kritikus pontoknak nevezzik.

8.2.8 Példa. Legyen B € L(X) szimmetrikus transzformécié, és tekintsik a
Q(z) = (x, Bx) kvadratikus alakot. Keressiik meg a () szélsGértékeit. A 8.2.4 Példa
szerint Q) differencialhatd, és Q'(x) = 2Bx. A 8.2.7 Tétel alapjan a kritikus pontok
a

Q'(z) =2Bx =0

homogén linearis egyenletrendszer megoldésai, azaz a ker B altér elemei. Vildgos,
hogy ezek a kritikus pontok minimumbhelyek, ha B pozitiv szemidefinit, maximumbhe-
lyek, ha B negativ szemidefinit, illetve egyikiik sem szélséértékhely, ha B indefinit.

8.3 Parcialis derivaltak

Természetes kérdés a derivalt fogalmanak bevezetése utan, hogy vajon hogyan
hatarozhaté meg a derivalt matrixa. Ezt a kérdést vizsgdljuk meg ebben a sza-
kaszban.

Legyenek tehat a tovabbiakban X és Y olyan euklideszi terek, amelyekre
dimX = p, és dimY = ¢. Tekintsiink egy olyan f : X — Y fiiggvényt, amely
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differencidlhat6 az € X pontban. Ekkor a definicié szerint f'(x) € L(X,Y), azaz
a matrixa ¢ X p méretii. Mivel

fi

f2

r="

fq
ahol az f; fiiggvények az f koordindtafiiggvényei, azért az f’'(r) métrix sorait az
egyes koordinatafiiggvények derivaltjai alkotjak, azaz

fi(@)

pa = | 5

fi()

Elegend6 tehat megvizsgélni, hogy hogyan allithato el egyetlen koordinatafiiggvény
derivaltjanak a matrixa. Ezért feltehet6, hogy Y = R.

Megjegyezziik, hogy az f differencialhatosagabdl kovetkezik a koordinatafiigg-
vények differencidlhatéséga, és forditva, ha az f minden koordinatafiiggvénye differ-
encidlhaté, akkor f is differencidlhaté (ldsd a 9. gyakorlatot).

Tekintstink tehat egy f : X — R fiiggvényt, és jelolje eq, ..., e, az X rogzitett
ortonormalt bazisat.

8.3.1 Definicié. Legyen x € X az f értelmezési tartomdnydnak belsé pontja. Azt
mondjuk, hogy f parcidlisan differencidlhatd az i-ik vdltozo szerint az x pontban, ha
létezik a

lim = (f(z + tes) — f(2)) = Dif (2)

hatarérték, és ez véges. A D; f(x) hatdrértéket az f parcidlis derivdltjanak nevezzik
az x pontban.

Ha bevezetjik a g(t) = f(x+te;) fiiggvényt a szdmegyenesen, akkor az f parcialis
differencidlhatésaga az i-ik valtozo szerint az x pontban azt jelenti, hogy ¢ differ-
encidlhaté a 0 pontban, és ¢'(0) = D;f(x). Ennek az a szemléletes tartalma, hogy
az f figgvényt csak az i-ik valtozdjaban vizsgédljuk, a tobbi valtozdt rogzitett kon-
stansnak tekintjlik az x pontban.

8.3.2 Példa. A definicié figyelmes atolvasasdval lathatjuk, hogy elészor a be-
helyettesitést végezziik el, csak utdana a formalis derivalast. Tekintsiik példdul az
f:R? - R,

f(z,y) = e® Y2 /3 4 22 4 y2(22 — 3y — 6)°sin? (7 + x) cos? (7 + )

fliggvényt, és hatarozzuk meg az y szerinti parcialis derivéltjat az origéban. Minden
szadmoléds nélkiil azonnal lathat6, hogy Dy f(0,0) = 0, ugyanis az x = 0 tengely
mentén az f fliiggvény azonosan nulla.

8.3.3 Allitas. Ha f differencidlhato az x pontban, akkor f minden vdltozoja szerint
parcidlisan differencidalhato az x pontban, éspedig

Dif(x) = f'(x)e; .
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Bizonyitas. Valéban, a differencialhatésag miatt

1 1 r(te;
Lf o) — f(a)) = (@) (ted) +rlte) = fae; + "D
amibél t — 0 mellett azonnal adédik az Allités. 0O

8.3.4 Példa. Megjegyzendd, hogy a fenti allitas nem fordithaté meg. Nevezetesen
nem nehéz példat mutatni olyan fiiggvényre, amely valamely pontban parcidlisan
differencidlhaté az Osszes valtozdja szerint, de a fliggvény még csak nem is folytonos
abban a pontban. Tekintsiik példaul a sikon az

2xy 2 2
f(x,w:{ g7 D2zt Yt #0

0, kiilonben
figgvényt. Konnyen lathat6, hogy D;1f(0,0) = Dyf(0,0) = 0, azonban f nem
folytonos az origéban. Valoban, f a koordinatatengelyek mentén zérus, mig a 45°-os
egyenes mentén 1, igy f az origd barmely kornyezetében egyarant felveszi a 0 és az
1 értékeket is.

A parciilis derivaltak ismerete mar lehet6vé teszi a derivalt métrixanak felépi-
tését. Amint lathatjuk, ha f : X — R az x pontban differencialhato fiiggvény, akkor
f'(x) olyan 1 x p méret{i métrix, amelynek i-ik eleme éppen D; f(z). Ezen észrevétel
alapjan a keresett matrix mar konnyen megadhaté.

8.3.5 Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy az f : X — Y filiggvény differencidlhato
az x pontban. Akkor az eddigi jeloléseinket megtartva

Difi(z) Dafi(z) ... Dpfi(z)

. Difo(z) Dofa(z) ... Dpfa(x)
fi(z) = : :

leq(a:) D2fq(x) Dpfq(x)

Megjegyezziik, hogy a derivalt fentebb megadott méatrixat néha az f Jacobi-
matrixanak nevezik az x pontban. Amikor f valds szamértékl fiiggvény, tehat a
Jacobi-métrixa csak egyetlen sort tartalmaz, akkor a Jacobi-matrix helyett elterjedt
a gradiens vektor elnevezés is. Mi azonban a tovabbiakban is kizardlag a derivalt
elnevezést hasznaljuk.

8.3.6 Példa. Tekintsitk példaul azt az f : R? — R? fiiggvényt, amely a sik
pontjainak poléris koordindtait derékszogli koordinatdkra véltja, azaz

r cos 6
f(r.0) = [ rsind ] ’
és legyen ¢ : R? — R? a kovetkezd:
2 —ay

g(z,y) = | y* —ay
2xy
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Hatérozzuk meg a (g o f)'(1,7/3) métrixot.
A 8.3 Kovetkezmény szerint
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! | cos@ —rsinf
fir6) = [ sin # rcos@] ’
tovabba
2t—y -
J@y)=| -y 2y-=
2y 2z
Igy a 8.2.6 Tétel alapjin
[ 1-v3/2 —1/2
(go ) (1,7/3) = V32 V3-1/2 |- /2 —/3/2
V3 1 V32 1/2

:1/2—\/3/2 1/2 —/3/2
3/2—/3/2 1/2+/3/2
V3 1

)

amely természetesen 3 x 2 méretii.

8.3.7 Példa. Az Osszetett fiiggvény derivalasi szabdlyanak gyakorta hasznalt
specialis esete az, amikor f : R — RP és g : RP — R differencialhaté fliggvények.
Ekkor

P
(go f)(t) = Dig(f()fi(t),
i=1
ahol t € R, és az f; fiiggvények az f koordinatafiiggvényei.

8.3.8 Példa. A 8.2.7 Tétel szerint a szélséértéknek nyilvan sziikséges feltétele a
parcialis derivaltak eltiinése. Keressiik meg példaul az f : R? — R,

fla,y) = 52° + ay® -y
formulaval definilt fliggvény szélséértékeit. A kritikus pontokat a

le((L', y)
Dgf(l', y)

egyenletrendszer megoldasaval nyerjik. Ennek egyetlen megolddsa az origd, amely
azonban nyilvdn nem lokalis szélsGérték, hiszen az f fiiggvény az origd barmely
kornyezetében egyarant felvesz pozitiv és negativ értékeket is. Ezért az f fliggvény-
nek nincs szélsGértéke.

10z +y2=0
2zy — 4y =0

8.4 Folytonos differencialhatésag

Az el6z6 szakaszban mar lattunk példat arra, hogy a parcialis derivaltak 1étezése nem
feltétlentil jelenti a fiiggvény differencidlhatésdgat. Most azt fogjuk megvizsgdlni,
hogy milyen pétldlagos feltételek mellett igazolhaté a differencidlhatésag.
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Mindenekel6tt megjegyezziik, hogy ha f : X — R differencidlhaté valamely x
pontban, akkor f’(z) a definicié szerint az X* duélis tér egy eleme. Azonban X*
és X természetes médon izomorfak, ezt az izomorfizmust az X bézisa, illetve az X*
duédlis béazisa kozotti bijekcié adja meg. Ezért az f/ : X — X* leképezés tgy is
tekinthetd, mint egy f': X — X leképezés. Formadlisan nézve itt arrél van sz6, hogy
az f'(x) sorvektorokat oszlopvektorok gyandnt kezeljiik.

8.4.1 Definicié. Legyen M az X euklideszi tér valamely nyilt részhalmaza, és
tegyiik fel, hogy az f : X — R figgvény differencidlhaté az M halmaz minden
pontjiban. Azt mondjuk, hogy f folytonosan differencidlhaté az x € M pontban,
ha f': X — X folytonos az x pontban.

8.4.2 Tétel. Az f figgvény akkor és csak akkor folytonosan differencidlhaté az
x € M pontban, ha itt a parcidlis derivdltjai léteznek és folytonosak.

Bizonyitas. El6szor a sziikségességet igazoljuk. Tekintstik az x € M pontot, és
legyen € > 0. Ekkor az f’ folytonossdga miatt létezik olyan § > 0, hogy =,y € M,
|z —y|| < & esetén || f'(x) — f'(y)|| < e. Ekkor a 8.3.3 Allitds folytdn a parcialis
derivéltak léteznek, és

1Dif(z) = Dif(y)l = (f'(z) = f'(v)eil
< |If'@) = fll <e

barmely ¢ = 1,...,p mellett. Ez éppen a parcidlis derivaltak folytonossagat jelenti.

Térjiink ra az elegenddség bizonyitdsara. Legyen adott z € M és e > 0. Ekkor a
parcialis derivaltak folytonossaga alapjan van olyan § > 0, hogy minden x,y € M,
|z —y|| < 6 esetén

A

|Dif(z) — Dif(y)| < e/p

barmely ¢ = 1,...,p mellett. (Ez nyilvin megteheté gy, hogy minden i esetén
valasztunk egy ilyen § szdmot, majd az igy kapott p darab § koziil kivalasztjuk a
legkisebbet. )

Valasszunk ezutan egy olyan v € X vektort, amelyre ||v|| < 0. Ha v koordinétai

rendre a vy, ..., v, valds szamok, ugy vezessiik be a
Fop T
. 'l)~
1 7
v=1 g |
L 0]

és ¥ = 0 jeloléseket (i = 1,...,p). Ekkor a Lagrange-féle kozépérték-tétel szerint
vannak olyan 0 < t; < 1 szamok, hogy

p

fla+v)=fl@) = Y (fla+o) = fl@+o)) =

=1

D;f(x+ v 4 tivie;)v; =

|
'M“

=1
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p p

Z sz(.%')’l)z + Z (sz(.%' + Ui_l =+ tivie,-) — sz(x)) Vi

i=1 i=1
Itt a masodik szumma kis ordé nagysagrendii v — 0 esetén, hiszen

p
Z (le(l’ + vt + tﬂ)iei) — le(.%‘)) V;

i=1

p

SZ:e|vi| <

rlol

1

o]

Ez éppen azt jelenti, hogy f differencidlhaté az x € X pontban. Mivel f'(z) =
[D1f(z),...,Dyf(z)], azért az Gsszetett fiiggvény folytonossdga szerint f folytonos
is az x pontban. O

8.5 Masodrendi derivaltak

Mar lattuk, hogy az egyvaltozos esethez hasonléan a derivalt zérus volta a
széls6értéknek csak sziikséges feltétele. Ebben a szakaszban bevezetjiik a mésodik
derivalt fogalmat, amelyre sziikségiink lesz az elégséges feltételek megfogalmazdsa-
hoz.

Tekintstink egy X euklideszi teret és egy f: X — R differencialhaté fliggvényt.
Amint azt mar emlitettiik, ilyenkor a derivalt fiiggvény olyan f/ : X — X
fliggvénynek is tekinthet6, amelynek koordindtafiiggvényei a D;f parcidlis de-
rivaltak.

8.5.1 Definicié. Azt mondjuk, hogy f kétszer differencidlhats az x € X pontban,
ha ' : X — X differencidlhaté az x pontban.

Vildgos, hogy ha f kétszer differencidlhaté az z pontban, akkor f”(z) € L(X)
az X euklideszi tér egy linedris transzformécidja. FEz azt jelenti, hogy a métrixa egy
p X p méretl négyzetes matrix. Mivel

Dy f
/ = )
D,f
azért f”(x) métrixa felirhaté a parciélis derivaltfiggvények parcidlis derivéltjaival,
azaz a masodrendil parcidlis derivaltak segitségével.

8.5.2 Kovetkezmény. Ha f: X — R kétszer differencidlhaté az © pontban, akkor
itt léteznek a mdsodrendi parcidlis derivaltjai, €s

Dllf(l‘) Dlgf(.’E) . Dlpf(ﬁb)

/ Dglf(x) Dggf(x) . Dgpf([]}>
fay=| ;

Dyif(x) Dpaf(z) ... Dppf(x)

Erdemes megjegyezni, hogy a fenti métrixot az irodalomban néha az f fiiggvény
Hesse-matrixanak nevezik az x pontban. Mi azonban tovabbra is a masodik derivalt
elnevezést hasznaljuk.
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8.5.3 Példa. Legyen f : X — R kétszer differencidlhaté az x € X pont egy
kornyezetében, és legyen v € X adott. Tekintsiik a g(t) = f(z + tv) fliggvényt a
szamegyenesen. Ekkor az Osszetett fliggvény derivaldsi szabdlya alapjan g is kétszer
differencialhaté a 0 pont egy kornyezetében, és itt

g"(t) = (v, f"(z + tv)v) ,
ahol t € R.

8.5.4 Példa. Legyen példaul f:R?® — R az
fla,y,2) = 22%y + xyz — y*2*

formuldval értelmezett fiiggvény. A 8.5 Kovetkezmény szerint a mésodik derivaltat
az

4y 4o+ 2 Y
f(x,y,2)= | do+2 —222 x—4dyz
Y r—4yz  —2y°
méatrix adja meg.
A fenti példdban az f”(z) matrix szimmetrikus. Megmutatjuk, hogy ez ltaldban
is érvényes.
8.5.5 Tétel. (Young tétele) Tegyiik fel, hogy f : X — R kétszer folytonosan

differencidlhatd az x € M pontban. Akkor f"(x) szimmetrikus mdtriz.

Bizonyitas. Nyilvan elég a bizonyitast kétvaltozos fliggvényekre elvégezni.
Tegyiik fel, hogy f : R?> — R kétszer folytonosan differencidlhaté az (z,y) pont-
ban. Legyen v € R rogzitett, és tekintsiik az

Ft)=fty+o)—fty),  G)=flz+ot) - fat)

fliggvényeket. A feltevéstink szerint ezek differencidlhatdk az x, illetve az y pont egy
kornyezetében, és
F(a+v) - F(z) = Gly+v) - Gy) . (8.5)

A Lagrange-féle kozépértéktétel szerint talalhatd olyan 0 < t < 1 szdm, amelyre
F(x+v) - F(z) = F'(z + tv)v
azaz az F definicigjara tekintettel

F(z+v)—F(z) = (Dif(z+tv,y+v)—Dif(z+tv,y))v
= (Diof(x+tv,y)v+o(v))v.

Innen a masodik derivalt folytonossiga alapjan

F —F
g P 0~ F@)
v—0 v

= D12 f(z,y) .
Teljesen hasonlé gondolatmenettel az adédik, hogy

Gly + 1;)2— W _ by f(ay) .

lim
v—0
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Ezért a (8.5) egyenléséghdl azonnal kovetkezik, hogy

Do f(x,y) = Darf(x,y) ,

azaz a masodik derivalt szimmetrikus matrix. O
A Kkovetkezd tétellink lényegében a Taylor-formula kiterjesztése tobbvaltozos
fiiggvényekre.

8.5.6 Tétel. Tegyuik fel, hogy [ kétszer folytonosan differencidlhaté az x € X pont
egy kornyezetében. Akkor

fl@+o) = f(z)+ fl(x)v + %@, f"(@)o) +o(|[v]?)

ahol
2
ollel?)

=0 [Jv]|?

Bizonyitas. Legyen adott € > 0. A mésodik derivalt folytonossdga miatt az x
pontnak van olyan kornyezete, amelyben

11" (@ +v) = ()] <e.
Vezessiik be a szdmegyenesen a
9(t) = f(z +t)
fliggvényt. Mivel ekkor g egy els6foku fiiggvény és az f kompozicidjaként all eld, az

Osszetett fiiggvény differencidlhatdsaga alapjan vilagos, hogy g kétszer folytonosan
differencialhaté a 0 egy kornyezetében, és

g'(0) = f'(x)v g"(0) = (v, f"(z)v) .

Alkalmazzuk a g fiiggvényre a Taylor-formulét, akkor taldlhaté olyan ¢ € [0, 1] pont,
amelyre

9(1) = 9(0) + 9'(0) + 34"(1).

Mivel g”(t) = (v, f"(z + tv)v), innen azt kapjuk, hogy
Flo o) = fG) + f@o 5o, @) + 5o, (" + 1) = ()o)
Itt az r(v) = 1/2(v, (f"(z + tv) — f"(x))v) jeloléssel vildgos, hogy
)] < Sl + ) = S @) < elel?

Ez éppen azt jelenti, hogy r(v) = o(||v||?), amit igazolnunk kellett. O
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8.6 A szélsoérték masodrendi feltételei

Egyvaltozos fiiggvények esetében a derivalt valamely zérushelye biztosan szélséér-
tékhely, ha ott a masodik derivalt nem nulla, s6t az eléjel azt is eldonti, hogy
maximumrdl, vagy minimumrdl van szé. Ebben a szakaszban latni fogjuk, hogy
tobbvaltozés fliggvényekre analdg feltételek érvényesek, csupan a maéasodik derivalt
elgjele helyett a megfeleld szimmetrikus matrix definitségével van dolgunk.

Tekintsiink tehat egy X euklideszi teret, valamint egy f : X — R kétszer
folytonosan differencidlhaté fliggvényt. Els6é tételink a szélsOérték sziikséges
feltételét fogalmazza meg.

8.6.1 Tétel. Ha x az [ lokdlis minimumbhelye, akkor f"(x) pozitiv szemidefinit

mdatriz.

Bizonyitas. Legyen v € X tetsz6leges vektor, és tekintsiik a g(t) = f(x + tv)
egyvaltozos fiiggvényt. A feltételiink szerint a 0 pont a g lokélis minimumhelye.
Masrészt a 8.2.6 Tétel szerint g kétszer differencialhato, ezért

0<¢"(0) = (v, f"(x)v) ,

és éppen ezt kellett igazolnunk. O
Természetesen analdg tétel érvényes maximum esetére is, akkor a méasodik de-
rivalt negtiv szemidefinit. Ezutan ratériink az elégséges feltétel bizonyitdsara.

8.6.2 Tétel. Tegyiik fel, hogy f : X — R olyan kétszer folytonosan differencidlhato
figvény, amelyre f'(x) = 0, valamint f"(x) pozitiv definit. Akkor x az f lokdlis
minimumhelye.

Bizonyitas. A Taylor-formula alapjan (lasd a 8.5.6 Tételt) az x valamely
kornyezetében

fl@+v) = flx) = %<v,f”(x)v> +o(||v]*) (8.6)

Jelolje X az f”(z) matrix legkisebb sajatértékét, akkor a feltételiink szerint A pozitiv,
és a 8.1 Kovetkezmény alapjan

(v, " (@)v) = Allo]|*
minden v € X vektor mellett. Legyen § > 0 olyan, hogy barmely ||v|| < § esetén

o([[v]1?)

o2

A

3

Ezeket a (8.6) egyenldségbe visszahelyettesitve azt kapjuk, hogy
A
fla+v) - fz) = 8\\Ull2 >0,

hacsak ||v|| < 0, v # 0. Ez éppen azt jelenti, hogy = az f lokalis (szigori) mini-
mumbhelye. O
Magatdl értetédéen az f”(x) negativ definitsége lokélis maximumot jelent.

8.6.3 Példa.  Felvetédhet a kérdés, hogy miért nem hasznaltuk a 8.6.1 Tétel
bizonyitasdnak modszerét a 8.6.2 Tételre is. Abbdl ugyanis az adédna, hogy barmely
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v € X mellett a g(t) = f(x + tv) fliggvénynek a 0 pontban lokélis minimumhelye
van. Ebbdl azonban nem kovetkezik, hogy az f fliggvénynek az x pontban lokélis
mimimumbhelye lenne, amint azt az aldbbi példa is mutatja.

Tekintsiik a sikon az

fla,y) = (y — 2*)(y — 22°)

fliggvényt. Konnyen ellendrizhet6, hogy az origd kritikus pont. Masrészt e fliggvény

az y = x2, és y = 222 parabolak kozott negativ értékeket, azokon kiviil pedig pozitiv

értékeket vesz fel. Ezért barmely, az origéon atmené egyenesre lesziikitve a 0 pontban
az f fiiggvénynek lokalis minimuma van, de az origd az f fliggvénynek nem lokalis
minimumbhelye, hiszen f az origd barmely kornyezetében egyarant felvesz pozitiv és
negativ értékeket is. Mellesleg

i o 0 O
nyilvanvaléan pozitiv szemidefinit.
8.6.4 Példa. Vizsgaljuk most meg a haromvaltozés
fla,y,2) = 2?2 (7T — 2 — 2y — 32)

fliggvényt. Ekkor a kritikus pontokra a

Dif(x,y,2) = y*2°(T—20—2y—32)=0

Dof(z,y,2) = 2zyz>(T—2—3y—32)=0

Dsf(z,y,z) = 3ay?2(T—2—2y—42)=0

egyenletrendszer ad6dik, amelynek egyik megolddsa az (1,1,1) pont. Ezen a helyen
a masodik derivalt

2 2 _3
1,1, =| -2 -6 —6
3 -6 —12

Az A — A\l matrix elemi bazistranszforméacidjanak elvégzése utan az utolsé sorban a
AP 4 20A% + 59N + 42

polinomhoz jutunk. Ennek természetesen csak valds gyockei vannak, amelyek
szitkségképpen mind negativok, hiszen a polinomnak minden egytitthatéja pozitiv.
Ez azt jelenti, hogy a masodik derivalt negativ definit, azaz az (1,1,1) pontban az
f fuggvénynek lokalis maximuma van.

8.6.5 Példa. Kétvaltozos fliiggvények esetében a masodik derivélt definitsége
egyszeriien ellendérizhetd. Tekintsiik ugyanis az

p | Duf(z,y) Diaf(z,y)
P9 =1 by tey) Duflry)

métrixot az (z,y) kritikus pontban, és vezessiik be a

D(z,y) = D1 f(z,y)Daasf(z,y) — (D12 f(z,y))”

kifejezést. Ekkor a kovetkez6 esetek lehetségesek.
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e D(z,y) < 0 esetén a karakterisztikus polinom gyokei ellenkezé eldjeliiek, igy a
masodik derivélt indefinit. Ilyenkor az (x,y) pontban nincs szélséérték.

e D(x,y) > 0 esetén a karakterisztikus polinom gyokei azonos el§jeliiek, igy a
mésodik derivélt definit matrix. Méghozzd pozitiv definit, ha D1 f(z,y) > 0
(azaz (z,y) lokélis minimumhely), illetve negativ definit, ha Dq;f(z,y) < 0
(azaz (z,y) lokalis maximumbhely).

e D(z,y) = 0 esetén minden lehetséges. Az f(x,y) = 23 + 3® esetében az
origd nem szélséértékhely, mig az f(z,y) = 2* +1?, illetve ennek negatividnak
esetében az origd minimumbhely, illetve maximumhely. Konnyen ellenérizhet6
azonban, hogy mindharom esetben D(0,0) = 0.

8.6.6 Példa. Tegyiik fel, hogy valamely kisérlet kimenetelére p szamu megfigyelést
végeztiink, és az x1, ..., x, kiilonbo6z6 helyeken az y1, ..., y, értékek adédtak. Az az
elképzelésiink, hogy ezekre a tapasztalati adatokra linearis modell illeszthetd, azaz
egy olyan y = ma + b egyenletli egyenest keresiink, amelyre

mx1+b=1y mx, +b =1y,

Természetesen az adatok nem kovetik a mi hipotézisiinket, ezért altalaban ilyen
egyenes nem létezik. Ha ezt “mérési hibanak” tudjuk be, és megelégsziink egy jo
kozelitéssel, akkor egy olyan egyenest keresiink, amely az adatainkat “j61” kozeliti.
J6 kozelitésen azt értjiik, hogy az

f(m,b) = Z (mz; +b— yi)2

1=

—_

négyzetosszeg minimalis. Ezt a kozelité eljarast legkisebb négyzetek mddszerének
nevezzik.
A minimumhelyre a parcialis derivaltakbdl a

s

s
I
—

le(m, b) = Qxi(mxi + b— yi) =0

M=

Dyf(m,b) = 2(mz; +b—y;) =0

1

<.
Il

egyenletrendszer adédik. Innen a
P P P
inyi = mZx?—i—bei
i=1 i=1 i=1
P
Zyi = msz +bp (8.7)

i=1 =1

egyenletrendszert kapjuk, amibdl az m és b ismeretlenek mar koénnyen megha-
tarozhatok. Vilagos, hogy igy minimumhoz jutunk, hiszen f teljes négyzetek
Osszegeként all elo.
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Ezt a minimumbhelyet derivalas nélkiil, pusztan algebrai eszkoézokkel is megkap-
hatjuk. Ha bevezetjiik az

T 1 1 Y1
A= ol =] | w=| | z—“f]
Tp 1 Tp Yp

jeloléseket, akkor az RP térben

f(2) = 1Az —y)®

alakban irhaté. Ez nyilvan pontosan akkor minimalis, ha az Az—y vektor ortogonélis
az im A altérre. Ez azt jelenti, hogy az R? mindkét e; bazisvektordra (y — Az, Ae;) =
0. Innen egyszerii dtalakitassal az

(A%y,e;) = (A" Az, e;)
egyenlet adodik ¢ = 1,2 mellett, amibol
A'y=A"Az.

Itt A* A nyilvan invertalhatd, hiszen 2 rangt 2 x 2-es matrix. Kovetkezésképpen

[ ’Z ] =z = (A*A)" A%y
A kijelolt miiveletek elvégzésével konnyen ellenérizhetd, hogy igy is a (8.7) alatti
egyenletrendszer megolddsahoz jutottunk.

8.7 Az implicitfiiggvény-tétel

Szamos feladatban felmeriilé probléma, hogy valamely implicit médon megadott

flz,y) =0

egyenletbol az y véltozéd mikor fejezheté ki mint az x fliggvénye. Masként meg-
fogalmazva, mikor taldlhaté olyan g adott tulajdonsagu fiiggvény, amelyre a fenti
egyenlet azonossig lesz, azaz

flz,g(z)) =0
teljestil.

Példdul a mikrookonémidban kézenfekvének tiinik (bar nem nyilvanvald) az a
feltevés, hogy a hasznosségi illetve a termelési fliggvény szintvonalai (k6zombosségi
gorbéi) két termék kozotti fliggvénykapcesolatot fejeznek ki. Ezzel a kérdéskorrel
foglalkozunk a kovetkezd szakaszban.

8.7.1 Tétel. (Implicitfliiggvény-tétel) Legyenek X, Y és Z euklideszi terek,
dimX = p, dimY = dimZ = q, legyen (zo,y0) € X X Y adott pont, legyen f :
X XY — Z adott figgvény, f(xo,yo) =0, legyen f folytonosan differencidlhatd az
(o, y0) pont eqy kornyezetében, és tegyiik fel, hogy Da f (0, y0) € L(Y) mxm-méreti
invertdalhato mdtrix.

Akkor létezik az xog pontnak olyan U, az yg pontnak olyan V' kérnyezete, és létezik
pontosan eqy olyan g : U — V folytonosan differencidlhato fiiggvény, amelyre
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e UxV CD(f), D(g)=U, R(g) =V,
* 9(z0) = Yo,
o Yz €U esetén f(z,g(x)) =0,
o Vx e U esetén g'(x) = —Dof(x,9(z)) ' D1 f(z, g(x)).
Atfogalmazas: Az
FFLONUxV)={(z,9) e X XY : f(z,y) =0}N(U XxV)C X xY

halmaz (reldcié) az U halmazon értelmezett differencidlhatd fiigguény, azaz f~1(0)N
UxV=g:U—=Y folytonosan differencidlhato figgvény.

8.7.2 Megjegyzés.

e A fenti tétel igaz a 0 helyett V 2z € Z esetén: az f1(2)N(UxV)C X xY
halmaz (relacié) az U halmazon értelmezett differencidlhaté fliggvény.

e A tétel nem &llitja, hogy az f~!(z) az egész X-en fiiggvény, csupan azt, hogy
az xo egy kornyezetében az.

o A tételt ilyen altaldnosan most nem bizonyitjuk. A kozgazdasdgtanban azon-
ban sokszor elég a fenti tétel kétdimenzids specialis esete is, amely viszonylag
konnyen belathato.

8.7.3 Tétel. (Implicitfiiggvény-tétel, specidlis eset) Legyenek I,J C R nyilt
intervallumok, (xo,yo) € I x J adott pont, legyen f : I x J — R adott figgvény,
amelyre f((zo,y0)) = 0, tegyik fel, hogy az f : I x J — R figguény folytonosan
diffhats az (xo,y0) € I x J egy kornyezetében, és a Daf((xo,y0)) # 0.

Akkor létezik az xo pontnak olyan U = [xy — 6,20 + d] €s az yo pontnak olyan
V = [yo—e, yo+e] kdrnyezete, és létezik pontosan eqy g : [xo—0, xo+06] — [yo—¢e, yo+e]
folytonosan differencidlhato fiigguény, hogy

o [xg— 0,20+ 0] X [yo—€&, 90+l CIxJ, és R(g) Clyo—¢e,y0+¢] ,
L4 g(xO):yO ’
o Vx € [xg — 6,10+ I] esetén f(x,g(x)) =0 ,

o Vo € (20— 6,20 +0) esctén g () = —Ditlzata)

Bizonyitas. Nyilvén feltehet8, hogy Do f(xo,yo) > 0. Mivel az f folytonosan
differencialhaté az (zg,y0) € I x J pont egy kornyezetében, azért 3 v, > 0 szamok,
hogy V (z,y) € [xo — 7,20 + 7] X [yo — &,50 + €] esetén Dof(x,y) > 0, igy V = €
[xo — 7, x0 + 7] esetén az [yo — €, yo + €] intervallumon Ds f(x, ) > 0, igy az f(x,-) :
[yo — &,y0 + €] — R fliggvény szigortian monoton novekedd.

Mivel f(xo,y0) = 0, azért f(zo,y0 —€) < 0 és f(xo,y0 + ) > 0. Mivel az f
folytonos, azért 35 € (0,7), hogy Vo € [xo — d,z9 + J] esetén f(z,yo —e) < 0 és
f(z,y0+¢€) > 0.
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Mivel az f(z,-) : [yo — €,y0 + €] — R fiiggvény folytonos, azért a Bolzano-tétel
szerint 1étezik, mivel szigortian monoton, azért pontosan egy y, € [yo — &,¥yo + €]
létezik, amelyre f(z,y,) = 0.

Legyen g : [xg — 0,20 + 0] — [yo — &,y0 + €] az a fliggvény, amelyre Vo €
[z — 0,z + J] esetén g(z) := yy.

A g definiciéjabdl kovetkezik, hogy Vo € [xg — §, 29 + 0] esetén f(z,g(x)) = 0,
mivel Vo € [z — J, ¢ + d] esetén pontosan egy fenti tulajdonsagu y, taldlhatd, azért
pontosan egy ilyen g fliggvény létezik.

Megmutatjuk, hogy a g fliggvény differencialhaté V = € (xg — J, 29 + 0) pont-
ban. Legyen z € (zg — J, ¢ + 9) tetszéleges pont, ekkor a Lagrange-kozépértéktétel
szerint létezik olyan u az x és a z kozott, valamint v a g(x) és a g(x) kozott, melyekre

0 = flz9(2) = flz,g9(x)) =
= f(z,9(2) = fx,9(2)) + f(2,9(2)) = f(x
= Dif(u,9(2)) - (z =) + Da.f(z,0) - (9(2) — g(x)).
Igy Dyf(x,v) # 0 miatt

9(z) —g(x) _ Dif(u,9(2))
z—x Do f(x,v)

Ha most tudnank, hogy a fenti egyenl6ség jobboldala korlatos, akkor abbdl mar
adédna, hogy a g fiiggvény folytonos. Ez sajnos az eddigiekbol nem kovetkezik, de
konnyen lathatd, hogy ha a bizonyitas elején koriiltekintobben vélasztjuk meg a d-t
és az e-t, akkor a fenti egyenléség jobboldala korlatos lesz. Nevezetesen a Dif és
a Daof (z0,y0)-beli folytonossdga és Daf((xo,yo)) > 0 miatt a 6 és ¢ > 0 szamok
véllaszthatdk olyan kicsire, hogy V (x,y) € [zg — 0,20 + d] X [yo — &, yo + €] esetén

Ds f((z0,90))

Dy f((z,y)) = 5 ¢ |[Dif(z,y)| < |[Dif(zo,y0)| + 1.
Ekkor V (z,y), (u,v) € [xg — 0,20 + d] X [yo — €, Yo + €] esetén
‘_le(%y) < oPrl@o,yo) +1
Dy f(u,v)| = Daf(zo,90) ’

amit éppen akartunk. Ezek szerint ha a d-t és az e-t a fentiek szerint vélasztjuk
meg, akkor a g fiiggvény folytonos.

Tovabbd mivel az f’ és a g folytonos fliggvények, azért V o > 0 esetén 1étezik az
z-nek olyan W kornyezete, hogy V z € W esetén

Dif(z,9(x))  Dif(u,g())

< o,
Dy f(z,9(x))  Daf(z,v) |
. . 2)—g(z) _  Dif(u
Mivel pedig 2 ;_i( ) — 5250(3: Ej))) azért
— D
’g(Z) g) | 1f(w,g(w))’ <,

z—x Dy f(x, g(x))

ezért a g fliggvény differencidlhaté az  pontban és

. Dif(eg(a)
9@ = By, g@)’
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Innen pedig a g, a Dif és a Dof folytonossdga alapjan adddik, hogy ¢’ is
folytonos. Mivel f(xg,y0) = 0 , igy a g(zo)-ra vonatkoz6 egyértelmiiségi feltétel
miatt g(xg) = yo. Ezzel a tételt bebizonyitottuk. O

8.7.4 Példa. Tekintsiuk a sikon az
flay) =V o +y—-1=0

egyenletet. Vildgos, hogy f(0,0) = 0, és D2f(0,0) = 2, igy teljesiilnek az implic-
itfliggvény-tétel feltételei. Tehat talalhaté egyetlen olyan folytonosan differencial-
haté y = g(z) fuggvény a 0 pont kérnyezetében, amelyre a fenti egyenlet azonosség.
Erre a fliggvényre a tételiinkbdl

1
M) — — z+g(z) - _
g () et t9(@) + 1 (e +1) 1
adédik, azaz g(x) = —x, amelyet y helyére irva valéban azonossdghoz jutunk.

8.7.5 Példa. Az y valtozo kifejezhetOségét nem algebrai értelemben kell értentink,
tehat el6fordulhat, hogy a ¢ fliggvény létezését igazolni tudjuk, de azt algebrai
atalakitasokkal a fenti egyenletb6l nem tudjuk el6allitani. Tekintsik példaul az

"tV —2cosy+1=0

egyenletet. Meg lehet mutatni, hogy ez az egyenlet egy folytonosan differencidlhaté
figgvényt definidl, azaz létezik pontosan egy olyan g folytonosan differencidlhatd
fiiggvény, amelyre g(0) = 0, és

e*t9®) _2cosg(z) +1=0

minden z esetén, de persze az y valtozo a fenti egyenletbdl algebrai atalakitasokkal
nem fejezhetd ki.

8.7.6 Példa. (Egy mikrotkonémiai példa: A helyettesitési hatararany):

A mikrookonémidban a hasznossagi fiiggvény a joszagtéren értelmezett olyan
fliggvény, amely a fogyasztd preferencidit fejezi ki. Feltéve, hogy két joszagunk van,
legyen wu : Ri — R egy hasznossédgi fliggvény, ekkor egy adott o € R hasznossagi
szinthez tartozé kézombosségi gorbe az

u o) = {(21,72) : u(z1,72) = a} C RL

szinthalmaz. Ez a halmaz (reldcié) nem biztos, hogy fiiggvény, de ha az u-ra tel-
jesiilnek a fenti tétel feltételei, akkor egy U kérnyezetben az, azaz u=!(a) =g : U —
R fliggvény, ami differencidlhato is, és

Dyu(z1, g (1))

g@) = - Dau(x1,g(1))

(a mikrookonémidban a ¢ fiiggvényt xo-vel szoktak jelolni, ekkor az el6bbi

Osszefliggés a kovetkezd alaki: 24 (z1)(= %) = —%), azaz helyettesitési

hatarrata megyegyezik a hatdrhasznok hanyadosanak az ellentettjével.
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Ebbol adédik az is, hogy ha u : Ri — R fliggvény monoton névekedd, (a de-
rivéltja nemnegativ) akkor a g : U — R fiiggvény monoton csokkend. Konnyen
lathaté tovabba, hogy ha az u : Ri — R fiiggvény konkav, akkor a g : U —
R fuggvény konvex, igy a ¢’ derivalt fliggvény nd, mivel ¢’ negativ, azért ab-
szolutértékben csokken, azaz a helyettesitési hatararany abszolutértékben csokken.

Ugyanez mondhaté el a termelési fliggvények esetében:

Egy f : RZ — R termelési fiiggvényre feltéve a fenti tétel feltételeit, azt
kapjuk, hogy egy koérnyezetben az f~!'(a) halmaz fiiggvény, azaz f~!(a) =
D1 f(z1,9(x1)) (a

Dy f(z1,9(z1))
mikrookonémidban megszokott jelolésekkel: xh(z1)(= %) = —%,) azaz
a technikai helyettesitési hatarrata megyegyezik a hatartermékek hanyadosanak az
ellentettjével.

g : U — R fliggvény, ami differencidlhaté is, és ¢'(z1) =

8.7.7 Példa. (Egy makrookonémiai példa: Az IS és az LM gorbék):

1. Az IS (investment—saving) gorbe:

A beruhézas a kamatlabtdl fiigg: (i), a megtakaritas a kibocséatastdl fiigg: S(Y).
Legyen F : Ry x Ry — R az a fliggvény, amelyre V Y,i € Ry esetén F(Y,i) :=
S(Y) — I(i), ekkor az S(Y) = I(i) egyenldségnek eleget tévé kamatlab—jovedelem
parok halmaza az

F7Y0) = {(Y,i) e R} : F(Y,i) =0} C R}

halmaz (relaci6), amely, ha az F' fliggvényre igazak a fenti tétel feltételei, akkor egy
kornyezetben differencidlhaté fiiggvény:

FH0)=i:U—R.

Kérdés, hogy milyen az i fiiggvényalakja? Mivel a fenti tétel szerint az i'(Y)(=
4y = —% = —% , ezért feltéve, hogy S'(Y) > 0 és I'(i) < 0, (azaz
a megtakaritds a kibocsatas esetén no, a beruhazis a kamatlab novekedése esetén
csokken,) adddik, hogy ¢/ (Y') < 0, azaz az i csokkend fiiggvény. (Ha a korményzat a
kibocsatast noveli, akkor a kamatlab csokken.)

2. Az LM (liquidity—money) gorbe:

A pénzkereslet a kibocsatastdl és a kamatlabtol fiigeg: Mp(Y, i), a pénzkinalat
alland6: M/P. Legyen F : Ry x Ry — R az a fiiggvény, amelyre V Y,7 € Ry esetén
F(Y,i) .= Mp(Y,i) — M/P, ekkor az Mp(Y,i) = M/P egyenlGségnek eleget tévo
kamatlab-jovedelem parok halmaza az

F7H0) = {(Y,i) e RY : F(Y,i) =0} C R

halmaz (relaci6), amely, ha az F fliggvényre igazak a fenti tétel feltételei, akkor egy
kornyezetben fliggvény:
FL0)=Y:U =R,

amely differencidlhatéés Y (i)(= %) = —gfigggg = —gj%gggg , ezért feltéve,

hogy D1 M(Y,i) > 0és DaM(Y, i) < 0, ( azaz a pénzkereslet a kibocsétds novekedése
esetén nd, a kamat novekedése esetén csokken,) adddik, hogy Y'(i) > 0, azaz az Y
novekvo fiiggvény. (Ha a kozponti bank a kamatlabat noveli, akkor a kibocsdtés
né.)
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8.8 Feltételes szélsoérték

Szamos széls6éérték probléma vezet olyan feladathoz, amelyben az f fliggvény
szélsbértékét egy adott K halmazon kell meghatdrozni. Ilyen esetekben az f'(x) =0
feltétel mar nem feltétleniil sziikséges feltétele a szélsGértéknek, hiszen elképzelheto,
hogy az f fliggvény a szélséértékét a K halmaz hatdran veszi fel.

Tekintsiik példdul az f(z,y) = = + y fliggvényt, és keressiik az f minimumét az
|z] <1, |y| <1 feltételek mellett. Ha bevezetjiik a

K={(wy) eR*: ]2l <1, |y <1}

halmazt (amely egy origd kozéppontu, két egységnyi oldali négyzet), akkor a fela-
datunk az f minimumhelyének megkeresése a K halmazon. Konnyen lathaté, hogy
f a minimumadt ezen a halmazon az (z,y) = (—1,—1) pontban veszi fel, de f de-
rivaltja természetesen sehol sem nulla. Az f fiiggvénynek persze az egész R? téren
nincs minimuma.

Legyenek tehat X és Y valoés euklideszi terek, dim X = p, dimY = g, és tegyiik
fel, hogy ¢ < p. Tekintstik az f: X — R és F': X — Y folytonosan differencidlhatd
fliggvényeket. Legyen a € Y tetszbleges adott pont. Keressiik az f fliggvény lokalis
minimumhelyét az F'(z) = a feltétel mellett, jelolésben

f(z) — min (8.8)
F(z)=a.

Ha bevezetjiik a
K={z€X:F(z)=a}=F(a)
jelolést, akkor a fenti feladat az

f(z) — min
re K

alakban is felirhatd.

8.8.1 Definicié. Azt mondjuk, hogy az xo € X pont a (8.8) feladat megolddsa,
ha egyrészt F(xg) = a, mésrészt az x pontnak van olyan U kornyezete, hogy

f(zo) < f(z)
barmely z € U N K esetén.

8.8.2 Definicié. A (8.8) feladat Lagrange-figgvényén az L: X xY — R,

L(z,y) = f(x) + (y, F(z))

figgvényt értjik.

Nyilvanvalé, hogy a Lagrange-fiiggvény mindkét véltozdja szerint folytonosan
differencidlhaté. Az egyszeriibb jelolésméd érdekében a kovetkezOkben az L elso,
illetve mésodik véaltozo szerinti parcialis derivaltjan az x, illetve az y szerinti de-
rivaltakat értjiik.
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8.8.3 Tétel. (Lagrange-féle multiplikator-tétel) Tegyiik fel, hogy zo a (8.8)
feladat megolddsa, és im F'(xg) = Y, azaz az F'(xg) mdtriz sorai linedrisan
fuggetlenek. Ekkor taldlhato olyan y € Y wvektor, hogy

D1L(x0,y) = f'(z0) + F'(20)*'y =0 . (8.9)

Legyenek az Y egy ortonormalt bazisara nézve az y € Y vektornak a koordinédtai
A1, ... Mg, ekkor a (8.9) egyenletet az

(o) +_ Nifi(zo) =0 (8.10)

=1

alakban is felirhatjuk, ahol az f; fliggvények az F koordinatafiiggvényei. Ezek szerint
a fenti tétel ugy is fogalmazhatd, hogy az optimalis pontban a feltételi fliggvények
derivaljainak van olyan linearis kombindciéja amely a célfliggvény derivaltjat allitja
eld. A A1, ...)\q egyiitthatékat Lagrange-féle multiplikatoroknak nevezziik.

A fenti tételben természetesen a DyL(zg,y) = a feltétel is teljesiil, hiszen
DyL(z0,y) = F(x) = a. Ha ezt az egyenletet a (8.10) egyenlethez csatoljuk, akkor
az x és y koordinataibdl allé p + g darab ismeretlenre p + ¢ darab egyenlet adddik,
azaz

Dy f(xo) p D1 fi(zo) ] [ 0
: > N : = : (8.11)
Dy f(xo) =1 Dy fi(zo) | L 0
fi(zo) 7 [ ai
fq(xO) J L Qp

A Lagrange-féle multiplikator-tételt is csak a kétdimenzids specidlis esetben bi-
zonyitjuk be. Ekkor a tételnek igen szemléletes a tartalma.

Legyenek I, J C R nyilt intervallumok, legyenek fo: IxJ — Rés fi : IxJ — R
adott fliggvénynyek, tekintsiik a fenti (8.8) feladatnak a kovetkez6 specidlis esetét:

fo(z,y) — min (8.12)
filz,y) =«

8.8.4 Tétel. (Lagrange-féle multiplikator-tétel, specidlis eset) Legyen
(xo,y0) € I x J a (8.12) feladat megolddsa, legyen az fo : I x J — R fligguény
differencidlhato az (xo,yo) pontban, legyen az f1 : I x J — R fiiggvény olyan, ame-
lyre teljestlnek az implicitfiigguény-tétel feltételei, azaz folytonosan differencidlhato
az (o, yo) pont eqy kérnyezetében és a Da f1(xo,yo) # 0.

Akkor 3 A € R Lagrange-szorzo, hogy

D1 2L((x0,Y0),A) = (0,0), azaz

To(mo, yo) + A1 (o, y0) = (0,0), azaz
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D fo(xo,y0) + AD1fi1(x0,y0) =0 és Dafo(xo,yo) + AD2fi(zo,y0) =0,

tovabba
D3 fo(x0,yo)

~ Daf1(z0,0)’
valamint feltéve, hogy Ds fo(xo,y0) # 0, teljesil, hogy

D1 fo(zo,y0) _ D1fi(zo, yo)
Ds fo(wo,%0)  Dafi(wo,y0)

A:

Bizonyitas. Mivel az f; fuggvényre, igy az fi — a figgvényre is fenndllnak az
implicitfiiggvény-tétel feltételei, azért 3 [zg — d, zo + 6] kornyezet, hogy az f;*(a) C
[0 — 6,20 + 6] x J halmaz (relacid) fiiggvény, azaz 3! g : [zo — d,20 + 0] — J

figgvény, hogy g(zo) = vo, Vo € [xo — d,20 + I] esetén fi(z,g(x)) = «, valamint
/(x ) = D1 fi(xo,y0)
9 \L0) = T Dy f1(zo,y0)

Legyen h : [xg— 0,20+ 6] — R az a fliggvény, amelyre V = € [z9—J, z¢ + 0] esetén
h(z) := fo(z,g(x)). Mivel az fy differencialhaté az (xg,yo) pontban és g(z¢) = o,
azért a h is differencidlhaté az xg pontban, és

b (zo0) = fi(xo,g(z0)) - l g’(}lﬁo) ]

= [D1fo(z0,v0), D2 fo(zo, yo)] - [ 9/(20) ]

= D1 fo(wo,y0) + Dafo(zo,y0) - ¢'(x0)

D

= Difo(zo,y0) — D2.fo(zo,y0) - lm
D

= Difo(zo,y0) — D1f1(zo,y0) - m

Tovabbé, mivel egyrészt az (xo, yo) a fenti feladat megolddsa, masrészt g(zo) = yo
ésVx € [xg—0,x0+0] esetén f1(x, g(z)) = «, azért az xg a h fiiggvény minimumhelye.
Ezért /' (zg) = 0, azaz

D3 fo(x0, o)

D1 fo(xo,y0) — D1 f1(zo,y0) - =0. 8.13
( ) ( ) D3 f1(z0, o) (8.13)
Ezek szerint a \ := —% vélasztéssal egyrészt a A definicisjabél nyilvan

D3 fo(xo, yo) + AD2 f1(x0, yo0) = 0,
masrészt a 8.13 szerint

D1 fo(xo, yo) + AD1.f1(x0,90) =0 .
Szintén a 8.13 szerint ha Dy fo(xo,yo) # 0, akkor

D1 fo(zo,50) _ Difi(xo,%0)
Dsfo(xo,yo)  Dafi(wo,y0)
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8.8.5 Megjegyzés. A fenti tételben tegyiik fel, hogy nem csak az f1 : [ x J — R
figgvényre, hanem az fy: I x J — R fliggvényre is teljesiilnek az implicitfiiggvény-
tétel feltételei. Ekkor a tétel jelentése igen szemléletes és gy fogalmazhatd, hogy
ha az (xo,y0) a fenti feladat megoldasa, akkor a két fiiggvény szintvonalai érintik
egymast az (zg, yo) pontban.

Ugyanis ekkor egyrészt, mint a bizonyitdsban mar lattuk, mivel az f; fiiggvényre,
igy az f1—a figgvényre is fenndllnak az implicitfiggvény-tétel feltételei, azért 3 [xo—
§, w0 + 0] kornyezet, hogy az f~!(a) C [vg — 6,29 + ] x J halmaz (reldcid) diffe-
rencidlhaté fliggvény, azaz 3! g1 : [xg — 0, x0 + 0] — J fiiggvény, hogy g1(zo) = vo,
Va € [zg — 6,0 + d] esetén fi(z, g1(x)) = a, valamint ¢ (zg) = —% .

Midsrészt, ha az fy fliggvényre is fennallnak az implicitfiiggvény-tétel feltételei,
akkor ugyanigy 3 [xg— &9, £o + 6] kdrnyezet, hogy az f~1(fo(zo,x0)) C [ro— b0, T0+
do] x I halmaz (relacid) differencidlhaté figgvény, azaz 3! go : [xg — 0o, o + do] — I
fiiggvény, hogy go(zo0) = yo, Vo € [0 — do, To + do] esetén fo(z,g(z)) = fo(zo,y0),
valamint g (zo) = —%

A tétel szerint

D1 fo(zo,y0) _ D1f1(xo,%0)
Dafo(zo,90)  Dafi(z0,90) '

go(xo) = g1 (z0) ,

mivel go(zo) = yo = g1(x0), azért ez azt jelenti, hogy a két fiiggvény szintvonalai
érintik egymdst az (xg,yo) pontban.
Az itt elmondottak jél illusztralhatdk a kovetkezli példan keresztiil.

ezért

8.8.6 Példa. Oldjuk meg a kovetkez6 feladatot:
Z -y — max (8.14)

z? + y2 =1.
A fenti tétel jeléléseivel fo(z,y) = z-y és fi(z,y) = 22 +1>. A feladat Lagrange-
fiiggvénye L(z,y) = x -y + Ma? +y?) , tovibbd D fo(x,y) = y és Dafo(z,y) = =,

tovabbd Di fi(x,y) = 2x és Dafi(z,y) = 2y. Ezért ha (zo,yo)megoldasa (8.14)
-nak, akkor a Lagrange-elv szerint létezik A € R, hogy

D1,2£((I07 yO)u >\) = [?/07 ‘TO] + A [21‘07 290] = (07 0)7 azaz

[yo, zo] = —A - [2z0, 2y0].
Az xy szém nyilvdn nem lehet 0, mivel ekkor gy is 0 lenne, ellentmondédsban az
x3 + 2 =1 feltétellel. Igy
o= (=) - 200 = (=A) - 2- (=\) - 2z = 4\ - z

alapjan 4\%2 = 1. Innen \ = :I:%, tehat zo = yo vagy rg = —yp. Behelyettesitve az
egyenléség-feltételbe, mindenképpen azt kapjuk, hogy 223 = 1, azaz a megolddsok

(33 (VEE) (EE) D

koziil keriilhetnek ki. Az f fiiggvény értéke az elsé két helyen %, a mésodik
m

két helyen —%. Mivel kompaktsdgi megfontoldsok miatt 8.14 -nak tgyis van
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megoldasa, ezért a fenti elsd két szampar valéban a megoldasokat szolgédltatja. A
masik két szampar a minimum feladat megoldasa. Lathaté tovabba, hogy példaul

a (5 5) = 1= (V5.//%)

8.8.7 Példa. Mutassuk meg, hogy egy hdromszog szogeire
1
cosacos Fcosy < 3

és egyenlség csak szabdlyos haromszogekre érvényes.
Esetlinkben legyen f(«,3,7) = cosacos 3cos7y, és F(a,B,7) =m—a— [ —1.
Ekkor a Lagrange-fiiggvény az

L(a, B,7,y) = cosacos Fcosy +y(m —a—fF —7)
alakot olti. A megoldésra tehat a

—sinacosfBcosy—y =
—cosasinffcosy—y =

—cosacosfBsiny —y =

szitkséges feltétel adédik. Ha még figyelembe vessziik, hogy F(«a,3,7) = 7 — o —
B —~ =0, akkor az egyenletrendszer egyetlen megolddsa o = § = v = /3, azaz a
feltételt csak a szabdlyos haromszogek elégitik ki.

Konnyen beldthatd, hogy ebben a példaban a feladat feltétel nélkiili széls6érték-
feladattd alakithaté at. Valéban, az F(«, 3,7) = 0 egyenletbél v = 1w — a — 3. Ezt
az f figgvénybe helyettesitve

f(a, B) = —cosacos Fcos(a+ ) .

Ekkor a széls6érték sziikséges feltétele

Dif(a,B) = sinacosfcos(a+ )+ cosacosfsin(a+ 3) =0
Dyf(a,3) = cosasinfcos(a+ )+ cosacosfsin(a+ ) =0.

Ennek az egyenletrendszernek 0 és m kozott egyetlen megoldasa van, méghozza o =
B = /3. Azonnal lathat6, hogy ez valéban maximumbhely, hiszen itt

(/3 7/3) = [ e ]

ami nyilvanvaléan negativ definit.

8.8.8 Megjegyzés. A fenti példdk nagyon egyszeriiek voltak, inkabb csak
szemléltették a tételt. Ha a feltételi halmaz tobb egyenletbdl all, akkor a (8.11),
azaz az L' (xg,y) = 0 egyenletrendszer olyan bonyolult, amelybdl a megoldds amigy
sem hatarozhaté meg. Ezért a Lagrange-féle multiplikator-tétel az alkalmazasok
szempontjabol inkabb elvi jelentéséglinek tekinthetd, azaz az igazi feladata az,
hogy mas tudoméanyokban adott elméleteket alatamasszon. FErre mutatunk példat a
kovetkezokben a mikrookondmidbdl.
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8.8.9 Példa. A mikrookonémidban kozponti szerepet jatszanak a feltételes
szélsbérték feladatok, igy a Lagrange-féle multiplikator-tétel, ugyanis a fogyasztékrol
felteszik, hogy a hasznossdgukat maximalizaljék, a termel6krol pedig felteszik, hogy
a profitjukat maximalizaljak.

I. A fogyasztéi viselkedés

1. A Marshall-féle megkozelités: A fogyasztd adott jovedelem szint mellett
a hasznossagat maximalizalja.

Legyen a fogyaszté hasznosséagi fiiggvénye u : R! — R, legyen p € R’} az arak
vektora, ekkor a kéltségfiiggvénye a (p,.) : Rt — R linedris funkciondl, (adott z € R
termék koltsége (p, x),) legyen m € R a fogyaszté jovedelme. A feladat:

u(z) — max (8.15)
(p,x)y=m.

A feladat Lagrange-fiiggvénye az az £ : R} x R — R fiiggvény, amelyre V = €
R?, V A € R esetén
L(z,y) = u(@) + A ((p,x) —m) .

Ha az zo € intR} a 8.15 feladat megoldasa, és a feladat fiiggvényeire fenndlnak a
Lagrange-féle multiplikdtor-tétel feltételei, akkor

u,(x(]) +)‘p: O’

azaz Vi = 1,...,n esetén
D;u(zg
\__ Diula)
bi
amely szerint az optimélis pontban minden termék parcidlis hatarhasznanak és az
aranak az ardnya megegyezik.

Tovabba ebbdl adddik az is, hogy Vi, = 1,...,n esetén

Diu(zo) _ pi
Dju(xo)  pj’

amely szerint az optimalis pontban barmely két termék hatdrhasznanak az aranya
megegyezik az arak aranyaval.

A tovébbiakban kovessiik a fenti 8.8.5 Megjegyzés menetét:

Legyen 1,7 = 1,2, ...,n tetszoleges, és tekintsiik csupan az ¢ és j-dik terméket,
azaz a tobbi termék mennyiségét rogzitsiikk valamely adott szinten, ekkor w : Ri —
R. Az egyszerliség kedvéért legyen i = 1,5 = 2. A feladat ekkor az eléz6 (8.15)
feladatnak a kovetkez6 specidlis esete:

u(x1,r2) — max (8.16)

pP1x1 + p2xo = m .

Legyen (z9,29) € intR%r megoldas. Az elébb lattuk, hogy ebben a pontban
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Tegylik fel, hogy az u : Ri — R fliggvényre fenndallnak az implicitfiiggvény-
tétel feltételei, ekkor (mint a 8.7.6 Példdban maér lattuk,) az u=!(u(2?,29)) C R
kozombosségi gorbe az 1) egy kornyezetében differencidlhaté fiiggvény, azaz 3! go
differencidlhaté fiiggvény, hogy go(2)) = 29, az 2§ egy kornyezetében u(z1, go(71)) =
u(x, 29), valamint

D 1U(SL‘?, :Eg)
DZU(x(lvag) .

Tovabbé (most ebben a specidlis esetben az implicitfiiggvény-tétel alkalmazésa
nélkiil is) lathatd, hogy fi : Ri — R, fi(z1,22) = p171 + paxe koltségvetési fligg-

go(z) =

vényre az f;'(m) = g1 : R — R (affin) fiiggvény, amelyre g;(z;) = —%m + 0
ey P1
Ir) = ——
91(z1) Do

Diu(af,29)

Mivel a Lagrange-féle multiplikator-tétel szerint Daulabal) —

L azért
p2

Diu(2Y, 29)

/(.0 1ULT, L9 p1 10,0

9o\x1) = =——=0x1) .
o(e1) DQU(x(l),xg) P2 1(71)

A mikrookonémiaban szokdasos jelolésekkel leirva:

dx b1
"2 (= 2! (20) = @2y P1
90( )( 2( 1) da:l) D2

azaz megkaptuk a mikrookonémia egy sarkalatos torvényét, amely szerint az op-
timalis pontban a 2. terméknek az 1. termékre vonatkozo helyettesitési hatarrataja
megegyezik draranyaik reciprokdnak az ellentettjével.

Mivel go(2?) = 25 = g1(2?), azért ez azt jelenti, hogy az optimélis pontban
a hasznossédgi fiiggvény kozombosségi gorbéje érinti a koltségvetési egyenest. fgy
szemléletesen az optimalis pontot ugy "kapjuk meg”, hogy a hasznossagi fiiggvény
kozombosségi gorbéit addig toljuk, amig nem érinti a koltségvetési egyenest.

2. A Hicks-féle megkozelités: A fogyasztd adott hasznossagi szint mellett a
koltségét (kiaddsat) minimalizélja. Ez mondhaté a fenti megkozelités dudlisanak.

Legyen 4 € R adott hasznossagi szint. A feladat:

u(r) — max (8.17)
(p,x)y="1.
A feladat Lagrange-fiiggvénye az az £ : R} x R — R fiiggvény, amelyre V z €
R%, V 1 € R esetén
L(z,y) = (p,x) + p- (u(z) —a) .

Ha az zo € intR} a 8.17 feladat megoldasa, és a feladat fiiggvényeire fenndlnak a
Lagrange-féle multiplikdtor-tétel feltételei, akkor

p—|—,u-u'(:1:0) =0,

azaz Vi = 1,...,n esetén
Pi

H= _Diu(azo) ’
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azaz a (8.15) feladat Lagrange szorzéjanak a reciproka. A levonhat6 kovetkeztetédek
igy ugyanazok. Példaul végsé kovetkeztetésként azt kapjuk, hogy az optimalis pont-
ban a koltségvetési egyenes érinti a hasznossagi fliggvény kézombosségi gorbéjét.
Azonban most ez azt jelenti, hogy az optimélis pontot gy ”kapjuk meg”, hogy
a koltségvetési egyenest addig toljuk, amig nem érinti a hasznossigi fliggvény
koz6mbosségi gorbéjét.

II. A termeldi viselkedés A koltségminimalizalasi feladat

Legyen a termeld termelési fiiggvénye f : R! — R, legyen p € R’} az arak vektora,
legyen y € R adott termelési szint. A feladat:

f(x) — max (8.18)
(p,z)=vy.

Ez formélisan ugyanaz a feladat, mint a (8.17). A feladat Lagrange-fiiggvénye az az
L: R} xR — R fiiggvény, amelyre V x € R"}, V u € R esetén

L(z,y) = (p,x) +p- (f(2) —y) .

Ha az xg € intR™ a 8.18 feladat megoldésa, és a feladat fliggvényeire fenndlnak a
Lagrange-féle multiplikator-tétel feltételei, akkor

p+p- f(z0) =0,
azaz Vi = 1,...,n esetén
R
M T Dileo)
A levonhato kovetkeztetések ugyanazok, mint az el6z6 feladatok esetében. Egyrészt
az optimalis pontban minden minden termelési tényez6 parcidlis hatartermékének
és az aranak az aranya megegyezik. Masrészt ebbol adddik az is, hogy Vi,j =
1,...,n esetén Dif(wo) _ P amely szerint barmely két termelési tényez6 parcislis

Dj(x o

hatértermékének (azo )arén}% megegyezik az draik ardnyaval. Végiil csak két terméket
vizsgalva, ha az f fiiggvényre teljesiilnek az implicitfiiggvény-tétel feltételei, akkor
gh(2)) (= z4(29) = g%) = —L | azaz az optimdlis pontban a 2. terméknek az 1.
termékre vonatkozo helyettesitési hatarrataja megegyezik araranyaik reciprokénak
az ellentettjével, amely szerint az optimalis pontban a koltségvetési egyenes érinti a

hasznossagi fliggvény kozombosségi gorbéjét.

8.8.10 Megjegyzés. Megleponek tiinhet, hogy azt a roppant egyszeri raj-
zolgatast, ami a mikrockonémia egyik kiindulépontja, csak két félév matematika
tanulds utdn lehet elmagyardzni (s6t a magyarazatunk egy kicsit hidnyos is abban
az értelemben, hogy mind az implicitfliggvény-tételt, mind a Lagrange-féle mul-
tiplikator-tételt csak a specidlis kétdimenzids esetben bizonyitottuk be). Vegyiik
észre azonban, hogy olyan egyszertinek tiné és szemléletes fogalomnak, mint a
kozépiskolabdl jol ismert szamegyenesnek a gondos bevezetése az analizis egyik
legmélyebb tertilete, tovabba a szintén nagyon egyszeriinek tind, mér az altalanos
iskoldban megismert érinté fogalménak, azaz a derivaltnak — amely az analizis egyik
kozponti fogalma — a bevezetése rengeteg munkat igényel, kiillontsen a tobbvaltozés
esetben.
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10.

11.

8. FEJEZET DIFFERENCIALSZAMi{TAS

1. Gyakorlatok, feladatok

. Mutassuk meg, hogy az RP tér egységgombjének felszine kompakt halmaz, és

az x — |Ax| leképezés folytonos ezen a halmazon barmely ¢ x p méretii A
matrix esetén.

. Bizonyitsuk be, hogy a (8.1) és (8.2) egyenl6ségek valéban normét definidlnak

a linearis leképezések terén.

. Igazoljuk a norma kovetkez6 karakterizaciojat:

|A|| =inf{\ > 0: |Az| < A|z| VzeX}.

. Igaz marad-e a 8.1.4 Allités, ha a normét a (8.1), vagy (8.2) alatti normak

valamelyikére cseréljik?

. Mutassuk meg, hogy minden ortogondlis matrix egységnyi normaju.

. Bizonyitsuk be, hogy normadlis matrixok esetében a norma megegyezik a

sajatértékek abszolut értékeinek maximumaval, azaz

|A| = max{|\| : X\ az A sajatértéke} .

Jelolje A az A matrix dominédns sajatértékét. Igazoljuk, hogy |A| < ||A]], és
az egyenléség pontosan akkor teljesiil, ha A diagonalizalhaté. (Vesd Gssze a 6.
gyakorlattal.)

. Kozvetlentil a definicié alapjan ellendrizziik, hogy ha az f : X — Y fliggvény

differencialhat6 az x € X pontban, akkor ott folytonos is.

Mutassuk meg, hogy ha az f koordindtafiiggvényei f1,..., fq, ugy f akkor és
csak akkor differencialhaté az x pontban, ha itt mindegyik koordinatafiigg-
vénye is differencialhato.

Mutassuk meg, hogy a g(t) = f(z + tv) differencidlhatésidga barmely v mellett
a 0 pontban nem feltétleniil jelenti az f differencidlhatésiagat az x pontban.
Tekintsiik ugyanis az

_J 1 hay=2a? (z,y) #(0,0)
flzy) _{ 0 kiilonben

fiiggvényt. Igazoljuk, hogy ekkor barmely v € R? mellett a g(t) = f(tv)
fiiggvény differencialhaté a 0 pontban, és ¢’(0) = 0. Azonban f még csak nem
is folytonos az origéban, hiszen annak barmely kornyezetében egyarant felveszi
a 0 és az 1 értékeket is.

Hatarozzuk meg az

1 2
flw,y) =~ + -+ 8xy
Ty

fliggvény szélsGértékeit.
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Mutassuk meg, hogy a 8.6.4 Példédban az (1,1, 1) pont kivételével egyetlen més
kritikus pont sem szélsoérték.

Tekintsitk az X val6s euklideszi téren az f(z) = ||z| fliggvényt. Vizsgdljuk
meg, hogy f milyen pontokban differencidlhatd, és adjuk meg a derivaltjat.

Hatarozzuk meg az f(x,y,z) = xzyz fiiggvénynek a maximumét az egység-
gémbbdl az x + y + z = 0 sik 4ltal kimetszett halmazon. Ebben az esetben a
feltételt az

F(z,y,z) =

2?2 +y?4+ 22 -1
T+y+=z

fliggvény hatarozza meg.

Hatarozzuk meg az

11
métrix norméjat feltételes szélséérték feladatként. Legyen f(x) = ||Ax|?, és
F(x) = ||z]|> — 1, ahol 2 € R?, és keressiik meg a megfelels feladat megoldasat.

Az elz6 feladat gondolatmenetét felhasznalva bizonyitsuk be a 8.1.5 Allftdst
a 8.8.3 Tétel segitségével. A normat az

|Az||* — max

2
] =1
feltételes szélsoérték feladat megoldasaként allitsuk eld.

Irjunk egy adott koérbe olyan haromszoget, amely oldalainak négyzetosszege
maximalis. Oldjuk meg a problémat feltételes szélsGérték feladatként.



