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ELOSzZO

A mérnok-fizikus hallgatok mar a masodik szemeszterben végeznek laborato-
riumi méréseket. Kivanatos, hogy addigra tisztdban legyenek a mérések kiérté-
keléséhez minimalisan sziikséges ismeretekkel. Enélkiil nem képesek a mérések
korrekt elvégzésére, de a laborgyakorlat legfontosabb eredményének, a mérési
jegyzokonyvnek az elkészitésére sem. Aki tisztadban van a kiértékelés kovetelmé-
nyeivel és modszereivel, sokkal mélyebben érti meg a mérés 1ényegét, mint az,
aki ilyesmir6l még nem hallott. A gyakorlatvezetok szamara pedig felesleges és
kellemetlen teher, ha ezeket az ismereteket sietve, a gyakorlat elvégzésére szant
1d6 rovasara kell atadniuk.

Miutan a fizikusok kikeriilnek az életbe, a mérések kiértékelése teriiletén 1é-
nyegesen tobb ismeretre lesz szlikségiik, mint amit a laborgyakorlatok megkdve-
telnek. Ezért a késoObbi évfolyamokon valaszthatnak egy joval nagyobb matema-
tikai felkésziiltséget és rutint igényld eldadast, amely elmélyiti az alapfokll isme-
reteket. A két eléadas tulajdonképpen ugyanarrol szol, de kiillénb6zd szinten.

Az alapszinti eléadasban bizonyos megalkuvasra van sziikség, hiszen a maso-
dik szemeszterben rendelkezésre 4ll6 matematikai tudds még hianyos. A témakor
megértésé¢hez sziikséges a valdszinliség-elmélet ismerete. Azon beliil is elenged-
hetetlenek a matematikai statisztika legfontosabb tételei. Egy fizikusnak ismernie
kell a matematika legtobb teriiletét, de megtanulasuknak kovetnie kell az anyag
belsd logikajat. Igy a valészintiség-elméletre csak a negyedik szemeszterben ke-
rilhet sor. Emiatt ebben a jegyzetben elkeriilhetetlen a legfontosabb ismeretek
Osszegzése olyan szinten, ahogy az elsd szemeszterben tanult lineéris algebra és
analizis alapjan lehetséges. A dolog nem megoldhatatlan, de figyelmeztetjiik az
Olvasot, hogy az itt tanultak a késébbiekben nem mentik fel a valoszinliség-
elmélet alapos elsajatitasa alol. Némi biztatast és segitséget jelentett a
valoszinliség-elmélet két nagy orosz tuddsanak, Gnyegyenkonak és Hincsinnek
az 1950-es években irt konyvecskéje [1], amely ezt a feladatot remekiil megol-
dotta.

A magasabb szintli el6adas mar épit a fizikusoktdl elvarhatdé matematikai is-
meretekre, anyaga ezért tilsagosan nehéz az elsdéves hallgatok szdmara. Tulaj-
donképpen két jegyzetre lenne sziikség: az egyik az elsdéves hallgatok, a masik
pedig a felsébbévesek szamara. Megprobaltam mindkettdt megirni. Azt tapasz-
taltam, hogy az el6bbi hemzseg a bizonyitatlan allitadsoktdl, az utdbbi esetében
pedig az egyes fejezetek bevezetd példai megegyeznek az eldbbiben talalhato
példakkal. Ezért célszeribbnek taldltam a két jegyzetet egyesiteni, és csillaggal
megjeldlni azokat a részeket, amelyek elolvasdsa nem ajanlhaté az els6évesek



szamara. Ez rogton lehetévé teszi az érdeklddd elséévesek szdmara, hogy az
anyagban annyira mélyedjenek el, amennyire érdeklédésiik szerint kivannak és
matematikai ismereteik engedik. Igy talan sikeriilt olyan jegyzetet a keziikbe ad-
ni, amelyet késébbi tanulmanyaik, s6t kutatomunkajuk végzése kozben is ki-
kinyitnak majd.

A mérések sokfélék, és mindegyik kiértékelésének megvan a sajat moédja. A
mérések kiértékelésével szamos konyv [1] foglalkozik, mindegyik tartalmaz
képleteket és kidolgozott példakat. A fiatal fizikusok munkéjuk soran azt fogjak
tapasztalni, hogy gyakran nagyon nehezen vagy egyaltaldn nem talaljdk meg
ezekben a konyvekben az éppen végzett mérés kiértékelésére vonatkozo képlete-
ket. A legbiztosabb ¢€s a leggyorsabb ilyen esetekben, ha ezeket sajat maguk leve-
zetik. Ezért a mérések kiértékelésével foglalkozd miiveknek fontos része a kép-
letek levezetése, mert ennek mddszerét érdemes megtanulni. Igy nem johetiink
zavarba, ha nem talaljuk az éppen keresett formulat. A 6. fejezet (amely foleg a
felsobbévesek szamara késziilt) tartalmaz egy altalanos formalizmust, amely sze-
rint elegendd az illesztéfiiggvényt felirni, a mért értékek szorasait meghatarozni,
¢s az altalanos formalizmusbol kozvetleniil le lehet vezetni a konkrét probléma
megoldasat.

Nem ritkan nagy tomegli mérési adatot kell kiértékelniink. Ez csak szamitogép
segitségével lehetséges, amihez valamilyen programra van sziikségiink. Tobb
ilyen program is létezik, amelyek a mért adatok sokkal mélyebb és alaposabb
elemzését teszik lehetdveé, mint amit kézzel vagy zsebszdmologéppel elvégezhe-
tiink. A jegyzetben igyekeztem ezt a korlilményt figyelembe venni: nem csak a
kézzel alkalmazhat6, hanem a szamitogépre valo algoritmusokat is ismertetem. A
tapasztalat azt mutatja, hogy stlyos tévedéseknek van kitéve, aki anélkiil alkal-
maz masok altal irt programokat, hogy azok alapelveivel kell6 mértékben tiszta-
ban lenne, és alaposan ismerné a programok alapjaul szolgal6 algoritmusokat.

A jegyzetben szamos példa taldlhatd az eldadott modszerek illusztraldsara.
Ezek egy része nem valdsagos mérések eredménye, hanem szamitdogéppel szi-
mulalt “méréseké”. Ilyenek kiértékelésekor eldny, hogy ismerjiik a végered-
ményt, tehat konnyen ellendrizhetjiik az alkalmazott modszerek helyességét. A
szimulalt mérésekrdl is Ggy fogok azonban beszélni, mintha tényleges mérések
lennének.

Az 1. fejezet altalanos ismertetés a kisérletezésrdl, annak szakaszairdl, a he-
lyesen elvégzett és kiértékelt mérésekkel szemben tamasztott kovetelményekrol.
Ez a fejezet 1ényegesen tobb problémat emlit, mint aminek a kifejtésére egy ilyen
jegyzetben lehetdség van. Ha ennek tartalmat a tobbi fejezet tartalomjegyzékével
Osszevetjiik, lathatjuk, mi mindenrdl lehetne még sz6, de kiilonb6z6 megfontola-
sokbol kimaradt.

A jegyzet szerkesztésébol kovetkezik, hogy az anyaggal csak most ismerkedd
hallgatok folytassdk a 2.— 4. fejezetekkel, majd folyamatosan olvashatjak a szo-
veget, de a csillaggal megjelolt fejezeteket hagyjak ki. A széveg ugyan hivatko-
zik olyan képletekre és tételekre, amelyek levezetése csillagos fejezetekben talél-
hato, a tételek megfogalmazasa olyan egyszerti, hogy kezddk is megérthetik.

Az 5. fejezet tartalmazza a legegyszeriibb kisérleti adatok, a kozvetleniil mért
adatok kiértékelését. Ez az a fejezet, amelybdl a legfontosabb fogalmakat meg



lehet érteni. A kozvetett, vagyis csak fliggvényillesztéssel kezelheté mérések ki-
értékelésének altalanos elmélete a 6. fejezetben olvashatd. A felhasznélt matema-
tikai apparatusra vald tekintettel ez a fejezet csak a fels6bbévesek szdmara ké-
sziilt. E fejezet egyes linearis algebrai problémait vazolja a 2. fejezet. A témakor-
rel csak most ismerkeddk a 2. és 6. fejezetet atugorva a 7. fejezetben folytassak
az olvasast. Ez ugyan hivatkozik a 6. fejezet néhany tételére, de 1ényegében attol
fliggetleniil olvashatd. A 7. fejezet els6sorban a [9] jegyzetsorozatban leirt méré-
sek igényeit igyekszik kielégiteni, vagyis olyan problémakat targyal, amelyek
megoldasara a hallgatoknak a laboratoriumi gyakorlatok soran sziikségiik lesz.
Ami nem kezelhet6é a 7.1.-7.7. alfejezetek altalanos fejtegetései alapjan, azt a 7.8.
alfejezetben kiilon targyalom.

Kiilon magyarazatot igényel a 8. és 9. fejezet. Az eldbbi a mérések kiértékelé-
sének talan leginkabb vitatott, de égetd problémajaval, a kiszord pontok megta-
lalasaval és kezelésével foglalkozik. Az utobbi olyan — nem kevésbé nehéz —
problémaval foglalkozik, amellyel csak az utols6 évfolyamokon vagy a kutato-
munka soran fognak a hallgatok talalkozni, ha egyaltalan talalkoznak. Ezért ezt
az egész fejezetet nyugodt szivvel lattam el csillaggal. A probléma nehézségére
valo tekintettel legszivesebben ezt tettem volna a 8. fejezettel is, de ez lehetetlen:
a kiszoro pontokkal mar a kezdd kisérletezok is talalkoznak, és nem engedhetd
meg, hogy legalabb az alapvetd ismeretekkel ne rendelkezzenek. Ezért ennek a
fejezetnek azokat részeit a kezdok szamadra is ajanlom, amelyek nem kaptak csil-
lagot. Senki se szamitson azonban kénnyl olvasményra!

Kezddknek és haladoknak egyarant figyelmébe ajanlom az 1. fiiggeléket. Tu-
dom, hogy sokan nem oriilnek ennek, el6szor magam is igy voltam ezzel. Senki
sem szereti, ha szabvanyokkal és tilalmakkal korlatozzak, milyen szavakat hasz-
nalhat és milyeneket nem. Az ardnyérzék hianyardl tantiskodna azonban, ha eze-
ket a dolgokat nem vennénk komolyan. A szabvanyok, a fogalmak pontos kortil-
irasa, a szavak értelmének sziikitése segit abban, hogy mondataink, gondolatme-
neteink mindenki szamadra érthetdk legyenek, és mindenki ugyanazt értse rajtuk.

Bér a fentiekben tobbszor hangstlyoztam, hogy ez a jegyzet els6sorban a fizi-
kus hallgatok szamaéra irddott, azt is remélem, hogy kutatdk és egyetemi oktatok
is haszonnal forgathatjadk mint olyan miivet, amely gyakorlati problémaikat rend-
szerezett modon, azonos szemlélettel targyalja. Palyam kezdetén nekem Linnyik
konyve [1] nyujtotta ugyanezt, amelynek megértése lehetetlen lett volna Rozsa
Pal kitlind matrixelméleti konyve [5] nélkiil.

Budapest, 2002. februar. Szatmary Zoltan



JELOLESEK

A jegyzet minden fejezetében alkalmazott jeldlések:

Jelolés Magyarazat
M(¢) A & valdsziniiségi valtozo varhaté értéke
D2( 5) A &Evaldsziniiségi valtozo szorasnégyzete
P{. . } A {...} relacioval definialt esemény valdsziniisége
p( A) Az 4 esemény valdszinlisége
A, n sorbol és m oszlopbol allé matrix; a sorok és szolopok szamat csak
akkor jeldljiik, ha elhagyasuk félreértést okozhat
[ A]kl Az A matrix (k, [) eleme
Al Az A matrix transzponaltja
rang(A) Az A matrix rangja
diag(x) Olyan diagonalis matrix, amelynek a féatlojaban az x; mennyiségek
& vannak
E Egységmatrix
f( x,a) Illesztéfliggvény, amely az x fliggetlen valtozon kiviil az ismeretlen a
paramétervektortdl fiigg
a Paramétervektor, komponensei az a,, a,, ..., a,, paraméterek
0 A legkisebb négyzetek modszerében minimalizdlandd négyzetdsszeg
E A mért értékek vektora, komponensei a &, &, ..., &, valdszinliségi val-
tozok
" A & mért érték szorasnégyzetét a D2(E,)= o /w, képlet szerint meg-
' hatarozo sulyfaktor
& (Altalaban) ismeretlen szorzotényezd, amely a stlyokkal egyiitt meg-
adja a szdrasnégyzeteket
W, A w; sulyfaktorokbol képzett diagonalis matrix
F, Az illesztéfiiggvénynek az ay, as, ..., a, paraméterek szerint vett deri-
valtjaib6l mint sorokbol alkotott matrix
Rom =F'WF
ay Az a; paraméter becsiilt értéke
Vi Az illesztdfliggvény becsiilt értéke (= f(x;,7))
st Empirikus szoérasnégyzet (& becslése)
da Az a paramétervektor becslésének a torzitasa




1. BEVEZETES

A kisérletezésnek a modern tudoményban kialakult modszertana van, amely az
alabbi 1épések megtételét igényli:

1. megfogalmazzuk a problémat,

kimondjuk a feltevéseket,

megtervezziik a kisérletet,
megfigyeléseket vagy méréseket végziink,
értelmezziik a kapott adatokat,

6. levonjuk a kovetkeztetéseket.

Nk

E Iépéseket eloszor egy egyszerl, kevés elméleti felkésziiltséget igényld kisérlet-
re vonatkozoan beszéljiik meg. Remélhetdleg ez meg fogja konnyiteni az altala-
nos eszmefuttatdsok megértését.

1.1. A rugalmassagi egyiitthatdo meghatarozasa (példa)

A probléma megfogalmazasa

Kiils6 er6 hatasara a szilard testek alakja megvaltozik. Ha az eré nem talsago-
san nagy, megsziinte utan a test visszanyeri eredeti alakjat. Ebben az esetben ru-
galmas alakvaltozasrol beszéliink. Ilyen esetekben az alakvaltozas mértéke ara-
nyos a hat6 erével. Célunk az aranyossagi tényez6 meghatarozasa egy rud alaka
probatest esetében.

Feltevések

Legyen a vizsgalt rad hossza [, keresztmetszete 4, amelyet a rad egész hossza-
ban egyenletesnek tételeziink fel. A rudat egyik végén rogzitjiik. A masik végén
hatdo F' huzo erd hatasara megnyulik. A mérheté Al megnyulds a fesziiltséggel,
vagyis a keresztmetszet egységnyi teriiletére hatd huzo erével aranyos:

_aF
A

Al

2

ahol « valamilyen aranyossagi tényezd. Helyette altaldban az E rugalmassagi
modulust vagy Young-modulust hasznéljuk:
IF

Al=——. (1.1)
EA
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Feltételezziik, hogy a kisérletben alkalmazott F erdk nem mennek tul a rugalmas-
sag hataran, vagyis csak olyan erdket, alkalmazunk, amelyekre az (1.1) Ossze-
fiiggés érvényes. Ez azt is jelenti, hogy amikor a megnyulast egymas utan tobb-
sz0r megmérjiik, a kapott eredmény fliggetlen az el6z0 mérések eredményétc’il.
Feltessziik tovabba, hogy mind az erdt, mind a A/ megnyulast minden mérés ese-
tében azonos bizonytalansaggal mérjiik. Végiil elhanyagoljuk az / hosszusag és az
A keresztmetszet mérési hibajat. Végeredményben tehat a kovetkezo feltevéseket
tessziik:

e az (1.1) egyenlet érvényessége;

e az egyes mérések fliggetlensége;

e /¢és A mérési hibajanak elhanyagolhatdsaga;

e amérési bizonytalansag azonossaga.

A Kisérlet tervezése

Jollehet a mérés feladata a rugalmassagi modulus értékének meghatarozasa,
ajanlatos ezt annak igazoldsasaval kiegésziteni, hogy a vizsgalt alakvaltozasok
rugalmasak. Ellenkezé esetben ugyanis a rugalmassagi modulusra torzitott értéket
fogunk kapni. Az utébbi, kiegészitd célkitlizésbol kovetkezik, hogy az F' eré mi-
nél tobb kiilonbozo értékénél kell megmérniink a Al megnyulast, hiszen csak igy
ellendrizhetjiik az (1.1) szerinti lineéris Osszefliggés fennallasat. Ehhez iigyel-
niink kell, nehogy az F erd talsdgosan nagy értékei forduljanak eld, kiillonben
el6fordulhat, hogy tartos alakvaltozast idéziink elé a probatesten. Ebbdl a szem-
pontbol a kisérlet tervezésében nagy segitséget jelenthetnek a korabbi kisérletek
eredményei. Ha ilyenek nincsenek, ajanlatos probaméréseket végezni. Az eldbbi,
eredeti célkitlizés ugyanakkor azt igényli, hogy az F erdnek csak olyan értékeit
valasszuk ki, amelyek biztositjdk, hogy a rugalmassagi modulus értékét minél
nagyobb pontossaggal tudjuk meghatdrozni. Meg lehet mutatni, hogy ehhez az F
erd lehetd legnagyobb értékéig kivanatos elmenni. Latjuk tehat, hogy egymasnak
ellentmond6 kovetelményeket kell kielégiteniink.

A hasznalt probatest kiinduldsi adatait (/ hosszsag és A keresztmetszet) alta-
laban az a mihely szolgaltatja, ahol a probatest késziilt. Ezeket névieges értékek-
nek nevezziik, és mérési hibajukat altalaban elhanyagoljuk, mint a fentiekben is
tettiik. Ennek ellenére a tervezés sordn nem kertilhetjiik meg az ezzel kapcsolatos
elemzéseket. A mithely ugyanis minden esetben megkérdezi, milyen t#iréssel ki-
vanjuk a probatestet elkészittetni. Erre pedig csak akkor tudunk felelni, ha
szamszerlien elemezziik a tlirésnek a végsé mérési pontossagra vald hatasat. Mi-
nél kisebb a tlirés, annal nagyobbak a gyartasi koltségek, tehat nem biztos, hogy
az az optimalis, ha a tlirések okozta bizonytalansag elhanyagolhatdan kicsi.

A mérés tervezésének fontos része azoknak a kiilsé koriilményeknek a szam-
bavétele, amelyek hatassal lehetnek a mérés eredményeire. Az adott mérés eseté-
ben ilyen példaul a laboratérium homérséklete: jollehet a rugalmassagi modulust
nem a hdmérséklet fliggvényében kivanjuk megmérni, a hétagulas befolyasolja a

! Mas szoval: a korabbi mérések nem okoztak maradand6 alakvaltozast. A rugalmassag hataranak
tullépése nem mindig okoz maradandoé alakvaltozast, de ezt — az egyszeriiség kedvéért — figyel-
men kiviil hagyjuk.
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Al megnytlds mért értékeit. Célszerli tehdt a mérést (ismert) allando
hémeérsékleten elvégezni. Ha ez nem lehetséges, ajanlatos a hdmérsékletet szintén
megmérni, hogy az esetleges korrekciokat el lehessen végezni. Ha az alkalmazott
nyulasmérdt és erdmérdt mi magunk kalibraljuk, az erre vonatkoz6 méréseket is
meg kell tervezniink.

Mérések

Mihelyt a mérési eljarast a fentiek értelmében maghatdroztuk, a mérést a
lehetd legnagyobb gondossaggal kell elvégezniink, ami nemcsak azt jelenti, hogy
el kell kertilniink az esetleges durva hibédkat (téves beallitasok, téves leolvasasok,
a leolvasott értékek hibas feljegyzése stb.), hanem azt is, hogy az alapul vett fel-
tevések teljesiiljenek. Kiilondsen tligyelniink kell a mérés olyan kiilsé koriilmeé-
nyeire, amelyek ugyan nem képezik a mérés targyat, de befolyasoljadk annak
eredményét. Esetiinkben ilyen a kiils6 homérséklet vagy (esetleg) a
mérdberendezések kalibracioja.

A mérés végrehajtdsanak alapvetden fontos része a mérési eredmények fel-
jegyzése vagy — altalanosabban — dokumentacioja. A kapott eredményeket ponto-
san ugy kell rogziteniink, ahogy azok megsziilettek. A mérés tervezésekor fel
kellett mérniink, melyek azok a mennyiségek, amelyeket szeretnénk meghatéaro-
zott értéken tartani, de legalabbis figyelni. Tehat az F erd és a Al megnyulas mért

crer

vonatkoz6 adatokat is (ha a kalibraciot mi végeztiik).

1.1a. tablazat. Rugalmassagi egylitthaté mérése (sikeres)

F(N) Al (mm) Al (mm) Al (mm)
(1. sorozat) (2. sorozat) (3. sorozat)
100 0,151 0,129 0,169
200 0,341 0,283 0,305
300 0,498 0,522 0,542
400 0,646 0,724 0,690
500 0,912 0,793 0,882
600 0,974 1,008 0,899
700 1,180 1,255 1,147
800 1,217 1,281 1,280
900 1,397 1,482 1,446
1000 1,646 1,599 1,559

Az I.1a. tabldzat egy ilyen mérés eredményét mutatja, amelyet az /./.a. abrdn
grafikusan abrazoltunk. A prébatest egy 2 mm atmérdjii, 1 m hosszasagu acél
huzal, tehat az (1.1) képlet szerinti mennyiségek:

/= 1000 mm, A=3,14 mm>.

A rugalmassagi modulus értéke E=2-10 N/mm? (irodalmi adatok alapjan). A
hazo erd tiz értékénél harom sorozatban mértiikk végig a A/ megnyulés értékeit.
Az abrardl ugy latszik, hogy mindhdrom sorozatban a kapott pontok jol illesz-
kednek az (1.1) képlet szerint vart egyenesre. A késobbi fejezetekben targyalt
modszerekkel ez a harom méréssorozat az E rugalmassagi modulus valdban nagy
pontossagi meghatarozasat teszi lehetové. Ez tehat sikeres mérés.
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1.1a. abra. Rugalmassagi egyiitthatd mérése (sikeres)

A tapasztalat azt mutatja, hogy célszerli olyan részleteket is feljegyezniink,
amelyeket a mérés végzésekor nem feltétlentil tartunk Iényegesnek: a hasznalt
miiszerek bedllitasara vonatkozd adatok, a végrehajtds geometrigjat jellemz6 mé-
retek stb. Igaz, ezekre nincs sziikség, ha a mérést sikeriilt rendben végrehajtani,
viszont lehetséges, hogy éppen ezek segitenek egy sikertelennek tind mérés
megmentésében.

Az adatok értelmezése

A mérési eredmények megsziiletését kovetden tudjuk a kitlizott célt elérni:
meghatarozzuk az E rugalmassagi modulus értékét. Ezt a miiveletet a matemati-
kai statisztikaban paraméterbecslésnek nevezik. Nincs olyan miiszer, amely koz-
vetleniil mérné a rugalmassagi modulust, tehat nem tehettiink mést, mint a vele az
(1.1) képlet szerint 0sszekapcsolhatd Al és F mennyiségeket mérni, és ezek mért
értékeibdl kovetkeztetni a keresett E mennyiség értékére. Mivel az eldbbieket
csak adott bizonytalansaggal tudjuk mérni, az utobbit is csak valamilyen bizony-
talansaggal kaphatjuk meg. Azt, hogy az (1.1) képlet érvényes-e, eloszor célszeri
grafikusan ellendrizni, amint az /./a. dbran tettiik. Ugyanerre természetesen mas
modszereket is fogunk latni.

Tekintve, hogy E becslésének alapja az (1.1) dsszefliggés, illetve a tobbi, fent
megfogalmazott feltevés, a kiértékelés fontos része a feltevések teljestilésének
ellendrzése. Ha ugy talaljuk, hogy ezek nem teljesiilnek maradék nélkiil, korrek-
ciokat kell alkalmazni. Gyakori, hogy a hdmérséklet megfigyelt értékei (7) eltér-
nek a névleges homérséklettdl (7)), tehat a hotagulasi egyiitthato (c) segitségével
a megfigyelt Al megnyulasokat vissza kell szamolnunk a névleges hdmérsékletre.
Matematikailag ezt Ggy fejezhetjiik ki, hogy A/-et nem (1.1), hanem a modositott

IF
AI:E+C(T—TO) (1.2)

képlet adja meg. Az itt szerepld c egyiitthatot altalaban az irodalombdl vessziik,
vagy — ha iroﬁalmi adat nem all rendelkezésiinkre — nekiink magunknak kell c-t
megmeérniink.

2 Szilard testek hétagulasa kicsi, tehat a korrekcios tag varhatéan elhanyagolhatonak fog bizo-
nyulni a gyakorlatban. Annak, hogy szerepeltetjiik, csak modszertani jelentdsége van.
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Kovetkeztetések levonasa

A fentiekben vazolt eljards végén a levonhatd legfontosabb kovetkeztetés
nyilvanvaldan az E rugalmassagi modulus becsiilt értéke, ami magéaban foglalja a
bizonytalansdg mértékének és természetének a meghatarozasat is. Ha a mérést
valamilyen ipari megrendelésre, szolgaltatasképpen végeztiik, egy errdl szolo
Jjegyzokonyv tulajdonképpen elégséges (amely természetesen tartalmazza a mérési
koriilmények és a paraméterbecslés részleteinek a leirasat is).

Tudomanyos c€li mérés esetében azonban célszerli az alapfeltevésekre és az
alkalmazott mérési modszerre vonatkozoan is kovetkeztetéseket levonni, esetle-
ges tovabbfejlesztési javaslatokat tenni. Nagyon gyakori kovetkeztetés, hogy a
kapott mérési pontossag nem elégséges, ezért kivanatos a mérést megismételni.
Fel kell ismerniink az “elrontott” méréseket, ¢s vagy elvégezni a korrekcidkat,
vagy — ha lehetséges — a mérést megismételni és az elrontott mérést csak proba-
mérésnek tekinteni. Egy ilyen esetet elemziink az alabbi részben.

Egy elrontott mérés elemzése

N¢éha sajnos eléfordul, hogy durva hibdkat kdvetiink el, és — ami szintén nem
ritka — ez csak a kiértékelés soran deriil ki~ Ilyen eset lathat6 az /.1b. dbran és az
1.1b. tablazatban. A Al = f(F) fiiggvény mérésének masodik sorozataban az F erd
tullépte a rugalmas alakvaltozas hatarat, amj onnan latszik, hogy a kapott pontok
eltérnek az (1.1) képlet szerinti egyenestdl.™ Az E rugalmassagi modulus magha-
tarozasara csak a gorbe egyenes szakasza alkalmas, a tobbi pontot figyelmen ki-
viil kell hagynunk. A leirt modon torzitott méréseket valoszintiség-elméleti szigo-
rusaggal kivalasztani a valésagban nem egyszerii. A késobbi fejezetekben ezt a
kérdést érinteni fogjuk. A problémat magét az aszimptotikus tartomadny keresése
néven szoktuk emlegetni, ugyanis arrdl van szd, hogy az (1.1) fiiggvény az F
valtozénak nem minden értékére érvényes, hanem csak a rugalmassag hataran
beliil, aszimptotikusan érvényes. Errdl szol a 9. fejezet.
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1.1b. abra. Rugalmassagi egyiitthatd mérése (elrontott)

3 Ha még akkor sem deriil ki, az mar baj: hibas végeredményt fogunk publikalni, amire az sem
mentség, hogy johiszemtien tessziik.

* A gyakorlatban nem tudjuk az 4brara berajzolni az itt lathato folytonos gorbét, hiszen ehhez
ismerniink kellene a Al = f(F) fiiggvény elméleti alakjat. Az 1.1b. dbrdra csak azért rajzoltuk be,
hogy vilagosabban latsszon az egyenest6l valo eltérés.
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1.1b. tablazat. Rugalmassagi egylitthatd mérése (elrontott)

F(N) Al (mm) Al (mm) Al (mm)
(1. sorozat) (2. sorozat) (3. sorozat)
100 0,089 0,0049
200 0,331 0,138
300 0,948 0,228
400 0,641 0,312
500 0,799 0,540
600 0,991 0,781
700 1,087 0,364
800 1,336 1,077
900 1,459 1,172
1000 1,558 1,460
100 0,193
250 0,370
400 0,656
550 0,918
700 1,049
850 1,464
1000 1,614
1150 2,003
1300 2,187
1450 2,815

Az elkovetett baklovésnek azonban tovabbi kovetkezményei is vannak: a mé-
rés utan a probatest hossza maradanddan megvaltozott, tehat / értéke nagyobb lett
egy kicsivel. Az adott példaban ez a maradandé megnytlas koriilbeliil 0,2 mm. A
probatest névleges hossza ezutan / = 1000,2 mm, aminek a hatdsa az (1.1) képlet-
ben elhanyagolhat6. A harmadik sorozat mérésekor azonban egy ujabb hiba is
tortént: ezt a hosszvaltozast nem vettiik figyelembe a A/ megnytlasok mérésekor.
Az 1.1b. abran emiatt keriiltek a harmadik sorozatnak megfelelé haromszogek az
elobbi két sorozat gorbéi ala.

Ha a mérési eredményeket tigy rogzitettiik, ahogy megsziilettek, tehat vilago-
san latszanak az egyes sorozatok, a kiértékelés keretében esetleg helyrehozhatjuk
az elkovetett hibakat. Egyrészt ki kell valasztanunk az egyenestdl elhajlo ponto-
kat, és a rugalmassagi modulus becslésében csak a tobbit szabad felhasznalnunk.
Masrészt a harmadik sorozatban mért megnytlasokhoz egy Aly additiv korrekciot
kell alkalmaznunk, vagyis (1.2) helyett ezekre a

IF
Al=a+c(T—To)+Alo (1.3)

képlet érvényes. Mivel a hibat csak utdlag vettiik észre, Aly értékét sem ismerjiik.
Ez azt jelenti, hogy az eredetileg keresett £ mellett ezt is becsiilniink kell.
Végeredményben tehat az elkovetett hibakat rendbe lehetett tenni, de lassuk
be, hogy ennek az volt a feltétele, hogy a feljegyzésekbdl pontosan latszott, ho-
gyan tortént a mérés. Nyilvanvalod ugyanakkor, hogy az eredetileg tett alapfelte-
vésekhez tovabbiak jarultak, hiszen csak feltevésiink lehet arrol, mi lehetett a mé-
rés soran elkovetett hiba jellege. Helyzetiinket természetesen konnyiti, ha nem
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siettiink a mérés nyomainak eltiintetésével. Példaul hasznos, ha utdlag meg lehet
vizsgalni a préobatestet, valoban bekovetkezett-e rajta a feltételezett maradando
alakvaltozas, ¢és ha igen, akkor az mekkora (vagyis Aly értékét utdlag meg lehet
mérni).

Befejezésiil még két hibat kell az 1.1b. abran és az 1.1b. tablazatban észre-
venniink, amelyekhez hasonlok gyakran eléfordulnak, ha gondatlanul mériink és
rendetleniil dolgozunk. Az adatoknak a szamitogépbe valod bevitelekor tortént két
eliras:

e az elsd sorozatban az ' = 300 N-hoz tartozé megnyulas valdjadban 0,448;

e a harmadik sorozatban az F =700 N-hoz tartozd6 megnyulds val6jaban

0,864.

Ha rendetleniil irunk, a 4-est konnyen olvashatjuk 9-esnek, a 8-ast 3-asnak. Eze-
ket a hibakat azért csempésztiik a szimulalt “mérésbe”, hogy megvilagithassuk az
Un. kiszoré pontok fogalmat. fgy nevezziik azokat a mérési adatokat, amelyekre
valamilyen durva mérési hiba folytdn nem érvényesek az alapfeltevések. Azono-
sitasuk és kezelésiik a matematikai statisztika egyik nehéz problémaja. Ennek
szenteljiik a 8. fejezetet.

1.2. Altalénos kévetelmények

Az 1.1. alfejezetben targyalt példa utdn az alabbiakban altalanosan is megfo-
galmazzuk a mérések végzésével ¢s kiértékelésével szemben tamasztott kdvetel-
ményeket. Ez egyes szakaszok cime tulajdonképpen azonos az el6zd alfejezet
cimeivel. Nehogy ez félreértést okozzon, az aldbbiakban a szakaszokat betiijellel
latjuk el.

a) A probléma megfogalmazasa

Ne tévesszenek meg benniinket a folyoiratcikkek vildgos és logikus okfejtései,
amelyekkel témajukat bevezetik. Altaldban rengeteg Otletre és intuiciéra volt
sziikség ahhoz, hogy egyaltalan egy targyalhatd problémat tudjanak megfogal-
mazni. A kozépszerli és a kivald tudost tobbek kozott az kiilonbozteti meg egy-
mastol, milyen oOtletesen és mekkora képzelderdvel tlizi ki a megoldandd problé-
mat. A probléma Kkitlizése tobbnyire mar eldrevetiti a siker vagy a kudarc
lehetdségét. Néhany példa probléma kitlizésére:

e VALAMILYEN FIZIKAI MENNYISEG MERESE. A keresett mennyiséget néha koz-
vetleniil meg tudjuk mérni: egy rud hossza, egy edény térfogata stb. A leg-
gyakoribb azonban az, hogy a keresett mennyiség (vagy mennyiségek) he-
lyett méasokat tudunk kozvetleniil megmérni, amelyek az eldbbiekkel ismert
kapcsolatban vannak. Ilyen feladat a rugalmassagi modulus fentiekben tar-
gyalt mérése is. Kézenfekvd példa tovabba minden csillagaszati mérés: az
¢gitesteknek az €gbolton vald latszolagos helyét vagy mozgasat mérjiikk meg,
¢s geometriai meg égi mechanikai megfontolasokkal tudjuk a kdzvetleniil
mért mennyiségeket az égitestek tényleges helyével vagy mozgasaval 0ssze-
kapcsolni.

e FIZIKAT OSSZEFUGGESEK KISERLETI MEGHATAROZASA. Vannak fizikai meny-
nyiségek, amelyeknek valamilyen valtozotol valo fiiggését elméletileg rosz-
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szul vagy egyaltalan nem tudjuk megjosolni, igy ezt kisérletileg kell megha-
tarozni. Példak: a viz silirisége kiilonb6zé homérsékleteken, szilard testek
fajhdjének a homérséklettdl vald fliggése, hataskeresztmetszetek fliggése a

e ELMELETI KIJELENTES IGAZOLASA. Az elméleti kijelentés altaldban egy
mennyiség szdmértéke vagy fizikai mennyiségek kozotti fliggvénykapcsolat
alakja. A kisérleti igazolas érdekében megmérjiilk a megjésolt mennyisé-
ge(ket, és ellenorizziik azt a hipotézist, hogy az elméleti kijelentés helyes. A
végsO kovetkeztetés ekkor a hipotézis elfogadasa vagy elvetése. Tekintve,
hogy minden mérés eredményét terheli valamilyen bizonytalansag, az ilyen
tipusu kovetkeztetések sohasem lehetnek biztosak. Legfeljebb arrdl lehet szo6,
hogy a hipotézis helyes vagy téves voltat valamilyen valosziniiséggel mond-
juk ki.

e SZAMITASI MODSZER VALIDALASA. A korszerll szdmitastechnika lehetdvé te-
szi, hogy bonyolult jelenségeket, példaul egy atomreaktor mikodését sza-
mitoégéppel szimulaljuk. A szdmitdgépi program szdmos kozelitést alkalmaz,
tovabba nagy szamu magfizikai adatot hasznal. A biztonsig érdekében meg
kell kdvetelni, hogy a szamitéasi pontossag kielégitd legyen. Ennek az utobbi
kovetelménynek hatosagi érvényt kielégitését validalasanak nevezziik, ami
azt igényli, hogy a szamitasok eredményeit kisérleti adatokkal ellendrizziik.
Ha a szamitdsok eredményei a kisérleti adatoknak ellentmondanak, a
validalas feladata a szamitdsi pontossag mindsitése (esetleg szamszertisitése)
is.

e MERESI MODSZER BEGYAKORLASA. A hallgatoi laboratoriumi gyakorlatok
elsddleges célja, hogy a hallgaték kidolgozott méréseken keresztiil megta-
nuljak a kisérleti fizikus mesterfogéasait. Ez azt jelenti, hogy a gyakorlatot
el0készitd tanar az alabbiak nagy részét mar megtette. A hallgatok feladata
csak a mérés elvégzése és kiértékelése.

b) Feltevések

A mérés szamara elsoként alapul vett feltevés mindenkor a mérés céljabol ko-
vetkezik. Ha a cél valamilyen mennyiség meghatarozasa, fel kell tenniink annak
az Osszefliggésnek a helyességét, amely a kozvetleniil mért mennyiségeket a ke-
resett mennyiséggel dsszekapcsolja. Hasonldan fel kell tenniink az igazolando
elmélet vagy a validaland6 szamitogépi modell helyességét. Ezt a hozzallasunkat
a kapott eredmények értelmezés€ig fenn kell tartanunk. Elvetniink csak a végsé
kovetkeztetések levonasakor szabad — ha egyaltalan sziikséges.

Tekintve, hogy minden mérés eredménye bizonyos mértékig bizonytalan, en-
nek a bizonytalansagnak a természetére és mértékére szintén kell feltevéseket
tenniink. Hogy ez konkrétan mit jelent, arrdl a késébbi fejezetekben bdven lesz
SZ0.

A mérést befolyasolo kiilso feltételekre vonatkozdan tovabbi feltevések sziik-
ségesek. Ezek szabjdk majd meg az alkalmazandd korrekcidkat. Fontossagukat

> A mérésekhez hasonloan, a szamitasok pontossaga is véges — ha méasért nem, akkor a felhasznalt
adatok véges pontossaga miatt.
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mutatja, hogy nemritkdn dontd szerepet jatszanak a végsd eredmények eredd bi-
zonytalansagéaban.

¢) Tervezés

A kisérletek tervezése igényli a legtobb fantaziat, és ez az a teriilet, amelyrdl a
legkevesebbet lehet altalanossagban mondani.

Tegyiik fel, hogy elképzeltiik a kisérleti berendezést. Méreteit, tliréseit, a
miszerezettségére vonatkozo6 adatokat a kisérletezOnek kell meghataroznia annak
érdekében, hogy a megfogalmazott probléma megoldasara alkalmas legyen. A
dontd természetesen a mérési pontossag kérdése. Erre két példat hozunk. Amikor
a kisérlet révén szeretnénk két elméleti joslat kozott valasztani, a mérési bizony-
talansagnak nyilvanvaloan sokkal kisebbnak kell lennie, mint a két joslat kozotti
eltérés. Szamitdgépi programok validalasakor pedig a mérési pontossagnak alta-
laban jobbnak, de legaldbbis kozel azonosnak kell lennie, mint a szamitasoktol
elvart pontossag. Ha ezt nem tudjuk elérni, akkor a kisérletek szamanak a novelé-
sével tudjuk a mérések pontatlansagat ellenstilyozni. Mind a pontossag javitasaa,
mind a kisérletek szdmanak a novelése tobbletkoltséggel jar. Mar a kisérletek ter-
vezésekor meg kell tehat talalnunk a legkisebb koltségekre vezetd optimumot.

Gondosan tervezendd az adatok dokumentdldsdnak a modja. Mar a kisérlet
megkezdése elott el kell donteniink, hogyan fogjuk az adatokat kiértékelni, me-
lyek lesznek azok a kiilsd befolyasold tényezdk, amelyeket kézben tartunk, me-
lyek azok, amelyeket korrekcioba vesziink, és végiil melyek azok, amelyek hata-
sat elhanyagoljuk. Terv sziikséges a mérdberendezés kalibralasara, helyes
mukodésének ellendrzésére, ennek modjara és gyakorisagara.

A kisérletek tervezésének altalanos targyaldsara ebben a jegyzetben nem ke-
riilhet sor. Vannak miivek [2], amelyek ezzel a kérdéssel is foglalkoznak. Altala-
nosan alkalmazhatd receptek nem sziilettek még. Mas szoval: a kisérletek
tervezésebol nem lehet kiiktatni a gondolkodast.

d) A mérések végrehajtasa

Miutdn a fentiekben 0Osszegzett elOkészités megtortént, a mérések
kivitelezhet6k. A legfontosabb kovetelmény a kisérleti terv lehetd legnagyobb
gondossaggal valo végrehajtasa. Ezen tilmenden a kovetkezoket ajanlatos szem
eldtt tartani:

e Az esetleges hibakat a legkonnyebben a mérések végzése kozben hozhatjuk
helyre. A mérések befejezése utan mar aligha ellendrizhetjiik a leolvasasok
helyességét, a miiszerek bedllitasat stb. Ezért a kapott eredmények értelme-
zésével nem okos dolog megvarni a mérések végét, hanem mar a részered-
ményeket is célszerli elemezni. Az I.1b. abran illusztralt hibak felismerésére
¢s helyrehozasara csak a legtapasztaltabb kisérletez6k képesek.

e A munka kdzben készitett feljegyzések legyenek részletesek, és tartalmazza-
nak minden olyan informaciét, amely segithet a kiértékelésben. A
kisérletezok gyakran esnek abba a hibaba, hogy emlékezetiiket végtelen

% Mas kérdés, hogy azok el sem kovetik ezeket a baklovéseket.
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hosszunak tekintik. Arra kell szadmitanunk, hogy a fontos részletek tobbségé-
re mar egy hét mulva sem fogunk emlékezni.

e Minden kiértékelés feltételezéseken alapul (lasd fentebb), igy érvényét vesz-
ti, ha ezek a végsd kovetkeztetések szerint helytelennek bizonyulnak. Ilyen
esetekben Uy feltevéseket kell tenni, €s az adatokat ujra ki kell értékelni. Ez
azonban csak akkor lehetséges, ha megvannak a nyers mérési adatok. Az a
korszerti, ha tarolasuk formaja valamilyen kiértékeld program altal olvashato
szamitogépes f3jl.

e A dokumentaci6 legyen olyan, hogy masok is at tudjak tekinteni. Aki erre
nem ligyel, lenézi sajat méréseit, hiszen fel sem tételezi, hogy eredményei
utdn masok is érdeklddni fognak. A hallgatok kiilondsen iigyeljenek arra,
hogy mérési jegyz6konyviikon legalabb a tanar el tudjon igazodni.

e) Kiértékelés
A kiértékelés modszereirdl €s szabalyairdl a jegyzet tobbi fejezetében
bdségesen lesz sz6. Harom altalanos megjegyzést azonban itt is tenniink kell:

o Kiértékeléskor megvaltozik a kisérlethez vald viszonyunk. Az eldkészitésben
azzal foglalkoztunk, hogyan tudjuk a kisérletet a kitlizott célnak legjobban
megfeleld modon elvégezni. Miutan a mérés lezajlott, azokra az adatokra
kell tamaszkodnunk, amelyeket a mérésben megkaptunk. Ezek tartalmazhat-
nak hibékat, utélag ugyanis rajohetiink, hogy valamit masképp kellett volna
csinalnunk. Kiértékeléskor mindezen mar nem tudunk véltoztatni: abbol az
adathalmazbol kell a kivant informaciot kiszedniink, ami rendelkezésiinkre
all.

e A kisérleti adat nagy érték. Ennek megfeleld tisztelettel kell bannunk vele.
Ez kiilonosen a nyers mérési adatokra vonatkozik, ugyanis azok jelentik a ki-
sérleti tényeket. Minden kiértékelt eredmény mar fligg a tett feltevésektol, te-
hat csak akkor kisérleti tény, ha minden feltevés helyes.

e A kiértékelésnek ugyan része az esetleges durva hibak kiszlirése, de ez nem
vezethet a mérési adatok Onkényes megvaltoztatisara vagy kihagyasara,
ahogy mondani szokas, “kozmetikazasara”. A kérdéssel a 8. fejezetben fog-
lalkozunk.

f) Kovetkeztetések

Ahhoz képest, amit a végso kovetkeztetésekkel kapcsolatban az 1.1. alfejezet-
ben mondtunk, mar kevés hozzatennivaldonk marad. A legfontosabb, amit az
egész muveletsor végén el kell donteniink, az a kdvetkezd: sikeriilt a megfogal-
mazott problémdat megoldani? Ha erre a kérdésre igennel felelhetiink, munkankat
elvégeztiik, ésEPem marad mas hatra, mint a kutatoi jelentést vagy a tudomdanyos
cikket megirni~. Ellenkez6 esetben tjabb kisérletet vagy kiértékelést kell javasol-
nunk.

7 Lelkiismeretes tudésok mindkett6t megirjak. A kutatdi jelentés tartalmazza a részleteket, ame-
lyek alapjan masok megismételhetik a mi kisérletiinket. A tudomanyos cikk a kisérleti eredmé-
nyek, de foleg a kovetkeztetések elegans, lényegretoré megfogalmazasa.
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Hallgatoi labormérések esetében a legfontosabb “kovetkeztetés” a mérési
jegyzokonyv elkészitése, amely nem a tudomanyos cikk, hanem a kutatoi jelentés
rokona.

1.3. Jellegzetes példak mérések kiértékelésére

Torténelmi visszapillantas

Abban az értelemben, ahogy azt ma értjiik, a 18. szdzad végén meriiltek fel
méréskiértékelési problémak. Nevezetes P. S. Laplace szamitasa (1786), amellyel
a Fold alakjat meghatarozta. Mar akkor tudtak, hogy a Fold nem gémb alakq, ha-
nem egy forgasi ellipszoiddal kozelithetd. Az ellipszoid paramétereit méréssel
hataroztak meg. Tekintsiik az 7.2. abrat. A Fold keresztmetszetét mutatja, amely
a feltevés szerint ellipszis. Kiilonb6z6 foldrajzi helyeken megmérték a délkor 1°
kozépponti sz6ghoz tartozd darabjanak M hosszat. A mérés helyét az / szélességi
korrel jellemezték. Geometriai megfontolasokkal levezették, hogy M és [ kozott
az (1.4) képlet szerinti 6s§zeﬁiggés all fenn, ahol a és b az ellipszis alakjatol
fiiggd ismeretlen allandok.

[T

M=a+bsin> I=a+bx (1.4)

1.2. abra. A Fold alakja

A mérési eredmények az [1.2. tdabldzatban talélhaték.EI Laplace a
kovetkezoképpen okoskodott. Tekintve, hogy nem lehet a €és b értékét gy meg-
vélasztani, hogy az (1.4) képlet minden mérésre pontosan érvényes legyen, a
képlet hibajat a lehetd legkisebb értékre probalta leszoritani. Adott a és b mellett
meghatarozta az

M —a—bsin? |

hibatagok maximumat, majd megkereste a és b olyan értékeit, amelyek mellett ez
a maximum a legkisebb. A modern terminoldgia szerint ezt minimax becslésnek
nevezziik. Laplace eredménye a kdvetkezd volt:

a=25525,1 dupla 6l és b=308,2 dupla ol

1.2. tablazat. A Fold alakjara vonatkoz6 mérések

Foldrajzi hely 1(°) x = sin’/ M

¥ 4 és b nem az ellipszis féltengelyeinek a hossza, de azokkal ismert 6sszefiiggésben all. Ha tehat
meghatarozzuk a-t és b-t, a féltengelyeket is megkapjuk.

% A hosszusagot akkoriban “dupla 61" egységekben mérték. Csak az érdekesség kedvéért hagytuk
ezt meg. A szogeket azonban atszamoltuk a ma hasznalatos fokokra, jollehet eredetileg olyan
fokban mérték, amely szerint a teljes szog 400°.
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(dupla 61)

Peru 0,0 0,0 25538,85
Joreménység foka 37,0093 0,30156 25666,65
Pennsylvania 43,5556 0,39946 25599,60
Olaszorszag 47,7963 0,46541 25640,55
Franciaorszag 51,3327 0,52093 25658,28
Ausztria 53,0926 0,54850 25683,30
Lappfold 73,7037 0,83887 25832,25

1 dupla 61 = 2x1,949 m

Eredetileg A. M. Legendre javasolta 1806-ban a legkisebb négyzetek modsze-
rét. Javaslatat az [.2. tablazatban szerepld adatokra vonatkozoan fogalmazzuk
meg. Ha az egyes mérések megkiilonboztetésére bevezetjiik az i indexet, akkor
szerinte a

,
0= (M;—a-bx,) (1.5)

i=1

négyzetosszeg minimumat kell keresni. C. F. Gauss csillagaszati és geodéziai
megfigyelések kiértékelésével foglalkozott. 1809-ben 6 vetette meg a legkisebb
négyzetek modszerének az alapjait. Lényegében a mai napig hasznaljuk az altala
bevezetett fogalmakat és jeloléseket.

Ujabb attorést eredményezett A. Fisher munkassaga a 20. szazad tizes évei-
ben, akinek a nevéhez fiz6dik a maximalis valosziniiseg ma altalanosan alkal-
mazott modszere. Eszerint a keresett paraméterek becsiilt értékét ugy valasztjuk
meg, hogy azok mellett a kapott kisérleti eredmény a legvalosziniibb legyen. A
modszer elénye, hogy matematikailag jol kezelheté formuladkra vezet, tovabba
hogy a becslésnek kedvezd matematikai statisztikai tulajdonsagai vannak.

A hipotézisek vizsgélata elsdsorban J. Neyman ¢és K. Pearson munkassaga ré-
vén fejlodott ki a 20. szazad 30—40-es éveiben. Szamos statisztikai proba sziile-
tett, amelyek koziil a legfontosabbakat ebben a jegyzetben is targyaljuk.

Az 1980-as évek végére tjbol elokertiltek olyan becslési modszerek, amelye-
ket a 19. szazad végén mar alkalmaztak, de a maximalis valdszinliség mddszere
hattérbe szoritotta dket. Koz¢jlik tartozik a mar emlitett minimax modszer, to-
vabba a legkisebb abszolut értékek modszere. Az utdbbi szerint a

7
0= |M;—a-bx| (1.6)

i=1

0sszeg minimumat keressiik az a és b paraméterek fiiggvényében. Matematikai
szempontbol ez a probléma visszavezethetd a gazdasagi optimalizalas céljaira
kidolgozott linearis programozadsra. A modszer akkor jott Gjra divatba, amikor
erre kozhaszni programok jelentek meg. A matematikusok ajanljadk ennek a
hasznalatat is, ugyanis a modszer jelentds eldnye, hogy sokkal kevésbé érzékeny
a kiszord6 pontokra, mint akar a legkisebb négyzetek, akdr a maximalis

19 Egyes magyar szerzOk a médszer eredeti angol neve utdn maximum likelihood médszerr8l be-
szélnek. Gyakran — beszédben — ma is ezt a kifejezést hasznaljuk.
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valosziniiség modszere. Ugy mondjuk, hogy ezek robusztus becslések. Részlete-
sebb targyalasukra sajnos nincs helyiink ebben a jegyzetben.

Paraméterbecslés fiiggvényillesztéssel

FiiggvényillesztésrOl beszEllink, amikor a kézvetleniil mért és a keresett meny-
nyiségek kozott matematikailag megfogalmazhatd fliggvénykapcsolat van. Az
elébbieket &, &, ..., &-nel, a keresett mennyiségeket pedig a1, aa, ..., ay-mel je-
16ljiik. Ekkor a kapcsolatot a kovetkezd alakban irhatjuk fel:

E=f(x,a)+¢,  i=12,..,n, (1.7)

ahol x; az un. fiiggetlen valtozo, a az ismeretlen mennyiségekbdl képezett vektor,
¢ a hibatag. Az utdbbi azért 1ép fel, mert — mint mar tobbszor hangsulyoztuk — a
mért mennyiségek értéke bizonyos mértékig a véletlentdl fligg, tehat az elméleti-
leg levezetett Osszefliggés sohasem teljesiil pontosan. A “keresett mennyiségeket”
ebben az Osszefiiggésben paramétereknek szoktuk nevezni. Nos, a paraméter-
becslés abban all, hogy az aj, as, ..., a, mennyiségeket gy valasztjuk meg, hogy
a hibatagok valamilyen értelemben a lehet6 legkisebbek legyenek.

Mar tobb, az (1.7) képletnek megfeleld fliggvénykapcsolatot is felirtunk ko-
rabban. Laplace problémdjaban az (1.7) szerinti fliiggvénykapcsolat a kovetkezo
[vO. (1.4) képlet]:

. 2
f(x;,a) =a; +ayx;, §i=M,, xX; =sin” [, ay=a, ay=b.

Az 1.2. tablazatban a mérési pontok szama n =7, a keresett paramétereké pedig
m = 2. A rugalmassagi modulus mérésekor a fliggvénykapcsolat alakja attol fligg,
a felirt képletek melyike alkalmazando. A legegyszertibb az (1.1) képletnek
megfeleld eset:
By & = Al x; =F, a=E.
a, A

f(x;,a)=

Az (1.2) esetben az ismeretlen paraméterek szama tovabbra is m =1, de a fiig-
getlen valtozok szama most kettd: x =Fésy =T

Flrisyia) =L oy~ T,). Y=F =T
CllA
Mindkét figgvényben /, 4, ¢ és Tj ismert allandoknak tekintend6k. Nem ritka,
hogy — a fenti esethez hasonléan — egy paraméterbecslési problémanak egynél
tobb fliggetlen valtozdja van. Ennek ellenére — az egyszertiség kedvéért — ezt csak
akkor jeloljiik kiilon, ha feltételeniil sziikséges. Az (1.3) képlet esetében a para-
méterbecslés tovabb bonyolodik:

f(xsyisa)= 622 +c(y; - Ty) +a,,
ahol
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{O az 1.+ 2.sorozatban,
(12 =

Al a 3.sorozatban.

A keresett paraméterek szama telﬂf']t m = 2-re nétt, de az a, paramétert csak a 3.
sorozatban kell figyelembe venni.

A keresett paraméterekre kapott becsiilt értékeket az f{x;,a) fliggvénybe visz-
szahelyettesitve olyan értékeket kapunk, amelyek — a valasztott értelemben — a
lehetd legkdzelebb allnak a kozvetleniil mért adatokhoz. Ilyenek az /./a. abrara
berajzolt egyenes pontjai. igy az eljarast fiiggvényillesztésnek is nevezziik, hiszen
az f(x;,a) fliggvény paramétereit gy valasztjuk meg, hogy a fiiggvény gorbéje a
lehetd legkozelebb haladjon a mért adatokat abrazolod pontokhoz. Ebben az 6ssze-
fliggésben az f(x;,a) fliggvényt illesztofiiggvénynek nevezziik. Nem tulzas azt al-
litani, hogy sikeres kivalasztasa a mérés kiértékelésének a kulcsa.

Regresszio

Szdmos szerz0 minden fliggvényillesztést regresszionak nevez. A
legegyszeriibb a linedris regresszio, mert a neki megfeleld illesztofiiggvényt a
fentiekben mar felirt

f(x,-,a)zal +ax; (1.8)

képlet adja meg. Az illesztést zsebszamologéppel, s6t grafikusan is végre lehet
hajtani. A gyakorlatban a legtobb illesztési problémat igyeksziink ilyen illesztésre
visszavezetni, amit a probléma linearizdlasénak neveziink. A dologra a késdbbi
fejezetekben még visszatériink, mert ez az eljards nem mentes a csapdaktol (vo.
7.1. alfejezet)

Nem art tudni, hogy a “regresszid” kifejezés eredetileg sokkal sziikebb dolgot
jelentett. A fogalmat Sir Francis Galton vezette be, aki az él6lények egyes
mérhetd tulajdonsagainak az Osszefliggését vizsgalta a sziildk és az utdodok ko-
zott. Vegylink egy példat. Azt talalta, hogy az atlagnal magasabb sziilok gyerme-
kei varhatdan szintén magasabbak az atlagnal, de magassaguk a sziilok magassa-
ga ¢s az atlag kozé esik. Analdg kijelentést lehet tenni az atlagnal alacsonyabb
szllok utodairol is.

" Erdemes megjegyezni, hogy ilyen tipusi problémékra a kozhaszni szamitogépi programok
tobbsége nincs felkésziilve. A kiilonlegesség abban all, hogy az f(x;a) fiiggvény alakja mas az
adatok kiilonb6z0 csoportjaira.
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1.3. abra. A sziilok és utodok magassaga kozotti korrelacio

Az ebben a sziikebb értelemben vett regresszidt az 1.3. abran lathatd példaval
illusztraljuk. Altalanossagban megmutatjuk, hogy a hasonlé grafikonokon a vizs-
galt mennyiségek kozott linearis kapcsolatnak kell lennie, és az egyenes mere-
deksége felvilagositast ad a kapcsolat mértékérdl, amit ebben az 6sszefiiggésben
korrelacionak neveziink. Ha egyaltalan nincs korrelacio, a meredekség nulla. A
dolgot érdemes kiilon is megvizsgalnunk (vo. 7.1. alfejezet), mert az ilyen grafi-
konok hasznosak, ugyanakkor néha meghokkentd ¢és komikus félreértésekre ad-
nak alapot. Szamos ilyen példa kering a matematikai statisztika hasznat kétségbe
vono irodalomban. Az elvi kiilonbség miatt ebben a jegyzetben a regresszio ki-
fejezést csak ebben a sziikitett értelemben hasznaljuk.

Kiegyenlités
Tegyiik fel, hogy megmértiilk egy haromszog szogeit, és a kovetkezd ered-
ményt kaptuk (Linnyik [1]):
o=54°5 p=50°1 y="76°6".
Osszegiik 180°12°, vagyis 180°-t6] eltér. Az eltérés oka a mérési hiba. Az adatok
nyilvan nem maradhatnak igy, hiszen a szdgekkel csak akkor dolgozhatunk to-

vabb, ha 0sszegiik pontosan 180°. A mért szogekhez tehat alkalmaznunk kell va-
lamilyen korrekciot:

o= oyté B=poté r=w+G,

§1+§2+§3:12,. (19)

A legkisebb négyzetek modszere alapjan a korrekcidkra a kovetkezo feltételt ir-
hatjuk fel:

ahol

0={7+¢3 +¢3 = minimum. (1.10)

Ezt a problémat egyszerti megoldani. Q ugyanis a kdvetkezd alakba irhat6 at:
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0=(¢,-¢) +32,
i=1
ahol
Z-= 1+, +83 :1_2':4,.
3 3

Lathato, hogy Q akkor veszi fel a minimumat, amikor

Gi=0=03=0=4".
A keresett szogek tehat:
op = 54°1° Lo =49°57 %0 =76°2".

A most megoldott problémat kiegyenlitésnek nevezziik. Altalanosabban fo-
galmazva arr6l van sz6, hogy a fliggvényillesztés sordn a keresett paraméterek
értékét nem valaszthatjuk meg szabadon, hanem értékiiknek ki kell elégiteniiik
bizonyos Osszefiiggéseket. A most targyalt problémaban ez az (1.9) képlet. Néha
konnyebb a paraméterek kozotti dsszefiiggéseket nem explicit formaban felirni,
hanem azt megkdvetelni, hogy az illesztett fliggvény gorbéje egy vagy tobb rog-
zitett ponton atmenjen. Egyenes illesztésekor példaul megkovetelhetjiik, hogy az
egyenes menjen at az origdn.

Normalas

Az 1.3. tablazat egy, az r valtozo fiiggvényében mért fliggvényt mutat, ame-
lyet harom részletben mértek ki. A mérés részecskeszdmlaloval tortént, amelynek
az ¢érzékenysége mérésrél mérésre valtozott, igy a fiiggvény gorbéjének mas a
normaldsa az egyes méréseﬁ)en. Az [.4a. abran egyiitt mutatjuk a harom mérés-
ben kapott gérbedarabokat.

1.3. tablazat. Eloszlas mérése harom részletben

7 (cm) 1. mérés 2. mérés 3. mérés

-1 4975

0 5022

1 4757

4 4942 6979

5 4730 6581

6 4336 5966

7 4264 5923

8 5779

10 5369

12 4421 8415
13 3952 7571
14 3591 6506
15 3418 6102
16 3201 5789
17 6184

12 Ezek nem szimulalt, hanem tényleges mérések.
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18 7854
19 13897
20 5606 14399
21 5076 13248
22 4237 10973

Ahhoz, hogy megkapjuk a keresett y(r) eloszlast, a hdrom gorbedarabot ossze
kell normalni. Ezen azt értjiikk, hogy mindegyik darabhoz keresniink kell egy
normalasi tényezot, amellyel azt elosztva olyan értékeket kapunk, mintha a de-
tektor érzékenysége minden mérésben azonos lett volna. Ennek a feladatnak a
megoldasa egyszerli — legaldbbis elsd latasra. A normalési tényez6t valamelyik
mérésre vonatkozdan 1-nek valasztjuk. Legyen ez a 3. mérés. Az elsé és masodik
mérés normalasi tényezdjét a kozos r-eknél kapott értekek dsszevetésével kapjuk:

5606 N 5076 4237

+
_ 14399 13?48 10973 _ ¢ 3g6-

a)

4421 3952 3591 3418 3201
+ + + +

_ 8415 7571 6506 6102 5789:0,542.

a, 5
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1.4a. abra. Harom részletben mért eloszlas

Ha nincs megfeleld fliiggvényillesztd program, a fenti megoldas elfogadhato,
de nem idedlis. A normalési problémat meg lehet ugyanis fliggvényillesztési fela-
datként is fogalmazni. A j-edik méréshez tartozé normalasi tényezot a;-vel jelol-
juk (7 =1, 2, 3). Ekkor az illesztéfiiggvényt a kdvetkez6 alakban irhatjuk fel:

f(x.jsa,) = a,;p(x), X=r. (1.11)

Az 1.3. tablazatban szerepld adatokat most két fliggetlen valtozo jellemzi: a mé-
rés sorszdma (j) és a mérés helye (r). Kétfajta paramétert kell becsiilniink: a
normalasi tényezoket (a;) és a Y(r) eloszlast, amelynek az értékeit a y vektor
komponenseinek tekintjiik. Mivel az 1.3. tablazatban az r valtozo 20 kiilonb6zo
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értéke szerepel, a “y~tipusi” paraméterek szdma is ennyi. Mivel a harom koziil
az egyik normalési tényez6t szabadon valaszthatjuk meg, a becsiilt paraméterek
teljes szama: m =20 + 2 = 22.

16000

14000 -

12000 U

10000
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eloszlas

6000 v ®

4000

2000

0

-5 0 5 10 15 20 25
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1.4b. abra. Az 6sszenormalt eloszlas az (1.11) illesztéfliggvény szerint

Ha a 7.7. alfejezetben targyalt modszerekkel a fliggvényillesztést elvégezziik,
a végeredmény a kovetkezo:

a; = 0,386 a> =0,539.

Ez lényegében ugyanaz, mint a “kézzel” kapott megoldas. Az (1.11) illesz-
tofliggvény alkalmazéasanak szdmos elénye van, amelyekrdl a késobbi fejezetek-
ben lesz szd. A teljes normalt goérbe az 1.4b. abran lathato.

Korrekciok

Mar a rugalmassagi modulus becslésének alapjaul szolgald (1.2) és (1.3) kép-
letekben alkalmaztunk korrekciot a hdtagulasra, illetve a probatest maradandd
megnyuldsara vonatkozdéan. A gyakorlatban kivételesek az olyan mérések, ame-
lyek kiértékelésében nincs sziikség hasonlod korrekciokra. Természetesen a kor-
rekcid nem mindig egy jarulékos tag levondsat (vagy hozzaadasat) jelenti. Van-
nak korrekcios 0szto- vagy szorzotényezok is, sOt ezek kombinacioja is eldfordul.

A korrekcidk alkalmazéasa egyszerlinek tlinik. Valoban az is. Nem szabad
azonban félvallrol venni a dolgot. A korrekciok hatdssal vannak a végeredmény
ered0 bizonytalansdgara, aminek a figyelembevétele rejt magaban csapdakat.
Gyakran nem trivialis a korrekciokat pontosan ott és pontosan ugy alkalmazni,
ahogy azok a mérési adatokat befolyasoljak.

Simitas

Az 1.4b. abran kapott fliggvénygorbérdl elméletileg tudjuk, hogy az r valtozo
kozepes értékeire (» < 15 cm) sima, lassan valtoz6 fiiggvény. Ezzel szemben az
abran lathatd pontok meglehetdsen nagy szorast mutatnak, ami feltehetéen a mé-
rési hiba kovetkezménye. Ha nem ismerjiik az elméleti gorbe konkrét alakjat,
gyakran simitjuk a gorbét. Ennek az a matematikai alapja, hogy lassan valtozo

28



figgvények Taylor-sorba fejthetdk, tehat a pontokra szakaszonként egymdashoz
illeszkedd polinomokat illesztve egy sima, lassan valtozé fliggvényt kaphatunk.

A simitott gorbe jol hasznalhatd példaul a mért gorbe numerikus derivalasara.
A gorbesimitas masik alkalmazasa lehet az interpolacié, amikor a mért fliggvény-
re a fliggetlen valtozo olyan értékénél van sziikséglink, amelyre vonatkoz6an nem
tortént meéres.
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