2. TETELEK LINEARIS ALGEBRABOL

Mért adatok kezelésében a matrixok alkalmazasa megkonnyiti a dolgunkat.
Ebben a fiiggelékben azokat az ismereteket Osszegezziik, amelyekre a jegyzet
tobbi részében feltétleniil sziikség lesz. A vektorok, matrixok fogalmat, a veliik
vald miiveleteket (szorzas, Osszeadds, allandoval vald szorzds, transzponalas,
invertalas, diadikus szorzatok), tovabba az ezekre vonatkozo tételeket ismertnek
tételezziik fel. A matrixok méreteit altalaban nem jeloljik — kivéve azokat az
eseteket, amelyekben ez a képletek megértéséhez és helyes hasznalatdhoz elen-
gedhetetlen. A témakdrrel kapcsolatban az Olvaso figyelmébe ajanljuk Rozsa Pal
kitiind konyvét [5].

2.1. Sajatértékek, sajatvektorok
Osszefoglalonkat a sajatértékekkel és sajatvektorokkal kezdjiik. Egy

tetszOleges négyzetes A matrix jobb és bal oldali sajatvektorait az

Au=Au, viA=Av'
egyenletekkel definialjuk. A A sajatértékek a

det(A - AE) = P, (1) = 0 @.1)
karakterisztikus egyenlet megoldasai. Ha az A matrix nxn-es, P,(A) n-edfoku po-
linom, amelynek igy n gyoke van. Bizonyithat6 az

2.1. TETEL (HAMILTON-CALEY):
P,(A)=0. (2.2)

Ha a (2.1) karakterisztikus egyenletnek minden gyoke egyszeres, P,(1) a legala-
csonyabb fokszamu polinom, amelybe az A matrixot helyettesitve a 0 matrix
adodik. Amikor azonban a polinom gyokei tobbszorosek, 1étezhet alacsonyabb
fokszamu polinom is, amelyre ugyanez érvényes. Tekintsiik az (A — AE) matrix
Osszes (n— 1)-edrendli aldeterminansat. Mindegyikiik A-nak legfeljebb (n— 1)-
edfokt polinomja. Ha P,(4)-t elosztjuk legnagyobb kozos osztojukkal, akkor a
A(A) minimdlpolinomot kapjuk. Ez a legalacsonyabb fokszamu polinom, amelybe
A-t helyettesitve 0-t kapunk:

A(A)=0. (2.2a)
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A(A) altalaban megegyezik a P,(A) karakterisztikus polinommal. A definiciobol
kovetkezik, hogy a minimalpolinom ¢és a karakterisztikus polinom gyodkei azono-
sak, legfeljebb multiplicitasuk lehet kiilonbozo.

Az A matrix szerkezetére vonatkozdan sokat elmond a minimalpolinom. Jegy-
zetiinkben gyakran alkalmazzuk a kovetkezo tételt:

2.2. TETEL. Ha a minimdlpolinom minden gydke egyszeres, az A matrix dia-
gonalizalhato:

9 T
/11 O 0 Vl

04, 0f|vI
A=[ujuy........ u, 2 V2 | = Udiag(A)VT, (2.3)

ahol
viu=uv' =E. (2.3a)

U oszlopai a jobb oldali, V' sorai pedig a bal oldali sajatvektorok. A fenti képle-
tek érvényességéhez fel kellett tenniink, hogy a sajatvektorok normalasa olyan,
hogy biortonormalt rendszert alkossanak:

T, _
Vl-uj—é‘ij.

A matrix (2.3) alaku eldallitasat spektralfelbontasnak nevezziik. Vannak esetek,
amikor nem sziikséges a minimalpolinom gydkeit vizsgalni, ugyanis bizonyithato
[5] az

2.3. TETEL. Ha egy matrix felcserélhetd az adjungaltjaval, akkor az dia-
gonalizalhato.

Ilyenek a szimmetrikus matrixok: A" = A. Ekkor V = U, ahol U unitér mdtrix:
inverze megegyezik a transzponaltjaval.

A sajatértékekkel kapcsolatban még egy tételre lesz sziikséglink, amely szerint
felso korlatot kaphatunk a sajatértékek abszolut értékére:

2.4. TETEL. Ha az A matrix (i, j) eleme a;;, akkor van olyan 7, amelyre mindegyik
Ay sajatérték esetében fennall, hogy

n

el

J=1

ail-
frjuk fel a A sajatértékhez tartozo sajatérték-egyenletet (i =1, 2, ..., n):
n
ZGUukj = ﬂkukl- .
j=1

Legyen i =i’ az az index, amelyre uy; abszolut ért¢ke a legnagyobb. Az erre vo-
natkoz6 egyenletet osszuk el uy; -vel, majd vegyiik mindkét oldal abszolut érté-
két:
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amint a tétel allitja.

2.2. A matrix rangja

A matrix fontos tulajdonsdga a rangja, amelynek tobb, egymassal egyenértékii
definicidja van:

2.1. DEFINICIO. A matrix rangja k, ha legfeljebb £ linedrisan fliggetlen diddra
bonthato.

Roézsa Pal konyvében [5] talalhatd egy algoritmus, amely szerint barmely matrix
egyértelmiien felbonthato linearisan fiiggetlen diadikus szorzatok dsszegére:

k
A=>xy/!, (2.4)
i=1
ahol k < n. A linearis fiiggetlenség azt jelenti, hogy a

k k
i=1 i=1

egyenldségek csak ugy allhatnak fenn, hogy az a; €s b; egyiitthatok eltlinnek min-
den i-re. Nos, az A matrix rangja definicio szerint £.

2.2. DEFINICIO. A matrix rangja a 0-t0l kiillonb6z6 A; sajatértékek szama.
A (2.3) felbontasbol kovetkezik, hogy

n
A= Auv] . (2.5)
i=1

Ha csak a zérustdl kiilonbozo sajatértékeket vessziik, akkor egy (2.4) alakt
diadikus felbontéast kapunk. Ha abban a diddok szama k, bizonyithatd, hogy meg-
egyezik a (2.4)-ben szerepld k-val.

2.3. DEFINICIO. A matrix rangja k, ha van el nem tiiné k-adrendii aldeterminansa,
de minden magasabb rendii aldeterminans zérus.

Annak bizonyitasatdl is eltekintiink, hogy ez az eldbbiekkel ekvivalens. Meg-
jegyezziik, hogy ezt a definicidt ritkan hasznaljuk a jegyzetben. A rangszdmmal
kapcsolatban gyakran alkalmazzuk a kovetkezo tételt:

2.5. TETEL. A rang nem ndvelhetd szorzas révén.
Azt kell belatnunk, hogy barmely két matrixra
rang(AB) < rang(A) ¢s  rang(AB)<rang(B). (2.6)

Szorozzuk be jobbrdl a (2.4) egyenlet mindkét oldalat B-vel:
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k k
T T
AB = inyl- B= inzi ,
i=1 i=1

ahol ziT = y,-TB (i=1,2, .., k). Ha ezek a vektorok linearisan fiiggetlenek, akkor
az AB szorzatmatrix rangja maradt k. Ha azonban linearisan filiggdk, akkor az
utolso dsszegben a linedrisan fliggetlen diadok szama k-nal kisebb, igy AB rangja
is kisebb, mint A-¢. Ezt allitja a tétel. Hasonldan lathatjuk be a (2.6) képletek ko-
ziil a masodikat is.

A matrixok rangjaval kapcsolatba hozhatok a kvadratikus formak, amelyeket a
kovetkezdképpen definidlunk:

2.4. DEFINICIO. Legyen A szimmetrikus, valos elemii matrix. Az

n

n
X Ax = z Zaijxl-xj (2.7a)
i=1 j=I

Osszeget kvadratikus formanak nevezziik.

Alkalmazzuk a (2.3) alatti felbontast:

n
x Ax=x"UTAUx = Z/ll-ziz , (2.7b)
i=1
ahol
z=Ux.

Tudjuk, hogy szimmetrikus, valos elemii matrixok sajatértékei Valc’)sak.h-'I Ennek
figyelembevételével értelmezhetdk a kdvetkezd definiciok:

2.5. DEFINICIO. A szimmetrikus, valos elemli A matrixot pozitiv definitnek nevez-
ziik, ha minden sajatértéke pozitiv (4; > 0). Ebben az esetben a
(2.7) szerinti kvadratikus alak minden nemzérus x vektor eseté-
ben pozitiv.

2.6. DEFINICIO. A szimmetrikus, valds elemli A matrixot pozitiv szemidefinitnek
nevezzilk, ha minden sajatértéke nemnegativ (A; > 0). Ebben az
esetben a (2.7) szerinti kvadratikus alak minden nemzérus x vek-
tor esetében pozitiv vagy zérus.

2.7. DEFINICIO. A szimmetrikus, valos elemli A matrixot indefinitnek nevezziik,
ha sajatértékei kiilonb6zo eldjeliick. Ebben az esetben a (2.7) sze-
rinti kvadratikus alak egyarant felvehet pozitiv, negativ és zérus
értéket.

! Az idézett tétel pontosabban ugy hangzik, hogy hermitikus matrixok sajatértékei valdsak [5].
Hermitikus matrix: megegyezik komplex konjugaltjanak a transzponaltjaval.
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Analdég moédon definidlhatd a negativ definit és negativ szemidefinit matrix fo-
galma is. A 2.2. DEFINICIObol kovetkezik, hogy a pozitiv és negativ definit matri-
xok rangja megegyezik a matrix rendjével.

Pozitiv definit €s pozitiv szemidefinit matrixok esetében altalanosithatjuk a
valds szamok korében ismert gyokvonas miiveletét. Erre vonatkozik az

2.6. TETEL. Tetszdleges szimmetrikus, valos eleml, pozitiv definit vagy pozitiv
szemidefinit A matrixhoz talalhatdé olyan valés elemii H matrix,
amelyre A = H'H.

Bizonyitas gyanant felirunk egy ilyen H matrixot:

o o

HT =[u;uy e u, | 0 4 0 = Udiag(\/z)

00 7]

(2.3) alapjan egyszeriien belathatjuk, hogy ez megfelel a tétel kivanalmainak.
Megjegyezziik, hogy a H matrix eldallitasdhoz nem feltétlentil sziikséges az A
matrix (2.3) szerinti spektralfelbontésat elvégezni, mert vannak gyorsabb algo-
ritmusok is. (Ilyen a Housholder-algoritmus, 14sd [5].)

2.3. Matrixok invertalasa

A probléma felvetése

Matrixokkal kapcsolatban két miivelet igényel kiilondsen gondosan kidolgo-
zott algoritmusokat: a (2.3) szerinti spektralfelbontds és az invertalds. Mérések
kiértékelésekor az elébbi konkrét végrehajtasara nincs nagyon sziikség. Elméleti
levezetésekben persze anndl tobbszor alkalmazzuk a 2.2. TETELt. Bizonyos matri-
xok inverzét azonban minden esetben numerikusan ki kell szamitanunk. Erre vo-
natkozoan Gauss oOta kidolgozott algoritmus 1étezik: eliminacio eldére, visszahe-
lyettesités hatra. Elérhetok ezt megvaldsitd szubrutinok, amelyek feladatukat
tobb-kevesebb sikerrel meg is oldjak. Mivel a matrixok invertalasa alapvetd sze-
repet jatszik a mérések kiértékelésében, a problémaéaval részletesen foglalkozunk.

Eloljaréban megjegyezziik még, hogy az alabb targyalt algoritmust csak ala-
csony rendli matrixok esetében célszerli alkalmazni. Ennek csak egyik oka, hogy
a kivonasi jegyveszteségek problémdja a matrix rendjének (n) ndvekedésével
egyre stilyosabbé valik. A masik ok az, hogy a Gauss-féle algoritmus #°-nel aré-
nyos szamu szorzast &s osztast igényel, vagyis a sziikséges szamitasi id0 a matrix
rendjével rohamosan nd. Ezért nagy matrixok esetében olyan iteracios algoritmu-
sok keriilnek elétérbe, amelyekben a szorzasok és osztasok szama csak n’-tel ara-
nyosan nd. Nehéz éltalanossagban megadni, hol van a két megkozelités kozotti
hatéar. Koriilbeliil a 100x100-as matrixok jelentik azt a hatart, amely felett fonto-
lora lehet venni az iterdcios eljarasokat. Specialis szerkezetli matrixok esetében a
hatér jelentdsen kitolhat6 a 2.4. alfejezetben targyalt hipermatrixok segitségével.
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Jollehet az emlitett algoritmus altaldban ismert, egy példa kapcsan felidézziik a
1épéseit. Tekintsiik a kdvetkezd egyszerli egyenletrendszer megoldasat:

LOlx+2y+3z=1
4x+5y+6z2=0 (2.82)
Tx+8y+9z=0

Az elore vald eliminacid elsé lépéseként az elsd egyenletet végigosztjuk x
egyiitthatdjaval, majd az igy kapott egyenletet végigszorozzuk 4-gyel és 7-tel,
majd az eredményt kivonjuk a masodik, illetve a harmadik egyenletbdl:

x+1,9802y +2,9703z = 0,9901
—2,9208y — 5,8812z = —3,9604 (2.8b)
—58614y — 11,7921z = —6,9307

A késobbi tanulsdgok levondsa érdekében az elsd osztds eredményét négy
tizedesjegyre kerekitettiik, és ezt kdvetden végig a kerekitett szamokkal dolgoz-
tunk, majd az Ujabb eredményeket szintén négy tizedesjegyre kerekitettiik. A
késObbi lépésekben is igy jarunk el. Ezzel illusztraljuk a szdmitogépek véges
szamitdsi pontossagat és annak numerikus kovetkezményeit. Az x ismeretlennek
azt az egyiitthatgdjat, amellyel el6szor osztottunk, pivotelemnek nevezziik. Latha-
to, hogy a kapott egyenletrendszer két utolsd egyenletébdl kikiiszoboltiik (elimi-
naltuk) az x valtozot. Ezt kovetden y-t kiiszoboljiik ki az utolsé két egyenletbdl.
Pivotelemiink most —2,9208, vagyis az y ismeretlennek a masodik egyenletben
szerepld egyiitthatoja. Ezzel végigosztjuk a masodik egyenletet, majd az ered-
ményt végigszorozzuk az y ismeretlennek a harmadik egyenletben szerepld
egylitthatojaval, —5,8614-gyel, és az eredményt kivonjuk a harmadik egyenletbdl:

x+1,9802y +2,9703z = 0,9901
y+2,0136z=1,3559 (2.8¢)
0,0104z =1,0168

Ezzel az algoritmus “elminécio eldre” részét végrehajtottuk. Ha tobb ismeretle-
niink és egyenletiink lenne, akkor ezt tovabb folytatva kiiszobdlnénk ki az isme-
retleneket. Végeredményben olyan egyenletrendszert kapunk, amiben az utolséd
egyenlet csak egy valtozot tartalmaz, majd visszafelé haladva mindig eggyel tobb
ismeretlen jelenik meg. Miel6tt tovabbmennénk, felhivjuk a figyelmet arra, hogy
a harmadik egyenletben a z egyiitthatojanak a szamitasakor végzett kivonasban az
els6 harom értékes tizedesjegy kiesett (elveszett).

Az algoritmus masodik része “visszahelyettesités hatra”. Az utols6 egyenletbdl
(itt: a harmadikbol) kifejezziik z-t, majd visszafelé haladva kozvetleniil kisza-
mitjuk az egyes ismeretleneket:

x=0,9901-1,9802-(~195,512) - 2,9703- 97,769 = 97,740
y=13559-2,0136-97,769 = —195,512 (2.8d)
z=1,0168/0,0104 = 97,769
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Itt ugyan 6t értékes szamjegyet irtunk le, de ezek koziil legfeljebb az elsé harom
lehet értelmes, hiszen a (2.8c)-hez vezetd 1épésben a harmadik egyenletben z
egylitthatojat csak ilyen pontossaggal tudtuk megkapni. Az eredeti egyenletrend-
szert nem nehéz pontosan is megoldani:

x =100
y=-200 (2.8¢)
z=100

A (2.8d) szerinti eredmény a vartnal is rosszabb: a véges szamitdsi pontossag
okozta hiba miatt mar a masodik szamjegy is megbizhatatlan.

A megoldast nyilvan nagyobb pontossaggal szeretnénk megkapni. A bemuta-
tott példabol — reméljiik — vildgos, hogy a probléma gydkere a kivondsi jegyvesz-
teség, ugyanis ez az a miivelet, amelyben értékes szamjegyek veszhetnek el, ami-
kor az egymasbol kivonand6 szdmok kozelitéleg azonosak. Rogton felmeriil két
kérdés: Mikor 1ép fel ez a kellemetlen jelenség? Ha fellép, lehet-e ellene valamit
tenni? Az alabbiakban ezekre keressiik a valaszt.

Miel6tt ratérnénk a valaszokra, megjegyezziik, hogy a (2.8a) egyenletrendszer
megoldasa megadja a matrix inverzének elsd oszlopat. A masik két oszlopot ugy
kapjuk, hogy a jobb oldalra az eddigi [1, 0, 0] vektor helyett a [0, 1, 0], illetve
[0, 0, 1] vektorokat irjuk. Egy matrix invertalasara tehat ugyanagy alkalmazhat-
juk az “eliminéci6 eldre, visszahelyettesités hatra” algoritmusat. Az is latszik to-
vabba, hogy a fellépd numerikus problémak elméleti vizsgalatat elég az egyenlet-
rendszerek megoldasara korlatozni.

E rész befejezéseként kimondjuk a kdvetkezo tételt:

2.7. TETEL. A pivotelemek szorzata megadja a matrix inverzét.

A tétel bizonyitdsa az ismertetett algoritmusbol kovetkezik, és az Olvasora
bizzuk. Utmutatas: az elére vald helyettesités felsé haromszog matrixsza transz-
formalja a matrixot, amelynek determinansa a fOatloban levé elemek szorzata,
vagyis 1. A transzforméci6 soran azonban beszorzunk a pivotelemeket tartalmazé
diagonalis matrix inverzével. A sorok néhanyszorosanak a kivonasa nem valtoz-
tatja meg a determindanst.

0 1=
N
N

N

-5 -~

10

15
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30

0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3

2.1a. abra. A (2.9) egyenletrendszer grafikus megoldasa
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2.1b. abra. A mddositott (2.9) egyenletrendszer grafikus megoldasa

Geometriai szemléltetés

A (2.8) képletekben vizsgalt harmadrendli matrix rajzban nehezen
szemléltethetd. Ezért a probléma 1ényegét egy kétismeretlenes egyenletrendszer
segitségével szemléltetjiik:
1045x+y =1 x =1/(104,5-100) = 0,2222

pontos megoldésa:

(2.9)
x+0,01y=0 y=-100x = -22,22

Ha az egyenletrendszert alkotd egyenleteket az (x, y) sikon abrazoljuk, két egye-
nest kapunk. Metszéspontjuk koordinatai adjak az egyenletrendszer megoldésat.
A 2.1a. abran lathato, hogy a két egyenes majdnem parhuzamos egymassal. Ilyen
esetben Iépnek fel a kivondsi jegyveszteségek, mint (2.9) megoldasaban: 104,5 —
100 =4,5. A gyakorlatban ez arra vezet, hogy a megoldas nagyon érzékeny a
matrix elemeire €és a jobb oldalon allo ismert vektorra. Valtoztassuk meg példaul
az elsd egyenletben x egyiitthatojat 104,5-r61 105,5-re! Ekkor a 2./b. dbran 1at-
hato képet kapjuk, amely szerint a megoldds: x=0,1818 és y=-18,18. Az
egylitthatd 1%-nyi megvaltozasa a megoldasban 18% eltérést eredményezett. Az
ilyen tulajdonsagli egyenletrendszerekrdl azt mondjuk, hogy rosszul kondicio-
naltak.

Rosszul kondicionalt matrixok

A (2.8a) egyenletrendszer esetében a megoldast az (x, y, z) térben felvett sikok
metszéspontja adja. Nos, ott a jegyveszteség azzal fiigg 6ssze, hogy a sikok kozel
parhuzamosak egymassal. A kondicionaltsag fokanak szamszer( jellemzésére a
kovetkezd geometriai megfontolast alkalmazzuk. A (2.9) egyenletrendszer matri-
xanak az oszlopvektorai:

1045] 1
I T M0
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Az (x, y) sikon ezek kifeszitenek egy parallelogrammat. Teriilete a matrix deter-
minansanak abszolut értéke: |det A|=0,045. Ez azért kis szam, mert a két osz-

lopvektor kozel parhuzamos egymassal. Ha merdlegesek lennének, a parallelog-
ramma téglalap lenne, amelynek a teriilete

la)|-Jay]| = 104,5-1=104,5.

A két teriilet hanyadosa a kondicionaltsag szamszer(i mértékének tekinthetd. Al-
talaban

|det A|

A= T RaF

(2.10)

3

ahol a nevezdben az nxn-es A matrix oszlopvektorainak a hossza szerepel. A
(2.8a) ¢és a (2.9) matrixokra ez rendre 4,310 és 3,410, detA kiszamitasdban
tdmaszkodhatunk a 2.7. TETELre.

A kondiciondltsagra egy masik mérdszamot is levezethetiink. Ehhez sziiksé-
giink van a matrix valamilyen normajara. El6szor a vektorok normajat kell defi-
nidlnunk, majd ahhoz a kovetkez6 modon kapcsolhatunk a matrixok szamara is
normat. Legyen x tetszéleges (nemzérus) vektor, és tekintsiik az Ax vektorokat.
Nos, a matrix normaja a legkisebb olyan M szdm, amelyre fennall az

[Ax] < Mix]
egyenldtlenség. Ebbdl kovetkezik, hogy minden x vektorra fennall:
Jax] <[] |+, @1

A vektorok szamara a tovabbiakban az L, normat hasznaljuk:

b =xTx = [ 2.12)
i=1

Belatjuk, hogy ehhez a vektornormahoz tartoz6 matrixnorma
|A] = 44, (2.13)

ahol /121 az A'A matrix legnagyobb sajatértéke. Feltessziik, hogy az A matrix
szimmetrikus, €s igy (2.3) szerint faktorizalhat6.”Ha bevezetjiik a

z=Vix
jelolést, akkor

n
AXx = Udiag(/l)VTx = Zﬂ,-zill,- ,
i=1

amelynek a normaja

2 A mérések kiértékelésénél fellépd matrixokra ez a feltevés mindig teljestl.
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n
||Ax||2 =x'ATAx = Z/I%ziz .
i=1
Itt kihasznaltuk, hogy az u; sajatvektorok 1-re vannak normalva. Tegylk fel,

hogy a sajatértékeket csokkend sorrendben indexeltiik, vagyis A; a legnagyobb
abszolut értékli. Ekkor irhatjuk:

n
||Ax||2 < /1212 2= 22T 2=2xx= A3 ||x||2

i=1

Ha x = u,, akkor itt egyenldség all fenn, amivel allitasunkat igazoltuk.

Konnyen belathatok a matrixnormara vonatkozoan a kovetkezd 0sszefliggések.
Két matrix szorzatanak a normaja nem lehet nagyobb, mint a tényezdk normaja-
nak a szorzata:

|| <[a]-[B]. @.14)
Fennallnak tovabba a haromszog-egyenldtlenségek:
[Al-[B] <A +B] <]+ B]. (2.14b)
A fentiek segitségével vizsgaljuk az
Ax=Db (2.15)

egyenletrendszer megoldasait. Tekintsiik eldszor a b vektor perturbacioit. Ha b-t
megvaltoztatjuk Ab-vel, akkor a megoldas megvaltozasa

Ax=A"'Ab.
Vegyiik mindkét oldal normé;jat, és alkalmazzuk a fenti egyenl6tlenségeket:
ST BT L
Jax] < A ab] = A o] T = A Ax] S <
ol el = g
_ Ab
< a7l kL,
amit a kdvetkezd alakban is irhatunk:
[ Y TRETIING L SN .
T <A Al = G(A) T
[~ <+ b ~ ]
Itt bevezettiik a kovetkezd jelolést:
INEINEN 216

Ez a mennyiség ugyanugy jellemzi az A matrix kondicionaltsagat, mint a (2.10)
szerinti C}, hiszen megadja, hogy a b vektor relativ megvaltozadsa hanyszorosan
felnagyitva jelentkezik a megoldasban.
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Nem szamoljuk végig, de meg lehet mutatni, hogy ugyanez a C; mérvadé ma-
génak az A matrixnak a perturbacidi szempontjabol is. Ha a matrixot AA-val
perturbaljuk, akkor a megoldas relativ megvaltozasat a

aA]
G2 (A)
x| = A
Il aa]
1-Cy(A) =
Al

képlet jellemzi. Mindenképpen fenndll tehat, hogy a (2.15) egyenletrendszer ak-
kor rosszul kondicionalt, amikor C, nagy. Mivel az inverz matrix sajatértékei az

eredeti matrix reciprokai, az HA_1 matrixnorma nem mas, mint A legkisebb ab-
szolut értékili sajatértékének a reciproka. Ezzel tehat
A

Cz(A) = 1

. (2.16a)

n

A fenti két példdban szereplé matrixokra ennek értéke: 2,4-10° (2.9)-re és
1,06-10* (2.8a)-ra. Mindkettd meglehetdsen nagy érték.

Algoritmus

Miutan szamszeriien jellemeztiik a matrixok kondicionaltsagat, nézziik, ho-
gyan lehet a helyzeten javitani. (2.16a)-bdl latszik, hogy nagyon kedvezébtlen, ha
az invertaland6 matrixnak nagysagrendileg eltérd sajatértékei vannak. A mérések
kiértékelésekor konnyen keletkezhet ilyen matrix, ha a mért mennyiségek egysé-
geit kedvezotleniil valasztjuk meg. A kisérleti fizikusoktdl azonban nem vérhat6
el, hogy ilyesmire iigyeljenek. Az ebbdl esetleg keletkezd problémakat a mérést
kiértékeld programok keretében kell elintézni. Az invertalandé matrixot célszeri
transzformalni: jobbrol és balrdl beszorozzuk egy-egy diagondlis méatrixszal gy,
hogy a transzformalt matrix sor- és oszlopvektorainak a normaja kozelitdleg azo-
nos, mondjuk, 1 legyen. Ezzel altalaban javul a kondicionaltsag. Matematikailag
tehat arr6l van szo, hogy az A matrix helyett az

A’ =RAS (2.17a)
matrixot invertaljuk, majd a kapott eredménybdl az
AT=SA"R (2.17b)

képlettel kapjuk meg a keresett inverzet. Példaképpen vegylk a (2.9)-ben
szerepld matrixot. Kénnyen belathatd, hogy az

01 0
S:R:
0 10

valasztas megfeleld, mert ez az
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1,045 1
A=

matrixra vezet, amelyre (2.16a) alapjan C>(A’)=90,9 adodik, ami 1ényegesen
kedvez3bb, mint korabban (2,4:10°). A (2.17) transzformaciok is jarnak kereki-
téssel, ami természetesen jabb hibaforras. Ennek kikiiszobolésére egyes progra-
mok a transzformalé diagonalis matrixokban csak olyan elemeket engednek meg,
amelyek 2 vagy 10 egész szamu hatvéanyai. Ilyesmire azonban csak végsd esetben
van sziikség.

A kovetkez6 numerikus fogas a pivotelem megfeleld megvalasztasa. A ta-
pasztalat azt mutatja, hogy a kivonasi jegyveszteségek akkor a legkisebbek, ami-
kor az eldre valo kikiiszobolés mindegyik 1épésében az éppen kikiiszobolt valtozo
egyiitthatoi koziil az abban az egyenletben szereplét valasztjuk pivotelemnek,
amelyiknek legnagyobb az abszolut értéke.

Amint az algoritmus halad eldre, az igy kivalasztott pivotelem abszolut értéke
egyre kisebb. Ha a matrix szingularis vagy olyan rosszul kondicionalt, hogy az
adott gépi pontossag mellett az inverz matrix elemeinek egyetlen szamjegye sem
vehetd komolyan, akkor az algoritmust le kell allitani. Ha végtelen pontossaggal
szamolnank, a szinguldris matrixok esetében a pivotelem nullava véalna a (k + 1)-
edik 1épésben, ahol k a matrix rangja. Véges pontossagu szamitasok esetében ez
sohasem kovetkezik be. Legfeljebb arrol lehet sz6, hogy a pivotelem abszolut ér-
téke egy bizonyos toleranciaérték (7OL) ald csokken, ami annak a jele, hogy a
matrix szingularis, vagy legalabbis az adott gépi pontossag mellett annak
tekintendd. Tetszdleges matrixok esetében nem lehet ilyen hatart megadni. Az
invertalandé matrix normalasa ebbdl az okbdl is tanidcsos. Normalt matrixok
esetében a kovetkez$ hatirok szabhatok: TOL =10 a szokdsos négybajtos
szamébrazolas (az un. szimpla precizid), viszont TOL = 10" a nyolcbajtos szam-
abrazolas (az Un. dupla precizio) esetén.

Utditeracio

Vannak esetek, amelyekben a fenti fogasok sem segitenek. Ilyen példaul a
(2.8a)-ban szerepld matrix: az oszlopvektorok normaja kozel azonos, és a
pivotelem optimalis megvalasztisa sem javitja lényegesen az invertalads pontos-
sadgat. Az utolsé lehetdség ilyenkor az utoiteracio, amellyel szinte “reménytelen”
eseteket is meg lehet menteni. Lehet alkalmazni akdr az inverz, akar az Ax = b
egyenlet kozelité megoldasanak a javitasara. Tegyiik fel, hogy a fenti numerikus
eljarasokkal kaptunk egy kozelité B ~ A" inverz matrixot. Az alabbi séma bal
oldalan az egyenletrendszerre, a jobb oldaliban pedig az inverzre vonatkozé algo-
ritmust mutatjuk:

XOZBb, XO:B
b, =b-Ax, =(E-AB)b =Z7b, B, =E-AX,=E-AB=2Z,
x; =Bb, =BZ"D, X, =BB, =BZ*,
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by, =b, —Axy = By =B, —AX; =
=(E-AB)b; =Z"*'b, =2* —- ABZ" =7,
Sx=YBZ'p=BY Z'b= | X, =BY 7z =B(E-2)" =
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
-B(E-Z) 'b=A"b=x. -B(AB) ' =BB!Al=A"!.

Ezek a sorok konvergalnak, ha Z-nek nincs 1-nél nagyobb sajatértéke. Erre vo-
natkozoan jo becslést kaphatunk a 2.4. TETEL alapjan. Ha tehat B legalabb 1 jegy-
re j6 inverz, akkor Z-nek nincs 0,1-nél nagyobb eleme, igy az utoiteracidé 10-nél
kevesebb Iépésben konvergal (10 tizedesjegyre).

Példaként tekintsiik a (2.8a) szerinti matrixot. A (2.8) képletekben alkalmazott
algoritmussal, négy tizedes jegyre vald kerekitéssel a kovetkezd kozelitd inverzet
kapjuk:

97,74 —195,57 97.80
B=|-19551 388,22 -193,62

97,77 —192,97 96,15
Az iteracid sebességét a

—-0,0074 —0,0043 0,012
Z=E-AB=| -0,03 0 0
-0,03 - 0,04 0,01
matrix hatdrozza meg. A 2.4. TETEL szerint ennek legnagyobb abszolut értékii
sajatértékére (a harmadik sor alapjan) a kovetkezd felsd becslést kapjuk:
|/1| <0,03+0,04+0,01 =0,08, ami azt jelenti, hogy minden iteracios 1épésben a
korrekcid — nagyjabol — egy nagysagrenddel csokken. Nézziik ezt részleteiben:
221 —-433 2,15
X, =BZ=|-4,39 859 —4,28
2,18 —4)27 2,13

0,049 —0,096 0,048 |
X, =BZ? =|-0,097 0,190 —0,095
0,048 —0,095 0,047

0,001 —0,002 0,001 |
X, =BZ?=|-0,002 0,004 —0,003
—0,001 —0,001 0,001 |
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Lathato, hogy mar az elsd iteracio (X;) elég lenne, ha csak négy értékes szam-
jegyre keresnénk az inverzet. A masodik iteracié (X;) azonban a masodik
tizedesjegyig helyesen adja meg az inverzet:
100,00 —200,00 100,00
Al'=B+ X, +X, =/-200,00 397,00 -198,00
100,00 -197,34 98,33

Ezzel a pontossaggal X3 és a tovabbi iteraciok elhanyagolhatok. Beszorzassal
ellendrizhetjiik, hogy ez — az adott pontossaggal — valoban A inverze.

2.4. Hipermatrixok

Eléfordul, hogy a kezelendé matrixokat célszerii blokkokra bontani, és az igy
keletkezé almatrixokat egy matrix elemeinek tekinteni. Igy értelmezziik a
hipermatrixokat. Elméletiiket részletesen kidolgozza Rézsa Pal konyve [5]. Jegy-
zetiinkben csak a 2x2-es hipermatrixokra lesz sziikségiink:

v

Kozvetlen behelyettesitéssel ellendrizhetjiik, hogy a szimmetrikus hipermatrix
inverze visszavezethetd alacsonyabb rendii matrixok invertalasara. A késobbi hi-
vatkozas érdekében ezt egy tétel forméjaban fogalmazzuk meg:

2.8. TETEL. Szimmetrikus hipermatrix inverzét a kovetkezo képlet adja meg:

=l
c B|
(A—CTB_IC)_I —(A—CTB_IC)_ICTB_I

—B_IC(A _ CTB_IC)_I B!+ B_IC(A _ CTB_IC)_ICTB_I

Ez a képlet hasznos, ha a B blokk inverzét konnyii kiszamitani: példaul akkor,
amikor B diagonalis matrix, vagy amikor B alacsony rendi matrix. Ezekben az
esetekben egyszerlisithet a matrix négyzetgyoke is. Erre vonatkozik az

2.9. TETEL. Szimmetrikus hipermatrix négyzetgyokét a kovetkezd képlet adja
meg:

AC'| [Hy 0] H, 0
C B | |[Hc Hg] [Hc Hg]
Az egyes blokkok kielégitik az

T T
A:HAHA +Hch,
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T
B:HBHB’

T
C=HLH.

Az algoritmust B faktorizaciojaval kezdjiik. Ezt kovetden a harmadik egyenletbdl
kapjuk a Hc¢ blokkot, amelyet az elsé egyenletbe helyettesitve szamitjuk ki Ha-t.
Ez az eljaras foleg akkor kifizetddd, amikor B diagonalis, €s A mérete nem talsa-
gosan nagy.
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