4. SEGEDESZKOZOK MATEMATIKAI
STATISZTIKABOL

4.1. Alapfogalmak

A matematikai statisztika alapfogalma a statisztikai minta, ami nem mas,
mint mért (vagy megfigyelt) értékek egyiittese: &, &...., &,. Mint a 3. feje-
zetben tettiik, a mérést vagy megfigyelést most is kisérlemek fogjuk nevez-
ni. Mivel a kisérletben kapott mennyiségek értéke a kisérlet kimenetelétdl
fiigg, a statisztikai minta valdszintiségi valtozok egyiittese. Jeloljiik eloszlas-
figgvényiiket rendre F(x)-, Fo(x)-, ... F,(x)-szel. A matematikai statisztika-
ban bevett szohasznalat szerint a kisérlet elvégzésével mintat vettiink
ezekbol az eloszlasokbol. Ennyiben nevezhetjiik a kisérletet mintavételnek
is.

Ahhoz, hogy a kapott mintabol gyakorlati kovetkeztetéseket vonhassunk
le, ismerniink kell a minta (egylittes) eloszlasfiiggvényét: F(xj, xa, ..., Xp).
Fontos specialis esetek a kovetkezok. A leggyakoribb, hogy az egyes minta-
elemek mérése egymastol fliggetlen:

F(xl,xz,...,xn):ﬁﬂ-(xi). (4.1a)
i=1

Ekkor fiiggetlen mintavételrdl beszéliink. Ebben a jegyzetben tobbnyire
ilyen kisérletek kiértékelésével foglalkozunk. A  dolog tovéabb
egyszertisodik, amikor az egyes mintaelemek eloszlasfiiggvénye azonos:
Fi(x) = F(x). Ilyenkor azt mondjuk, hogy a mintavétel ebbdl a kdzos elosz-
lasbol tortént. A minta eloszlasfiiggvénye ezzel tovabb egyszeriisodik:

F(xpx3,x,) = [TF(x;)- (4.1b)
i=1

A gyakorlatban ritkan tudjuk az eloszlasfiiggvényt pontosan megadni.
Legtobbszor csak az eloszlasfliggvény matematikai alakjat tudjuk felirni, és
ebben altaldban szerepelnek ismeretlen paraméterek is (a;, ay,..., an). A ki-
sérlet célja éppen ez utdobbiak meghatarozdsa. Ebben a fliggelékben ennek
matematikai részleteirdl lesz sz6. Végeredményben a statisztikai minta
fliggvényében kapjuk meg a keresett paraméterek értékét. Ennek hangsulyo-
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zéasara szoktuk az eloszlasfiggvényt F(xi, xa, ..., X, ai, az, ..., a,) alakban
felirni. A rovidség kedvéért altalaban a vektori irdsmodot hasznaljuk:
F(x, a). A levezetésekben tobbnyire ennek az xi, xa, ..., x, valtozok szerinti
derivaltja, a strliségfliggvény jelenik meg. A sliriiségfiiggvényt a 3. fejezet-
ben — a szokasos modon — f-fel jeloltiikk. A mérések kiértékelésében mast
jeloliink f~fel, igy helyette az

0" F(x,a)

e — 4.2
axlaXZ...axn ( )

L(xl,xz,...,xn;al,az,...am) = L(x,a) =

jelolést hasznaljuk. Ezt a fliggvényt valo’szz’ndség—ﬁiggvénynﬁk nevezzik.
Gyakran lehet a likelihood-fiiggvény elnevezéssel is talalkozni.

A matematikai statisztika masik alapfogalma: a statisztikai minta barmi-
lyen fliggvényét statisztikanak nevezziik. Példak:

_ n
e mintaatlag: &= 25, ,
i=1

¢ amintaclemek maximuma: &, ,
¢ amintaclemek minimuma: & ,

e aminta terjedelme: &, — & nin s
n

—\2
>(&-¢)
empirikus szorasnégyzet: s> = z=1—1’
n —

¢s a sort lehetne folytatni.

A mérések kiértékelése szempontjabdl a legfontosabbak azok a statiszti-
kak, amelyek az ismeretlen a;, as, ..., a, paraméterek értékét megadjak. Az
ilyen statisztikdkat a paraméterek becsiilt értékének nevezzilk, amit a
kovetkezd alakban irunk fel (k=1, 2, ..., m):

51( :tk(61’§2"">6n):tk(é)' (43)

Ezek a mennyiségek valoszinliségi valtozok fiiggvényei, igy maguk is
valdszinliségi valtozok.

4.2. Paraméterbecslés

A becsiilt paraméterek kivanatos tulajdonsagai

Egy becslési eljarastol az alabbi tulajdonsagokat varjuk el. Mindenekeldtt
megkoveteljiik, hogy torzitatlan legyen, vagyis fennalljanak a

" A likelihood angol sz6 jelentése: valosziniiség. Az angol név kezdSbetiijébdl ered az
L(x,a) jelolés. A jeldlésen kivill nem lenne mas okunk az angol elnevezés megtartasara.
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M(c?k)zak, k=1,2, e, m (4.4)
egyenldségek. Ez nincs mindig igy. Ezért hasznosak a
5(ak)= M(Ek)—ak (443)

mennyiségek, amelyeket forzitasnak nevezziik.

A becsiilt paraméter szorasa a lehetd legkisebb, lehetdleg zérushoz kozel
legyen. Ilyenkor ugyanis a Csebisev-egyenldtlenségbdl kovetkezik, hogy a
paraméter becsiilt értéke nagy valdsziniiséggel megegyezik a paraméter va-
16di értékével [vo. (3.15)]. Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy a szords nem
csokkenthetd minden hatdron tal. Azt azonban mindenképpen elvarjuk,
hogy a paraméterek becslésére hasznalt eljardsunk az als6 hatart elérje. Az
ilyen becsléseket hatékony (efficiens) becsléseknek nevezzik.

Tovabbi fontos jellemzd a konzisztencia. Egy becslési eljarast konzisz-
tensnek mondunk, ha a mérések n szamanak névekedésével a paraméterek
becsiilt értékei a valddi értékekhez tartanak (sztochasztikus értelemben):

nli_r;loPﬂc?k —ak|>8}=0 (4.5)

minden k-ra és tetszdleges pozitiv &ra.

Az elsé két tulajdonsag tetszdleges n-re vonatkozik, az utobbi viszont
csak az aszimptotikus viselkedést szabja meg abban az esetben, amikor a
mérések szama minden hataron tul né. Nagyon gyakori eset, hogy a para-
méterek becsiilt értékeinek a szorasa ndvekvod n-nel 0-hoz tart:

limD(@;)=0, k=1,2,..,m. (4.6)
n—eo '
Ekkor a (3.15a) Csebisev-egyenl6tlenségbdl kovetkezik a becslés konzisz-
tencidja, hiszen
D*(a
lim P{a, —a;|> e} < tim 2 T)

minden k-ra. Ilyen esetekben elég azt vizsgalni, hogyan viselkednek a szora-
sok nagy n-re. A leggyakrabban l/ Jn rendben tartanak 0-hoz, de ennél
gyorsabb csokkenésre is latunk majd példat.

A paramgferbecslés  alapvetd — Osszefiiggése a  Cramér-Rao
egyenldtlenség, amelynek a megfogalmazéasahoz sziikség van a (4.2) kép-
lettel definidlt valosziniiség-fiiggvényre. Lassunk erre az eddig emlitettek
korébdl példakat! Legyen

> H. Cramér svéd, C. R. Rao indiai matematikus. Francia szerz0k Fréchet-nek tulajdonitjak
az eredményt.

74



M(&) = filayaz,..0a,) = fi(a), i=1,2,..,n. (4.7a)
tovabba
. ["i—fz‘(a)]2
QZ; 2 (4.7b)

Ha a E minta fiiggetlen, Gauss-eloszlasu valoszinliségi valtozokbol all, a
valoszinliség-fliggvény (3.37¢) alapjan

Lx.a) = SPE22) (4.8)

ﬁwlznaf
i=1

A nuklearis méréstechnikdban gyakran talalkozunk a Poisson-eloszlassal,
amely diszkrét eloszlas. Ekkor (3.35) szerint a valoszinliség-fliggvény

n i
et /()] 4.9
L(x,a)—He T (4.9)
i=1 1
Lassunk példat a (4.7)-ben definidlt fiiggvényre is! Amikor egy radioaktiv
anyag Ty, felezési idejét keressiik, kiilonb6zo Ty, T3, ..., T, id6pontokban
mériink beiitésszdmokat, amelyek varhat6 értékét az
fi(a) = filay.ay) =ae™ (4.10)
fiiggvénnyel irhatjuk le, ahol a keresett felezési idot a
In2
Ly =—
as

Osszefiiggésbdl hatarozhatjuk meg. Ha (4.10)-et (4.9)-be helyettesitjiik,
kapjuk a (Ty, &; Tn, &; ...; Ty, &) statisztikai minta valosziniiség-fliggvényét
(azzal a feltételezéssel, hogy a Ty, 75, ..., T, id6pontok nem valdsziniiségi
valtozok).

Minden, amit a keresett paraméterekrl tudunk, az a & minta és a
valdszinliség-fliggvény alakja. Ebbdl kell a keresett paramétereket a lehetd
legpontosabban meghatdrozni. Azt a célt tlizzlik ki magunk elé, hogy meg-
keressiik a szamunkra legkedvezobb (4.3) becslési eljarast, amin azt értjiik,
hogy a becsiilt paraméterek szordasa legyen a leheto legkisebb.

Mind (4.8), mind (4.9) esetében feltettiik, hogy a statisztikai minta elemei
egymastol fliggetlenek. Ezeknél bonyolultabb alaka valdszintiség-
fiiggvényekre jutunk, ha ezt a feltevést elejtjiik. A levezetendé Cramér-Rao
egyenlOtlenség azonban ezekben az esetekben is igaz marad. A dolog lénye-
gének a megértését megkonnyiti, ha eldszor azt az esetet tekintjiik, amikor
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csak egyetlen paramétert kell becsiilnlink. A tobb paraméter esetére csak ezt
kovetden tériink at.

Egyetlen paraméter becslése. A Cramér-Rao egyenlétlenség
Tegyiik fel, hogy a E vektor komponensei diszkrét valosziniiségi valto-
zok. (Folytonos eloszléas esetében a szumma helyett integral all. Egyébként

az alabbi levezetések azonosak.) Legyen adva egy t(%) torzitatlan becslési
eljaras, tehat

M[Z(E)] = > 1(x; )L(x4.a) =a. (4.11)
k=1
A folytonos valtozok esetére vald altalanosithatosag kedvéért itt a

pr = L(x4,a)

jelolést hasznéljuk. Erre az eloszlasra (3.11a) szerint fennall:

S L(xg.a)=1. (4.12)

k=1

A torzitatlansag fontos megszoritds, kovetkezményeire még visszatériink.
Feltessziik, hogy az 0sszegzés (folytonos valtozd esetében az integralas) és
az a szerint valo differencialas felcserélhetd, tovabba hogy azoknak az x;-
értekeknek a halmaza, amelyekre L(xy, a) # 0, fiiggetlen a-t0l. Ha e feltéte-
lek teljesiilnek, azt mondjuk, hogy a becslési probléma regularis. Ekkor
egyszertien derivalhatjuk (4.11)-et és (4.12)-t a szerint:

> dL(xy,a)
_ 4.13a
kz:l aa 0 ( )
és

> oL(x, ,a

Zf(xk)—(a;‘ Ly (4.13b)

k=1

Az elébbi egyenletet szorozzuk be a-val, majd az eredményt vonjuk ki az
utobbi egyenletbdl:

1= ;[z(xk)—a]w =
= ];Z::l[t(xk)—a]{L(xi’a) aL(;;“a)}L(xk,a) _
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:M(t(é)—a) L(é’a) ang;’a) . (4.14)

Az itt szerepld («( E) — a) tényez0 varhat6 értéke a torzitatlansag miatt zérus
[vO. (4.11)]. A masik tényezd varhato értéke szintén 0 [vo. (4.13a)]. Alkal-
mazhatjuk tehat a Schwarz-féle egyenldtlenséget [vo. (3.22)]:

Dz[r(é) - a] .D? p (Ela) aL(ai’a) >1. (4.15)

A tovabbi képletekben #(...) és L(...,...) argumentuma ugyanaz, mint itt, igy
az egyszerliség kedvéért a tovabbiakban elhagyjuk, de mindig beleértjiikk a
képletekbe. Kénnyen belathato, hogy

o'l _ _(ia_sz L1
a2  \Loa L 3a?’

tovabba, hogy a jobb oldal masodik tagjanak a varhatd értéke zérus [vo.

(4.13a)]. Ezzel
2 2
_ M[— 0°In Lj '
da?

Dz(la_l’) -M (ia_Lj
L da L da
(4.15) szerint azt kaptuk tehat, hogy a becslés szorasa alulrdl korlatos:

1

2 . (4.16)
M[— 0 In LJ

da’

Dz(t—a):Dz(t)Z

Ez a Cramér-Rao egyenlotlenség szokasos felirasa. Nagy jelent0sége van
az ismeretlen paraméterek becslése szempontjabol. Kimondjuk tétel forma-
jaban is:

4.1. TETEL. A becsiilt érték szordsa — a torzitatlan becslések korében — alul-
6l korlatos. Az also korlatot (4.16) adja meg.

Erre valo6 tekintettel a (4.16) jobb olﬁlénak a nevezdjében all6 mennyiséget
Fisher-féle informacionak nevezziik.

AL E) és L( E ,a) mennyiségek azért valosziniiségi valtozok, mert a E valoszinliségi val-
toz6tol fliggnek. Ebben az értelemben beszélhetlink varhaté értékiikrdl, szorasukrodl, kova-
rianciajukrol stb.

* Nem tévesztendd ssze a Shannon-féle informéacioval.
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Abban az esetben, amikor a bécslés torzitott, egyenldtlenségiink mddosul.
A fenti levezetést megismételve™(4.16) helyett a

[1+67(a)]

2
ML_B 11; LJ

da
korlatot kapjuk, ahol &a) a becslés torzitisa [vO. (4.4a)]. A torzitastol
fliggben tehat az als6 korlat modosul. A 01a) =—1 sz€ls6 esetben az alsd
korlat akar el is tlinhet. Erre trividlis példa a kovetkez6. Tegytik fel, hogy a

keresett paraméter a felezési id6, és a kovetkezd becslést alkalmazzuk:
a =30s. Tekintve, hogy ez konstans, szorasa zérus. Nézziikk meg, mit ka-

punk (4.17) szerint. A becslés torzitasa ekkor

d(a)=30s-a,

D*(t)> (4.17)

amibol

d'(a)=-1,

vagyis az also korlat (4.17) szerint szintén eltiinik. Fenti eredménytiink tehat
érvényben marad. Ezt a sz€élsdséges példat a torzitatlansagi feltétel fontossa-
ganak az illusztralasara mutattuk be: a tetszélegesen torzitott becslések ko-
rében akarmilyen kis szordsok elképzelhetdk, de ezek mint becslési eljara-
sok érdektelenek. A gyakorlatban csak a torzitatlan vagy csak elfogadhatéan
kis mértékben torzitott becslések jonnek széba. Ezekre pedig a (4.17)
egyenldtlenség nemzérus also korlatot jelent.

A maximalis valosziniiség (maximum likelihood) mddszere

E kis kitéré utan térjiink vissza a torzitatlan becslésekhez. Mikor van
(4.16)-ban egyenldség? Amikor ez fennall, becslési eljarasunkkal elértiik a
lehetd legkisebb szoérast. Az ilyen becsléseket hatékony (efficiens) becslé-
seknek nevezziik. A (3.22) Schwarz-féle egyenldtlenség akkor egyenldség,
ha a benne szerepld valoszinliségi valtozok egymasnak linearis fiiggvényei,
vagyis esetiinkben fennall a

al%c(f’“) - K(a)(z(é) - a) (4.18)

egyenldség, amelyben K nem fligg g_,-tc’il (de a-tol még fiigghet). Levezeté-

seinkben gondosan iigyeltiink a képletekben szerepld fiiggvények argumen-
tumaira. (4.18) a jobb és a bal oldalon szerepld valdsziniiségi valtozok kdzott

—

allapit meg Osszefiiggést. Ha benniik a & valo szinliségi valtozo helyébe az

> Ajanljuk az Olvasénak, hogy — gyakorlasképpen — végezze el a modositott levezetést.
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x valtozoét irjuk, az egyenlet két oldalan szerepld fliggvények alakjara ka-
punk 0sszefliggést:

InL(x,a) = ¢,(a)t(x)+ @, (a) + ¢3(x) (4.192)

Végeredményben tehat azt kaptuk, hogy a becslés szérdsa akkor és csak ak-
kor veheti fel a minimumat, ha a valdszinliség-fliggvény ilyen alaku. Fenti
gondolatmenetiinkbdl kovetkezik, hogy az a becslés pedig, amelyik ezt biz-

tositja, a valoszinliség-fiiggvényben fellépd #( E) fiiggvény:

a=1E). (4.20)

Ha a valdsziniiség-fiiggvény alakja a (4.19a) képlet szerinti, a benne ilyen

modon szerepl6 #( & )-t elégséges statisztikanak nevezziik. Az elnevezés ér-

telme az, hogy ez az a statisztika, amely a § mintabol az a paraméterre vo-

natkozdan minden mérési informaciot magaba stirit-™ (4.19a) szerint ugyanis
a valoszinliség-fliggvényt ilyen alakban irhatjuk fel:

L(x,a) = exp{(p3 (x)} . exp{(p1 (a)t(x) + 0, (a)} . (4.19b)

Kovetkezésképpen L két tényez0 szorzatara bonthatd ugy, hogy csak az
egyik fiigg a keresett paramétertdl, tovabba ebben a tényezdben az x valtozo
csak a #(x) szerinti kombinacioban fordul eld. Ezt jelentette az a fenti kije-
lentés, hogy #(x) “az a paraméterre vonatkoz6an minden mérési informaciot
magaba siirit”.

Ha tehat a hatékony becslést (4.20) szolgaltatja, akkor (4.18) szerint ezt
ugy is kifejezhetjiik, hogy a becslési eljaras soran meg kell keresni a

81nL(?;,a)
da

egyenletnek a-ra vonatkozo megoldasat. Mivel az egyenlet bal oldalan
szerepld derivalt — (4.18) szerint — a megoldastdl balra (a <¢) pozitiv, téle
jobbra (a > t) negativ, (4.21) megoldasa a InL fiiggvény maximumadanak a
keresését jelenti. Erre vezethetd vissza az

=0 4.21)

4.1. DEFINICIO. A (4.21) egyenletnek a keresett a paraméterre valé megolda-
sat a maximalis valosziniiség elvének (vagy modszerének)
nevezzik.

Az elmondottak 1ényegét pedig tétel formajaban is kimondjuk:

S Az elégséges statisztika a matematikai statisztika egyik legnehezebben értheté fogalma.
Ha az Olvasoénak elsé olvasaskor nehézségei vannak a megértéssel, a 4.1. DEFINICIO utan
ugorjon a (4.24) képletekhez. A késébbickben és az eddigiek Gjraolvasasakor azonban el
kell jutnia a fogalom megeértéséig.
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4.2. TETEL. A maximalis val6szinliség mddszere hatékony becslést ad, ami-
kor létezik elégséges statisztika.

Ha a valészintség-fliiggvény alakja nem felel meg a (4.19b) képletnek (és
igy nem létezik elégséges statisztika), a maximalis valdszinliség modszere
tovabbra is alkalmazhaté ugyan, de a segitségével kapott becslés nem lesz
hatékony, hiszen ebben az esetben nem létezik hatékony becslés.

A tovébbi jeldlésekben nem kiilonboztetjiik meg a diszkrét és folytonos
valoszinliségi valtozok eseteit. Az elégséges statisztikara vonatkozo példa-
ként tekintsiik az azonos varhato értékii, Gauss-eloszlasu valtozok esetét:

, 2 2
i=1,2, ..., n Egyiittes stirliségfiiggvényiik

* (x; —a)’

L(x,a)=—————expi—
fife U E

aminek a logaritmusa a (4.19a) szerinti alakra hozhato:

tnt(x,a) = -3 In{ 202 ) - Z Z ia;z,

i=1 =1 Yi

vagyis

i

olnL & x; 21 P
da :Z _2_az R
_ z_

.X'
2 n
=10, 1
1
2
O;

Ez éppen (4.19a) szerinti alaku, és latszik, hogy

z X;
1(x) = "j
2.

~.

Q
=N

(4.22)

[
&,\ -

Nyilvéanval6, hogy M[t(g)] = a , tehat ez torzitatlan becslés. A

tényezd itt a-t6l fiiggetlennek adodott, de ez nincs mindig igy.
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Mar joval a maximalis valdsziniiség modszerének a felfedezése elott is-
mert volt Gauss-tétele, amely szerint a szorasnégyzetek reciprokaval sulyo-
zott (4.22) atlag a k6zos varhato értéknek minimalis sz6rdsu becslése a line-
aris becslések kozott (5.2. alfejezet). Most az is kidertilt, hogy ennek szorasa
az osszes becslések korében is minimalis.

A maximalis valdsziniiség modszerét Fisher javasolta. A 4.3. alfejezet
végén megadjuk az altala kovetett gondolatmenetet.

Példa nemregularis becslési problémara
Regularis becslési problémak esetében a szérasnak Cramér-Rao szerinti

alsé korlatja altalaban \n -nel aranyosan csokken. (n a mérési adatok sza-
ma.) A (4.1b) szerinti esetben ugyanis a Cramér-Rao egyenl6tlenség igy ir-
hato [v0. (4.16)]:

1

— (4.23)
) M[_ 9 lnL]
da’

D*(t) 2

A gyakorlatban nagyon ritka, hogy a valdsziniiség-fliggvény ilyen alaku le-
gyen. Ennek ellenére az 1/ Jn -nel aranyos csokkenés nagyon jo kozelitéssel

fenn szokott allni.

Nemregularis becslési problémakra altaldban nem alkalmazhat6 a Cra-
mér-Rao egyenldtlenség. Nevezetes kivétel példaul az egyenletes eloszlas
[vO. (3.32)], amely azért nem regularis, mert nem lehet a fenti derivalast az
integralassal felcserélni. Legyen 6 az eloszlés terjedelme, vagyis

0<é <0, i=1,2,..n

O becslésére felhasznalhatdo — példaul — a mintaatlag, amelynek a varhaté
értéke @2. Egyetlen valtozé szérasa G2/12, tehat a © = 2& becslés szoras-
négyzete
- ©?
D?(2¢)=—,

vagyis ennek a becslésnek a szorasa 1/ Jn rendben csokken, ami megegye-
zik a (4.23)-bdl levont kovetkeztetéssel. Megmutatjuk azonban, hogy a ma-
ximalis elembdl kiindulva ennél jobb becslést is lehet kapni. &pax
stiriségfiiggvénye
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vithato értéke pedig M(& )= ”91
n+

. ~ +1
. lgy a O:H—fmax torzitatlan
n

becslés szorasnégyzete

~ 1) o’
Dz(@):(n:;j Dz(gmax):n(n+2)’

vagyis ennek a becslésnek a szorasa nagy n-re 1/n rendben csokken.

Ezzel az ellenpéldaval kapcsolatban érdemes megjegyezni, hogy az atlag
révén kapott becslés szinte reflexszeriien jut az esziinkbe, hiszen megszok-
tuk, hogy azonos eloszlast valtozok esetében az atlag jelenti a legjobb
becslést. Ez igy is van, amikor a becslési probléma regularis. Az egyenletes
eloszlas példaja mutatja, hogy a reflexek nem mindig miikodnek jol, amivel
mindig szamolnunk kell, amikor a valésziniiség-fliggvény nem regularis.

*Tobb ismeretlen paraméter esete

Abban az esetben, amikor egyszerre tobb paramétert kell becsiilniink, az ed-
digi megfontolasok Iényege érvényben marad: tovabbra is igaz, hogy min-
den paraméter becsiilt értékének a szordsnégyzete alulrdl korlatos. Ennek
pontosabb megfogalmazasahoz bevezetjik a kovetkezd jeloléseket. I-vel
jeloljik az un. informdacios matrixot, amelynek (k, /) eleme

B 92 lnLJ
aakaal ’

Ikl = M( (4243)

ahol — mint kordbban — L(x,a) a valoszinliség-fiiggvény. Ezt a kovetkezd

alakban is felirhatjuk:

1 oL 1 dL

;=M ——=r . — |,
K ( Loa, L aalj (4.24b)

Szamitsuk ki ugyanis a (4.24a)-ban szerepl6 kétszeres derivaltat:

O’mmL _ 1 9L 3L 1 9L
aakaal L2 aak aal L aakaal ’

Konnyen belathato, hogy a masodik tag véarhato értéke O:

2 2L 2
M[i 2’L j: O"L(xa) _ 0 [L(xa)dx=0.
L da;da, da;da; da;0a,

hiszen a kétszer derivalt integral értéke azonosan 1!:-J Ebbdl viszont kovetke-
zik a (4.24) egyenletek jobb oldalan all6 varhat6 értékek azonossaga.

7 A valtozatossag kedvéért a tovabbi levezetéseket nem a diszkrét, hanem a folytonos

rrrrr
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becslésére szolgaljon a tk(é) figgvény (k=1, 2, ..., m). By a t(é) vektor
kovarianciamatrixa. Ezekkel a jelolésekkel a Cramér-Rao-egyenlétlenség
tobbvaltozos alakja az

Feltessziik, hogy az informacios matrix nem szinguléris.™ Az a; paraméter

4.3. TETEL. Tetszbleges z vektorra igaz, hogy

zTBtz >z, (4.25a)
A bizonyitand6 egyenldtlenséget atirjuk a

2'(By-17")z>0 (4.25b)
alakba, ami szerint a zarojelben 1évé matrixrol meg kell mutatnunk, hogy
pozitiv szemidefinit. Képezziik a (tk(é)—ak) és a dln L(E,a) /Ba, zérus

varhato értékii valoszinliségi valtozok kovariancidjat (k, /=1, 2, ..., m):

. oL E,a JdL(x,a
M (tk(g)—ak) L(El,a) a(a, ) =I[tk(x)—ak]%l)dx=

IL(x, .
- % th (X)L(X,a)dx —day I La(z;a) dx = ail M(tk (g)) — aaaTIlc _ 5]([ .

fgy tehat a 2m elemit

0 3 O e . A .

vektor kovarianciamatrixa a

B E
- (4.26)

alakban irhat6, ahol mindegyik blokk mxm-es métrix.EI (Az egyszeriibb
irasmod kedvéért B¢ melldl elhagytuk a “t” indexet.) A (4.26) matrixrol
tudjuk, hogy pozitiv szemidefinit, hiszen minden kovarianciamatrix ilyen,
vagyis tetszoleges z; €s z, vektorokkal fennall a

% Ha szingularis lenne, akkor ez azt jelentené, hogy a becsiilt paraméterek nem linearisan
fiiggetlenek. Ezt az esetet kizdrhatjuk, mert ez annak lenne a jele, hogy a paraméterbecslési
problémat rosszul fogalmaztuk meg.

? A hipermatrixokkal a 2.4. alfejezetben foglalkozunk.
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o ] {B E} {Zl} >0 (4.27)

E I z,

egyenlOtlenség. Ha a beszorzést elvégezziik, a
lele + zglzz + 2lezz 20 (4.28)
egyenldtlenséget kapjuk. A z, vektort a
Z, = —I_lzl
egyenlet szerint valasztjuk meg. Mivel I nem szingularis, tetszéleges z,
mellett 1étezik ilyen z, vektor. Ekkor a (4.28) egyenldtlenség atmegy a
2/(B-17")z,>0

alakba. Ezzel az 4allitast bebizonyitottuk.

A 3.4. alfejezetben irtak alapjan belathatjuk, hogy a (4.252)

egyenlOtlenség bal oldalan éppen a th(g_,) skalarszorzat szorasnégyzete sze-

repel. A most bizonyitott tétel azt jelenti, hogy az I informacids matrixbol
kiindulva a becsiilt paraméterek barmilyen lineéaris kombindcidjadnak a szo-
rasa szamara lehet als6 korlatot levezetni. Ennek specidlis esete a kovetkezo.
Legyen z az e; egységvektor, amelynek minden eleme zérus, kivéve a k-
adikat, amely 1. Ekkor a (4.252a) egyenl6tlenségbdl kovetkezik, hogy

[Bely = Dz[tk (E)] 21 . (4.29)

vagyis a k-adik becsiilt paraméter szorasnégyzete nem lehet kisebb, mint az
informacios matrix inverzének a foatlojaban allo k-adik elem (k=1, 2,...,
m). Tehét amit egyetlen becsiilt paraméter esetében talaltunk, érvényes tobb
becsiilt paraméter esetében is, legfeljebb az also korlat meghatarozasa nem
egy szam reciprokanak, hanem egy matrix inverzének a kiszdmitasat igényli.

A maximalis valosziniiség modszerével kapott becslés tulajdonsagai

A maximalis valdszinliség moddszerével kapott becslés tulajdonsdgait
illetéen néhany tételt fogalmazunk meg, amelyek mind aszimptotikusan ér-
vényesek n — oo esetén:

4.4. TETEL. A (4.21) egyenlet megoldhatosaganak a valoszinlisége 1-hez
tart, amikor n — oo,

4.5. TETEL. A (4.21) egyenlet megolddsa n — oo esetén 1-hez tartd
valoszinliséggel a valoszinliség-fliggvény maximumat adja.

4.6. TETEL. A kapott becslés konzisztens, vagyis £> 0-ra
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lim P{|a —al)e} = 0.

n—oo

4.7. TETEL. A (4.21) egyenlet megoldasa aszimptotikusan Gauss-eloszlasu,
amelynek a varhat6 értéke a.

4.8. TETEL. A (4.21) egyenlet megoldéasa az a paraméternek aszimptotikusan
hatékony becslése.

A felsorolt tételek teljesiiléséhez sziikséges feltételeket nem adjuk meg, mert
az altalunk targyalt kisérletek esetében mindig teljesiilnek. Részletes megfo-
galmazasuk megtalalhat6 példaul Linnyik konyvében [1].

Végiil megjegyezziik, hogy a kimondott tételek tobb becsiilt paraméter
esetében is igazak. Ebben a jegyzetben a tételek koziil a 4.7. TETEL két alli-
tasara hivatkozunk a leggyakrabban. Fontos kijelentés ugyanis, hogy a be-
csiilt paraméterek altaldban Gauss-eloszlasik. Ennek a jelentdsége abban
all, hogy a paraméterbecslési eljarasok erre az eloszlasra vannak a legjobban
kidolgozva. A masik kijelentésnek elsdsorban a negativ tartalmara kell fel-
hivni a figyelmet: eléfordulhat, hogy a maximalis valosziniiség mddszerével
csak aszimptotikusan kapunk torzitatlan becslést. Mivel nem végezhetlink
végtelen szamu kisérletet, » mindig véges, tehat minden esetben ajanlatos
ellendrizni a kapott becslések torzitatlansagat. Ha torzitast talalunk, ki kell
dolgoznunk a megfeleld korrekcidt, és a becslést ugy modositani, hogy vé-
giil torzitatlan legyen.

4.3. Hipotézisek vizsgalata

Ismeretlen paraméterek becslése mellett a matematikai statisztika masik
fo feladata elméleti hipotézisek helyességének kisérleti ellendrzése. Ennek
ugyanolyan részletesen kidolgozott elmélete és mddszertana van, mint a pa-
raméterbecslésnek. Nincs lehetdségiink mindennek akar csak vazlatos is-
mertetésére sem. Ezért csak a jegyzet témdja szempontjabol legfontosabb
dolgok magyarazatara szoritkozunk. Mindenekel6tt néhany példat hozunk
hipotézisekre, amelyeknek a vizsgalata a gyakorlatban felmertil:

e Mennyiségek egyenldsége: kisérletileg meghatarozzuk egy paraméter
értékét, és ezt sszehasonlitjuk ugyanennek valamilyen szamitott értéké-
vel. A vizsgalando hipotézis ekkor a szamitott paraméterértéknek a mért
paraméterérték varhatd értékével valo egyenldsége.

o Illeszkedésvizsgalat: a kozvetleniil mért &, &,..., & mennyiségek elosz-
lasfliggvényére vonatkozoan sziikségiink van valamilyen (tobbnyire el-
méleti megfontolasokkal kapott) feltevésre. A vizsgalandoé hipotézis ek-
kor az, hogy tekintheték-¢ a &, &,..., & mennyiségek a feltételezett el-
oszlasbol vett mintanak.

e Mennyiségek Osszehasonlitdsa: tegyiik fel, hogy két fiiggetlen mérési
modszerrel meghataroztuk ugyanazt mennyiséget, €s azt vizsgaljuk, me-
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lyik modszer a pontosabb. Ilyenkor a vizsgalandd hipotézis abban all,
hogy az els6 modszer szorédsa kisebb, mint a masodiké.

A peéldéak sorat folytathatnank. Fogalmazzuk meg a problémat altalano-
san! A vizsgaland6 hipotézist Hy-lal jeldljiik, és null-hipotézisnek nevezziik,
amellyel szemben all a H, alternativ hipotézis. Az utdbbi lényegében a null-
hipotézis tagadasa, de nem mindegy, hogyan fogalmazzuk ezt meg. Amikor
példaul a mért és szamitott paraméterértékek, am és as egyenldségét vizs-
galjuk, ennek ellentettjét tobb modon is kimondhatjuk: an #as, vagy
am < as, vagy am > as, €s igy tovabb. H, vizsgélata abban &ll, hogy a mért
értékek & vektora szamara az n-dimenzios térben kijel6liink egy n. elfoga-

dasi tartomanyt, és Hy-at igaznak fogadjuk el, ha E ebbe esik. Ellenkezd

esetben a H; alternativ hipotézis javéara dontiink.
A gyakorlatban természetesen az a legritkabb eset, hogy az elfogadasi

tartomanyt kozvetleniil a & vektor szamara jeldljik ki az n-dimenzids tér-
ben. Altaldban redukéljuk a kozvetleniil mért mennyiségeket, és az elfoga-
dasi tartomanyt a redukalt mennyiségekre adjuk meg. Ennek legkdzonsége-
sebb modja bizonyos paraméterek becslése. Vegyiik ismét a fenti példankat.
Az an “mért érték” a kérdéses a paraméter becsiilt értéke, tehat
valdszinliségi valtoz6. A Hy hipotézist tehat igy fogalmazhatjuk:

Hy: M(am) =a. (4.30)
Legyen az ay, becslés szordsa o. Ha igaz a null-hipotézis, a

f=m— % (4.31)
o

mennyiség 0 varhato értéki, 1 szorast, Gauss-eloszlasu valoszinliségi valto-
70, amelyre vonatkozéan mar egyszerlien szerkeszthetiink elfogadasi tarto-
manyt. Ennek érdekében a kovetkezd gondolatmenetet alkalmazzuk. Va-
lasztunk egy kis € szdmot (példaul 0,01 vagy 0,05) ugy, hogy gyakorlatilag
kizartnak tartjuk azokat az eseményeket, amelyek valoszinlisége ennél ki-
sebb. Keresiink egy olyan yszamot, amelyre fennall, hogy

Plll<y} =F(y)-F(-y)=1-¢, (4.32)

ahol F(x) { eloszlasfiiggvénye. Esetliinkben ez a (3.36) siirtiségfiiggvény in-
tegralja a =0 ¢és o= 1 mellett. Mivel a kapcsos zardjelen beliil levd ese-
mény — fenti kijelentésiink szerint — gyakorlatilag biztos esemény, ha igaz a
null-hipotézis, azt mondhatjuk, hogy a null-hipotézist csak akkor fogadjuk
el, ha a kapcsos zardjelen beliili egyenl6tlenség fennall. ¢ helyére (4.31)
jobb oldalat helyettesitve a

86



dm —dg

—r < <7

elfogadasi tartomany adodik, vagy atrendezve:
A, — Yo <ag<ay,+yo. (4.33)

A null-hipotézist tehat akkor fogadjuk el, ha as az itt szerepld két hatar kozé
esik.

Az eddig bevezetett mennyiségeket a matematikai statisztikdban a
kovetkezOképpen nevezziik:

& konfidencia-valosziniiség vagy konfidenciaszint. Az elnevezés logi-
kus: a valoszinliségeknek ez az a szintje, amely alatti valdszintiségli
eseményeket kizartnak tartjuk. A szohaszndlat nem egészen
egyértelmii, mert néha &t, néha (1 — &)-t nevezziik konfidencia-
szintnek, viszont majdnem mindig szazalékban adjuk meg. Az
£=0,05 értéket példaul egyarant mondjuk 5%-os és 95%-os konfi-
denciaszintnek. Félreértés ebbdl nem szdrmazhat, ugyanis € ritkdn
nagyobb 0,1-nél.

¥. kvantilis. Mindig (4.32) alaka egyenletek megoldasaként szamitjuk
ki. Ertéke fiigg mindenekeldtt a valasztott konfidenciaszinttdl, de
fligg attdl is, ahogy a ¢ valdszinliségi valtozot eldallitottuk. Ezen
keresztiil fligg a kozvetlenlil mért adatok »n szdmatol és a paramé-
terbecslés modjatol. A kvantiliseket a leggyakrabban el6fordul6 el-
oszlasokra (lasd 3.2. alfejezet) a statisztikai szakkonyvek n és € sze-
rint szerkesztett tablazatokban kozlik. Jegyzetiink 2. fiiggeléke tar-
talmazza a legfontosabb eloszlasok kvantiliseit.

A (4.33)-ban szerepld (am—)0, amt+yo) intervallumot konfidenciainterval-
lumnak nevezziik. Kisérletiink alapjan tulajdonképpen ez a legtébb, amit a
keresett a paraméterr6l mondani tudunk: értéke (1 — &) valoszinliséggel a
konfidenciaintervallum belsejébe esik. Erre valo tekintettel ezt intervallum-
becslésnek is nevezziikk — szemben az an, pontbecsléssel. Az intervallum yo
félszélességét meérési bizonytalansagnak nevezziik.

Befejezésiil megbeszéljiik a hipotézisek vizsgalatdban elkdvethetd kétféle
hibat. Eléfordulhat, hogy a null-hipotézis valojaban igaz, de mi mégis el-
vetjiik. A fenti példaban az akkor kovetkezik be, amikor ¢ abszolut értéke
nagyobb, mint y. Ez az elsdfaju hiba. Elkovetésének a valosziniisége defini-
ci6 szerint €& Hidba gondoltuk fentebb, hogy az ennél kisebb valoszintiségii
eseményeket kizarhatonak tekintjlik, a véletlen jatéka kovetkeztében mégis
eléfordulhatnak.

Az els6faji hiba csokkentése kedvéért az az érdekiink, hogy & értékét mi-
nél kisebbre valasszuk. Van azonban mas szempont is. Minél kisebb &, annél
sz¢lesebb a konfidenciaintervallum, igy annal valdsziniibb, hogy elkdvetjiik
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az un. masodfaju hibat: jollehet a null-hipotézis nem igaz, mégis elfogadjuk.
A fenti példankban ez azt jelenti, hogy ugyan az a paraméter as szamitott
értéke rossz, mi mégis a mért értekkel egyezonek talaljuk, tehat a szamitési
moddszert kisérletileg igazoltnak tekintjiik. A masodfaji hiba csokkentése
érdekében célszerli minél nagyobb &t vélasztani.

A mi feladatunk a kétfajta hiba csokkentésébdl adodo, egymasnak el-
lentmond6 kovetelmények kozott az egyensulyt megtalalni. Elemezniink
kell mindkettd hatasat, meg kell hataroznunk, melyiket tartjuk veszélye-
sebbnek, és annak megfelelden kell a konfidenciaszintet megvalasztanunk.
A masodfaju hiba valoszintisége fiigg a H, alternativ hipotézistdl is, tehat
ezt is kortiltekintéen kell megfogalmazni.

A maximalis valosziniiség elvének heurisztikus levezetése

A maximadlis valdsziniiség alapelvét a fentiek alapjan az alabbi megfon-
tolassal is megvildgithatjuk. Mivel feltettiikk, hogy a becslés torzitatlan, a

t(é) statisztika nagy valdszintiséggel az a paraméter valodi értéke kdzelében
lesz. Legyen a (4.16)-ban szerepld szorasnégyzet négyzetgyoke o, és te-

gytk fel, hogy t(é) Gauss-eloszlast. Ekkor 95% annak a valoszinlisége
(lasd a 4.3. alfejezetben), hogy

a-20, <1(E)<a+20, (4.34)

teljesiiljon. Legyen Z(a) a E véletlen vektoroknak az a tartoménya, ame-
lyekre a (4.34) egyenl6tlenségek teljesiilnek. (Ez a tartomany nyilvan fiigg a
értékét6l.) Helyettesitsik & mért értékét a valdsziniiség-fiiggvénybe, és
vizsgaljuk L(E ,a)-t a fiiggvényében. Ha a értéke olyan, hogy € kiviil esik a
=(a) tartomanyon, akkor nagyon valoszinii, hogy ez az a érték tavol esik a
paraméter valosagos értékétdl, hiszen ebben az esetben a mérés eredménye
egy kis valoszinliségli tartomanyba esik. Ezért logikus az ismeretlen para-
méter szamara olyan értéket valasztani, amelyre a megfigyelt § vektor
mellett a (4.34) egyenlOtlenségek kielégiilnek. Ennek a valoszintisége akkor
a legnagyobb, amikor a valoszinliség-fiiggvény a fliggvényében éppen fel-
veszi a maximumat. Heurisztikus gondolatmenetiink logikaja tehat igy
Osszegezhetd: valasszuk meg a keresett paraméter értékét ugy, hogy a kapott
€ mérési eredmény a lehetd legvaldsziniibb legyen. Ezt a paraméterbecslési
alapelvet alaposan megvizsgaltak (lasd példaul [1], Cramér), és azt talaltak,
hogy nagyon kedvezd tulajdonsagai vannak. Ezért terjedt el a gyakorlatban.

*4.4. Konfidenciaellipszoid

Amikor csak egy paramétert vizsgalunk, konfidenciaintervallumot jelo-
liink ki a keresett paraméter valodi értéke szdmara. Amikor azonban tobb
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paraméter egyszerre érdekel benniinket, ez nem elég, mert egy konfidencia-
tartomanyt kell kijeldlnlink. Nos, ezt a 3.4. alfejezetben targyalt korrelacios
ellipszoid és a Xz-eloszlés segitségével tehetjiik meg.

A korrelacios ellipszoidot ugy kaptuk, hogy kerestiik azokat az x vekto-
rokat, amelyek a (3.43) egyenletet kielégitik. Ha ezt )szorosara megnyujt-
juk, olyan feliiletet kapunk, amelynek az egyenlete

(x—a)TBgl(x—a)z 72, (4.35)

ahol — mint kordbban — az a vektor E varhato értéke. Bevezetjik az
x’=x—a jelolést. Tegyiik fel a kovetkezd kérdést: hogyan kell a y kvanti-
list megvalasztani, hogy a E vektor (1 — €) valoésziniiséggel essen a fentiek-

ben definialt ellipszoid belsejébe? Az igy definidlt yhoz tartozo, a (4.35)
egyenlettel definialt feliiletet nevezziik konfidenciaellipszoidnak.

A fenti feltételeknek eleget tevd yértékét az alabbi egyenletbdl kaphatjuk
meg:

P(y)= J- 1 exp{—%x’TBg x’}dx’ =1-¢€.

x’TBéliK;/z (ZTIZ)n/2 [detBE

A 3.4. alfejezet mintajara alkalmazzuk a
2= diag{ L Ux’ (4.36)
o

transzforméaciot. Konnyl belatni, hogy ennek a Jacobi-determinansa éppen

/detB; , tovabba

’TB x'=z z—Zz =22,

hiszen a (4.36) transzformacio a (&— a) vektort olyan CT, vektorba viszi at,

amelynek a komponensei egymastol fiiggetlenek, varhaté értékiik 0, és szo-
rasuk 1. Fenti egyenletiink tehat a kovetkezébe megy at:

1 1 5

R s e P
Zi <}/2 (275)

hiszen az itteni integradl éppen annak a valdsziniiségét adja meg, hogy

;(i < 72 . Ennek megfeleléen  az n szabadsdgi fokii y° eloszlds kvantilise.

89



