5. KOZVETLEN MERESEK

Az a fizikai mennyiséget n-szer megmértiik, és &, &, ..., &-et kaptunk
eredményiil. Feltessziik, hogy a mérési eredmények egymastol fiiggetlenek, tor-
zitatlanok, vagyis varhat6 értékiik a:

M(&;) =a, i=1,2,..,n. .1

Két esetet vizsgalunk meg: (1) a mérések szérasa azonos, (2) a mérések szorasa
valtozo. Mindkét esetben feltessziik, hogy a mérések Gauss-eloszlasuak.

5.1. Azonos pontossagu kézvetlen mérések
Eldszor feltessziik, hogy a mérések szorasa azonos:

D*(&;) =07, i=12,...,n. (5.2)

Az 5.1.a. abran mutatunk ilyen mérési ﬁdatokat, amelyekrdl tudjuk, hogy var-
hato értékiik a = 100 és szorasuk o= 10.
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5.1.a. abra. Azonos szo6rasu és azonos varhato értékii mért adatok
(5.1) szerint ezek barmelyike hasznalhatdé mint az a varhatd érték torzitatlan
becslése. Nyilvdn nem azért végeztiink 400 fiiggetlen mérést, hogy koziiliik
csak egyet vegyiink figyelembe, és a tobbit fel se hasznaljuk. Olyan becslési

! Ezeket onnan ismerjiik, hogy az 4bra nem ténylegesen mért, hanem szamitogéppel generalt
adatokat mutat.
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eljarast keresiink, amelyben mindegyik mérés eredménye befolyésolja a becsiilt

értékét. Ennek kézenfekvo modja az
n

atlag. Az 5.1.b. abran ezt mutatjuk az atlagolasban figyelembe vett adatok sza-
manak a fiiggvényében. Az abran lathatdé két gorbe kozott van az a teriilet,
amelyen beliil az atlagérték 95% valoszinliséggel megtalalhatd. (Ennek ponto-
sabb értelmére az intervallumbecslés targyaldsakor még visszatériink.) Az abra
szerint az atlagnak a varhat6 érték koriili ingadozasa mar »n kis értékeire is gyor-
san lecsokken. Ezt kovetden az atlagértékek lassan ugyan, de végiil mégis sta-
bilizaloédnak.
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5.1.b. abra. Az (5.3) szerinti mintaatlag az atlagolt adatok n szdmanak a fliggvényében

Szemléletesen lattuk tehat, hogy érdemes ugyanazt a mennyiséget tobbszor is
megmérni és a mért adatokat atlagolni, mert igy jelentdsen csdkkenthetjiik a
keresett a paraméter becsiilt értékének a szorasat. A 4. fejezetben lattuk, hogy a
maximum likelihood modszer szolgéltatja a lehetd legkisebb szorast. Az alabbi-
akban megvizsgaljuk, nem lehet-e ezzel a moddszerrel még az (5.3) szerinti
mintaatlagnal is jobb becslést talalni.

Pontbecslés

A maximum likelihood moddszer alkalmazasahoz mindenek el6tt fel kell ir-
nunk a mért adatok egyiittes stiriségfliggvényét [vo. (3.37¢)]:

o2

L(x; a,0° ) — ﬁ : (5.4a)

ahol
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n
2
O(a)=>(x;—a)". (5.4b)
i=1
Legyen g_, a &, &, ..., & mért adatokbdl alkotott vektor.
A maximalis valdsziniiség modszere szerint a értékét ugy kell megvalasztani,

hogy x =E helyettesités mellett L maximalis legyen, amit ugy érhetiink el,
hogy megkeressiik O minimumat. Derivaljuk O-t a szerint:

190(a) <
_ 7 = . —a)=0 s
2 da ;(51 )
aminek a megoldésa az (5.3) szerinti mintadtlag.

Vizsgaljuk meg a becslés tulajdonsagait! a varhato értéke az a valodi érték,
tehat az (5.3) becslés torzitatlan:

2 M(S)
M@= — ="y,

amint ez az (5.1) feltevés alapjan belathato. Szorasnégyzetét (5.2) alapjan sza-
mitjuk ki — kihasznalva, hogy a mérések fiiggetlenek:

D¢,
RS PRE M 63

A becslés szorasa tehat a mérések szamanak a négyzetgyokével forditva aranyo-
san nulldhoz tart. Ebbdl kovetkezik, hogy a konzisztens becslés. A kovetkezd
alfejezetben megmutatjuk, hogy ez a becslés a linearis becslések kdrében hateé-
kony is.

o’-et 4ltaldban nem tekinthetjiik ismertnek, vagyis ezt is becsiilniink kell.
Ebben is az (5.4) szerinti eloszlasfliggvénybdl indulunk ki: L-nek nem csak a,
hanem ¢ fliggvényében is keressiik a maximumat. Felirjuk tehat a kovetkezd
egyenletrendszert:

dln L(E,a) S0 s dln L(E,a) o
da d0? '

Az elsO egyenlet megoldasat (5.3)-ben mar felirtuk, a masodik egyenlet explicit
alakja pedig

dlnL 9 O n ) } 0 n
= 2L Myne?)|=-£ - " —o,
PYom 80‘2[ 207 2 n( ) 20 207

amibd6l
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0]

n

(5.6)

a=E

Tudjuk, hogy a maximalis valosziniiség moddszere csak aszimptotikusan, va-
gyis n — o mellett ad torzitatlan becsléseket. Ezért célszerli megvizsgalni az
(5.6) szerinti becslés varhato értékét. Egyszerii atalakitassal kapjuk, hogy

0@) =3¢ ~a) =3 [(& - +(E-a)] =

i=1

1=

=3(6 &) +2(e-a)X (6 &) ra(e-a) =) #r(e-a)”

i=1 i=1

—_

Itt kihasznaltuk, hogy a kettds szorzatban szerepld 0sszeg (5.3) alapjan eltlinik.
O(a) varhato6 értéke definicid szerint no’, a jobb oldal masodik tagjaé pedig o
[vO. (5.5)]. Igy tehat

M[Q(E)] = M[0(a)] - M[n(;a - a)z} =no’ - o2,

vagyis

M(&z):nT_laz.

Az (5.6) szerinti becslés tehat valoban torzitott.
Legutobbi eredményiinkbdl egyszerlien kaphatunk azonban torzitatlan becs-
1ést:

of M-8
S:n—1:l:1n—1 . (5.7)

Ezt a mennyiséget korrigalt empirikus szorasnégyzetmek nevezzik, és szabva-
nyos jeldlése s°. A nevezében szerepld (n — 1) egy éltalanosabb tétel kovetkez-
ményeként is ki fog adodni a kdvetkezd fejezetben [vo. (6.22)]. A tovabbiakban
— az egyszerliség kedvéért — a “korrigalt” jelz6t elhagyjuk, és s*-et empirikus
szorasnégyzemek fogjuk nevezni.

Intervallumbecslés

Az (5.3) képlet meghatarozott szamértéket ad meg az a paraméter keresett
értékére. Ezért ezt pontbecslésnek nevezziik. Mindig erre van sziikség, amikor
tovabb kell szamolnunk a paraméter becsiilt értékevﬂ Baj azonban, hogy a be-
csiilt értek soha nem fog a valodi értékkel egybeesni,” tovabba nem ad informa-
ciot a becsiilt adat bizonytalansagarol. Erre van sziikségiink példaul akkor, ami-
kor a mérést azért végezziik el, hogy ellendrizziik egy elméleti joslat helyessé-

? Az ilyen kijelentések matematikailag a kdvetkezot jelentik: annak a valoszintisége, hogy a két
érték kiilonbsége A-nal kisebb legyen, O(4) rendben 0-hoz tart.
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gét. Nyilvanvald, hogy az elméleti joslat és a pontbecslés mindig tapasztalhatd
eltérése még nem jelenti az elmélet cafolatat. A becsiilt adat bizonytalansagan
beliili egyezést szivesen tekintenénk az elmélet igazolasanak. Ezért vezetiink le
az alabbiakban egy intervallumbecslést is: keresiink egy olyan intervallumot,
amelybe a paraméter valddi értéke adott valoszintiséggel esik. Sziikségiink lesz
két alapvetd tételre:

5.1. TETEL. A O aranyossagi tényez6tél eltekintve az (5.4b) szerinti négyzet-
0sszeg ;{2 eloszlast (n — 1) szabadsagi fokkal:

0(¢)=0" 20 (5.8)

Ez a tétel a legkisebb négyzetek modszerében az egyik legfontosabb, altala-
nosan érvényes tétel specidlis esete. Bizonyitasa meglehetdsen bonyolult az al-
talanos esetben, de ebben a specidlis esetben egyszerii. Fentebb belattuk:

2 2

: (§i—a)2—n(g—a) .

i=l1

0(¢) = 0(a) - n(& - a)

Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

n.:gi_a cS ﬁ:lzl =§_a
! c n c
amivel
o0& & B
—(2) = ni—n7°. (5.9)
o :

A definiciobol kovetkezik, hogy az 1, valoszinliségli valtozok egymastol fiig-
getlenek, varhat6d értékiik zérus, szorasnégyzetiik 1. Ha tehat (5.9)-ben csak a
szumma szerepelne, a jobb oldal ;{2 lenne n szabadsagi fokkal. A jobb oldal ma-
sodik tagjatol egy ortogonalis transzformacidval szabadulunk meg:

1 1 1 _
4 =$771 +$772+---+$77n =\/;'77,

$r =My + ety +..4¢a, My,

é/n = Cn1771 + cn2772 +"'+cnnnn .

Ilyen ortogonalis transzformaciot mindig lehet talalni: keresiink az elsé sorban
szerepld [1, L..., 1] / Jn  vektorra merdleges altérben (n—1) egymasra
merdleges egységvektort, és ezek komponensei adjak meg a transzformécio 2.,
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3., ..., n-edik sorait. A transzformalt ¢; valoszinliségi valtozok szintén fﬁggetéf
nek Varhato értekiik zérus, szorasnégyzetiik 1. Segitségiikkel (5.9) igy irhato:

0 é‘ n n
2 Spp-3o-p
o i=1 i=2
amint a tételben allitjuk.
5.2. TETEL. E fiiggetlen a Q(E) négyzetdsszegtol.
Elég megmutatni, hogy E a

0(8=2(¢-2

i=1

négyzetosszeg mindegyik tagjatol kiilon-kiilon is fliggetlen. Gauss-eloszlasu
valtozokrol 1évén sz6, azt kell megmutatnunk, hogy a szoban forgd
valoszinliségi valtozok kovariancidja eltiinik:

—cov[ £ - &), 5] M[ £ - )& ] 0. (5.10)
Ennek belatasahoz atalakitjuk a varhato érték jele alatti kifejezést:
c=mf[(& - a) - (E— a)|(g-a)} =
= M|(& - a)(&-a)|- M[ )2} .

(5.5) alapjan a masodik tag 0°/n. Az elsé tag pedig szintén ugyanennyi:

I 2= Mg -ap] o
M[(éf,-—a)(f—a)]:M(gl._a)i’=1 _ [( )]:a_’

n n n

vagyis az (5.10)-ben szerepld C kovariancia tényleg eltlinik, amivel a tételt iga-
zoltuk.
Képezziik ezutén a

a-—a _ E—a
s E (5.11)
Vn \/n(nl)

hanyadost [v0. (5.7)]. Belatjuk, hogy ez (n— 1) szabadsagi foka Student-tort.
(5.5)-bdl kovetkezik, hogy a

? Az itt felhasznalt tételeket a 2. fejezetben targyaljuk.

95



hanyados Gauss-eloszlasu valosziniiségi valtozo, amelynek a varhatd értéke z¢-
rus, szorasa pedig 1. Az 5.1. TETEL szerint Q(E) / o? ;{2 -valtozo6 (n — 1) szabad-

sagi fokkal, amely az 5.2. TETEL szerint fiiggetlen 9-tol. gy a
v

o[¢)
o’ (n-1)
hanyados Student-tort (n — 1) szabadséagi fokkal. Behelyettesitéssel belathatjuk,
hogy ez nem mas, mint az (5.11) alatti # hanyados.
Legutobbi eredménylink alapjan méar megszerkeszthetjiik a keresett interval-

lumot. Vélasszunk egy ¢ konfidencia-valdsziniiséget, és a Student-eloszlas tab-
lazataibol kikeressiik a kovetkezd feltételnek eleget tevd ykvantilist:

Pl <y} =1-e¢. (5.12)

(5.11) alapjan tehat (1—¢&) valosziniséggel fennall a kovetkezd két
egyenlOtlenség:

- <—E_a <
4 Q(E) 4
n(n—-1)

>

amit atrendezve adodik a keresett intervallum:

s 129 o o)
=Y n(n—l) <a<ety n(n—l) (5.13a)
vagy egyszeriibben:

E—y%<a<z+7%. (5.13b)
n n

A bal és jobb oldalon szerepld mennyiségekbdl alkotjuk meg az Un. konfi-
denciaintervallumot:

(E_y%,gu }fﬁj (5.13¢)
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Megjegyezziik, hogy az 5.1.b. abran lathatd burkologorbék 1ényegében ezzel
a képlettel vannak szdmolva. Annyi az eltérés, hogy az atlag helyett a all, s he-
lyett pedig o

( N, N j
n’ n)
yértéke 1,96 (vo. 2. fiiggelék).

Poisson-eloszlasu mérések

A részecskeszamlalok altal adott eredmények altaldban Poisson-eloszlasuak.
Ha a belitésszam varhato értéke

M(f) =a, (5.14a)
akkor
4
Pg — e % (5.15)

annak a valdsziniisége, hogy pontosan ¢ részecskét szamlalunk meg. Ennek az
eloszlasnak nevezetes tulajdonsdga, hogy a szorasnégyzet megegyezik a varhato
értekkel:

D2(§)=a. (5.14b)

Amikor a belitésszam 100-as nagysagrendii vagy nagyobb, a Poisson-eloszlas
jol kozelitheté Gauss-eloszlassal:
2
(¢-a) }

1
expy —
\2Ta p{ 2a
Kisebb beiitésszamok esetében azonban ez a kozelités elromlik, igy az adatok
kiértékelésében célszerli az (5.15) szerinti eloszlassal dolgozni.

Mint az eddigiekben, most is n mérést végeztiink, és &, &, ..., &,-et kaptunk
eredményiil. Egyiittes valoszintiségiik

P =

a i

L(E;a) :lje_“%. (5.16)

A maximalis valdszinliség elve alapjan InL maximumat kell megkeresniink a
fliggvényében:

BL(E;a) p n rE
_ = | - , — N=— 21 —
» » na+l§(§llna Ing;!) n+l§a 0,
amibdl
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-1 _E (5.17)

n

a=

Ez pontosan megegyezik az (5.3) szerinti becsléssel.
(5.14a) alapjan rogton latszik, hogy ez torzitatlan becslés. Szordsnégyzetét
(5.14b) alapjan kapjuk:

_< (5.18)
n

Itt kihasznaltuk, hogy fiiggetlen valdsziniiségi valtozok Osszegének a szoras-
négyzete a szorasnégyzetek Osszege.

Konfidenciaintervallumot ugy kaphatunk a legegyszeriibben, hogy a Poisson-
eloszlast Gauss-eloszlassal kozelitjiik. Legyen ¥ a Gauss-eloszlasnak a vélasz-
tott € konfidencia-valdszinliséghez tartozé kvantilise. Ekkor (5.18) alapjan a
konfidenciaintervallum:

(E— 7G\/§,E+ VG\E]- (5.182)

Csoportositott mérések

A szorasnégyzet becslése javithato, ha ugyanazzal a méréstechnikdval tobb
kiilonb6zé mennyiséget is megmériink. Jeloljik ezeket a, ay, ..., a,-mel. Az a;-
ra vonatkozd mérések eredményét jeloljik &g-vel (i=1, 2, ..., ng k=1, 2, ...,
m). Mindegyik csoportban mas a mérési eredmények varhato értéke, de azonos
a szorasnégyzete:

M(Sy)=ay, de Dz(é:ki)
(5.3) alapjan a k-adik csoportban az

&3
26
_ i=l

ny

o2, (5.19)

=&, k=12..m (5.20)

~

ay

képlettel becsiilhetjiik a keresett mennyiségeket. Ha formalisan gondolkozunk,
(5.7) szerint csoportonként kaphatunk becslést o*-re:

ny

(ei-&)
i E— (5.21)
nk —1
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ami a fentiek szerint torzitatlan. Ennek alapjan mindegyik csoporthoz rendel-
hetlink konfidenciaintervallumot (k =1, 2, ..., m):

(fk—VkS—kafk+7ks—kJ, (5.21a)
Ve Jne
ahol ¥ az (n, — 1) szabadsagi foku Student-eloszléas kvantilise.

Ez az eljaras elvileg hibatlan, de nem veszi figyelembe azt a koriilményt,
hogy a szdérasnégyzet mindegyik csoportban ugyanannyi. Ez azért baj, mert le-
hetne javitani 0> becslését. Kiilsnosen akkor lenne ez fontos, amikor a mérési

adatok szama kicsi. o*-et becstilhetjiik a teljes mérési adathalmaz segitségével
is:

m

(fki _Ek)z (ng = 1)si
_ k=) (5.22)

n—m

=
£

M=

S}
b
Il
—_
Il
—_

©
Il

M=

(i = 1)

Eonl
Il

1
ahol

m
n= an.
k=1

Be lehet latni, hogy az 5.2. TETEL itt is érvényes: s° fiiggetlen az (5.20) szerint
kapott becslésektdl, tehat a Student-eloszlas alapjan szerkeszthetjilk meg a
konfidenciaintervallumokat (k= 1, 2, ..., m):

£Q—7;LUQ+7;LJ, (5.22a)
Ve e
ahol yaz (n — m) szabadsagi foka Student-eloszlas kvantilise.

[lusztracioképpen tekintsiik az 5.1. tabldzatban lathatdé példat. m =5 cso-
portban tortént a mérés. Mivel a mérések n; szama csoportrol csoportra valtozik,
masok a ¥ kvantilisek is (amelyeknek a tabldzatban megadott értéke £=0,05-

hoz tartozik). A szords meglehetésen nagy, amint ez az s; empirikus szorasok-
bol latszik.
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5.1. tablazat. Példa csoportositott mérésekre

il, k— 1 2 3 4 5
1 11918 10054 11386 13856 7610
2 13250 6977 11679 15201 6419
3 11951 9985 12145 14274 7581
4 11977 7812 11394 13072 8430
5 10581 8898 13433 14304 6770
6 10718 13838 16031 7966
7 9783 13362 7669
8 9660 13978
9 13114
a, 11935,4 9235,9 12312,5 | 141324 74921
S 944 1268 1069 978 687
% 2,7764 2,3646 2,5706 2,3060 2,4460

n—1 4 7 5 8 6

Az 5.1. tabldzatban szerepl6 adatok szerint az 5.2. tablazat mésodik oszlopa-
ban lathat6 konfidenciaintervallumokat szerkeszthetjiilk meg. A harmadik osz-
lopban adjuk meg az intervallumok félszélességét (u), amely jellemzi a para-
méterek becsiilt értékének a bizonytalansagat. Mivel a / M tényezd ni-nak
monoton csokkend fliggvénye, azt varna az ember, hogy u azokra a csoportokra
kicsi, amelyekben sok mérés van. Tehat a legkisebb u-t a 2. és a 4. csoportban
varjuk, amirdl azonban a tablazatban sz6 sincs. A jelenség magyarazata abban
rejlik, hogy az s, empirikus szérasok o-nak meglehetésen bizonytalan becslései,
amikor — mint esetunkben is — ny, kicsi.

A megoldas tehat o becslését javitani. Ez az (5.22) szerinti becslés szerepe:
s” segitségével o”-et n —m =30 szabadsagi fokkal becsiiljiik, aminek a bizony-
talansdga sokkal kisebb. Az adott példaban y=2,0423, és (5.22) szerint
s =1017. Az ezekkel (5.22a) szerint szdmolt konfidenciaintervallumok és bi-
zonytalansagok az 5.2. tabldzat negyedik, illetve 6tddik oszlopaban talalhatok.
Lathato, hogy ezek a szamok sokkal inkabb megfelelnek a j6zan varakozasnak.

5.2. tablazat. Konfidenciaintervallumok és bizonytalansagok

Csoport (5.21a) alapjan u (5.22a) alapjan u
1 (10763, 13108) 1172 (10006, 12846) 929
2 (8176, 10296) 1060 (8502, 9970) 734
3 (11191, 13434) 1122 (11465, 14313) 848
4 (13381, 14884) 752 (13440, 14824) 692
5 (6857, 8127) 635 (6707, 8277) 785

A végeredmény kozlése

A fenti példa alapjan 6sszefoglaljuk, hogyan kell egy kiértékelt mérés ered-
ményét kozolni. A felhasznaloknak hdrom adatra van sziikségiik ahhoz, hogy
eredményeinkkel dolgozhassanak: a pontbecslésre, az empirikus szorasra €s a
szabadsagi fokok szdmara. Ha ugyanis ezeket kozoljik, az (5.21a) vagy (5.22a)
képletek alapjan megszerkeszthetik az 4ltaluk valasztott ¢ konfidencia-
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valdszinliséghez tartozé konfidenciaintervallumokat. A ykvantiliseket persze ki
kell keresniiik a Student-eloszlasra vonatkozo statisztikai tdblazatokbol.
A kozlés formaja célszertien a kovetkezo:

14132 + 326, (5.23a)

amint ez — példaul — az 5.1. tablazat k = 4 oszlopaban talalhaté: a =14132 és
Sy / NI/ :978/ V9 =326. A + jel arra utal, hogy a konfidenciaintervallum

megszerkesztésé¢hez az empirikus szrds y-szorosat negativ és pozitiv eldjellel
hozza kell adnunk a pontbecsléshez™® Ezt azonban ki kell egésziteniink az s°
becslésében szerepld szabadsagi fokok szamdval, ami nélkiil a felhasznalok
nem tudnak a ¥ kvantiliseket meghatarozni.

Felmeriil a kérdés, miért nem olvasztjuk ¥-t az empirikus szorasba, vagyis
miért nem az

a5,y /\ng =14132£752 (5.23b)

formaban kozo6ljik eredményiinket. A valasz egyszerl: y fligg az ¢
valdsziniiségtdl, amit nem mi, hanem a felhaszndlok fognak megvalasztani. Ha
tehat mégis beolvasztjuk a végeredmény kozlésébe, korlatozzuk a felhasznalo-
kat. Tételezziik fel példaul, hogy egy felhaszndldo £=0,01 mellett kivan in-
tervallumbecslést végezni. Haz (5.23a) szerint kozoljik az eredménylinket, to-
vabba megadjuk n; értékét, akkor a tablazatokbol kikeresheti a ¥ =3,3554
kvantilist, amivel az empirikus szérast beszorozva 326-3,3554 = 1094 adodik a
konfidenciaintervallum félszélességére. (5.23b) esetében viszont csak akkor
tudja ezt megcsinalni, ha kozoljiik € altalunk vélasztott értékét is. Ekkor — ny
ismeretében — ki tudja keresni az altalunk hasznalt %-t, a bizonytalansagot ezzel
elosztja, és az eredményliil adodo szorast beszorozza az éltala valasztott &-hoz
tartozo kvantilissel. Nyilvanvalo, hogy ez jelentds €s teljesen felesleges tobb-
letmunka mind a mi résziinkrdl, mind a felhasznalok részérol.

Hasonloan felesleges és zavard a t-faktor hasznalata, amelynek az lenne a
feladata, hogy a felhasznaloknak ne kelljen torédniiik a véges szabadsagi fo-
kokkal, hanem minden esetben a végtelen szabadsagi foknak megfeleld Gauss-
eloszlassal dolgozhassanak. Konkrétan arrdl van sz6, hogy a becsiilt szorasokat
beszorozzuk a ¥,/% hanyadossal, ahol ¥, és % a véges n, illetve a végtelen sza-
badsagi fokokhoz tartozo kvantilisek. Tekintve, hogy mindkettd fligg a valasz-
tott &tol, ismét korlatozzuk a felhasznaldk jogait, tehat ezt a gyakorlatot sem
tudjuk tdmogatni.

A szorés becslése a mérés kiértékelésének ugyanolyan alapvetd eredménye,
mint maga a pontbecslés, tehat egyiket sem szabad semmiféle tényezdvel beszo-
rozni. Mindkettot pontosan ugy kell kozolni, ahogy azok kijottek. A
kisérletezonek fel kell tételeznie, hogy eredményeit olyanok fogjak hasznalni,
akik tisztaban vannak a matematikai statisztikaval, tovabba nem lustak a sta-

* A pontbecslést kerekitettiik. A kerekités kérdésével az 5.4. alfejezetben kiilon foglalkozunk.
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tisztikai tablazatokat haszndlni. Nem fognak Oriilni a lustasaguk feltételezésébdl
kiindul¢ latszatudvariassagnak.

E szakasz befejezéseként megjegyezziik, hogy ezek a megallapitdsok nem
korlatozodnak az azonos pontossagu kozvetlen mérésekre, hanem altalanosan is
érvényesek.

5.2. Valtozo6 pontossagu kbzvetlen mérések
Akkor beszéliink vadltozo pontossagu kozvetlen mérésekrol, amikor az a fizi-
kai mennyiség &, &, ..., & mért értékeinek a szorasnégyzete i-t6l fligg:

D*(&) =07 i=1,2,....n. (5.24a)

i

Tovébbra is feltessziik, hogy a mérési eredmények Gauss-eloszlasuak, egy-
mastol fiiggetlenek, torzitatlanok, vagyis varhato értékiik a:

M(&;) =a, i=1,2,..,n. (5.24b)

Az (5.3) szerinti sulyozatlan mintadtlag minden esetben az a varhat6 érték tor-
zitatlan becslése. Kérdés azonban, célszeri-e ezt hasznélni. Konnyli belatni,
hogy nem. Szamitsuk ki ugyanis az (5.3) mintaatlag szoérasnégyzetét:

D2(Z) = =1 _ i=l

(§)= =5

Ez meglehetdsen kellemetlen eredmény. Tegylik fel ugyanis, hogy méréseink
pontossdga nagyon kiilonb6z0. Az ember azt szeretné, hogy a pontos mérések
dominaljanak, és a pontatlanok alig jatsszanak szerepet. A sulyozatlan mintaat-
lag esetében ennek éppen a forditottja torténik: szoérasat a legpontatlanabb mé-
rések hatdrozzak meg. Tegyiik fel példaul, hogy 01 — oo, mikdzben a tobbi sz6-
ras nem valtozik. Ebben az esetben a mintadtlag szérdsa atmegy a oi/n
aszimptotikaba, ami ellentmond a j6zan észnek: hidba végziink pontos mérése-
ket, a kozos varhato értéket mégis ugy becsiiljiik, hogy a becslés szordsat a leg-
pontatlanabb mérés hatdrozza meg.

[lusztracioképpen tekintsiik az 5.2.a. abrat, amely az 5.].£EI dabran lathato
becslést mutatja, de valtoz6 szordsu mért adatokra vonatkozoan.™ Az egyes mé-
rések szorasa ugyan nem nd minden hatdron til, de a legkisebb és legnagyobb
szoras aranya 1:9. A o; szorasokat ugy valasztottuk meg, hogy atlaguk a korabbi
o= 10 legyen. Igy a mostani mintaatlagok 6sszevethetSk az 5.1.b. dbrdn latha-
tokkal. Ha a 95%-o0s valoszinliséghez tartozé burkologdrbéket Gsszevetjiik az
5.1.b. abran lathatokkal, azonnal feltinik, hogy azok most nem simdk. Ennek
egyszerll a magyarazata: a valtoz6 o; szorasok az atlag szorasaban “szeszélyes”
ugrasokat okoznak(legalabbis kis n-re). Fontosabb dolog is latszik azonban: a
95%:-0s burkologorbék kozotti tavolsdg minden n-re lanyegesen nagyobb most,
mint az 5.1.b. abran. n = 100-re példaul a tavolsag a korabbi 3,93-rol 4,66-ra

> Magukat a mért adatokat nem mutatjuk, mert az abra szemre alig kiilonbozne az 5.1.a. dbratol.
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nétt. Ennek az az oka, hogy a sulyozatlan atlagolas kiemeli a pontatlanabb (na-
gyobb szorasu) mért adatok hatasat — ahelyett, hogy éppen csokkentené.
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5.2.a. abra. Sulyozatlan atlag fiiggése n-t6l valtozd szorast mérések esetében
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5.2.b. abra. Optimalisan stlyozott atlag fliggése n-t6l valtozo szorasu mérések esetében

Problémank megoldasat az jelentheti, hogy az (5.3) mintaatlag helyett sulyo-

zott atlagot haszndlunk alkalmasan megvalasztott sulyokkal:
(5.25a)

n
a= zwigi >
i=l1

ahol
(5.25b)

n

z Wi = 1 .

i=1

Az alabbiakban megmutatjuk, hogy kedvezden megvalasztott sulyokkal 1énye-

gesen jobb eredményeket lehet elérni. Ilyen atlagok lathatok az 5.2.b. abran. A
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mintadtlagok ingadozésa mar n sokkal kisebb értékeire lecsokken, mint korab-
ban, tovabba a 95%-os hatargdrbék kozotti tavolsag is sokkal kisebb: n = 100-re
most 2,66, vagyis a stlyozatlan atlagolashoz tartozo6 tdvolsag felénél alig tobb.
Ennek az az oka, hogy az optimalisan sulyozott atlagolas kiemeli a pontosabb
(kisebb szorast) mért adatok hatasat, és ezéltal az keresett @ paraméter becstilt
értéke is pontosabb lesz. A metrologiai sz6hasznalat (vo. 2. fliggelék) szerint
“az ilyen becslés bizonytalansaga kisebb”.

A sulyozott atlag optimalizalasa
Mivel a mérések egymastdl statisztikailag fiiggetlenek, az (5.25a) szerinti
becslés szorasnégyzete

D2(@)=3 wlo?. (5.26)

Ennek minimumat keressiik a w; sulyok fiiggvényében. Alkalmazzuk a La-
grange-multiplikatorok médszerét:

ai[Z:WiZO'I2 —ﬂZw,- +ﬂj = ZWJ-O'?- -1=0,
Wi \i=1

i=1
amibd6l

/2
Wit 2
g

j=1,2,....n, (5.27a)
vagyis a megoldast a szorasnégyzetek reciprokaval aranyos sulyozas adja. A/2
értéke az (5.25b) normalasi feltételbdl szamithato ki:

A 1
—= i . (5.27b)
i=

o

Konnyen belathatjuk, hogy a kapott stlyok valéban minimumhoz vezetnek.
Ha ugyanis a fentitdl eltérd

stlyokat valasztjuk, a normalasi feltétel miatt

n
> 4,=0.
i=1

Ezt (5.26)-ba helyettesitve
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n 2 n
ORI P | R

4 n
i=I\ O; o; Zl i=1
2
i=1 0

l

1
adodik, ami akkor minimalis, amikor 4; =0 minden i-re. Ebbdl melléktermék-
ként az is kiadodott, hogy a minimalis szordsnégyzet

1

:n .
1
25

i=10i

D* () (5.28)

Az elmondottaknak specidlis esetét jelentik az azonos pontossagii mérések:

O'? = 0. Ekkor (5.25a)-ban az (5.3) szerinti sulyozatlan mintadtlagot kapjuk,

amelynek a szorasnégyzetét (5.5) adja meg. A fentiekben azt is belattuk, hogy
azonos pontossagu kozvetlen mérések esetében a mintaatlag — az (5.25) alaka
linearis becslések korében — hatékony.

A most kapott eredményt egyes szerzok Gauss tételekent emlegetik. Gya-
korlati haszna, hogy megmutatja, hogyan kell atlagolni a kiilonb6z6 pontossagu
méréseket, és hogyan kell az igy kapott atlag szérdsat becsiilni. A tovéabbiak
szempontjabol pedig mindez azért érdekes, mert jol illusztral két dolgot: egy-
részt a becslés optimalizalasaval a szoras csokkenthetd, masrészt a szoras nem
csokkentheto minden hatdron tul, hiszen a linearis becslések korében (5.28) alsé
korlatot jelent. Felmertil a kérdés: 1étezik-e olyan nemlinedris becslés, amellyel
a szoras tovabb csokkentheté? A kérdésre a Cramér-Rao egyenldtlenség (vo. 4.
fejezet) ad valaszt: nem létezik! A Gauss-eloszlas esetében (5.28) a becslések
sz¢les osztalyaban also korlat.

0% becslése viltozé pontossag esetében

Viltoz6 pontossagu mérések esetében nem mindig sikeriil az egyes mérések
szorasnégyzetét meghatarozni. A leggyakrabban csak ezek relativ értékét tudjuk
elfogadhaté modon meghatdrozni. Matematikailag ez azt jelenti, hogy a szo6ras-
négyzeteket

2
o
0',2 = (5.29)

Wi

alakban irjuk fel, ahol ¢® ismeretlen aranyossagi tényez6, a w; sulyok pedig is-
mertek. Az 5.1. alfejezetben is ezt a modellt hasznaltuk a w; = 1 valasztassal. Az
alabbiakban megnézziik, hogyan modosulnak a korabbi képletek a valtozé st-
lyok esetében.

A mért adatok egyiittes stirliségfiiggvénye (5.4) helyett most
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n

[T

oo \im Q(a) 5.40
L(X,G,O' ) = Wexp(—?j , ( a)
ahol
= iw,- (x; - a)2 . (5.40b)

A keresett paraméter becslését ugy kapjuk, ide x = E -t helyettesitiink, majd ke-
ressiik az igy ad6do O minimumat a

laQ 1
"2 da z

=1

egyenlet megoldasaval:

Z w,e*,

S

WI

a=-—, (5.41)
sz
i=1
E becslés szorasnégyzete
n y n ) 62
zWi D (fz) zWi . b
D2(3) = =l = izl =2 (5.42)

B (5] B

Ahhoz, hogy ezt hasznalni tudjuk, sziikségiink van o becslésére. Az 5.1.
TETELre adott bizonyitast altalanositva belatjuk, hogy a tétel a mostani esetben
is igaz. Az 5.1. alfejezetben alkalmazott levezetést most kis valtoztatassal meg-
ismételhetjiik:

= Lon(6 )’ = Xw(& &)+ E-al] -
= iwi(gi _3)2 +2(E—a)z Wi(gi _E) +(E—a)2i w;p =

i=1

—_

—_
~.
Il
—

~.

amibd6l
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Segitségiikkel Q kifejezheto a
Q E n &
Q = Z 7712 - 7722 Wi
o i=1 i=1

alakban [vo6. (5.9)]. Innentdl kezdve alkalmazhatjuk az 5.1. TETEL bizonyitasara
vonatkoz6 gondolatmenetiinket. A tételbél adodik o-re a

52 =2 @ (5.43)

:S =
n-—1

becslés [vo. (5.7)]. (5.42) alapjan vezethetjiik le a kdvetkezd konfidenciain-
tervallumot:

(5— 7%@” 7%} : (5.43a)

ahol yaz (n — 1) szabadsagi fokt Student-eloszlas kvantilise, tovabba

i=1
[v6. (5.13a)].

Részecskeszamlalas valtozo mérési idokkel

Tegyiik fel, hogy egy radioaktiv sugarforras erc’SsségéJa kell megmérmiink. Az
i-edik mérésben a szamlalasi id6 7;. A betitésszam varhato értéke ekkor

M(&) = aT;. (5:44)

Célunk az idéegység alatt szamlalt részecskék a szdmanak becslése. (5.15)
mintajara annak a valdsziniisége, hogy az i-edik mérésben &-t mériink:

Si
P =e™ (7))

i &1

8 Forraserdsség: 1 s alatt torténd bomlasok szama.
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vagyis a mért adatok egyiittes valdszinlisége:
1(&a)= He_”T R (5:45)
i=1 g '
a-t a maximalis valdsziniiség elve alapjan becsiiljiik:

dnL(E;a 1
ﬂ:ai{zx al; +&;In(aT;) - 1In; )}

aa i=1

-x(%-7)5

i=1
amibol

Se

i

Il
—

a= (5.46)
T;

M-

1

1

Azt kaptuk tehat, hogy hidba mértiik n részletben a beiitésszamokat, a-t gy a
legjobb becsiilni, hogy a teljes beiitésszadmot osztjuk a teljes mérési idével. Szo-
rasnégyzete

n n
CLDUE) X,
1 i=1 a

TR

T.
i=1

"’ i

(5.47)

—_

~

*Korrelalt mérések

Befejezésiil megvizsgaljuk, milyen kovetkezményekkel jar, haa &, &, ..., &,
mért adatok statisztikailag nem fliggetlenek egymastol. Tovabbra is feltételez-
ziik, hogy varhato értékiik (5.1) szerint alland6. Ezt a kovetkezdképpen irhatjuk
at vektoros alakba:

M(E) = ae., (5.48)

ahol az e vektor minden eleme 1-gyel egyenld, a é vektor komponenseit pedig

a g, &, ..., & mért adatok alkotjak. Az eddigiektdl eltéréen megengedjiik, hogy
a mért adatok kovariancidja ne tinjon el. A kovarianciamatrix definicioja

B = M{(E - ae)(E- aeﬂ. (5.49)

A E vektor stirliségfliggvénye
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w20

L(xa)=——p ", 5.40
(xs4) (2r)" detB (40

ahol
Tp-1
Q(a) =(X—ae) B (X—ae). (5.40b)
A maximalis valdsziniiség elve szerint ennek a minimumat kell a fiiggvényében
megkeresniink az x = § helyettesitéssel:
0 —~
_l_Q(a) =tBle—ae'Ble=0,
2 da
amibol
£Tp-1, _
= E..TB_le _ETy, (5.41)
e B e

Azt kaptuk tehat, hogy az a paraméter becsiilt értéke most is a &, &, ..., &, mért
adatok (5.25a) alakt linearis kombinacioja, de a sulyokbdl alkotott w vektor
komponenseit most nem az (5.27) képletek adjdk meg, hanem

Ble (5.42)
e'Ble

Nyilvanvald, hogy ezek a sulyok 1-re vannak normalva:

W=

T e'Ble
W= 1. T
e B e

Erdemes megnézni, a w sulyok most is minimalizaljak-e a becslés szoras-
négyzetét, amelyet (5.26) helyett most a kovetkezd alakban kell felirnunk:

I.

D*(@) = w'Bw.
A kordbban kovetett gondolatmenet analdgiajara irjuk a stlyvektort a
Ble -
wW=——-—+A
e'Ble
alakba, ahol
e'A=0
Ezzel
1 ATBA
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mint ez egyszeriien belathat6. Mivel B pozitiv definit matrix, ez akkor minima-

lis, amikor A a nullvektor. Melléktermékként azt is belattuk ezzel, hogy az
(5.41) szerinti becslés szorasnégyzete

~ 1 5.43)

D?(7) = . (5.
( ) e B le

A legkisebb négyzetek modszere tehat korrelalt mérések esetében is jol al-

kalmazhat6, csak alkalmas modon kell a sulyfaktorokat megvalasztani. Ebben

az esetben is érvényes az 5.1. TETEL, de ennek bizonyitasat késdbbre halasztjuk.

Mért mennyiségek egyenldsége

A konfidenciaintervallumok nem csak elméleti joslatok kisérleti
ellendrzésére hasznalhatok, hanem egyéb célokra is. Ilyen példaul két mért
mennyiség egyenldségének a vizsgalata. Mért mennyiségek szamértéke termé-
szetesen soha nem fog egymassal megegyezni, csak annak a vizsgalatarol lehet
sz0, hogy varhato értékiik megegyezik-e.

Nézziik példaképpen az 5.1. tdblazatban szereplé adatokat, és kérdezziik:
van-e kiilonbség as és a4 kozott? Ennek eldontésére becsiilt értékiik kiillonbsége
adhat valaszt. Tegyiik fel tehat, hogy as = a4, vagyis

M(@3) = M(dy). (5.44)
Mivel a két becslés egymastol fiiggetlen, kiilonbségiik szorasnégyzete

o’ o’

D2(53 - 54) = D2(53) + D2(54) =—+—.
n3 ny
o becslésére az (5.22) képletet hasznaljuk. A korabban mondottak szerint s*
fliggetlen a két becsléstol, tehat

asz —day _ as —ay

L= = 5.45
2 o2 o \/ I (545)
- = ) +
0'2 I’l3 7’14 I’l3 l’l4

(n — m) szabadsagi foku Student-tort. Ertéke
,_123125-141324

10171/1+l
6 9

A 30 szabadsagi foku Student-eloszlas kvantilise £= 0,05 mellett 2,042 (2. fiig-
gelék), ami kisebb, mint a fenti ¢ abszolut értéke. Eszerint 95% konfidencia-
szinten elvetjiik az (5.44) szerinti hipotézist. Ezt a kovetkeztetést tigy szoktuk
megfogalmazni, hogy as €s as kozott szignifikans kiilonbség van.
Megjegyezziik, hogy az 5.1. tablazatban szerepld s; empirikus szorasok két
okbol sem igazén alkalmasak a fenti kérdés eldontésére. Egyrészt tulsagosan
alacsony a szabadsagi fokok szama, és igy a kvantilisek sokkal nagyobbak.

-3,395.
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Masrészt nem sikeriilne olyan vildgosan kezelhetd statisztikat felirni, mint az
(5.45) alatti ¢. Ugyanis két fiiggetlen Student-tort kiilonbségével kellene dolgoz-
nunk, amire vonatkozdan nincsenek alkalmas statisztikai tablazatok.

A helyzet egyszerlibb, amikor a szabadsagi fokok szdma elegendden nagy
ahhoz, hogy az (5.45) alaku statisztikdkhoz hasznélt y kvantilist a Gauss-
eloszléas tablazataibol vehessiik. Ilyenkor is ligyelniink kell azonban arra, hogy
az O0sszehasonlitott mennyiségek korrelaltak is lehetnek. Tekintslink egy ilyen
példat is! Legyen a két mennyiség & és &, szorasuk rendre oy és 03. Azt a hi-
potézist vizsgaljuk, hogy varhatd értékiik azonos. Az eddigiekkel ellentétben
azonban most nem tessziik fel, hogy

cov(§1,6,) =010,p
kovariancidjuk eltlinik. A p tényez0t korreldcios egyiitthatonak nevezzik. Ezzel
2 2, 2
D*({1 - &5) =01 +03-20,0,p.

A két mért mennyiség varhato értékét akkor tekintjiik a valasztott konfidencia-
szinten egyenlonek, ha

€1 -5

\/612 + 0'5 -2010,p

=

<YG>

ahol 3 a Gauss-eloszlas kvantilise. B
A korrelacios egyiitthatd hatdsa nagyon jelentds lehet. Vannak esetek,” ami-
kor p= 1. Ekkor a { statisztikara a

;. lm

|01—02|

kozelitd egyenldség adodik, ami azt jelenti, hogy erdsen korrelalt mennyiségek
esetében mar nagyon kis kiilonbségek is szignifikansak lehetnek, amikor
O] = 0.

Ilyesmi akkor fordul eld, amikor ugyanabbol az illesztésbdl szdrmaz6 becsiilt
paramétereket hasonlitunk 6ssze (lasd 7. fejezet). Tekintsiik a kdvetkezd példat:

a; =10872+429, a,=9925+372, p=0,832.

Az egyszerliség kedvéért Gauss-eloszlastinak tekintjiik ezeket a mennyiségeket,
¢s azt dsszehasonlitast 95% konfidenciaszinten végezziik el. Ebben az esetben a
2. fiiggelék szerint az €= 0,05-hdz tartozd kvantilis 3 = 1,96. Ha a mennyisé-
geket fliggetlennek tekintjiik, akkor a

_ 10872 -9925

V4292 +3722

= 1,668

7 Ilyenek lehetnek példaul az egyiittesen illesztett paraméterek. Ezekre a késébbi fejezetekben
latunk majd példat.
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hanyadost kell a kvantilissel 0sszevetni, vagyis a proba azt mutatja, hogy a; ¢és
a, kozott nincs szignifikans kiilonbség. Mas kovetkeztetésre jutunk, ha figye-
lembe vessziik e két mennyiség kdzotti erds korrelaciot:

B 10872 - 9925
V4292 +3722 —2.429-372-0,832

=3971,

ami lényegesen nagyobb a kvantilisnél, tehat a; és a, kozott van szignifikans
kiilonbség.

5.3. Korrekcidék

Az 1.3. alfejezetben mar volt sz6 a korrekciokrol. Mindig fellépnek, amikor a
mérési eredményeket befolyasold paraméterek egyikének-masikanak az értéke
eltér a névleges értéktél. Az aldbbiakban a korrekcidk figyelembevételének a
modjarol lesz szo. Az 1. fiiggelék szerint egy korrekcié mindig additiv, vagyis a
szisztematikus hiba (lasd alabb) megsziintetése érdekében valamit hozzaadunk a
kozvetleniil mért értékhez. Vannak esetek, amikor a szisztematikus hibat egy
korrekcios tényezo segitségével sziintetjilk meg. Az aldbbiakban csak a korrek-
ciokkal foglalkozunk, de a mondottak kis valtoztatassal atvihetok a korrekcids
tényezokre is.

Korrekeio
Legyen a & mérések (i = 1, 2, ..., n) varhato értéke

M(&;)=a+cuy. (5.46)

Az eddigiekhez képest ujdonsag, hogy nem ugy sikeriilt a keresett a mennyisé-
get megmérni, ahogy szerettiik volna, hanem volt egy paraméter (példaul a la-
boratérium hémérséklete), amely a névleges értéktdl (20 °C) eltért. Az eltérés
valddi értéke legyen uy, amelyre vonatkozdan valamilyen y fiiggetlen mérési
adatunk van oy, szorassal. A c tényezd a-nak a u paraméterre valod
_ da

ou’
érzékenysége, amit ismertnek tételeziink fel.E fgy tehat van két ismeretlen pa-
raméterlink (a és L), tovabba (n + 1) mérési adatunk (1 és &, i=1, 2, ..., n).
Meghatarozasukra a maximalis valoszinliség elvét alkalmazzuk. Egyiittes
striségfiiggvényiik

c

(ﬂ—ﬂo)zJ %

207

1
L(Xa M a, IUO) == 5 eXpL_
271:0'/1 u

¥ Altalaban elméleti uton kell meghataroznunk.
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(x; —a —cutp)’
exp| — , (5.47)

207

n
1
I-—
1 V2no?
ahol ¢ a & mérések kozos szorasnégyzete. Ennek kell a maximumat megkeres-

niink a és y fliggvényében az x = E helyettesitéssel:

olnL &1
> —2 —a—cly)=0,

i=1 0

dinL _u- ,uo L oc
— (6, —a—cuy)=0.
I O'ﬂ ; 2 IUO)

Az egyenletrendszer megoldasa egyszertien adodik:

Lo=i ¢és d=C—cu. (5.48)

Ez a becslés torzitatlan, hiszen
M(a) = M(E) —cM(p)=a+cuy—cug=a.

A korrigalt becslés szorasnégyzete:

2
D*(@) = D*() + o7, z%+c20'2 (5.49)
ahol s* a & mérések empirikus szorasnégyzete [v6. (5.7)], vagyis o becslése.
Azt kaptuk tehat, hogy az eredetileg mért mennyiségek szorasnégyzetét meg
kell novelni a korrekcio szorasnégyzetével. Ha nem is mindig ilyen egyszeriien
vezethetd le, de a korrekciok hatdsa mindig igy vehet6 figyelembe.

Ha a fentiek szerint jarunk el, konnyen elkeriilhetjiik a tévedéseket. Egyszeri
példaval illusztraljuk, milyen tévedések fenyegetnek azonban, ha nem a maxi-
malis valészintiség elvét alkalmazzuk. Csinaljuk tehat a dolgot masképpen, és
korrigaljuk az egyes mérési eredményeket kiilon-kiilon:

§i=8i—cu, (5.50)
majd vegyiik ezek atlagat:

S
& il

n

—Z-cu.

Ugyanezt kaptuk a maximalis valoszinliség modszerével, tehat a dolog rendben
levOnek tlinik. Szordsnégyzetének becslése érdekében kiszamitjuk a korrigélt
értékek empirikus szérdsnégyzetét [vo. (5.7)]:
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a8 Hle-a-E-alf Me-f
n—1 n—1 n—1

amibdl a korrigalt értékek atlaganak a szorasnégyzetére az s / n becslés adodik.
A fentiekbdl tudjuk, hogy ez nem az a paraméter becsiilt értékének a szoras-

négyzete, hanem annal ¢? O'fl -tel kisebb. Hol van tehat a hiba?

A valasz nem trivialis, mert a baj ott van, hogy “vakon” alkalmaztuk a kép-
leteket, é¢s nem vettikk figyelembe alkalmazhatosagi feltételeiket. Esetiinkben
arrol van sz0, hogy az (5.7) szerinti s* a ¢ szorasnégyzetnek csak akkor torzi-
tatlan becslése, amikor a képletben szereplé mennyiségek egymastol fliggetle-
nek. A korrigélt mérések azonban nem ilyenek, hiszen mindegyikben a u
valdszinliségi valtozonak ugyanaz az értéke szerepel. A jelen szakasz végén
megmutatjuk, hogy tényleg errdl van szo.

El6bb néhany szét szolunk a konfidenciaintervallumrol, amelynek megszer-
kesztése esetiinkben nem egyszerii. Ha a szabadsagi fokok (n — 1) szama elég
nagy, fel lehet tételezni, hogy a-nak (5.48) szerinti becslése Gauss-eloszlasu.
Ekkor a konfidenciaintervallum megszerkesztése nem jelent problémat.
Ellenkezd esetben azonban problémak meriilnek fel. Megvilagitasukra vezessiik
be az alabbi jelolést:

Sn—l(y):P{t<y}a

ami az (n— 1) szabadsagi foka Student-eloszlas eloszlasfiiggvénye. Ezzel a y
kvantilist a

P{|t| < 7} = Sn—l(j/) - Sn—l(_j/) =l-¢
egyenletbdl szamitjuk ki. Ha i = 1, érvényes a kdvetkezd Osszefiiggés:

(T

S

hiszen M(E) =a + cpy. Tekintve, hogy uo-at kénytelenek vagyunk u-vel be-

< 7} S (7) - Sn—l (_7)

cslilni, ez nem alkalmas konfidenciaintervallum konstrualasara. Ha p-t rogzit-
jiik, felirhatjuk az alabbi feltételes valdszintiséget:

UECH

N

= Sn_l(%%j — Sn_l(—%%j = g(7.u),

<7

u adott} =
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ahol a tovabbi képletek egyszeriisitése érdekében bevezettiikk a g(y 1) jelolést.
Ahhoz, hogy a ¥ kvantilis helyes értékét kiszamitsuk, ennek u
stirliségfiiggvényére vett atlagat kell (1 — £)-nal egyenldvé tenni, és az eredmé-
nyll kapott egyenletet yra megoldani:

(u=p0)*

Tﬁexp 27 gy, u)du=1-¢

Ritkan szoktak ezt az egyenletet konkrét esetekben felirni és megoldani, pedig a
korrekt adatkezeléshez hozzatartozna. A dolog oka a felmeriild matematikai ne-
hézségekben keresendd.

A gyakorlatban a korrekcidk kicsik a mért mennyiségekhez képest, igy szo-
rasnégyzetiik is kicsi a mért mennyiségekéhez képest. Ezért a gyakorlati esetek

tobbségében megelégsziink azzal, hogy hatasukat (vagyis czo'fl értékét) beol-
vasztjuk a becsiilt szorasokba, és ezutan ugy tekintjiik, mintha a korrekcid szo-
rasa 0 lenne, amivel a képletek egyszertisodnek.

Befejezésiil megmutatjuk, Elogyan kellene a korrigdlt mérési adatokat ma-
tematikailag korrektiil kezelni.~ Az eredeti & mérések (i =1, 2, ..., n) egymastdl
fiiggetlenek, és szorasuk azonos, tehat kovarianciamatrixuk o”E. Az (5.50) sze-
rinti korrekcid mindegyik mérésnél azonos, tehat kovarianciamatrixa olyan nxn-
es matrix, amelynek minden eleme a korrekcié szorasnégyzete. Ennek
megfelelden a korrigalt mérések kovarianciamatrixa

B=0’E+c’oee’ . (5.51)

Az (5.42) képlet alkalmazasahoz ki kell szamitanunk a B™'e szorzatot. Szeren-
csénk van, mert

Be (0' +nclo 2)e,

u
amibdl
_ e
B le= .
2 2 2
o +ncoy
Igy az (5.42) szerinti stlyvektor
e
wW=—.
n

Az a paraméternek a maximalis valoszinliség elve alapjan valo becslése:

% Ezt csak azoknak javasoljuk elolvasni, akik az 5.2. alfejezet korrelalt mérésekrdl szol6 szaka-
szat attanulmanyoztak
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amint ezt fent heurisztikusan is felirtuk. Az (5.43) képlet viszont a korrekt sz6-
rasnégyzetet adja:

1 0'2+nczo'fl 2, 5
= =—+c’c

2(=\ _
D*(a) = B e " " o

Ezt a levezetést “elrettentésiil” hoztuk. Sz sincs arrol, hogy barkit ilyen
szamitasokra buzditandnk. Minddssze azt kivantunk bemutatni, mennyivel
egyszeriibben kapjuk meg a helyes eredményt, ha minden esetben a maximalis
valoszinliség elvébdl indulunk ki.

Nem kézben tartott paraméterek hatasa

Tételezziik fel, hogy a mérést befolyasolja a  mennyiség, de az egyes méré-
sekben felvett értékét nem ismerjitk. Tudjuk viszont, hogy & varhato értéke 0,
szorasa oy Ha az i-edik mérésben felvett értéke o; volt, akkor

M(§i|5,-) =a+cd;,

ahol ¢ a mért mennyiségek érzékenysége a O paraméterre: ¢ = da/dd . Ennek
alapjan ¢& feltételes strliségfliggvénye

2
1 exp (y—a-cs;) ’
V2no? 20°

amibdl kapjuk & perem-siiriiségfliggvényét:

Lx)= ?L(xi|5l-);exp[— 5 jda,..

2
oo w/2no% 205

Ezt kiintegralva az

L(x,-|5l-) =

stiriségfiiggvény adodik, ahol
0’ =0"+c’05.
Végeredményben tehat mindegyik mérés szérasnégyzetét meg kell ndvelni az

ismeretlen értékii hatashoz tartozo ¢* 0'?; értékkel. Ezutan az ilyen hatasok nem

kiilonboztethetdk meg az eredendden fennalld statisztikus hibaktol.

Az elmondottak azt jelentik, hogy ha az egyes & mennyiségek mérését tigy
ismételjiik meg n-szer, hogy kdzben a o paramétert nem ellendrizziik, a megfi-
gyelt szoras o helyett o lesz. Ez 1ényeges eltérés a fentiekben vizsgalt korrek-
ciok hatasa és a O paraméter hatasa kozott. Jollehet formalisan mindkettd
tekinthetd ugy, mint az eredeti o szorast megndveld hatas, statisztikai kezelésiik
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elvileg eltérd: az elébbi esetében eléfordulhat, hogy az empirikusan becsiilt sz6-
rds nem tiikrozi az alkalmazott korrekcid bizonytalansdgat, viszont az utobbi
esetében elég az empirikus szorasbdl kiindulni.

Két esetet érdemes egymastdl megkiilonboztetni. Az egyik esetben a mérést
0 azonos, de ismeretlen értékénél végeztiik el, és tudjuk, hogy ennek hatdsa van
a mérési eredményre. Ebben az esetben a fenti médon meg kell névelni a szo-
rasnégyzetet. Ha azonban a mérést ugy ismételtiik meg n-szer, hogy kézben &
valtozhatott, akkor az (5.7) szerint becsiilt empirikus szords ennek hatasat tiik-
rozni fogja, tehat a szérasnégyzet fenti moédon valdo megnodvelésére nincs sziik-
ség. Erre példa: tegyiik fel, hogy a mérést naponta ismételtiik, és igyeltiink
arra, hogy a hémérséklet allando legyen, s6t meg sem mértiik—. Ilyenkor a
hémérséklet napi véltozasainak, vagyis & hatasa tikroz8dni fog s*-ben. Ha
ugyanis & = 0 lenne, akkor

1 —\2
(& -¢)
S2 — =l

n—1
lenne, ami o° torzitatlan becslése. Amikor & # 0, feltehetjiik, hogy korrelalatla-
nok a & mérési adatokkal, vagyis a

n

(&= <)% -9)

i=1
osszeg kozel van 0-hoz. gy a most adodé empirikus szérdsnégyzet jo kozelités-
sel igy irhato:
n _ —\2 n —\2 n —\2
D(6i+edi—E-co)  X(&-¢)  X(6:-9)

2 = = 2 =
S,:ll zzl +Czl ,

n—1 n—1 n—1

ami 0’ =0’ + czo% torzitatlan becslése, vagyis & hatasa tényleg tiikrozédik
s*-ben.

o5 becslésére tobbnyire egyszerli megfontolasokat alkalmazunk. Tegyiik fel
példaul, hogy ¢ a laboratérium hOmérsékletének a 20°C névleges
hémérséklettdl valo eltérése. Erre (és hasonld paraméterekre) vonatkozoan
gyakran legfeljebb ilyen kijelentéseket tudunk tenni: “¢ abszolut értéke nem
haladhatta meg a 3 °C-t”. Ilyenkor aligha tudunk okosabbat mondani, mint azt,
hogy da (-3 °C, +3 °C) intervallumban minden értéket egyenlé valdsziniiséggel
vett fel. A O terjedelmii egyenletes eloszlas szorasnégyzete @/12. Esetiinkben

2
©=6°C, tehit 05 =6°/12 =3 (Oc) , vagyis
cs=~3°C=17°C.

' Ha ugyanis megmértiik volna, akkor a hatasat korrekcioként tudnank figyelembe venni.
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Mérési hiba és bizonytalansag

A fentiek alapjan tudjuk a mérések kiértékelésének két alapvetd fogalmat
megvilagitani: mérési hiba és bizonytalansag. Tulajdonképpen mindkettot le-
hetne valoszinliség-elméleti oldalrdl is megkdzeliteni, de az aldbbiakban a
kisérletezok szempontjaibol indulunk ki. A mérések modszereivel €s kiértékelé-
sével foglalkoz6 tudomanyt metrologidnak nevezziik, amelynek a sz6hasznélata
1étjogosultsaga: az utdbbi az elméleti megfontolasok, az elébbi pedig a gyakor-
lati munka teriiletén hasznalandé. Az 1. fliggelékben 0sszefoglaljuk a leggyako-
ribb metroldgiai kifejezéseket és jeloléseket, valamint megadjuk néhanyuk
valdszinliség-elméleti megfeleldit. A jelen részben csak kettdvel foglalkozunk.

Meérési hiba
A mérési hiba fogalmat a legtobb szerzd a nem valasztja szét a bizonytalan-

sag kiilonb6z6 mérészamaitol. A metrologia szerint a { mérési hiba a mért
mennyiséegnek a valodi értékétol valo eltérése:

E=M(&)+¢.

Metrologiai széhaszndlat szerint nem vdrhato értékrdl, hanem valodi értékrol

beszéliink. Mivel ezt nem ismerjiik, a mérési hibat sem ismerhetjiik. Ezért a

gyakran hallhat6 “hibaszamitas™ — szigortian vett metroldgiai értelemben — sze-

rencsétlen kifejezés, amelyet jobb keriilni. Ha ugyanis ki tudndnk szamitani a

hibat, ezt levonnank a mért értékbol, és igy megkapnank a valodi értéket. A hi-

baszamitas valojaban a bizonytalansag becslését jelenti, amirdl késobb lesz szo.
A mérési hibanak két fajtaja van: véletlen €s rendszeres (szisztematikus) hi-
ba:

o A véletlen hiba valdszintiségi valtozd, amelynek a varhatd értéke zérus. A
gyakorlatban ez azt jelenti, hogy a mérés tobbszor valo ismétlésekor valta-
kozva vesz fel pozitiv és negatiy értékeket, és az ismétlések szamanak nove-
1ésekor az atlaga nulldhoz tart.— Ezt gyakran ugy mondjuk, hogy a “véletlen
hiba kidtlagolodik”. A véletlen hibanak két alfaja van aszerint, hogy mi az
eredete. Errdl késobb lesz szo.

o A rendszeres vagy szisztematikus hiba lehet konstans érték vagy olyan
valoszinliségi valtoz6, amelynek a varhatdo értéke nem zérus. Ha
valdsziniliségi valtozd, szintén vehet fel pozitiv és negativ értékeket, de ezek
nem atlagolodnak ki. Ha mérésiinkben ilyen fajta hiba fellép, arra vonatko-
z6an minden esetben kell korrekcidt alkalmazni — akarmilyen kicsi (és bi-
zonytalan) ez a korrekcid. Ennek modjardl a fentiekben volt mar szo, és lesz
még sz6 a 7.6. alfejezetben. Ha van szisztematikus hiba, az a paraméterre az
(5.3) vagy (5.25) szerint adott becslés torzitott lesz, és a torzitas ért€ke meg-
egyezik a szisztematikus hiba varhato értékével. A korrekcio célja éppen a
torzitds megsziintetése.

' Ezt valoszinliségi értelemben kell venni: annak a valdsziniisége tart 0-hoz, hogy az atlag ab-
szolut értéke egy rogzitett, amde tetsz6legesen kicsiny € szamnal nagyobb legyen.
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Vannak megfigyelések és kisérletek, amelyek lényegéhez tartozik, hogy
eredményiik valoszinliségi valtozo. Ilyen a szerencsejaték, bizonyos nuklearis
jelenségek megfigyelése, a Foldet éré meteorok szama, tomege és irdnya, fold-
rengések eléfordulasa stb. Nem lehet példaul megmondani, hogy egy adott fold-
rajzi helyen mikor lesz foldrengés (vagy egyaltalan lesz-e), legfeljebb annak a
valdszinliségét hatarozhatjuk meg, hogy valahol egy adott idészakon beliil lesz
foldrengés. A tektonikai jelenségek 1ényegéhez tartozik, hogy a valdsziniiségen
tulmenden tobbet nem tudunk mondani.— Azt, hogy egy radioaktiv atom mikor
bomlik el, szintén nem tudjuk elére megmondani, de tudjuk, hogy ¢ annak a
valdszintisége, hogy ¢ 1d6 alatt ne bomoljon el. A bomlasig eltelt id6 varhato
érteke 1/4, igy ¢ mérésekor (1 — 1/4) a mérési hiba. Vannak szerzok, akik a vg-
letlen hibanak ezt a fajtajat statisztikus hibanak nevezik. Az elnevezésen kiviil
a dolog logikus, mert — eredetét tekintve — elvileg kiilonbozik a kovetkezd fajta
véletlen hibatol.

Egy mért mennyiség mas okbdl is lehet valosziniiségi valtozo: lehetnek olyan
nem kézben tartott paraméterek, amelyek értéke maga is valdsziniiségi valtozo,
viszont befolyasoljak a mérés eredményét. Az eldbb emlitett szerzok az ilyen
eredetli hibdkra korlatozzak a véletlen hiba fogalmat. Nem kivanunk mély filo-
zofiai elemzésekbe bocsatkozni, mert ez messze vezetne jegyzetlink témajatol.
Az 1930-as években a fizikdban lezajlott egy vita, a fenti értelemben vett sta-
tisztikus hiba visszavezetheté-e rejtett paraméterek hatdsara, vagy valdban a
jelenség lényegéhez tartozik-e a véletlenszeriiség. Példaul Albert Einstein élete
végéig sem tudta az utdbbi allaspontot elfogadni. Szamunkra csak az fontos,
hogy a két fajta véletlen hiba matematikai kezelése formalisan azonos. Ezért
nem fogjuk erdltetni a két fajta hiba kozotti kiilonbségtevést. Az 1. fiiggelékben
olvashat6 definicidk szerint a metrologia sem kiilonbozteti meg ezeket egy-
mastol. Ugyanakkor azonban hangsulyozzuk: az egyes hibdk hatdsa nagyon
kiilonbozo lehet, amint azt az el6z6 szakasz végén a labor homérsékletével kap-
csolatban megbesz¢ltiik.

Mérési bizonytalansag

A mérési hibat elvileg nem ismerjiik, de léteznek mérdszamok, amelyek
mutatjak annak valoszinli nagysagat. Gytjténeviik: mérési bizonytalansag. A
legfontosabb ilyen mérdszam a szords. Ismert tételek (példaul a Csebisev-
egyenldtlenség) segitségével felsd becslést kaphatunk a véletlen hiba nagysaga-
ra. A szérds az alapja az intervallumbecslésnek, vagyis a konfidenciain-
tervallum megszerkesztésének. Mivel az intervallum hossza mindenképpen
mértéke az a paraméter keresett értékére vonatkozé tudasunknak (vagy inkéabb:
tudatlansdgunknak), az intervallum félhosszat szintén szoktuk mérési bizonyta-

12 Természetesen csak a foldtudomanyok mai fejlettségi szintjén.

" A legtdbb nyelven irt valosziniiség-elméletben a “véletlen” és a “statisztikus” szavak egymas
szinonimai, vagy csak az egyiket hasznaljak. Ha mar megkiilonboztetjiik a két fajta hibat, az
elnevezés éppen forditva lenne logikus: a jelenségek valodi véletlenszertiségébdl eredd hibat
kellene inkabb véletlen hibanak nevezni.
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lansagnak nevezni. Mikor azonban ezt haszndljuk, pontosan meg kell monda-
nunk a konfidenciaszintet és a szabadsagi fokok szamat.

A bizonytalansag becslésére a metroldgia két modszert kiillonboztet meg: A-
tipusu €s B-tipusu becslés. Az eldbbi az (5.7) képlettel (vagy rokon képletekkel)
becsiilt empirikus szords. Ha ezt alkalmazzuk, akkor a szoras becsiilt értékét s-
sel jeloljiik. Elméleti megfontolasokban altaldban a o jelolést hasznéljuk a sz6-
rasra, de ennek A-tipust becslésére a szahvanyos jelolés s. Az angol irodalom a
szorast “standard deviation”-nek nevezi.— Ha ebbdl (5.5) szerint kiszamitjuk az

atlag s/ Jn szorasat, akkor ennek angol neve: “standard error”. Feltehetéen

ebbdl ered a magyarban is elé-eléforduld “standard hiba”. Mind ez, mind az
idézett angol kifejezés elavult és kerililendd, sét a metrologiai szabvanyok egye-
nesen tiltjak az utdébbi hasznalatat.

A bizonytalansag B-tipusu becslésére az eldzd szakaszban lattunk példat: a
szorast nem empirikusan, hanem valamilyen fizikai vagy méréstechnikai meg-
fontolasbol vezetjiik le. Az igy kapott bizonytalansadg szabvanyos jele az angol
“uncertainty” (= bizonytalansag) kifejezésbdl: u. Ha a végeredmény bizonyta-
lanség:ﬂ__lA- ¢s B-tipusu becslések kombinacidjaval kaptuk, a szabvanyos jelo-
1és: u..

Barmilyen szisztematikus hibarol van tudomasunk, azt feltétleniil korrekcio-
ba kell venniink. Ezzel kapcsolatban egy rendkiviil sulyos tévedésre kell a fi-
gyelmet felhivni. A szisztematikus hibdat nem szabad a véletlen hibaval Ossze-
vonni! Tekintsiink egy egyszerli példat: megmértik egy rad hosszat:
[=2534,5+ 2,4 mm, amelyhez a mérdeszkoz hibas kalibraldsa miatt egy kor-
rekciot kell alkalmaznunk, amelyet csak elég nagy bizonytalansaggal tudtunk
meghatdrozni: A/ = 0,6 £ 1,3 mm. A korrigalt mérési eredmény nyilvan

Leom =1+ Al =2534,5+0,6 = 2535, mm.

Ennek a szorasat a szorasnégyzetek Osszeaddsi szabalya [vo. (3.31)] alapjan
kapjuk:

D? (I ) = 2:4% +13% =745 mm? = (2,7 mm)”.

A korrigalt hosszusag tehat /o =2535,1 £ 2,7 mm. Ez lenne a helyes eljaras.
Sajnos, két tipushibaval is lehet talalkozni. Mindkettdben k&zds, hogy nem
torodnek a korrekcid szorasaval, viszont a korrekciot oOsszekeverik a meért
mennyiségével:

1) A mért mennyiség szorasahoz hozzdadjak a szisztematikus hibat, vagyis a
korrigalt eredményt az /=2534,5+ 3,0 mm alakban publikaljak. Ebben az
eljarasban tobb hiba van, mint amennyi sz6 sziikséges a leirasdhoz. Csak
egyet emlitliink: a szords a mért adat bizonytalansagat jellemzi, a korrekcid
pedig a torzitasat. A kettdnek egymashoz semmi koze.

' Vannak, akik a magyarban is “standard deviacié”-r6l beszélnek.
'3 A “c” index az angol “combined” melléknév roviditése.
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2) A mért mennyiség szorasat és a szisztematikus hibat gy vonjak dssze, mint-
ha mindkettd szoras lenne. E16szor tehat kiszdmitjak a

2,42 +0,6% = 6,12 mm? = (2,5 mm)’

mennyiséget, majd a korrigdlt eredményt az [/=2534,5+ 2,5 mm alakban
publikaljak. Ez a dolog mar egyenesen komikus, de sajnos eléfordul.

Befejezésiil megjegyezziik, hogy azt a “szisztematikus hibat”, amelynek a var-
hato értéke zérus, a fentiekben “nem kézben tartott paraméterek™ cimszé alatt
targyaltuk. Ezt is figyelembe vessziik azéltal, hogy a “korrigdlt” érték szorasat
az ott mutatott moédon megndveljiik.

5.4. Kerekités

A becsiilt paraméterekre vonatkozé intervallumbecslésben a szords becslése
éppen olyan fontos, mint magaé a paraméteré. Ennek ellenére eléfordul, hogy a
szoOrast csak egyetlen értékes szdmjegyre adjak meg, tovabba a becsiilt értéket a
szoras nagysagrendjének megfeleld szamjegyre kerekitik — mondvan, hogy “a
mérési bizonytalansagon beliil ugysem érdekesek a szamjegyek”. Példaul,

58,72 £ 9,63 helyett 60 £ 10,
58,72 £ 1,52 helyett 59+£2.

Amidta szamitogépekkel dolgozunk, erre kiilondsebb ok nincs (hiszen a szami-
togépnek mindegy, hany szdmjegyre adjuk meg az input adatokat), mégis lehet
a dologgal taldlkozni. Nézziikk meg, milyen kdvetkezményei vannak az ilyen
jellegli “nagyvonaliisdgnak™.

A szordst minden esetben legalabb két értékes jegyre célszerii megadni. En-
nek indokléasara tekintsiik az alabbi sz¢lsOséges (aAmde tanulsagos) példat. Le-
gyen két mérés (&) = 1,02 és & = 3,14) szoérasa rendre

o=149 & oy=151.

Az 5.2. alfejezet végén mutatott modszerrel konnyti belatni, hogy ezek kozott a
mért értékek kozott nincs szignifikans kiilonbség. K6zds varhato értékiik becs-
1ésére tehat vehetjiik sulyozott atlagukat: 2,06 + 1,06. Kerekitsiik most a szora-
sokat egyetlen értékes jegyre:

or=1 ¢é o05=2.

Ha ezeket hasznaljuk sulyozott atlagolasra, akkor az eredetileg majdnem
egyenld sulyok aranya a kerekités utan 1:4 lesz. A veliik képzett sulyozott atlag:
1,44 £ 1,12. A két atlag eltérése ugyan nem haladja meg a szoras értékét, de az-
zal azonos nagysagrendi. Ezt az eltérést teljesen feleslegesen okoztuk egy
egyszerll kerekitéssel. Jollehet a kerekités hatdsa nem mindig ilyen mérték,
altalaban érezhetden eltorzitja a stilyokat ¢s az atlagokat.

Még szembetlinébb a kerekités hatdsa az intervallumbecslésre. Gauss-
eloszlas esetében a 95% konfidenciaszinthez tartozé kvantilis 36 = 1,96 (ke-
reken: 5 = 2). 01 = 1,49 esetében tehat az intervallum szélessége kb. 3, viszont

121



a kerekités utan adodod o] =1-re csak kb. 2. Ha ezt visszaszamoljuk az eredeti

01 szlrasra, a kerekités tehat annyit jelent, hogy a kvantilist 6nkényesen lecsok-
kentettiik

v=1,96-2/3=1,33

értekre, ami 82% konfidenciaszintnek felel meg. A kerekités tehat jelentdsen
eltorzitja a statisztikai probat: szandékunk szerint 95%, de a kerekités miatt
ténylegesen csak 82% konfidenciaszinttel dolgozunk, ami jelentds kiilonbség.
Ha tehat talzott modon kerekitjlik a szorast, akkor nemcsak a sulyozést valtoz-
tatjuk meg feleslegesen, hanem a kvantiliseket is.

Nézziik meg ezutdn, milyen pontosan célszeri megadni a becsiilt paraméte-
reket. A legegyszerlibb, de még elfogadhatd6 megoldés a becsiilt paramétert is
legalabb a szoras utolsd6 megadott szdmjegyéig megadni. Példaul:

58,72 £ 9,63 vagy 58,7 £ 9.6,

kertilendé azonban az 59 + 10-nek megfeleld kerekités. Indoklasul megmutat-
juk: ha kerekitiink, szintén feleslegesen eltorzitjuk a statisztikai probakat és az
intervallumbecsléseket, amit tandcsos elkeriilni. Legyen & a tekintett paraméter-
nek a varhato értékétdl valo eltérése, és legyen o a szorasa. A statisztikai probak
esetében a

Plld<yl=1-¢ (5.52)

egyenlettel definialt y kvantiliseket vessziik alapul. Ha a paramétert kerekitjiik,
akkor az torténik, hogy <&hoz hozzaadunk egy egyenletes eloszlast r
valdsziniiségi valtozot. Ekkor tehat a kvantilist a

Pllé+r<yol=1-¢
egyenletbdl kell kiszémolni.m\/ezessﬁk be a

D(x) = P{& < x}
P{|§| < x} = @(x) - @(—x) .

Hasonlo6an, legyen

jelolést, amivel

F(y)=P{¢+r<yo},
amivel

Pllg+r < yo} = F(y)- F(-7).

Ha r egyenletes eloszlasanak a terjedelme ©, akkor

1% A kerekitésnek ezt a modelljét a véletlen folyamatok kvantalasanak az elméletébdl kdless-
noztik. Végso eredményeink tajékoztato jelleglinek tekintenddk, mert ez a modell kozelitd.
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02
P

dr 92 d
F(y)= [err<poirl ™= | o(yo-r)~=
-0)2 o -0/2 e
yo+6)2 d
= ] @(r)gr.
yo—06)/2

A példa kedvéért tekintsiik &t Gauss-eloszlasu valtozonak. Ekkor

1 1 X
D(x)= 5 + 2erf(6\/§) ,
ahol
erf(z):i?e_fzdt.
e

Az integralast elvégezve azt kapjuk, hogy
Pllé+7 < yo} =

2

+0/2

:7a+6)/26rf(70'+6)/2j+ 20 eXp_(}/O' )
o2 O\2n 2

20

(5.53)

e 0'\/5 - O+\21 207

Lathato, hogy (yn kiviil) ez csak a &/c hanyadostdl fiigg. A kapott formula
kétféle moédon hasznalhat6:

I. A

2

Pllg<ygol=1-¢

képlettel kiszdmithatjuk beldle, hogy a Gauss-eloszlashoz tartozé y; kvantilis
az adott esetben valojaban milyen €’ konfidencia-valosziniiséghez tartozik.
2. Az (5.52) egyenletnek y-ra valdo megoldasaval meghatarozhatjuk, hogy —
tudva a kerekités tényérél — az adott konfidencia-valoszinliséghez mekkora
(természetesen megnovelt, > %) kvantilist kell hasznalnunk.

Az 5.3. abran a ©/c hanyados fliggvényében megadjuk mindkét mennyiségnek
a kerekités nélkiil érvényes értékétdl valo eltérését &€ = 0,05 konfidencia-
valdszinliség mellett. A kerekités nélkiili kvantilis y=1,96. Lathato, hogy a sz6-
rassal azonos nagysagrendii kerekitési hiba esetében a kvantilis eltérése mar 5%
kortli érték, tovabba a latszolagos konfidencia-valdsziniiség eltérése 1% (azaz
£'=0,06). Levonhatjuk azt a kovetkeztetést, hogy a mért értéket a szorasndl
legalabb egy nagysagrenddel pontosabban kell megadni.
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kvantilis

— =—valdszinlség

%-o0s eltérés

O/
5.3. abra. A kvantilis torzulasa a kerekités miatt

Az el6zd példdban o=9,63, tehat az 5.3. dbra szerint elég a @= l-nek
megfeleld kerekités, vagyis a becsiilt paramétert kerekithetjiik egész szdmra: 59.
o ennek megfelelo kerekitése 10 lenne. Ez igazdban csak egyetlen értékes
szamjegy, amit a fentiek szerint tanacsos elkeriilni. Ezért o javasolt kerekitése:
9,6. Ezzel viszont logikusan egyiitt jar, hogy a becsiilt paraméterben is egy to-
vabbi szamjegyet adjunk meg: 58,7. Igy a végeredmény javasolt megadasa:

58,7 +£9,6.

Fontos dolog, hogy a “0” szdmjegyet is adjuk meg, ha éppen az lett a kere-
kités eredménye! Ha példaul a kerekitendd szam 58,99, akkor ennek egy
tizedesjegyre valo kerekitése 59,0 és nem 59. A “0” szemjegy elhagyasa ugya-
nis azt sugallnd, hogy a kerekités a tizedesvesszd el6tti szamjegyre tortént, ami
félreértés. Az adatok tovabbi értelmezése szempontjabol tehat 59 és 59,0 nem
ugyanazt jelenti!

A fenti végkovetkeztetéseket egyébként egyszeriibben is meg lehetett volna
kapni. A kerekitett mennyiség szorasa

2
o' =0*+-—.
12
Példaul 6= o esetében ¢’ = 1,040, tehat hasznalhatjuk a 3 kvantilist, ha 4%-
kal megnoveljiik a szorast. A konfidenciaintervallum félszélessége kozelitdleg
ugyanaz, mint korabban:

Yo' =ygO.

A Gauss-eloszlas kvantilisével kapott konfidenciaintervallum szélessége a kere-

kités miatt azonban mindenképpen megnd (0 helyett y;07).
Az 5.3. abra értékeléséhez tekintslik az alabbi példat. A mérés eredménye —
sok jegyre kiirva — legyen

156,745 + 6,872.
95%-o0s konfidenciaszinten a megfeleld intervallumbecslés
(143,276; 170,214).
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Ha a pontbecslést és a szorast az altalunk javasolt mdodon kerekitjiik, a mérési
eredmény
156,7+6,9

lesz. Itt tehat @= 0,1, vagyis &/c=0,014. A kvantilis emiatt fellépd megnove-
kedése elhanyagolhato, tehat az intervallumbecslés

(143,2; 170,2),

ami csak az utolsé szamjegyben egy egységgel tér el az eredeti intervallumtol.
Nézziik meg ezutan, mivel jar, ha a kerekitésben tovabb megyiink. A pont-
becslést kerekitjiik, de a szorast nem:

160 £ 6,9.

A fenti jelolésekkel tehat @= 10, o= 6,9, vagyis &/c = 1,45. Ha tovabbra is a
7= 1,96 kvantilist hasznaljuk, a konfidenciaintervallum

(146,5; 173,5).

A korabbi és a mostani intervallumot az 5.4. dbrdn 4brazoljuk. Lathato errdl,
hogy a helyes intervallumbecsléshez képest az utdbbi felfelé van eltolva. Az
5.3. abran lathato gorbe szerint azonban ez valdjaban nem 95%, hanem 92,9%
konfidencia-valosziniiséghez tartozik. Ha tovabbra is ragaszkodunk a 95%-hoz,
akkor a kvantilist 8,8%-kal meg kell novelniink, vagyis % =1,96 helyett
y=2,14-et kell hasznalnunk. Az igy szamolt intervallumbecslés

(145.2; 174,8),

ami a helyes intervallumbecsléshez képest szintén felfelé van eltolva. Nyilvan
mindkettd téves. A tévedést el lehetett volna keriilni, ha nem lennénk lustak két
tizedesjeggyel tobbet leirni. Ne vegylik a dolgot félvallrol! Ha példaul az elmé-
leti joslat 144, a helyes intervallumbecsléssel ezt elfogadnank 95% kon-
fidenciaszinten, viszont a kerekités utan elvetjiik. Az adatkezelésben tett meg-
gondolatlan 1épés tehat a végkovetkeztetést dramaian befolyasolhatja.

A fenti okfejtést tovabb lehetne fejleszteni, ha a szoras értékét is kerekite-
nénk, vagyis a fenti mérési eredményt

160 £ 10

alakban adnank meg. Erre az estre vonatkozoan (5.53) helyett egy masik képle-
tet kellene levezetniink, de ezt mar elhagyjuk. Reméljiik, hogy az eddigiek is
elég meggyd6zden mutatjak: kerekiteni ugyan érdemes, de csak mértékkel.

144
I 1 kerekitett (95%)
T 1 kerekitett (92,9%)
I 1 helyes (95%)
[ \4 1 [ 1 ] >
Ll 1 1 ) I >
140 150 160 170 180

5.4. abra. A konfidenciaintervallumok valtozasa kerekités miatt
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