*6. AFUGGVENYILLESZTES ELMELETE

Az el6z0 fejezetben a kozvetlen mérések kiértékelésével foglalkoztunk,
amelyek esetében kozvetleniil azt a paramétert (vagy azokat a paramétereket)
mérjiik, amelyek minket érdekelnek. Ritkdan van azonban ilyen “szerencsénk”,
mert az a gyakoribb, hogy csak kozvetett méréseket tudunk végezni: amit koz-
vetleniil mérni tudunk, csak alkalmas elméleti megfontolasokkal hozhat6 kap-
csolatba a minket érdekld mennyiségekkel.

A fiiggvényillesztés formalizmusat nagy altalanossagban is meg lehet meg-
fogalmazni, amelyet aztan egyszerlien lehet az egyes konkrét mérésekre al-
kalmazni. A jelen fejezetben ezt az altalanos formalizmust ismertetjiik, és az
alkalmazésokat a 7. fejezetre halasztjuk. Nehézsége miatt a jelen fejezet ta-
nulmanyozasat viszont csak a matematikdban jartas olvasok szdmara ajanljuk.

A mondottak értelmében feltessziik, hogy méréseink kozvetleniil a &, &,
..., & mennyiségeket adtdk eredményiil, és elméleti megfontolasokbol ismer-
jiik varhato értékiiket:

M(&,) = f(x;.a), i=1,2,....n, (6.1)

ahol a az ismeretlen paraméterek vektora: a' = [ay, aa, ..., an]. A mérés célja
ezek meghatarozasa. Az f(x;,a) fiiggvényt illesztofiiggvénynek nevezziik. x; ar-
gumentuma a fiiggetlen valtozo, amelynek értékeit adottnak tételezziik fel. A
fejezet végén megvizsgaljuk annak a kovetkezményeit, hogy x; is
valdsziniiségi valtozo, de egyeldre legyen konstans. Feltessziik, hogy a mérési
eredmények egymastol fiiggetlenek, torzitatlanok, vagyis varhato értékiiket a
(6.1) egyenlet ﬂdné meg, ha benne a helyére a paraméterek valddi értékét he-

lyettesitenénk.~ Az egyes mérések szorasnégyzetét a
2 2_0O ’
D*(¢&) =07 =—, i=12,...,n (6.2)
w

alakban irjuk fel, ahol ¢ ismeretlen ardnyossagi tényez6, a w; stlyok pedig
ismertek [v0. (5.29)]. Feltessziik tovabba, hogy a mérések Gauss-eloszlasuak,
vagyis a maximalis valoszinliségek modszere atmegy a legkisebb négyzetek
modszerébe. Késobb megszabadulunk ettdl a feltevéstdl is: a 6.7 alfejezetben
belatjuk, hogy a gyakorlatban fontos valoszintiség-eloszlasok esetében a ma-

" Errdl csak feltételes modban beszélhetiink, mivel a paraméterek valodi értékét nem ismer-
hetjiik.
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ximalis valdszinliség modszere — formalisan legaldbbis — szintén atmegy a
legkisebb négyzetek modszerébe.

*6.1. Bevezeté megjegyzések

A fluggvényillesztés modszerét mindegyik, az 1. fejezetben példaként fel-
hozott probléma és tovabbi problémak esetében kiilon-kiilon ki lehetne dol-
gozni. Ennek eredményeképpen megkapnank a keresett paraméterek becsiilt
értékét. Ehhez elég megadni a (6.1) szerinti illesztéfiiggvényt €s (6.2) szerinti
sulyokat. A dolog azonban nem ilyen egyszerii. Az adatkezelésnek minden
esetben meg kell hatdroznia a kovetkezd mennyiségeket:

e varhato érték, illetve torzitas,
e a becsiilt paraméterek kovarianciamatrixa,
e konfidenciaintervallumok a becsiilt paraméterek szdmara.

Ezeken talmenden ellendrizni kell a kiindulasi feltételeket, meg kell vizsgalni
az esetleges kiszoro pontokat, stb.

A tapasztalat azt mutatja, hogy mindennek a meghatarozasa, illetve végre-
hajtasa eldbb-utobb matematikai nehézségekbe iitkdzik. Lekiizdésiikhoz sziik-
ségiink van bizonyos elméleti ismeretekre, amelyek fiiggetlenek a konkrét il-
lesztési problématol. Ezért ebben a fejezetben az illesztési problémat daltald-
nossagban oldjuk meg, amit aztan konkrét problémakra specializalhatunk. Az
altalanos formalizmust elég egyszer beprogramozni, majd ezt kdvetden csak
az illesztofiiggvény alakjat és a w; sulyokat kell megadni ahhoz, hogy egy
konkrét probléma kezelését megoldjuk.

Ez az altalanos elmélet sok matematikai segédeszkozt hasznal fel, de ettdl
fliggetleniil is meglehetésen bonyolult. Ezért dttanulmanyozasat nem ajanljuk
kezddknek. A laboratoriumi gyakorlatokban eléforduld tipikus adatkezelési
modszereket a 7. fejezetben targyaljuk az elséévesek szamara is kovethetd
modon. A jelen fejezetbdl ott csak néhany tételre hivatkozunk, amelyeket
minden fizikusnak mar tanulmanyai kezdetén is ismernie kell.

*6.2. Normalegyenletek

A (6.1) és (6.2) kiindulasi feltevésekkel a kdzvetleniil mért mennyiségek
egylittes stirliségfliggvénye

g \_ Vi= | O(a)
L(X,E_,,a) = Wexp( o j , (6.3)
ahol
O(a) =Y wi[&i /(2] (64)
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Fontos, hogy a w; stly a négyzetre emelt [...] kiilonbség szérasnégyzetével
forditva aranyos legyen.

A maximadlis valdszinliség elve (6.3) esetében a O négyzetésszeg minimu-
manak a keresését igényli. Derivaljuk O-t mindegyik paraméter szerint, €s az
eredményt tegyiik nullaval egyenlévé:

190/ of (x;,
Ge(a) =5 aQak => w[& - f(x;.a)] A g’;kaLO, (6.5)
i=1

k=1, 2, ..., m. Ezeket az egyenleteket normdlegyenleteknek nevezziik. Megol-
dasuk adja a paraméterek becsiilt értékét.

*Az egyenletek megoldasa iteracioval

A (6.5) alatt definialt G derivaltakbol mint komponensekbdl megalkotjuk a
G vektort (k=1, 2, ..., m). A normalegyenleteket ezzel atirhatjuk a

G(a)=0 (6.52)

vektoros alakba. Mint a korabbi fejezetben tettiik, a normalegyenletek megol-
dasaként adodd becsléseket a betlijel folé irt ~ jellel jeloljik. Vannak
illesztofiiggvények, amelyek esetében a normaélegyenletek egyszerli linearis
egyenletrendszert alkotnak. Az esetek tobbségében azonban transzcendens
egyenletekkel talalkozunk, amelyek csak iteracioval oldhatok meg. Elszor az
iteracio modszereit targyaljuk. A késdbbiekben aztan szét ejtiink a gyakran
alkalmazott linearizacio problémairol is (6.6. alfejezet).

Tegyiik fel, hogy mar / iteracids 1épést tettiink. Ekkor az (/ + 1)-edik 1épés-
ben a kovetkez0 sorfejtést alkalmazzuk:

G(2)=0=G(a;)+D(a;)(@-a;)+..,
ahol a D matrix elemei

aGk(al) 1 azQ(al)
Dy, = =—— =D, )
ik (31) da 2 0a, 0a, kk(al)

Mivel a derivalasok sorrendje felcserélhetd, a matrix szimmetrikus. Ha a fenti
vektoregyenletet beszorozzuk a D matrix inverzével, akkor a kdvetkezd itera-
ciés formulat kapjuk:

a,,; =a,-D'(a;)G(a,). (6.6)

Ezt az iteraciot Newton-iterdcionak nevezziik. Alkalmazasahoz sziikség van az
/=0-nak megfeleld0 paraméterértékekre, amelyeket a tovabbiakban
kezdoeértékeknek fogunk nevezni.

A (6.6) képlet emlékeztet fiiggvények gyokhelyének a keresésére. Tegylik
fel ugyanis, hogy a G(x) =0 egyenletet kell megoldanunk. Az iteracié /-edik
1épésében az
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G(x/)
G'(x;)

Xiv1 =X —

képletet alkalmazzuk. A D matrix inverze a G’ derivalt reciprokanak felel
meg. Emiatt az analogia miatt nevezziik (6.6)-ot is Newton-iteracionak.

*A konvergencia vizsgalata

A (6.6) iteracios formula alkalmazasakor felléphetnek hamis konvergenci-
ak, ha rosszak a kezddértékek. Példaul tekintsiik a kovetkezd illesztofiigg-
vényt, amely elso latasra egyszeriinek tiinik:

f(x,a) = a; cos|ay(x —a3)|.
Ha az a3 paraméter kezddértékét elrontjuk, konnyen kijohet az alabbi “meg-
oldas”™:

n
zwifi
_ i=l

a=¢

Wi

=

1

1

Ez kifogéstalan megoldas, ha az illesztéfiiggvény
f(x,a)=aq

lenne. Mi azonban nem egy allandd, hanem egy koszinusz alaku fliggvényt
kivanunk illeszteni, tehat az efféle almegoldas elfogadhatatlan. Ezen
tulmenden nyilvan csak olyan megolddsnak van értelme, amelynél mindegyik
illesztett paraméter fiigg a mért adatoktol.

Az ilyen éalkonvergenciak elkeriilésére a legjobb mddszer a megoldashoz
lehetdleg kozeli kezddérték megkeresése. Ez azonban nem mindig sikeriil, igy
sok mulik az iteracidés matrixon. Ha a kezddérték jo, kétségteleniil a leggyor-
sabb konvergenciat a (6.6) Newton-iteracio biztositja. Altalaban azonban nem
ez az egyetlen szempont: a gyakorlatban elfogadhatobb egy olyan iterdcios
séma, amely ugyan lassabban konvergal, de a konvergencia a kezddértékek
szélesebb tartomanyaban kovetkezik be. Egy ilyen séma megkeresésének az
érdekében irjuk az iteracidt a kovetkezo, altalanos alakban:

a; :al+R_1(aZ)G(al), (67)

ahol az R iteracios matrixot az aldbbi megfontolasok alapjan valasztjuk meg.
Mindenesetre feltételezziik, hogy (D-hez hasonléan) szimmetrikus.

Nyilvéan azt tekintjiik jo iterdcionak, amely minden Iépésben csokkenti QO
értékét. Fejtsiik Taylor-sorba O-nak az [-edik iteracios 1épéshez tartozd meg-
valtozasat:

O(a)-0(a;) =
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T T
= —2G (al)(al+1 — al)—(al+1 — al) D(al)(al+1 — al) +...

Ebben és a tovabbi képletekben mindegyik matrixot és vektort az a; helyen
kell kiszamitani, ezért az egyszeriiség kedvéért ezt nem tiintetjiik fel. Az itera-
cios képlet alapjan

O(a,;)-0(a;))=2G"R'G-G'"R'DR'G+...=

=-G'R'G-G"R'RRT'G-G'R'DR'G+...=

=-G'R'G-G'R'(R+D)R'G+...

A kapott eredmény els6 tagja biztosan negativ, ha az iteracids matrix pozitiv
definit. A masodik tagrol ilyen kijelentést nem lehet tenni, mert a D matrix
lehet indefinit is. Kovetkezésképpen célszerli R-et igy megvalasztani, hogy ez

a masodik tag minél kisebb legyen. Végeredményben tehat olyan iteracios
matrixot keresilink, amely pozitiv definit és R = —D, mert ekkor

O(asy)-0(a;) <0,
vagyis az iteracié Q minimuma felé halad. Ha R =-D, akkor
O(a,;)-0(a,)=G"(a,)D7'(a,)G(a,)+....
Az itt szereplé D' matrix csak a megoldas kdzelében negativ definit, ugyanis
o o *f
D, =_
e (ar) ; Wi — 3a, day, ; wi& = fxa))]=—=— daday.

A kovetkezd alfejezetben beldtjuk, hogy az elsé tag negativ definit matrixot
ad, a masodik indefinit, de varhato értéke a megoldas kozelében zérus. Ezért a
keresett matrix

Rkk al :Zn: af xwal) af(xz’al) (68)

Ay dap

(k,k'=1,2,...,m). Ennek D-hez képest tovabbi eldonye, hogy nem kell az
illesztofiiggvény masodik derivaltjait kiszamitani.
Az iteracié konvergencidjanak a kritériuma

A1,k — Ak
Aak

CONV = max
k

<107,

ahol altalaban Aa; =a; /100. Az iteracid ezzel csak azutan all le, miutan
mindegyik paraméter 7 értékes szamjegyig konvergalt.
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*Az iteracio stabilizalasa

Vannak esetek, amelyekben az iteracios matrix gondos megvalasztasa sem
segit: az iteralt paraméterek “vadul” oszcillalnak a megoldas koriil. Amikor ez
fellép, az oszcillacio egyre nagyobb mértékiivé szokott valni, ami el6bb-utobb
a szamitogépben tulcsordulashoz vezet. Ennek megakadalyozédsara tobb mod-
szer 1s van. Az egyik az alulrelaxalas: az egymast kovetd iteracios 1épésekben
a (6.7) képlet altal szolgaltatott iteraltak helyett a régi és az 1ij iteralt valami-
lyen atlagat vessziik. A legegyszeriibb a

A5, = (a;+1 + al)/2

szamtani kdzepet venni, ahol vesszdvel jeloltiik a (6.7) képlet altal szolgalta-
tott iteraltat. A tapasztalat azt mutatja, hogy eléggé korlatozott azoknak az
eseteknek a szama, amelyekben ez biztonsagos megoldast jelent. Az alulre-
laxalas viszont a konvergencia jelentds gyorsuldsat eredményezi olyan
(egyébként konvergens) esetekben, amelyekben az iteracid oszcilldl. Ez az
utobbi elég gyakori eset. Hogyan lehet ezt felismerni? Nagyon egyszertien.
Normélis (tehat nem oszcillald) esetben az iteracid 10-nél kevesebb 1épésben
konvergal. Altaldban ugyanennyi 1épés elegendé annak felismeréséhez, hogy
névekvd amplitudoja oszcillacioval allunk szemben. Ha sem ez, sem az nem
kovetkezik be, nagyon valdszinii, hogy lassan, de oszcilldlva konvergal¢ itera-
cioval allunk szemben. Ilyenkor segit az alulrelaxalds, amelyet — mondjuk — a
25. 1épéstdl kezdve mindenképpen érdemes alkalmazni. A kovetkezd iteracios
sémat célszerli beprogramozni:

(1) Kezdetben alkalmazzuk a (6.7) iteracidt minden valtoztatas nélkiil.

(2) Minden Iépésben meghatarozzuk CONV ¢s O addig legkisebb értékeét.

(3) Ha valamelyik lépésben az addigi legkisebb érték 100-szorosa 1ép fel
CONYV vagy Q értékében, az iteraciot divergensnek mindsitjiik, és leallit-
juk. (Lasd az alabbi megjegyzést.)

(4) Ha az iteracidk szama elérte a 25-6t, attériink az alulrelaxalasra. A ta-
pasztalat szerint az ezt kdvetd 2—3 1épésben bekdvetkezik a konvergencia.

A (3) ajanlassal kapcsolatban megjegyezziik, hogy még gyorsan konvergald
iteracio esetében is az elsd 1épésekben felléphetnek nagysagrendi valtozasok
CONYV ¢és Q értékében. Ezért célszerl itt nagyon laza feltételt szabni. Valami
ilyen feltétel azonban elkeriilhetetlen. Altalaban ugyanis nagy szamu illesztési
problémat sorozatban oldunk meg. Ha ezek k6z¢é egy divergens iteracié keve-
redik, akkor az emiatt fellépd gépi thlcsordulds az egész sorozatot félbesza-
kitja. Erdekiink tehat az ilyesminek még a talcsorduldst megel6z$ fazisban
val6 felismerése.

Mi a teendd, ha a fenti séma szerint az iteraci6 divergens? Két dolgot tehe-
tiink: vagy keresiink jobb kezdoertékeket, vagy stabilizaljuk az iteracidt. Az
elébbi Ut sok emberi munkat igényel. Altalaban egyszeriibb az iteraciot olyan
mértékben stabilizalni, hogy elviselje a rossz kezddértékeket is. Legyen a py
mennyiség koriilbeliil akkora, amekkora valtozast varunk az iteracio soran az
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ay paraméterben (k= 1, 2, ..., m).EI Az aldbbiakban ismertetiink egy olyan ite-
racios sémat, amely nem engedi, hogy az iteraci6 a p; mennyiségekhez képest
lényegesen nagyobb valtozasokat eredményezzen. Eszerint O helyett az alabbi
funkcional minimumat keresstik:

O(a,1)+c(ar —a,) P(a, —a;) = minimum,

ahol P az l/ p,% -ekbé] alkotott diagondlis matrix. Igy elérjiik, hogy az a; pa-

raméterben p;-nal 1ényegesen nagyobb eltérés ne 1épjen fel. Ezt a megszoritast
természetesen fokozatosan fel kell oldani, mikdzben az iteracié a konvergen-
cia fel¢é tart, aminek érdekében a c egyiitthato értékét annak mértékében csok-
kentjiik, ahogy a konvergencia halad elére. Mivel a megolddsnal a G vektor
minden komponense eltlinik, célszerli a ¢ egyiitthatot a G vektor valamilyen
normdjaval ardnyosan megvalasztani. Hogy esetleges, nehezen kézben tarthatd
aranyossagi tényezok hatdsat kikapcsoljuk, célszeri nem kozvetlenil a G
vektort alapul venni, hanem a norm4jat O-val elosztani. A numerikus vizsga-
latok szerint a kovetkezd algoritmus valik be a gyakorlatban:

¢ =2¢[G’|/0., G = i Gy

co=1,ha CONV > 1 és ¢y = 10, ha CONV < 1.
Az ennek megfeleld iteracids formula

a, =2, +[R(a,)+cP]_1G(a,).

Ahogy a konvergencia halad eldre, ¢ — 0, vagyis az iteraci6 atmegy az erede-
tibe, viszont az elején még nem enged meg nagy ingadozasokat. E jegyzet
szerzOje tobb évtizedes munkaja soran nem talalkozott olyan (megoldhato)
illesztési problémaval, amelyre ez az iteracids eljaras ne adott volna megol-
dast.

*Az iteracio kezdoértéke

Az iteracio kezddértékének a meghatarozasa dontd hatassal lehet a konver-
genciara. Errdl altalanossadgban alig lehet valamit mondani. Két specialis eset-
ben azonban lehet eljarast javasolni:

1. Az illesztett paraméterekben linedris fliggvények (példaul polinomillesz-
tés) esetében k6zombos a kezddértékek megvalasztasa. Ilyenkor ugyanis
az elsd 1épés azonnal a keresett megoldast adja, barhogy vélasztjuk meg a
kezddértekeket.

2. Linearizalhatd problémak esetében (lasd a 6.6. alfejezetben) a linearizalt
illesztés eredménye kitiind kezddértéket szolgaltat. Ebbdl kiindulva az ite-
racid néhany 1épésben be szokott konvergalni.

? Ha erre sem tudunk értelmes becslést adni, esetiink reménytelen: adjuk fel az illesztési
probléma megoldasat.
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Egyéb esetekben valamilyen Gtlet sziikséges. A normalasi probléma esetében a
7.7. alfejezetben szerepel egy ilyen 6tlet. Altalaban a grafikus modszerek bi-
zonyulnak a leghatékonyabbnak.

Egy jol kidolgozott illesztéprogram minden illesztett fliggvényre vonatko-
zOan tartalmaz eljarast a kezddértékek meghatarozasara. Ez kiilondsen olyan
programok esetében fontos, amelyeket sok mérés sorozatban valo kiértékelé-
sére hasznalunk. J6 példa erre a y-spektrumok kiértékelése, ami sok nuklearis
mérésben eléfordul. Nagyon idérablo, ha minden spektrumot fel kell rajzolni,
¢s arrdl le kell olvasni az egyes vonalak helyét, szélességét és maximumat. A
mért y-spektrum 4ltalaban megjelenik az analizitor képernydjén, ¢és a
kiértékeld program automatikusan meghatarozza az egyes y-vonalakhoz tarto-
z0 paraméterek kezddértékét, vagy legalabbis lehetévé teszi, hogy a grafiku-
san meghatarozott értékeket kezddértékként irhassuk eld.

*6.3. A becsiilt paraméterek tulajdonsagai

Ebben az alfejezetben a fliggvényillesztés eredményeképpen kapott para-
méterértékek statisztikai tulajdonsdgait fogjuk megvizsgalni. Bevezetjiikk a
kovetkezd jeloléseket. Az illesztéfiiggvénynek az illesztett paraméterek sze-
rinti derivaltjaibol megalkotjuk az nxm-es F matrixot:

of (x;,a
[F],, = Fi :—gak ), (6.92)

i=1,2,.,nk=1,2,.., m A w sulyokat a diagonalis W matrix elemeinek
tekintjiik:

[W],-j =W, = Wi5U )

i,j=1,2,..,n A (6.8) képlettel definialt R matrix kifejezhet6 ezek segitségé-
vel:

n
T
Ry = D wiFyFy = [F WF]kk,,
i=1
k, k' =1,2, ..., m,vagyis
R =F'WF. (6.9b)
6.1. TETEL. Az R matrix pozitiv szemidefinit.
Tetszoleges z vektorra igaz, hogy
2
z'Rz=(Fz)' W(Fz) =Y w{[Fz],} 20,
i=1

amivel a tételt igazoltuk. A 6.2. TETEL bizonyitdsanak a keretében megvizs-
galjuk, milyen feltételekkel lehet az R matrix szingularis, illetve hogyan lehet
a szingularitast megsziintetni. Ennélfogva feltehetjiik, hogy az egyenldség jele
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nem lehet érvényes, vagyis a matrix valoban pozitiv definit, és ennélfogva 1¢-
tezik az inverze. Ha ez nem igy lenne, akkor az iteraciot nem is lehetne végre-
hajtani, vagyis a (6.5) normalegyenletek sem lennének megoldhatok.

*Kovarianciamatrix

A (6.2) feltevésbol és a mérési adatok fliggetlenségébdl kovetkezik, hogy
kovarianciamatrixuk

M(AEAET )= o7 W, (6.10)
ahol
Ag; =, —f(xiaa) =&~y = [AEL,
vi=fl(x;a).

A W matrix diagonalis, ha a & mérések fliggetlenek kiilonb6z6 i-re. Az
alabbi képletek altalanosithatok nemdiagonalis matrixra, de az egyszerliség
kedvéért feltettilk, hogy W diagonalis. Ekkor a becsiilt paraméterek a (6.5)
egyenletrendszer megoldésai, amelyet most a kdvetkezd alakban irunk fel:

Gy(&.3 )iwaf }&,- s(x5) =0,

(k=1, 2, ...,m). Alkalmazzuk itt a kovetkezd sorfejtést:

iy ma i ~
§i—flx,2)=& ~y - fa(x—a)(ak»—ak/)ﬁ..:
k=1 99k
=Ag; - Z FyrAay +... 6.11)

ahol Aa, =a, —a,. Irjuk ezt vissza az el6bbi egyenletbe, és alkalmazzuk a
fenti matrixjeloléseket:

n

n
0= Gk( ) Z FyAS; =D W zkz FyeDap .=
i=1

[FTWAg] ZRkk Ay +..
k=1

Végeredményben tehat a kovetkezd vektoregyenletet kaptuk:
FTWAE —RAa+...= 0, (6.12a)
amibol
Aa=R'FTWAE. (6.12b)
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A sorfejtésben elhanyagolt tagok miatt ez csak elsé kozelités.
A (6.12b) 0sszefiiggés tobb késObbi levezetés alapja. A becsiilt paraméterek
kovarianciamatrixat ezzel mar kdnnyen megkaphatjuk:

B =M(Aana" )= R™'FTWM(AEAE" |WFR ™ =

=o’R'FTWW'WFR ' =¢’R'RR' =R . (6.13)

A kovarianciamatrix foatlojaban talalhat6é a becsiilt paraméterek szorasnégy-
zete:

D’(@)=0’R™| . k=L2...m. (6.14)

Ahhoz, hogy ezt hasznalhassuk, ismerniink kell o>-et, amelynek a becslésével
késobb foglalkozunk.

A (6.4) egyenlettel kapcsolatban megjegyeztiik: 1ényeges, hogy a w; stlyok
a mért értekek szordsnégyzetével forditottan aranyosak legyenek. Most tudjuk
el0szor megmutatni ennek a kikotésnek az értelmét. Tegyiik fel, hogy (6.10)
nem érvényes:

M(ABAET) =X # 6* W,
amit (6.13)-ba helyettesitve a
B= M(AaAaT) =R'FTWXWFR ™' 2 ¢*R"!

végeredményt kapjuk. A megszokott ¢s minden fiiggvényillesztd program altal
hasznalt képlet tehat érvényét veszti. Ez 6nmagdban még nem baj, csak kelle-
metlen, hiszen helyette egy ugyan joval bonyolultabb, de mégis alkalmazhat6
képletet lehetett felirni. Az viszont baj, hogy minden aldbbi tételiink érvényét
veszti, mert emiatt egyetlen adatkezelési modszeriink sem lesz alkalmazhato,
az egész kiértékelés komolytalanna valik.

*Varhato érték (torzitas)
Ha a (6.11) képletben a pontokkal jelolt a masod- és magasabb rendii tago-
kat elhanyagoljuk, a paraméterek becslése torzitatlan, hiszen ekkor

M(Aa) =R™'F"WM(a) =0. (6.15)

A becslés tehat elsd rendben torzitatlan, ha minden i-re M(Af,-) =0. Az elha-

nyagolt tagok nagysagrendjének a becslésére a (6.11) egyenletben megtartjuk
a masodrendii tagot is:

mof (x;
I PV AN

k/:1 aa k’
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Iy azf(xi’a)

Aak/Aakv +...
2 k’=1k”=1 aak’aak”

Bevezetjiik a kovetkezo jelolést:

7 of (x;,a) 9% f(x;,a)
[Hk]k/k// = ZWI ! ! .
i=1 aak aak'aak”
Ezzel fenti egyenletiink magasabb rendii kozelitése
FTWAE - RAa —%h+...: 0,
ahol
[h], =7 =Aa"H,Aa,

vagyis

Aa :R_I(FTWAE+%h)+.... (6.16)
Ekkor a becslés torzitott, €s torzitasa

a = M(Aa) = —%R‘l M(h).
Belathato, hogy
m m
M(hk) = SaTHkSa + z szlk” [Hk]k'k” =

K'=1k"=1

m
= 3a 'H,da + o’ Z[R_IHk] = da H,8a+od, .
k=1

A 0da torzitasvektor tehat (6.16) szerint kielégiti az alabbi (nem linearis, tehat
iteracioval megoldando) egyenletrendszert (k= 1, 2, ..., m):

Lo 1
Roa|, =——0a H, 0a——07d,, 6.17
[Réa], =-—8a H,8a——07d, (6.17)
amelynek a megoldasa els6 kozelitésben
Sa ~ —%azR_ld . (6.18)

A torzitds a mérések pontossaganak javulasaval (0'2 —0) csékken.l;I Te-
kintve, hogy a szoras o-val aranyos, a torzitds pedig o?-tel, a torzitas/szoras

? Ez a kijelentés nem nyilvanvalo, hiszen (6.2)-ben vélaszthatunk o = 1-et is, ha biztosak va-
gyunk abban, hogy a w; sulyok a szérasnégyzetek reciprokai. A fenti kijelentés akkor valik
érthetévé, ha a stlyok normalasa rogzitett, példaul 6sszegiik mindenkor 1-gyel egyenld. Eb-
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hanyados a pontossag javulasaval csokken. A tapasztalat szerint a torzitas csak
nagyon pontatlan mérések esetében szamottevo, altalaban a becslés torzitatlan.
Ezért az alabbiakban da-t elhanyagoljuk.

*A kozvetleniil mért adatok varhato értékének becslése

A kozvetleniil mért adatok y; = f(x;,a) varhat6 értékét ugy tudjuk becsiil-
ni, hogy a helyére a becsiilt paramétereket helyettesitjiik:

2 of (x;,a)

k=1 %%
m 82 )
—zz AakAakr+...

Ez a becslés lathatdan torzitott, hiszen

oy; = M(;)_f(xiaa) =

- % —ZZ )kk»+...,

k=1 2 Sk aakaak’

ahol By a (6.13) képletben adott B kovarianciamatrix (k, k”) eleme. Ez oa
nagysagrendii torzitas, arnelyre egyszerlien lehet korrekciot alkalmazni: a

Loy, - 5252 )

k 1k'=1 aakaak/

*

yi = f(x;,8)- ) By +.

k=1

mennyiség varhaté értéke mar csak o' nagysagrendben tér el a valodi y; var-
hato értektdl. Az itt szerepld korrekcid altaldban elhanyagolhato, ezért leg-
tobbszor az egyszeriibb

Vi = f(xi’a)

becslést alkalmazzuk.
Az y; becslés kovarianciamatrixa az alabbi médon szdmithato ki. Legyen

A5 =5 = f(x;,a) =[FAa],, (6.192)
amelynek a kovarianciamatrixa
M(AyAy ) FM(AaAaT)FT = FBF' = c?FR'F".

Ebbdl kapjuk az y; becslés szorasnégyzetét:

ben az esetben az egyes mérések szorasnégyzetének a csokkenése (vagyis a pontossag javula-
sa) o csokkenésével egyenértékii.
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u

o2 = az[FR‘lFT] . (6.19b)

*Omin statisztikai tulajdonsagai
Bebizonyitjuk a kdvetkezd nevezetes tételt:

6.2. TETEL. Ha az illesztést végre lehet hajtani, akkor a O funkcional minimu-
ma ardnyos egy (n — m) szabadsagi fokt y2 valtozéval:

Qmin = szi—m > (620)

ami az 5.1. TETEL altalanositasanak is felfoghatd. A QO négyzetdsszeg mini-
mumat definici6 szerint a kovetkezd alakban irhatjuk fel:

Omin = Zn: Wz'(fi - ?z')z = (E - i)TW(E - i) .
i=1
(6.19a) és (6.12) alapjan ezt a
O = AET(E - WFR‘IFT)W(E - FR‘lFTW)Aé

képlet kapcsolja 0ssze a kdzvetleniil mért mennyiségek A(E, hibgjaval.

Altalaban a mérések fiiggetlenek, vagyis W diagondlis. Igy lehet beszélni a
négyzetgyokérdl. A 6.2. TETEL korreldlt mérésekre is igaz, mivel ekkor is 1éte-
zik egy olyan V matrix, amelyre fennall:

w=Vv'v.

Ha a sulyok matrixa diagonalis, V = vi=wV 2 ahol az utobbiban a w; su-
lyok négyzetgyokei allnak. Ezzel

\T 2 —

Ouin = (VAE) (E- VFRT'F'VT)(Vag). (6.21)

Bevezetjiik a

A=VFR'F'VT
jelolést, és belatjuk, hogy

rang(A) =m,
ha
rang(F) = rang(VF) = m.

(Erre a feltételre még visszatériink.) Szorzassal a rangszam nem ndvekedhet,
tehat a definicid alapjan

rang(A) < rang(VF) =m.
Masrészt

139



FIVIA=F'VIVFR'FTVT =RR'FTVT =FTVT,
vagyis
m= rang(VTFT) <rang(A).

Ez a két egyenldtlenség csak tigy lehet igaz, ha az A matrix rangja m.
Konnyen belathat6, hogy

A=A, ésigy (E-A)Y=E-A.
Ez azt jelenti, hogy a matrix kielégiti a kovetkezd egyenletet:
A(A-E)=0,
vagyis az A matrix minimal-polinomja A(1) = A(4—1). A sajatértékek tehat
tobbszorosek, és értékiik vagy 1 vagy 0. Mivel az A matrix rangja m, az 1 sa-

jatértek m-szeres, a 0 sajatérték pedig (n—m)-szeres. A matrix tehat dia-
gonalizalhato:

A=UTAU,

ahol A olyan diagondlis matrix, amelynek féatlojaban m darab 1 és (n—m)
darab 0 van. Rendezziik a matrixot gy, hogy az 1-esek az utols6 m helyre ke-
rliljenek. Legyen

{ = UVAE,
aminek a kovarianciamatrixa
M(EE") = UV M(AEAET)VTUT = >uvWIVTUT = 67E,

tehat a £ vektor komponensei fiiggetlen, azonos o szorast valdsziniiségi val-
tozok. Helyettesitsiik ezt (6.21)-be:

O = (VAE)T(E - A)(VAE) - (VAE)T(UTU - UTAU)(VAE) -
= (UVAE)T(E ~ A)UVAE) =CT(E-A); = n:f/: P=0" X

Eppen ezt allitjuk (6.20)-ban.
Mar csak a rang(F) <m vagy rang(VF) < m eseteket kell megvizsgalnunk.
Mivel

R = F'WF = (VF)" (VF),
ebbdl az kovetkezik, hogy
rang(R) < rang(VF) <m,
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tehat az R matrix szingularis. Ekkor az illesztést nem lehet végrehajtani. Ezzel
a tételt bebizonyitottuk.

*o becslése

A szorasnégyzetek ¢s kovarianciamatrixok szamitasara szolgalod képletek-
ben gyakran el6fordulé o? paraméter becslését a Onmin segitségével kapjuk. A
(6.3)-ban felirt stiriségfiiggvényre alkalmazzuk a maximalis valoszinliség
modszerét:

olnL __ n 0(a)

- + =0,
d0”? 20%  20*°
amibd6l
52 — Q(ﬁ) — Qmin
n n

Ez torzitott becslés, hiszen a 6.2. TETEL alapjan

2.2
M(Qminj — M(O- Zn—mJ — 0_2 n—m'

n n n

n — oo esetén ez aszimptotikusan torzitatlan, de véges n-re jobb a korrigalt
52 = Lmin_ (6.22)
n—m

becslés, mert ez torzitatlan.

*Tovabbi dsszefiiggések

A paraméterekre vonatkoz6 intervallumbecslés megszerkesztéséhez sziik-
ségiink van a 5.2. TETEL altalanositasara:

6.3. TETEL. Az 2 paraméterbecslés fiiggetlen a Q,,;, négyzetdsszegtol.
Mivel

Qmin = iwi[gi _f(xi’a)]z = iwt{gi _;Jz >

i=1 i=1

elég megmutatni, hogy a (f, — ?l.) kiilonbségek fiiggetlenek mindegyik para-

méter becsiilt értékétdl. Mivel Gauss-eloszlast valdszinliségi valtozokrol van
sz0, azt kell belatnunk, hogy kovariancidjuk zérus. (6.19a) és (6.12) alapjan
irhatjuk:

- =AE—Fra=(E-FR'F'W)AE. (6.23a)

Ennek a becstilt paraméterekkel valo kovariancidja eltlinik:
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M[(E - y)AaT] = (E-FRT'FTW)M(AEAET)WFR ™! =

=0’FR' - 6’FR'FTWFR ! =0,
ahol kihasznaltuk a (6.9b) 6sszefliggést. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.
A késbébbiekben sziikségiink lesz a (E - y) kiilonbség kovarianciamatri-

xara. Ezt (6.23a) alapjan szamithatjuk ki:

M{E-s)-9) |-
= (E-FR™'F"W)M(AEAE"(E- WFR'FT) =
=0’ (W' -FR™'F"|E-WFR'F" )= o?(W™' - FR'F").
Az i-edik pontra ez azt jelenti, hogy
D*(&; - 7) =D*(&;)-D*(5). (6.23b)

A szorasnégyzeteket — fiiggetlen valoszinliségi valtozok esetében — Gssze kell
adni, de itt olyan erds a korrelacio, hogy a kiilonbség szerepel. A két valtozo
korreléacids egyiitthatdja:

D(%)
D(&)

Ez altaldban kicsi, tehat a (&; — ;) kiillonbség szorasnégyzete éltalaban alig

r(gi’;i):

kisebb, mint D? (fl ) , de a kiilonbség ritkan hanyagolhat6 el.

*6.4. Konfidenciaintervallumok

A (6.22) képlet felhasznélasaval a becsiilt paraméterek kovarianciamatrixat
a

B= R = Zmin p-
n—m

képlettel becsiiljiik. Tehat az egyes paraméterek szordsa

D(@,) = ,/%{R—l]kk . (k=1,2, ... m).

Ennek alapjan a kovetkezoképpen szerkeszthetjiik meg az egyes paraméterek-
re vonatkozo konfidenciaintervallumokat.
Belatjuk, hogy a
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dp —ay

tk =
Qmin R_l]
Vn—m kk

mennyiség (n —m) szabadsagi foki Student-eloszlast kovet. Ennek érdekében
elvégezzik a

l‘k _ 5/( —day 1 _ i
-1 .
G\/[R ]kk \/0'2%: il m) \/fn__;;

atalakitast, ahol kihasznaltuk a (6.20) 6sszefliggést, tovabba bevezettiik a

§:N

ap —ag

o[R7],

jelolést. A {'valdsziniiségi valtozordl tudjuk, hogy

e varhat6 értéke 0, mert az a; becslés torzitatlan,

e szorasnégyzete 1, mert a nevezo a szamlalo szorasa,
e fiiggetlen a nevezO6tdl, mert a becsiilt paraméterek fliggetlenek Qpin-tol (a
6.3. TETEL szerint).

Emiatt a felirt tort valdban Student-tort, hiszen a szamldlo fiiggetlen a
nevezOtol. Definidljuk a ykvantilist:

Plli|<y}=1-¢,

ahol & a konfidencia-valosziniiség. Igy a paraméter valddi értéke (1-— &)
valoszinliséggel az alabbi intervallumba esik:

C7k —7/D(c7k) <Clk < c7k +7D(5k)

Az 5.1. alfejezet végén foglalkozunk a mérések végeredményének a kozlé-
sével. Az ott mondottak érvényesek a paraméterek becsiilt értékére is. Altala-
ban egynél tobb paramétert kell egyszerre becsiilniink. Felmertl a kérdés, ho-
gyan lehet a becsiilt paraméterek egyiittesére vagy egy részére olyan tarto-
manyt kijelolni, amelybe azok adott valoszinliséggel esnek. A 7. fejezetben
megmutatjuk, hogy ez a tartomany a

(3-a)' B '(a-a)=9>,

egyenlettel definialt konfidenciaellipszoid belseje, ahol ya }(fn -eloszlas kvan-
tilise:

P{)(2m<7/}=1—8.
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A konfidenciaellipszoid ugy értendd, hogy a paraméterek a valddi értéke (1 —
&) valoszintiséggel esik az A becslés koriil mint kozéppont koriil felvett ellip-
szoid belsejébe.

*6.5. Kiegyenlités

Gyakran fordul eld, hogy az illesztett paraméterek értékét nem valaszthat-
juk meg szabadon, hanem kozottiik bizonyos Osszefiiggéseknek kell fennallni-
uk. Erre példa az 1. fejezetben emlitett és a 7.4. alfejezetben targyalt problé-
ma. Ebben az alfejezetben a probléma matematikai aspektusait targyaljuk. Ar-
6l van tehat sz6, hogy a (6.4)-ben felirt négyzetdsszeg minimumat mellékfel-
tételekkel keressiik, amelyeket a kovetkezo alakban irunk fel:

'I’j(a):o, j=12,...,J. (6.24)

A korabbiakon feliil bevezetjiik a kovetkezd jeloléseket. A feltételekben
szerepld fiiggvényeknek az illesztett paraméterek szerinti derivaltjait a C mat-
rix elemeinek tekintjiik:

0¥ ;(a)

S (6.25)

Ennek a matrixnak J sora és m oszlopa van. A feladat nyilvan csak akkor
fiiggvényillesztés, ha J <m. Az altalanossag megszoritasa nélkiil kikothet;jiik,
hogy rang(C) = J. Ha ugyanis ennél kisebb lenne a rangja, a (6.24) feltételek J
szamat addig csokkenthetnénk, amig a rang meg nem egyezik a feltételek
szamaval. A feltételes sz€lsdérték-problémat a Lagrange-multiplikatorok maod-
szerével oldjuk meg, vagyis a (6.5) normalegyenletek helyett a

L9 [ %2 w.@)|=0
e |97 ]ZZI (@) = (6.26)

egyenletek megoldasat keressiik (kK = 1, 2, ..., m). Ez m egyenlet (m +J) is-
meretlenre. A 4; multiplikatorok kiszamitasara szolgalnak a (6.24) feltételek,
amelyek szama J.

*Megoldas iteracioval
A (6.26) egyenletrendszert iteraciéval oldjuk meg, ha vagy az illeszto-
fliggvény, vagy a (6.24) feltételek nem linedrisak. A derivalast végrehajtva a

L. o¥(a)
Gk(a)+22]~#:0
j=1 k

egyenletek adodnak, ahol a Gy fliggvényt (6.5)-ben irtuk fel. A (6.25)-ben de-
finialt C matrix segitségével a kapott egyenletrendszert atirjuk vektoros alak-
ba:

G(3)+C"™\ =0,
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ahol A a A; multiplikatorokbol mint komponensekbdl alkotott vektor. Tételez-
ziik fel, hogy mar / iteracios 1épést végrehajtottunk, és a;-et kaptunk eredmé-
nyll. A 6.2. alfejezetben alkalmazott gondolatmenettel a

G(a;)-R(a, —a;)+C"A, =0

iteracios képletet kapjuk. A (6.24) feltételekben is alkalmazzuk ugyanezt a
sorfejtést. Az eredmény vektori alakja

¥(a,)+C(as,; —a,)=0.
¥ a ¥ ﬁjggvényfkb()’l mint komponensekbdl képzett vektor. E két egyenlet
atrendezhetd egy A, -re vonatkozo egyenletté, amelynek a megoldasa
A =-M"'(¥(a))+CR™G(a,)),
ahol bevezettiik az
M=CRC' (6.27)

jelolést. Ezt az elobbi egyenletbe helyettesitve adddik a paraméterekre vonat-
koz¢ iteracios képlet:

a,,1 =4 +R_1(G(al)+CTXl).

*A becsiilt paraméterek és a multiplikatorok statisztikai tulajdonsagai

A becsiilt paraméterek ¢és a multiplikatorok statisztikai tulajdonsagait
ugyanazokkal a mddszerekkel vezethetjiik le, mint a 6.3. alfejezetben. Legyen
most is

Aa=2-a

a becsiilt és a valddi paraméterértékek kiilonbsége. Mivel

¥,(a)="¥;(d)=0, j=12../J,

a (6.24) feltételek a kdvetkezé modon irhatok at vektoros alakba:
m
D CyAa; =CAa=0. (6.28)
k=1
A (6.12a) képletben kiszamitottuk, hogy

G(3)= FTWAE - RAa,

ahol a szerepld mennyiségek jelentését a 6.3. alfejezetben megadtuk. Ezzel a
(6.26) egyenletrendszer igy irhato at vektoros alakba:

F'WAE - RAa+C"A =0, (6.29a)
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amibol
Aa=R'FTWAE+R'C"A. (6.29b)
Ha ezt (6.28)-ba helyettesitjiik, a
CR'F"WAE +CR™'C™A =0
egyenlet adodik. Ezt megoldjuk A -ra:
A =-M"'CR'FTWAE, (6.30a)
ahol M-et (6.27)-ben definialtuk, majd (6.29)-be helyettesitjiik:
Aa=(RTF'W-R7'CTM™'CRT'FTW)AE. (6.30b)

A kapott Osszefiiggésekbdl egyszeriien kapjuk a szereplé mennyiségek sta-
tisztikai tulajdonségait. (6.30a)-bol mindenekel6tt latszik, hogy a multip-
likatorok zérus varhat6 értékili, Gauss-eloszlasu valdszintiségi valtozok. Ami a
kovarianciamatrixukat illeti egyszeriien bizonyithato a

~ -1

B, = M(MT) =o’M ™ =¢*(CR™'C") (6.30c)
képlet. Szintén az Olvaséra bizzuk a becsiilt paraméterek kovarianciamatri-
xanak a kiszamitasat:

a

B, = M(AaAaT) =co’(R"-R7'C'M'CR™). (6.30d)
A kovetkez0 szakaszban belatjuk, hogy a By, és B, matrixok rangja rendre m és
(m—J).

*Példa

Példaképpen tekintsiik az 1. fejezetben mar részben megoldott kiegyenlitési
problémat. Az ottani jeldlések helyett irjuk at a mérést a jelen fejezet jelolé-
seivel:

51 = 5405’ D 2 = 5001’9 §3 = 7606’ ,

amelyek varhato értéke rendre a), a; és as. Ezek az illesztendd paraméterek, €s
ki kell elégiteniiik a

Y(a)=a,+a, +a; —180°=0 (6.24a)
mellékfeltételt. A (6.26) szerinti normalegyenletek most a kdvetkezok:

3
_%£ Z(éi_ai)z_z/l(al‘}'az +a3—1800) :ék—ak +/1:(),
k Li=1

(k=1, 2, 3). A paraméterek becsiilt értéke tehat
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a, =&+ A, k=1,2,3. (6.24b)
A értékét a (6.24a) mellékfeltétel alapjan kapjuk meg, vagyis
34+12"=0, A=-4".

Ha ezeket (6.24b)-be helyettesitjiik, ugyanazt kapjuk, mint az 1. fejezetben.
A jelen fejezetben azonban mar képesek vagyunk a kovarianciamatrixokat
is becstilni. Egyszeriien belathatd, hogy most

100
F=|0 1 0|]=E ¢ C=[1 1 1].
001

(6.9b) szerint ekkor R = E, amivel (6.27)-bdl adddik, hogy M skalar, értéke 3.
A szorasnégyzete ekkor (vo. (6.27))

O
D*(A)=—,
(1=1
a hdromszog szogeinek a kovarianciamatrixa pedig (v0. (6.30d)):
1 00 1 11 12 -1 -1
) 1 o
B,=0°5/0 1 O|——1 1 I|p=—|-1 2 -1

a

3 3
0 01 1 11 -1 -1 2

Ennek a matrixnak a determinansa zérusm, viszont van zérustol kiilonbozo
masodrendli aldetermindnsa, vagyis a rangja 2, ahogy fent allitjuk. Hatravan
még o becslése. Mivel most n—m+J=3—-3+1=1, az alabb bizonyitott
tétel szerint ez (vO. (6.24b))

% = Qpin =34 =3-(4)%,
amivel a hdrom szogeinek kiegyenlitett becslése:
a, =54°1"+5,6", a, =49°57" 15,67, a; =76°2"1£5,6.

Ha konfidenciaintervallumot kivanunk szerkeszteni, akkor figyelmbe kell
venniink, hogy a szabadsagi fokok szama most 1 (tehat szokatlanul kicsi).

*Omin Statisztikai tulajdonsagai
A 6.2. TETEL mint4jara be lehet latni, hogy

_ 2.2
Qmin =0 Xn-m+J -

Az éllitas plauzibilis: a (6.24) feltételek teljesitése azt jelenti, hogy voltakép-
pen nem m, hanem (m —J) paramétert illesztlink, hiszen a feltételek révén J

4 Példaul azért, mert sorainak dsszege zérus.
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paraméter kifejezhetd a tobbi (m —J) paraméterrel (lasd a kovetkezd szakasz-
ban). Ez pedig a szabadsagi fokok szamat J-vel megnoveli.

A 6.2. TETEL bizonyitasabol csak azokat a dolgokat részletezziik, amelyek
masok, mint a 6.3. alfejezetben. A vizsgalt négyzetdsszeg (6.21) mintdjara a

T N
Ouin = (VAE) (E-A)*(VAE)
alakra hozhato, ahol most
A= VF(R‘1 - R_1CTM_1CR_1)FTVT.

Némi matrixalgebraval meg lehet mutatni, hogy A ugyantgy projektor, mint
korabban:

AZ=A,

tehat a sajatértékei vagy 1-gyel, vagy 0-val egyenlok Az egyesek szdma a mat-
rix rangjaval egyenld. Megmutatjuk, hogy ez (m —J), amivel a tétel bizonyita-
sat be is fejeztiik. Mivel R pozitiv definit €s szimmetrikus, lehet talalni olyan
U matrixot, hogy

R=U'U.

Ezzel A a kovetkezd alakra hozhato:
A= VFU_I(E—D)(VFU_I)T. (6.31)
Az itt szerepld mxm méretii
D= (CU‘I)TM‘ICU‘1

matrixnak pontosan J sajatvektora van, ¢és a nekik megfelelo sajatérték 1. Ezek
a sajatvektorok CU™' transzponéltjanak az oszlopai:

D(CU_I)T - (CU_I)TM_ICU_I(CU‘l)T _
= (CU_I)TM_IM - (CU_I)T.

Fentebb kikotottiikk, hogy a C matrix rangja J, igy ezek linearisan fliggetlen
sajatvektorok, vagyis rang(D) = J. Mivel D-t Ggy kaptuk, hogy C-t bizonyos
matrixokkal szoroztuk, rang(D) < rang(C) =J. A két egyenl6tlenség csak ugy
lehet egyszerre igaz, hogy rang(D) =J. Mivel D nemzérus sajatértékeir 1-gyel
egyenldk, az A matrix (6.31) szerinti felirasaban szereplé (E — D) rangja (m —
J). Szorzassal a rangszdm nem novekedhet, igy (6.31)-bdl kovetkezik, hogy

rang(A) < rang(E-D)=m—J .
Szintén (6.31)-bdl kovetkezik, hogy
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(VFU_I)TAVFU_I —E- (CU‘I)TM‘ICU‘l ~E-D,

ami azt jelenti, hogy
rang(A) > rang(E-D)=m—J .

A két utdbbi egyenldtlenség egyszerre csak gy teljesiilhet, hogy az A matrix
rangja (m — J), amint allitottuk.
Mivel a kovarianciamatrixa

B; =0 U\ (E- D)(U_l)T

alakban irhat6, ennek a rangja legfeljebb (m —J), ahogy lenni is kell, hiszen
a -nak csak ennyi linearisan fiiggetlen komponense van.

*Kiegyenlités a valtozok kifejezésével
Ugyan kevésbé elegans modszer, de vazlatosan mutatunk egy masikat is: a

(6.24) feltételi egyenletekbdl J darab paraméter kifejezheté a tobbivel. Ez
utébbiak szdma nyilvan (m —J), €és az illesztés csak ezekre vonatkozoan haj-
tandd végre. Legyen a paraméterek szamozasa olyan, hogy a k>m —J sor-
szamuakat fejezziik ki a k < m — J sorszamuakkal:

m—J

Aay = Y Hyphay, k'>m-J. (6.32a)
k=1

Ekkor tehat a mellékfeltételek (6.28) szerinti, linearizalt alakjaban szereplé C
matrixot a

Crm=[-Hyms Ejy] (6.32b)

alakban bonthatjuk blokkokra.E| Magat az illesztést csak az els6 (m —J) darab
paraméterre végezziik, majd a kapott paraméterek segitségével a (6.32a) kép-
lettel fejezziik ki a fennmaradé J paramétert.

A derivéltak F matrixdbol most el kell hagynunk a nem illesztett paraméte-
rekhez tartozo oszlopokat, a tobbit meg moddositanunk kell, hiszen az il-
lesztofiiggvény most két modon fiigg az illesztett, k<m —J sorszdmu
paraméterektdl: egyrészt kozvetleniil, masrészt a (6.32a) képletben kifejezett
paramétereken keresztiil:

m
E};:M+ z MHM’ k<m—J.
day kel Ok

> Az alabbi megfontolasok vilagosabba tétele érdekében jeloljiik a matrixok sorainak és oszlo-
painak a szamat. Az itt szereplé H matrix nem tévesztendd Ossze a (6.17)-ben szereplé H mat-
rixszal.
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Végeredményben az eredeti F,, ,, matrix helyett az illesztésben az

, _ Em—J,m—J
nm—J — Fn,m H
Jm—J

matrixot hasznaljuk. igy az eredetileg m oszlopu F matrix az (m —.J) oszlopu
F “matrixsza transzformalodik. Erre valtozatlanul alkalmazhatjuk a 6.3. és 6.4.
alfejezetekben szerepld képleteket és tételeket. Ha iteralni kell, a transzforma-
cioét minden 1épésben el kell végezni.

Megmutatjuk, hogy a két modszer egyenértéki, legfeljebb csak az illesztés
matematikai formalizmusa kiilonb6z6. Legyen Aa”a teljes Aa vektor els6 (m —
J) komponensébdl képzett vektor. Ekkor (6.32a) alapjan irhatjuk:

E,_ ;.-
Aa=| """ | Aa’,
HJ,m—J

A (6.9b)-ben definialt R matrix helyett most az
E

, T m—J m—J

m—J,m—J = [Em—J,m—J HJ,m—J]Rm,m|: H }

J m—J

matrixszal dolgozunk. A (6.12a) képlet atmegy az
F"TWAE —R’Aa’ =0
egyenletbe. Fenti képleteink alapjan ennek részletes alakja
[E H'|[F"WAE-[E H'|RAa=0. (6.33a)

A matrixok sorainak és oszlopainak a szamat a tovabbiakban nem jeldljiik,
mert az eddigiekbdl vildgos. Ez csak (m —J) egyenlet m ismeretlenre. Az
egyenletrendszer megoldhatdva valik azonban, ha hozzavesszik a (6.32a) a-

crer

kifejeztiik a AE vektorral.

A Lagrange-multiplikatoros mddszer szerint ugyanezt a szerepet jatsszak a
(6.29a) ¢és (6.29b) egyenletek. A két mddszer egyenértékiiségének bizonyita-
sdhoz elég belatni, hogy a (6.29) egyenletek szerint ugyanez az dsszefliggés all

fenn a Aa és AE vektorok kozott. (6.29a)-t balrol beszorozzuk az [E H'] mat-
rixszal:

[E H'|F"WAE-[E H'[RAa+[E H'|C"A=0, (6.33b)

amivel a Lagrange-multiplikdtorokat kikiiszoboltiik a (6.29) egyenletekbdl,
ugyanis (6.32b) szerint
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[E HﬂcTsz HTw_ET}:—HT+HT:0.

Belattuk tehat, hogy a (6.33a) és (6.33b) egyenletek azonosak, vagyis a két
modszer egyenértékii.

*6.6. A linearizalas kérdései

Tobb helyen emlitettiik, hogy az illesztést lehet az illesztofiiggvény
linearizalasa Utjan is végrehajtani. Nos, az alabbiakban az ezzel Osszefliggd
problémakat fogjuk megbesz€lni.

*Linearizalas transzformacioval

Az illesztést egyszerlsithetjiik, amikor van olyan 4(f) transzformacios fiigg-
vény, hogy az illesztéfiiggvény a

W f(x;,a)]=b +byx;

alakra hozhat6, ahol b, és b, linearis regresszioval becsiilhetd egyiitthatok.
P¢ldéak a A(¢) fiiggvényre:

h(t)=1nt, h(¢)=arccost, h(t)= l/\/;

¢s igy tovabb. Az altaluk linearizalhat¢ illesztofiiggvények rendre

—aHX;
a e 2 L b1=lna1, b2:—a2,
a 005[612 (Xl- —aj )], bl = —ayas, b2 =day,
a aj 1

b

— A p=E, -
(v +ay)? Ao gy

A h(¢) transzformaciot persze nem az illesztéfiiggvényen hajtjuk végre, hanem
a kozvetleniil mért adatokon. Ez azt jelenti, hogy a

2

0= p,[h(&)-b —byx;] (6.34)
i=1

funkcionalnak keressiik a minimumat b, és b, fliggvényében. A p; sulyokat a
(6.2) képlet szerint hatarozzuk meg. A 6.3. alfejezethez hasonloan legyen

Vi :M(fi) es AL =& -y

Fejtsiik a transzformacios fiiggvényt a varhat6 érték koriil Taylor-sorba:

HE) =)+ (7 )AE + S H (7 )AE) + ...
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(6.2) szellemében a sulyok forditva aranyosak a transzformalt mennyiségek
szorasnégyzetével. Célszerli megtartani a & mennyiségekhez tartozd eredeti
aranyossagi tényez6t (0°):

2

o= o) = w{je) - -

pPi
= [1(,)] DX(E)+...= Z—i[h’(yi)]2+___

Azt kaptuk tehat, hogy a stlyokat a

Wi

i ©39

képlet szerint kell megvalasztanunk, ha azt akarjuk, hogy a b; és b, paraméte-
rek kovarianciamatrixdra hasznalhat6 legyen a (6.13) alatt kapott képlet.

A linearizalas helyessége attol fiigg, mennyire érvényes a (6.1) képlet a
transzformalt mennyiségekre. (6.1) akkor lenne érvényes, ha minden i-re fen-
nallna, hogy

p

M[h(gi )] = h[M(fz‘ )]

Ez pedig csak akkor lehet igaz, amikor A(7) lineéris fliiggvény, marpedig a
linearizalasra csak akkor van sziikség, amikor /(¢) nem linearis. A transzfor-
malt mennyiségekkel végzett illesztés tehat torzitott becslést ad a b; és b, pa-
raméterekre, amire a transzformalt mennyiségeket korrigdlni kell. Ha az ere-
deti & adatok torzitatlanok, a sorfejtés linearis tagjanak a varhato értéke zérus,
de a kvadratikus tagé nem. Azt kaptuk tehat, hogy

M[H(E)] = (vi) + 5 H (7)) D (€)=

0_2

1
=h(y)+=0n"(y;,)—+...,

[vO. (6.2)], vagyis (6.34) helyett a
Q= zpi h(fz‘) - _h”(yi)_ — b = byx;
i=1 2 Wi

funkcional minimumat kell keresnunk.

% A (6.34) funkcional minimalizalasa révén a b, és b, paraméterekre kapott becslés torzitott
vagy torzitatlan volta nem fligg a p; sulyok megvalasztasatol. Viszont a kovarianciamatrixra
megadott (6.13) képlet csak a (6.35) szerinti sulyok mellett lesz érvényes. Ha mégis mas si-
lyokat hasznalunk, ezt a képletet modositani kell, amit a (6.14) képletet kovetden mondottak
értelmében tanacsos elkeriilni.
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A 7.1. alfejezetben targyaljuk a linedris regressziot. Az ott kapott (7.3)
normalegyenletet az itteni esetre alkalmazva a kovetkezdt kapjuk, ha a korrek-
ciot nem hajtjuk végre:

Rb-g, (6.36)
ahol b’ = (b, by),
n n n 2
Rii=>.pi, Ry=Ry =Y px;, Rp=Y pxj,
i=1 =1 -1

tovabba
g1 = Zpih(gi), 8 = zpz‘h(fz‘)xi .
i=1 i=1

A (6.36) egyenletrendszer megoldasat a
b= R‘lg (6.37)

képlet adja meg. A h(r) fliggvény nemlinearis voltara ugy korrigalhatunk, hogy
a g vektorbol levonjuk a g© vektort, amelynek a kovetkezdk az Osszetevoi:

2 n ” 2 n ”
gl =%Z‘Pi%fi) . & :%gpi%fi)xi'
Ezzel a paraméterek korrigalt becslése

b= R_l(g —gc).
Vegyiik észre, hogy a korrekcid ugyanugy o°-tel aranyos, mint a (6.18) szerint

szamolt torzitas. Ha a stlyokat (6.35)-bol helyettesitjiik, a korrekcio
2 n 2 n

glczo'_z ' (3:) zo'_z (Si)

23 [h’(yz')]z 2 izlm’
> ol % e

A kapott eredmények értékeléséhez nézziink egy példat! Legyen A(¢) az ex-
ponencialis illesztofliggvényekhez gyakran alkalmazott Inf fliggvény. Ekkor

hit)=1nt, W (t)=1/t, h"(t)=-1/¢>.

A mérési adatok a 6.1. tablazatban taldlhatok, amelyek Poisson-eloszlasu
valoszinliségi valtozok, tehat
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[vO. (6.37), 6.7. alfejezet]. Ezzel (6.35) alapjan
Pi=yi=§;

Mivel az eredeti w; silyok egyenldk a szordsnégyzetek reciprokaval, feltehet-
jiik, hogy 0* = 1.
Az eredeti illesztéfiiggvényre iteracioval elvégzett illesztés eredménye:

a; =9912,2+71,8 a, =0,2000£0,0011.
E becslések torzitasa (6.18) szerint:
da; =-0,647 és  dar=-1,56-10",

ami gyakorlatilag elhanyagolhato. A szabadsagi fokok szama n—m =18. A
Student-eloszlasnak ehhez €= 0,05 mellett tartozé kvantilise 2,1009, vagyis a
konfidenciaintervallumok:

(9761,4; 10063,0) (0,1977;0,2023).

Megjegyezziik, hogy a 6.1. tablazat generalasakor felvett paraméterek valodi
értéke: a; = 10000 és a,= 0,2. Ezek benne vannak a kapott intervallumokban.
Omin = 16,33, ami megfelel egy 18 szabadsagi foku Zz-eloszlésnak.

6.1. tablazat. Exponencialis illesztés linearizalassal

X; & In&; korrekcid
1 8118 9,0018 —0,00006
2 6700 38,8099 —0,00007
3 5474 8,6078 —0,00009
4 4471 38,4054 —0,00011
5 3649 8,2022 —0,00014
6 2916 7,9780 —0,00017
7 2466 7,8104 —0,00020
8 1985 7,5934 —0,00025
9 1595 7,3746 —0,00031
10 1323 7,1877 —0,00038
11 1104 7,0067 —0,00045
12 912 6,8156 —0,00055
13 728 6,5903 —0,00069
14 597 6,3919 —0,00084
15 505 6,2246 —0,00099
16 418 6,0355 —0,00120
17 349 5,8551 —0,00143
18 238 5,4723 —0,00210
19 237 5,4681 —0,00211
20 213 5,3613 —0,00235

A 6.1. tablazat harmadik oszlopaban levd transzformalt mennyiségekre
(6.37) alapjan a

~

1;1 =9,2013£0,0076 b, =-0,1997£0,0011
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becsléseket kapjuk. Ha ezeket az eredeti paraméterekre szdmoljuk at, akkor az

a4 =eh =9910,0£753 @, =—by =0,1997+0,0011.

eredményeket kapjuk. Ezek a becslések nyilvanvaloan ekvivalensek az itera-
cioval kapott illesztés eredményeivel. Még a négyzetdsszeg is gyakorlatilag
azonos: Omin = 16,53. @, szoérasat a

D(a) = ¢ (5 ) =9910,0-0,0076 = 75.3.

Erre a dolgora a hibaterjedéssel foglalkozd 7.5. alfejezetben tériink vissza
részletesen.

Befejezésiil nézziik meg a korrekciot. Ha a megadott képletek alapjan ki-
szamitjuk a g° vektort, a kovetkezd korrekcidok adddnak:

8b1=1310" & 8hy=-7-107,
amit az eredeti paraméterekre dtszamolva a
da; =129 és  Sar=710"

korrekciokat kapjuk, amelyek megegyeznek a kdzvetlen illesztés torzitasaival.
A fentiek ¢és a hibaterjedés szabalyai szerint ugyanis

8a; = e"8h, =9910,0-1,3-107 =1,29 Say = —8b, .

Végeredményben azt latjuk, hogy a linearizalas utdn kapott paraméterbecs-
1ések egyeneértékiiek az eredeti illesztéfiiggvénnyel és iteracioval adodo ered-
ményekkel, ha a transzformaciot kelld gondossaggal hajtjuk végre, példaul
kiszamitjuk a p; silyokat. Mégsem lenne szerencsés, ha méréseink kiértékelé-
sében erre a mddszerre probalnank berendezkedni. Ennek pedig nem elvi, ha-
nem gyakorlati okai vannak:

1. Az illesztéfiiggvények nagy része nem linearizalhat6. Ezért nem keriilhet-
jiikk meg a normalegyenletek iteracioval valo megoldasat.

2. Ha a linearizéldst korrektiil hajtjuk végre, annyi mellékszdmitasra van
sziikség, hogy végeredményben tobb munkat végziink, mintha végrehajta-
nank az iteracidt. A tapasztalat egyébként azt mutatja, hogy linearizalhatd
illesztofiiggvények esetében harom-négy 1épésben konvergal az iteracio.

3. A mérési adatok kiértékelésében a jovo utja jol kidolgozott szamitdgépi
programok hasznalata. Ilyenek nélkiil kisérleti fizikus manapsag aligha
dolgozhat. A kozhasznu programok azonban csak az iteracio
kezddértékének a becslésére hasznaljak a linearizaciot.

*Linearizalas sorfejtéssel

Az illesztofiiggvény linearizalasanak altalanosan alkalmazhaté moddja a
fiiggvény sorfejtése:
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ay —ay)= f(x;,a)+[FAa],

Q)
)
S

k=

[vO. (6.38)]. Ebben a kozelitésben a Aa vektor komponenseit tekintjiik
illesztend6 paramétereknek. Mivel az illesztéfiiggvény ezekben linearis, ezt a
modszert is nevezhetjlik linearizdalasnak. Tulajdonképpen a teljes 6.3. alfeje-
zetben ezt a modszert alkalmaztuk.

A legtobb kézikonyv szintén ebben a felfogasban targyalja a fiiggvényil-
lesztést. Nem mindegy azonban, milyen paraméterértékek mellett szadmitjuk ki
az elméletben szerepld matrixokat (F, R stb.). Fenti levezetéseinkbdl kovetke-
zik, hogy ez nem lehet mas, mint a (6.5) normalegyenletek megoldasa, de le-
galabbis valami ehhez kozeli paramétervektor. Emiatt nem lehet megkertilni a
6.2. alfejezetben targyalt iteraciot.

A linerizalas hibaja a (6.17) és (6.18) egyenletben kiszamitott da torzitas.
Megbeszéltiik, hogy ez altalaban elhanyagolhato, de ennek ellenére célszeri
becsiilni annak érdekében, hogy errél meggydzdodjiink.

*6.7. A sulyozas

A fentiekben a legkisebb négyzetek modszerét hasznaltuk, ami akkor felel
meg a maximalis valoszinliség elvének, amikor a kozvetleniil mért & mennyi-
ségek Gauss-eloszlastiak. A gyakorlatban eléforduld mérések esetében
szerepld valdszinliségi eloszlasok mas tipustak. A maximalis valdszinliség
elve — érdekes modon — formalisan ekkor is a legkisebb négyzetek mddszeré-
nek megfeleld egyenletekre vezet, ha a w; stilyokat alkalmasan valasztjuk meg.
Ebben az alfejezetben ezt fogjuk targyalni néhany nevezetes eloszlasra vonat-
kozoan.

*Poisson-eloszlas

Poisson-eloszlas esetében a kozvetleniil mért & mennyiségek egyiittes el-
oszlasfiiggvénye

u x.a)%
L(X,E:,a) = ge—f(xi,a) %

A maximalis valoszinliség elve szerint a paraméterek becsiilt értékét a
kovetkezd egyenletrendszer megoldasa adja (k= 1, 2, ..., m):

M i{_af(xi,a)Jr i3 af(xi,a)}:

day P day, f(x;.a)  day
& — f(x.a) of (x;,a) (6.38)
= :0, :
; f(x;,a) day,
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ami ugyanolyan alakd, mint a (6.5) alatti normalegyenletek, ha a sulyokat a

—_
—_

W = - (6.39)

képlet szerint valasztjuk meg. Vegylik észre, hogy ez éppen a szdrasnégyzet
reciprokaval vald sulyozas, hiszen Poisson-eloszlas esetében

Dz(fi):M(fi):f(xiaa)zfi- (6.392)

Ezért lehet a Poisson-eloszlast Gauss-eloszlassal kozeliteni.
Konnyti belatni, hogy a (6.38) normalegyenleteket ugy is megkaphatjuk,
hogy a

2 2
Q(a) _ Zn: [é _f(xiaa)] B Z": [fz —f(x,-,a)]
prEACTRY i=1 g
funkcional minimumat keressiik, de derivalasakor a sulyfliggvényt nem deri-
valjuk.
El6bbi képleteinkben a suly kiszamitasakor az illeszt6fliggvényt &-vel ko-
zelitettiik. Mindkét stilyozas problémas, mert torzitast okozhat. Tekintsiik pél-
daként az f(x,a)=a illesztofiiggvényt. Ekkor a (6.38) normélegyenletek

megoldasa

Belathato (1asd alabb), hogy
M(@)=a-1-1/a,

ami kis beiitésszamok esetében jelentds torzitds. Er0sen nem linedris illesztd
fliggvények esetében pediga w= 1/ f (x,a) sulyozéas okoz torzitast: hajlamos
a nagy beiitésszamokhoz tulsagosan kis sulyokat rendelni. Példaul a 6.6. alfe-

jezetben targyalt exponencidlis illesztéfliggvény (a;e”“>"") esetében az a; pa-
raméter értéke a nagyobb értékek felé tolodik el, hiszen Q értéke nem csak ak-
kor csokken, ha a [ — fix;,a)] eltérések csokkennek, hanem akkor is, amikor a
sulyok megnének. Ennek egyszerli médja pedig a; novelése. Emiatt a-re is
nagyobb becsiilt értéket kapunk, ami torzitott becslést jelent. A legjobb meg-
oldas a méréseket ugy tervezni, hogy a beiitésszdmok nagyok legyenek, mert
akkor az 1/&-vel valo stlyozas kifogastalan.
Befejezésiil belatjuk legutobbi képletiinket. Amikor & Poisson-eloszlasu,
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1 > gt
M —=|=>e"?
(5] Z; k-k!

Ezt az 0sszeget a kdvetkezoképpen alakithatjuk at:

1 — _ ak ak

(95
2= Lkﬂy e
gk
_ _ 1 1 1
=— “— -+ “ =— + — M( J
a kz(:) Z 1)! a \¢-1
Hasonl6 gondolatmenettel belathatjuk a kovetkezd Gsszefiiggést:
)= g+ grrelis)
§-1 & a a

amit el0bbi egyenletiinkbe helyettesitve kapjuk, hogy

M(lj _Va+l/d® _1+1/d*
g

1-1/a a-1

>

vagyis

M(lj 1 + 7 a a

& a

Megjegyezziik, hogy ez a sorfejtés a egészen kis értékeire (a <5) tovabb fi-
nomitand6 lenne.

*Gauss-eloszlas, de x; is valésziniiségi valtozo

Az illesztofiiggvény x; fiiggetlen valtozgjat altalaban konstansnak tételez-
ziik fel. Vannak azonban esetek, amikor x; is valoszinliségi valtoz6. Az alabbi-
akban megmutatjuk, hogy ezek is visszavezethetdk a konstans x; esetére, ha a
sulyokat alkalmasan véalasztjuk meg. Feltessziik, hogy mind x;, mind & Gauss-
eloszlasu. Az utdbbiak egyiittes slirliségfiiggvényét (6.3)-ban felirtuk. Ezt ki
kell egésziteniink az x; valtozokéval:

Li(x;,x;0) = ! exp —M
(xixi) = ey = P

ahol

A késdbbiekben sziikségiink lesz még a
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O'ffi = Dz(fz’)

jelolésre. Az x; és & valtozok egyiittes stirliségfliggvénye

L(x, E, a) = LO(XO,E, a)ﬁ Li(x;,x9
i=1

Ezek derivaltjat kell zérussal egyenléve tenni k=1, 2, ..., m-re:

dlnL x,#,a n g o_ _ .
Gk(aaxo) — ( g ) — Z gl f(zxzo’a) af(szaa) =0, (6.40a)
aak i=1 ()'51- aak
illetve i =1, 2, ..., n-re:
gi(a,xo) = aalnL ) ( i0:2) gx""’a)+xi 00,  (6.40b)
Xi0 O'g, Xi0 O

Ezekbdl az egyenletekbdl kikiiszoboljiik az xj-akat, hogy benniik csak a
mért mennyiségek, az x;-k maradjanak. Ebbol a c€lbol £{...)-et sorba fejtjiik:

of (x;,
f(xiO’a) = f(xi,a)—(xl. —xio)¥,
amivel
of (x;,
& (i) = & () 3, - ) L0
Ezt (6.40b)-be helyettesitve irhatjuk:
)
[5 f x a)] f(ax a)
X = Xj0 =~ 2 )
af(xi,a) N O-fi
o ol
vagyis
o}
g f Xip,a [6 f Xis )] a .
o} +%[ f(a )}
Xi

Ezzel xj-at kikiiszoboltiik, igy az a; paraméterekre vonatkozo normalegyen-
letek (k=1, 2, ..., m):

Gk(a,io)zzn:é_f(;i’a) aféxi’a)zo (6.41a)
i=1 o; Ay

ahol
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2 2
o‘? = O-éi + gil[m} _o (6.41b)

ox; w;

Eza [f, —f (x,-,a)] kiilonbség szorasnégyzete. Ezutan ugy is vehetjiik, mintha

x; allando lenne, de & szorasnégyzetét (6.41b) szerint nagyobbnak kell ven-
niink.
Ha az illesztdfiiggvénynek tobb fiiggetlen véltozdja van: f(x,t,z,...,a),

akkor a fentiek mintdjara konnyen belathatd, hogy a helyes stlyozas

2
) ) 2[8f(xi,ti,zi,...,a)} N

O; =05+0
ox;

i Xi
1

2 2
+O_i af(xi,ti,Zi,...,a) +6§l af(xl-,tl-,Zi,...,a) L (6.39C)
ati aZ'

1

*Szamlalas holtidovel

Ha nem minden i-re azonos a szamlalasi id6, akkor az illesztofiiggvényt a
kovetkezo alaktra célszerli valasztani:

M(fi): Tif(xi’a)'

flx;,a) most az idoegységre eso beiitésszam varhatd értékét adja meg. Minden

szamlalonak van holtideje, ami azt jelenti, hogy egy részecske megszamlalasat

kovetden egy bizonyos 7 ideig nem képes tovabbiakat fogadni. Emiatt szdm-

lalasi veszteségek 1épnek fel, amelyek figyelembevételére szolgal a holtido-
korrekcios tényezo:

__ L _

Vi T Ex 1+ f(x;,a)7,

ami azt jelenti, hogy a megszamlalt részecskék & szamanak a varhato értéke

Tif(xi’a) _ Tif(xi’a)

vi 1+ f(xpa)r

1

M(¢r) =

7 # 0 holtid6 esetén & nem Poisson-eloszlasu.
Nézziik meg, mit ad a maximalis valoszinlis€g modszere ebben az esetben.
Ismeretes ([ 1], Janossy), hogy a mérési eredmények egyiittes valosziniisége

e éci
a)= e/t =" g(tx' ) ’ (6.42)
i=1 i

ahol
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1

Tieff :T—(fi—l)TzTi—fz’T

rrrrrr

szamlalt részecskét kovetoen 71d0 kiesik. A holtidé-korrekcids tényezot ezzel
is kifejezhetjiik:
T
V= F .
l

A maximalis valdszinliség mddszere a kdvetkezd normalegyenletekre vezet:
alnL Z §i =T, f(x;,a)/v; o (x;,2) T, o
i VA CH )/ Vi dag v
ami ugyanaz, mint a legkisebb négyzetek modszere, ha
B 1
T T.f(x;,a)/v;
Ez latszolag a kovetkezd funkcional derivaltja:

=iw%ﬁﬁﬁ@ﬁT,

i=1 Vi

w (6.43)

ha a stlyok derivaltjat elhagyjuk. A (6.43) szerinti stilyozds nem megfeleld,
mert a sulyok nem ardnyosak & szorasnégyzetének a reciprokaval. A (6.42)
eloszlasfiiggvény alapjan meg lehet mutatni, hogy

T, f(x;, i
Dz(fi):—f/? a)zf—%.

A helyes egyenletek tehat:

_ fw,-[@ . Tif(xi,a)}aTif(x,-,a) o,

P V; v;da,
ahol
2
2 & +0';2a' 77}8f(x,-,a)
6_2_ Ef(xiaa) +62 ﬁaf(xiaa) _ axi
Wi h Vl3 xi Vi axl' B V12

A holtidé-korrekcido nélkiil becsiilt szorasnégyzeteket tehat a holtido-
korrekcios tényezd négyzetével kell osztani. Az igy kapott becslés nem felel
meg szigorian a maximalis valoszinliség elvének, de O szempontjabol
megfeleld, amin azt értjiik, hogy érvényes marad a 6.2. TETEL. Erdemes még
megjegyezni, hogy a holtidére korrigalt &} = v;&; beiitésszam nem tekinthetd
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Poisson-eloszlasunak. Szérdsnégyzete ugyanis nem egyenlod a varhato értéké-
vel:

D*(&) = v? DX(,) = v?%:af,- w3

*Bomlasi korrekcio monitorral

A Dy-huzallal végzett eloszlasmérés esetében az aktivitas lebomlasat ugy
vessziik korrekcidba, hogy a mérési id6t egy kiilon besugarzott Dy-folia akti-
vitdsanak a mérése révén hatarozzuk meg. A mérésben tehat két szamlalot
hasznalunk: a huzal aktivitasat az effektusszamlaloval, a Dy-folia aktivitasat
pedig a monitorszamlaloval mérjiik. Az utobbin beallitunk egy K beiitéssza-
mot (értéke 10 és 40 ezer kozott szokott valtozni), és a huzal kiszemelt pontjan
addig mérjiikk a huzal aktivitasat, ameddig a monitorszamlaloban 6ssze nem
gyllik pontosan K szamu beiités. Az K-adik beiités érkezésének pillanatdban
az effektusszamldlo automatikusan leall. Jeloljiik 7-vel azt az id6t, amely alatt
a monitorszamlaloban K belités Osszegytilik. Arrdl van tehat szd, hogy az ef-
fektusszamlalonak ezt a 7 mérési idejét a monitorszamlaldo méri. Mivel a radi-
oaktiv bomlas miatt a 7" idétartam a Dy bomlasanak mértékében egyre hosz-
szabb, heurisztikusan azt lehet varni, hogy ezen a mdédon automatikusan meg-
torténik a huzal aktivitdsanak a bomlasdra vonatkozo korrekcid. Ezzel kap-
csolatban két kérdést vizsgalunk meg: egyrészt valoban igy van-e ez, masrészt
hogyan kell az igy mért huzalaktivitdsokat kiértékelni? Amilyen egyszeriinek
tlinik ez a mérés, olyan faradsagos lesz az elméleti targyaldsa.

Az effektusszamlaloban 1 s alatt mérhetd beiitésszam a ¢ = 0 iddpillanatban
éppen az illesztofiiggvény: f(x,a). Egy ¢>0 iddpillanatban ez az e
tényez6vel csokken, ahol A a Dy bomlasi allanddja. A (¢, t+7) intervallumban
mért N belitésszdm varhato értéke:

t+T

M(N) = _[f(x,a) e M’ = f(x,a) e Ms(T),

ahol

A tovéabbiakban bevezetjiik az

fo=f(x,a) es f=foe™

jeloléseket. Ha a monitorfolia aktivitdsa a =0 iddpillanatban p, egy >0
iddpillanatban y = ,uoe_}‘t. T-re a kovetkezd kozelitd egyenletet irhatjuk fel:

,u-s(T)zK,

amibol
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Lo Moo
Ez fiiggetlen #-t6], tehat a bomlaskorrekcid tényleg megtorténik. Az aldbbiak-
ban ezt pontosan is levezetjiik.

Ha a T szamlalasi 1d6 rogzitett, az N beiitésszamok a Poisson-eloszlast ko-
vetik, tehat feltételes eloszlasuk:

N
P(N|T) N ‘j(vf I sty (6.44)

A T id6épont stirliségfiiggvényét szintén a Poisson-eloszlas alapjan irhatjuk fel.
Annak a valosziniisége, hogy a K-adik monitorbeiités a (7, 7+d7) intervallum-
ban ¢érkezik, két tényez6 szorzata:

[u-s(T)
(K -1)!

K-1
| —us(T)

annak a valosziniisége, hogy a [0, 7] id6intervallumban a monitorszamlalo
(K — 1) beiitést mérjen, tovabba

pe~ AT = pus'(T)dT

pedig annak a valoszinlisége, hogy a (7, 7+d7) intervallumban egy tovabbi
beiités (a K-adik) érkezzen. Ezzel a keresett valosziniiség

[,u-S(T)]K_l

e wryar (643

Py (T)dT =

gy annak a valésziniisége, hogy az effektusszamlalo N beiitésszamot regiszt-
raljon, mialatt a monitorszamlaloban K beiitésszam gytilik ossze:

P(N,K)= [P(N|T)- P¢(T)dT . (6.46)
0
Fontos megjegyezni, hogy ezek a képletek (€s az alabbiak is) csak akkor érvé-

nyesek, amikor mind a holtid6, mind a hattér elhanyagolhato.
A (6.46) alatti integral j6 kozelitéssel analitikusan is kiszamithato:

P(N, K)=°0]—[f ‘;g I retr [ﬂ(;(_f )1])! e #(7) s (TYaT =
1/2 N K-1
_ [fS] —f-s [,US] —U-s
_6[ N! e~ (K—l)!e pds

163



K-t altalaban gy valasztjuk meg, hogy a monitorfolia aktivitdsa csak kissé
csokkenjen, mialatt K beiitésszam Osszegytilik. Igy minden esetben AT << 1,
tehat szamottevd valosziniiséggel csak az s << 1/4 értékek valdsulnak meg,
ami azt jelenti, hogy az s szerinti integralban az integrandus a felsé hatar ko-
zelében elhanyagolhatdan kicsi. Mivel az integrandus itt monoton csdkken, az
integralt jo kozelitéssel kiterjeszthetjiik +eo-ig. Ezzel az integral analitikusan
kiértékelhetdvé valik. Elemi szamitassal kapjuk a

K-1

e Hs wuds =

P(N.K) = oj‘[fNS'] oSS [f(uKS_] o

Nk (N+K-1)!
(f+u)"*r NYK-1)!
végeredményt, amely az eldbb targyalt feltétellel jo kozelités. Jobb oldala még

tartalmazza az e tényezOt, hiszen f és u szerepelnek benne. Nyilyanvald
azonban, hogy lehet vele egyszeriisiteni, amivel a keresett valoszinliség

oty (N+K-1)!
(fo +u0)" 5 NUK-1)1

Nézziik most meg, mit ad e mérés esetében a maximg]is valosziniliség elve.
A mérési eredmények egyiittes valdszintisége igy irhato:

P(N,K)= (6.47)

L(N,a) = f[P(N,.,K),

amely fo-on keresztiil fligg az illesztett paraméterektdl (a). Mivel ebben a szor-
zatban mindegyik tényez6 azonos alaku, elég az egyiknek a derivaltjait kisza-
mitani. Egyszerliség kedvéért az i indexet egyeldre elhagyjuk:

dlnP(N) dlnP(N) o,

da; oy Oa;
(6.47)-bdl levezethetjiik, hogy
ImP(N) N N+K _  py (N_K_fo]
o fo Sfotuo  Sfolfo+ o) Ho )’

vagyis

7 Nem trivialis, de az elébbi integral alapjan be lehet latni, hogy ennek N = 0-tol végtelenig
vett 6sszege 1.

¥ A jegyzet mas részeiben a mért értékeket E-vel jeloljiik. Itt — kivételesen — az N jelolést al-
kalmazzuk ugyanerre.
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dlnP(N) _ pg (N_Kfoj Yo _
day fo(fo + o) Ko

day
K (N_K_fojaf_o

=W—- ,
Ho Mo ) day
ahol
" 1
= : 6.48
Kfo(1 +fo] ©49
Ho Ho
A normalegyenletek tehat igy irhatok (k= 1, 2, ..., m):
1 Kf(x;,a)] K df(x;,a
Zw,-[Ni— /( )j—f( ):o. (6.49)
i=1 Mo Mo aak

Mivel pp-at nem ismerjiik, a K/ tényezot beolvasztjuk az illesztéfiiggvénybe,
vagy — ha ez nem lehetséges — kiilon illesztendd paraméternek tekintjiik.

Ahhoz, hogy eredményeinket értelmezni tudjuk, meg kell adnunk a (6.49)
alatti szumma zaré6jelében szereplé mennyis€g, valamint a w; stly jelentését.
Megmutatjuk, hogy az el6bbi N; varhatd értéke, az utdbbi pedig N; szoras-
négyzetének a reciproka. A (6.47) szerinti valdszinliség esetében N varhatd
értéke a kovetkezOképpen irhato:

M(N) = iN-P(N,K)=K—fO,
N=l Ho

amint némi szamitassal levezethetjiik. Ez nem mas, mint a (6.49) alatti zar6-
jelben szerepld kifejezés. Egyébként visszakaptuk ezzel a fentiekben heurisz-
tikusan levezetett eredményt. Hasonlé modon kapjuk N szérdsnégyzetét:

D*(N)= j;Oz_f (1 +;—zj = M(N)(l +@j = N(l + %j : (6.50)

ami nem mas, mint a (6.48) szerinti w reciproka. Végeredményben tehat ismét
azt kaptuk, hogy a normalegyenletek ugyanolyan alakuak, mint a Gauss-
eloszlas esetében, ha a stlyokat megfelelden valasztjuk.

(6.50) szerint tehat a monitorral mért 7" 1d6 alatt kapott beiitésszdm szorasa
a Poisson-eloszlas szordsahoz képest nagyobb. A dolog mélyebb megértése
érdekében belatjuk, hogy ez annak a kdvetkezménye, hogy a mérési idé most
valoszinliségi valtozo. A (6.45) egyenlet alapjan levezethetjiik 7' varhato érté-
két:

- Pl Ot
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Az itt szerepld T(s) fiiggvény az s(7) fliggvény inverze

7(s) = - In(1-As) .
A
amivel
M( )Noj.[l[l S]K_l e—,US‘lLlst___ eﬁl
0 (K - 1)' 0
Hasonloan kapjuk:
D*(T) = £2
U

N feltételes varhato értéke a (6.44) egyenlet alapjan
M(N|T)=f-s(T)= f-T,
tehat N-nek a T valtozasabol eredd szorasnégyzete

_ /2K _M(N)N?

2 _ 2 12 _
DN =7 02(1) =t F= SN

Ez éppen N (6.50) alatt kapott teljes szorasnégyzetének masodik tagja.

*Binomialis eloszlas

A binomialis eloszlast (3.34)-ben irtuk fel. Tegyiik fel, hogy & ilyen elosz-
last, ahol a p valdszinliség fligg az illesztéfliggvénytdl: p[f(x;,a)]. Erre a
kovetkezd példat idézziik. Eﬁy idében gyorsan valtozd fliggvényt idoanali-
zatoral szoktunk megmérni.~ Ez olyan berendezés, amely az [(i—1)6,i6]
id6intervallumban megméri az f(x;a) mennyiséget. Ezt az intervallumot az
id6analizator i-edik csatorndjanak nevezziik. Ebben a fliggvényben az x valto-
76 az id6, amelynek értékei: x; =i6. Amikor a berendezésnek holtideje van,
gyorsan valtozo illesztéfiiggvény esetében nagyon bonyolult lenne a megfeleld
korrekcios képletet megadni. Ezért ilyen esetekben az analizatort ugy
mukodtetik, hogy nem az egyes csatorndkban regisztralt jeleket szamlaljak
meg, hanem 1-et van 0-t regisztralnak attol fiiggben, hogy érkezett jel vagy
sem. Annak a valoszinlisége, hogy az i-edik csatornaban ne érkezzen jel:
exp{— f(x;,a)}, annak a valoszinlisége pedig, hogy érkezzen jel

plf(x;,a)]=1-exp{-f(x,,a)}.

? Az idBanalizatort sokan multiscalernek nevezik.
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Ha az analizdtor N-szer futott végig minden csatornan, akkor annak a
valdsziniiségét, hogy az i-edik csatornaban &-t regisztral, a binomialis eloszlas
adja meg. Eszerint a valosziniiség-fiiggvényt az

-

A normalegyenletek a

alnL( a) Z{(ﬁ N- 5}8%} .

i=1

alakban adddnak (k= 1, 2, ..., m). Ha itt N-nel bovitiink, a kovetkezo alakot
kapjuk:

z 1 o(Np

I % Y
i=1 Np (1 —-p ) ay

Az (3.34) képletekbdl lathato, hogy Np = M(&) és Np(1 — p) = D*(&), tehat az

itt kapott normalegyenletek megfelelnek (6.5)-nek. Ebben az esetben a tulaj-

donképpeni illesztofiiggvény

fi(x;.a)= Np[f(xi,a)].
Ezzel és az

L (LY (B (A ERY)|

1

stlyozassal 0sszes korabbi képletiink érvényben marad.

*Véges szabadsagi fokkal becsiilt szorasok

Tobb helyen hangstlyozzuk, hogy a w; sulyoknak a mért mennyiségek szo-
rasnégyzetével forditva aranyosnak kell lenniiik. Gyakran el6fordul, hogy ma-
sodlagos illesztést kell végrehajtanunk, vagyis a & mennyiségek nem valosa-
gosan mért adatok, hanem kordbbi paraméterbecslések eredményei. Ilyenkor
ezek szorasnégyzetét mindig csak véges szabadsagi fokok mellett tudjuk be-
csiilni. Az aldbbiakban megnézziik, van-e ennek a koriilménynek hatdsa az
illesztésben alkalmazandé képletekre.

A véges szabadsagi fok azt jelenti, hogy a

& — f(x;.a)

O

1

t. =

1

tort n; szabadsagi foku Student-tort. (3.40a) szerint ekkor a valosziniiség-
fliggvényt a kovetkezd alakban irhatjuk fel:
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r(n +1j n+1
2\
(l+t’J .

Tl

Némi szamolds utan a kdvetkezé normalegyenleteket kapjuk:
Z":ni+1. & —f(x,a)  9f(x;.a)
=1 M e (f, —f(x,.,a))2 da

i

=0,

n;

amelyek akkor felelnek meg (6.5)-nek, ha
_m+l 1

A nevezdben levd kiilonbség négyzetének a varhato értéke éppen 0'1'2 , vagyis a
sulyokat a

n; +1 1 1
w, = . = —
oo ol o}

képlet szerint kell megvalasztanunk. Végeredményben tehat azt kaptuk, hogy
a véges szabadsagi fokokkal becsiilt szorasokat — mésodlagos illesztésben —
ugyanugy tekinthetjiik, mintha pontosan ismert szorasok lennének. Mivel a
sulyozott atlagolast is lehet illesztésként megfogalmazni (vo. 5.2. alfejezet),
ezek a stlyok minden tovabbi nélkiil hasznalhatok sulyozasra.

*6.8. Az illesztés geometriai szemléltetése

A fluggvényillesztést a kovetkez6 modon tudjuk geometriailag is szemlél-
tetni. A kozvetleniil mért E vektornak a varhatd értékétdl valo eltérését két
részre bonthatjuk:

E-y=(E-7)+(F-v).

ahol a hasznalt jeloléseket a 6.3. alfejezetben definialtuk. A 6.3. TETEL bizo-
nyitasabol kovetkezik, hogy az itt szerepld két kiilonbségvektor kovariancidja
eltlinik. Gauss-eloszlas esetében ez fliggetlenséget is jelent. Az aldbbiakban
ezt fogjuk feltételezni.

Az els6 vektor hosszarol a 6.2. TETEL szerint tudjuk, hogy
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T
(E-¥) W(E-F)=Quin =071 (6.51a)
A masodik vektort (6.40) szerint
y—-y=FAa, (6.52)

ahol Aa-t (6.28b)-ben irtuk fel. Ennek a hosszardl a 6.2. TETEL bizonyitasdhoz
hasonl6o megfontoldsokkal be lehet latni, hogy

g=F-y) W(F-y)=2a"FTWFAa = Aa"RAa =
= AETFWR 'RR'FTWAE = AETFWR 'FTWAE = 6?52, (6.51b)
(6.52) szerint az Y-y illesztési vektor az n-dimenzios térnek azt az m-
dimenzios alterét tolti ki, amelyet az F matrix m darab oszlopvektora kifeszit.
A teljes §—y eltérésvektort tigy kapjuk, hogy ehhez hozzaadjuk a &—7Y
vektort, amely megadja a kozvetlentil mért E vektor és az illesztésbol kapott
¥ vektor eltérését, ezért ezt az illesztés hibavektoranak nevezziik. Mivel kor-

reldlatlan a y—y vektorral, a hibavektort az utébbi altal kifeszitett altérre

merdlegesen képzelhetjiik el. Igy kapjuk a 6.1. dbrat, amelyen az m-dimenzios
alteret egy siknak mutatjuk be.

teljes hibavektor
vektor
(]
illesztési e
vektor AN
~~< AN
~~~~~ \
~ ] »

6.1. abra. Fuggvényillesztés geometriai szemléltetése

A hibavektor nagysagat jellemzi Omin, amelyet az illesztésbdl meg is ka-
punk. Az illesztési vektort azonban nem tudjuk kiszadmitani, hiszen nem is-

merjik a Ag_, vektort. Becslést azonban adhatunk rd. A (6.51) képletek értel-
mében az

Foo__am _ xplm
mpn—m Qmin /(n - I’I’l) Zﬁ_m /(n - m)
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egy Fisher-hdnyados [v0. (3.41)], amelyre a 2. fliggelék tablazatai alapjan
kvantilist lehet talalni. Valasztunk egy ¢ konfidenciaszintet, és megkeressiik
azt a ) érteket, amelyre

P{Fm,n_m < 7F} =l-¢.

Ennek alapjan (1 — €) valosziniliséggel fennall a
m
q< —QminyF
n—m

egyenldtlenség.
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