7. MERESEK KIERTEKELESE
FUGGVENYILLESZTESSEL

Ebben a fejezetben konkrét mérések kiértékelését mutatjuk be, koztiik azokét
is, amelyeket az 1. fejezetben leirtunk. A kiértékelés moddszerét tulajdonképpen
levezethetjiik a 6. fejezetben kifejtett altalanos elméletbdl. Az egyes mérések
esetében igy elég lenne az illesztéfliggvényt felirni, és a w; stilyokat megva-
lasztani. Tekintve azonban, hogy ez a jegyzet kezdOk szamara is késziilt, akik a
6. fejezetet nem olvastak, néhany egyszeriibb esetben attdl fliggetleniil adjuk
meg a teljes megoldast.

7.1. Linearis regresszio

Mivel a laborgyakorlatok keretében legtobbszor linearis regressziot kell csi-
nalnunk, illetve méréseinket erre vezetjiik vissza, eldszor ennek a részleteivel
foglalkozunk.

Az illesztés végrehajtasa
Akkor beszéliink linedris regressziorol, amikor
M(¢;)=a; +ayx;, i=12,...,n. (7.1

A legkisebb négyzetek mddszere szerint a keresett paraméterek fliggvényében
meg kell keresniink a

Q:iwz‘(é —a _a2xi)2 (7.2)
=1
funkcional minimumét.l Ez a kovetkezd két egyenletbdl allo egyenletrendszer
megoldasat igényli:
G = —la—Q: iwi(fi —a; _a2xi) =0,
i=l
G, = —la—Q = i:wixi(gi —a —azxi) =0.

Ez a,-re és a,-re linearis egyenletrendszer, amelyet a kovetkezd vektoros alakra
hozhatunk:

Ra = g, (73)
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ahol

n n n
Ry=Dw, Ra=Ry =D wx;, Ry-= zwixiz ) (7.42)
i-1 i=1 i=1
tovabba
n n
81 = zwiii» & = zwifixi . (7.4b)
i=1 i=1

A w; stulyokat a (6.2) képlet szerint kell megvalasztani. A (7.3) egyenletrend-
szert az R matrix invertalasaval oldjuk meg:

a=R7lg. (7.5)

A keresett paraméterek becsiilt értékeit a paraméter jele folé tett spanyol éke-
zettel (~) jeloljiik. A (7.3) egyenletrendszert kozvetleniil meg tudjuk oldani. Az
R matrix inverze

R-l :;[ Ry _R12} (7.6)
R Ry —RL [~Rix Ry

Megjegyezziik, hogy a nevezd az R matrix determindnsa. (7.5) alapjan adodnak
a becsiilt paraméterek:
_&iRyn-&Ry - _ R -gRp

és a, = . (7.7)
2 2 2
Ry 1Ry — Ry Ry 1Ry — Ry

a

A 6. fejezetben altalaban targyaljuk ezek statisztikai tulajdonséagait. A (6.14)
képlet szerint szorasnégyzetiiket a

R R
D?*(@)=0"——2— ¢ D*(a)=0’——- (7.8)
Ry 1Ry, — Ry Ry Ry — Ry
képletek adjak meg. Kovariancidjuk pedig
_ —R
cov(@,,d, )= o 12 (7.9)

—.
Ry Ry — Ry

Két utobbi képletlinkbdl kapjuk a becsiilt paraméterek korrelacios egytitthatojat:
—Ry,

P =—fF——-
VRI1Ry

(7.10)

A ¢ egyiitthatot

n
Omin = 2, wi(& —a —‘72?61)2
-1
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segitségével becsiiljiikk, ami ugy addédik, hogy a becsiilt paramétereket (7.2)-be
helyettesitjiik. A 6.2. TETEL szerint ez (n—2) szabadsagi foku xz-véltozc')val
aranyos, és o becslésére az

2 _ Omin
n—2

s (7.11)
empirikus szérasnégyzetet hasznaljuk [vo. (5.7)]. Ezt kell a (7.8) és (7.9) kép-
letekbe helyettesiteni.

Gyakorlasképpen javasoljuk, hogy az Olvas6 mutassa meg, hogy a (7.7)
alatti becslések torzitatlanok.™ Befejezésiill megadjuk a keresett paraméterekre
vonatkoz6 konfidenciaintervallumot:

a,—yD(a)) < a; <@ +yD(a)) (7.12a)
és

672 —7/D(672)Sa2 Sc72 +7/D(C72), (712b)
ahol yaz (n — 2) szabadsagi fokt Student-eloszlas kvantilise, a szorasokat pedig
(7.8) és (7.11) szerint szamitjuk ki.

A (7.1) és (7.2) szerinti linedris regresszid természetes altalanositdsa a
polinomillesztés, amit a 7.2. alfejezetben targyalunk.

Galton megfogalmazasa

Galton az utddok és a sziil6k magassaga (&, illetve &) kozotti Gsszefiiggést
kereste, ¢s azt talalta, hogy kozottiik pozitiv korrelacio van. Vizsgaljuk meg ezt
most matematikailag. Kovarianciamatrixuk

2
{ o 010'2/3]
B= 5l
010,p 03

aminek az inverze

r - p

B! _ 1 o7 010,
1-p?| __p RS
0,0, o3

A valtozok varhato értéke

M() = by, M(&)=b,.

Ezekkel a jelolésekkel a két valtozo egyiittes eloszlasfiiggvénye (3.37) alap-
jan

" Utmutatas: irjuk fel elészor g; és g, varhato értékét, és ezt helyettesitsiik (7.7)-be. Példaul
n

M(gl) =§w,-(a1 +a2x,-) .
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flz1.25) = 1 exp{— %} ,

2no,0, \/ 1-p°
ahol

q:

I [(z1 b)Y (2-h) 20z -b)c —bz)].

2 2 2
l1-p i o5 010,

Kozvetleniil felirhatjuk & perem-siiriiségfiiggvényét:

)= p{%}

E két stiriségfiiggvény hényadosa & feltételes stirliségfliggvénye

fla)) = e \/ﬁ exp{__}

[v6. (3.23)], ahol

2
,_ 1 |:Zl -b Pz _bz)}
q = 2 - 5
l—p O-l 0-2

amint ez egyszerlien belathato. A feltételes stirliségfiiggvényt at lehet irni az

flzlz) = L —M (7.13)
A oi\2m P 207 '

alakba, ahol

bl':M(§1|§2):b1+%(§z—bz) (7.13a)

2

&, feltételes varhat6 értéke, tovabba
2 :D2(51|g2):a§(1_p2) (7.13b)

& feltételes szorasnégyzete.

Galton esetében mindkét valdsziniliségi valtozd ugyanabbol az eloszlasbol
vett minta, tehat b, = b, = b és 01 = 02, vagyis az utdd magassaganak a varhato

értéke

(§1|52) b+p 52 —b)

feltéve, hogy a sziil6 magassaga &. Errdl a képletrdl leolvashaté Galton kovet-
keztetése. Ha & > b (vagyis a sziilé az atlagnal magasabb), varhatoan az utdd
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magassaga is nagyobb lesz az atlagndl. Mivel a p korrelacids egylitthatd 1-nél
kisebb, az utdd magassaga kevesebbel mulja feliil az atlagot, mint a sziil6¢. Ezt
a jelenséget nevezte el “visszatérésnek™, latin eredetli szoval regresszionak.
Analog kovetkeztetéseket lehet levonni & < b esetén is.

Az éltalanossagra visszatérve tegyiik fel, hogy n szamu fiiggetlen megtigye-
1ést végeztiink, és a (&, &) értékparokat (i = 1, 2, ..., n) kaptuk eredményiil. Az
alabbiakban azt keressiik, hogyan lehet egylittes eloszlasuk paramétereit becsiil-
ni. Mivel azonos pontossagu megfigyelésekrdl van sz6, alkalmazhatjuk a (5.4)
¢s (5.7) képleteket:

n n —\2
Y >(&-&)
b= =5—, sf =
n n—1
és
n n _ 2
Y > (60 -5)
by=& ="—, sy =
n n—1
A p korrelacios egylitthatd meghatarozasa céljabol a maximalis valoszintiség
elvét alkalmazzuk. A valészinliség-fliggvényt a (7.13) képletek segitségével ir-

juk fel. Ehhez bevezetjiik a vektori jelolésmodot. A & megfigyeléseket a El, a

&n megfigyeléseket pedig a ?;2 vektor komponenseinek tekintjiik. (7.13) alapjan
az elébbi vektornak az utdbbira vonatkozd feltételes slirliségfiiggvénye

Ez): 1 eXp —Q—2 5

f(él [27:(1 -~ pz)af]n/z 2(1 - Pz)

ahol
; 2
0= Z{gil —by —p_o-l(fiz _bz)} :
i=1 )

A maximalis valoszintiség elvének kozvetlen alkalmazhatosaga kedvéért rogton
behelyettesitettiik a valoszinliségi valtozok megfigyelt értékeit. A keresett pa-
raméterek becsléséhez meg kell keresniink O minimumat. Ha bevezetjiik az

Cllzbl—@b2, a @

2 =
2} 2

jeloléseket, O-t (7.2) szerinti alakra hozhatjuk:

0= i(fn —ay —0251'2)2 :
i-1
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Lathatd, hogy most w; =1, x; szerepét pedig &, jatssza. A (7.1) alaku illesz-
téfiiggvénnyel valo illesztést eredetileg ezért nevezték el linearis regresszidonak.
A (7.4) egyenletek alapjan ekkor tehat

n n N
< 2 2
Riy=n, Ry=Ry=Y¢En=néy, Ry=)YEr=né,
i=1 i=1

n _ n .
81 = Zfﬂ =né), g = Zfilfiz =n& &, .
i=1 i=1
Némi szamoléssal belathatjuk, hogy
2 _EF2
Ry \Ryy — R, = ”2(55 - & ) = n(n- 1)S§

(7.7) felhasznalasaval és hasonlo szamoléssal kapjuk, hogy

n

(65 -5E) SlE-b)E-2)

~ _ =1
a, = = ,

(n-1)3 (n-1)s3

amivel

-5 -2)
1 (—l)slsz -

> (6 -E)éa- &)

= =l . (7.14)

\/i(é:il —31)2 Xg(fiz —52)2

i=1

Vegyiik észre, hogy az itt szerepld 6sszeg hasznalhato & és & kovariancidjanak
a becslésére:

n f— [e—
Y(&-&)én-&) o)
cov(&,&, ) == . :
(61 §2) (I’l _ 1)

Gyakran felmeriil az a kérdés, hogy a megfigyelt valoszinliségi valtozok kor-
relaltak-e sem. Ennek eldontésére sziikségiink van a p egylitthatora vonatkozo
konfidenciaintervallumra. Amikor x; nem valdszinliségi valtozo, ez nem jelent
problémat, hiszen a (7.12b)-ben felirt konfidenciaintervallum véalaszt ad a kér-
désre: ha ez tartalmazza a nullat, akkor a,-t (az adott konfidenciaszinten) 0-nak
vehetjiik. A (7.14) szerinti korrelacios egylitthatd esetében azonban nem ilyen
egyszeril a kérdés, ugyanis p stiriiségfiiggvénye bonyolult az altalanos esetben.

Reimann Jozsef kdnyve [1] idézi a kovetkezd tételt: amikor p=0, a
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t=n-2—L_
1-p?
mennyiség Student-eloszlasu valoszinliségi valtozo (n —2) szabadsagi fokkal.
Igy tehat a korrelaciot akkor tekinthetjiik zérusnak, amikor

N L (7.16)

I-p
ahol yaz (n — 2) szabadsagi foku Student-eloszlas kvantilise.

Az 1.3. abran mutatott adatok esetében a kovetkez6 eredmények jonnek ki a
linedris regressziobol:

p=0,5234; t=6,081; n=100.
A 2. fiiggelék tablazatai szerint a kvantilis értéke

(1,985 £=0,05
r= 2,627 £=10,01

vagyis a korrelacié mind 95%, mind 99% konfidenciaszinten szignifikans.

A linearis regresszio csapdai

A linedris regresszid hasznos segédeszkoz kiilonb6z6 mennyiségek kozotti
kapcsolatok felismerésére. Folrajzoljuk az egyik valtozot a masik fiiggvényé-
ben, és kapcsolatot véliink felfedezni, ha a pontok emelkedd vagy csokkend
tendenciat mutatnak, vagy — ha elényben részesitjiik a szdmszerti vizsgalatot — a
(7.14) képlettel becsiiljiik a korrelacids egyiitthatot, és a két mennyiség kozott
kapcsolatot latunk, ha ez szignifikdnsan kiilonbozik zérustol. Ez a megkdzelités
igy onmagaban veszélyes, mert szdmos csapdat rejt magaban. A felismert 6sz-
szefliggés latszolagos lehet, ha az analizis mogott nem allnak elméleti megfon-
tolasok.

Ok és okozat

Saville és Wood konyvébdl [1] vettiik az alabbi példat. A 7.1. abra az Egye-
sillt Allamokban megfigyelt rikos esetek szamat mutatja a kivifogyasztas fiigg-
vényében. Mivel 1970 és 1980 kozott mindkét mennyiség novekedett, ezek
évente megfigyelt értékei korreldltak. Jollehet ez matematikai bizonyossag,
mégsem allithatjuk, hogy a rakos esetek szamanak a ndvekedését az okozta,
hogy az emberek tobb kivit ettek. A ténylegesen talalt (¢€s statisztikailag bizo-
nyitott) korrelaciot csak akkor szabad ok—okozati kapcsolatnak tekinteni, ha erre
elméleti indok van.
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7.1. dbra. Kapcsolat az Egyesiilt Allamokban megfigyelt rakos esetek
szama ¢€s a kivifogyasztas kozott

Hasonl6 példakat lehet az élet legkiilonbozobb teriiletén talalni. Példaul haté-
rozottan pozitiv korrelacié van a Duna vizallasa és a BME teriiletén tartézkodo
hallgatok szama kozott. Nyilvan épeszii ember nem tételez fel ezek kozott ok-
okozati kapcsolatot. A matematikai statisztika, vagy inkabb az azt rosszul al-
kalmazé altudomany irant bizalmatlan emberek gyakran koszoriilik szellemes-
ségiiket az ilyen korrelaciokon. Akkor mire vezethetdk vissza ezek a latszolagos
Osszefiiggések? A valasz egyszerli. Az ilyen példadkban altaldban lehet taldlni
egy kozvetité mennyiséget, ami legtobbszor az id6. Mikor magas ugyanis a Du-
na vizszintje? Koratavasszal és kés6 sszel. Eppen ezek az idészakok eldzik
meg a vizsgaiddszakokat, amikor a hallgatok a legszorgalmasabban jarnak az
egyetemre. Hasonloan az 1d6 a kozvetitd a 7. 1. abran mutatott példaban is.

Az extrapolécid veszélyei

Nem csak a linedris regresszioban, hanem — 4ltalanosabban — a polinom-
illesztésben (vo. 7.2. alfejezet) is nagyon vesz€lyes az illesztésben kapott fligg-
vényt a vizsgalt valdszinliségi valtozok mérési tartomanyéan tal extrapoldlni.
Sulyos tévedések forrdsa az ilyesmi. A probléma hangsulyozottan féleg a
polinomillesztésnél meriil fel, ugyanis tobbnyire akkor fordulunk ehhez az esz-
kozhoz, amikor semmi mas Gtletiink nincs az illesztéfiiggvényre vonatkozdan.

Kiszoro pontok

Ha a kiértékelt adathalmaz tartalmaz kiszor6 pontokat, akkor a regresszios
egyenes teljesen hibas lehet. Erre mutatnak példat a 7.2a. és 7.2b. abrdk, ame-
lyeket a 7.1. abrabdl kiindulva szerkesztettiink. Lathatdan a kiszor6 pont elhuz-
za maga felé a regressziés egyenest. A torzitds modja a kiszord pont
elhelyezkedésétol fligg.
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7.2a. abra. Aszimmetrikusan elhelyezked6 kiszord pont

A

7.2b. abra. Kozpontosan elhelyezked6 kiszord pont

A kiszoro pontok felismerésével a 8. fejezetben foglalkozunk részletesen.
Természetesen nem csak az okoz problémat, ha az adatok kozott kiszord pont
van. Elképzelhetd az is, hogy a két vizsgalt mennyiség kozott nem linearis, ha-
nem masfajta a kapcsolat. Ilyenkor — jobb hijan — egy legalabb masodfoku poli-
nommal célszerli probalkozni.

A grafikus abrazolas haszna

A fentiekben vazolt problémak felismeréséhez nagyon hasznos a vizsgalt
adatokat grafikusan is 4brazolni. Erre pe;leaként a 7.1. tablazatban négy adatsor
talalhatd, amelyet F. J. Anscombe 6tlete” alapjan konstrudltunk. Az adatokat a
7.3a.—7.3d. abrak mutatjadk. Mindegyik illesztésben azonos nemcsak a paramé-
terek

a, =52091+27,63 a, =0,2965+0,0304
illesztett értéke, hanem kovarianciamatrixuk is ugyanaz mind a négy illesztés-

ben. A Onmin-ra kapott értékek mar a negyedik tizedes jegyben egy egységgel
eltérnek, de ennek oka, hogy a 7.1. tabldzatban kerekitett értékek talalhatok.

7.1. tablazat. Adatok a linedris regresszio csapdainak illusztralasara

2 F. J. Anscombe, Graphs in Statistical Analysis, The American Statistician 27, pp. 17-21
(1973).
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X a) eset b) eset c) eset X d) eset
100 521,4 464.,0 533,5 684,53 645.,0
200 582,3 530,7 567,6 684,53 660,8
300 6104 591,8 601,6 684,53 664,7
400 6294 647,1 635,6 684,53 684.4
500 766,4 696,8 669,7 684,53 6943
600 699,2 740,7 703,7 684,53 7042
700 776,1 778.,9 737,7 684,53 709.,9
800 684,1 811,4 771,8 684,53 731,9
900 7342 838,2 805,8 684,53 749,6
1000 854,8 859.3 839,8 684,53 753,5
1100 799,5 874,7 873.,9 684,53 763.4
1200 8249 884,4 907.,9 684,53 7831
1300 934.6 8883 941,9 684,53 787,0
1400 1007,5 886,6 771,6 684,53 802,8
1500 947,1 879,1 1010,0 2416,58 1237,5
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7.3. abra. A 7.1. tablazatban mutatott adatokra végzett illesztés eredményei

A bemutatott esetek egyikében sem vennénk észre, hogy az adatokkal baj le-
het, ha nem vizsgaljuk meg a roluk késziilt abrakat. Az a) eset kifogastalan line-
aris regressziot mutat. Nagyjabol ilyennek kell lenniiik az illesztett egyenest és
a mért adatokat egyiitt mutatd abraknak. A b) esetben nyilvanvalo, hogy a mért
adatok nem lineérisan, hanem (legalabb) kvadratikusan fliggenek x-tdl, tehat az
illesztést meg kell ismételniink egy magasabb fokszamu polinommal. A ¢) eset-
ben x = 1400-nal nyilvanvaldan fellépett egy kiszord pont, ami valosziniileg té-
ves adatbevitel kovetkezménye. Hasonld oka lehet a d) esetnek, de itt az x val-
toz6 értékei vannak hibdsan megadva.

Nemlinearis problémak linearizalasa

oo

Az el6z0 szakaszban targyalt illesztési problémak kozos jellemzdje, hogy az
illesztofliggvény linearis a keresett paraméterekben. llyen esetekben az illesztés
a (7.3) lineéris egyenletrendszerre vezethetd vissza. Szamos illesztési probléma
van azonban, amelyekben az illesztéfliggvény a keresett paraméterekben nem
linedris. Ennek legegyszeriibb péld4ja az exponencialis illesztés:

181



M(&;) = aje™, i=12,...,n. (7.17)

Ebben az esetben a minimalizaland6 funkcional a
n 2
0= (e —ae ) 719
i=1

alakban irhato fel. Ha ennek az a;-re €s a,-re vonatkoz6 derivaltjait nulldval
tessziik egyenlévé, egyenletrendszert kapunk aj-re és a,-re vonatkozoan. Az
adodo egyenletek transzcendensek, tehat csak iteraciéval oldhatok meg, aminek
az elkertilése érdekében szokas az illesztési problémat linearizalni: vessziik a
(7.17) egyenlet logaritmusat. (7.17) szerint a kézvetleniil mért & mennyiségek
logaritmusa a keresett paraméterek linearis fiiggvénye:

Iné; =Ina; —a,x;, i=12,...,n. (7.19)

Ha tehat Iné; értékeire egy (7.1) szerinti linearis regressziot alkalmazunk, a ka-
pott eredményekbdl a keresett paraméterek meghatarozhatok.

Hasonl6 linearizalast alkalmazhatunk egy sor egyéb illesztési probléma meg-
oldasaban is. Két példat mutatunk még. Amikor a sugardozist mérjiik a tdvolsag
fiiggvényében, az illesztofiiggvény

M(&;) = f(x;,a) =

a
(x,- - az)2

alakt. Ez a probléma 0gy linearizalhato, hogy vessziik a mért dozisok négyzet-
gyokének a reciprokat:

(7.20a)

X;—a 1 a
i_—2 —g{+a}x;, ahol a ay = ——2

1
N Capr aj

A vesszds paraméterek a (7.1) szerinti linedris regresszioval becsiilhetok, majd
beldliik az eredeti paramétereket a (7.20b) alatti képletekkel kapjuk meg.

A masik példa a reaktorban mért axidlis eloszlas, amelyre vonatkozoan az
illesztofliggvény

M(&) = f(x;.a) = a cos|ay (x; — a3)] (7.21a)

alakt. Ez a probléma akkor linearizalhato, ha ismerjiik a; értékét. Ha a mért ér-
tékeket x; fliggvényében felrajzoljuk, a maximalis érték a; jo becslése. Ezutan a
linearizalas mar elvégezhetd az arccos fiiggvény segitségével:
’
fi ’ ’ ’ aj
arccos 2L = a,(x; —a3) = af + ajx;, ahol a, =af, a3 =—-—=.
a4 a)

(7.20b)

(7.21b)

A vesszOs paraméterek a (7.1) szerinti linedris regresszidval becsiilhetdk, majd
beldliik az eredeti paramétereket a (7.21b) alatti képletekkel kapjuk meg. Ha
sziikséges, a; becslését javithatjuk: a linearis regresszidt a; kiilonbozé értékei
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mellett végezziik el, és végiil azt valasztjuk, amelyre a (7.2) szerinti Q a legki-
sebb.

A példak sorat folytathatnank. Mindegyik lényege, hogy a mért adatokat va-
lamilyen alkalmasan valasztott fliggvény szerint transzformaljuk ugy, hogy a
transzformalt mennyiségek varhat6 értéke egy kétparaméteres linedris fiigg-
vénnyel legyen kozelithetd. A mddszer legfébb eldnye, hogy az igy transzfor-
malt mennyiségeket x; fliggvényében abrazolva egyszerii grafikus becslést kap-
hatunk a keresett paraméterekre. Az ilyen modon végzett illesztés elméleti kér-
déseinek egy kiilon részt szenteliink (6.6. alfejezet).

7.2. Polinomillesztés

Definiciok
A 7.3.b). dabran lathatdo pontok nyilvanvaléan nem irhatok le egy lineéris

fliggvénnyel. Ilyen esetekben probalkozhatunk egy magasabb fokszamu poli-
nommal:

m
M(&) = apxf, i=1,2,...,n. (7.22)
k=1
A minimalizaland6 funkcional ekkor
0=>w|&=Dax| . (7.23)
i=1 k=1

Ha ezt a keresett paraméterek szerint derivaljuk, a derivaltakat nulldval tessziik

egyenldveé, végeredményben ismét a (7.3) linedris egyenletrendszert kapjuk,
ahol

n
Ry =Y wyxf 1 (7.24a)
i=1

n
g =>wExT k=12, m. (7.24b)
i=l1

(7.3)-at ebben az esetben megoldva (7.5) szerint kapjuk a paraméterek becsiilt
értékeit. Kovarianciamatrixukat pedig a

B=oR™! (7.25)
képlet adja meg, ahol o becslése
§2 = Omin ’ (7.26)
n—m

[vO. (7.11)]. A k-adik paraméter szordsnégyzete
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D (@)=s"|R™"| . k=1,2,..m, (7.27)
Ik
tovabba a megfeleld konfidenciaintervallum
ﬁk—j/D(Ek)Sak SCTk +7/D(c7k), k:1,2, ey M, (728)

[vO. (7.12)]. y az (n — m) szabadsagi foku Student-eloszlds kvantilise (vO. 2.
fliggelék).

Numerikus problémak

A polinomillesztés a legegyszeriibb fliggvényillesztési feladatok kozé tarto-
zik, mert (7.22) a keresett paraméterekben linearis ﬁiggvény. Emiatt nincs
sziikség a 6.2. alfejezetben targyalt iteracidra. Az ehhez hasonl6 elénydk mellett
azonban a polinomillesztés numerikusan a legkellemetlenebb feladatok kozé
tartozik. Illusztracioképpen tekintsiik a 7.4. dbrat, amely két, egymashoz képest
eltolt parabolat mutat: az elsén az x; értékek az origd koriil, a masodikon az
x = 60 érték koriil csoportosulnak. Az eldbbi esetben numerikus problémak nem
jelentkeznek, viszont az utobbiban nem egyszerii az R matrixot invertalni.

50
40 3 =
o X
*’G\ 20 o X
& X
o X

01 e 0

-10

-20 0 20 40 60 80
Xi

7.4. abra. Egymashoz képest eltolt parabolak

A 2.3. alfejezetben foglalkozunk a matrixok invertdlasanak a problémaival.
A (2.10) képletben definialunk egy C; mérdszamot, alﬁlely megmutatja, milyen
mértékben rosszul kondicionalt az invertalandd matrix.~ Kiszamoltuk m = 2-, 3-
¢s 4-edfoku polinomokra ezt a mutatot az x; értékek atlaganak a fiiggvényében.
A 7.5a. abran mutatjuk be az eredményt arra az esetre vonatkozdan, amikor az
illesztendd pontok szdma n = 20. Lathato, hogy C; rohamosan csokken, és har-
madfoka polinom (m =4) esetében mar 10’ nagysagrend(i érték. Ekkor az
invertalaskor mar 8-9 értékes szamjegy elvész, tehat az inverzet dupla pontos-
sdgl szamitassal is csak korilbelil négy tizedesjegy pontossaggal lehet meg-
kapni. Amint a 2.3. alfejezetben megmutatjuk, az inverzet utditeracioval javitani
lehet. m =5 esetében azonban mar elképzelhetd, hogy a szamitogépi pontossa-

’ Ez nem tévesztendd Gssze a linearis regresszioval, ahol a “linearis” jelz6 arra utal, hogy az
illeszt6fliggvény az x; valtozdban linearis. Mas kérdés, hogy a (7.1) fliggvény éppen a paraméte-
rekben is linearis.

* Minél kisebb C,, annal nehezebb az inverzet kiszamitani.
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gon belill az inverzet nem lehet kiszamitani. A probléma mértéke fiigg a pontok
szamatol: a 7.5b. abran ugyanezt bemutatjuk » = 50 esetében is. A helyzet né-
mileg javult, de nem sokkal.

0

o
-5 -\ *
-10 \\ \\.\.\.
_ —a .
Q
2 15 \
8 \
- ——m=2
-20 —a—m=3 \\
——m=4
2 ]
-30
0 20 40 60 80 100
Xa’llag
7.5a. abra. A C(R) paraméter fliggése X -tol (n = 20)
0 \\’\’—
‘0\0__# . . .
5 .\l
\.\-\
|
-10 \\ —a—
)
; -15 \‘\.\
3 \A\‘\
— \
-20 ——m=2 ——
—-=—m=3 "
-25 —A—m=4
-30
20 40 60 80 100 120

X atlag

7.5b. abra. A Ci(R) paraméter fliggése X -tol (n = 50)

Ortogonalis polinomok

Az imént belrE]ltatott numerikus problémak kezelésére szolgalnak az ortogo-
nalis polinomok.™ A 7.5a. és 7.5b. abrakrol latszik, hogy a polinomillesztés ak-
kor a legkedvezobb, amikor az x; értékek atlaga az origd koriil van. Ha torténe-
tesen nem ilyenek, akkor ilyenné Ilehet transzformadlni, vagyis a (7.22)
illesztofiiggvény helyett egy transzformalt polinomot hasznalunk:

m
f’(xi,c)=20k(xi—x0)k_l, i=12,...,n,
k=1

> Elméletiiket eredetileg Csebisev dolgozta ki.
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ahol xy egy alkalmasan megvalasztott alland6. A fentiekbdl kovetkezik, hogy
célszerli az x; értékek atlagaval egyenlonek valasztani. Az illesztésbol adodo cy,
2, ..., Cm €gylitthatokbol az eredeti egylitthatokat egyszeriien kiszamithatjuk.

Ezt az oGtletet tovabbfejleszthetjiik, ha az eldbbi transzformacio helyett az al-
talanosabb

f(x;,0) = ZCk(pk(xl-), i=1L2,...,n (7.29)
k=1

képletet irjuk, ahol @ (x) egy (kK — 1)-edfoku polinom. A matrixinverzié numeri-
kus problémait ugy tudjuk a legjobban kikiiszobdlni, hogy az R matrixot diago-
nalissa tessziik. Ehhez az sziikséges, hogy a (7.29)-ben szerepld polinomok or-
togonalisak legyenek:

n

z Wi(Pk(xi)(Pk'(xi) = 5kk’z Wi[(pk(xi)]z . (7.30)
i=1

i=1

Itt d-a Kronecker-delta. Ezeket a polinomokat rekurzidval épitjiik fel. Az els6t
azonosan 1-gyel tessziik egyenlové:

(pl(x)zl, (7.31a)
¢s a tobbit
k-1

op(x)=x""+ > dyue(x) (7.310)
=1

alakban keressiik. A definiciobdl kovetkezik, hogy di=0. A (7.30) ortogo-
nalitési feltételbdl szamolhato az itt szerepld tobbi egylitthato:

n
fe—
Zwixi l(pl(xi)
dy =—= L 1=1,2,.,k=1; dy =0. (7.31¢)

é:wi[(ﬂl(xi )]2

Ezekkel a polinomokkal (7.23) helyett a

n m 2
0=> Wi(é:i - zckq)k(xi)J (7.32a)
= k=1

i=1

funkciondl minimumat keressiik a ¢; paraméterek fliggvényében. Ez most is a
(7.3) alaka

Re=g’ (7.32b)

egyenletrendszerre vezet, ahol az R“matrix és g”vektor elemei (7.24) analogia-
jéara
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Ry =Y wign(x)oi(xi) = 6 il on ()] (7.32¢)
i=1 i=1
és

g =2 wi&ioi(x;), (7.32d)

i=l1

(k, k’=1, 2, ..., m). Az R’ matrix invertalasa nem okoz semmiféle numerikus
problémat, hiszen most
’

~ _ 8k

Ck = P .
sz-[cok(xi)]z
i=1

A (7.25) képlet alapjan ezek a paraméterek egymastdl fliggetlenek, és szoras-
négyzetiik

(7.33)

1 1
; TR (7.34)
Wi Pr\X;
21 [ (x:)]

Mind az ortogonalis polinomok megszerkesztéséhez, mind az eredeti para-
méterek rekonstrudlasdhoz sziikség van a polinomok egyiitthatoira. Keressiik
tehat a polinomokat

D*(¢) =

k
(Dk ()C) = Zbklxl_l (7353)
/=1
alakban. (7.31)-b6l kovetkezik, hogy
by =1, k=1,2,...,m. (7.35b)
(7.31b) szerint pedig
k—1
bkl = Z dkl’bl’l N l: 1, 2, [N k* 1, (735C)
I'=1

aminek a levezetését az Olvasora bizzuk.

Az imént kapott algoritmus megvilagitdsa érdekében kiszamitjuk az elsé né-
hany ortogondlis polinomot. (7.31)-bdl kovetkezik, hogy dy; =0, b;; = 1. He-
lyettesitsiik ezt (7.35b)-be és (7.35¢)-be k£ = 2 mellett:

by, =1, by = dy by = dy;.
(7.31c) alapjan
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ZW xi¢1(x;) iwz‘xi
dy = l,, : == i:,11
Swlo)] 2w

i=1 i=1

n

:—x’

vagyis

Py(x)=x—X.

Ez eddig ugyanaz, mint amit a 7.5. dbrak alapjan heurisztikusan sejtettiink. Al-
kalmazzuk ismét (7.31¢)-t:

n

Z Wixi2 - Z b21
_}’l
2l

_ =l — 2 _
dy =—+ =x", dyp=—* » d3=0.

b21

(7.35b)-bdl és (7.35¢)-bol
533 =1, b32 = d3zbzz = d32, b31 = d31511 + d32b21-

Ezt tovabb folytatva felépithetjiik a ¢u(x), ¢s(x) stb. polinomokat. Amikor prog-
ramot készitiink, a polinomok helyettesitési értékeinek a kiszamitasara célszerti
a Horner-elrendezést alkalmazni, vagyis a (7.35a) képlet helyett a kdvetkezd
sémat beprogramozni:

O (x)=byy + x(bk2 + x(bk3 +.. .x(bk,k_l + xbyy, ))) .

Igy tudjuk nem csak a szorzasok és Osszeaddsok szamat, hanem a kivonasi
jegyveszteségeket is a minimumra lehet csokkenteni.
Az eredeti polinom egyiitthatoit a kovetkezd azonossagbol kapjuk meg:

Zakx = chgok(x)
k=1 k=1

Konnyt belétni, hogy ez az azonossag akkor teljesiil, amikor

m
a, = chblk . (7363)
1=k

Ennek a képletnek az alkalmazéasakor is 1éphetnek fel kikeriilhetetlen kivonasi
jegyveszteségek, de ezek altalaban sokkal kisebb hibat okoznak, mint azok,
amelyek a matrixinvertalas soran fellépnek. Ha bevezetjiik az
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b, by byz....b,,

jelolést, akkor (7.36a)-t atirhatjuk vektori alakba:

7=AT¢. (7.36b)
(3.29) alapjan adodik ebbdl az eredeti paraméterek kovarianciamatrixa:
B; =A"B:A=0’A'R'A. (7.37)
Vegyiik észre, hogy (7.35b)-re vald tekintettel mindig
a, =Cp- (7.36¢)

Hanyadfok legyen a polinom?

Gyakran kérdezziik, hanyadfoka polinomot célszerti valasztani. Nyilvan mi-
nél magasabb a polinom fokszdma, anndl jobban fogja az illesztéfiiggvény a
mérési eredményeket kozeliteni. Mivel az a becsiilt paraméterek szorasa vi-
szont rohamosan ndé a fokszammal, igyeksziink minél alacsonyabb fokszamu
polinomot illeszteni. Sz¢€ls6 esetben n pontra egzaktul lehet egy (n — 1)-edfoku
polinomot illeszteni (m = n), de ennek aligha van valami fizikai értelme. Az or-
togonalis polinomok segitségével megtalalhatjuk e két ellentmondd szempont
kozott a kozéputat.

frjunk fel ugyanis konfidenciaintervallumot a ¢; egyiitthatokra. Ha yaz (n —
m) szabadsagi foku Student-eloszlds kvantilise, akkor (7.28) mintijara a
kovetkezd intervallumot szerkeszthetjilk meg:

Ek_VD(Ek)SCk Sgk+7D(Ek), k:152’ ey M, (738)

ahol a szorasokat (7.34) alapjan becsiiljiik. Mivel ezek az egyiitthatok egymas-
tol fiiggetlenek, azokat el lehet vetni, amelyek nem kiilonboznek szignifikansan
0-tol, vagyis amelyekre a (7.38) intervallum tartalmazza a 0-t. m megfelel6 ér-
téke tehat az a legnagyobb k&, amelynél nagyobb indexekre ez teljestil.

Az elmondottakat a 7.2. tablazatban mutatott adatokkal illusztra’tljuk!‘—SI Har-
madfokl polinomot illesztettiink rajuk, és 99% konfidenciaszinten a kovetkezd
intervallumok adodtak (7.38) és a 2. fliggelék szerint:

351,56 <c¢; <352,26; 04149 < ¢, <0,4376;
1,778-107 < ¢ £2,507-107%; —1,142-107° < ¢, <1,312-107°,

® Ezek valosagosan mért adatok: egy reaktor magassagat (£) mutatja a hémérséklet (x;) fiiggvé-
nyében.
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Lathato, hogy c4 nem kiilonbozik szignifikdnsan 0-tol, tehat m megfeleld értéke
3, vagyis az adatok leirhatok egy masodfoka polinommal. Amikor ilyen kovet-
keztetésre jutunk, érdemes az illesztést az alacsonyabb fokszdmmal is megis-
mételni. Ha akkor a fentitdl 1ényegesen eltéré konfidenciaintervallumok jonnek
ki, akkor ez azt jelenti, hogy a polinomillesztéssel nincs minden rendben. Néz-
ziik meg ezért, mi jon ki Onin-ra a két illesztésben:

Omin =3.553  m=4-r1e & Oy =3564 m=3-ra.

A két érték gyakorlatilag megegyezik egymadssal, tehat teljesen elegendé ma-
sodfoku polinomot illeszteni.

7.2. tabldzat. Példa polinomillesztésre

X; & X; &
22,00 330,38 90,73 353,02
35,90 332,55 94,70 355,00
45,61 335,45 100,00 357,03
54,85 338,95 105,61 360,03
63,30 340,80 111,30 362,96
65,68 342,52 115,70 366,08
73,38 345,02 120,40 368,45
80,67 347,42 126,10 371,40
85,99 351,00 131,44 376,33

Elvileg ugyan lehetséges, hogy egy c; egylitthatét ilyen alapon 0-nak ve-
szlink, és egy masik, magasabb fokszdmu ¢@(x) polinomé meg szignifikdnsan
kiilonbozik 0-t6l, de ez nem szokott a gyakorlatban el6fordulni. Ha ugyanis a
mérések leirhatok egy k-adfoku polinommal, akkor a (7.30) szerinti
ortogonalitds miatt k”> k-ra mindegyik ¢,- varhato értéke zérus. Ez is az orto-
gonalis polinomok elénye, mert az a; egyiitthatokkal konnyen megtorténhet,
hogy @, nem kiilonbozik szignifikansan 0-t6l, de k"> k-ra &, igen. Termé-
szetesen az ortogondlis polinomokkal sem art a koriiltekintés, amint a 7.3. alfe-
jezetben mutatott példa illusztralni fogja.

7.3. Simitas

A polinomillesztés egyik gyakori alkalmazéasa a simitds, ami azon alapul,
hogy tetszéleges, nem nagyon gyorsan valtozé (Gn. sima) fiiggvényt egy
elegendden sziik intervallumban Taylor-sorba lehet fejteni. Méas szdval: egy al-
kalmas fokszadmu polinommal lehet kdzeliteni. Egy ilyen polinom illesztését
nevezziik simitdsnak. Természetesen nem csak polinommal, hanem mas
illeszthetd fliggvénnyel is lehet simitani.

Simitas

Jeloljiik az illesztofliggvénynek az illesztett paraméterek szerinti derivaltjait
F ik-VaII
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Fye ===
Ebbdl képezziik a nxm méretli F matrixot. Polinomillesztés esetében

1 1

[Fl, =Fp =x"', k=1,2..mi=12.,n (7.39)

A w; sulyokbdl képezziik a diagonalis W matrixot. Ekkor a (7.24) képleteket a
kovetkezOképpen irhatjuk at vektori alakba:

R =F'WF, (7.39b)
g=FTWE, (7.39¢)

ahol E amért &, &, ..., & mennyiségekbdl képezett (n-elemil) vektor. A para-

méterek becsiilt értékét a (7.5) képlet adja meg.
A mért értékek varhato értékét igy becsiilhetjiik, hogy a paraméterek becsiilt
értékét behelyettesitjiik az illesztéfiiggvénybe:

m m
~ ~ k=1 ~
Vi= @ = ) (7.40a)
k=1 k=1
amit az alabbi mddon irhatunk at vektori alakba:

y=Fa=FR'FTWE. (7.40b)

Az y,; értékeket tekintjiik a mért adatok simitasanak. Miel6tt tovabbmennénk,

kiszamitjuk e vektor kovarianciamatrixat. Abbdl indulunk ki, hogy a w; stilyok
forditva aranyosak a mért mennyiségek szorasnégyzetével:

B. =c’W™!
£
amivel
_ 2y -lpT -1 1T _ 2vp-1pT
Bi—a FR"F WW WFR F =¢c°FR 'F ", (7.41)

amint ez egyszerlien belathato.
Az alabbiakban — az egyszerliség kedvéért — feltessziik, hogy méréseink azo-
nos pontossaguak, vagyis W = E, , (az nxn-es egységmatrix). Ekkor

y=Fa=FR'FTE =SE, (7.42)

[vO. (7.40b)]. Vegylik észre, hogy az itt definidlt S matrix ardnyos a simitott ér-
tékek kovar'ﬁnciamétrixéval. Ez az észrevétel azonban csak a polinomillesztésre
vonatkozik.

7.3. tablazat. Aktivitasmér6 berendezés kalibralasa

7 Pontosabban: az olyan illesztéfiiggvényekre, amelyek az illesztett paraméterekben linearisak.
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X; & X; &
1,1 35,144 52,3 9,131
42 23,823 100,7 8,017
12,6 17,145 152,1 7,326
19,1 13,692 204,5 7,339
30,9 11,775 253,5 7,311

A 7.2. tablazatban szereplé adatokra sikeresen illesztettiink egy masodfoku
polinomot, s6t arrol is meggy6zddtiink, hogy nincs sziikség magasabb fokszamu
polinomra. Ilyen koriilmények kozott az illesztett parabola helyettesitési értékei
tekinthet6k az adatok simitdsanak is. Nem minden eset ilyen egyszerii azonban.
Az aladbbiakban egy bonyolultabb esetet elemziink. A 7.3. tdblazat egy
aktivitasmérd berendezés kalibraciojat mutatja. Itt x; a minta tdmege mg-ban, &
pedig a *’K izotop mért és szamitott aktivitdsanak a hanyadosa %-ban. Simitas
c€ljabol eldszor azzal a modszerrel probalkozunk, mint a 7.2. tablazat adataival
is tettik a 7.2. alfejezetben. Harmadfoku polinomot illesztve (m=4) a
kovetkezd konfidenciaintervallumokat kapjuk az ortogonalis polinomok egytitt-
hatéira 99% konfidenciaszinten:

8,73<¢; <1941;  —0,1345< ¢, <—0,0063;
241107 <¢;2,07-107; =3,10-107° < ¢, £0,72-107.

Az illesztésben QOnin = 123,7 adodott. Ebbdl kovetkezik, hogy cs-at €s c4-et 0-
nak vehetjlik, vagyis elegenddnek tiinik a linearis polinom. Elég egy pillantas az
adatokra (vO. 7.6. dbra), és latjuk, hogy err6l sz6 sem lehet. Ezért csak c4-et
hagyjuk el, vagyis masodfoki polinomot illesztiink (m=3). A kapott
konfidenciaintervallumok (O, = 234,7):

7,67<c¢; <2047; 01477 < ¢, <0,0069;
477107 <3, £2,30-107°

Itt mar ¢, is 0-nak tlinik, ami abszurdum. A helyzet egyre romlik, O, értéke
majdnem a kétszeresére nott. Levonhatjuk tehat a kdvetkeztetést, hogy a 7.3.
tablazatban talalhato adatsort nem lehet egyetlen polinommal simitani.

Ezért megprobalkozunk a két részletben vald simitassal: az adatokat két 6tos
csoportra bontjuk, és mindkettdre kiilon illesztiink egy-egy polinomot. Az elsd
csoport illesztéséhez nem elég a masodfokll polinom, igy ott harmadfoku poli-
nommal (m =4) dolgozunk. A simitott gérbék a 7.6. dbran lathatok — az elsd
rész folytonos vonallal, a masodik rész pedig szaggatottal. Az elsé rész simita-
sara kapott polinom egyiitthatoi:

a; =37.87; a, =3,608; a;=0,183; a, =-0,00305;
a masodik részére pedig
a; =10,78; a, =—0,0368; a; =9,48-107,

Lathato, hogy az elsd részben a gorbiilet nem irja le kifogastalanul a pontokat.
Interpolacios célbdl igy egy negyedfokt polinom lenne kivanatos, de ennek az
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egyiitthatoit nem irjuk fel. Mivel itt az egyiitthatok szdma megegye
szamaval, a polinom egzaktul &tmenne a mért pontok mindegyikén.

éne a pontok
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7.6. abra. A 7.3. tablazatban talalhato adatok simitasa

Simitas egyenletes alappontok esetében

250

Meért gorbék simitasa egyszerii képletekbe foglalhatod, amikor az x; alappon-
tok egyenletesek:

X; =X, +(i—1)Ax.

Ebben az esetben (7.42) szerint a simitott értékeket az nxn méretli S matrix se-
gitségével szamithatjuk ki. Az alabbiakban megadjuk S elemeit m és n néhany
jellegzetes értékére. A félreértések elkeriilése érdekében feltiintetjiik a matrixok
rendjét.

Lineéris simitasra (m = 2):

0833 0S4 0Sss
5 2 -1 7 4 1 -2 6 4 2 0 -2
2 2 2 4 3 2 1 4 3 2 1 0
-1 2 5 1 2 3 4 2 2 2 2 2
-2 1 4 7 0 1 2 3 4
-2 0 2 4 6
105S¢6 28847
55 40 25 10 -5 20| 13 10 7 4 1 -2 -5
40 31 22 13 4 -5 10 8 6 4 2 0 -2
25 22 19 16 13 10 6 5 4 3 2 1
10 13 16 19 22 25 4 4 4 4 4 4 4
=5 4 13 22 31 40 1 2 3 4 5 6 7
20 -5 10 25 40 55 -2 0 2 4 6 8 10
-5 -2 1 4 7 10 13

¥ Mivel valojaban erre kényszeriilnénk, azt latjuk, hogy az elsd részben siiriteni kellett volna a
mérési pontokat. Ez azonban a jelen alfejezet témajatol messze vezetd kérdés, igy tovabb nem
foglalkozunk vele.
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Kvadratikus simitasra (m = 3):

20844 10855
19 3 -3 1 31 9 -3 -5 3
3 11 9 -3 9 13 12 6 -5
-3 9 11 3 -3 12 17 12 -3
1 -3 3 19 =5 6 12 13 9
3 =5 -3 9 31
140846 4284,
115 45 0 -20 -15 15 32 15 3 —4 -6 -3 5
45 43 36 24 7 -15 15 12 9 6 3 0 -3
0 36 52 48 24 20 3 9 12 12 9 3 —6
-20 24 48 52 36 0 —4 6 12 14 12 6 —4
—-15 7 24 36 43 45 -6 3 9 12 12 9 3
15 -15 =20 0 45 115 | -3 0 3 6 9 12 15
5 -3 —6 —4 3 15 32
Harmadfoku simitasra (m = 4):
70855
6 4 6 4 -1
4 54 24 -16 4
6 24 34 24 -6
4  -16 24 54 4
—1 4 —6 4 69
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1 26866 42S77

121 16 -14 4 11 —4 39 8 —4 —4 1 4 -2
16 73 52 2 -28 11 8 19 16 6 —4 7 4
-14 52 58 32 2 —4 —4 16 19 12 2 —4 1
—4 2 32 58 52 14| 4 6 12 14 12 6 —4
11 -28 2 52 73 16 1 —4 2 12 19 16 —4
—4 11 -4 -14 16 121 4 -7 —4 6 16 19 8

-2 4 1 —4 —4 8 39

E matrixok alkalmazasara mutatunk egy példat. Tegyiik fel, hogy 6t egyenletes
alappontban mért értékeket simitunk egy masodfoku polinommal (n =5, m = 3).
Ekkor a kovetkezOképpen kapjuk a simitott értékeket:

~ _ 316, +98) =383 —584 +3G5
e 10 ’
~  9& +138, +12&, + 65, — 585
2= 10 ’
o 3 128, +17&, +12&, —3&s
& 10 ’
~  5E 468, +128, +13E, +9&;
y4: 5
10
~ _ 381 —56, =383 +984 +3185

V5= 10 .

Differencialas

A simitas eredményeképpen kapott polinom hasznalhat6 a mért (€s ezért hi-
baval terhelt) fliggvénykapcsolat differencidlasara. Nem kell mést tenniink, mint
a (7.40a) szerint simitott fliggvényt derivalni:

m

m m
;= > @ (k=1)xF"2 =D (k= 1)Fyay = > 0Fyay - (7.43a)
k=1 k=1 k=1

Azt, hogy valamilyen, a derivalt fliggvényhez tartozd mennyiségrdl van szo,
egy elé irt d jellel tuntetjiik fel. (7.40b) mintajara ezt atirjuk vektori alakba:

9y = OFa = OFR 'FTWE , (7.43b)
ahol
OF; =(k—-1)Fy, k=1,2,..,m. (7.43¢)

Egyszeriien kapjuk a derivaltak kovarianciamatrixat [vo. (7.41)]:
By; = 0“9FR'F'WW 'WFR ' (9F)" = 6?0FR ' (oF) . (7.44)

Amikor a méréseket egyenletes alappontokban végeztiik, a derivalas képletei
egyszerusithetok. (7.42) mintajara a derivaltakat a
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9y = OFa = OFR'FTE = 3SE

alakban irjuk fel, ahol feltettilk, hogy a mérések pontossdga azonos, vagyis
W =E, . A fentiekhez hasonléan n €s m néhany értekére felirjuk a derivalashoz

hasznalhato @S matrixokat.

(7.45)

m =2 esetében egyenest illesztlink, tehat a derivalt minden pontban azonos.
Az alabbi egyiitthatokkal lehet kiszdmitani #» néhany értékére:

n

3 60S | -1 0 1|

4 [ 10es | 3 11 3 |

5 1008 | 2 -1 0 1 2 |

6 | 35s | 5 3 -1 1 3 5

7 [ 2888 | 3 =2 -1 o0 1 2 3

Ha példaul n = 5 pontban végeztiink méréseket, a derivaltat a

=28 =&, + 64 +2185

8375 =

képlet adja meg mindegyik mérési pontban.

10

m =3 és m = 4 esetében valdsagos matrixokat kell hasznalnunk, amelyeket 7-
nek ugyanazokra az értékeire adjuk meg, mint korabban.

Kvadratikus simitasra (m = 3):

200844 700Ss;5
21 13 17 -9 | =54 13 40 27 =26
-11 3 7 1 -34 3 20 17 -6
-1 -7 -3 11 {-14 -7 0 7 14
9 -17 -13 21 6 -17 20 3 34
26 27 40 -13 54
2800S¢s 849S;
-165 1 92 108 49 85| -39 -6 15 24 21 6 21
—115 -9 52 68 39 351 -29 —6 9 16 15 6 -11
—65 -19 12 28 29 15 | -19 —6 3 8 9 6 -1
-15 -29 28 -12 19 65 -9 —6 -3 0 3 6 9
35 -39 —68 =52 9 115 1 —6 -9 -8 -3 6 19
85 —49 20 -108 -1 165 11 -6 -15  -16 -9 6 29
21 —6 21 24 -15 6 39
Harmadfoku simitasra (m = 4):
8408Ss;5
-125 136 48 —88 29
-38 -2 24 26 -10
7 -56 0 56 -7
10 26 24 2 38
—29 88 48 136 125
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7560856
-925 674 632 -92 539 250
-370 59 188 136 22 =35
-262 88 196 289  -110
—289 196 88 262 25
22 -136 -188 59 370
—250 539 92 —632 674 925
2520866
-257 122 185 72 =77  —122 77
-122 17 62 48 10 -17 2
-29 —46 -19 24 55 46 =31
22 67 =58 0 58 67 -22
31 —46 =55 —24 19 46 29
-2 17 -10 —48 —62 -17 122
=77 122 77 72 185 122 257

7.4. Kiegyenlités

Az 1.3. alfejezetben emlitettiink egy kiegyenlitési problémat. Eldszor azt
oldjuk meg, majd megmutatjuk, hogy ugyanez a modszer alkalmazhat6 a simi-
tas javitasara is.

A haromszog szogei

Az 1.3. alfejezetben kifejtetteket elobb atirjuk a jelen fejezett jeloléseire.
Meért értékeink:

& = 54°5 & =50°1" & =766,
amelyek varhato értékét a szokés szerint jeloljiik:
M(¢)=q;, i=1,2,3.

Tudjuk azonban, hogy 0sszegiik 180°:
a +Cl2 +a3 =180.

Ha ebbdl as-at a masik kettdvel kifejezziik, akkor a kovetkezd kétparaméteres
illesztésre jutunk:

0=(& -a) +(& —ay)* +(& —180+a, +a,)* = minimum.

A normalegyenleteket a keresett paraméterek szerinti derivalassal kapjuk:

1 00
———==¢£,+&,-180+a, =0,
2 94 51 53 aj

1 00
————=6,+t¢3—180+a; =0,
2 aa2 52 53 1
aminek a megoldéasa
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d), =54°1, @, =49°57", @ =76°2".

Egy ad hoc modszerrel ugyanezt kaptuk az 1.3. alfejezetben. A kiegyenlitési
problémak altalanos megoldasat a 6.5. alfejezetben targyaljuk, aminek az atta-
nulmanyozasat azonban csak halad6 olvasdinknak ajanljuk.

Simitas kiegyenlitéssel

Ezt a mddszert alkalmazhatjuk a simitas javitasara is. Korabban a 7.3. tdbla-
zat adatait két csoportra osztottuk, és egymastdl fiiggetlentil illesztettiink rajuk
polinomokat. Felvetjiik a kovetkezd oOtletet: lehet-e javitani a simitott gorbét
ugy, hogy a két polinomot egy kdzbensd pontban egymashoz illesztjiik? Meg-
kovetelhetjiik példaul, hogy a két rész kozotti xo = 40 mg pontban a két polinom
helyettesitési értéke és derivaltja egymassal megegyezzen. Ha az elsdre (m — 1)-
edfoku, a masodikra pedig méasodfoku polinomot illesztiink, és ezeket az

m
Zakxk—l ’
k=1

illetve

2
A+l + A2 X + Ap+3X

alakban irjuk fel, akkor a polinomok egyiitthatdira az

m
k-1 2 (7.43a)
zakxo = Ay T Ay Xo T Aye3Xg,
k=1
m . (7.43b)
Z (k - 1)akxo = Ay +2a,,3%
k=1

feltételeket szabjuk. Valojaban tehat csak (m + 1) paramétert kell illeszteniink, a
fennmarado kett6t ki tudjuk veliik fejezni:

2a < k-2
Ay =— xm+1 =Y (k=3)azxg*, (7.44a)
0 k=1
m
a k-3
amyy =5+ 2 (k= 2)agxy . (7.44b)
0 k=1

Ebben az esetben a (7.39) képletek a kovetkezoképpen modosulnak. Az elsé
csoportban nincs valtozas:

Fp=x1 k<m, F;, =0, k>m. (7.452)

1 1

A masodik csoportban azonban a matrix a kovetkezoképpen modosul:

Fvik = xiz(k_z)x(]){_3 _xi<k_3)x(])€_25 k: 13 25 ey M,
(7.45b)
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2x; )c,-2
+—=.
X0 X0

Fp=1-

i,m+

Ha ezt a 7.3. tablazatban szerepld mérési adatokra alkalmazzuk, a kovetkezo
eredményeket kapjuk. El0szor vessziik az m =4 esetet, amelyre vonatkozik a
7.6. abra is. Az illesztett paraméterek a kovetkezok az els6 részben:

a; =35,68, a, =-2,399; a;=0,0795; a, =-0,00088;
a masodik részben pedig
as =14,02; ag =-0,08270; a; = 2,4-107%

xo értékét 35-nek vélasztottuk. Erdemes megnézni, hogyan véltozott Opi, a fel-
tétel nélkiili értékhez képest. A 7.6. abran mutatott gorbének megfeleld két il-
lesztésben kapott értékek 0sszege:
ol + 0@ =852+0,02=854.

A kiegyenlitett illesztésben ezzel szemben QOmin = 17,28 adddik, vagyis az il-
lesztés romlott. Ebben nincs semmi meglepd: eredetileg hét paramétert illesz-
tettlink, viszont a kiegyenlitésben a paraméterek szama a feltételek szamaval
csokkent, tehat csak 6t paramétert illesztettiink. Természetes, hogy az illesztés
romlott ettl. Ez latszik a 7.7a. dbran is: az illesztett gorbe sokkal rosszabbul
illeszkedik a mért pontokra a masodik részben.
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7.7a. abra. A 7.6. tabldazatban talalhat6 adatok simitasa kiegyenlitéssel (m = 4)

Az m =35 mellett végzett simitas kiegyenlités nélkiil olyan polinomot ad,
amelynek a gorbéje egzaktul atmegy a mért pontokon. Jollehet ezt — forméalisan
— lehet illesztésként is végrehajtani, de a l1ényeget jobban megkozelitjiik, ha nem
simitasrol, hanem interpolaciordl beszéliink. Amikor azonban a simitast ki-
egyenlitéssel végezziik, a miivelet valosagos illesztéssé valik. Az illesztett pa-
raméterek a kdvetkezOk az elsd részben:

a, =3927; a, =-4,609; a; =03273;
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a, =—0,01010; as=13-107%;
a masodik részben pedig
ag =11,726; a; =-0,04990; ag = 1,3-107.

xo értékét most is 35-nek valasztottuk. Onin értéke 5,52, ami 1ényegesen kisebb,

mint a kiegyenlités nélkiili simitasban, tehat az illesztés javult. Ez latszik a 7.7.b

dbran is.
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7.7b. abra. A 7.6. tabldzatban talalhaté adatok simitasa kiegyenlitéssel (m = 5)

A mutatott példabol latszik, hogy a kiegyenlités annyiban javitja a simitast,
hogy a polinomok fokszaméat novelhetjiik, és ezzel javul az illesztés.
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7.8. abra. A 7.6. tablazatban talalhato adatok derivaltja kiegyenlitéssel (m = 5)
Differencialas kiegyenlitéssel

Az eldz6 alfejezetben részletesen targyaltuk a simitott gérbe derivalasat. Ezt
meg lehetne ismételni a kiegyenlitéssel simitott gorbékre vonatkozdan. A dolgot
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nem targyaljuk teljes altalanossagban. Megelégsziink az el6bbi példaval valo
illusztracioval.
Az illesztésbdl (m = 5) kapott paraméterekkel az elsd részben az

a, +2azx + 3a4x2 + 4415x3 ,
a masodik részben pedig az
a, +2agx

képlet adja a derivaltat. Az eredményt a 7.8. dbrdn mutatjuk be. A berajzolt
pontok a kozvetlen

§i+1 _gi

Xip1 — X

numerikus derivalassal kapott értékeket dbrazoljak az (x;:1+x;)/2 mennyiségek
figgvényében. A 7.8. abran latszik, hogy ezek a pontok Iényegesen simabb
gbrbét adnak, mint a simitott gorbe derivaltja. Ennek az az oka, hogy az els6
részre illesztett negyedfokd polinom talsdgosan kihangstlyozza az eredeti mért
értékek mérési hibait. Ezért az x =25 koriili ingadozasoknak nincs sem mate-
matikai, sem fizikai tartalmuk.

7.5. Hibaterjedés

Gyakran fordul eld, hogy valamilyen mennyiséget kozvetlen mérésbdl vagy
illesztésbdl szarmazo valoszinliségi valtozok fiiggvényében szamitjuk ki. Az
eredmény szintén valdszinliség valtozo. Ahhoz, hogy vele tovabb tudjunk dol-
gozni, ismerniink kell varhatd értékét és szorasat. Tobb mennyiség szdmitasa
esetében sziikség lehet a kovariancia kiszdmitasara is.

Az eddigi alfejezetekben tekintett illesztésekben tulajdonképpen mar ezt tet-
tiik, hiszen a kozvetleniil mért & (i = 1, 2, ..., n) mennyiségek fliggvényében be-
csiiltiik a keresett aj, ay, ... paramétereket, és hataroztuk meg rdjuk vonatkozoan
a varhatd értéket, szords és kovarianciat. Azt is mondhatnank tehat, hogy a
vizsgalandd fiiggvénykapcsolatot illesztéfiiggvénynek tekintve kozvetleniil al-
kalmazhatjuk korabbi képleteinket. Ilyesmit mégsem mondunk, mert szeretnénk
a gyakorlatban kozvetleniil hasznalhatd6 modszereket és képleteket levezetni.
Vizsgalni fogjuk tehat az

nk:gk(glagb'“’én):gk(g)a k=1,2,...m (7.46)

alaku fiiggvényeket. Tobbnyire csak az m =1 esettel foglalkozunk. Ilyenkor el-
hagyjuk a k indexet.

Varhato érték

Legyen el8szor n = 1. Fejtsiik a g-fiiggvényt az y = M(&) varhato érték koriil
Taylor-sorba:
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2(&)=g(y)+ g ()(E-»)+ = 2" ()€ y) .. (7.472)

2
Itt a paratlan kitevdjii tagok varhato értéke eltiinik, vagyis
1 ”
M[g()] = g(¥) + = g”(y)D*(EH-.., (7.47b)

2

ahol a ki nem irt tagok koziil az els6 a g-fliggvény negyedik derivaltjaval és ne-
gyedik centralis momentumaval ardnyos (v0. 3.1. alfejezet).

Amikor a g(¢) fiiggvényt kiszamitjuk, a g(y) mennyiségre szeretnénk becslést
kapni. Lathato, hogy ez csak akkor torzitatlan, amikor a (7.47b)-ben kiirt maso-
dik tag az els6 mellett elhanyagolhat6. Az aldbbiakban ezt mindig fel fogjuk
tételezni. Ekkor azonban a Csebisev-egyenldtlenségbdl (3.3. TETEL) kovetkezik,
hogy a (7.47a) sorfejtésben a négyzetes tag nagy valdszintiséggel elhanyagol-
hatd. Mas szoval: a g(&) fiiggvény linearizalhatd. A tovabbiakban tehat a

Ag=g(8)-2(r)=g'(¥)(E-) (7.48a)

kozelitést alkalmazzuk. Ha nem egy, hanem tobb valdsziniiségi valtozo szere-
pel, akkor ennek az analogonja a

n

Ag:g(61a62a"'>§n)_g(y1>y2a'-->yn Ezaa_§ f y, (748b)
i=1 l

képlet. Konnyt ezt atvinni az m > 1 esetre is.

A jobb oldalon szerepld (& —y;) kiilonbségek az egyes valdsziniiségi valto-
zO0k mérési (illesztési) hibaja. A (7.48) képletek megadjék, hogy ezek hatisa
hogyan terjed at a kiszamitando fliggvényre. Ezért szoktunk hibaterjedésrdl be-
sz¢Ilni. Mivel azonban a hibdkat nem ismerhetjiik, csak arra van lehetdségiink,
hogy ezek legfobb jellemzdjét, a szorast kiszamitsuk a kozvetleniil mért meny-
nyiségek szorasanak a fliggvényében.

A kiszamitott fiiggvény szorasa

Tegyiik fel el8szor, hogy a & valdszinliségi valtozok fiiggetlenek. Ekkor az
3.8. TETELt alkalmazhatjuk. Az eredmény annyira fontos, hogy tétel formajaban
mondjuk ki:

7.1. TETEL. Ha a & valdsziniiségi valtozok fiiggetlenek (i=1, 2, ..., n) és g a
valoszinliségi valtozok olyan fliggvénye, amelyre alkalmazhato a
(7.48b) kozelités, a fliggvény helyettesitési értékének szorasnégy-
zete

oS e o

Ez az éltalanosan hasznalt hibaterjedési képlet.
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Példaképpen tekintjiik a (7.20b) képletben szerepld a, paramétert. A line-
arizalt illesztésbol kapjuk az aj és a5 paramétereket, amelyekbdl az

&, = g(a},a3) = - =2

képlet alapjan kapjuk a keresett paramétert. Feltessziik egyelore, hogy a vesszds
paraméterek kozotti kovariancia elhanyagolhatd. (7.49) szerint ennek a szoras-
négyzete

2 2

~ a; ~7 1 ~7

Dz(az):[al%zj Dz(al)—i_(a'_l'j Dz(az).
1

A hasonl6 szorzat, illetve hanyados alakt fliggvények esetében egyszeriibb, ha
vessziik a g-fliggvény logaritmusat:

>

1n|672| = 1n|67§| - 1n|c71’
majd ennek vessziik a differencialjat:
Ay _ M| Al

aj
@l fas]

b

a
¢s alkalmazzuk a szordsnégyzetek 0sszeadasi torvényét:

D*(@;) _ D*(ar) , D*(@)

a5 a’ a?
amibol
~ _ D2 a~/ D2 a~/ a, 2 D2 a, D2 a,
D2(a2):a2{ N€21)+ N(’zz)]:(N_z’j N€21)+ N(,22) '
al aZ al al Clz

Konnyt belatni, hogy ez azonos a (7.49) képlet kozvetlen alkalmazéasaval kapott
eredménnyel. Két valtozo esetében talan bonyolultabbnak tiinik a logaritmuson
alapuld szamitas, de sok tényezd esetében, foleg ha gyokok ¢és hatvanyok is
eléfordulnak, a logaritmus képzése mindig egyszertisitést jelent.

A (7.49) képlet nem érvényes, amikor a szerepld valoszinliségi valtozok kor-
relaltak. Egyszertien bizonyithato a

7.2. TETEL. Ha g a & valdsziniiségi valtozok (i =1, 2, ..., n) valtozok olyan
figgvénye, amelyre alkalmazhatd a (7.48b) kozelités, a fliggvény
helyettesitési értékének szorasnégyzete

Dz[g(é)] - M[(Ag)2] - i ia—ga—?cov(;, &) (7.50)
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Ennek a tételnek az alkalmazésa elsésorban akkor jon szoba, amikor a szerepld
valoszinliségi valtozok illesztett paraméterek. Térjiink vissza a fenti példahoz,
¢s ne hanyagoljuk el az illesztett paraméterek kozotti kovarianciat! A (7.50)
képlet ekkor a

~ \?2 2
2(~ a 2(~7 1 2 (7 a ~7 ~7
D (a2):(~_,2] D (a1)+(:j D (612)—2~,3 cov(ay,ay).
a a
Megjegyzendd, hogy itt is alkalmazhat6 a logaritmalas, de nagyon kell vigyazni

az eldjelekre. Aki nem jartas a dologban, jobban teszi, ha a rogésebb, de egye-
nes utat valasztja, vagyis kozvetleniil a (7.50) képletet alkalmazza.

Fiiggvények kovarianciaja

Amikor (7.46) szerint egynél tobb fiiggvényt szamitunk ki (m > 1), a kisza-
mitott  fliggvényértékek korrelaltak lesznek, hiszen ugyanazoktol a
valoszinliségi valtozoktol fiiggnek. Ebben az esetben érdekes a kiilonbozo £ in-
dexekhez tartozo fliggvényértékek kozotti kovariancia. Ezt (7.48b) alapjan ir-
hatjuk fel. Rogton az altalanos esetet tekintjiik, vagyis nem tételezziik fel, hogy
a kozvetleniil mért (illesztett) valdszintiségi valtozok fliggetlenek. Egyszeriien
bizonyithato a

7.3. TETEL. Ha a g; fuggvények (k=1, 2, ..., m) a & valoszinliségi valtozok
(i=1, 2, ..., n) valtozok olyan fiiggvényei, amelyekre alkalmazhato
a (7.48b) kozelités, a fiiggvények helyettesitési értékének a kovari-
ancigja

cov[gk(é), gk(é)] = gé%gg—gcov(é,@). (7.51)

E képletet a fent tekintett linearizalt illesztés eredményeire alkalmazzuk. Ki-
szamitjuk a (7.20b)-ben szerepld a; és a, paraméterek kovarianciajat:

2ad, . 2 —y
covla;,a,|=- jﬁ D (a/)+ —cov(ay,ay).
a a

Mint a kovariancidk esetében altalaban, itt is tigyelni kell az egyes tagok
eléjelére.

Konfidenciaintervallumok

Amikor a kozvetleniil mért (illesztett) valoszinliségi valtozok mind Gauss-
eloszlasuak, a vizsgalt fliggvények helyettesitési értékérdl ugyanezt lehet mon-
dani. Ebben az esetben tehat nem okoz problémat a konfidenciaintervallumok
megszerkesztése.

Az illesztett paraméterek esetében azonban a szdérasok mindig csak véges
szabadsagi fokkal becsiilhetok. Ilyenkor bonyolultabb feladattal allunk szem-
ben, de — bonyolultsaga miatt — ennek részleteibe nem megylink bele.
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7.6. Korrekciok

Az 5.3. alfejezetben targyaljuk a kdzvetlen mérésekhez alkalmazandé kor-
rekcidk figyelembevételének a modjat. Ugyanezt attekintjiik fiiggvényillesztés
esetében is.

Az altalanos formalizmus

Leggyakrabban két fajta korrekcioval taldlkozunk: additiv korrekciokkal és
korrekcios tényezokkel. Ez azt jelenti, hogy a kozvetleniil mért mennyiségek
varhato értékét nem maga a korrekciok nélkiili esetben haszndland6 f(x,a)
illesztofiiggvény adja meg, hanem

M(&;) = i f(x;.a)+ ;. (7.52)

Altalaban a g; tényezé és az ¢; korrekcid mért adat, tehat maga is valosziniiségi
valtozo. Példak korrekcidra: a laboratdérium hattérsugarzasa, a hdmérséklet ha-
tasa stb. Példak korrekcids tényezdre: radioaktiv bomlas, miiszerek kalibracios
tényezbje stb. Ugy képzeljiik el, hogy 1 az 6sszes korrekciods tényezék szorzata,
o; pedig az 0sszes korrekcidk Osszege.

A maximalis valdsziniiség elve alapjan a

0= lei(gi —,ul-f(xl-,a)—(xl-)z (7.53)

négyzetdsszeg minimumat kell keresniink az a paramétervektor fiiggvényében.
Ha a korrekciok is valdszintliségi valtozok, akkor a (6.39¢) képlet alapjan a si-
lyokat a

0'_2_0_2 2 2 2
=0y +oylf(x.a)] +oy (7.54)

wi

képlettel kell kiszdmitanunk. Vegyiik észre, hogy ez éppen a (7.53) alatti 0sz-
szegben a (...)* tag zardjelében levé kiilonbség szorasnégyzete. Ezzel a 6. feje-
zetben kimondott tételek érvényben maradnak. Ennek alapjan méréseink kiérté-
kelése a kordbbiak alapjan minden tovéabbiak alapjan végrehajthat6, ha az
illesztéfliggvényt (7.52), a sulyokat pedig (7.54) szerint valasztjuk meg.

Az eddigi mondottak akkor érvényesek, amikor az i index kiilonbozd érté-
keihez tartozo korrekciok egymastdl statisztikailag fliggetlenek, illetve amikor
szorasuk elhanyagolhatd. Korrelalt korrekciok esetében az eljaras lényegesen
bonyolultabb. A kérdésre a jelen alfejezet végén tériink vissza.

Fiiggetlen korrekciok kezelése linearizalas esetén

Labormérések esetében — elsdsorban az id6 rovidsége miatt — az f{x,a)
illesztofiiggvény linearizaldsara kényszeriiliink. Ez azonban nem lehetséges, ha
fenntartjuk a minimalizaland6 Q funkcional (7.53) szerinti alakjat. Ezért egy
kozelito eljarast alkalmazunk: a korrekciokat nem az illesztéfiiggvényhez, ha-
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nem a mért mennyiségekhez kapcsoljuk. Hangstlyozzuk, hogy ez csak kozelitd
sziikségmegoldas.
Arrol van sz0, hogy az illesztést a

go= % (7.55a)
M

korrigalt mérésekre vonatkoztatjuk:
1 2
0° =Y Wil - f(x2)) (7.55b)
i=1

A sulyokat ebben az esetben a (7.49) hibaterjedési képlet alapjan kell kiszami-
tanunk:

(7.55¢)

wi ui uil M

Ezekkel a képletekkel a korrigalt mennyiségekre vonatkozdéan mar alkalmaz-
hat6 a linearizalt illesztés mddszere. Mindennek természetesen feltétele, hogy
az f(x,a) illesztéfiiggvény linearizdlhatd legyen. Mivel ez csak az il-
lesztéfliggvényeknek egy specidlis osztdlyara alkalmazhatd modszer, célszerl
az altalanos eljarast beprogramozni, ha illesztd programot irunk.

Jol lathatd, hogy az adatoknak a (7.55) képletek szerinti korrekcidja
meglehetdsen sok eldkészitd szamitast igényel — kiilondsen akkor, amikor a kor-
rekciok nem egyszeriiek, hanem tobb tényezd vagy tag szorzatai, illetve 0ssze-
gei. Semmiképpen nem ajanlhatjuk, hogy ezt barki kézzel végezze el, mert mé-
réseinek kiértékelése hibakereséssé degradalodik: a fizikai jelenségek megértése
helyett az id6t annak ellendrzésével fogja tolteni, melyik i-re rontotta el a kor-
rekci6 szamitasat €s alkalmazasat.

2 2 2 2 2
o° _0&+t0a +Gﬂl [51““;}

*Korrelalt korrekciok

Ha akar a korrekcio, akar a korrekcids tényezdk kiilonbozé i-hez tartozo ér-
tékei korrelaltak, a korrekt adatkezelés nagyon elbonyolodik. Nem valo ebbe a
jegyzetbe a kérdés atfogd targyaldsa. A szokéstdl eltéréen most nem tudunk
olyan irodalmi hivatkozast megadni, ahol ez megtalalhat6. A dolog oka abban
rejlik, hogy egyrészt kiilonds e/vi problémat nem jelent, igy a matematikusok
nem ¢érzik sziikségét targyalni, masrészt sulyosan elbonyolitja az adatkezelés
formalizmusat, igy a fizikusok — akiknek pedig dolguk lenne mindezt korrektiil
kidolgozni — jobbnak latjak a kdzelité megoldasokat. A [3] riportok ugyan hoz-
zélatnak a probléma targyaldsdhoz, de megéllnak anndl a kozelitésnél, amely
akkor érvényes, amikor a korrekciok mérési pontossaga sokkal jobb, mint a &
valoszinliségi valtozoké. Az altalanosan alkalmazhat6 eljarast egy kézonséges
példaval illusztraljuk: gyakran el6fordul, hogy az ¢; korrekciokra egyetlen mé-
rési adatunk van, vagyis minden i-re ugyanazt a szdmot kell levonnunk (7.55a)-
ban vagy (7.53)-ban.
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Feltessziik tehat, hogy
a;=a ¢ M(a)=a,. (7.56)
Az egyszerliség kedvéért feltessziik, hogy x;=1, vagyis nincs korrekcios

tényezd. Ennek a mérésnek a valoszintiségi fliggvényét egyszerlien felirhatjuk
az 5.3. alfejezetben kovetett gondolatmenet altalanositasaként:

(2no_2)(n+1)/2 e o2
ahol
! 2
0= lei(fi _f(xi’a)_ao)
1=
és
2
R
Wo

A maximalis valoszinliségek elve alapjan InL derivaltjait kell zérussal
egyenldvé tenni egyrészt az a paramétervektor m komponense szerint, masrészt
ap szerint. Az elobbiek a

8 0
Gi(a)= ;an Z & - f(x ]fgak) 0  (7.57a)

normalegyenletekre vezetnek (k = 1, 2, ..., m). Az utobbi pedig egy tovabbi,
(m + 1)-edik egyenletre vezet:

Go(a)zalnL o(a—ay) ZW[g ~ f(x;,a)—ag]=0.  (7.57b)

aao

fgy tehat nem m, hanem (m + 1) paramétert kell becsiilniink.

Az additiv korrekcidhoz tartozo, (m + 1)-edik paramétert természetesen ki
lehet kiiszobolni a (7.57) egyenletekbdl, és igy azokat — formalisan legalabbis —
vissza lehet vezetni m szamu egyenletbdl alloé egyenletrendszerre. (7.57b)-bol
ugyanis kifejezhetjiik az ap paramétert:

W& + z [6 f Xis )]
g = , (7.57¢)

Wo + z w;
i=1

amit (7.57a)-ba helyettesitve egy m-ismeretlenes egyenletrendszert kapunk az
eredeti a paramétervektorra. Tekintve, hogy ao becsiilt értéke fiigg ennek az
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utdbbi egyenletrendszernek a megoldéasatol, itt valojaban egy iteracios eljarast
definialtunk.

Ezzel megtalaltuk annak a modjat, hogy egy fajta korreldlt korrekciot a
legegyszeriibben figyelembe vegyiink. Az aldbbiakban megnézziik, hogyan hat
ez az eredetileg keresett paraméterek kovarianciajara. Attériink a 6.3. alfejezet-
ben hasznalt matrixos formalizmusra, mert ez altalanosithaté bonyolultabban
korrelalt korrekciok kezelésére is. A (6.9a) képlettel definidlt F matrix most
kiboviill az ap paraméternek megfeleld oszloppal, illetve az o mért adatnak
megfeleld sorral. Mivel az i =1, 2, ..., n mérési adatokra (7.52) alapjan tgy kép-
zelhetjiik, hogy az illesztéfiiggvény

M(&;) = f(x;.a) +aq,

az F matrix (m + 1)-edik oszlopa az a, paraméter szerinti derivaltakat, vagyis
csupa l-eseket tartalmaz. Az (n+ 1)-edik mérési adat ¢, amelyre az il-
lesztéfliggvény ay, tehat F-nek ez a sora csupa 0-kat tartalmaz az elsé m oszlop-
ban, viszont az (m + 1)-edik elem itt ismét 1. Legyen e egy olyan n-elemii vek-
tor, amelynek minden eleme 1. Ezzel az F matrix igy irhato:

F:[Fa e} (7.58a)
0 1

ahol F, az eredeti, az additiv korrekcio nélkiili illesztéshez tartozdé F matrix.
Hasonl6 megfontolasokkal kapjuk a W matrixot is:

W= {Wa 0 } (7.58b)

0 wWo

(6.9) szerint az R matrixot az

T T T
R F, 0 [wa 0 }{Fa e} _|Fa W, F, F, W,e (7.59)

el 10 w0 1 e'W,F, e W,e+w,
alakban kapjuk. Lathatd, hogy a bal felsé blokk éppen R,, vagyis az eredeti, az
additiv korrekcié nélkiili illesztéshez tartoz6 R matrix. (6.13) szerint az illesz-
tett (m + 1) paraméter kovarianciamatrixat a (7.59) szerinti, teljes R matrix in-
verze adja, viszont az eredetileg keresett a paramétervektor kovarianciamatrixa
az R inverz bal fels§ blokkja alapjan szamithaté. A 2.8. TETEL alapjan ezt
kozvetleniil felirhatjuk. Esetlinkben konnyebbség, hogy a tételben szerepld B

blokk most egy skalar, tehat inverze egyszerlien a (7.59) matrix jobb also ele-
mének a reciproka. Igy tehat az @ becslés kovarianciamétrixa

T T -1
F, Wyee WaFaj _ (7.60)

M(AaAaT =02(FTW F, —
( ) Lo eTWae+w0
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Ennek a képletnek az elemzését az Olvasora bizzuk. Minddssze annyit jegyzlink
meg, hogy az elhanyagolhaté hibaval mért korrekcionak a wy — oo hatareset
felel meg.

Ez a korrelalt korrekciok legegyszerilibb esete. Bonyolultabb esetekben ugya-
nezzel a mddszerrel mindig levezethetjiik az adekvat képleteket. Ezek gyakran
olyan bonyolultak, hogy nagyon nehezen programozhatok. Amikor a korrekciok
lényegesen pontatlanabbak, mint a & mérések, nincs mas lehet3ség. Szerencsére
altalaban nem ez az eset fordul eld, igy elég a korrekcidk hatasat (7.54) szerint a
stlyokban figyelembe venni, ami els6 kozelitésnek tekinthetd, ugyanis elhanya-
golja a korrekciok kozotti korrelaciot.

7.7. Normalas

Altalanos formalizmus

Az 1.3. alfejezetben emlitett normalds jo példa a 7.6. alfejezetben targyalt
korrekciok alkalmazésara. Tekintve, hogy ez semmilyen transzformacidval sem
vezethetd vissza kétparaméteres linedris regressziora, jo példa arra is, hogyan
lehet ilyen méréseket kezelni. A megfeleld illesztéfiiggvényt (1.11)-ben irtuk
fel. Az illesztés érdekében célszerli egy kicsit atalakitani. A mérés kiilonbozo
ismétléseiben eléforduld x; koordinatak értékeit egy kozos halmazban Gsszesit-
jilk. Ebben ugyanazok az x; értékek tobbszor is eléfordulhatnak. Nos, a
kiilonbozé értékeket valahogy szamozzuk meg: Xi, Xa, ..., Xy. Barmelyik & mért
értéket tekintjiik, mindig talalhaté egy olyan /; index, amelyre

Az eloszlasnak az X; koordinatdhoz tartoz6 értékét jeloljik ys-vel. Ezzel az
(1.11) illesztofiiggvényt a kovetkezd alakban irhatjuk fel:

fxsa.9)=ay; . (7.61)

A fenti jelolésekkel a legkisebb négyzetek modszere a

J
Q:zzwﬁ(fﬁ_ﬂﬁaﬂ//[i —Olj,-)z (7.62)

j=li=l

négyzetdsszeg minimumanak a keresését jelenti, ha figyelembe vessziik a (7.52)
szerinti korrekciokat is. n; a j-edik ismétlésben mért értékek szama. Feltessziik,
hogy a korrekciok fiiggetlenek, vagyis mérési hibajuk (7.54) szerint figyelembe
van véve a stulyokban. Derivaljuk O-t mindkét fajta paraméter szerint:

190 <& o
_Egj: ;Wji:ujil/lli (fﬁ —Ha;y; _aji) =0, Jj=L2,...J
_1.99

J
=> ZWJ-,-,ujiaj(dfﬁ—uﬁajl//,—aﬁ):O, I=1,2,..,N.
20y oo

Ennek az egyenletrendszernek azonnal felirhatjuk a megoldasat:
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n

Z/Wji/‘ﬁ'/wfl,- (fﬁ - “ﬁ)

a; == . , (7.63a)
iji:u?il/?i
J i=1
> Yok i(&—a)
v, = =0. (7.63b)
> 2wkl
j=1I1,=1I

A (7.63) képletek jol hasznalhatok iteracidra. Kezdetben felvehetjiik példaul a
v =1 eloszlast, amivel (7.63a) szerint becsiilhetjiik az a; normalasi tényezoket,
majd (7.63b) segitségével javithatjuk a y; eloszlast, és igy tovabb, amig az elja-
ras nem konvergdl. Az 1.3. alfejezetben adott megoldast ezzel a mddszerrel
kaptuk — természetesen p;; = 1 és ¢y, = 0 mellett.

A (7.63) iteracids képletek lassan konvergalé iteraciora vezetnek. Kiilondsen
lasst az iteracio, amikor a j =1, 2, ..., J ismétlésekhez tartozé x; pozicidok kozott
kevés atfedés van. Szerencsétlen esetben 300—400 iteracids 1épésre is sziikség
lehet. A probléma abban rejlik, hogy ez nem Newton-iteracio. Definidlhatunk a
(7.61) illesztéfiiggvényre is Newton-iteraciot, de ennek részleteibe nem me-
gylink bele.

A normalasnak az eredeti rendeltetésen kiviil tovabbi alkalmazésai is vannak.
Koziiliik kettét emlitiink meg:

a) Amikor az a; normalasi paraméterek mindegyikét rogzitjiik, az illesztésben
nem torténik mas, mint az azonos x; pozicidkhoz tartozé mért értékek atla-
golasa. (A paraméterek rogzitése kiegyenlitésnek felel meg, amit részletesen
targyalunk a 7.4. és 6.5. alfejezetekben.)

b) Amikor vannak korrekciok, €s az a; normalasi paraméterek mindegyikét rog-
zitjiik, az azonos poziciokhoz tartoz6 mérési adatok korrigalt értékét atla-
goljuk.

Mindkét alkalmazasban a (6.22) képlettel becsiilt s empirikus szorasnégyzet
megfelel annak, amit az 5.1. alfejezetben a “Csoportositott mérések’ cimii rész-
ben ajanlunk: a szabadsagi fokok szdma nagy, és ezért az atlagolt értékek szora-
sara nagyon megbizhato becsléseket kapunk. Ez kiilondsen elényds az adatok
statisztikai analizise szempontjabol (vo. példaul 8. fejezet).

*Hatarozatlan illesztéfiiggvények

A (7.61) illesztofiiggvény az Un. hatdrozatlan illesztoéfiiggvények tipusaba
tartozik. Tekintve, hogy gyakran fordulnak el6 hasonl6 illesztési problémak,
érdemes a kérdést kozelebbrol is megvizsgalnunk.

Az illesztéfiiggvény alakjabol kovetkezik, hogy ha az illesztendd paraméte-
reknek egy ai, az, ..., a; és Wi, Y, ..., Wy egylittese megoldasa az illesztési
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problémanak, akkor ezekkel — tetszbleges valos A mellett — minden tekintetben
egyenértékiiek a Aai, Aay, ..., Aay, illetve yi/A, y/A, ..., wi/A paraméterek. Ezt
értjiik az illesztéfliggvény hatdrozatlansdgan. A (7.63) képletekkel definialt ite-
racio ettdl fliggetleniil konvergal, de hatarértéke fiigg a kezddértékektdl. Ez
természetesen nem baj, hiszen az illesztéfiiggvény hatarozatlan.

Problémat okoz azonban a végeredményiil kapott paraméterek kovarian-
ciamatrixanak a becslése. Az illesztett paraméterek szama m =J + N, viszont az
illesztés minden lényeges tulajdonsagat meghatarozo, a 6.3. alfejezetben defini-
alt F matrix rangja csak (m — 1). Emiatt a (6.9) egyenlettel definidlt R matrix
szingularis, tehat a 6. fejezet egyetlen tétele sem alkalmazhat6. Két kérdést kell
tehat tisztdznunk: mi okozza F rangjanak a csokkenését? mit lehet tenni a
probléma orvoslasara?

Az F matrixnak két fajta oszlopa van, aszerint, hogy milyen fajta illesztett
paraméter szerinti derivaltakat tartalmaznak. Az a; normalasi paraméterek sze-
rinti derivaltak

F;] ::ujil/jliﬁ j:1,2, ...,J,
illetve a y; szerintiek
Fr=pja;, 1=1,2,. N

Barmely i-re érvényes a kovetkezd egyenldség:
J N
D.aiF = Fy,
j=1 I1=1

vagyis az F matrix oszlopai nem linedrisan fliggetlenek, koztiik (legalabb) egy
linedris kapcsolat van. A felirt Osszefiiggés belatasahoz elég abbol kiindulni,
hogy barmely i-re csak egyetlen el nem tiné Fj; és Fj; van, amelyekre (7.61)
szerint fennall a felirt egyenléség. Igy tehat rang(F) < m — 1, amibél kovetkezik,
hogy rang(R) <m — 1.

A [3] riportokban megtalalhatd annak a bizonyitdsa, hogy ez a fajta szin-
gularitds megsziintethetd, ha az illesztett paraméterek koziil az egyiket lerog-
zitjiik.* Legegyszeriibb, ha ez az a; normalasi paraméter. Ertékét tigy szoktuk
megvalasztani, hogy a y; eloszlas normélasa megfeleljen a céljainknak, példaul
Osszehasonlithat6 legyen egy szamitott eloszlassal. A [3] riportokbol kideriil,
hogy elsdsorban az egyik paraméter rogzitése okozza a konvergencia lassulasat.

Befejezésiil megjegyezziik, hogy az ilyen fajta illesztésbol kapott eloszlas
komponensei kozott altalaban kicsi a korrelacios egyiitthato. Ez azért jelentds,
mert az igy kapott y; értékek jo kozelitéssel tigy hasznalhatok tovabbi illeszté-
sek bemend adataiként, hogy statisztikailag fiiggetlennek tekintjiik dket.

’ A bizonyitasban feltételként van kikotve, hogy aj = 1, 2, ..., J ismétlésekhez tartozo x; értékek
halmazai nem csoportosithatok olyan részhalmazokba, amelyekben az X; poziciok kiilonbozd
értékei fordulnak eld.
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7.8. Szemelvények a laboratériumi gyakorlatokbol

A [9] jegyzetsorozat a legtobb laboratériumi mérés kiértékelését linearis reg-
ressziora vezeti vissza. Ennek a torekvésnek az a logikdja, hogy olyan kiértéke-
Iést javasol a hallgatoknak, ami egy labormérés sziikre szabott idékeretében
végrehajthato. Ez pedig a fizikai megfontolasokbol levezethetd illesztofliggvény
linearizaldsa. Van persze olyan mérés is, amelyben az illesztéfiiggvény eleve
linedris. Ilyen példaul a rugalmassagi egyiitthato mérése (1.1. alfejezet). Néhany
példa linearizalasra:

e Allohullamok vizsgalataban a rezg6 hurt megfeszité T eré és a hosszegységre
jutd u tdmeg a

L (7.64a)

képlet szerinti kapcsolatban van a hullamnak a htrban valod ¢ terjedési sebességé-
vel. Ekkor mind a ¢(7), mind c(u) fliggvénykapcsolat négyzetre emeléssel
tehetd linearissa.
e Torzids asztalhoz rogzitett tarcsa rezgésének periddusidejét a
0

T=2m |— 7.64b
5 ( )

képlet adja meg. Mivel a @ tehetetlenségi nyomaték a tarcsa kozéppontjanak az
asztal tengelyétdl valo r tavolsagatol egy 6 =6, + Cr? alaka fliggvény sze-
rint figg, a T 2 = f (rz) Osszefliggés linedris.

e A dozisintenzitasnak a sugarforras és a detektor kozotti » tavolsagtol vald
fliggése D = konst/ (r - r0)2 alaku fiiggvény. Igy az l/ \/B mennyiség r-nek
linearis fliggvénye.

A linearizalas elméletét a 6.6. alfejezetben targyaljuk. Bar ezt csillaggal lat-
tuk el, az elsdéves hallgatok is megérthetik a 1ényegét, ami abban 6sszegezhetd,
hogy a linearizalt illesztésben a p; sulyokat a (6.35) képlettel kell az eredeti il-
lesztéshez tartozd w; sulyokbol kiszamitani. Ez azt jelenti, hogy a linearizalt il-
lesztés akkor is sulyozott illesztéssé¢ valhat, amikor az eredeti illesztés stlyo-
zatlan lett volna (w; = 1). Ha a fliggetlen valtozo (a fenti példakban: y, r stb.)
mért értékeinek a szorasa nem hanyagolhato el, akkor a stulyokban ezt is figye-

lembe kell venni [v6. (6.39) képletek]. Annak érdekében, hogy a linearizalt il-
lesztést az eredetitél megkiilonboztessiik, megtartjuk a sulyok p; jelolését, va-

gyis a

0= p,(h(&)-b —byx;)’ (7.65)
i=1
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négyzetdsszeg minimumat keressiik a b, €s b, paraméterek fiiggvényében. A
h(y) az a transzformacios fiiggvény, amely az eredeti illesztofiiggvényt linearis-
ra transzformalja:

H £ (x;.8)] = by +byx;. (7.66)

Az is eldfordul, hogy az eredeti x; fliggetlen valtozot is transzformalni kell, de
ennek részleteibe nem megyiink bele.

Fiiggvény alakjaban megfogalmazott fizikai torvény kisérleti igazolasa

Egy linearisra transzformalt fizikai torvény kisérleti igazolasa minden eset-
ben a kapott eredmények grafikus dbrdzolasaval kezdédik. Ha a kapott grafiko-
non lathaté pontok szemre egy egyenes koriil szoérnak, érdemes a méréssel ko-
molyabban is foglalkozni, vagyis a torvény igazoldsat matematikai statisztikai
kritériumok forméjaban is megfogalmazni.

A (7.65) illesztésben szerepld sulyok minden esetben a transzformalt mért
értékek szorasnégyzetével vannak kapcsolatban:

2

D*[h(&;)] = o (7.67)

Két esetet kell megkiilonboztetniink: (1) o ismert és (2) ¢ nem ismert, vagyis
becsiilni kell [vo. (6.22)]:

& = 5? = Lmin_ (7.68)
n—2
Az elébbi esetben a fizikai torvény igazoldsa egyszerli, ugyanis a 6.2.
TETELbOI tudjuk, hogy
2.2
Omin =0 Xn-2- (7.69)

Ennek alapjan a fizikai torvény igazoldsa egy y’-proba segitségével lehetséges.
Vialasztunk egy € konfidencia-valdszintiséget, ¢és a 2. fiiggelék tablazatabol ki-
keressiik a

Plris <7}-1-e

egyenletet kielégitd ykvantilist, majd a fizikai térvényt akkor tekintjiik igazolt-
nak, amikor
2
Qmin <o0Y.

A masik esetben ilyen statisztikai probat nem végezhetiink, mert O, értékét
(7.68)-ban felhasznaljuk o becslésére. A fizikai torvény igazolasa érdekében
tehat egy jabb probat kell keresniink. Ez pedig nem lehet mas, mint a 8.4. al-
fejezetben targyalt illeszkedési probak egyike. A dolog lényege a kovetkezd.
Kiszamitjuk az

n; =h(&)—b, —byx, (7.70)
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kiilonbségeket, ahol a ~ jellel a paraméterek illesztett (becsiilt) értékét jeldljiik.
Ha méréseink igazoljak a fizikai torvényt, akkor a (7.70) szerinti kiilonbségek
zérus varhat6 értékli Gauss-eloszlast kovetnek. Nos az emlitett illeszkedési pro-
bak ennek a vizsgélatara szolgalnak. A felmeriild matematikai problémak miatt
ennek részleteibe a jelen alfejezetben nem mehetiink bele.

Egyenléség alakjaban adott fizikai torvény kisérleti igazolasa

Vegyiik példaképpen a Kirchoff-tdrvények csomoponti torvényét, amely sze-
rint egy csomopontba befolyd €s onnan kifolyd dramok Osszege egymassal
egyenld. Két mért mennyiség egyenldségének a vizsgalatat az 5.2. alfejezet
megfeleld szakaszaban elemezziik. Az ott megfogalmazott mddszerek altalano-
san alkalmazhatok. Célszerii azonban figyelembe venni a kdvetkezd megjegy-
zest.

A mért értékek szordsa mérésrol mérésre valtozhat, de gyakran az a jellemzo,
hogy a relativ hiba tobbé-kevésbé allando. Ha ez igy van, akkor vigyazni kell
arra, nehogy nagy abszolut értékli mért értékek egyenlOségét kelljen vizsgal-
nunk. Ilyenkor ugyanis ezek kis abszolut értékii kiillonbségének az abszolit mé-
rési hibaja kellemetlentil nagy lehet, vagyis az alkalmazott matematikai statisz-
tikai proba csak egészen szélsdséges esetekben vezethet negativ kovetkeztetés-
re. A kisérleti fizikdban emiatt dolgoztak ki a differencialis méréseket, amelyek
a kiilonbséget kozvetleniil szolgaltatjak, a statisztikai dontés altal megkdvetelt
kell6en kis mérési hibaval.
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