8. KISZORO PONTOK

8.1. A probléma felvetése

Az 1. fejezetben roviden, a 7.1. alfejezetben pedig részletesebben is be-
sz¢ltiink a kiszoro pontokrol. A jelen fejezetben megtargyaljuk azonositasuk
madszereit, tovabbi az akkor kovetendd eljarast, amikor mérési adataink ko-
z0tt kiszord pontokat talaltunk. Mindenekel6tt megadjuk definicidjukat:

8.1. DEFINICIO. Egy & mért értéket kiszord pontnak neveziink, ha varhato érté-
ke — valamilyen ismeretlen okbdl — nem egyezik meg az
illesztofiiggvénnyel:

M(&;) # f(x;a). (8.1)

Itt fontos kitétel az ismeretlen okra vald utalds, ugyanis a (8.1) relacio ismert
okbol val6 fennallasat kiilon, a 9. fejezetben vizsgaljuk. Az ismert ok tobbnyi-
re abban keresendd, hogy az illesztofiiggvényt szeretnénk egyszerlsiteni, €s
ennek érdekében vallaljuk, hogy (8.1) az x; valtoz6 bizonyos tartomanyaiban
fennalljon. Ezzel szemben a kiszor6 pontok rendszertelen és izolalt pontokban
jelennek meg.

Komoly érdekiink fizédik a kiszoré pontok megtalalasdhoz és kihagyasa-
hoz. Ha ugyanis bennmaradnak a kiértékelt adatok kozott, a keresett paraméte-
rekre torzitott becslést kapunk, akdrmilyen moédszerrel hajtjuk is végre az il-
lesztést. Van azonban egy ezzel ellentétes érdek is, hiszen nem szabad olyan
mérési adatot kihagynunk, amely nem kiszor6 pont. Ha ugyanis ilyeneket nagy
szamban elhagyunk, az empirikus szorasokra talsagosan kis értékek jonnek ki,
vagyis a mérésiink pontosabbnak fog latszani, mint amilyen a valosagban.
Meg kell talalnunk a két szempont kozott az optimalis egyensulyt.

Egy kiszor6 pont megjelenésének tobb oka lehet: a miiszerek hibas beallita-
sa, rossz kalibracid, a mért adatok hibas regisztracidja, az illesztd programba
taplalt bemend adatok hibas volta stb. A tapasztalat azt mutatja, hogy az alabb
ismertetett modszerrel azonositott kiszord pontok eredetét nagyon gyakran
utolag meg tudjuk talalni, és az adatokat ennek megfelelden ki tudjuk javitani.
Az igazi probléma akkor meriil fel, amikor ez nem sikertl. Ilyenkor keriil a
kisérlet kiértékeldje nehéz dontés elé: mit tegyen az ismeretlen eredetli kiszord
ponttal vagy pontokkal?

Nyilvén a kiszor6 pontok azonositasa csak valamilyen statisztikai probaval
lehetséges (vO. F3.3. alfejezet), tehat a fent emlitett dontéseket csak valami-
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lyen konfidenciaszinten lehet meghozni. Latni fogjuk, hogy két fiiggetlen pro-
bara van sziikség: az elsdvel azonositjuk a kiszord pontokat, a masikkal pedig
eldontjiik, hogy ezek valoban kiszord pontok-e vagy sem.

A (8.1) relacio fennallasat tigy tudjuk ellendrizni, hogy 6sszehasonlitjuk a
mért & értéket az

y; = f(x;,2) (8.2)

illesztett értékkel. Tulajdonképpen ezt tessziik a 4.2. dbrdkon, amelyeken a
mért pontokra rarajzoltuk a linearis regresszidval kapott egyenest. Nyilvan

azok a pontok lehetnek (esetleg) kiszord pontok, amelyekre a (f, — }I-) kii-
1onbségek tulsagosan nagyok. A matematikai statisztikdban a “nagy” vagy

“kicsi” jelzoknek csak akkor van értelmiik, ha ezeket a kiilonbségeket a szora-
sukhoz viszonyitjuk. Ezt fogjuk tenni a kdvetkez6 alfejezetben.

8.2. Altalanositott Student-préba

A proéba definicidja
Bevezetiink néhany jelolést. A & mért érték szorasnégyzete
2 2 2[yw-1 8.3
D*(¢)=0z=0 [W ]l_l_. (8.32)
Az illesztett érték szorasnégyzete (6.19b) szerint
1l

A W, F és R matrixokat a (6.9) és (6.10) képletekben definialtuk. Az illesztett
¢s a mért érték kozott erds korrelacid van, ezért kiilonbségiik szorasnégyzete
szorasnégyzeteik kiilonbségével egyenld [vo. (6.23b)], ha a széban forgd mért
értéket az illesztésben felhasznaltuk. Ellenkezé esetben a & mért érték és il-

lesztett értéke statisztikailag fiiggetlen, tehat kiilonbségiik szorasnégyzete szo-
rasnégyzeteik 0sszegével egyenld. Ezt a két esetet a

D’(¢-7,)= 0} to) (8:30)

képletben foglaljuk 6ssze. Rovidesen érthetévé valik, miért hagyhatunk ki egy

& mért értéket az illesztésbdl. Mindenesetre bevezetjiik a kovetkez6 elnevezé-

seket:

o kiilsé pont: olyan & mért érték, amely nincs figyelembe véve az illesztés-
ben;

o belsd pont: olyan & mért érték, amely figyelembe van véve az illesztésben.

Ezekkel az elnevezésekkel a (8.3c) képletben a + eldjel kiilsé pontnak, a —

eléjel pedig bels6 pontnak felel meg. Ezek utan definialjuk a
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_ S~V
$i = [2 ., =
ogto0;
Gauss-eloszlast valosziniiségi valtozot, amelyre nyilvan fennéllnak az
; 2
M({;)=0 ¢ D(¢;)=1

osszefliggések, ha az i index nem kiszéro pontnak felel meg. Ha o*-et a (6.22)
képlettel becsiiljiik, akkor

(8.4)

$i— Vi
len [W—l +FR—1FT

I = (8.5)

ii

(n —m) szabadsagi foku Student-eloszlast kovet a kiilsé pontokra, ami nem all
a belsd pontokra, hiszen ezekre a nevezd nem fiiggetlen a szamlalotol.
Az (n — m) szabadsagi foku Student-eloszlasra a kovetkezd kvantilist defi-

nidljuk:
Plle| <y} =1-¢. (8.6)

Ha valamelyik kiilsé pontra |tl-| >y, akkor ¢ kiszord pontnak minésiil € kon-

fidenciaszinten. Ezzel kitlizott célunkat elértilk — legalabbis a kiilsd pontok
esetében. De mi legyen a belsé pontokkal? Ezek esetében ugyanis a (8.5) sze-
rint definialt ¢, nem Student-tort.

A bels6 pontokra gy irhatunk fel statisztikai probat, hogy kiilsé pontta ala-
kitjuk, vagyis

e kihagyjuk az i-edik bels6 pontot az illesztésbdl; igy ez kiils6 pontta valik;
e (8.5) szerint képezziik ra vonatkozdéan a Student-tortet (+ eldjellel!), ame-
lyet ¢/ -vel jeloliink;

- kiszoro pont € konfidenciaszinten.

Ez azt jelenti, hogy a kisz6rd pontok keresése érdekében annyiszor kellene az
illesztést megismételni, ahany belsé pont van, tehat n-szer. A valdsagban nem
ilyen rossz a helyzet: elegendd az illesztést egyszer megcsinalni minden pont
figyelembevételével. Ugyanis a belsé pontként szamitott #; mennyiségekbdl
kiszamithat6 a fent definialt Student-tort:

8.1. TETEL. Ha mind a teljes, mind az i-edik pont kihagyasaval torténd illesztés
végrehajthato, tovabba az illesztés linearizalhato, végiil az i-edik
ponttol eltekintve mas kiszord pont nincs, a ¢/ Student-tort kisza-

mithato a
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= 8.7)
t} -1 '
L A
n—m-—1
képlettel.

A tétel bizonyitasat késobbre halasztjuk, mert attanulmanyozasat csak azoknak
javasoljuk, akik a 6. fejezetet elolvastéak.

A megadott feltételek koziil kiemeljiik az utolsot: (8.7) akkor igaz az i-edik
pontra, ha az i-edik ponton kiviil nincs mas kiszoro pont. Ez azt is jelenti, hogy
nem igaz a tobbi pontra, ha az i-edik pont kiszoro pont. (8.7) alapjan nyerhe-
tiink ¢, -re 1s kvantilist:

’_ Y
7'——___;j?- (8.8)
1+7
n—m

Eszerint a bels6é pont akkor kiszord pont € konfidenciaszinten, ha |tl-| >y’ ami
tl>y.

A fentiekben definidlt statisztikai tesztet dltaldnositott Student-probanak
nevezziik. Kiils6 pontokra a szokdsos Student-probaval azonos, viszont a belsd
pontokban attél némileg eltér. (n —m) — oo esetén az altalanositott proba at-

megy a megszokott Student-probaba. A sziikséges kvantilisek a 2. fiiggelék-
ben talalhatok.

ugyanazt jelenti, hogy

A transzformalt Student-tortek tulajdonsagai
Ha a (8.7) képletet megforditjuk, a

t t
T T, 8.9
l 1?1 (8.9)
1+
n—m

képletet kapjuk, amelyben #; Student-tort. Ebbdl leolvashatjuk a #; transzfor-
malt Student-tort tulajdonsagait. Mindenekel6tt 1atszik, hogy korlatos. Amikor
t; — oo, t; hatarértéke *t+/n—m . Mivel szigorian monoton novekvd fiigg-
vény, ebbdl kovetkezik, hogy

|t,-|<\/n—m. (8.10)

t; stirliségfiiggvényét a (3.40a) strliségfiiggvénybdl tudjuk levezetni. Jelol-
jiik az n szabadsagi fokt Student-tort eloszlasfiiggvényét S,(x)-szel:
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Ebbdl kapjuk a ¢; transzformalt valtozo eloszlasfiiggvényét:

S () =Pl <x} =Pl c —Z 1=
x2 -1
1_7
n—m-1
X
:Sn—m—l > ’
l_xi—l
n—m-—1

hiszen a ¢; Student-tort szabadsagi fokainak a szama (n —m — 1). Ezt x szerint
derivélva — elemi szamitasok utan — kapjuk ¢; stiriségfiiggvényét:

n—m n—-m-3
(3"
* 1 2 x2 j 2

Sp-m(X) = (n—m)m F(n_zm_l) (1_ n—m

(8.11)

Erdekes, hogy ennek az eloszlasnak a szérasnégyzete a szabadsagi fokok sza-
matol fiiggetleniil 1:
M(#;

1

)=0 ¢ D(y)=1, n—-m>1.

A bizonyitést az Olvaséra bizzuk.U

Az 0Osszetartoz6 Student- és modositott Student-eloszldsokat a 8.1. abran
Osszehasonlitjuk (n — m) néhany értékére. Lathato, hogy n — m =20 f616tt mar
nagyon kozel van a két eloszlds egymashoz. Természetesen az altalanositott
Student-préba szempontjabol nem a stirliségfliiggvények alakja, hanem a yés ¥
kvantilisek a mérvadok, amelyek a 2. fliggelék tablazataiban talalhatok (n — m)
¢s az € konfidencia-valosziniliség kiilonb6zd értékeire.

3 08

I 0,6\
2 \.\ 3

I 2 0,4 S,

~
1 02 S
~N- ‘-_____
. N S N I o -
0 5 4 6 8 10 0 1 2 3 4 5 6

! Utmutatas: E18szor lassuk be, hogy a (8.11) fiiggvény integralja 1. Utina hasznaljuk ki, hogy
a szérasnégyzetet megado integral kifejezhetd az (n — m)-edik és az (n — m + 2)-edik fiiggvény
integraljaval.
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8.1. abra. A Student- eloszlas (folytonos gorbe) és a modositott Student-eloszlas (szaggatott
gorbe) siiriiségfliggvénye (n — m) kiilonb6z6 értékeire

*A 8.1. TETEL levezetése
Jelolések

A (8.7) képlet levezetéséhez eldszor néhany jelolésre lesz sziikségiink. Az F

matrix i-edik sora az f;' sorvektor, amivel az illesztett érték az

alakban irhat6. Itt kihasznaltuk a tételnek azt a feltételét, hogy az illesztési
probléma linearizalhatd, és — ami ezzel egylitt jar — a 6.3. alfejezetben targyalt
torzitas elhanyagolhat6. Ezzel

Onin = X ;&5 - 7,) =zwj(A§j—Aanj) . (8.12b)
j=1 j=1
A (8.3c) képletet a
2
-y O
D*(& -7 )=— (8.12¢)
Wi
alakba irjuk at, ahol (8.5) szerint
1 1 -
-=——f/R7'f,. (8.12d)
Wi Wi
A (6.9b) és a (6.12b) képletek az
n
T
R=>wiff;, (8.12¢)
j=1
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illetve

n
Aa=R7'> wAE L, (8.12f)
j=1

alakra hozhatok.

Hagyjuk most ki a & mért értéket az illesztésb6l! A (8.12) képletekkel defi-
nialt mennyiségeket ugy tudjuk kiszdmitani, hogy a j-re vonatkozd
Osszegzésekbdl kihagyjuk a j =i indexti tagot. Az igy kapott mennyiségeket a
teljes illesztéshez tartozoktol az ““i”” indexszel kiilonboztetjiik meg:

T T
J#
[v6. (8.12¢)],
Aa; =R;7' > w,AE f;, =R (RAa — w,AS T, (8.13b)
J#i

[vO. (8.121)], végiil (8.12b) alapjan

Qi = ZW] (Agj - Aale] )2 = 0-21}21—111—1 . (813C)

J#i

Ennek a képletnek a masodik része a 6.2. TETELbOl kovetkezik, hiszen egy
pontot kihagytunk, vagyis a szabadsagi fokok szdma 1-gyel csokkent. Fontos
hangstlyozni, hogy ez csak akkor érvényes, ha az i-edik ponton kiviil mas ki-
szoro pont nincs. Ha az i-edik pont kiszord pont, ez nem befolyasolja (8.13¢)
érvényességét. Ezt a késébbiekben még ki fogjuk hasznalni. A 6.3. TETELbO]

kovetkezik, hogy ezekkel a feltételekkel O; és a (£; — ¥;) kiilonbség statiszti-
kailag fiiggetlenek.

Amikor az i-edik pontot kihagyjuk az illesztésbl, a (&; — ;) kiilonbség
igy irhato:

§i =¥ =Ag; _Aaini' (8.13d)
Ezt figyelembe véve (8.5) alapjan kapjuk a

(ag; - aa]T, )\/Wi (8.14a)

’ 0,
n—-m-—1
tortet, ahol
1 1 _
—=—+f'R;'f,. (8.14b)
w: Wi

1

Azért all itt pozitiv eldjel, mert az i-edik most kiilsé pont. A jel6lések befeje-
zéseként a (8.5) egyenletet atirjuk a most bevezetett jelolésekkel:
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(-l _ (A& —aaTr w7 . (8.15)

l‘l. = =
Qmin Qmin

n—m n—m

Segédtételek
A (8.7) képlet levezetése harom segédtételen alapul.

8.1. LEMMA. A stlyok kozott fennall a kovetkezd Osszefiiggés:
ww = w? (8.16)
(8.12d) ¢és (8.14b) alapjan
2

Wi (1 ~w i R7'f; )(1 + Wz'fiTRi_lfi) -

* ek

Wi Wi
=1-w 'R, +w R, —w TR w TR, =

=1+ w,.f,.T(R;l - R—l)f,. ~w iR (R-R,)R/'f, =

= Lew T (R =R, —wif (R -R7E =1,

amivel (8.16)-ot igazoltuk. A méasodik és harmadik sor kozott kihasznaltuk a
(8.13a) képletet.

8.2. LEMMA. A négyzetdsszegek kozott fennall a kovetkezd Osszefiiggés:

2
Ql-=Qmin{1— i ] (8.17)

n—m

Ennek belatasdhoz eldszor kiszamitjuk a

AQ = Oin —wi (& -7,) = ZW/’(AQ’ - Aanj)z

j#i
kiilonbséget:
80 =Y w/|(Ag, - 8a]t,)+(Aa] —AaT)fj]2 -
j#i
_ ij(Aafj —Aa,.Tfj)2 +2(Aa,.T —AaT)ZWj(Agj —Aa,.Tfj)fj +
J#i J#i
3w (4] —AaT)fj]2 .
i
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(8.13c) szerint az elsé tag Q;-vel egyenld. A masodik tag eltiinik, ugyanis a
(8.13b) képletet balrol R;-vel beszorozva (8.13a) alapjan kapjuk:

T T

J#L J#l J#i
vagyis
Te ) =
> w;(Ag; - Aaft))f; =0.

J#
Azt kaptuk tehat, hogy
Omin — W, (& —J7i)2 =0+ ZWJ[(AaiT - AaT)fjr =
J#i
=0, +(Aa] - Aa" )R, (Aa; - Aa). (8.18)
(8.13a) és (8.13b) alapjan
R;(Aa; — Aa)=RAa— w,ALf, —R;Aa = (R-R;)Aa — w;,ASf; =

= wi £ da = wAE L, = —w (AL — £ Aalf, = —w, (& -5,
Ha ezt a (8.18) egyenletbe helyettesitjiik, a
Oin = wi(& = 7,)° = 0, +(da] - 22" |R,R; 'R, (A2, - Aa) =
=0 +wi (& -7 ) £ R,

Osszefiiggés adodik. (8.14b), (8.15) és (8.16) szerint ebbdl kdvetkezik, hogy

W2

O; = Omin — Wi(fi —)71')2(1+ WifiTRi_lfi) = Omin —%(fi —)71')2 =

Wi

; 5.)? 2 Omi
:Qmin_wi(gi_yi) = Omin — 1 nr_nl;;fla

amint a lemma allitja.

8.3. LEMMA. Fennall a kovetkezd 6sszefliggés:

(A8, - aalt " =1, Enin. (8.19)

(8.13a) és (8.13Db) alapjan a képlet bal oldalan szerepld kiilonbség a
AE, —AaTE, = AE, — AaTRR, + w, AE TR, =

= A& - Aa] (R, +w A £ RS, +wAg R,
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= (A& - aa ]t )1+ w RS ) = (& - 7)1+ w R'E, ).

Ha figyelembe vessziik a (8.14b), (8.15) és (8.16) Osszefiiggéseket, akkor
ebbdl adodik a lemma allitasa:

(Agi_Aaszi)‘\jW:* :(fi—)N/i) W:*%:(gi_yi) W; =1, Onmin ‘

1

Végeredmény
Ha a most bizonyitott két utols6 lemmaban kapott képleteket (8.14a)-ba
helyettesitjiik, egyszertien adodik a (8.7) képlet:
t:

‘. /Qmin
1
t, = n—m = L .
Qmin 1— tiz \/1_ ti2_1
n—m-1 n—m n—m-—1
A fenti levezetés tiszta algebrai eszkozokkel dolgozik, tehat a (8.7) képlet
meglehetsen altalanos feltételekkel érvényes. A 8.1. TETELben az illesztés

végrehajthatosdgara vonatkozo feltétel konkrétan azt jelenti, hogy az R és R;
matrixok minden i-re invertalhatok.

Az altalanositott Student-proba hasznalata

A kiszord pontok megtalalasara tobb proba is elképzelhetd — attol fiiggden,
hogyan allnak rendelkezésiinkre a mérési adatok. Az alabbiakban hadrom rokon
probat tekintiink at: Gauss-proba, Student-proba ¢és altalanositott Student-
proba. Megfontoldsainkat a sulyozatlan atlagolas esetére korlatozzuk, ami a
fenti jelolésekkel azt jelenti, hogy w; =1 és f(x;,a) = a;.

Gauss-proba

Akkor alkalmazzuk a Gauss-probdt, amikor ismerjiik az egyes mérések o
szorasat. Ilyenkor nincs sziikség arra, hogy az (5.7)-ben definialt s empirikus
szoras segitségével becsiiljlik.

A Gauss-proba alapesete az M(&;) = a hipotézis ellenbrzése (i=1, 2, ...,
n). Ez torténhet akar a

akar a
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statisztika alapjan. Mindkettd Gauss-eloszlast kovet, zérus varhato értékkel és
1 szorassal. A 2. fliggelék tablazataibol a valasztott & konfidencia-valo-
szinliséghez megtalalhatjuk a ykvantilist. A hipotézist elvetjiik, ha

K>y, illetve |&;|>y

fennall valamelyik i-re (i =1, 2, ..., n).
A Gauss-proba hasznalhato kiszord pontok keresésére is. Képezziik a

hanyadosokat, ahol a nevezd a szamlalo szorasa:
2 < 2 1y 1
D*(&-4)=D?&(1-—)-—3¢; |=
o

2
=0'2(1—l) yoril_gonl

b
n n? n

tehat a

n—1

c'=0
n
valasztas megfelel. Az igy kapott ¢; hanyados szintén Gauss-eloszlast kovet,
zérus varhato értékkel €és 1 szorassal. Ha valamelyik i-re |§ ,-| >y, akkor a
megfelel6 mérési adatot kiszord pontnak mindsitjiik.

Student-préba
A Student-probat szerzéjeEI eredetileg a kovetkezd célbol alkotta meg.

Egyetlen & adatot mériink, és az M(&)=a hipotézist kivanjuk ellenérizni. &

szorasara (o) vonatkozoan van egy fiiggetlen mérésekbdl, n szabadsagi fokkal
becsiilt empirikus szorasnégyzetiink:

2
Zogin

Ekkor a

2 A Student alnév, eredeti neve Gosset.
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hanyados Student-eloszlast kdvet n szabadsagi fokkal. A hipotézist akkor vet-
juk el, amikor |t| >y, ahol ya valasztott € konfidencia-valdsziniiséghez tarto-

76 kvantilis.

A Student-proba ebben a megfogalmazasaban nem igazan hasznalhato ki-
szord pontok keresésére, legfeljebb a kovetkezd hipotézis vizsgalatardl lehet
sz0. Feltessziik, hogy n mérést végeztiink, és az a hipotézisiink, hogy egy flig-
getlen, (n + 1)-edik mérés varhato értéke ugyanaz, mint a korabbiaké. Ekkor
nyilvan a

-6

| Ormin
n—1

statisztikat kell hasznalnunk. Ez akkor lenne Student-tort, ha a nevezOben a
szamlalo szorasdnak a becslése allna. A jelenlegi nevezd az elsé n mérés k6zos
o2 szorasnégyzetének a becslése. A Student-proba esetében mindig feltessziik,
hogy a fiiggetlen (n + 1)-edik mérés szorasnégyzete is ugyanez. A szamlalo
szorasnégyzete ezzel a feltevéssel

[ =

D*(6-8)= D@+ D?(F = 0% + = 02 1L

n n

vagyis a nevezOt korrigalni kell ahhoz, hogy Student-tortet kapjunk:

§-¢

o n+1
=t = n__ &
n+l Qmin \/Zﬁ—l
0'2 (n — 1) n—1
Ha |t’| > ¥, akkor a mondott hipotézist elvetjiik.

Altalanositott Student-préba

Nézziik el8szor az M(&;) = a hipotézist (i =1, 2, ..., n) abban az esetben,

amikor o*-et ebbSl az n mérésbél becsiiljiik, és koziiliik az egyikre akarunk
probat felirni. Ekkor nem jarhatunk el a fentiek szerint, mert a

§i—a

[Onmin
n—1

tortben a szamlalé nem fliggetlen a nevezdtdl. Fliggetlen viszont az atlag, tehat
az
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E-a
Qmin

n—1

77:

hanyados kapcsolatba hozhat6 a Student-eloszlassal:

E-a

t:l: o = ; R

n ~ Omin X i—l
n(n — 1)0‘2 n—1

amire szintén lehet kvantilist taldlni a 2. fiiggelék tablazataiban.
Az éltalanositott Student-proba alapesete a kiszord pontok keresése. Ha az
egyes mérések szorasat n mérésbol becsiiljiik, és koziiliik az egyik mérésre aka-

runk probat felirni, akkor csak a fentiekben ismertetett altalanositott Student-
proba marad. Eszerint tehat kiszamitjuk a

& -¢
Omin

t. =

1

.

torteket, amelyekbdl a (8.7) transzformdacioval kaphatunk (n —2) szabadsagi
foku Student-tortet. Ha ennek a kvantilise % akkor a |tl-| >y’ fennallasakor
mindsitjiik az i-edik mérést kiszoronak, ahol y~t a (8.8) képlettel szamitjuk ki
#bol. Vegyiik észre, hogy #; szamitdsahoz QOpmis-ot — kivételesen — nem (n — 1)-
gyel, hanem n-nel kell osztani, amint ezt a fenti képletben is tettiik.

8.3. A kisz6ro6 pontok megtalalasa

A (8.7) képletet eloszor 1935-ben vezették le a sulyozas nélkiili atlagolas
specialis esetében [4]. A fenti jelolésekkel ez a w; =1 és fix;,a) = a; esetnek
felel meg. A kiszoro pontokkal foglalkozo irodalomban néha idézik is. Teljes
altalanossagban val6 levezetése [3]-ban taldlhaté meg eldszor (1977). A méré-
sek kiértékelésében azonban sokaig nem jatszott nagy szerepet. E10szor ennek
okait besz¢éljiik meg.

1935-ben irt dolgozatdban Thompson javasolta a (8.7) képlet hasznalatat,
hiszen segitségével a stlyozas nélkiil atlagolt mért mennyiségek koziil egy
Student-proba segitségével ki lehet valogatni a hibasakat, vagyis a kiszoro
pontokat. Egy évvel késobb Pearson és ChandraSekar irtak egy cikket [4],
amelyben ramutatnak a modszer gyengéire. Elismerik, hogy a javasolt mod-
szer korrektiil veszi figyelembe az elsofaju hibat (vo. 4.3. alfejezet), de telje-
sen védtelen a mdsodfaju hibaval szemben. Két oka van annak, hogy a mate-
matikusok nem sokra becsiilték a (8.7) képletet. Egyrészt nem volt kellden al-
talanos, hiszen eredeti form4jaban a sulyozas nélkiili atlagolasra vonatkozott,
viszont a kiszord pontok féleg a fliggvényillesztésben izgalmasak. Masrészt
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Pearson és ChandraSekar ellenvetései nagyon komolyak, és nem konnyt rajuk
valaszolni. Mivel a 8.1. TETEL szerint a képlet nagyon 4altalanos feltételek
mellett igaz, j6l alkalmazhato a kiszor6 pontok megkeresésére, ha a masodfaju
hibaval kapcsolatos ellenvetésekre megtalaljuk a valaszt. Ezért az alabbiakban
ezzel foglalkozunk eldszor.

A masodfaju hiba

Amikor a mésodfaju hiba hatasait elemezziik, az eredeti H, hipotézissel
szemben meg kell fogalmaznunk egy ellenhipotézist. A Hy hipotézis igy hang-
zik:

Hy: a & mért értékek kozott (i = 1, 2, ..., n) nincs kiszoro6 pont.

Amikor az i-edik pontot vizsgaljuk, a |t/
t/-t a (8.7) képlettel kapjuk. Az i-edik pontot akkor mindsitjiik kiszoronak,
amikor ez az egyenldtlenség igaz. Az els6faju hiba valoszinlisége a (8.6) kép-
letben szerepld & konfidencia-valdszinliség: ennyi annak a valdszinlisége,
hogy az i-edik pontot kiszoronak mindsitjiik, pedig nem az. Ezt jelenti az a
kijelentés, hogy a mddszer korrektiil kezeli az elséfaju hibat.

A masodfaju hiba azt jelenti, hogy a |¢/| > ¥ egyenl6tlenség hamis, pedig az
i-edik pont kiszoro, vagyis fennall ra a (8.1) relacio. A mérések kiértékelése
szempontjabol ennek stlyos kovetkezményei lehetnek, hiszen ez okozhatja,
hogy a becsiilt paraméterek torzitottak lesznek. Annak a valosziniliségét, hogy
ez nem kovetkezik be, az alkalmazott statisztikai proba erejének nevezzik. A

proba erejét meg szokds vizsgalni a (fl - y,-) szisztematikus hiba fliggvény¢é-

>y kritériumot alkalmazzuk, ahol

ben, és azt tekintjiik a legjobb probanak, amelyre a proba ereje a legnagyobb.
Ha egy proba a szisztematikus hiba minden értékére a legjobb, akkor azt
egyenletesen legjobb probanak nevezziik. Az adott probléma elemzésében
nem megylink ilyen mélyre, rﬁert célunk elsdsorban a gyakorlati kérdésekre
adand¢ valaszok megkeresése.

A masodfaja hibat a kovetkezo ellenhipotézissel szemben vizsgaljuk:

Hi: a & mért értékek kozott (i = 1, 2, ..., n) 1-nél tobb kiszord pont van.

Azért vélasztjuk éppen ezt, mert ha ez igaz, akkor az alapul vett (8.7) képlet
sem €rvényes, tehat az alkalmazott proba az els6faju hibat sem fogja korrektiil
kezelni.

A probléma megvilagitdsara a 8./. tdblazatban mutatunk két példat. Két
mérést végeztek, mindkettd jol illeszthetd volt egy-egy koszinusz-fliigg-
vénnyel. Az egyikben a mérési pontok szdma »n = 20, a masikban n értéke jo-
val 100 folott volt. Mindkét esetben a & mért értékek koziil négyet-négyet tu-
datosan elrontottunk: a masodik szamjegyet £1-gyel megvaltoztattuk. Felesle-
ges az elrontott gorbéket felrajzolni, a probléma megértéséhez elegendd az

* A helyzet az, hogy ez a vizsgalat nem tortént meg, pedig hasznos lenne. Mindenestre ez a
hidanyossag nem érinti az alabbi megfontolasokat.
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illesztésben kapott eredményeket megnézni. A 8.1. tabldzat a négy-négy leg-
nagyobb abszolut értékii Student-tortet mutatja. Kevés mérési pont esetében a

t/|>y proba a négy koziil csak egyetlen kiszord pontot talalt meg, viszont

sok mérési pont esetében megtalalta mind a négyet. Az elébbi esetben tehat
fellépett a masodfaju hiba, a masodikban azonban nem.

8.1. tablazat. Négy kiszor6 pont keresése

n  kicsi n  nagy
t} Student-proba t] Student-proba
2,966 megtalalta 4,373 megtalalta
2,258 nem talalta meg —4,474 megtalalta
—1,874 nem talalta meg —-5,497 megtalalta
—1,749 nem talalta meg 6,538 megtalalta

Mi a probléma eredete? Nyilvan szoros kapcsolatban van nem csak a kiszo-
r6 pontok szdmaval, hanem a mérési pontokéval is. Pearson és ChandraSekar a
kovetkezé matematikai jelenségre hivjak fel a figyelmet. Stlyozatlan atlagolas
esetében konnyl belatni, hogy a ¢; tortek kozott fennallnak a

—\2
S ; (gl B 6) Qmin
;tiz ) ; Qmin B Qmin - (820a)
n n

és

Zn:ti =Zn:§’?=0 (8.20b)
i=l1 i=1 |*min
n

Osszefliggések. Belatasukhoz figyelembe kell venni a (8.5) képletet, amelyben

y; = &, tovabba egyszeril kiszamitani, hogy

[W‘1 + FR‘lFT] _n=l

ii n

amibdl m = 1-re val6 tekintettel kovetkezik (8.20). Megjegyezziik, hogy a ¢
tortek kozott (m + 1) analog Osszefliggés all fenn az altalanos esetben [3].

Varhatoan a kiszér6 pontokhoz tartoznak a legnagyobb abszolut értékii ¢
értekek. A Student-proba akkor fogja ezeket kimutatni, ha nagyobbak, mint a
(8.8) képletben szerepld 7’ kvantilis. Erdemes ezért megvizsgalni, hogy a
(8.20) feltételeknek eleget tevo ¢ értékek abszolut értékének a maximuma
egyaltalan mekkora lehet — fliggetleniil attol, hogy honnan szdrmaznak. A
részletes vizsgalat (lasd [3] és [4]) a kdvetkezd eredményt adja:

e Ha a kiszord pontok szama £, akkor a ¢; tortek abszolut értéke akkor a leg-
nagyobb, ha abszolut értékeik egymassal egyenldk, viszont a tobbi tort ér-
téke 1/ Jn nagysagrendii vagy 0 (attol fliggden, hogy k paratlan, illetve pa-
1os).
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e A maximalis abszolut érték kiszamithatd, nagysaga +/n/k , ha k péros, és

ha k paratlan.

Meg lehet mutatni [3], hogy ezek a kdvetkeztetések nem csak a sulyozatlan
atlagolas esetében érvényesek, hanem jo kozelitéssel igazak tetszdleges sulyok
¢s illesztéfliggvény esetében is.

Mi mindebbdl a tanulsag? Valaszt kapunk a 8./. tablazattal kapcsolatban
felvetett kérdésre:

e Ha n elég nagy (100-as nagysagrendil), akkor ez a fels6 korlat még 4 ki-
szor6 pont esetében is elég nagy. Példaul n = 100 és k =4 esetében a felsd
korlat 5, ami altalaban nagyobb, mint a kvantilis, amely 99% konfidencia-
szinten y= 2,5 (v0. 2. fiiggelék). Ekkor tehat jo esély van arra, hogy mind
a 4 kiszoro pontot észrevessziik.

e Ha n nem elég nagy (mondjuk n = 20), akkor a felsé hatar k= 4-re 2,24,
tehat 4 kiszord pontot semmiképpen sem sikeriil egyszerre kimutatni, hi-
szen a felsd korlat kisebb, mint a y=2,5 kvantilis. k=3 esetében a felsd
hatar 2,56, ami nagyon kozel van a kvantilishez, tehat 3 kiszéro pont egy-
szerre vald kimutatasara szintén kicsi az esély, bar nem kizart.

A fenti megfontoldsok szerint kis szamu mérési adat esetében elemi ma-
tematikai esély is alig van arra, hogy egynél tobb kiszord pontot megtalaljunk.
Kis n esetén ugyanis a #; tortek elvi maximuma nem vagy alig haladja meg a
kvantilist. Tekintsiink most el ezektdl az esetektdl, és tegylik fel, hogy n elég
nagy ahhoz, hogy legalabb az elemi matematikai esély meglegyen egynél tobb
kiszord pont megtalalasdhoz. Ha példaul k& = 2 kiszord pontot keresiink, és egy

y=2,5 kvantilissel dolgozunk, akkor n értékének a n/2 225

egyenlOtlenséget magasan teljesitenie kell, vagyis n-nek jelentdsen nagyobb-
nak kell lennie, mint 2><2,52= 12,5. Ha ez teljesiil, akkor az aldbbiakban
elegendoen nagy mintardl fogunk beszélni.

A kiszor6 pontok megtaldlasanak legkomolyabb gatja a (8.20a) megszori-
tas, amely mindig fennall, amikor a o tényezét az (5.7) szerinti empirikus
szérasnégyzettel becsiiljiik. Ha ezt nem tessziik, mert ¢*-et valamilyen meg-
fontolasbol ismertnek tételezziik fel, akkor hasonlé probléma nem meriil fel,

akkor nincs sziikség a (8.7) képletre sem, s6t az nem is érvényes. A most talalt

probléma végsé gyokere tehat a &% = s? becslés, amitdl meg tudunk szaba-

dulni, ha o>-et ismertnek vessziik. Természetesen ezzel egyéb problémak nem
old6édnak meg, amelyekrdl a késdbbiekben még béven lesz sz0.

A kiszord pontok keresésével kapcsolatban néha lehet taldlkozni meggon-
dolatlan kijelentésekkel. Egy — szerencsére mar visszavont — mérési itmutato-
ban talaltuk a kovetkez6 receptet: “Ha a &, &, ..., & mért adatok koziil vala-
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melyiknek az atlagtol valo eltérése nagyobb, mint 3¢, akkor az kiszord pont,
és el kell vetni.” o-val az (5.7) szerint becsiilt s empirikus szorast jeloli szerzo,
tovabba a szovegkornyezetbdl vilagos, hogy a mérések n szdma ritkdn na-
gyobb 10-nél. Attol a hibatdl is tekintsiink el, hogy (8.5) alapjan s helyett az
L —\2
(&-¢)
S’2 _ i=l1

n

képletet kell hasznalni [vo. (8.20)] a probaban szerepld ¢; statisztika szamitasa-

ra, ugyanis ez az s’ a (fl —z) kiilonbség szbérasa. Az igazi baj mashol van.

Legyen, mondjuk, n = 10. Ekkor a fentiek szerint |t,-| <+/n—1=3, tehat a ma-
ximum éppen a szerz0 altal valasztott y= 3 kvantilissel egyezik meg. Ez azt
jelenti, hogy a javasolt proba sohasem fog talalni kiszord pontot. A ¢; statiszti-
ka maximumanak elemzésére vonatkozd levezetésekbdl [3] ugyanis az kovet-
kezik, hogy a maximum csak a kdvetkezd esetben 1ép fel:
1
max(s;) =43 & ¢ =¥ J#i

Konnyti ellendrizni, hogy ezek kielégitik a (8.20) egyenldségeket. Ez kovetke-
zik be példaul a kovetkezd “mért” adatsor esetében:

§1 =109, & =83=.=8,=99.

JOl elvégzett mérések nem szoktak ilyen eredményre vezetni. Ha mégis ilyes-
mi jon ki, nem azt kell vizsgalni, hogy & kiszor6 adat-e, hanem azt, hogy mi
lehet a baj a tobbi kilenc adattal. Egyébként, ha az egyiket egy kicsit megval-
toztatjuk, a maximalis # a kvantilisnél kisebbé valik. Legyen példaul & = 98.
Ekkor — mint egyszeriien kiszamithatjuk — a kovetkez6 adodik:

tl = 2,986, tz = —0,623, t3 = t4 =...= th = —0,295 .

Egyiknek az abszolut értéke sem haladja meg a = 3 kvantilist.

Mi legyen a kiszoro pontokkal?

A 8.2a. dbra egy elegendden nagy mintara vonatkozdan mutatja a ¢; torte-
ket. Az illesztés egy, a 7.7. alfejezetben targyalt normalds volt, sok mul-
tiplikativ és additiv korrekcidval (vo. 7.6. alfejezet): henger alakl reaktorban a
kiilonboz6 r; sugarakhoz tartozo teljesitménystirtiséget mérték. Az illesztésben
minden mért adatot figyelembe vettiink. Az abrarol lathato, hogy a mérés tar-
talmaz tobb kiszord pontot is. Kiilondsen szembeszokdk az »; = 6,72 cm-hez
tartozo értékek, amelyek mind a (-, +7) intervallumon kiviil vannak, ahol a
kvantilis €= 0,01-hez tartozo értéke ' =2,57. Az abra masik jellegzetessége,
hogy a t6bbi pont tilnyom¢ része a (-1, +1) intervallumba esik. Nem csak az
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elébbiek, hanem ez a tobbség sem lehet Student-tértE! hiszen azok 35%-nak a
(=1, +1) intervallumon kiviilre kell esnie.

5 10 15 20 25 30
ri (cm)

8.2a. abra. A t; tortek az r; pozicio fliggvényében,
minden mért adat figyelembevételével

Nincs olyan gyakorlott kisérleti fizikus, aki ne itéln¢ az »; = 6,72 cm-hez
tartozo pontokat kiszoronak. Tekintsiik magunkat ilyennek, és hagyjuk ki eze-
ket a pontokat az illesztésbol! Az eredmény a 8.2b. dbran latszik. Most az
ri =24,33 cm-hez tartoz6 pontok esnek messze kivill a (—y, +7’) intervallu-
mon, amelyek az eldbbi abran még alig latszottak kiszoronak. Feltlind ugya-
nakkor, hogy a tobbi pont eloszlasa kezd megfelelni a Student-eloszlasnak:
kezdik kitolteni a (—2, +2) intervallumot.

X %5888 (X

5 10 15 20 25 30
ri (cm)
8.2b. abra. A t; tortek az r; pozicid fiiggvényében,
az r; = 6,72 cm-hez tartozo6 pontok kihagyasaval

Nagyon ugy tlinik, hogy az r; = 24,33 cm-hez tartozé pontok szintén kiszo-
r6 pontok, tehat hagyjuk ki ezeket is, és ismételjiik meg az illesztést! Az ered-
mény a 8.2c. abran lathat6. A kép teljesen megvaltozott: jollehet most is esnek
pontok a (—=¥, +7) intervallumon kiviilre, de a tobbi pontok eloszldsa mar na-
gyon olyannak tlinik, mint amit az ember a Student-eloszlas alapjan var. A ki-
értékelésben most érkeztiink el az igazi dilemmahoz. Az eddigiekben elég ma-
gabiztosak voltunk, és gond nélkiil hagytuk el a kiszoronak latszé pontokat. A

* A pontok szama akkora, hogy elhanyagolhato a Student-closzlas és a modositott Student-
eloszlas kozott kiillonbség, vo. 8.1. dbra. Ezért a tovabbiakban nyugodtan beszélhetiink
egyszerlien csak Student-eloszlasrol.

232



8.2c. abrahoz hasonlo abrak lattdn még a legtapasztaltabb kisérleti fizikusok is
elbizonytalanodnak.

4
3 x¥% X—Fx¢ %
X ’ X 3% | X *
: x50k 35, X BN B i X «’aw*' %
= 0 IS SSRGS e}.»%%%;«;». %‘%@%‘& X
o XTI B S RIS SRR &
-1 A A"' XK ;\3‘:%0, NSRS IR XX
X % S SR IRTRRIRT B MR Gy 4K
24— Y R v ,%%_Q
-3 X R X % %
4 X
5 10 15 20 25 30

ri (cm)
8.2c. dabra. A t; tortek az r; pozicio fliggvényében,
az r; = 6,72 cm és 24,33 cm-hez tartoz6 pontok kihagyasaval

Nézziik meg ezért kozelebbrdl, mi a teendd, ha egy mérési adat kiszoro
pontnak mindsiil. Az esetek nagy részében megtalaljuk a hiba okat: eliras, hi-
bas kalibracio, téves adatatvitel stb. Ekkor a hiba kijavitasa utan rendbe szo-
kott jonni az illesztés. Ha a hiba okat nem talaljuk, nem okos dolog kizarolag a
Student-probara hagyatkozva akar egyetlen pontot is elhagyni. Amit a fenti
mérés elemzésében egy halyogkovéacs magabiztossagaval tettiink, nem volt
helyes. Ezt az allitast akkor is fenntartjuk, ha a kovetkezd alfejezetben meg
fogjuk mutatni, hogy helyes volt elhagyni, amit elhagytunk. A probléma ott
van, hogy a Student-proba ehhez nem elegendd alap.

A probléma illusztralasara a kovetkezd numerikus kisérletet végeztiik:

1. Generaltunk n darab Gauss-eloszlasu véletlen szamot zérus varhato értékkel
¢s 1 szorassal.

2. Kiszamoltuk az atlagot és az empirikus szorasnégyzetet (s2).

3. Elhagytuk azokat, amelyeket a Student-proba kiszoronak mutatott.

4. Ezutan a 2. 1épéstdl folytattuk addig, amig legalabb egy kiszoro pont akadt.

5. A 8.3. dbra mutatja az utolso 1épésben kapott s*-et az & konfidencia-va-
l6szintiség és n fiiggvényében.

Az abrérdl latszik, hogy mar 99%-os konfidenciaszinten (€= 0,01) is jelentds
a csokkenés. Tekintve, hogy a kiindulési adatokat véletlenszam-generator al-
litotta eld, koztiik kiszord pont nem lehet. A proba mégis ilyennek mindsitett
egyes adatokat, aminek az lett az eredménye, hogy az s> empirikus szorés-
négyzet jelentdsen lecsokkent. Emiatt ok nélkiil nem szabad kiszoro pontot
elhagyni. Fontos megjegyezni, hogy ez a kovetkeztetés arra az esetre vonatko-
zik, amikor o’-et becsiiljiik. Ha adottnak vessziik, akkor a kiszoré pontok el-
hagyésa miatt nem csokken a becsiilt paraméterek szorasa.
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8.3. dbra. s* figgése 161 és n-t6l

Akér becsiiljiik o*-et, akar nem, nem tudjuk eldonteni, mir6l van szé: a
Student-proba elséfaji hibajarol vagy valdsagos, de ismeretlen eredetii szisz-
tematikus hibarol. Az sem biztos tovabba, hogy nincs tobb kiszord pont, mint
amennyit a Student-préba annak mindsit, vagyis nem lépett fel a masodfaju
hiba.

Ugyanerre a konkluzidra jutnak a [6] alatt idézett szerzOk is. A tovabbiak
szempontjabol azonban a leginkabb figyelemre méltd6 Pearson €s Chandra-
Sekar figyelmeztetése [4]: az a kérdés, hogy az altalanositott Student-proba
altal kiszorénak mindsitett pont valdban kiszoro-e, nem dontheto el az altala-
nositott Student-proba keretein beliil. Ennek eldontéséhez valamilyen fligget-
len eszkozre van sziikség. Természetesen ugyanezt mondanak, barmilyen mas
probat alkalmaznank a kiszord pontok keresésére.

Itt a probléma gyodkere. Kell keresniink valamilyen fiiggetlen eszkozt. Ez
ellendrzése ¢€s ehhez hasonlok. Ha ezek nem segitenek, kell egy végs6 eszkoz.
Hogy ez mi lehet, arra a 8.2. dbrdk elemzésekor mar utaltunk. Azokon az ab-
rakon tiint biztosnak, hogy kiszor6 pontokkal allunk szemben, amelyeken a
pontok tobbsége nem felelt meg annak, amit a Student-eloszlas alapjan vér-
tunk: a kiszor6 pontok mindig egyiitt jarnak azzal, hogy a tobbi ponthoz tarto-
70 t; tortek talsdgosan kicsik. Tulajdonképpen ez a masodfaju hiba végsd oka.
A keresett jarulékos eszkdznek ezt a dolgot kell kimutatnia. Ilyen eszkozok
vannak, ezek az illeszkedési probak, amelyek annak az ellendrzésére szolgal-
nak, hogy egy adott statisztikai sokasag tekintheté-e egy adott eloszlasbol vett
mintanak.

A mondottak alapjan tehat a kovetkezo eljarast fogjuk kdvetni:

1. Minden mérési adatra vonatkozoan elvégezziik az altalanositott Student-
probat, amely vagy jeldl ki kiszord pontokat vagy sem.

2. A kapott ¢ tortek Osszességére vonatkozodan illeszkedési probat végziink
annak eldontésére, hogy ezek tekinthetok-e az altalanositott Student-el-
oszlasbol vett mintanak.
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3. Ha nem tekinthet6k annak, akkor az 1. Iépésben kiszoronak mutatkozé
pontokat kiszoronak tekintjiik, és elvetjiik.
4. Ezt kdvetden az elhagyott pontok nélkiil megismételjiik az illesztést.

Ahhoz, hogy ezt alkalmazni tudjuk, meg kell ismerkedniink az illeszkedési
probéakkal. Ez lesz a 8.4. alfejezet téméja.

8.4. llleszkedési probak

Illeszkedési probakral altalaban
Legyen a n valoszinliségi valtozd elméleti eloszlasfiiggvenye F(x). n-szer
megmértiik és a {7,,i=1,2,...,n} halmazt kaptuk eredményiil. Azt akarjuk

ellendrizni, tekinthetd-e ez a halmaz az F(x) eloszlasbdl vett mintdnak. Ehhez
definidlnunk kell az empirikus eloszlasfiiggvényt. Rendezziik a mért adatokat
nagysag szerint novekvo sorba:

% % *
N <15 <.<1

Az empirikus eloszlasfliiggvényt a kovetkezoképpen definidljuk:

®,(x) _k (8.21)

ha
772<x, de 777{+12x-
Azt a hipotézist kivanjuk tesztelni, hogy
M[®, (x)] = F(x). (8.22)

Az altalanossag kedvéért az 7; jelolést hasznaljuk, de az éltalanos képleteket
végsoO soron 7; helyett a ¢; tortekre, F(x) helyett pedig a modositott Student-
eloszlés eloszlasfiiggvényére fogjuk alkalmazni.

A hipotézisvizsgalathoz sziikségiink van az empirikus és az elméleti elosz-
lasfiiggvények valamilyen funkcionaljara, amelynek ismerjiik az eloszlasfligg-
vényét. Anderson és Darling a kovetkezd funkcionalt vizsgalta [7]:

W =n T[qs,, (x)- F()] w[F(x)]dF (), (8.23)

ahol y(¢) valamilyen sulyfiiggvény. Legyen )4y a kvantilis. A (8.22) hipotézist
elvetjiik az adott konfidenciaszinten, ha

W2 sy (8.24)

Két sulyfiiggvényre ismertek kvantilisek (aszimptotikusan 7 — oo -re):
(1)Ha y(¢)=1:
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1 & o 2i—17
W? =nw*=—+> | Fln:) - . 8.25
;== J () 2n} (8.25)

Kvantilis 95% konfidenciaszinten: yy = 0,4614.
1
2)Ha ylt)= :

O 1 2i-1 F(;) (8.26)
W, = n+2; lnl—F(nj) o lnl—F(nj) .

Kvantilis 95% konfidenciaszinten: yy = 2,4987.

A (8.22) hipotézis ellendrzésére tobb mas probat is definidltak, de ezeket
illetéen az irodalomra utalunk [7]. A kiszér6 pontok keresésének a céljaira to-
kéletesen megfelelnek a (8.25) és (8.26) funkciondlok. Erdemes megjegyezni,
hogy a (8.26) funkcional kiilondsen érdekes a mi szempontunkbdl: a suly-
fiiggvény kiemeli a F— 0 és F — 1 szélséértékeket, amelyek éppen a kiszoro
pontoknak felelnek meg. Egyébként F(1 —F) éppen a (8.23)-ban szerepld
(D, — F) kiilonbség szorasnégyzete.

A (8.26) funkcional kiszamitasa okozhat numerikus nehézségeket, amikor »
nagy. Ilyenkor ugyanis el6fordulhatnak nagy abszolut értékii pozitiv és negativ
t; tortek, amelyekre F(¢;) kozel lehet 0-hoz, illetve 1-hez. Ilyenekre a (8.26)-
ban levd logaritmusok argumentuma a szingularitas kozelébe esik, igy az 6sz-
szeg megfeleld tagjanak a kiszamitdsa pontatlan. Kiilon gond, hogy a kisza-
mitandé mennyiség két nagy szam, n és az Osszeg kis kiilonbsége, ami tovabb
rontja a szamitasi pontossagot. Mindezek a nehézségek gondos programozas-
sal elkertilhetok.

8.2. tablazat. Az illeszkedési probak kvantilisei

£ p()=1 | y()=1/d-1)
0,001 1,1679 7,1782
0,01 0,7435 3,9245
0,02 0,6198 3,2900
0,03 0,5489 2,9336
0,04 0,4993 2,6867
0,05 0,4614 2,4987
0,10 0,3473 1,9354
0,15 0,2841 1,6226
0,20 0,2412 1,4001
0,30 0,1843 1,1204

Az illeszkedési probahoz sziikséges kvantilisek a 8.2. tdbldzatban talalha-
tok Anderson és Darling szdmitdsai szerint [7]. Mivel az § szamitasaik a-
szimptotikusan, n — co mellett érvényesek, a tdblazatnak nem bemend adata »
értéke.
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Grafikus modszer
Az eldzdekben definialt funkciondlokon alapuld proba hasznos kiegészitdje
a grafikus 4brazolas. Ez a kovetkezd észrevételen alapul: az F()

valoszinliségi valtozo egyenletes eloszlasu, ugyanis
P{F(n)<x}= P{n < F‘l(x)} = F[F‘l(x)] =x.

Ez a gondolatmenet folytonos eloszlasokra érvényes, de az allitas igaz diszkrét

eloszlasokra is. Hatarozzuk meg F (nj) varhat6 értékét! Ehhez sziikség van

F (77?) stiriségfiiggvényére. Mi kell ahhoz, hogy
x < F( 772) <x+dx

teljesiiljon? (k— 1) darab valtozénak x-nél kisebbnek, (n — k) darabnak pedig
x-nél nagyobbnak kell lennie. (dx végtelen kicsi.) A k-adik értéket n-

n ,
féleképpen valaszthatjuk ki, az elébbi (k — 1)-et pedig (k J -téleképpen. Igy

tehat:
Sr(x)dx = P{x < F(nZ) <x+ dx} = n(Z:ka—l(l —x)"_kdx,
Ezzel
1 !
M{r( ) = [ =7 ety e

amint ez elemi iton ellendrizhetd. Tehat ha F(r;)-t abrizoljuk k/(n-+1)

fliggvényében, egy 45° alatt hajlo egyenest kell kapnunk, ha igaz a hipotézis.
Ilyen grafikonokat mutatnak a 8.4a. és 8.4b. dbrak. Az elébbi a 8.2a. abran, az
utobbi pedig a 8.2¢. dbran lathato helyzetnek felel meg. Vilagosan latszik,
hogy az elébbi tartalmaz, de az utobbi mar nem tartalmaz kiszord pontokat.

1

’ f.r-’ "---
i: ’ - = L e
$ L
: 0,2 —
" - ._......_.,.._-

, - -

0 v

0,4 |

il(n+1)
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8.4a. abra. A 8.2a. abran helyzetnek megfeleld illeszkedési grafikon

1

0,8

Sn-m(ti*)

........

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
il(n+1)
8.4b. dbra. A 8.2c. abran helyzetnek megfeleld illeszkedési grafikon

Alkalmazas a ¢; tortekre

A fentieket a ¢; tortekre alkalmazzuk, vagyis az elméleti eloszlasfiiggvény
most

F(x) = 8y ().
amelynek megfeleld stirtiségfiiggvényt (8.11)-ben felirtuk. Ez nagyon hasznos
informaciot ad, de a mddszer sajnos csak kozelitd, mert a ¢; tortek nem flig-
getlenek, marpedig a %y kvantilisek szdmitasaban ezt feltételezték. Annak,
hogy nem fliggetlenek, a (6.5) normalegyenletek az okai. Ezek ugyanis m da-
rab egyenletet alkotnak a (f, —)7,-) kiilonbségekre vonatkozoan. Nos, (8.5)

szerint veliik aranyosak a ¢ tortek, ami azt jelenti, hogy a normalegyenletek
atirhatok a ¢ tortekre vonatkozo egyenletrendszerré. Az igy kapott m
egyenletbdl m darab ¢; tort kifejezhetd a maradék (n — m) torttel. Emiatt koze-
lités a fenti illeszkedési probat kozvetleniil a ¢ tortekre alkalmazni. A tapasz-
talat azt mutatja, hogy nagy n-re mégis jol alkalmazhat6.

Amikor azonban n nem nagyon nagy (mondjuk kisebb, mint 100), akkor
célszerli ezt a linearis fliggdséget megsziintetni, vagyis az n darab ¢; tortet
(vagy valamilyen veliik ardnyos mennyiségeket) (n—m) darab fliggetlen
valoszinliségi valtozora transzformalni. Ennek a modjat targyaljuk a
kovetkezd szakaszban.

*Transzformalas Gauss-eloszlasra

A 1; tortek helyett egyszer(ibb a (£; —3,) kiilonbségeket transzformalni an-

nak érdekg¢ben, hogy megvizsgaljuk, tekinthetok-e egy Gauss-eloszlasbol vett
mintanak.~Mint mondtuk, ezek nem fliggetlenek, hiszen (6.5) szerint kielégi-
tenek m egyenletet:

> A 6.7. alfejezetben targyaljuk a kiilonbdzo, esetleg nem Gauss-eloszlasi mérési adatok ke-
zelését. Ott megmutatjuk, hogy ezek gyakorlatilag Gauss-eloszlasunak tekinthetdk. Ezért elég
csak a Gauss-eloszlasra vonatkozo hipotézist vizsgalni.
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Gk (5) = ; i aak [é: f )]
i Wi lk g yl =0, (827)
k=1,2, ..., m, amit
FTW(E _ i) -0 (8.28)

szerint irhatunk &t vektori alakba. Ez azt jelenti, hogy koziilikk m kiilonbség
kifejezhetd a tobbi (n — m)-mel. Keresiink egy olyan (n — m)xn-es C matrixot,
hogy a

{=cw'"?(g-7) (8.29)
vektor (n — m) azonos szorasu, fiiggetlen komponensbdl alljon, vagyis
M(E8") = 6*E e (8.30)

legyen, tehat legyen aranyos az (n—m)xX(n—m)-es egységmatrixszal. A
transzformacio alapjan

M(EET) _cw!? M[(E 3 y)(g 3 y)T}Wl/ch _
— O_2CW1/2(W—1 _FR—IFT)WI/ZCT _
= &2 C(E _W2FRFTW 2 )CT .
Keressiik a transzformal6 matrixot a kovetkez6 alakban:

=[E,_ppm —X (8.31)

n—m,m] >

ahol X egy egyel6re hatarozatlan (n —m)xm-es matrix. Ugy fogjuk megva-
lasztani, hogy (8.30) teljesiiljon. A derivaltak matrixat is bontsuk ennek meg-
felel6 blokkokra:

F/_
W”zF{ " ’""’} (8.32)

A fels6 blokk (n — m)xm-es, az als6 blokk pedig mxm-es. Némi matrixalgeb-
raval az alabbi egyenletet kapjuk a keresett X matrixra:

E=*(E+XX" -FR'FT+FRTFX")+

+?(XFRTFT - XFRTFTXT).
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Kozvetlen beszorzassal be lehet latni, hogy ez a matrixegyenlet a kdvetkezo
alakra hozhato:

(XF”_F/)R—I(F//TXT _F/T) — XXT (833)

Bontsuk az R matrixot két matrix szorzatira: R = H'H (v0. 2.6. TETEL). Ezt
beirva a (8.33) egyenlet kielégiil, ha

(XF”-F)H™' =X,
amibdl

X=FH(FH" +Em)_1 —F'(H+F")"".

Azokat az i indexeket, amelyeket kitranszformalunk, (vagyis az F” -nek
megfeleld i-ket) Ggy célszerli megvalasztani, hogy a {; és az (E: - y)
valoszinliségi valtozok kozotti korrelacio a legerdsebb legyen a megmarado i
indexekre. Itt nem részletezett megfontoldsok szerint azokat az i-ket célszera
az F” matrix szamara kivalasztani, amelyekre a D?(7;) / D?(¢;) hanyados a
legnagyobb.

A (8.31) otlet Sarkadi egyik tesztjébdl [7] indul ki. Sarkadi a & fliggetlen

valoszinliségi valtozok normalitasanak vizsgalatara javasolja a kovetkezo elja-
rast. E16szor a kozos varhat6 értéket kiiszoboli ki a

e it , _nE+ng,
§i=6~E&, 1,2,.,n—1, & = oy

transzformacioval. Az igy kapott zérus varhaté értékii és o szorasnégyzetii
valoszinliségi valtozok tovabbra is fiiggetlenek. Ezek a valtozok megtelelnek a
(8.29) szerint kapott ¢; valtozoknak. 0

Egy ujabb transzformacioval kikiisz6boljik a o? tényez6t.” Be lehet latni
(lasd [7], 1991), hogy az

_ &
2.4
j=i

hanyadosok (i=1,2,..., n—m—1) egymastol statisztikailag fliggetlenek, és

strtiségfiiggvényiik a Béta-eloszlas:

up_l (1 - I/l)q_l

B(p.q)

n; (8.34)

fiu) = (8.35)

ahol

% Ez az 6tlet szintén Sarkadi idézett dolgozataban talalhato.
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L
pP=3 9=
tovabba
I'(p)(q
I(p+q)

Az illeszkedési probat az F(7;) mennyiségekre csinaljuk, ahol F;(u) az
elébbi stiriségfiiggvény integralja. Ebben az illeszkedési probdban az elméleti
eloszlasfiiggvény az egyenletes eloszlas F(x) = x eloszlasfiiggvénye.

Alkalmazas a korabban targyalt mérésre

Ha a fenti illeszkedési probéakat alkalmazzuk a 8.2. dbrdkon lathatd esetek-
re, a 8.3. tablazatban lathatd eredményeket kapjuk. A tablazatban “D”-vel je-
16]jiik a transzformalatlan (“direkt”) adatokra, “G”-vel pedig a transzformalt
(“Gauss-eloszlasu™) adatokra vonatkozd probak eredményeit. Lathato a tabla-
zatbol, hogy a 8.2c. abranak megfeleld eset 1ényegesen jobb funkcionalokat

eredményezett, mint a két korabbi, de a “G” esetnek megfeleld an funkcional
egy kicsivel még mindig nagyobb, mint a kvantilis. Ha tovabbi pontokat ha-
gyunk el, ez a helyzet egyaltalan nem javul, tehat mindenképpen indokolt en-
nél az illesztésnél megallni.
8.3. tablazat. A (8.25) és (8.26) funkcionalok értékei a 8.2. dbrakon mutatott esetekre
A kvantilisek 0,4614 és 2,4987 no? -re, illetve an -re.

Abra Onmin / (” - m) nm? an

8.2a. 11,87 D:9,92 G:25,5 D: 47,7 G: 126
8.2b. 4,94 D: 0,46 G: 1,06 D: 3,24 G: 6,66
8.2¢. 4,07 D: 0,10 G: 0,40 D: 0,89 G: 3,20
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