*9. ASZIMPTOTIKUS TARTOMANY KERESESE

*9.1. A probléma felvetése

Gyakran valasztunk olyan illesztofliggvényt, amelyrdl tudjuk, hogy az x;
valtozonak van olyan tartoménya, ahol

M(&;) # f(x;a). (9.1)

crer

8. fejezet elején is hangsulyoztuk, hogy az x; valtozo emlitett tartomanyaba es6
mért értékeket nem tekintjiik kiszoré pontnak, hiszen a (9.1) relaci6 fennalla-
sédnak az oka az illesztéfiiggvény tudatos egyszeriisitése. A definiciot egy pél-
daval vildgitjuk meg. A 9.1. dbran lathaté pontok egy mérés eredményei,
amelyrdl tudjuk, hogy x; elegendden kis értékeire

M(&;) = ayJo(azx;), (9.2)

ahol Jy a nulladrendti Bessel-fliggvény, amelyet folytonos gorbével be is raj-
zoltunk az abrara. Lathat6, hogy koriilbeliil 15 cm-nél nagyobb x; értékekre ez
a fiiggvény nem irja le a méréseket, hiszen a mért pontok 16 cm utdn emel-
kedni kezdenek, viszont a Bessel-fliggvény szigoruan monoton csékkend. Azt
persze nem tudjuk, hol van az a hatar, amelynél kisebb x; értékekre (9.2) fen-
nall, a probléma éppen ennek a megkeresése. Tekintve, hogy (9.2) az
elegendden kis x; értékekre csak aszimptotikusan teljestil, a keresett tarto-
manyt aszimptotikus tartomanynak nevezzik.
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9.1. abra. Példa a (9.1) relaciora
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Az aszimptotikus tartomany keresésére 4ltalanosan elterjedt modszer a
pontelhagyas modszere, amely abban 4ll, hogy az illesztést tobbszor megis-
mételjiik ugy, hogy fokozatosan elhagyjuk azokat a pontokat, ahol sejtésiink
szerint fennall a (9.1) relaci6. Mindaddig, amig az illesztésben van olyan pont,
amelyre (9.1) érvényes, az illesztett paraméterekre torzitott becslést kapunk, és
a torzitds mértéke fligg attdl, hany ilyen pont van. Miutan azonban az ilyen
pontokat mind elhagytuk, a becsiilt paraméterek torzitatlanok lesznek, tehat
varhato értékiik azonos lesz, legfeljebb szorasuk fog ndvekedni, hiszen a pon-
tok elhagyésa informécidvesztést jelent, ami a szords novekedésében jut kife-
jezésre. A pontelhagyasos modszer szerint az aszimptotikus tartomany keresé-
se igy annak a hatarnak a keresését jelenti, amelytdl kezdve a becsiilt paramé-
terek varhato értéke azonos.
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9.2. abra. A aszimptotikus tartomany keresése a pontelhagyas modszerével

A modszert a 9.2. abran vilagitjuk meg. A grafikonon a (9.2) fliggvény a,
paraméterét abrazoltuk xmax fliggvényében. Mindegyik illesztésben figyelembe
vettiik a 9.1. dbra mindazon pontjait, amelyekre x; < xpmax. Az elso illesztésben
Xmax = 22 cm, majd fokozatosan csokkentettiik 1 cm-rel. Mindegyik 1épésben
tobb pontot hagyunk el, mint az elézében. Mint fentebb mondtuk, a szérdsok
ekdzben monoton nének. Az a, paraméter becsiilt értékei pedig kezdetben
nének, majd lassan stabilizalodnak. Az xp.x =22 cm, 21 cm, 20 cm és 19 cm-
nél végzett illesztések megitélése nem jelent problémat: ezek majdnem bizto-
san tartalmaznak még az aszimptotikus tartomanyon kiviili pontokat. Az
Xmax = 17 cm-nél végzett illesztéstol kezdve azonban mar nem lehetiink ilyen
biztosak a dolgunkban. Az dbra szerint az Xy, = 12 cm, 13 cm és 14 cm-nél
végzett illesztések eredményei kozott nyilvanvaléan nincs szignifikans kii-
16nbség. A tobbire vonatkozdan ugyanez mar nem evidens, de az ellenkezdje
sem az. Példaul az xn,x = 12 cm-hez tartozé illesztett paraméter szérdsa mar
olyan nagy, hogy lathatoan nem tér el szignifikdnsan az xp,x = 16 cm-hez tar-
tozo illesztett paramétertdl. Ezeket a megallapitdsokat csak sejtés alapjan te-
hetjiik, hiszen nyilvanvalo, hogy az egymas utan kapott paraméterbecslések
kozott erds korrelacid van, tehat két érték kozotti kiilonbség szignifikans voltat
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nem olyan egyszerii eldonteni (lasd a “Mért mennyiségek egyenldsége” cimi
részt az 5.2. alfejezetben).

A 9.2. abran mutatott helyzet az egyszertibbek kozé tartozik, mert a kapott
paraméterek az elsé 1€pésekben hatarozottan emelkednek, majd egy bizonyos
1épéstdl kezdve szemmel is lathatoan stabilizaldédnak. Nem szokott ez mindig
igy kijonni, vannak nehezebben attekinthetd esetek is. Mindenképpen belat-
hatjuk, hogy valamilyen statisztikai probara van sziikségiink ahhoz, hogy az
aszimptotikus tartomanyt megnyugtatd modon megtalaljuk, illetve kimutas-
suk, hogy nincs ilyen tartomany. A jelen fejezet célja egy, a gyakorlatban jol
bevalt proba ismertetése. A 9.2. dbrara berajzolt szaggatott vonal azt az érté-
ket jelzi, amelyet ezzel a probaval kaptunk. Megjegyezziik, hogy — a kiszord
pontok keresésé¢hez hasonldan — két proba egymast kovetd alkalmazéséra lesz
sziikség, de ennek most mas oka van, mint a kiszord pontok esetében.

*9.2. Definiciok és jeloléesek

Tudjuk, hogy az f(x,a) fiiggvény csak egy x € X, tartoméanyban (az un.
aszimptotikus tartomdnyban) irja le jo kozelitéssel a mért &-k varhatd értékét.
A pontelhagyéasos médszer értelmében valasztunk K tartoményt

XiDX,D..0X;D0...0 Xg, (9.3a)

és reméljiik, hogy van koztiikk olyan, amelyre X D X;. (9.3a)-bol kovetke-
zik, hogy ez minden tovabbi tartomanyra is igaz. Jeloljiik az X, -re vonatko-
zo6an becsiilt paramétervektort a;-lel. Tovabbi jelolések:

0= Zwi(é:i_f(xiaal))z’ (9.4)

iell

ahol /; az X,-tartomanynak megfeleld i indexek halmaza:

IIoDlLo..oD..D1f. (9.3b)
o*-nek az l-edik 1épésben kapott becslése
$=-2, 9.5)
np—m

tovabba
n;: az I;-hez tartoz6 mérési pontok szdma;

EZ: a E vektornak az a vetiilete, amelyben csak az /;-hez tartozo i indexek
szerepelnek;

Aa,=2,—-a;

F,: az F matrixnak az az almatrixa, amelyben csak az /;-hez tartozo i indexek
szerepelnek;
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W,: a W matrixnak az az almatrixa, amelyben csak az /;-hez tartozé i inde-
xek szerepelnek;

R, =F'W],. (9.6)
Az ellendrzendd hipotézis:
Hy: 1étezik olyan /, amelyre M(ﬁ,) =a (9.7a)
és
M(Q,) = o7 (n; —m). (9.7b)

Az l-edik 1épésben végrehajtott illesztés a kovetkezd eredményeket adja.
Feltessziik, hogy H) igaz az [-edik 1épésre. Ekkor

m
¥ = f(x.8)) = f(x;.a)+ D Fphay, i€l
k=1
amit vektoralakba irva a
Ay, =Yy, - M(E..z) =F,Aa,
képlet adodik. (9.4)-ben a
€, -V, =A%, -FAa,
vektor komponenseit emeljiik négyzetre, vagyis
- T -
O = (E..z - YI) Wz(gz - YZ) =
- T -
= (A&l —F]Aal) Wl(Agl — F]Aal).

Kozvetlen behelyettesitéssel ellendrizhetjiik a kovetkezd atalakitas helyessé-
get:

Q= AEIT(WI - WIFIRI_IFITWI)AEI +
+(AE1TW1F1R1_1 - Aa;T)R;(RI_IFZTW,AE, - Aal) .
Mivel mindkét tag pozitiv definit, ez akkor veszi fel a minimumat, amikor
Aa; =R7'F/W,AE,, (9.8)
¢és a minimum értéke
O = AEIT(WI - WIFZRI_IFZTWI)AEI-

Ezeket a képleteket kordbban mas uton mar levezettiik, lasd példaul a (6.12b)
képletet. A 6.2. TETEL levezetését az [ halmazra alkalmazva kapjuk, hogy
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2.2
O =0"Xn-m- (9.9)

*9.3. Kovariancia az I-edik és az |-edik lépések k6zott

Mivel a pontelhagyas modszerében az egymast kovetd 1€pésekben kapott
paraméterbecslések azonossagat vagy eltéréseit vizsgaljuk, sziikségilink van az
egyes lépésekben becsiilt paraméterek kozotti kovariancidra. Ennek kiszdmita-
saban a (9.8) képletbdl indulunk ki, amelynek alapjan

M(Aa,Aaf ) = R7'F W, M(Ag,AE] |W,/ F/R .

A jobb oldalon szerepld varhat6 érték egy diagonalis matrix almatrixa:

e o
[M(AE..IAE..I' )] =0y —,
11 Wi
ahol
iel; ¢ i'elp,
vagyis
FIW, M(AE,AET W,F,] -
[z i (E..ZE..Z) PR
W W:
:UZZ Z O Fy Fipr ;} - =

ie]l iEIZ’ 1

= o® Y wiFF = % R7|

p ke’
i ell,

ahol kihasznaltuk, hogy 1, c I,;. Ezzel
M(Aa,Aa})= >R} 'R/R;' = *R} .

Ezt az els6 latasra meghdkkentd eredményt tétel formajaban is kimondjuk:

9.1 TETEL. Ha I, c I;, akkor az ezeknek az intervallumoknak megfeleld il-
lesztésekben becsiilt paraméterek kovarianciamatrixa

M(Aa,Aa})= >R} (9.10)

Ez nagyon erds korrelaciot jelent. (9.10)-bdl ugyanis az kovetkezik, hogy
barmelyik illesztett a; paraméternek (k= 1, 2, ..., m) az [ és [”index illeszté-
sekben becsiilt értékei kozotti kovariancia az /; intervallumban kapott érték
szorasnégyzete:

COV(alk 75[%) = O’Z[Rl_l]kk = Dz(alk) (911)
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Ebbdl egyszerlien igazolhatjuk azt az allitast, amelyet a 9.1. alfejezetben csak
heurisztikusan sejtettiink:
9.2. TETEL. Ha I, c I;, akkor az ezeknek az intervallumoknak megfeleld il-

lesztésekben becsiilt paraméterek szorasai koziil az elobbi¢ a na-
gyobb:

D(@y )=D(ay), k=1,2,...m. (9.12)

Egyenldség csak akkor allhat fenn, ha 1, = I;.

A bizonyitashoz a Schwarz-féle egyenlétlenségbdl (3.5. TETEL) indulunk ki.
Ha ezt a (9.11) képletben adott kovarianciara alkalmazzuk, akkor

D(a]k)‘ D(Elfk) > ‘COV(aIk,al'k )‘ = Dz(ﬁlk),

amibdl kovetkezik (9.12). A Schwarz-féle egyenldtlenség bizonyitasabol ko-
vetkezik, hogy itt csak akkor allhat egyenldség, amikor @y, =dy, , aminek a
feltétele pedig 1 = 1;.

A gyakorlatban barmelyik illesztett paraméter becsiilt értékeinek az azonos-
sagat vizsgalhatjuk, és a tapasztalat szerint mindegyik esetben ugyanazt az
aszimptotikus tartomanyt kapjuk eredménytil. Ezért elég az egyik paramétert
vizsgalni. Mindegyik illeszt6fliggvény paraméterei kozott van egy olyan,
amely fizikailag a legérdekesebb. Legyen ez az, amelyiknek a becsiilt értékeit
vizsgaljuk. Az egyszeriiség kedvéért ezt p,-lel jeloljiik. Ha ennek az indexe £,

akkor

cov(p;,pr)= Gz[RZ_I]kk =0°¢cr,

ha /<" (vagyis Iy c I)).

A 9.1 TETEL szerint a pi, pa, ..., px valoszinliségi valtozok o*C kovari-
anciamatrixat a

R &2
R R &2
R R &2
C=|. .
N 2
alakban irhatjuk fel.
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*9.4. po becslése

A (9.7) alatti H, hipotézis helyett a kovetkezd, szigoribb hipotézist fogjuk
vizsgalni:

Ha ez igaz, akkor a pi, p;, .., px valészinliségi valtozok egyiittes
stiriségfliiggvénye:

f(p15p2>""p](): 1<1/2 exp{_ S }5
(2r0?) " VdetC 2¢0°

ahol

=

o (pr=po)pr = po). @y =[C7 . (9.14)
I= 1

l/

—_—

po becslésére a maximalis valdszinliség mdodszerét hasznaljuk: Ggy valaszt-
juk meg, hogy a stiriségfliggvény maximalis, vagyis S minimalis legyen.

9.3. TETEL. S akkor minimalis, ha p, = py, és ekkor

_ 2
E 1(P1+1_P12) _ (9.15)

Sl = Smin = 2
=1 Ci+1 — ¢

A H, ellendrzésére szolgalo statisztikai proba részben ezen a tételen alapul.
A bizonyitéas érdekében bevezetjiik be az

Uy =p;—po, l=1,2,...,K
jeloléseket. Ha ezeket az u vektor komponenseinek tekintjiik, akkor

S=u’Cu.
Eldszor kiszamitjuk a
z=Clu
vektort, amely a
Cz=u
egyenlet megoldasa. A C matrix fenti alakjat figyelembe véve ennek egyes
egyenletei a kdvetkezok:

k> 1 esetében:

k-1 K
ZClzzl+c,%ZZ, =uy . (9.16a)
I=1 I=k
k=1 esetében:
K
>z =u. (9.16b)
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frjuk fel a (9.16a) egyenletet & helyett (k— 1)-re, és vonjuk ki a két egyenletet
egymasbol. Rovid szamolés utan azt kapjuk, hogy

Zz, A (9.16¢)
Ck _Ck 1

¢s (9.16b) alapjan pedig
K
u
Z Z; = —; .
I=1 1

Ennek alapjan

K
S=u Z—Z“kzk—”KZK+Z”k{ZZI Zzl}:
k=1 1=k

I=k+1

_MKZK_H’IIZZE"'ZukzZI Zuk ZZI

= I=k+1

—UIZZI+ZukZZZ Zuk ZZI
k 2 =

ll kllk+1

2“1221 + Z”kﬂ ZZI - Z”k ZZI =

=1 k=1 I=k+1 k=1 I=k+1
K 2

2 ”k+1 “k) _
—U1221+2 Upy] — U ZZ[ +Z—2—
=1

I=k+1 01 k=1 Cr+1 —C

_(Pl—Po) +Z_: P1+1—P1)2
- o2 2 2
1 =1 €141 ~¢€

A masodik tagban allé 6sszeg fliggetlen po-tol. Az elsé tag mindig pozitiv ki-
véve, ha

Po = D1-
Ennélfogva py becslése p; a maximalis valoszinliség elve szerint. Ezért hasz-
naltuk a ~ jelet a p felett. Ezzel a tételt igazoltuk.

A H, hipotézis ellenérzésére szolgald probahoz még egy tételre van sziik-
ségiink:

9.4. TETEL. Ha igaz a H, hipotézis, akkor a p, = p; becslés torzitatlan, tovab-
ba

Si=0%Xk-1- (9.17)

A tételnek a becslés torzitatlansdgara vonatkozo része trivialis:

M(ﬁo) = M(Pl) =Po-
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A y2-closzlasra vonatkozo allitast harom 1épésben latjuk be.
a) A (9.15) alatti 6sszegben minden tag 0 varhatd értéki Gauss-eloszlasu
valoszinliségi valtozo négyzete, ugyanis,

M(pr1 = pr)=M(pra) = M(p;) = po — po = 0.
b) Mindegyik tag varhato értéke o2, hiszen

Mﬂmﬂ—pﬂﬂZAQKmH—p@—Uﬁ_pwr}:
=D*(pr1)+ D*(p1) =2 c0¥(pir1, 1) = 62(012+1 —612).

c) I <!’ esetén a kiilonbozo tagok kovarianciaja 0, ami Gauss-eloszlas eseté-
ben fiiggetlenséget jelent:

M[(Pl+1 ~pi)Pra1 —pr )] = cOV(pri1>Pr41) = COV(Prars Py ) =
—coV(p;, pry1)+cov(p.py) = 0'2(012+1 —Cchy =i+ 012) =0.

Igy tehat S; valéban (L — 1) darab fiiggetlen, zérus varhato értékii és o szorasu,
Gauss-eloszlasu valdszintiségi valtozo 6sszege. Ezzel a tételt belattuk.

*9.5. x%- vagy F-préba H, vizsgdlatdra
A H, hipotézis vizsgalataban két esetet kiilonbdztetink meg: ¢ ismert, il-

letve ¢* nem ismert. Az el6bbi esetben egy y*-probat fogalmazunk meg, az
utobbiban pedig egy F-probat.

yz-pr()ba, amikor ¢ ismert

Ha o ismert, akkor a fentiek alapjan egy ;(Z-prébét lehet csinalni H; vizs-
gélatara. Ebben az esetben a proba 9.4. TETELen alapul. A 2. fiiggelék tabla-
zataibol kikeressiik azt a ykvantilist, amelyre

P{ ,% < 7} =l-e¢,
¢s a H; hipotézist elfogadjuk, amikor
S, <o’y (9.18)
ahol Sj-et a (9.15) képlettel szamitjuk ki.

F-préba, amikor o nem ismert

Ha ¢® nem ismert (ami a gyakoribb eset), akkor o*-et becsiilni kell. Ekkor
egy F-probat lehet definidlni a kovetkezo tétel alapjan:

9.5. TETEL. Q, statisztikailag fiiggetlen p,-t6l, ha /</”.
Ehhez elég belatni, hogy
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(A8, -Fyaa) & aa
fiiggetlen, ha / </’ hiszen O, az elébbi fiiggvénye.
M{(AE, ~Fraa,)aaf |
= (B = RIFI W, ) M(AE AE] JW,F R}

A korabbiak szerint (i’ € I, esetén)

L F
[M(AE_, ,A&,T)W,F,]i% =2 Y6, Mk 2R = 62[F],,

i, weo
vagyis
M(Agz'AazT) = M(AEI'AEJT)WIFJRZ_I =o’F/R],
amibdl — ha (9.10)-et is figyelembe vessziik —
M[(Aé,, —FpAa, )Aa,T] = o*(F,R; -F,R;) = 0.

Ezzel a tételt belattuk.
A tétel alapjan csak Qg fliggetlen S;-t6l. Igy tehat

2
2l ) A< :<K_1)fK—ln -m:
Ok /(ng —m) ZnK—m/(nK—m) o

A kvantilist a kdvetkez6 egyenlettel definialjuk:
P{fK—l,nK—m < yf} =1-&,.

Ebbdl kapjuk az F-probat: a H, hipotézist elfogadjuk, ha

Sk
—QK/(nK_m) (K-1)y;.

*9.6. Probak sorozata

(9.19)

Ha a (9.18) vagy (9.19) préba eredménye pozitiv, akkor — az adott konfiden-
ciaszinten — az [, tartomany aszimptotikus. Mi van, ha a proba eredménye ne-
gativ, hiszen ekkor az /; tartomany nem aszimptotikus? Ebben az esetben el-

hagyandok az (I 1—1 2) tartomanyban levdé nem aszimptotikus pontok. Tehat a

probat meg kell ismételni az [, tartomanyra vonatkozdan. Ha a proba ezutan is
negativ, akkor az /5 tartomanyra vonatkozoan végezziik el, és igy tovabb, amig
végiil pozitiv eredményre nem jutunk. Valdjaban tehat a statisztikai probaknak
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egy sorozatat kell végrehajtani. A (9.13) hipotézis helyett most a hipotézisek
sorozatat kell definidlnunk:

He o M(p)=po, I1=kk+l, ., K, (9.20)
(k=1,2,..,K—1). A probak sorozatanak az alapja a fentiek altalanositasa:
K-1 ( )\
Pi+1 Pz) 2
Sp=2 5 =0" Xk-k- (9.21a)

I=k  CI1+1 ¢

Ezt hasznéljuk, amikor o ismert. Ellenkez6 esetben az F-probak sorozatat
hajtjuk végre, amelyek a

S T (kg 9.21b
QK/(”K —m) ZiK—m/(nK _m) ( )fK—k,nK—m (9.21b)

statisztikdkon alapulnak.

A prébak sorozata egy sor pozitiv és negativ valaszt produkal. Nem
lebecsiilendd probléma, hogyan valasszuk ki ezek alapjan az aszimptotikus
tartomanyt. A sok lehetséges stratégia koziil kettdt emeliink ki. Kezdetben a
probak tobbnyire csupa “nem” eredményt adnak. A dontési probléma csak ak-
kor valik komollya, amikor valamelyik proba eredményeként végre kijon egy
“igen”. Legyen ennek a probanak az indexe k;. Kétféleképpen gondolkodha-
tunk:

1. Mondhatjuk azt, hogy a k;-edik 1€pés mar az aszimptotikus tartomany in-
dexe, tehat, ha valamelyik k& > k;-re “nem” jon ki, akkor ez az elséfaju hiba
kovetkezménye, €és emiatt figyelmen kiviil hagyjuk, vagyis az I, interval-
lumot tekintjiik az aszimptotikus tartomanynak. Ezt a gondolkodast nevez-
nagyon torédik a masodfaja hibaval.

2. Gondolkozhatunk azonban kevésbé megengedé moddon is. Mondhatjuk,
hogy a k;-edik 1épésben kijott “igen” lehetett a méasodfaji hiba kovetkez-
ménye, amit csak aldtdmaszt, ha valamelyik k> k;-re “nem” jon ki. Ezért
csak olyan probanak “hisziink”, amely utan csupa “igen” kovetkezik. Ezt a

cres

A két stratégia kozott csak a masodfaji hiba analizise alapjan lehet donteni
(lasd alabb).

A probéknak ez a sorozata végeredményben megfelel a (9.7) képletekben
definialt H, hipotézis ellendrzésének.

*9.7. ¢p-proba
Az F-proba el6tt meg kell gy6z6dni arrol, hogy helyesen becsiiljiik a para-

méterek szordsat, pontosabban a clz mennyiségeket. Ha ugyanis a paraméterek
becsiilt értéke torzitott, akkor ezek becslése is torzitott lesz. Gyakran még az
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sem teljesiil, hogy ezek monoton ndvekvd sorozatot alkossanak. Egy kiilon
proba, a @-proba szolgél arra, hogy megtalaljuk azt a k, indexet, amelynek
megfeleld 1épésben becsiilt paraméterek biztositjak, hogy a c,2 mennyiségek
szamitdsa kozelitdleg torzitatlan becslést adjon.

Bizonyithat6 az alabbi két tétel:

9.6. TETEL. Fenndll a kovetkezd egyenldség:

, 264
cov( 9 9 j =9 g<r, (9.22)
7’11 —m 7’11' —m 7’11 —m
tovabba
9.7. TETEL. A
Y & Orvi O
nl—m nlfﬂ—m nl»—m

valdszintiségi valtozok korrelalatlanok, ha / </”.
E két tétel bizonyitasa hosszadalmas, ezért elhagyjuk. Megtaldlhato [3]-ban
(1991). Ha a x2-eloszlast Gauss-eloszlassal kozelitjiik belathato [3] a

9.8. TETEL. k=1, 2, ..., (K—1)-re
2
{ O O }
K-1 m

Rpgp—m  nyp— 2

~

Nppp—m.nyp—m

tovabba a

:\/Tk/(K_k): X/ NK-k (9.24)
E Ol =m) g (g —m)

hanyados szamlaloja és nevezdje statisztikailag fiiggetlen egy-
mastol.
Ennek valoszinliségi valtozonak a statisztikai jellemz6i nem ismertek az iro-
dalomban. Vizsgalata [3]-ban, kvantilisei pedig a 2. fliggelékben talalhatok
meg. Ezekbdl ki lehet keresni az aldbbi kvantilist:

(DK—k,n

PlOk kon,-m <Vof=1-61. (9.25)
Ezen alapul a ¢-proba, amely az alabbi hipotézis ellendrzésére szolgal:
H}: M( Zi j=o‘2, [=k, k+1, ..., K. (9.26)
np—m
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A @-proba szerepét a fejezet elején mutatott példa révén mutatjuk be.
Eldszor a @-probat hajtjuk végre. Az eredmények a 9.1. tablazatban lathatok.
A kvantiliseket a 2. fiiggelék €= 0,05-hoz tartozé tablazataibol vettiik. Az elso
“igen” az 5. Iépésben adddik. Mivel ennek a probanak csak kisegitd szerepe
mot alkalmasnak tartjuk arra, hogy a becsiilt paraméterek szorasat az ebben a
1épésben kapott paraméterértékek mellett szamoljuk ki.

9.1. tablazat. A @-préba eredményei a 9.1. abran lathatéd példara

k Oy [(ny —m) n—m 1) Kvantilis Proba
1 60,21 32 2,825 1,735 nem
2 49,67 31 3,225 1,761 nem
3 27,58 29 4,238 1,804 nem
4 5,672 27 2,931 1,854 nem
5 3,663 26 18,97 1,898 igen
6 2,625 24 1,632 1,970 igen
7 1,815 19 2,097 2,142 igen
8 1,402 18 1,903 2,257 igen
9 1,624 15 2,132 2,532 igen
10 0,8617 11

A becsiilt paraméterek szordsat ajraszamoljuk az /s intervallumra kapott pa-
raméterértékek mellett. Igy ezekre érvényes lesz a 9.2. TETEL, vagyis ezekkel
képezhetjiik Si-t, végrehajthatjuk a (9.21b) szerinti F-probak sorozatat k=1, 2,
wey (K= 1)-re. Eredményiik a 9.2. tabldzatban lathato. A kvantiliseket a 2. flig-
gelék £=0,05-hoz tartozé tablazataibdl vettiik ki. Az “utolsé nem stratégidja”
alapjan a k=7 lépéshez tartozd I; intervallumot mindsithetjiik aszimptoti-
kusnak — 95% konfidenciaszinten. A 9.2. tabldazattal kapcsolatban megjegyez-
ziik, hogy harmadik oszlopban levd szorasok nem névekszenek monoton mo-
don, ami ellentmondani latszik a 9.2. TETELnek. A dolognak az a magyaréaza-

ta, hogy ezek a szorasok a tétel szerint valoban novekvd c,% -ek és a 9.1. tabla-
zatban levé Q, /(n, —m) tényezdk szorzatabol vont négyzetgyokok. Ezek a
monotonitashoz képest mutathatnak kis eltéréseket.

9.2. tablazat. Az F-préba eredményei a 9. 1. abran lathat6 példara

k a, Szoras (K-kf Kvantilis Proba
1 6,708 0,082 3693 26,07 nem
2 7,125 0,086 2577 23,58 nem
3 8,006 0,098 1050 21,09 nem
4 8,879 0,115 137,8 18,57 nem
5 9,055 0,123 71,55 16,02 nem
6 9,245 0,118 36,38 13,43 nem
7 9,593 0,138 9,202 10,76 igen
8 9,717 0,132 0,194 7,965 igen
9 9,730 0,185 0,174 4,844 igen
10 9,813 0,332
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*9.8. A masodfaju hiba

Az aldbbiakban az ¢ konfidenciaszint megvalasztasaval foglalkozunk.
Nyilvan az az érdekiink, hogy &t minél kisebbre vélasszuk, hiszen nagy &ra a
végiil elfogadott paraméterbecslés szorasa tilsdgosan nagyra n6. Ennek azon-
ban korlatot szab a méasodfaji hiba. Mint altaldban, most is meg kell hataroz-
nunk azt az alternativ hipotézist, amellyel szemben ezt vizsgaljuk. A 9.2. ab-
raval kapcsolatban mondottakbdl, tovabba a 9.2. tablazatbdl latszik, hogy a
nullhipotézis elfogaddsa vagy elvetése csak azokban a lépésekben jelent
problémat, amelyeknek megfelelé /; intervallumok kozel vannak az aszimp-
totikus tartomdnyhoz. Ezért alternativ hipotézisként azt tessziik fel, hogy egy
kivételével mindegyik 1€pés aszimptotikus:

M(p;) = po. [> k, (9.27a)
M(pi) = p6 # po- (9.27b)
(9.21a) alapjan ezzel
K-1
2 2 9.28
Sk:zgl:Sk+l+§k, ( a)
I=k
ahol
g =P (9.28b)
Clv1 — €1

Az alternativ hipotézis szerint

M(g’,) =0, 1>k, (9.29a)
M({k):%:h;to, (9.29b)
Cr+1 — Ck
tovabba
D*(¢;)=1 (9.29¢)
minden /-re.

A vizsgalatban — az egyszerliség kedvéért — feltételezziik, hogy o*-et is-
merjiik, és értéke o® = 1, vagyis a (9.18) probat alkalmazzuk. A masodfaji hi-
ba valoszintisége ekkor

E(h,e)=P{S; <y;}=
= ﬁ_;[ P{SkJrl <Y - xz}expl—%]dx )

ugyanis ilyen valoszinliséggel fogadja el a proba a valojaban nem igaz Hj hi-
potézist. Az integral alatti valdsziniiséget a y2-eloszlas alapjan lehet szamolni.
(1 —FE) a proba ereje, annak a valdszinlisége, hogy a H; hipotézist a proba el-
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veti. Tehat a proba E, illetve (1 — E) valosziniiséggel valaszt egy rendre pg €s
P, varhat6 értékii paramétert. Igy a kivalasztott érték varhato értéke

POE(h€)+ po[l— E(h,€)| = po +(p — po)E(h, €) =
= po —hE(h, € el — ¢ -

Ennek p, -tol valo eltérése tulajdonképpen tekinthetd a proba szisztemati-
kus hibdjanak. Két dolgot azonban figyelembe kell még venni. El6szoris a hE
szorzat erdsen fligg /-t0l, mint a 9.3. dbran lathaté. Kis A-ra ugyan nagy az £
valoszinliség, de ez varhato értékben kis hibat okoz. Nagy % esetén a hiba
nagy, de E kicsi, tehat varhato értékben ennek sem jelentds a hatdsa. Minden
&ra van egy kozbensd h-érték, ahol a hiba varhat6 értéke maximalis. Ha ezt a
maximumot tekintjiik szisztematikus hibanak, akkor a tényleges hiba / bar-
milyen értéke mellett ennél nem lehet nagyobb. A 9.3. dbrardl leolvashato,
hogy ez a maximum &nak monoton csokkend fiiggvénye. Gyengén fligg (K —
k)-tol is [3].

2
N £=0,01
0)
s 1
1]
<
0,5 +
o i
) o <

9.3. abra. A hE(h,¢) hiba fliggése a (9.29b)-ben definialt /-t6l

A masik dolog, amit figyelembe kell venni, az alkalmazott stratégia. Le-
gyen Px ; annak a valdszinlisége, hogy a k-adik 1épést ténylegesen elfogadjuk,
feltéve, hogy a proba ezt valasztotta ki. Nyilvanvalo, hogy az “elsd igen stra-
tégiaja” mellett Pr_, =1. Ugyanakkor az “utols6 nem stratégiaja” mellett al-
taldban Pyx_, <1. Ennek az az oka, hogy e mellett a stratégia mellett akkor
fogadjuk el a k-adik 1épést, ha az / > k 1épésekre csupa “igen” jon ki. Ennek
P valészintisége pedig lehet kisebb 1-nél. Legegyszeribb Monte Carlo
modszerrel kiszamitani: a leirt dontési folyamatot szdmitdégéppel szimulalva
nagy pontossaggal becsiilhetjiik a Pk valoszintiséget. Végeredményben tehat
a

8po = Px_jr[Chiy —Ch -m;lx[hE(h,e)] (9.30)

szorzatot tekintjilk az alkalmazott statisztikai proba szisztematikus hibdjanak.
Annal kisebb, minél nagyobbra valasztjuk &-t.
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Van azonban egy masik szempont is: a szoras. Minél nagyobb & annal na-
gyobb a végeredményben kivalasztott 1épéshez tartozo szoras. Ez az elséfaju
hiba kovetkezménye. A jelen alfejezet befejezéseképpen ezt vizsgaljuk meg.
Legyen P{[ l} annak a valdsziniisége, hogy a probasorozat az [; intervallumot

nyilvanitja aszimptotikusnak — feltéve, hogy H; igaz. Két eset lehetséges: a
probasorozat mindegyik /; intervallumot elveti, vagy valamelyiket kivalasztja.
Az eldbbi esetben az egész mérés elvetendd. Ennek a valosziniisége altaldban
kicsi, de € nagy értékeire az “utolsd6 nem stratégidja” mellett el6fordul néha.
Példaul £= 0,1 mellett kortilbeliil 5% ennek a valdszinlisége. Ez mar 6nmaga-
ban is arra utal, hogy &t nem célszerli nagyra vélasztani. Feltéve, hogy ez a
kedvezdtlen eset nem kovetkezik be, a végeredményben kivélasztothll inter-
vallumhoz tartozo paraméterbecslés szorasnégyzetének atlagos értéke

S P{1,}0(n)

D*(po) = =% . (9:31)

> P}

I=k

Ennek az atlagnak a négyzetgyokét nevezziik a tovabbiakban dtlagos szoras-
nak. A két stratégiara a 9.4a. és 9.4bE|dbrdkon hasonlitjuk ezt dssze a (9.30)

alatt definidlt szisztematikus hibaval.“ Az abrakrol a kovetkezd tanulsagokat
szlirhetjiik le:

e Ahogy vartuk, a szisztematikus hiba &nal gyorsabban csokken az “utolso

o Az atlagos szords lassan emelkedik &-nal, tehat az els6fajii hiba hatdsa nem
noveli meg jelentdsen a szorast.

e Mindkét stratégiara a szisztematikus hiba egy € < 0,05 konfidenciaszintnél
kisebbé valik, mint az atlagos szérés, és utana lassan csokken.

Ezekbdl kovetkezik, hogy € értékét 0,05 €s 0,1 kozott célszerli megvalasztani,
mert ez biztositja, hogy a szisztematikus hiba kisebb lesz, mint az atlagos sz6-
ras.

' Az atlagot itt a kovetkezoképpen értjiikk. Az egész mérést (gondolatban) végtelen sokszor
megismételjiik azonos koriilmények kozott, majd a fent leirt mdédon mindegyiket kiilon kiérté-
keljiik. A proba altal kivalasztott 1épéshez tartozo szorasnégyzeteket atlagoljuk. Ennek az at-
lagnak a hatarértéke (6.31), amikor az ismételések szdma tart a végtelenhez.

? Az dbrakon mutatott szamok egy koszinusz-illesztésnek felel meg.
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9.4a. abra. A szisztematikus hiba és az atlagos szoras dsszevetése.
Az “els6 igen stratégidja”; K— k=9
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9.4b. abra. A szisztematikus hiba és az atlagos szoras Osszevetése.
Az “utolsé nem stratégidja”; K— k=9
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