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1. fejezet

Bevezetés

A nemsztenderd analizis a végtelen kicsi €s végtelen nagy mennyi-
ségek matematikai elmélete. A differencidl- &s integralszamitds felfe-
dezése idején az nfinitezimdlis. vagyis végtelenil kicsiny mennyisé-
gek jelentds szerepet jdtszottak, elsdsorban fsaac Newron (1642—1727)
fluxids médszerében. Az ilyen idedlis mennyiségekkel vald szdmolds
problémdit hamar felismerték: a differencidlhdnyados kiszdmitdsakor a
dz mennyiséggel egy ideig mint nem nulla értékkel szamolunk, azutdn
hirtelen rdfogjuk, hogy nulla. A kalkulus mdsik felfedezGije, Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646-1716), a helyzet tisztizdsdra programot hirde-
tett meg, melynek célja a szimfogalom olyan kiterjesztése volt, amelybe
a végtelen kicsi €s a végtelen nagy szamok egyardnt beleférnek. Ezt
az clképzelést a képzetes szamok sikeres bevezetése motivélta, amiket
a harmadfoki egyenletek képlettel valé megolddsakor ad6dé nehézsé-
gek megkertilésére talaltak ki. Leibniz és kéveti végul is nem jdrtak
sikerrel, €s a mult szdzad végétdl a ,,végtelen kicsi” csak illusztrdcio, a
bizonyitdsok mind Bernhard Bolzano (1781-1848) és Karl Weierstrass
(1815-1897) nevével fémjelzett ,epszilon—deltds” hatarérték fogalmat
haszndljdk. Szdzadunk mdsodik felére a matematikai logika appardtusa
megerdsodott, és ezzel a Leibniz dltal kitdzott cél mar elérhetének lat-
szott. Kilonbozd kezdeti prébdlkozdsok utdn a valds szdmkor végtelen
kicsi és végtelen nagy mennyiségekkel valo konzisztens kiterjesziése vé-
giil is Abraham Robinsonnak (1918-1974) sikerdilt. Elsd, e témaval fog-
lalkoz6 Non-standard Analysis cimid dolgozata 1961-ben jelent meg. A
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nemsztenderd” jelzé 7. Skolem (1887-1963) egy még 1934-bo] szdrma-
26 cikkére utal, melyben Skolem a természetes szamoknak a szokasostdl
kiillonbozg, de attdl belss eszkozokkel (egészen pontosan elsérendd for-
muldkkal) megkiilonboztethetetlen, dgynevezett nemsztenderd modelljét
konstruélta meg. Robinson megmutatta, hogyan lehet az dltala 1étreho-
zott eszkozokkel az elemi analizist felépiteni, hogyan tulajdonithatunk
matematikailag pontos értelmet példdul annak a kijelentéseknek, hogy
ha z végtelen kicsivel véltozik, akkor f (z) is” Az analizis bevezetd té-
teleinek igazoldsdra kifejlesztette a ,,nemsztenderd technikdt,” késébb a
matematika sok mds dgdt is megvizsgalta abbdl a szempontbdl, hogy a
nemsztenderd médszer hogyan vihetd at ezekre a témakorokre. Kutatésa-
inak eredményeit az 1966-ban kiadott Non-standard Analysis koényvében
foglalta 6ssze, ami azéta a nemsztenderd analizis ,,biblidja.” Robinson
konyvének legutébbi, dtdolgozott kiaddsa 1996-bél valé. Ez a kényv,
amit most az olvasé kezében tart, szintén sokat koszonhet Abraham Ro-
binson e kitlind munkdjdnak; a szerepld témakorok, tételek és allitdsok
jelent&s része belSle szdrmazik.

Robinson felfedezése utdn igen lelkes és széles kutatémunka in-
dult meg, aminek eredményeként a nemsztenderd médszer megjelent az
egyetemi, s6t helyenként a kozépiskolai oktatdsban is. A kezdeti sikerek
és lelkesedés alapjdn az dj mdédszertSl sokan annak lehetSségein feliil
reméltek sikereket. Az elmilt évtizedek tapasztalata azt mutatta, hogy a
nemsztenderd médszer nem valamiféle 0j csodaszer, aminek segitségé-
vel eddig megoldhatatlan problémék vélnak egy csapdsra megoldhat6vé,
hanem legjobb esetben is csak egy mésfajta latdsmdd, aminek segitségé-
vel az eddig igazsdgtalanul kidobott ,,végteleniil kicsi” és a ,,végtelentil
nagy” elfoglalhatja helyét a szigord matematikai gondolkoddsban. Min-
den nemsztenderd bizonyitds ugyanis 4tfogalmazhaté olyan bizonyitdssd,
melyben nemsztenderd fogalmakra egyataldn nincs utalds, feltéve persze,
hogy a tétel dllitdsdban nem szerepel nemsztenderd fogalom. Tipikusan
egy-egy tételnek akdr sztenderd, akdr nemsztenderd bizonyitdsat néz-
ziik, azok mélyén mindig ugyanaz az otlet, meglatds hizédik. Maga az
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otlet a tétel vagy a problémakér alapos, mély megértésébd! fakad. és
nem valamiféle automatizmus szolgaltatja. Taldn jo tudni, hogy a nem-
sztenderd modszer sem gondolkodik helyettiink, ami mas, az a technika.
A nemsztenderd bizonyitdsok mindezek mellett (vagy inkdbb ellenére)
érthetébbek, jobban emeészthetdk, konnyebben interiorizalhatok mint a
hagyomainyos ,.epszilon—deltas” okoskoddsok. Talan nem véletlen. hogy
az .intuitiv” nemsztenderd modszer az 1800-as évek kozepéig az analizis
alapvetd madszere volt, és csak az utin vilt az ,epszilon—delta” dlta-
lanossd, mikor egyre-madsra az intuitiv okoskodds korlataiba ttkoztek,
és nem sikeriilt elvdlasztani a ,helyesnek ldtsz6” okoskoddst az iga-
zan helyestGl. Ennek a konnyebb érthetGségnek valdszintleg mélyebb
pszicholdgiai okai vannak. J. Piaget (1896-1980) neves francia pszicho-
6gus kutatasainak eredményeképpen jol ismert, hogy bizonyos logikai
szefiggések felismerése, megértése. nyilvanvalova vildsa életkorhoz

kotédik. A kétéves kisgyerek ugyanakkora mennyiségu vizet tobbnek
vagy kevesebbnek lat attol fiigeden, hogy az keskeny magas vagy széles
lapos pohdrban van. Az egyenes és forditott ardnyossag (kétszer annyi
pénzért kétszer annyi kenyeret kapunk, vagy hogy kétszer annyi munkds
feleannyi idG alatt dssa ki a godrot) 10-12 éves korban vilik vildgossi.
Noha a képletek mechanikus alkalmazisara minden gyerek megtanithatd.
attél még nem fogja megértent. hogy az ,.azt megszorzom., ezt elosztom”™
modszer miért mukadik, miért adja meg azt, amire kivancsiak voltunk?
Az epszilon—deltas fogalmak befogaddsa 16-20 éves korra tehetd. ennek
oka valoszintleg a kvantorok kettd mélységli egymasba dgyazoddsa: ..az
f figgvény folytonos az 2 pontban ha minden pozitiv e-hoz van olyan
pozitiv 4, hogy |o —a'| < § esetén |f(z) — f(2")] < £ A nemszten-
derd analizis ezt a komplexitdst szdllitja le azzal, hogy megszabadul
az egymadsba agyazott kvantoroktol. Az f fiiggvény folytonossaganak
fenti definic

ja a kovetkezo implikaciovd egyszeriisodik: Lha z és o/
végteleniil kozel vannak egymashoz, akkor f(z) és f(z') is végtelenil
kozeliek.” Az analizis alapjaival valé ismerkedéskor ez a redukcid sokat
segithet abban, hogy a tanulok a hatarérték, folytonossag lényegét értsék
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meg, €s ne akadjanak el olyan technikai részleteknél, mint példdul ho-
gyan lehet megjegyezni a rengeteg bizonyitds mindegyikében azt, minek
Erdemes taldn osszevetni a Riemann-integrdl bevezetéséhez sziikséges
4.21. dllitds viszonylag egyszerd bizonyitdsdt a hagyomdnyos esetben
sziikséges tételekkel. Gyakorld matematikusnak persze egy bizonyitdst
akdr egyik, akdr masik nyelven megfogalmazni vagy megérteni rutin fel-
adat, fgy szdmukra a nemsztenderd médszer igazdn nagy elényt (vagy
hatrdnyt) nem jelent. Egyéb tudomdnyagak muvelSinek, akik a mate-
matika appardtusdt gyakran csak alkalmazzdk, a nemsztenderd médszer
jelentheti a kiilonbséget a kozott, hogy valéjdban értsék, tudjdk mi is az
analizis, hol vannak alkalmazhatésdgdnak korlatai, ldssak magdt a méd-
szert, valamint a képletek mechanikus, ellendrzés nélkili alkalmazasa
kozott.

Kiilonboz6 egyetemek nem matematikus szakdn bevezet§ analizis
kurzusokat tartottak kizdrélag a ,,végtelen kicsi” és a ,,végtelen nagy”
intuitiv fogalmdra épitve, vagyis a nehezebben emészthetd logikai appa-
ratusrol nem esett sz6. Minden itt vdzolt elénye ellenére a nemsztenderd
modszer nem terjedt el az oktatdsban. Ennek {6 oka valdszintleg a tu-
dés tarsadalom er@s konzervatizmusa. Az Gj modszert ismerd didk, ha
késébb bizonyitania kell tuddsdt egy vizsgdn vagy beszdmolon, csak
a szokdsos sztenderd mdédszereket haszndlhatja. Ezért a nemsztenderd
analizis oktatdsakor nem csak azt kell megértetni a didkkal, hogy mi
az a ,,folytonossdg,” ,derivalt,)” vagy egy ,fiiggvény integralja,” hanem
e mellé a régi definicidkat is be kell magoltatni, és igazolni, hogy a
kétfajta definicié ugyanazt jelenti. Ez viszont mar tdl nagy terhet ré
az oktatora €s a didkra, st az egész nemsztenderd modszer haszndt is
megkeérddjelezi. Az e konyvben szerepl§ dllitdsok és tételek joval tobb,
mint fele azzal foglalkozik, hogy megkeresse és bizonyitsa a szokdsos
matematikai fogalmak nemsztenderd megfelelGjét; a nemsztenderd de-
finfciék gyakran jobban rdmutatnak 4j fogalmak fontossdgdra, és azok
bevezetése is gyakran természetesebben adodik.
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A konyv mdsodik €s harmadik fejezetében a nemsztenderd anali-
zis felépitéséhez sziikséges logikai mdédszereket és tételeket ismertetjik.
Ebben kizardlag azokra a fogalmakra és tételekre szoritkozunk, melyek
feltétleniil szikségesek. A felhaszndlt logikai appardtus természetesen
sokkal tdgabb, az itt csak érintett témakoroknek szdmos egyéb fontos
alkalmazdsa van. A negyedik fejezet az .elemi analizissel” foglalko-
zik, a differencidl és integrdl definicidival, sorozatok hatdrértékével. A
fejezet célja elsGsorban a fogalmak gyakorldsa, illetve a nemsztenderd
médszer bemutatdsa. Az otodik fejezetben a nemsztenderd modszert dl-
taldnos topolégikus terek, a hatodikban metrikus terek tanulmanyozdsdra
haszndljuk. Néhany sztenderd valds fiiggvénytani tétel (példdul Dini és
Ascoli tételei) mellett Uriszon nevezetes metrizdcids tételét is igazoljuk.
A hetedik és nyolcadik fejezet a komplex figgvénytan egy—egy részét
dolgozza fel. A hetedikben Montel és Kakeya, komplex egyiitthatos po-
linomok adott korbe esd gyokeinek szdmdrdl szolo tételeit igazoljuk.
a nyolcadik fejezet pedig a nagy Picard tétellel és annak valtozataival
foglalkozik: egy analitikus fiiggvény egy lényeges szingularitds minden
kornyezetében legfeljebb egy kivételével mindent komplex szamot fel-
vesz. Az utolsé hdrom fejezet mutatja, hogy a nemsztenderd modszer
nem csak trividlis, hanem nehéz tételek esetében is j6 szolgdlatot tehet.
Végiil a fiiggelékben A. L. Cauchy nevezetes, 1821-b8l szarmaz6 hibds
dllitdsdt elemezzik a nemsztenderd médszer fényében.

A konyv csak a nemsztenderd mddszer szempontjdbol bevezetd jel-
legti, egyébként kilonosen a logikai hdtteret adé masodik és harmadik
fejezet tdmaszkodik arra, hogy az olvasétdl nem idegen a matemati-
kai logika. Bar a felhaszndlt logikai tételeket és 4llitdsokat mind iga-
zoljuk, a fogalmak megértése megfelels elSismeretek nélkiil jelentds
eréfeszitéseket kivanhat. A negyedik fejezettdl a logikai apparétusra
midr csak implicit médon hivatkozunk, egyre inkdbb hagyatkozva az ol-
vasé addigra mér (feltehetSen) kialakult intuicigjara azzal, hogy csak
annyit mondunk: ,nyilvan formalizdlhatd,” vagy , konnyen dtirhat arra
a nyelvre,” stb, ahelyett, hogy a pontos formuldt minden esetben felir-
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ndnk. A tiirelmetlen vagy a logikdban keveésbe jaratos olvasok kedvéért

a nemsztenderd mdédszert haszndld bevezetd analizis mivekben szokas
a bévités alaptulajdonsdgait néhdany pontban osszefoglalni ugy. hogy a
késdbbickben csak ezekre a tulajdonsdgokra kelljen hivatkozni. Ez itt
hidnyzik, féleg azért, mert ha kevés egyszerd elvet frunk fel, akkor az
vagy tidl szik. és nem fedi le a lehetséges alkalmazdsok egy részét, vagy
il tag, és félrevezetd, hibds intufciét ad. A logikar dllitdsok bizonyi-
tdsdt viszont a kés6bbiek megértésének veszélyeztetése nélkil dt lehet
ugrani. A mésodik fejezetbdl csak a teljes és a gyenge magasabbrendd
struktira definicidjara, valamint a rdjuk vonatkoz6 kompaktsdgi tételre
(2.10.-2.12. definicidk, illetve 2.13. tétel) van késSbb sziikség, az ezt
megelzE definiciok, lemmak és tételek a kompaktsdgi tétel bizonyita-
sahoz szikségesek, bdr tovabbi informdcidt és motivdcidt is adnak. A
harmadik fejezetben definidljuk a bvitést. és bizonyitjuk annak alapvetd
tulajdonsdgait. A fent emlitett ,,altaldnos elvek™ az ebben a fejezetben ki-
mondott definicidk, allitdsok és tételek kivonatolt vizlata szokott lenni.
A tovabbi fejezetek megértését is nagymértékben megkommyiti a térgyalt
témakor nagyvonald ismerete. Feltételezziik példdul, hogy az olvaso
ismeri a differencidl- és integrdlszdmitds alapj

it, tisztdban van a foly-
tonossdg és az egyenletes folytonossdg kozotu killonbséggel, ismeri a
topoldgikus valamint metrikus terek fogalmat, legaldbb definicids szin-
ten. A komplex fuggvénytanbdl Rouché ételét valamint Cauchy-féle
mtegrdlformuldt is ismertnek tételezziik fel.

Veégiil a konyv felépitésérdl és a hasznalt jeldlésekrdl essék néhdny
sz6. A képletek, valamint a tételek, definicidk és allitdsok szdmozdsa
minden fejezetben jra kezd&dik, azon belill a szdmozas folyamatos.
fgy a 7.12. tétel a hetedik fejezet tizenkettedik (és egyben utols) té-
telét jelenti. Megprébaltam kulonbséget tenni | dllitdsok™ és | tételek”
kozott. Az ,dllitdsok™ dltaldban egy nemsztenderd fogalom ekvivalenci-
djat mondjdk ki a szokdsos, sztenderd fogalommal, vagy nemsztenderd
fogalmak egymas kozotti kapcsolatirdl beszélnek. gy példaul a 4.5. dl-
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litds azt mondja ki, hogy egy sorozat nemsztenderd indexd tagjaibél
hogyan ismerhetd fel, hogy a sorozat konvergens-e. A ,tételek” dltald-
ban szokdsos matematikai allitdsok. melyekben egydtaldn nem szerepel
nemsztenderd fogalom. Erre a tétel kimonddsakor szerepld ..sztenderd”
jelzés 15 utal, mint példdul

1.1. Tétel (Sztenderd) Minden konvergens sorozat Cauchy, és minden
Cauchy sorozat konvergens.

Amennyiben a tétel valamilyen személyhez kapcsolddik, vagy vala-
milyen néven ismert. azt is feltlintettiik a zdrjelben. A haszndlt jelolések
megegyeznek a matematikdban dltaldban szokdsossal, taldn az egyetlen
lényeges el

rés, hogy az A C B jelolés haszndlatakor megengedjiik,
hogy az A és a B halmaz megegyezzen, vagyis A C A igaz.

A nemsztenderd analizis egy masfajta ldtasmadot. a tételek, allitdsok
tij kornyezetbe helyezését jelenti. Nem bolcsek kove, nem lehet vele
megviltani a vildgot. de érdekes \j jelenségekre hivja fel a figyelmet.

Szeretném kulon megkdszanni a konyv lektordnak, Tardos Géabor-
nak a gondos munkdt és az értékes megjegyzéseket, amivel segitett né-
hany hiba és pontatlansdg kijavitdsdban. A maradt hibakért a felelGsség
természetesen a szerz6t terheli. Olvaséimnak kivdnom, hogy olyan él-
vezettel olvassdk ezt a konyvet, mint amilyennel frtam €s tanitottam.
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Logikai eszk6zok

A fejezetben a nemsztenderd analizis felépitéséhez sziikséges lo-
gikai fogalmakat és tételeket ismertetjik. Az elsorendit logikabol a
kompaktsagi tételre lesz sziikségink, ami szerint, ha egy (elsdrendd)
formulahalmaz minden véges részének van modellje, akkor az egész-
nek is van. A tétel legegyszerlbb, ultraszorzatot haszndld bizonyitasa is
szerepel.

A magasabb rendii logika apparatusat fogjuk haszndlni a nemszten-
derd, vagy masképpen idedlis elemek konstrualdsara és azok tulajdon-
sdgainak tanulmanyozasdra. Annak megértéséhez, hogyan is mikodik a
nemsztenderd analizis, bemutatjuk, hogyan fogalmazhatok meg a szokd-
sos matematikai allitdsok a magasabbrendd logika nyelvén; mik a reljes
illetve gyvenge strukturdk, hogyan dgyazddnak ezek egymadsba; milyen
allitasok vihetSk at az egyikrl a masikra.

1. Els6renddi logika

Matematikai allitisok matematikai vizsgalatdhoz elGszor is pontosan
definidlni kell, hogyan irhatok fel ezek az dllitdisok — ezek lesznek
a formuldk —, valamint azt is, hogy egy megfelelGen felirt formula
pontosan mit is jelent. Az el6bbi alkotja a szintaxist. az utébbi pedig a
szemantikar. Ez a kettS egylittesen mar lehetSvé teszi, hogy formulakrol
és modelljeikrdl teteleket bizonyitsunk. Az itt szerepld definiciok és
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tételek nem a lehetd legdltalanosabbak, mindig csak azokra a specidhs
esetekre szoritkozunk. amikre a késébbiekben sziikségiink lesz

Egy hasonlosdgi tipus, jelkeszlet, vagy szignatira alatt a formu-
lakban haszndlhaté nem logikai jelek halmazit értjiik; esetiinkben ez
kizarolag konstansjeleket valamint reldcidjeleket jelent. Természetesen
azt is meg kell mondanunk, hogy a reldcijelek hany viltozosak. Tey egy
t hasonlosdgi tipus egy (C. R, ®) harmas: ' a konstansjelek halmaza,
R arelicigjeleké. a @ : R — NT fiiggvény pedig azt mondja meg. hogy

az v € R relacidjelekhez hany argumentum tartozik.

At tipusu elsorendii formuldk alkotjak azt a formalis nyelvet, amivel
struktirak tulajdonsdgait frjuk le. Ezekben a tipusban szerepld jeleken
kiviil az dgynevezett logikai jelek. mint példdul a zardjelek. vesszs, vagy
a A, V. 3 jelek, valamint (individuumokat jelol6) valiozojelek is elSfor-
dulnak. A viltozokat dltaldban z, y, 2z betdkkel jel6ljik. ha sziik
indexeket is haszndlunk. A formuldk pontos definicidja azok felépi
vonatkozo rekurzidval torténik:

2.1. Definicio

() Primformula azv(ky, ... k,) kifejezés. ahol r € R egy n-valtozos
relacigjel és k. ..., L mmdeoylke vagy konstansjel. vagy pedig
valtozojel.

(i) At tipusa elsorendit formulak a megfeleld jelsorozatoknak az a
legsziikebb halmaza, amire a kdvetkezSk igazak
(a) a primformulak formuldk;
(b) ha ¢ és , formuldk és x tetszGleges viltozgjel. akkor a
kovetkezdk is formuldk: =1, @1 A @2, @1 V 2, 01 — 02,
@1 4+ . valamint 3z g, végil Ve ¢

A formuldk matematikai dliitdsokat fejeznek ki amik attdl fiiggSen
lehetnek igazak vagy hamisak, hogy mik a tekintett individuumok, és
hogyan feleltetjiik meg a kiilonb6zd konstans-, relacié- és valtozojelek-
nek azok jelentését. Az individuumok egy A halmaz elemel. a konstans-
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és reldciojelek értékét pedig egy interpretdcionak nevezett fiiggvény adja
meg.

2.2. Definici6 Az 2 = (A4,I) egy t tipusu elsérendii struktira, ha
A egy nem ires halmaz, és [ a t tipus konstans- és reldciojeleinek
interpretaltja, azaz ¢ € C esetén I(c) az A egy eleme; valamintr € R,
és ®(r) = n esetén I(r) egy n-valtozds relacié 4-n.

A viltozojelek értékei a struktira alaphalmazanak, vagyis A-nak
elemei kozil keriilnek ki, azok barmelyikét jelenthetik. A konstans-
jelek az I interpretaci6 dltal meghatdrozott objektumokat jelolik. Az
Pl vy k,) primformula azt jelenti, hogy az r relicio interpretaltja
fennall a ki, ..., k, értékeire. ¢1 A s igaz, ha ¢ és ¢ is igaz, 1 V @,
1gaz, ha vagy ¢, vagy i, igaz, vagy mindkettS. és hasonléan a tobbi
Osszetett formuldra. 3z ¢ igaz, ha az z véltozénak tudunk olyan értéket
adni, amivel a ¢ formula igazzd valik: Vz ¢ pedig azt fejezi ki, hogy
barmi is z értéke (az A elemei kozil), p mindenképpen igaz. A 3z ¢
és Vo ¢ formulakban az 3 illetve V jelek kvantorok, az el6bbi egzisz-
tencialis, az utébbi univerzalis, ezek az x valtozéjelet a ¢ formuldban
lekétik.

Az A struktira f6l6tti e értékelés minden valtozéjelhez hozzarendeli
az 2 alaphalmazdnak egy elemét. Mds szdval az értékelés mondja meg,
hogy mi legyen a valtozdjelek érreke. Adott értékelés mellett ki tudjuk
szdmitani minden  formula igazsagit: A = le] jeloli azt, hogy az e
értekelés mellett a o igaz. A B ple] pedig, hogy  hamis. A pontos
definicié a fenti lefras alapjdn a ¢ formula felépitése szerinti indukcidval
torténik.

2.3. Definicio
(i) At tipusu A = (A, I) struktirdban az e értékelés melletta ¢ € C
konstansjel értéke I(c), az v valtozojel értéke pedig e(zx).
(i1) Primformuldra A f= r(ki, ..., kn)[e] akkor, ha a ki, ..., k, érté-
keibdl alkotott n-esre az I (1) reldcio fenndll.
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(iii) A k= —ple] pontosan akkor, ha 2 B ¢le]; A = (¢1 A g2)le], ha
A pife] és A k= pafe]; hasonidan a tobbi Jogikai 6sszekots jelre.
Végiil

(iv) A |= Jrple] ha az e értékelésben meg tudjuk valtoztatni az z
viltozdjel értekét gy, hogy a kapott ¢ értékelésre U = ple']; végiil
A |= Y ¢le], ha akdrhogyan is valtoztatjuk meg az e értékeléshen
az « véltozojel értékét, minden esetben 2 = [e’].

Legyen I egy ¢ tipust formuldkbol dll6 halmaz, % |= T, szavakban -
ban igaz a T, vagy 2 modellje T-nak, ha minden ¢ € ' formuldra és
tetszoleges e értékelésre A = @le]. A T' formulahalmazrél azt mondjuk,
hogy konzisztens, ha létezik modellje, vagyis ha van olyan ¢ tipusd 2
struktdra, amire 2 |= T

A 2.1. definicié mondta meg pontosan, hogy mik is azok a jel-
sorozatok, amiket t tipusii elsdrendii formulaknak neveziink. Amikor
azonban felirunk egy ilyen formuldt, nem ragaszkodunk az abszolit pon-
tos, definicid szerinti felirdshoz, hanem , grtelemszerfien” egyszerdsitjik
dolgunkat. Ahol sziikséges, zdrdjelek tigyes elhelyezésével tessziik egy-
értelmtivé, hogyan kell értunk egy formuldt. Példdul a ¢ A 2 V @5
kétfélekeppen is elGdllhat: (o1 Awy) V@3, valamint @y A (@2 V 3), hogy
ezek koziil melyikre gondolunk, a zdréjelek mondjdk meg. Azért, hogy
ne kelljen mindig minden zédrdjelet kifrni, szokds szerint a tagadds (=)
csak a kozvetleniil utdna kovetkezd formuldra vonatkozik, igy =1 A @2
azt jelenti, mint (=) A 2. Ezen kiviil az implikdcié (=) és ekviva-
lencia (4+) ,,gyengébben kot” mint a konjunkcid €s diszjunkcio (,,vagy”
valamint ..€s), vagyis @1 V @2 = 03 A @y igy értendd:

(1 V ©2) = (93 A pa).
Egy formula 321 vagy Y1) alaki részformuldiban a kvantorok a
mogottitk dll6 x viltozdjelet a ¢ (rész)formuldban lekotik. Tetszdleges

 formuldra azokat a p-ben szerepl§ valtozéjeleket, amelyek valamelyik
eldfordulasa nincs kvantorral lekotve, a formula szabad vdltozoinak
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nevezziitk. Annak hangsilyozasdra, hogy ¢ szabad véltozéi az zy. ....
2, koziil kertilnek ki, haszndlni fogjuk a ¢(zy,...,x,) jelolést. Ha
-nek egydtaldn nincs szabad viltozéja, akkor ¢ zart formula.

Adott 2 struktirdban a ¢ formula igazsdga fugghet (és altaldban
fugg is) a vdltozdjelek kiértékelésétdl. Vildgos (és a formula felépi-
tésére vonatkozé indukcidval konnyen bizonyithaté is), hogy ¢ igaz-
sdga csak szabad véltozdinak értékétdl figg. Ha az e értékelés az
Ty, ..., T, valtozokhoz az A-beli ay, ..., a, elmeket rendeli, ak-
kor A = (1, ..., z,)[€] helyett azt frjuk, hogy A = (ay, ..., an,).

Elsdrendd formuldkra itt adott definicio annyival gyengébb a szokasosnal, hogy nem
engedjiik meg fiiggvényjefek valamint az egyenidségjel alkalmazdsdt. A megszoritds miatt
ilyen formuldkkal bizonyos allitdsokat nem lehet megfogalmazni, viszont technikailag
egyszeriibbé teszi a kompaktsdgi tétel bizonyitisdt, ami egyébként dltaldnos elsSrendd
formulahalmazokra is igaz. A kompaktsagi tételre nekiink csak ebben a specidlis esetben
lesz sziikségiink

2. Godel kompaktsagi tétele

Ebben a részben az elsérendd logika egyik alapvetd tételét bizonyit-
juk be. A tételt elsdként Kurt Godel (1906-1978) bizonyitotta még a
harmincas években, az itt szerepld bizonyitds Jerzy Los ultraszorzatos
technikdjat hasznalja. Sem magét a bizonyitdst, sem a bizonyitds méd-
szerét késGbb nem hasznaljuk, ebbdl a részbdl kizardlag a 2.7. tételre
fogunk hivatkozni.

Legyen I egy indexhalmaz, és U az I részhalmazainak egy halmaza

(csalddja). U-r6l azt mondjuk, hogy

(1) centrdlr, ha véges sok elemének metszete sohasem tires;

(i1) szifré, ha az tres halmaz nincs benne, metszetzart és felszallo,
vagyis A € U, B € Uesetén ANB € U, valamint A e U, A C B
esetén B € U,

(1il) wltrasziird, ha szlirG, és akdrhogyan végjuk I-t ketté, a két rész
koziil pontosan az egyik eleme U-nak.
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Egy centralt rendszer maximdlis, ha nem tudjuk hozzdadni I-nek egyet-
len tovibbi részhalmazat sem Ggy, hogy centralt maradjon. A Zorn
lemma alapjan konnyen ellendrizhetS, hogy minden centrdlt rendszer
kiterjeszthetd maximadlis centrdlt rendszerré; tovdbba az is igaz, hogy
minden maximalis centralt rendszer ultraszird.

Legyenek 7 € I-re 2; kozos t tipusd struktirak, U pedig az [

halmazon egy ultraszird. Legyen A az ; struktirdk 4, alaphalmazainak
direkt szorzata: A = [[{A; : i € I}. A szorzat @ € A elemének i-
edik koordinatdjdt a(i)-vel jeloljiik annak megfelelGen, hogy a szorzat
elemeit [-n értelmezett fiiggvényeknek tekintjiik.
2.4. Definicié Az ; (1 € I) struktirdk U ultraszdrd szerinti ultra-
szorzata az az A = [[{%; : ¢ € I}/U struktdra, aminek alaphalmaza
az A;-k direkt szorzata; a ¢ € C konstansjel 2-beli interpretéltjanak -
edik koordindtdja c-nek 2;-beli interpretdltja; valamint minden » € R
n-viltozds reldcigjelre és aq, ..., a, € A-ra

Aoy, an) < fie % Er(a),....ali)} €U
2.5. Tétel (Lo§ lemma) Minden @(x1,....2,) formuldra és ay, ...
an € A-ra

AEglar,...,an) <= {iel: % Ep(a(),...,a)} el
Bizonyitds A ¢ formula felépitésére vonatkozé indukcidval bizonyi-
tunk. Ha ¢ primformula, akkor ez definici szerint gy van. Altaldban
legyen

Xp={iel:%Eplali),...,an(d)}.
Ezzel a jeloléssel X, = I — X, Xyuy = X,UXy, valamint X,y =
X, N Xy. Ha most a tétel allitasat tudjuk ¢-re, akkor
Ae=-p & AHe & X, ¢U &
& I-X,eU & X,elU

Az ekvivalencidk sorban a negicié definiciéjdbél, a ¢-re vonatkozd
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indukcios feltevésunkbdl, illetve abbdl kovetkeznek, hogy az U ultra-
szir6ben X, €s komplementere koziil pontosan az egyik van benne.
Hasonloképpen adédik az ultraszird tovabbi tulajdonsdgaibol, hogy

(XpeUvagy Xy €U) <= X,UXy€U,
(X,eU&Xyel] = X,NXyeT,

innen pedig a tétel allitasat ¢ V ¢)-re valamint ¢ A t)-re konnyen meg-

kapjuk, ha azt mar tudjuk tudjuk -re és 1p-re. Az eljdras hasonl6 a tobbi

logikai mdveleti jelre is. Végiil elegendS az egzisztencialis kvantorral

foglalkoznunk. hiszen Vz ¢ és ~3z —~p ugyanazt jelentik. Az egziszten-

cidlis kvantor definici6ja szerint

1 A=Az pl@dry.ns s ay) =

i valamilyen a € A-ra A = ¢(a, a1, ..., B )

Az indukcios feltevést p-re alkalmazva ez tovabb akkor és csak ak-

kor teljesiil, ha valamilyen a € A-ra {i € I : 2; = w(a(i),a (i),
.,a,(1))} € U. Tetszbleges a € A-ra az itt szerepl§ indexhal-

maznal biztosan bévebb azon ¢ indexek halmaza, melyekre 2, |=

ol oo [T ) PRI an (7)), hiszen a(¢) megfelel§ elemet jelol ki az 2;
struktiraban. Ha tehat (1) igaz, akkor igaz
2) {iel: A ETwel@ al),...,an()} el

is. Bz forditva is igy van: a kivalasztasi axiéma alapjan tudunk a szorzat-
ban olyan a € A elemet taldlni, hogy valahanyszor 2; |= 3z p(z,...),
akkor 2; = w(a(i), . ..) is igaz. Igy az (1) alattiak tovabb ekvivalensek
(2)-vel, ami mutatja a tétel allitasat 3z ¢-re. Ezzel a tételt bizonyitottuk.

2.6. Lemma Alljon az I indexhalmaz a T véges részhalmazaibdl, és
minden 1 € I-re legyen X; = {j € I : j O i}. Ekkor az {X;: 1 € I}
halmazrendszer centralt.

Bizonyitas Legyen 1, ..., i, véges sok index. és k = ¢, U ... U1y.
Ez a k mint I véges sok véges részhalmazanak unidja tovdbbra is véges
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részhalmaza -nak, tovabbd bovebb mindegyik megadott indexnél. Ezért
k eleme az o6sszes X;,, ..., X;, halmaznak, vagyis ezek metszete
tartalmazza k-t, ezért biztosan nem iires. B

2.7. Tétel (ElsSrendd logika kompaktsdgi tétele) Tegyiik fel, hogy T
minden véges részének van modellje. Ekkor T'-nak is van

Bizonyitds Legyen I mint a 2.6. lemmaban, &s U olyan maximilis
centrdlt rendszer, vagyis ultrasziir§, amelyik az 6sszes X; halmazt tartal-
mazza. Mivel 7 € I esetén i a I’ véges része, azért a tétel feltétele szerint
van olyan 2l; struktdra, amiben 7 minden eleme igaz. Legyen 2 az 2,
struktirdk U szerinti ultraszorzata. Allitjuk, hogy ez modellje I'-nak.

A Lo§ lemma miatt ehhez elég ellen6rizni, hogy minden ¢ € T'
esetén {1 € I : U; |= o} az U ultrasziir§ eleme. De ha az ¢ index, mint
T' véges része, elemként tartalmazza ¢-t, akkor 2; definici6ja alapjdn
2A; = . Tey elég, ha az teljesiil hogy {iel:io{y}} = X &l
ami viszont U definicidja miatt igaz. B

3. Tobbszoriu logika

Az elsérendd logika viszonylag egyszeri kiterjesztése a tobbszortii logi-
ka. Ebben a struktira alaphalmaza nem objektumoknak differencidlatlan
Osszessége, hanem kiilonboz6 fajtajd, idegen széval szortii (az angol sort
szd ezt is jelenti) elemekbdl all6 diszjunkt halmazok egytttese. Ha S a
szortok halmaza (ami lehet véges vagy végtelen is), akkor az A alaphal-
maz a diszjunkt A, halmazok unidja; Ag az s szortu elemek halmaza
Kétszortd struktirdban példdul az egyik szort lehet az id6, a masik a
hely, ekkor § = {id6, hely}. Tébbszortd struktirdban értelmezett reld-
c¢ié6 minden argumentuma csak egyetlen meghatdrozott szortbol vehet fel
értékeket, bir ez koordindtinként mds és més lehet. Igy lehet példaul
olyan hdromvdltozds reldcid, melynek elsd két koordindtdjaba helyet, a
harmadikba 1d6t kell irni, de olyan nincs, aminek elsé koordinatdjdba
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idGt 1s meg helyet is lehetne tenni. Példaul a x(z,y) reldcié azt akarja
kifejezni, hogy a & részecske az x id&pontban az y helyen van, z helyé-
re csak 1d6, y helyére pedig csak hely szorti objektum kertilhet. Ha az
idépontok rendezésére a < reldcidjelet haszndljuk, akkor ugyanez a jel
mar nem haszndlhaté példdul helyek kozti rendezés jelolésere.

A tobbszortd struktiira tipusinak megaddsakor az egyes reldcidje-
lekhez nem csak az argumentumok szdmat kell megadni, hanem azt
is, hogy melyik argumentum milyen szortd. Ehhez hasonléan minden
konstansjelhez az is hozzdtartozik, hogy 6 milyen szortid elemet jelol.
A viltozdjelek is csak meghatdrozott szortid elemeken futnak végig, az
azonban, hogy melyik ez a szort, mér a formuldtél fiigg. A (x4, ..., z,)
formula jol formdlt, ha benne egyetlen konstans- vagy viltozdjel sem for-
dul el§ kiilonbozd szortd elemet megkovetel helyeken, vagyis minden
viltozéjelrél egyértelmden meg tudjuk dllapitani, hogy az milyen szor-
ti elemet jelol. J6I formdlt formuldkban a kvantorok az jelentik, hogy
létezik megfelel§ szortd elem, illetve minden megfeleld szortd elem-
re igaz a kvantor utdn felirt formula. Példdul az az dllitds, miszerint a
k részecske minden pillanatban van valahol, a kovetkezSképpen frhaté
fel: Vz 3y k(z,y), és az, hogy nincs egyszerre két kiilonboz6 helyen:
Vo VyVz (s(z,y) A k(z,2) = Uy, 2)), itt az U (y, z)” kétviltozés re-
1acié helyek kozott dllhat fenn, és csak akkor igaz, ha y és z ugyanaz
a hely. A k(z,2) nem jél formdlt, hiszen a & reldcidjel két argumentu-
ma kiilonbozd szortil. €s z nem lehet egyszerre ilyen is meg olyan is.
Hasonléan nem j6l formdlt a Vo 3y k(z,y) V 32V k(z,z). mert az =
el@szor 1d6, mdsodszor hely szorti helyre kertilt.

A tobbszorti logika konnyen kiterjeszthetd arra az esetre is. ha a nyelvben fuggvény-
jelek is vannak, ilyenkor az argumentumok illetve a figgvényértek is csak meghatarozott
szortd lehet, és az egyenldségjel sem okoz kiilondsebb problémit. A véltozdjelek hasznd-
latdra adott megkotéseink is lehettek volna masok. Példdul jobban megszoritva a nyelvet
minden szortra kiillon-kiilon véglelen sok. kizirolag az adott szort elemeit jelent§ valtozé-
jelet irhattunk volna el§, vagy a haszndlt megkotésnél az a gyengébb is megfelelne, hogy
a véltozéjeleket még egy formuldn beliil sem kell ugyanolyan értelemben hasznalni, csak

addig, mig kvantorral nincs lekotve. Akik a programozdsi nyelveket ismerik, azoknak a ko-
vetkezG analogia segithet: a tobbszortid logika megfelel a tipusos. mig az elsérendd logika
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a tipus nélkili nyelveknek. A szabad véltozék tipusa implicit deklardciéval, haszndlatukon
keresztiil van definialva.

2.8. Tétel (Tobbszortd logika kompaktsdgi tétele) Tegyiik fel, hogy a jol
Sformalt formuldkbol dllo T halmaz minden véges részének van tobbszortii
modellje. Ekkor van modellje I'-nak is.

Bizonyitas Legyen S a szortok halmaza, minden s € S-re vilasszunk
egy Uj @, egyvaltozés reldcidjelet, amik a I' nyelvének ¢ tipusdban nem
fordulnak el§. Legyen t' = t U (@, : s € S) egy elsérendd tipus, és
jeloljiik A-val a kovetkezd, ¢/ tipusu elsérendd formuldkbol dl16 halmazt:
A ={~3z (®;,(2) A Bs,(z)) : 81 # 52, 51,52 € S}U

{®,(c) : ac konstansjel s szorta} U

(. Vo (RE, - 08n) = Bln) Be o AT, (80)) ¢

az R reldciGjel argumentumai sy, . . . sy, szortdak}.

3)

Az elsé sor azt fejezi ki, hogy nincs olyan elem, amelyik egyszerre két
kiilonbozd @, reldcidt is kielégitene; a mésodik sor minden konstansjelre
eldirja, hogy neki ki kell elégitenie a szortjdnak megfeleld reldcidt, végil
a harmadik sor szerint ha az n-viltozds R reldcio i-edik argumentuma
s; szortd és R igaz az (zy,...,T,) n-esen, akkor z;-re igaz Py, is.
Definidljuk a ¢ tipusi tobbszortd ¢ formula A{y] forditdsar a kovet-
kezGképpen: Alp] egy t' tipusd formula lesz, és
(1) ha ¢ primformula, akkor A[p] = ¢;
(i) A=) = =l M Al = Mol AN Mo V] = Ag] v AL,
€s hasonldan a tobbi Ioaikai 0sszekotd jelre;
(i) AFz ] = 3z (Bs(2) A Ag]), illetve AVz @] = Ve (Rs(z) —
Alp]), haa formu]akban x egy s szortd vdltozot jelolt.
Legyen 2 egy ¢ tipust tobbszortd modell, és definidljuk a A[(]
t' tipusd struktdrdt Ggy, hogy alaphalmaza és a t jeleinek interpretdltja
ugyanaz maradjon, tovabbd s € S-re a @, jel A[2]-beli interpretdltja
€ppen az s szortl elemek halmaza. A definiciokbdl azonnal adédik a
kovetkezd allitas:
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2.9. Lemma 2] = A, valamint minden t tipusi tébbszortii formuldra
A = o akkor és csak akkor, ha AN[2] = Xy]. B

Feltételiink szerint I' minden véges részének volt modellje, ezért a
2.9 lemma szerint a csupa elsrendd formulabdl dllo A U A[T] halmaz
minden véges részének van elsérendd modellje. A 2.7. kompaktsagi tétel
miatt ekkor az egész A U A[[']-nak is van elsérendd modellje, legyen ez
mondjuk B. Legyen s € S az egyik szort, és nézziik azokata b € B ele-
meket, melyekre B = @,(b), legyen ezek halmaza B,. Mivel B |= A,
azért (3) elsd sora szerint a By halmazok paronként diszjunktak. % alap-
halmazabdl elhagyhatjuk mindazokat az elemeket, melyek egyik Bs-ben
sincsenek, tovabbra is A UA[T] egy modelljét kapjuk. Ez A elemeire vi-
lagos, A[T] elemei koziil egyedil a kvantorokat tartalmazé formulakkal
lehetne gond. azokat viszont a tobbszortd formulak forditasaban éppen
ugy definialtuk, hogy csak valamelyik B, halmaz elemeirdl beszéljenek.
Definialjuk az 2 tobbszorta modellt gy, hogy az s szortnak megfeleld
elemek halmaza Bs, a konstans- és relacidjelek interpretaltjat pedig B
mondja meg. Ezzel valdban egy ¢ tipusu tobbszortd modellt kaptunk, ha
ugyanis a ¢ konstansjel szortja s, akkor (3) mdsodik sora szerint ¢ inter-
pretaltja tényleg s szortd lesz, és hasonldan a relacigjelek interpretaltja
(3) harmadik sora alapjin a megfeleld szortd elemek szorzatdn van ér-
telmezve. Tgy B éppen az 2L t6bbszortd struktira , forditisa” Az el6zd
lemma szerint minden ¢ tobbszortd formuldra B = A[2] = A[y] pon-
tosan akkor, ha 21 |= . Bs mivel Bt gy vilasztotiuk, hogy modellje
legyen A[I']-nak, azért 2 modellje I-nak. A tételt bizonyitottuk. Bl

A tobbszortu logika kompakisdgi tételét kozvetlenil is lehet bizonyitani; ehhez az
ultraszorzat konstrukciot és a L.os lemmit kell dltaldnositani tobbszorti modellekre.
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4. Magasabbrend(i struktirak

Elsérendd nyelven egy A halmaz elemeirdl tudunk beszélni, péiddul a
struktiirdt és a nyelvet megfelelSen definidlva olyan dllitasokat tudunk
felirni, mint ,,A-ban van legkisebb elem.” vagy ,.4 minden a eleméhez
van pontosan egy olyan b, hogy az f(a,b) értéke nulla”” Sok dllitds
nem fogalmazhaté meg kozvetleniil elsGrendd nyelven, mert a struktira
A alaphalmazdnak részhalmazain, vagy esetleg 4 x A részhalmazain
kellene kvantifikalnunk. Ilyen allitds példdul Weierstrass tétele: minden

zdrt intervallumon folytonos fiiggvény felveszi maximumdr, hiszen itt

az univerzdlis kvantor egy bizonyos fiiggvényosztaly elemein fut végig.
Az kompakisdgi tétel bizonyitdsakor haszndltuk az a tételt, miszerint
minden centrdlt rendszer kiterjeszthetd ultrasziirévé. Ebben az dllitasban
aminden kvantor az alaphalmaz részhalmazaibél 4116 halmazok halmazan
fut végig.

A magasabbrendd logikaban az alaphalmaz részhalmazairdl, a rész-
halmazai halmazdnak részhalmazairdl, stb. is lehet beszélni, mégpedig
egy specidlis tobbszortl struktira segitségével. A szortokat itt tipusok-
nak nevezzik. Az A alaphalmaz elemei O ripusii reldcick lesznek. A (0)
tipusiiak A részhalmazai, a (0,0) tipusdak pedig A-n értelmezett két-
viltozs reldciok, azaz A x A részhalmazai. Egy ((0)) tipusd reldci6 A
részhalmazait tartalmazza elemként; egy A-n értelmezett ultraszird pél-
ddul ((0)) tipusd. A tipusokat 7-val fogjuk jelolni, és pontos definiciéjuk
a kovetkezd.

2.10. Definicié 7 egy tipus, ha vagy 7 = 0, vagy pedig 7 = (71, ..
Tn), ahol az itt szereplS 71, ..., 7, mar kordbban definmialt tipusok.

Egy 0 tipusi reldci6 az A alaphalmaz egy eleme; egy (71, .. -, Tn)
tipust reldcié olyan n-esekbdl dll, melyek elemei rendre 7y, 72, stb, 7,
tipusi reldciok. fgy ha I jeloli az A folotti 7 tipusi reldcick halmazdt,
akkor B9 = A, Tg0) = P(4 x A), & dltaldban ha 7 = (7,..., Tl
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akkor ¥, = P(Z,, % ... x X, ). Ha kiilon hangsilyozni akarjuk, hogy
mi az alaphalmaz, akkor a £# jelolést hasznaljuk.

A magasabbrend( struktirak nyelve a konstansjeleken kiviil minden

Pl By vy Ty) tipusra tartalmazza a ®-(z,y1, . . ., yn) reldcidjelet; az
elsG argumentum, vagyis 2 szortja 7. a tébbiérendre 7, . . .. Ty valamint

a Oz, y) kétviltozés reliciojelet, ahol mindkét argumentum 0 szortd.

2.11. Definicié  Egy U teljes magasabbrendii struknira olyan tobbszortd
struktdra, melyben a szortok megegyeznek a fentebb definidlt tipusokkal,
a 0 szortu elemek halmaza 4y = D, és altaldban a T szorti elemek
halmaza pedig A, = L. A &, reldcidjel interpretiltja

U=, (a, by, -0y ) = iy ey bl €,
valamint 2 |= O(a,b) pontosan akkor, ha a, b € Ay és a = b.

Mivel a szortok €s a tipusok a magasabbrendd struktirakndl egybe-
esnek. azért ezt a két fogalmat a tovabbiakban egymas szinoniméjaként
fogjuk haszndlni. A 2.10.-ben definidlt tipust viszont nem szabad Gssze-
keverni a struktira hasonlosagi tipusdval, ami a tovabb nem specifikdlt
konstansjeleken kiviil csak a @, €s a © reldcidjeleket tartalmazza. A
reldcigjelek interpretdltja az 20 struktira kilonbozd tipust (szorti) ele-
mei kozott all fenn, bar a struktira alaphalmazanak elemei maguk is
reldciok.

A teljes strukuirdban a O tipust elemek halmazanak Gsszes részhal-
maza alkotja a (0) tipust elemek halmazdt. Ennek nem feltétleniil kell
igy lennie, elképzelhetd, és gyakran hasznos is. ha kilonbozd 7-ra A,-
nak ¥, egy valddi részhalmazat vélasztjuk, de azért nem tetszGlegesen.
Lehetséges ugyanis. hogy példaul a struktirdba a ((0)) tipusa U C P(D)
reldciot bevettiik, ennek az U-nak b C D egy eleme, de ugyanakkor b
még sincs benne a strukturdban. Ha ilyen kivételes helyzet egyetlen 7
tipusban sem fordul eld, akkor a struktirat gyengének nevezzik.
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2.12. Definicio6 Egy gyenge magasabbrendii struknira az a tobbszortd
U struktiira, melyben a szortok a tipusok, és a 7 szortd elemek A, C X,
halmaza kielégiti a kovetkezd feltételeket:
(i) 4o = Zo,
@) hat ={(n,...,Tn), a € 4, & (by...., b.) € a, akkor by € A,
by & Aty ovny by € Asy
(i) A =S, (a,by,...,by,) akkorteljesil, ha (by. ..., b,) € aés maskor

nem, valamint 2 |= ©(a, b) pontosan akkor, ha a = b.

J6l lathato, hogy a teljes struktirdk teljesitik ezeket a feltételeket,
tehat minden teljes struktira egyittal gyenge magasabbrend( struktiira
is. (ii) alatt az A,-ra tett feltevés miatt nem csak a teljes, hanem
a gyenge struktirdkban is igaz, hogy tetszdleges a € A, pontosan
azokbdl a (by,...,by,) alaki n-esekb6l dll, amikre 2-ban teljesiil a
Bl by oy b,) formula.

2.13. Tétel (Magasabbrendd logika kompaktsdgi tétele) Tegyiik fel, hogy
a magasabbrendii logika formuldibal allo T halmaz minden véges része-
nek van (gyenge) modellje. Ekkor T-nak is van gyenge modellje

Bizonyitds Definidljuk az B, (z,2') formuldta 7 = (71,...,7,) tipusra
a kovetkezéképpen:
YY1 Yy (B2 (2y1 - yn) © (@ Yn)

tovdbbd a kimaradt 7 = O esetben legyen Ey(z,2') éppen a O(z,z’).
Tetszéleges 2 gyenge magasabbrendd struktirdban @ és © interpretaci-
Gja miatt 2 |= E.(a,a') akkor és csak akkor, ha a és o' ugyanaz a 7
tipust eleme A.-nak.

Készitsiik el a nyelvben szerepld minden ¥ (z1, . . ., z,,) reldcidjelre
(vagyis a . valamint © reldcidjelekre) az alabbi formulat, feltéve hogy

W¥-ben az argumentumok tipusa rendre 7. ..., T
" (Bn (@1,81) A .- A By (m, 1))
= (E(z1,...,20) ¢ U(z],.. L

Ezek azt fejezik ki, hogy ¥ igazsaga nem valtozik, ha az argumentumokat
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veliik egyenlckkel helyettesitjik. Az 6sszes ilyen formula halmazihoz
vegyuk még hozzd az aldbbi, az Ag-beli egyenlség alaptulajdonsdgait
kifejezd formuldkat, és az {gy kapott formulahalmazt jeloljiik A-val:
Y O(x, r) (reflexiv)
(5)  VaVy(0(z,y) < O(y,z)) (szimmetrikus)
Vo VyVz (O(x.y) AO(y,2) = O(z,z)) (ranzitiv)

Mivel A minden (gyenge) magasabbrendd struktirdban igaz, azért
A UT minden véges részének is van (gyenge) magasabbrendd modellje,
és igy specidlisan tobbszortd modellje is. Kovetkezésképp a tobbszor-
td logika 2.8. kompaktsdgi tétele szerint az egész A U I'-nak is van
tobbszortd modellje; legyen B ilyen modell, természetesen a szortokat
B-ben is a 7 tipusok jeldlik. Definidlni fogunk egy 2 gyenge maga-
sabbrendd struktirdt és egy h : B — A rdképezést tgy, hogy h megdrzi
a obbszorttd formuldk igazsdgdt. Ha ezt megtettiik, a tételt bizonyitot-
tuk, hiszen ekkor B = T miatt az 2 |= I is igaz, vagyis 2 gyenge
magasabbrend( struktiira modellje I'-nak.

Jeloljiik B-ben a 7 szortd elemek halmazdt B,-val. Mivel 9-
ben teljesiilnek az (5) alatti formuldk, azért a © interpreticidja By
elemein ekvivalencia relaci6 lesz. Alljon a definidland6 20 struktira
A = Ay alaphalmaza ezekbsl az ekvivalenciaosztdlyokbdl vdlasztott
egy—egy reprezentans elembél. A h leképezést a By elemein értelmezziik
Ggy, hogy egy ekvivalenciaosztily elemeihez az osztdlybdl kivdlasztott
reprezentdnst rendelje.

Tegyiik fel, hogy 7 = (7m,....7). é mar definidltuk az 47‘

, A-, halmazokat és a h : B, = A, leképezést tgy, hogy A
megfelel§ ., = Z’: részhalmaza. Va'lasszul\ ki B tetszéleges b elemet,
és legyen

BO) E {{(h01), - h(ba)) = Bi, ., by @ Bonek olyan elemei.

amikre B |= (b, by,...,ba)}.

Legyen végil A, & {h(b) : b € B;}. Vilagos, hogy A, C A, X --- X



30 2. fejezet

A . ami indukeids feltételink szerint része Y.-nak. Az {gy definidlt
2 a konstrukci6 miatt kielégiti a 2.12. definici6 (1) és (i1) feltételeit. A
¢ valamint O relacidjelek interpretaltja legyen 20-n a 2.12. definicid
szerinti. ezzel kapunk egy gyenge magasabbrendd struktdrat. Vilagos,
hogy /i raképezés. tovabbd ha b és b’ a B-nek O tipusu elemei, akkor B |=
©(b.b") pontosan akkor. ha h(b) = h(b'). vagyisha 2 = ©(h(b). h(b")).
Letszoleges b-re a h(b) definicidja szerint (h(by), . ... h(b,)) akkor eleme
R(b)-nek, vagyis akkor dll fenn, hogy 2 = @ (1(b), h(b1),. - .. h(bn)),
ha léteznek olyan bi, ..., bl, elemek, melyekre h(b}) = h(b:) és B =
D (5,50, .« bl,)-

Amit még meg kell mutatnunk az. hogy h megdrzi a formulak
igazsagat. Mivel h raképezés, ehhez elegendd ldtnunk. hogy a nyelv
minden ¥(zy,...,:

») relicigjelére (vagyis ®-ra valamint ©-ra)
(6) B, -, ) = SeUHhh),:.., h(bn)).

hiszen innen az ekvivalencia tetsz8leges formuldra mdr konnyen adodik
a formula felépitésére vonatkozo indukciéval. Bzt az ekvivalenciat a
& (b1, by) formulara az elébb lattuk. A &, reldciGjel esetére elGbbi
megjegyzésiink alapjdn (6) azonnal kovetkezik abbol, hogy ha b, V', by,

bl . ... by b, megfeleld szorta elemekre h(b) = h{b') és h(by) = h(b})
minden i-re, akkor
(7 B =2 (b,by,..., bn) 4 @, (0, 0),. .., bl,).

Ez viszont egyenes folyamdnya az alabbi lemmanak és annak, hogy B-
ben teljestl az osszes (4) alatti formula. A lemma szerint a megadott
feltételek mellett B = E- (b, V') valamint B = E,, (b;, b)), tehdt a (4)-
beli implikdcio elGtagjaban minden teljesiil, és a konklizié éppen (7)-et
adja. B

2.14. Lemma Ha a b és V' € B, elemekre h(b) = h(b"), akkor B =
E-(b,b").

Bizonyitas A 7 felépitésére vonatkoz6 indukcidval bizonyitunk. Legyen
elgszor 7 = 0. A h definici6ja szerint h(b) a b ckvivalenciaosztalyanak
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reprezentdns eleme, ezért h(b) = h(b') pontosan akkor, ha b és 0’
ugyanabba az ekvivalenciaosztdlyba esik, vagyis ha B |= ©(b, V'), vagy
ami ugyanaz, B |= Ey(b,b').

Legyen mdsodszor 7 = (71,..., 7). Vilasszunk minden i-re a
7; szortd elemek koziil kettGt, bi-t és bi-t, amikre h(b;) = h(b)). Az
indukcids feltevésiink folytdn ekkor B |= E,, (b, b)), tovdbba nyilvan
B |= E- (2, ), ezért (4) alapjn tetszSleges 7 tipusi = elemre

(8) By =B (Do viey b)) ¢ (2, 0], ..., D)),

A h(b) definiciéja szerint ha B |= @-(b,bi...., bn), akkor egyuttal
(h(by),-- -, h(by)) € h(b). Ez az implikdci6 forditva is igaz. Legyenck
ugyanis b}, ..., bl, olyanok elemek, amikre (h(b}),..., k(D)) € h(b).
A h(b) dcﬁmcxoy alapjdn tudunk taldlni olyan by, ..., b, elemeket,
melyekre B |= @ (b. by, ..., b,) és h(b;) = h(b}). Bkkor (8) szerint
B l=9.054,....0.). ahOéydn dllftotiuk.

Ha h(b) = h(b'), akkor persze L(b) és h(b') ugyanazokbdl az
n-esekbdl dll, kovetkezésképp tetszSleges by, ..., b, elemekre B =
&, (b,b1,...,by) akkor és csak akkor, ha B |= ®(b', by, ..., by,). Ezzel
belattuk, hogy h(b) = h(b') esetén

BEYY ... Yy (B by, tn) 8B W1y - Un )

ami azt jelenti, hogy B £ E- (b, V'), amit bizonyitani szerettiink volna.

A kompaktsigi tétel bizonyitdsa csak annyit adett, hogy I'nak 1¢-
tezik gyenge modellje. Ez nem véletlen, ugyanis ennél tobb mér nem
igaz. Mutatunk példdt olyan formulahalmazra, aminél minden véges
résznek van teljes modellje, de az egésznek nincs. Legyen N a természe-
tes szdmok halmaza, és legyen ez az U teljes magasabbrendd struktira
alaphalmaza. Az N minden elemét jeloljiik meg egy-egy konstansjellel,
szokds szerint ezek legyenek O, 1, 2, stb. Sziikségiink lesz még a ter-
mészetes szdmok rendezésére. ehhez valasszunk egy 7 = (0,0) tipust
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konstansjelet, amivel 2-nak azt az elemét jeloljik meg, ami a termé-
szetes szamok szokasos rendezésének felel meg. Természetesen ez a
konstansjel < lesz, és 2 |= ®(g,0)(<, %, y) pontosan akkor igaz, ha a ter-
mészetes szamokbol allo (z, y) par a <-vel jelolt reldcicban van, vagyis
ha tényleg z < y. Még egy relaciot jelolink meg konstansjellel: a jel €,
a tipusa (0, (0)), €s 2 k= B(q (o)) (€, %,Y) ha a (0 tipusi) = természetes
szam benne van (a (0) tipusd) ¥ részhalmazban.

Ugyanezt persze az € jel nélkiil is felirhatndnk, hiszen x akkor és csak akkor eleme
¥ -nak, ha 2 = &0y (Y, ). ¢ igy

A P o) (€., Y) & &) (V,2)

Az alabbi formula els§ sora azt mondja ki, hogy az ¥ halmaz
(vagyis (0) tipusii elem) nem iires, a masodik szerint van felsS korlatja,
az utolsé kettd pedig azt dllitja, hogy ekkor van maximalis eleme:

VY (3x Po,000(E€,2,Y) A
A3V (D (€. 2,Y) = Do 0y(<,2,2))) —
— 3z (®(0,0p (€2, Y) A
AVz (B oy (€, 2. T) = B gy(<, 25))).-

Vegyiik ehhez hozza azokat a forinulakat, amik kimondjdk, hogy a <
tranzitiv, valamint hogy a rendezés hogyan mikodik a szamokon, tehat

Vo Yy Yz (D00 (<, 0) A B00) (<, 9, 2) = R0y (£, 2, 2)),

valamint peldaul @ g 0y(<, 3,5), =P 0,0y (<, 7,2), stb. Legyen még c egy
vadonat j O tipust konstansjel, utolsé adag formuldink szerint ¢ nagyobb
az Osszes konstansjellel megjelolt természetes szamnal: (o 0)(<, 1, ¢).
D(0,0)(£52,¢), 20,0)(<,3,¢), stb.

Az igy kapott I' formulahalmaz minden véges részhalmazanak az
2 teljes struktira modellje, egyszerten c-nek a véges formulahalmazban
szerepld véges sok szam mindegyikénél nagyobbat kell valasztanunk.
Ugyanakkor ['-nak mdr nincs teljes magasabbrend modellje. Tegyiik fel,
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hogy % ilyen modell lenne. Ennek B alaphalmazaban a ¢ (interpretaltja)
a 0, 1, stb. mindegyikénél (vagyis ezek interpretaltjandl) nagyobb. Most
vegyiik a By alaphalmaznak azokat a b elemeit, amelyek a 0, 1. ...
valamelyikénél kisebbek, vagyis amikre B = ©0,0y(<, 0, k) teljestl
valamilyen k természetes szammal. Legyen ez a részhalmaz Y. A ¢
jelenléte és a < tranzitivitdsa miatt ¢ felsé korldtja Y-nak. és persze
Y nem iires, hiszen minden természetes szam benne van. A B modell
teljessége miatt Y € By tehdt (9) alkalmazhat6 erre az Y-ra. A formula
els@ sora igaz, tehdt 1gaz a konkliizié is: van Y-ban maximdlis elem.
Legyenez 2 € Y. Mivel Y minden eleme kisebb valamelyik természetes
szamnil (pontosabban a szdm interpretaltjandl), ez igaz 2-re is, mondjuk
z < k. Mivel k+1 €Y, é & maximdlis Y-ban, azért k+ 1 <z < k,
ellentétben azzal, hogy < tranzitiv és =®(90)(<, k + 1, k) is szerepel I’
elemei kozott.

Misképpen fogalmazva azt kaptuk, hogy a I' formulahalmaznak
semmilyen magasabbrendd B modelljében sem lehet az ¥ C By rész-
halmaz eleme a 7 = (0) tipusd elemek halmazénak, vagyis B(g)-nak, és
igy persze B nem is lehet teljes.
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Bovités

A matematika igen sok dga egy—egy rogzitett teljes magasabbrend(d
struktira tulajdonsdgainak tanulmdnyozdsdval foglalkozik, més dgak pe-
dig nem egy konkrét, hanem sok hasonlé struktira kozos tulajdonsagait
vizsgaljdk. A kalkulus, beleértve a differencidl- és integrdlszamitdst, s6t
még a valds fiiggvénytan is része a valds szdmok teljes struktirdja el-
méleténck. A komplex fiiggvénytan (akdr egy, akdr tobbviltozds) pedig
része a komplex szdmok teljes modelljének. Ha topoldgikus vagy Hil-
bert tereket néziink, vagy akar differencidlhaté sokasdgokat, azokban is
teljes magasabbrend struktirdk hasznalhatok a diszciplina lefrdsdra.

Legyen ennek megfelelden 2 egy konkrét teljes magasabbrendd
struktira, amit tanulmdnyozni akarunk. Minden lehetséges 7 tipusra az
2 struktira Gsszes 7 tipusi elemének jelGlésére vezessiink be egy—egy
konstansjelet. Az, hogy ehhez dltalaban nagyon sok jelre van sziikségiink,
nem fog minket zavarni. Ezek a jelek az 2-beli elemek nevei lesznek.
és persze nem azonosak velik. bdr az clemek és az Gket jelols nevek
kozott kolesonosen egyértelmd megfeleltetés 1étesithetd. Legyen példdul
R az U elemei kozil egy n-vdltozés 7 = (m,..., ) tipusi reldcio,
a hozzdrendelt konstansjel pedig cg. Az 2 struktira rendre 7, ..., 7o
szortd by, ..., by elemeire az R reldcié pontosan akkor 4ll fenn, ha 24-
ban igaz a ®,(cg,b1,...,b,) formula. Itt cg a nyelv egy konstansjele,
b1, ..., by pedig a struktira elemeit jeloli. Hasonldan, ha f egy, az
Ay alaphalmazon értelmezett egyviltozds fiiggvény, akkor f specidlisan
(0,0) tipusu reldcié is, tehdt van f-et jelold ¢y konstansjeliink, és
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[(z) =y pontosan akkor, ha 2 [= &g ¢y (cs, z,Y)-

3.1. Definicio
(1) Adott 2 teljes magasabbrendi struktira nyelve all: (a) a struktiira
Osszes eleméhez hozzarendelt konstansjelbdl;
(b) a @ (z,y1,..,Yn) valamint ©(z,y) relacidjelekbsl.
(i) Az 2 struktira Th(A) elmélete az Gsszes 2-ban igaz, a struktira
nyelvén felirt (t6bbszortu) formula halmaza.

Mostant6! kezdve minden formula, ha csak az ellenkezdjét nem mond-
juk, a rogzitett A magasabbrendd teljes struktira nyelvén lesz megfogal-
mazva. Legyen Y(z) egy olyan formulahalmaz, melynek formuldiban
egyediil az x valtozéjel fordul el§ szabadon, és ¢ tipusa mindegyikben
ugyanaz, mondjuk 7. A ¥(z)-r6l azt mondjuk, hogy konkurrens 2 folott,
ha ¥(x) minden véges {¢1(z), ..., ¢n(z)} részhalmazahoz taldlhat6 az
2 struktdrdnak olyan 7 tipusd a eleme, amivel 2 |= @1 (a)A. .. Apn(a),
vagyis amire

A= 3z (p1(@) Ao Apn(z)).

A ¥(z) konkurrens formulahalmaz realizdlodik a 9B struktirdban, ha
van B-nek olyan b eleme, amire $(z) minden formuldja igaz.
A ko s for a ikai logikdban tipusoknak szokéds ne-

vezni, de minthogy a tipus sz6 mér eddig is két kiilonbozG dolgot jelentett, még egy uj
értelemben val6 haszndlata mdr teljes kdoszt okozna

3.2. Definicié Az 2 nyelvén értelmezett B gyenge magasabbrendd
struktira bovitése A-nak, ha B |= Th(L), és az Osszes A folotti konkur-
rens formulahalmaz realizalodik 9B-ben.

3.3. Tétel Létezik A-nak bovitése.

Bizonyitas Minden 2-ban konkurrens X(z) formulahalmazra valasz-
szunk egy—egy vadonat 1j, az U nyelvében nem szerepeld cs; konstans-
jelet; ennek tipusa a £(z) elemei dltal megkovetelt kozos tipus lesz.
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Telolie T(ex) a {p(ex) : p(z) € T(z)} formulahaimazt, és legyen a I’
a kovetkezd:

& h(A) U LJ{v ex) @ X(x) konkurrens formulahalmaz 2 folott}.

Akdrhogy vesszik ki I'-nak egy véges A részét. az abban szerepld
¢y; konstansjeleket tudjuk tgy értelmezni A-ban, hogy A egy modelljét
kapjuk. Ez azért van igy, mert A-ban minden konkurrens halmazb6l csak
véges sok formula szerepelhet, és a konkurrens halmaz definici6ja alapjan
létezik olyan elem 2A-ban, ami ezen véges sok formula mindegyikét
kielégiti. Ezt az elemet kell ¢y, interpretdcidjdnak valasztanunk: A tabbi
eleme automatikusan teljesil 2(-ban.

A magasabbrend struktdrdkra vonatkozd 2.13. kompaktsagi tétel
szerint ekkor van [-nak B gyenge modellje, €s ez jo lesz. Egyrészt
B |= Th(®L). masrészt minden 2 f61ott konkurrens rendszer realizdlodik
$B-ben. Ha ugyanis X(z) ilyen rendszer, akkor ezt éppen a B-beli ¢y
mutatja. @

Jelolje ™2 az 2A struktira rogzitett, de egyébként tetszSleges bé-
vitését, és legyen a az U-nak egy 7 tipusu eleme. Az ezt jeldld ¢,
konstansjel szerepel 2( nyelvében, ennek 2-beli interpretdltja persze a.
az “2-beli interpretaltja pedig legyen *a. Altaldban 2 egy tetszGleges
elemét jelols konstansjel *-beli interpretdltjara tgy hivatkozunk. hogy
az A-beli elem jele elé egy kis *-ot tesziink.

Az 2 alaphalmazdnak O tipusi elemei az A = Ap halmazt alkotjak.
Ez az A specidlisan egy (0) tipusu egyvaltozos reldcio is, tehdt elemként
is megtaldlhat6 2(-ban. Az A-t jelol6 ¢4 konstansjel “-beli interpretdlja
A, dllitjuk, hogy "A nem mds. mint a "2 bvités O tipusi elemeinek
halmaza. Ugyanis 2-ban minden O tipusu elem egyuttal eleme A-nak
is, vagyis A |= Va ®(g)(ca, 7). Ez formula beletartozik 2 elméletébe,
és gy *-ban is teljesiil, tehdt a c4 jel "A-beli interpretdltja, vagyis ™A,
tartalmazza az Gsszes “2i-ban 0 tipusi elemet.
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Definidljuk az A-b6l “A-ba képez6 h fiiggvényt azzal, hogy a € A-
ra h(a) = *a. A O(z,y) reldcidjel 2A-ban az egyenlSséget jelenti, ezért
ha a és b kiilonboz6 0 tipust elemei 2-nak, akkor

A = —8(ca, ),

itt ¢, illetve ¢y az a-t, b-t jelolS konstansjelek. Ez a formula tehdt
eleme Th(2)-nak, ezért igaz “U-ban is. Mivel O(z,y) az "U-ban is az
egyenlség, azért killonbozs a és b esetén ¢, és ¢ "2A-beli interpretiltja
is sziikségszerten kilonbozik, vagyis ha) # h(b). Ezért h bedgyazza
A-t "A-ba; ennek a leképezésnek segitségével A elemeit ,,azonosithatjuk™
A megfelels elemeivel. Mas szavakkal feltessziik, hogy a bévitésekben
a 0 tipusd elemekre o = *a mindig teljesiil, vagyis A C “4. Ebben az
esetben £ identitds: egy O tipusid elemet jelolS konstansjel interpretaltja
2-ban és "A-ban ugyanaz az elem.

Ez a megallapodas lehetdvé teszi azt is, hogy a 0 tipusi elemeket
ne kiilonboztessiik meg az Gket jelold konstansjelektd], hiszen ezeknek
a jeleknek mind 2-ban, mind “%-ban ugyanaz az interpretdltjuk.

3.4. Allitds A = *A akkor és csak akkor, ha A véges.

Bizonyitas LegyenelGszor A véges, mondjuk A = {ay,. .., a,}. Ekkor
a kovetkezd formula igaz 2-ban, és ezért *A-ban is:

vz (0(z,00) VO(z,a2) V... V O(z,04)).

(Itt hasznaljuk, hogy az a; elemek egyittal sajit magukat jelol6 kons-
tansjelek is.) Mivel ©(z,y) az *A-on is az egyenlSség, ez a formula a
bdvitésben értelmezve azt fejezi ki, hogy *A minden eleme ay, ..., a,
koziil keriil ki, és ezért A = "A.

Legyen miésodszor A végtelen, ¢,(z) = —0(z,a), és nézzik a
{po(z) : @ € A} formulahalmazt. Ez konkurrens 2 f6lott, hiszen A
végtelen és igy véges sok ai, ..., a, elemekhez mindig van olyan
b € A, ami ezek mindegyikétdl kiilonbozik, €s erre a b-re a véges sok
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0, (b) mindegyike teljesiil. Ekkor van olyan b € A, amire az Gsszes
formula egyszerre igaz, vagyis B = —©(b,a) minden a € A-ra. Ez
pedig azt jelenti, hogy b ¢ A, de b € "A, vagyis A £ "A. &

Legyen R C A tetszéleges (0) tipusi egyviltozos relacié A-n, az 6t
jelols konstansjel “2-beli interpretdltja pedig “R. Ha az R reldcid igaz az
a € A elemre, akkor a ®(g)(R, a) formula teljesiil 2(-ban, teht teljesil
"A-ban is, vagyis "R is igaz a-ra. Mdsrészt ha a € A és R nem igaz
a-ra, akkor A = —®g)(R, a), vagyis "R sem igaz a-ra. Ezért R C "R
és R ="RN A. A34. dllitdshoz hasonléan bizonyithat6, hogy R és "R
akkor és csak akkor egyezik meg, ha R csak véges sok elemre igaz.

Legyen f : A — A egy fiiggvény, az (a, f(a)) parokbdl 4116 (0,0)
tipusti B reldciorél azt mondjuk, hogy f-et meghatdrozza. "B most is a
B-t jelols konstansjel “2-beli interpretélja. Természetesen most is igaz
hogy B C "B, és a, b € A esetén (a,b) € B akkor és csak akkor, ha
(a,b) € "B. Mivel B els§ elemeként A-nak tetszSleges eleme el6for-
dulhat, azért a kovetkez formula igaz 2-ban: Va 3y @6y (B, z,y) >.
Ugyanezt a formuldt "-ban kiértékelve azt kapjuk. hogy

"2 = Vo Iy B(0,0) (B, 7, y),

ami azt mutatja, hogy "B-ben elsG elemként "A minden eleme el6fordul.
Ezen felill B-re még az is igaz, hogy semelyik els§ elemhez sem talalunk
két kiilonbozé mdsodikat, amivel B teljesiilne:

A = =32 31 3y (O W1, 42) A B(0,0) (B, @, 91) A B(0,0) (B, 2,92)).-

Ugyanezt "2-ban nézve kapjuk, hogy "B olyan reldcid, amiben az els§
helyen "4 minden eleme pontosan egyszer fordul eld, vagyis "B egy
*f figgvényt hatiroz meg. Rdaddsul "f-nek az A-ra vett megszoritdsa
megegyezik f-fel, vagy mds széval f az f kiterjesztése “A-ra. Kovet-
ve a hagyomdnyt, miszerint egy fuggvényt és kiterjesztését ugyanigy
jelolink (mint példdul a sin fiiggvényt a valés valamint komplex ar-
gumentumokra), lehagyjuk a *-ot és ezt a fliggvényt is f-nek hivjuk.
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Hasonl6an, ahol félreértésre nem ad okot, a bovités tobbi elemét is
ugyanazzal a jellel jeloljik, mint az alapmodell megfelelS elemét.

Legyen A C B, az A-bdl felépitett teljes struktira 2, a B-bél
felépitett pedig %B. Minden 7 tipusra A, az 2-beli 7 tipust elemek
halmaza, B, pedig a B-beli 7 tipusd elemeké. Mivel A = Ay C B =
By, a T tipus felépitésére vonatkozo indukcibval azonnal ldthats, hogy
A, C B;. Legyen "B a B egy bvitése, ebben "B, a 7 tipusi elemek
halmaza, tovibbd “4, C "B, az A,-nak a bévitésbeli megfeleldie (vagyis
az A, halmazt jelols konstansjel interpretdltja a % bévitésben).

3.5. Tétel Az U = ("A,) gyenge magasabbrendii struktiira és bévitése
A-nak.

Bizonyitds Elséként azt latjuk be, hogy "2 gyenge struktira. Ehhez azt
kell igazolnunk, hogy minden 7 = (71, ...,7,) tipusra A, C P("4,, x
--+x"A;.). Mivel A, minden eleme része az A, x - - - x A, szorzatnak,
azért B-ben igaz a kovetkez§ formula:

VeV, ... Ve, (@(T)(AT,z) AN (z,21,...,2n) =
= Oy (Ar,z) AL A (P(m)(Ar,”xn))-

Haitt ®(;)(4, =) helyett azt frndnk, hogy = € A, ami egyébkeént ugyanazt
jelenti, a formula 4talakul azza, hogy © € A, A (z1,...,2,) € Tz —
z; € A.,. Bz tehdt a bGvitésben is igaz, ahonnan kapjuk, hogy “9-ben az
0sszes z-re, amire @(T)(*AT, z) igaz, (vagyis "A, osszes ¢ elemére), ha
"B = O (z,31,...,T,) (vagyisha (z1,...,2,) € x), akkor mindegyik
zire *B = @(T‘)(*Amzl) (vagyis m; € *A;). Es ezt kellett beldtnunk.
Mivel “95 bévitése B-nek, azért 28 minden elemének, és igy speci-
4lisan 2 minden elemének is van megfelel§je *2-ban. Az maradt csak
hétra, hogy megmutassuk: minden 2 folotti konkurrens formulahalmaz
realizdlédik *2A-ban. Legyen ¢ egy tetszoleges 2 folotti formula, defi-
nidljuk a 5t a kovetkez6képpen: primformuldkra ¢ és P ugyanaz,
(=9)B = =(¢pP), (¢ V¥)B = P v ¢F, hasonléan a tobbi logikai
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Osszekotd jelre, végiil (Y o(2))? = Vo (z € A, — ©B(z)), valamint
Bz () = 3z (2 € A, A pB(z)), feltéve, hogy a kvantorral leko-
tott viltozo tipusa 7. Természetesen © € A, ittis a ®(,y(A;, ) helyett
4ll. Vildgos, hogy 2 |= ¢ akkor és csak akkm ha % = P, valamint
2 k= akkor és csak akkor, ha "B = P, ez utébbit tgy értve, hogy
a B -ben szerepl§ A, helyébe mindeniitt 4-”1T~t kell tenni.

Legyen ezek utdn T(z) egy 2 folotti konkurrens formulahalmaz,
az z viltozd tipusa pedig legyen 7. Tudjuk, hogy ennek minden véges

ez taldlhaté A.-nak olyan eleme, ami ezt a véges sok formuldt
kielégiti, ezért a {®((Ar,2) AP (2) : ¢(z) € B(x)} halmaz kon-
kurrens B folott. Bzért a “B bdvitésben van olyan 7 tipusi a elem,
amire ez utébbi formuldk mindegyike teljesiil, specidlisan az is, ho y
() A, a), vagyis a € *A,. Ezért a az "U-nak is eleme, *B = o”
ezért "2 = p(a) minden p(2) € I(z)-re. Ez mutatja, hogy az *QJ.-belx
a kielégiti a konkurrens formulahalmaz minden elemét, vagyis 2(z)
realizdlodik "2-ban, ahogyan kivantuk. [

Az U teljes struktira " bSvitésrdl csak annyit tudunk biztosan,
hogy gyenge magasabbrendd struktira. {gy példaul egyiltalin nem biz-
tos, hogy “2l-ban "A minden részhalmaza szerepel a (0) tipusti halma-
zok kozott. Az "A-hoz tartozd teljes struktirdban {gy hdromféle elemet
kiilonboztethetiink meg: azokat, amelyek mdr 2(-ban is megvoltak (pon-
tosabban amik az 2 egy-egy elemét jelold konstansjelek interpretdltjai);
azokat, amelyek az " gyenge struktirdba bekeriiltek; illetve a maradé-
kot. Ezekre kiilon-kiilon elnevezéseket vezetiink be.

3.6. Definicié Az "A-bol definidlhat6 teljes struktira T tipust elemei
koziil "A,-hoz tartozékat belss, a tobbit kiilsé halmazoknak nevezziik.
Egy belsé halmaz sztenderd. ha 6 egy -beli elemet jelol§ konstansjel
interpretaltja, egyébként pedig nemsztenderd. Hasonléan egy fliggvény
sztenderd, belsd illetve kiilsd attél fuggden, hogy az 6t meghatdrozd
reldci6 milyen.
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Az "A-nak nincsenek kiils§ elemei, viszont ha A végtelen, a 3.4. 4llitds
szerint vannak benne nemsztenderd elemek is. Az A minden eleméhez
létezik 6t tartalmazé egyelemi halmaz, ezt az allitast igy formalizélhat-
Jjuk:

A = Ve Iy (B (y,2) AVz (D) (Y, 2) = O(x,2))).

Ez a formula igaz a bGvitésben is, tehdt "4 = "A¢ minden a eleméhez
létezik *A(O) -ban olyan elem, aminek egyetlen eleme a, természetesen ezt
is {a}-val fogjuk jelolni. Ha a sztenderd, akkor a kétféle {a} ugyanaz; ha
viszont a nemsztenderd, akkor {a} nemsztenderd (mert nincsen neve),
ugyanakkor belsé halmaz (mert eleme *A(o)-nak) Egy “2-beli sztenderd
halmaz tipikusan nem egyezik meg azzal az 2-beli halmazzal, aminek
a megfeleldje. Példdul "4 sztenderd, hiszen az A alaphalmazt jelold
konstansjel interpretdltja, de mint ldttuk, dltaldban A # A.

Jeloljuk N-nel az NV = {0,1,...} természetes szdmokbol felépitett
teljes struktdrdt, és legyen “N ennek egy tetszSleges bGvitése. Az N
alaphalmaz végtelen, ezért a 3.4. dllitds szerint *N valédi bévitése a
természetes szamok halmazénak, vagyis "N-ben vannak nemsztenderd
elemek is.

Lattuk, hogy az alaphalmazon értelmezett akarhdny valtozds
miveletek mint fiiggvények automatikusan kiterjednek a bévitésre is.
fgy specidlisan a természetes szamokon értelmezett dsszeadds, szorzds,
hatvényozds, stb. is kiterjed "N-re. A miiveletek szokdsos tulajdonsigai
is megmaradnak, példdul az 9sszeadds és szorzds disztributivitdsat kife-
jezd - (y + z) = x-y + 2-z formula igaz az alapmodellben, és ezért igaz
a bévitésben is. (Az dllitds formdlis felirdsdt az Osszeadast és a szorzdst
jelold konstansjelekkel valamint a megfelelS ®, és © relacidjelekkel az
olvaséra bizzuk.) A természetes szamok rendezése egy kétvaltozds reld-
¢id, ez is kiterjed a bSvitésre, €s ott is rendezés marad. A nulla minden
mds természetes szdmndl kisebb, ezért 0 a legkisebb szdm "N-ben is. Az
1-nél csak a 0 kisebb, ezért minden nemsztenderd természetes szdm is
nagyobb 1-nél. Hasonléan a nemsztenderd egészek minden % sztenderd
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egésznél nagyobbak. igy a rendezésben a sztenderd szamok megeldzik
a nemsztenderdeket. A sztenderd szamokat ennek megfelelen véges-
nek, a nemsztenderdeket pedig végtelennek 1s hivjuk. Minden pozitiv
természetes szamnak van kozvetlen megeldzdje, tehdt ez igy van “N-ben
is; és ha n megelozdje veges. akkor n is szikségképpen véges. Ko-
vetkezésképp végtelen egész megeldzdje is végtelen, vagyis a végtelen
természetes szamok kozott nincs legkisebb.

A teljes indukcio elve azt mondja ki, hogy a természetes szamok
minden nem-lires részhalmazaban van minimalis elem. Ezt félig forma-
lisan, a szokasos jelolésekkel felirva

VY (Bx(z€eY) s Ie(r €Y AVz(z €Y 2> 1)),
a pontos formula pedig a kovetkezdképpen néz ki:

VY (32 @) (V) —

— 3z (P(g) (Y, z) AVz (@(0)(3’. z) = (I’(Uv())(g‘lu’l')))).
Ugyanez persze igaz az *N bévitésben is, ott azonban Y nem az *N
Gsszes részhalmazan fut végig. hanem annak csak az "N-ben megtaldlhato
elemein, vagyis a belsé részhalmazokon. A teljes indukcid a b&vitésben
tehdt igy szol: minden nem-iires belsé halmaznak van minimdlis eleme.

Azt, hogy az elv nem marad érvényben e nélkiil a megszoritds nélkil,
jol mutatja a végtelen elemek halmaza.

3.7. Allitas “N-ben a sztenderd valamint a nemsztenderd természetes

szamok halmaza is kiilsd.

Bizonyitas Mivel minden nem-iires belsd halmazban van minimalis

elem, s nincs legkisebb végtelen természetes szam, a nemsztenderd

egészek halmaza sziikségképpen kiilsS. Masrészt belsd halmaz komple-

mentere is belsd, mivel a kovetkezd formula igaz az N alapmodellben:
VX Y Vz (80)(X, 2) & =) (Y, 2)),

vagyis minden X -hez van olyan Y hogy z akkor és csak akkor eleme X -
nek, ha nem eleme ¥ -nak. Ugyanez a formula a bGvitésben is teljesil.
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ami minden X bels6 halmazra garantalja olyan Y belsg halmaz Iétezését,
ami "N azon elemeib6] 4ll, amik nincsenek X -ben. Ha tehdt a sztenderd
természetes szamok halmaza belsS volna, akkor ennek komplementere,
vagyis a nemsztenderd egészek halmaza is belso lenne, amir6l mar lattuk,
hogy nem az. M

A 3.7. llitast kicsit masképpen fogalmazva egy rendkiviil hasznos
lemmadt kapunk:

3.8. Lemma (Tilcsorduldsi lemma) Tegyiik fel, hogy az A C "N belsé
halmaz tartalmazza az dsszes sztenderd (nemsztenderd) szamot. Akkor
A tartalmaz nemsztenderd (sztenderd) elemet is.

Bizonyitas Ellenkez§ esetben A vagy csak a sztenderd, vagy csak a
nemsztenderd szamokbol dllna, és igy nem lehetne bels. Bl

Az ameggondolds, miszerint "IV belsd részhalmazdnak komplemen-
tere is belsd, konnyen atvihets tetszéleges bovités tetszSleges elemére;
st az is igaz, hogy kett§ vagy akar véges sok belsS halmaz unidja illet-
ve metszete is belsS. Belsé halmazok tetsz6leges metszete illetve unidja
maér nem feltétleniil belsd, példdul a sztenderd szamokat tartalmazo egy-
elemt halmazok mindegyike belsG (s6t sztenderd is), uniéjuk viszont
mdr kiils6 halmaz. Ha viszont az I indexhalmaz és az {4; : i € I} hoz-
zdrendelés (vagyis az Osszes (i, A;) parbol allé halmaz) is belsG, akkor
az A; halmazoknak mind a metszete, mind az uniéja bels6 halmaz, ami
azonnal adodik a kovetkezo tételbdl.

3.9. Tétel Tetszoleges bovitésben belso halmazok segitségével formuld-
val definidlt halmaz is belso.

Bizonyitas Legyen 2 az alapstruktira és "2l a bdvités. Legyen a
o(z,y1,...,yn) formuldban az z tipusa 7, a bdvitésben py, ..., p,
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olyan elemek, melyek tipusa megtelel a formula y; valtozéinak. A tétel

azt allitja, hogy a py. . . .. pn elemekbdl a  formula segitségével definialt
(1) U={uec : "4 pu,p,--., Pu)}

halmaz belsd, vagyis mdsképpen mondva U € *A(,). Mivel a p;-16l csak
azt tudjuk, hogy belsd halmaz, azt nem, hogy sztenderd. azért altalaban
nem létezik p;-t jeldld konstansjel. Ezért (1) kozvetleniil nem vezethetd
vissza egy 2-beli allitdsra, keriil6 utat kell tenniink.

Az 2 teljes struktira, ezért a {v € A; : A = (0, q1,.-,qa)}
halmaz eleme A(T)qu tetszGleges ¢j. . . .. ¢y, valasztasa mellett. hiszen
A(r)-ban A, minden részhalmaza benne van. Igy U-ban igaz a ko vetkezd
formula:

Yy ... Yy, IX Ve (B (X.2) © o(z,1.- -, Yn))-

Tehit ez a formula "2-ban is igaz. Vilasszuk y; értékét p;-nek. Azt kap-
juk. hogy létezik olyan U € "A.y. vagyis belsé halmaz, amire a formula
maradék fele igaz, vagyis " |= Vi (®(y(U,z) < @(z,p1, .-, o)l
Mivel pedig "% |= @, (U, u) akkor és csak akkor, hau € "™, ésu € U,
éppen azt kapjuk. hogy az (1) alatti halmaz eleme *.4( -)-nak, €s igy belsd.

Tételiink azt mondta ki, hogy egy bévités definiciosan zart, vagyis
mindazok a halmazok. melyeket belsé halmazokbol valamilyen defini-
cioval el§ tudunk allitani, ismét belsék lesznek. KiilsG halmazt csak
valamilyen kiils§ eszkoz segitségével tudunk megadni: ilyen kilsS esz-
koz példaul a sztenderd és nemsztenderd elemek megkiilonboztetése. A
3.8. tilesorduldsi lemma éppen azt mondja ki, hogy “N-ben a sztenderd
és nemsztenderd elemeket belsd modszerrel nem is lehet szétvalasztani.
A lemmadnak még két tovabbi valtozatat is igazoljuk.
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3.10. Lemima (Tulcsorduldsi lemma, masodik viltozat)

(1) Tegyiik fel, hogy az A C "N belsé halmazban minden sztenderd
n € N-re van n-nél nagyobb szam. Ekkor van A-ban nemsztenderd
Szam is.

(i) Tegviik fel, hogy az A C *N belsé halmazban minden nemsztenderd
w-ra van w-nal kisebb elem. Ekkor van A-ban sztenderd elem is.

Bizonyitas Az (i) esetben legyen B = {n € "N : n kisebb valamely
A-beli elemnél}, vagyis B azokbol az n € *N elemekbdl 4ll, amikre

"N =3z (Bgy(A,3) A B ) (<, x)).

Ez az el8z8 tétel szerint belsS halmaz, és az A-ra tett feltétel miatt az
Osszes sztenderd szdmot tartalmazza. A 3.8. lemma alapjan tehat van
B-ben nemsztenderd szdm is, és ekkor A-ban is van.

Az (ii) esetben B azokbdl az n szamokbol alljon, melyek A vala-
melyik eleménél nagyobbak, vagyis amelyekre teljesil az, hogy

N =3z (Boy (A7) A Do) (<, z.m)).

Most B az Gsszes végtelen természetes szamot tartalmazza, tehat tartal-
maz végeset is, és ekkor sziikségképpen A is tartalmaz véges szamot.

A lemmara kozvetlen bizonyitdst is adhatunk felhasznalva, hogy
“N-ben igaz a teljes indukcid elve. E szerint minden nem-iires belsd hal-
mazban van legkisebb elem. Ha az A bels6 halmazban minden végtelen
w-ra van w-ndl kisebb. akkar az A-beli legkisebb elem nem lehet végte-
len. Hasonldan ha A-ban van akarmilyen nagy sztenderd szam, de nincs
benne akarmilyen nagy szdm, akkor van A-ban maximalis elem, és ez
sziikségképpen végtelen.
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Megjegyezziik, hogy az "N-beli végtelen szdmok és a (sztenderd)
természetes szamokon definialhato ultraszirék kozott szoros kapesolat
van.

3.11. Allitds Legven w végtelen természetes szam. Ekkor U = {A C
N :w € "A} nem trividlis ultrasziird. Forditva, minden N foloti U nem
trivialis ultrasziirohoz taldlhato (végtelen sok) olyan végtelen szam, ami
az U minden elemében benne van.

Bizonyitas Legyen eldszor U egy N folotti ultrasziré. Ekkor a
{®0)(A.2) : A € U} formulahalmaz konkurrens, hiszen véges sok
U-beli elem metszete nem iires. Kovetkezésképp van *N-nek olyan w
eleme, ami az Osszeset egyszerre kielégiti, vagyis w € "4 az U minden
elemére. Es mivel U nem trivialis, w nem lehet sztenderd. Hasonlokép-
pen mutathaté meg. hogy nemcsak egy. hanem tetszéleges véges sok
ilyen nemsztenderd elem létezik.

Masodszorra legyen w nemsztenderd. ekkor elegendé belatnunk,
hogy az w-t tartalmazé sztenderd halmazok egyrészt centrdlt rendszert
alkotnak, masrészt tetszSleges A C N-re vagy "A vagy *(N — X)
tartalmazza w-t. Legyen tehdt w € “4;, ahol A; C N sztenderd i =
i [ n-re, ezekre

NeE(ze™AiA... Az e dn),

amit az * = w valasztds mutat. Ezért ugyanez a formula igaz az
. A,, halmazoknak is van kozos
eleme. Ez mutatja, hogy U centrdlt. Legyen végil X a természetes
szamok tetszSleges (sztenderd) részhalmaza, erre *(IN — X) = "N = "X
Valéban, N-ben igaz az az allitds, ami kimondja. hogy X és NV — X
egymas komplementere:

alapmodellben is, vagyis az A;,

Vz(z e XV e N-X)A-Fx(ze XAz eN-X).
Kovetkezésképp ugyanez a formula igaz a b6vitésben is, tehat "X és
*(N — X) is egymds komplementerei. Ezért koziilik pontosan az egyik
tartalmazza w-t, amiért U maximalis. Bl
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Az "N bévités a természetes szdmok elméletének modellje, és
kilonbozik a szokdsos sztenderd N modelltél. Ilyen modell 1étezését
T. Skolem bizonyitotta be el6szor a harmincas években, és a nemszten-
derd elnevezés is tGle szarmazik.
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Differencial- és integralszamitas

Legyen R a valés szdmok halmaza, ugyanezt a jelet haszndljuk a
valsakbal felépithetd teljes struktira jelolésére is. Legyen "R a teljes
struktdra egy rogzitett bovitése. Tudjuk, hogy “R-ben pontosan ugyana-
zok a matematikai dllitasok igazak, mint R-ben, tovidbbd minden R folotti
konkuwrrens formulahalmaz realizdlédik a bévitésben. R elemeit szten-
derdnek, az “R-beli, de R-be nem eséket nemsztenderdnek nevezzik. A
sztenderd valdsakon definidlt minden mivelet és fiiggvény automatikusan
kiterjed a bdvitésre is viltozatlan tulajdonsdgokkal. Példdul az Gsszea-
dds "R elemein is kommutativ, a szorzdsra nézve disztributiv; minden
“R-beli elemnek a nulla kivételével létezik reciproka. valamint példa-
ul az abszolitérték fuggveny is kielégiti a szokdsos egyenlotlenségeket,
mint példaul |z + y| < |#|+ |y|. (Haszndltuk az a korabbi megdllapodd-
sunkat, hogy egy fliggvényt és a fliggvénynek a bévitésbeli megfeleldjét
ugyantigy jeloljiik.) Mivel R rendezett testet alkot, azért ez igaz “R-re is
ugyanazokkal a midveletekkel, és "R, mint test, bgvitése R-nek. R-ben
minden pdratlan fokd polinomnak van gyoke, tehit ugyanez igaz “R-
ben is, fgy “R valésan zdrt test. Viszont "R nem archimédeszi, vagyis
nem minden eleme kisebb az 1, 1 + 1, 1 + I - 1. sth. szdmok valame-
lyikénél. Valéban, az v > 1, @ > 1 + 1, ... formulahalmaz R folott
konkurrens, ezért van “R-ben olyan elem. amelyik mindegyiket kielé-
giti, tehdt nagyobb minden sztenderd egésznél. Az ilyen végtelen nagy
szdm reciproka persze még mindig pozitiv, viszont kisebb mint 1/n, ha
n sztenderd egész szdm.
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4.1. Definicié Az = € "R szém végtelen, ha abszoliit értéke nagyobb
minden sztenderd szdmnal, véges, ha |z

< n valamilyen n sztenderd
egészre, és végteleniil kicsi, vagy més néven infinitezimdlis, ha |z| < 1/n
minden n sztenderd pozitlv egész szamra. Végil x &s y végreleniil kozel
van egymdshoz, jelben z ~ y, ha x — y végteleniil kicsi.

A definici6 alapjén vildgos, hogy z pontosan akkor infinitezimdlis,
ha [¢| < ¢ minden pozitiv sztenderd g-ra. A ~ ekvivalencia reldcio:
mivel 0 végteleniil kicsiny, azért  ~ x, tovdbbd z ~ y esetén y ~ x is
igaz; végil a tranzitivitds: ha

— y| valamint |y — z| is infinitezimdlis,
akkor tetsz6leges n sztenderd egészre

-z <o =yl =2 < —+ = =

2n 2n n’

tehdt [x — z| is végtelendl kicsiny. Ezért "R szétesik a ~ szerinti ekvi-
valenciaosztdlyokra. Minden ilyen osztilyban legteljebb egy sztenderd
valés szdm lehet, hiszen kiilonb6zd sztenderd valds szamok nincsenek
végteleniil kozel egymashoz. Azt az ekvivalencia osztdlyt, amibe az
r € "R szdm esik, az 7 monddjanak nevezziik, és ji(r)-rel jeloljik.

4.2, Allitas Az r € R monddja a 0 monddjdnak r-rel valé eltoltja:
wu(r) =7+ p(0).

Bizonyitis A ~ definicidja alapjan » ~ = akkor és csak akkor, ha
0 ~ r—u, vagyis = eltolasinvarians. Innen az allitas azonnal kovetkezik.

Mivel végteleniil kicsiny mennyiségek 0sszege is végteleniil kicsiny,
azért ¥y ~ 13 €s Yy = Y, esetén x| + yy =~ @y + yp. Ugyanez dltaldban
nem igaz Osszeg helyett a szorzatra, hiszen ha p tetszGleges végtelen
szdm, akkor 0 ~ 1/¢, mig ugyanakkor 0 = 0-p és 1 = (1/0)-¢ nincs
végteleniil kozel egymdshoz. Amit mondhatunk, az annyi, hogy ha
2 és a2 végteleniil kozel vannak egymdshoz, tovibbd y véges, akkor
Ty > Tay-
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4.3. Allitds @ € "R akkor és csak akkor véges, ha x egy sztenderd valds
szam monddjanak eleme.

Bizonyitas Ha r sztenderd és @ € p(r). akkor |z| < |r| + 1, tehdt =
tényleg véges. Forditva tegytik fel, hogy v véges. Azt kell megmutatnunk,
hogy valamilyen sztenderd valds szamhoz végteleniil kozel van. Ha z
sztenderd, akkor ez persze igy is van. Ha z véges és nem sztenderd.
akkor két diszjunkt nem-tires részre osztja a sztenderd valosakat: azokra,
melyek kisebbek ndla, és azokra, amelyek nagyobbak. Legyenek ezek a
halmazok X; = {r e R:r < g} valamint X, = {r e R: z < r}. Az
X barmelyik eleme kisebb az X, barmelyik eleménél, ezért az (X, X5)
pér egy Dedekind-szeletet hatdroz meg. Igy vagy van X -ben maximalis
elem. vagy van X,-ben minimdlis, jelSljik ezt a sztenderd valds szamot
r-rel. Az els@ esetben r < x < r +¢, a mésodikban r —e < z < 1
minden pozitiv sztenderd e-ra, vagyis mindkét esetben r és x végteleniil
kozel vannak egymashoz. |

Mivel a természetes szamok N halmaza része a valosak R halmaza-
nak, azért a ,természetes szdmnak lenni” reldciot az *R-ben kielégitd "N
a 3.5. tétel szerint N bdvitése. Egy n € "N az el6z6 fejezetbeli definicio
értelmében végtelen, ha nem sztenderd; ez pontosan akkor kovetkezik
be. ha ugyanez a szam. mint "R eleme, a 4.1. definici6 szerint végtelen.

Megjegyezziik, hogy mind a véges, mind a végtelen valds szamok
halmaza is kiilsd. Bz azonnal kovetkezik abbdl, hogy a 3.7. allitds szerint
mind a véges. mind a végtelen természetes szamok halmaza kulsé, és
abbdl, hogy belsd halmaznak és "N-nek a metszele is bels6. Hasonléan
minden sztenderd szam monadja is kiils6 halmaz, ezt természetesen
elegendd a 0 monddjara ellen6rizni. A p(0)-ba esd nullatol kilonbozd
szamok reciprokai a végtelen nagy valosakat adjak ki, igy ha (0) belsé
volna, akkor ez utdbbi halmaznak is belsének kellene lennie.

Legyen most {x,} egy (sztenderd) valds szamokbdl allo (szten-
derd) sorozat. Egy ilyen sorozat tulajdonképpen nem mds, mint egy
fuggvény, ami minden természetes szamhoz hozzarendel egy—egy valds
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szamot, az n-hez rendelt érték éppen . Ldttuk, hogy minden fligg-
vény automatikusan kiterjed a bSvitésben, tehdt ugyanaz a fiiggvény,
ami n-hez z,,-t rendeli, a b§vitésben "N minden eleméhez hozzirendeli
"R valamely elemét. Mis szavakkal egy (sztenderd) sorozatnak minden
n € "N indexre van n-edik eleme.

Természetesen ha a sorozat elemet kiclégitettek valamilyen ossze-
fliggést, akkor ugyanaz az Osszefliggés a végtelen index( elemekre is
igaz marad. Ha példdul z,, = 1/n, akkor ugyanez 4ll akkor is, ha n
végtelen. Ez abbdl kovetkezik, hogy az {z,} sorozatot, mint kétvil-
tozés reldcidt jelentd konstansjelre felirhaté formuldk benne vannak az
alapmodell elméletében, és {gy igazak maradnak a bévitésben is

Emlékeztetiink az analizis néhany definicidjara. Az {z,} sorozat
korldtos, ha minden n indexre |z, < M valamely M € R szdmra. Az

{an } sorozat konvergdl r-hez, ha minden £ > 0 szdmhoz létezik olyan
ng kiiszobindex, hogy n > ng esetén |z, — | < €. A sorozat Cauchy,
ha minden pozitiv & > 0-hoz taldlhaté olyan ng, hogy n, m > ng esetén
|2n — 2m| < e. Végiil a sorozatnak az r torléddsi pontja, ha minden

pozitiv ¢ > 0-hoz és ng indexhez van olyan n > ng, amire |z, — 7| < €.

4.4. Allitas {z,,} akkor és csak akkor korldros, ha a sorozat végtelen
indexii elemei vegesek.

Bizonyitas Tegyiik fel elGszor, hogy {z,} korlitos, vagyis |z,| < M
valamilyen (sztenderd) M valds szdmra. Ekkor az aldbbi formula (pon-
tosabban a formula megfelelS formalizdlja) igaz az alapmodellben:
(Vn € N)(|Jzn| < M), tehdt ez a formula benne van az alapmo-
dell elméletében. Ezért ugyanez a formula igaz a bGvitésben is, itt M
mint énmagdt jelent§ valds szdm viltozatlan marad; N-et helyettesite-
niink kell *N-nel, az {x,} sorozat szintén megmarad. [gy kapjuk, hogy
(¥n € "N) (|z..| < M), vagyis a sorozat dsszes, tehdt a végtelen indexid
elemei is kisebbek M-nél, és {gy végesek.

Forditva, tegyiik fel, hogy {z,} nem korldtos, vagyis (VM € R)
(3n € N) (lz,,| > M). Most ez a formula igaz az alapmodellben, ezért
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a bdvitésben teljestil, hogy
(1 (VA € "R) (3n € "N) (|zn) > M).

Valasszunk M -nek egy végtelen nagy valds szamot. (1) szerint taldlha-
tunk hozzd olyan n € “N indexet, hogy a sorozat n-edik tagja abszolit
értekben 3/ -nél nagyobb. Ez az n nem lehet véges. hiszen a sorozat vé-
ges index{ tagja mind végesek, ezért van olyan végtelen n, amire |2,
végtelen, ahogyan dllitottuk. B

4.5. Allitas Az {x,,} sorozat akkor és csak akkor konvergdl r-hez, ha a
sorozat végtelen indexii tagjai v monddjaba esnek.
Bizonyitas Tegyik fel elSszor, hogy {x,,} konvergal r-hez. Legyen w
tetsz6leges végtelen természetes szam, azt akarjuk megmutatni, hogy .,
az r monadjdba esik. vagyis hogy az |z, — r| killonbség minden pozitiv
sztenderd £ szamnadl kisebb. Rogzitsiik tehdt ezt az € > 0 szdmot. A
konvergencia szokdsos definiciGja szerint létezik olyan (sztenderd) 11y
kiiszobszdm, hogy valahdnyszor n > ny, akkor |z, — r| < &, vagyis a
kovetkezG formula igaz az alapmodellben:

(Yn € N) (n>ng = |z, — 7| < 5)A
Ugyanez a formula igaz a bdvitésben is, az egyetlen killonbség. hogy
N helyett "N-t kell frnunk. vagyis nemcsak N, hanem “N minden ng-
nal nagyobb elemére is igaz, hogy az ilyen indexd tag 7-hez e-ndl
kozelebb van. Specidlisan w > nyp. hiszen w végtelen és ngy véges. tehdt
|z, — 7| < €, amit igazolni akartunk.

Forditva, tegyuk fel. hogy minden végtelen w indexre z, =~ 7.
Allitjuk, hogy {z,,} konvergil r-hez. Vilasszunk egy pozitiv sztenderd
€ > 0szamot, ehhez kerestink megfeleld kiiszobindexet. Mivel |z, —r| <
£ minden végtelen n indexre, azért a kovetkez6 allitds igaz a bSvitésben:

ng (Y > ng) (|2, — ] <€),

hiszen ng-nak tetszéleges végtelen szam megfelel. Ezért ugyanez a
formula igaz az alapmodellben is, ami a keresett 1o létezését adja. |l
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4.6. Allitas Az {z,,} akkor és csak akkor Cauchy-sorozat, ha végtelen
indexii elemei ugyanabba a monddba esnek

Bizonyitds Legyen eldszor {z,,} Cauchy sorozat. Elegend§ megmu-
tatnunk, hogy két tetszleges végtelen indexi tag kiilonbsége kisebb
minden sztenderd £ > 0-ndl. Mivel {z,} Cauchy, azért ehhez az e-hoz
taldlhaté egy (sztenderd) ng kuszobindex, amivel igaz, hogy

Ya¥m (n > no Am > ng = |@n — Tm| < €).

Ugyanez a formula a b6vitésben is igaz, tehdt végtelen n, m indexekre
I sz, kilonbsége sziikségképpen infinitezimdlis.

Forditva, legyen adva € > 0 sztenderd pozitiv szdm. Az aldbbi for-
mula igaz a bévitésben, egyszerlien ng-ként tetszSleges végtelen indexet
vehetiink:

Ing¥nV¥m (n > ng Am > ng — |2, — 2| < e).

Kovetkezésképp ugyanez a formula igaz az alapmodellben is, tehdt
létezik a megfeleld kiiszobindex. a sorozat Cauchy. B

4.7. Tétel (Sztenderd) Minden konvergens sorozat Cauchy, és minden
Cauchy sorozat konvergens.

Bizonyitds A 4.5. 4llitds szerint konvergens sorozat végtelen tagjai a
sorozat limeszének monddjdba esnek, ezért az elGzG dllitds szerint a
sorozat Cauchy. A forditott irdnyhoz el@szor is megjegyezzik, hogy egy
Cauchy sorozat korldtos, példaul haaz = = 1-hez tartozd kiiszobindex ng,
akkor @p,41-t6] minden késGbbi index elem legfeljebb eggyel térhet el,
ezeken kivill pedig a sorozatnak véges sok tagja van. Ezért a 4.4. 4llitds
szerint a sorozat végtelen indexl tagjai végesek, az el6z8 allitds szerint
ugyanabba a monadba esnek, és 4.3. szerint ebben a monadban pontosan
egy sztenderd szam van, mondjuk r. Ezek szerint az {z,} sorozat
végtelen indexd tagjai mind r monddjaba esnek, ezért a 4.5. dllitds
szerint {xz,, } konvergal r-hez. B
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4.8. Allitas Az {Tun} sorozatnak r akkor és csak akkor torlodasi pontja,
ha van olyan végtelen w index, hogy x, ~ 7.

Bizonyitas Tegyik fel eldszor, hogy r torlodasi pont, ez azt jelenti.
hogy minden £ > 0-hoz és ng-hoz van a sorozatnak ng-nal nagyobb
index, r-hez e-ndl kozelebb esd tagja:

(Ve > 0)¥no3n (n > no A lr — 2| <é).

Ez a formula igaz marad a bévitésben is, valasszuk meg &-t végtelen
kicsi, de azért pozitiv szamnak, ng-at pedig végtelen nagynak. Ekkor
van n végtelen (mert ng-ndl nagyobb) index, hogy r és wz, tdvolsiga
infinitezimalis, tehat x,, ~ r.

Forditva, tegyiik fel, hogy r olyan (sztenderd) valés szdm, amihez
talalhaté olyan végtelen w index, amire z, ~ r. Allitjuk, hogy r tor-
lodasi pontja a sorozatnak. Ezt megmutatandd, valasszunk egy pozitiv
(sztenderd) € értéket és egy (véges) ng kiiszobindexet. Azt kell megmu-
tatnunk, hogy a sorozatban van ng utdn r-hez =-nal kozelebb esé elem.
Most a bvitésben igaz az, hogy

n(n>ngAlr—an| <e),

hiszen n = w ilyen. Kovetkezésképp ugyanez a formula az alapmodell-
ben is teljesiil, ami bizonyitja dllitdsunkat. [l

4.9. Tétel (Sztenderd, Bolzano—Weierstrass) Minden korldtos sorozat-
nak van torlodasi pontja.

Bizonyitas A 4.4. dllitas szerint korldtos sorozat végtelen index( tagjai
végesek, a véges szdmok viszont 4.3. szerint egy—egy sztenderd szam
monadjaban vannak. Ezek a sorozatnak mind torlddasi pontjai. [ll

4.10. Definicio Egy véges = szdm szrenderd részének nevezzik, és
°z-szel jeloljiik azt a sztenderd valés szamot, aminek z a monadjaban
van.
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Ezt a jelolést haszndlva pontosan megmondhatjuk, hogy mik egy
sorozat torlodasi pontjai: ezek a végtelen indexd tagok koziil a végesek
sztenderd részei.

Konnyen ellendrizhetd, hogy két véges szam osszegenek, szorzata-
nak sztenderd része a sztenderd részek Osszege illetve szorzata. Ugyanez
a hdnyadosra 1s igaz, feltéve hogy a nevezd sztenderd része nem nul-
la. Véges szdmokon a sztenderd rész monoton, vagyis ha x < y &s
mindketten végesek, akkor °z < °y is teljesiil.

4.11. Tétel (Sztenderd) Legyen r torloddsi pontja az {x, } sorozamak.
Ekkor van a sorozatnak r-hez konvergalo részsorozata.

Bizonyitas Mivel a sorozatnak van olyan végtelen index( tagja. ami

végtelentil kozel van r-hez, azért tetsz6leges sztenderd & > 0-1
ny szamra a bovitésben igaz, hogy

@ 3k (k> no A g — 7] < <),

tehdt ugyanez a formula igaz az alapmodellben is. Vilasszik & = 1-et,
ekkor (2) szerint van k; index, hogy |vg, — 7| < 1. és dltalaban, ha

mar a k,— indexet kivdlasztoituk, akkor (2)-t ¢ = 1 /n-nel alkalmazva
taldlhaté olyan kn > kn—1, amire |zz, — 7| < 1/n. Vildgos. hogy az

{x, } részsororat r-hez konvergdl. B

Ebben a bizonyitasban a torlodasi pont nemsztenderd definicigjabol in-
dultunk ki, a kapott (2) Gsszefugges 1ényegében a ugyanennek a sztenderd
ekvivalense, ahogyan azt a 4.8. dllitasban mdr lattuk

Legyen f egy valésakon értelmezett, valds értékeket felvevo fligg-
vény. f automatikusan kiterjed a bévitésre is. Az "R — "R filiggvények
koziil azokat. melyek valamilyen R — R fliggvény ilyen értelemben
veit Kiterjesztései, sztenderdeknek nevezzik. A tovdbbiakban, ha kiilon
az ellenkezGjét nem mondjuk, figgvényeink értelmezési tartomanya a
valés szamok halmaza. Az alabbiakban kimondott tételek kénnyen atvi-
hetok arra az esetre is. mikor az €rtelmezési tartomény egy tetszoleges
intervallum.
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4.12. Allitas Az f szrenderd fiiggvény az © € R sztenderd pontban
pontosan akkor folytonos, ha x ~ y esetén f(x) ~ f(y). Mds szavakkal
I folytonos, ha végielen kozeli helyeken végtelen kozeli értékeker vesz

fel.

Bizonyitas Tegyik fel elSszor, hogy f folytonos az z pontban, és
y € "R végtelentl kozel van z-hez. Azt kell megmutatnunk, hogy
[f(x) — f(y)| < & minden pozitiv sztenderd e-ra. Rogzitsiink tehdt egy
ilyen € > 0 szamot. Feltételiink szerint f folytonos az = pontban, a
folytonossag szokdsos definicigja szerint ekkor taldlhato olyan sztenderd
4 > 0, amire

Vy (l —yl <3 |f(2) — Fy)] < ).

Ez a formula igaz az alapmodellben, tehdt igaz a bévitésben is. Igy ha y
végteleniil kozel van z-hez. akkor x és y tavolsdga természetesen kisebb
4-nal, kovetkezésképp f(x) €s f(y) tavolsdga is kisebb z-ndl, ahogyan
kivantuk.

Forditva tegyiik fel, hogy z monddjdnak képe beleesik f(x) monad-
jaba, be akarjuk ldtni, hogy ekkor f folytonos az z pontban. Vilasszunk
egy pozitiv sztenderd = valds szamot, ehhez kerestink megfelels o > 0-t
Most a bévitésben igaz, miszerint

(36> 0)Yy (Jz —y| <6 = |f(2) - F)| <),

hiszen itt d-nak tetszéleges végteleniil kicsiny mennyiség megfeleld.
Tehdt ugyanez a formula igaz az alapmodellben is, amivel a megfeleld
§ létezését bizonyitottuk. B

4.13. Allitds Az f fiiggvény akkor és csak akkor korldtos az A C R
halmazon, ha "A elemein csak véges ériékeket vesz fei

Bizonyitas Az, hogy f korldatos A-n, azt jelenti, hogy valamilyen A
sztenderd valos szamra (Vo € A) (| f(x)| < M). Ugyanez a formula a
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bévitésben azt mutatja, hogy f az “A halmazon csupa véges értéket vesz
Tel.

Forditva, ha f csak véges értékeket vesz fel “4-n, akkor a bévitésben
teljesiil az, hogy 3M (Vr € *A) (| f(x)] < M), hiszen M -nek tetszSleges
végtelen nagy valds szam megfelel. Ezért ugyancz a formula igaz az
alapmodellben is. vagyis f korlatos A-n. B

4.14. Tétel (Sztenderd) Korldtos zdrt intervallumon folytonos fiiggvény
korlatos.

Bizonyitas Jeloljik A-val az [a,b] zdrt intervallumot, z € A pontosan
akkor, ha a < z < b. A bdvitésben "A definicidja ugyanez a formu-
la, ezért "A minden z eleme is a és b kozé esik, tehdt véges, tovabbd
x sztenderd része, °r is eleme az [a,b] intervallumnak. Mivel f foly-
tonos A-n, azért tetszSleges x € "A esetén f(z) = f(°z). ezért f(z)
sziikségképpen véges. Az eldzd dllitas szerint ekkor f korlatos is. Wl

4.15. Tétel (Sztenderd, Weierstrass) Korldtos zdrt intervallumon folyto-
nos fiiggvény felveszi maximumat.

Bizonyitas Legyen a zart intervallum [a, ], és legyen w egy végtelen
termeszetes szam. Osszuk fel az intervallumot w egyenlG részre, az
osztépontok r; = a+i-(b—a)/w,ahol i =0, 1.2, ..., w. Bz a felosztas
formdlisan tulajdonképpen “N egy kezddszeletébsl "R-be képezd belsd
fuggvény. Belsd, hiszen képlettel definidltuk, és az ilyenek a 3.9. tétel
szerint belsd objektumok. Véges sok szam kozott mindig van legnagyobb,
ezt a kovetkezGképpen fogalmazzuk 4t: .ha N egy kezd@szeletének

elemeihez valos szamokat rendeliink, azok kozott lesz maximalis™ Az
idézGjelbeli allitas mar formalizalhatd. és igy a bSvitésben is igaz, azzal
kiilonbséggel hogy N helyett “N-et kell tenniink. Legyen az i-hez rendelt
szdm f(r;). tehdt az f(r;) szdmok kozott van maximalis, mondjuk f(r)
ilyen:

minden 0 < 1 < w esetén f(r;) < f(ry).

Legyen r = °ry, vagyis az rp sztenderd része, a < rp < b miatt 7
34 gy k &R =
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is eleme az [a,b] zdrt intervallumnak. Allitjuk, hogy sztenderd z-ekre
f(z) < f(r), vagyis f a maximumat az r pontban veszi fel.

Legyen ehhez x tetszGleges sztenderd pontja az [a, b] intervallum-
nak. Mivel a szomszédos r; osztépontok kozotti tdvolsdg (b — a)/w,
valamelyikiik biztosan beleesik z monddjaba. Ez példdul kovetkezik
abbdl, hogy minden legaldbb 2(b — a)/w hosszisdgi intervallumban
van osztpont, igy van az (z — (b — a)/w,2 + (b — a)/w) interval-
lumban is, ami viszont teljes egészében benne van 2 monddjdban. Le-
gyen ez az osztépont mondjuk r; € pu(x). Az f folytonos az z és
r pontokban, tehdt f(z) = °f(r:)), f(r) = °f(ry). Még azt is tud-
juk, hogy f(r;) < f(ry), ebbdl a sztenderd rész monotonitasa miatt
°f(ri) < °f(ri). Tehdt f(x) < f(r), amit bizonyitanunk kellett. Bl

4.16. Tétel (Sztenderd. Bolzano) Legyen f folytonos az [a,b] zdrt in-
tervallumon, f(a) < 0 és f(b) > 0. Ekkor van olyan a < ¢ < b, hogy
fle)y=0.

Bizonyitas Vilasszunk ismét egy végtelen w természetes szamot, és
osszuk fel az [a,b] intervallumot w egyenl§ részre az {r; : i < w}
pontokkal. Az els6 osztépontban felvett érték negativ, az utolséban
pedig pozitiv. Véges sorozat esetén mindig van egy olyan kozbilsé ¢
index, mikor a sorozat éppen valt, vagyis f(r;) < 0de f(ri41) > 0. Ezt
az allitast az el6z§ tételbeli meggondoldshoz hasonldan formalizalhatjuk,
gy ha, *véges” jelenti a,,végesnek lenni” reldcid bévitésbeli megfelel§jét
(példdul "N kezddszeletei ilyenek), akkor az {f(r;) : i < w} sorozat
*véges, és igy benne is van egy legkisebb 4 index, amikor a sorozat vilt,
vagyis olyan 0 < 7 < w, hogy f(r:) < 0 és f(ri1) > 0. Mivel r;
és 741 tavolsdga 1/w, vagyis végteleniil kicsi, azért r; ~ 7,4, vagyis
mindkettd ugyanannak a sztenderd ¢ szdmnak van a monddjdban. Az
f folytonos ebben a ¢ pontban is, tehidt ¢ monddjdban taldlhaté értékek
keépe beleesik f(c) monddjdba. Az egyetlen szdm, aminck a monddjdban
negativ és nem-negativ értékek egyarant el¢fordulnak, a nulla, ezért f(c)
szikségképpen 0, amit bizonyitanunk kellett. B
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Az f fiiggvény egyenletesen folytonos az A C R interva!lumon, ha
4 pontjaiban az adott e-hoz tartoz6 & szamot az z-t6) fuggetleniil tudjuk
megvilasztani: minden pozitiv e-hoz van olvan ¢ > 0, hogy tetsz§leges
z,y € Ara | — y| < desetén |f(z) — f(y)l <e

4.17. Tétel (Sztenderd) Korlatos zdrt intervallumon folvtonos fiiggvény
egvenletesen folytonos.

Bizonyitas Jeloljiik a korldtos zart [a, b] intervallum pontjainak halma-
zdt A-val, és legyen z és y két olyan (nem feltétlenil sztenderd) pontja
"A-nak. melyek végteleniil kozel vannak egymdshoz. z és y is véges.
sztenderd részuk eleme A-nak, és persze ugyanaz. Ezért

flx) = fCx) = f(Cy) = fy).
igy f(x) =~ f(y). vagyis |f(z) — f(y)] < e tetszGleges pozitiv sztenderd

e-ra. Ezért 6-nak tetszSleges végteleniil kicsi pozitiv szamot vilasztva
adadik, hogy az aldbbi dllitds teljestil a bévitésben:

(36 > 0)VaVy (z € ANy € AN —y] <8 = f(2) - F)] <¢)-

Ezért ugyanez a formula igaz az alapmodellben is, vagyis az adott e-hoz
létezik olyan (sztenderd) § > 0, hogy ha x és y tavolsdga kisebb mint 4,
¢és mindketten A-bdl valok, akkor |f(z) — f(y)| < e. vagyis f valéban
egyenletesen folytonos A-n. B

Az f fuggvény = pontbeli deriviltia az (f(x + h) — f(z))/h
kifejezés hatdrértéke h — 0 esetén, feltéve, hogy létezik.
4.18. Allitas Az [ fiiggvény x pontbeli derivdlija f'(x) = ¢ akkor és
csak akkor, ha minden nulldtol kiilonbozo infinitezimalis h-ra

z+ k) — f(z
@ flath) = f@)
h

Bizonyitas Ugyanazt a modszert alkalmazzuk, mint kordbban. Ha
f'(z) = ¢ létezik. akkor definicid szerint az £ > 0 sztenderd szamhoz
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talalhato § > 0, hogy |h| < &, h # 0 esetén az (f(z + h) ~ f(z))/h
hdnyados c-hez e-ndl kozelebb van. Ez mutatja, hogy ha h infinitezi-
malis, akkor (4) két oldalanak kilonbsége kisebb e-ndl, tehdt valoban
infinitezimalis.

Forditva, ha (4) igaz infinitezimalis h-kra. akkor rogzitett sztenderd
& > O-ra az allitds, miszerint ,[étezik olyan § > 0, hogy |h| < 6, h # 0
esetén a bal oldali tort és ¢ értéke e-ndl kizelebb van™ igaz a bévitésben
(6-nak tetszbleges pozitiv infinitezimalis mennyiség megfelel), tehdt igaz
az alapmodellben is. Ezért a tort hatarériéke c. B

4.19. Tétel (Sztenderd) Ha [ derivdlhatc az x pontban, akkor oit foly-
tonos is.

Bizonyitas Legyen a kérdéses pontban a derivilt ¢, h pedig végteleniil
kicsi szam, ekkor f(z -+ h) — f(z) =~ h-c. Mivel h infinitezimalis, ¢
pedig véges, azért h-c is infinitezimdlis, vagyis f(z + h) =~ f(z). A
4.12. allitas szerint ekkor f folytonos az z pontban. @

A derivalt nemsztenderd jellemzésével konnyen igazolhaték az
Osszeg, kiilénbség, szorzat, hanyados, Gsszetett fliggvény derivaltjara
vonatkozo szabdlyok. Példaul [ + ¢ derivdltja

(la)-+ulel) ze LE LR Y glob ) = (Fle) 4ol

@) _ fla+h) - fla) o glz+h) —g(z)
h h

= f'(e) +¢'(2),

hiszen két szdm Osszegének sztenderd része megegyezik a sztenderd
részek Osszegével. Az elsd €s utolso tag egyarant sztenderd, ugyanabba
a monadba esnek. tehat egyenldk is.

Ez a szamolds azt mutatta meg, hogy ha f(z), g(z) valamint
az Osszegik 1s derivdlhaté az x pontban, akkor az osszeg derivalga
egyenlo a derivaltak sszegével. A pontos tétel viszont ugy szol, hogy
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ha f(z) és g(x) is derivdlhat6, akkor az Osszegiik is, és ez utobbi
derivalt értéke f'(x) + ¢'(z). Bz utdbbi allitds igazolasdra 4.18. szerint
az kell megmutatnunk, hogy ha h tetszéleges nem nulla infinitezimalis
mennyiség, akkor

(Fflz+h) +g@+h) = (f(2) +9(x))
A

sztenderd része f'(z) + g'(x). Ezt viszont (5) mutatja, amennyiben
elfelejtkeziink a bal oldalon all6 elsé tagrol

A szorzatra a szamolas a kovetkezS: ha f és g is derivalhaté az «
pontban, és h tetszSleges nem nulla infinitezimdlis mennyiség. akkor

Jlz+h)gle+h) = flz)glz)

h -
_ i g(z +h) — g(z)
= f(z+ h)-—h—-— +

= f(z)-g'(z) + g(x)-g'(z),

hiszen végteleniil kozeli mennyiségeket véges szimmal szorozva tovibb-

flx+h) - fz)

g(z)- i

ra is végteleniil kozeli mennyiségeket kapunk. Ezért ekkor f(z)-g(x) is
derivilhatd, és a derivdlt értéke f(z)-g' (@) + g(z)-¢' ().

Az F(x) = f(g(z)) Osszetett fiiggvény derivdlija megegyezik az
(F(z+ h) — F(x))/h hinyados sztenderd részével tetszSleges végtelen
kicsi h-ra. Mivel ilyenkor g(z + h) és g(z) is végtelenil kozel van-
nak egymdshoz (hiszen g(z) folytonos), azért £ = g(z + h) — g(x)
infinitezimalis, és ha nem nuila, akkor az

flo(e + 1) — flg(x)) _ flg(e) +€) — flglz))
glz+h) — glx) ¢
hanyados sztenderd része f'(g(x)). Kovetkezésképp
Flz+h) - F(z) _ f(glz+h) — fg(e)) glz+h)—g(x)
h  glz+h)—g() h
~ f'(g(x))g' (=),
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ha g(z + h) # g(z). Ha pedig itt egyenlSség dll. akkor ¢'(z) csak nulla
lehet. és igy

F(z+h)— F(2)

: =0=f'(g(=))-g'(x).

Ezért I'(z) = f'(g(z))-g'(z). ahogyan azt az iskoldban tanultuk.

4.20. Tétel (Sztenderd) Tegyiik fel, hogy f az (a,b) nyilt intervallumban
a maximumdt a c pontban veszi fel, és ott derivdlhato. Ekkor f'(c) = 0.

Bizonyitas Az f fiiggvény nem csak a sztenderd (a,b) intervallumon,
hanem a teljes nemsztenderd *(a, b) intervallumon is a ¢-ben veszi fel a
maximumat. Bnnek oka, hogy a c-beli maximalitast kifejezd

Y (u <z <b— f(z) < f(e)

formula igaz a bovitésben is. Ha most 1 infinitezimalis, akkor ¢ + h
is eleme az *(a,b) nyilt intervallumnak. és ezért f(c + h) < f(c).
Kovetkezésképp

fle+h) = f(o) >0hah <O,
h <Ohah>0.

Tudjuk. hogy a bal oldali tort f'(¢) monadjaba esik, marpedig az egyetlen
sztenderd szam, aminek monéadjdba mind > 0, mind < 0 szam is esik,
a 0. Bzért f'(c) = 0, ahogyan dllitottuk.

A sztenderd végpontu [a, b] zért mtervallum egy finom felosztdsdn
egy To, Ti, .., T, valamint egy &, &1, ..., &u—1 belsG szamsorozat
egyuttesét értjiik, ahol w egy végtelen természetes szim. zg = a, ©, =
b, az z; sorozat szigorian monoton né, a szomszédos osztopontok
kozotti zje1 — z; tavolsdg minden 0 < ¢ < w indexre infinitezimalis,
végiil z; < & < wip1. Legyen 7 egy finom felosztds, f(x) pedig
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egy. az [a. 0] intervallumon értelmezett fiiggvény. f-nek a m-hez tartozé
integralisszege

w—1

6) S NHE T fE) @i ~ ).

=0

Az itt 4ll6 Y jel a sztenderd, véges sok szamhoz azok dsszegét rendeld
fliggvény nemsztenderd kiterjesztése. Bdr az Osszegzés végtelen sok
tagra terjed ki, a bGvitésben w az "N eleme, vagyis ez végiil is egy
kozonséges *véges tagl 0sszeg.

4.21. Allitds Legyen | és w3 a sztenderd végpontii la, b] intervallumnak
két finom felosztasa, f pedig folytonos. Ekkor S(m, f) ~ S(7, f)

Bizonyii

as Jeloljik m; osztépontjait z;-vel, a 7> osztopontjait y;-vel.
a kozbiils6 pontok legyenek 7-ben &, ma-ben 7;. Az x; valamint y,
osztopontok unidjat nagysdg szerint rendezve az a = zp < z; < -+ <
z, = b pontokat kapjuk. Ez persze egy *véges belsd sorozat, amiben a
tagok szdma az x; valamint y; *véges sorozatok tagszamanak Osszege,
levonva belGle a két sorozat kozos elemeinek szamat. Ezekkel a (6)
osszeg a kovetkezGképpen irhaté at:

v—1

S(m, f) :AZ Fm)) (21 = 2z1),
(=0
v—1

S(m, ) = 3 i) (Zrr1 — 1)
k=0

It &y valamint 754y a & és az n); €rtékek megismétlése annyiszor,
ahdnyszor a megielel§

k1] intervallum része az [;, ;4] illetve
[y, y;41] intervallumnak. Mivel m-ben €s mp-ben is a szomszédos
osztopontok végteleniil kozel vannak egymashoz, azért minden A-ra
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itk) = Mjk) 1s teljestil. Az f figgveny folytonos, tehdt ekkor &) =
Fnjwy) is igaz, fgy

v—1
[S(m1, ) = S(ma, )] < Eo\f(fm) — FMiee) (21 — 28)

pe=]

<e Y (o —z) =e(b—a)
k=0

tetszGleges pozitiv sztenderd € szamra. Ez igazolja dllitdsunkat. [l

Mivel korlétos intervallumon folytonos fiiggvény korldtos is, hason-
16 szamitas mutatja, hogy a (6) alatti integralosszeg véges. Ezért [étezik
egy és pontosan egy sztenderd valés szdm, aminek monddjaban az 6sszes
S(r, f) integrdlosszeg benne van. Ezt a szdmot nevezzik az f fiiggvény
la, b] intervallumon vett hatdrozott integrdljdnak, és igy jeloljik:

def o

b
) fz)dz € S(r, f).

4.22. Allitas Az igy definidlt érték folytonos fiiggvényekre ugyanaz, mint
amit a hatarozott integradl szokdsos definicidja ad.

Bizonyitds Az [a,0] intervallum n € N 1észb6l 416 2, 21, ... z, fel-
osztdsa §-ndl finomabb, ha a szomszédos osztépontok tavolsdga kisebb,
mint 6. Az integrél hagyoményos definici6jébdl tudjuk, hogy minden po-
zitiv e-hoz taldlhat6 olyan ¢ > 0, hogy ha = tetszdleges d-ndl finomabb
felosztds, akkor az integrdl és az S(m, f) kozelit6 Osszeg kiilonbsége
kisebb e-ndl.

Ez az dllitds formalizalhato, és igy a bévitésben is igaz. Ha most
vesziink egy finom felosztdst, akkor abban a szomszédos osztépontok
tdvolsdga mindeniitt kisebb, mint a sztenderd ¢, ezért az integrdl és az
S(r, f) osszeg kiilonbsége kisebb, mint e. Ez minden pozitiv sztenderd
e-ra igy van, tehat a két mennyiség tivolsdga infinitezimdlis, vagyis (7)
jobb oldala tényleg az integrdl értékét adja meg.
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4.23. Tétel (Sztenderd, kozépértékiétel) Tegyiik fel, hogy f(z) < M
minden x-re az [a,b] intervallumon. Ekkor }: flz)dz < M(b—a).

Bizonyitds Az adott feltétel mellett f(&;) < M tetszSleges 7 finom
felosztds kozbiils pontjaira. Ezért

8lr, 1) = ;0 FE) @i —2) < 5 Moain — ) = M- a).

Mivel M-(b— a) sztenderd szam, azért nem csak S(7, ), hanem ennek
sztenderd része is kisebb vagy egyenld ndla, ahogyan dllitottuk.

4.24. Tétel (Sztenderd, az integralszamitds alaptétele) Legyen F(u) =
f: f(z)dz. Ekkor F'(u) = f(u).

Bizonyitas A hatdrozott integral (7) szerinti definicidja csak abban az
esetben mukodik, ha az integrdlds hatarai sztenderd val6s szdmok. Ha
ez nem igy van, akkor azt tehetjik, hogy minden valds szdmra igaz
osszefiiggéseket irunk fel, és azutdn kovetkeztetiink arra, hogy ugyanez
érvényben marad nemsztenderd szdmokra is. Az els§ ilyen osszefliggés
az addjcids képlet:

/:f(r) da + ‘/:fu-) ao= [ rioyes,

ami konnyen ellenérizhetden az a, b, ¢ szamok tetszéleges elrendezése
mellett igaz marad. Ehhez szokds szerint a > b esetére az J: f(z)dz
integrdlt dgy definidljuk, mint a mdr ismert értékd Jba f(z)dz ellen-
tettjét; j: f(z) dz pedig mindig nulla. A mdsik az el6bb bizonyitott
kozépértéktétel: ha f(z) < M a teljes [a,b] intervallumon, akkor
f: f(z)dz < M(b— a). Mivel ezek az Gsszeftiggések minden szten-
derd valés szdmra igazak, kovetkezésképp igazak maradnak akkor is, ha
benniik a, b, ¢ az "R tetszSleges elemei.
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Ezek utdn térjink rd a tétel bizonyitasara. Mivel f folytonos az u
sztenderd pontban, azért u = v esetén f(u) =~ f(v). vagyis ilyenv € "R
szamokra €s tetszéleges pozitiv sztenderd £-ra

() flu) —e < f(v) < flu) +e.

Vilasszunk most egy nullatol kiilonbdzd végtelentil kicsi b mennyiséget,
F'(u) nem mas, mint (F(u + h) — F(u))/h sztenderd része. Beirva
ide F(u+ h) és F(u) definicicjat, majd a fenti addicios Gsszefiiggést
alkalmazva

(i +h) — Flu s 3
L(_’]zi) - /ll(/ Flx) da — / f(z)da)

| peth
= E/ fla)de.

Mivel a kérdéses [u,u + h] intervallumban (8) szerint az integralandé
fiiggvény értéke f(u) — ¢ és f(u)+ ¢ kozé esik. azért a kozépérték tétel
alapjdn a legutolsd integrdl értéke A-(f(u) — &) € h-(f(u) + ) kozott
van, vagyis

flwy—e< Ll Rt ) h})] s flu) +e.

Mivel ez tetszGleges sztenderd € > 0 értékre fennall, a kozépso tort
értéke f(u) monadjaban van, és ezt kellett igazolnunk. [l
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Topologikus terek

1. Altalanos topolégia

Topoldgikus tér egy olyan (X, 7) pér, amelyben X egy nem-iires halmaz,
és 7 az X részhalmazainak egy csalddja. X elemei a topoldgikus tér
pontjai, T pedig a tér nyilt halmazaibdl 4ll. Ahhoz, hogy egy ilyen (X, 7)
pér topoldgia legyen, a kovetkezd feltételeknek kell teljestlniiik:
(i) X € 7 valamint ) € 7 (vagyis az ires halmaz és az egész tér
mindig nyilt);
(i1) két nyilt halmaz metszete is nyilt; valamint
(1i1) nyilt halmazok tetszGleges halmazanak unidja is nyilt. Egy topold-
gikus tér bdzisa nyilt halmazoknak olyan rendszere, hogy minden nyilt
halmaz el&dll bazisbeli halmazok unidjaként. A topolégiat egyértelmien
meghatdrozza tetszGleges bdzisa. J6l jellemezhetdk azok a halmazrend-
szerek, melyek valamilyen topoldgia bdzisaként szerepelhetnek:
(1) X minden eleme benne kell hogy legyen a bdzis valamelyik ele-
mében;
(i1) ha A és B a bazis két eleme, © € A N B, akkor van olyan z-et
tartalmaz6 bdziselem, ami része A N B-nek.
Egy topol6gikus teret azonositunk a T = (X, 7) teljes struktdrdval.
A pontok X halmaza (0) tipusd, 7 pedig ((0)) tipusd. Legyen T
a T rogzitett bévitése; a *T-beli pontok halmaza "X > X. Az X
elemei a sztenderd pontok, "X — X elemei pedig a nemsztenderdek. *r
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a bévitésben "X részhalmazaibol allé belsé halmaz; és elemei, amiket
*nyiltaknak fogunk nevezni, szintén belsG halmazok. Mivel 7 kielégiti a
fenti (i)—(iii) feltételeket, azért *7 is, egyetlen apré kulonbséggel. (1)-bdl
kovetkezik "X € *7 valamint () € *7; (ii)-b8l hogy két *nyilt halmaz
metszete is “nyilt (azaz *7-beli); (iii)-b8l azonban nem kovetkezik, hogy
“nyilt halmazok tetszéleges halmazdnak uniéja is *nyilt lenne, hanem
csak annyi, hogy *nyiltak belsé halmazdnak unidja *nyflt. Ezért 4ltaldban
*7 nem topolégia, hanem csak egy topol6gia bazisa.

Természetesen ha egy A C X sztenderd nyilt, akkor A *nyilt is,
tovdbbd A C A, hiszen ha p € A, akkor ugyanez a formula a bdvitésben
is igaz. Rdadasul a 3.4. dllitds alapjdn, ha A végtelen, akkor A val6di
része "A-nak.

Bar didaktikai szempontb6l hasznos lenne, ha mindeniitt megkiilon-
boztetnénk a sztenderd és nemsztenderd fogalmakat. ezt csak bizonyos
visszafogottsdggal fogjuk megtenni. Tetszéleges fogalom azonosithatd
a hozzd tartozé objektumok Osszességével, és ezeket a matematikdban
egymds szinonimdjaként is szokds haszndlni. fgy példaul a nyilr sz6
jelolheti magat a nyflt halmazok halmazdt, és lehet, hogy ennek a hal-
maznak egy neve. Az eldbbi esetben jogosan killonboztetjik meg a
Lnyilt” és a ,,*nyilt” halmazokat, mig az utdbbiban a ,.nyilt” név mds—
mds Osszességet jelol az alapmodellben €s a bovitésben, és a ,,*nyilt”
jelolés értelmetlen.

Az alaphalmaz részhalmazainal, vagyis (0) tipusd elemek esetén, ez
nem annyira zavaré, hiszen ugyanaz a név a bévitésben egy nemszten-
derd elemekkel kibGvitett halmazt jelol. Példdul a pozitiv vagy egész
nevek altal jelolt nemsztenderd halmazokat a sztenderdekre megszorit-
va a pozitiv sztenderd szamokat, illetve az egész sztenderd szdmokat
kapjuk vissza. Mdsképpen fogalmazva a pozitiv a szokdsos ,,pozitivnak
lenni” tulajdonsdg kiterjesztése nemsztenderd elemekre. Nyilt halmazok-
ra ez nem gy van, tipikusan egydtaldn nincs is olyan sztenderd halmaz,
ami a bdvitésben rendelkezne a ,,nyflt halmaznak lenni” tulajdonsdggal.
E szerint egy sztenderd nyilt halmaz csak a legritkdbb esetben *nyiit.
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(Ugyanakkor ha A nyilt, akkor “A természetesen *nyilt.) Itt &s a késGbbi
fejezetekben azt az elvet fogjuk kévetni, hogy ezek a magasabbrendd fo-
galmak, mint amilyen a nyilt, kérnyezet, lezdrt, értelmezési tartomdny,
stb, mind nevek, vagyis egészen mdst jelenthetnek (és jelentenek is)
az alapmodellben, mint a bvitésben. Azért, hogy segitsiik az eligazo-
ddst, id6nként haszndlni fogjuk a *nyilt, *kornyezet, stb. véltozatot annak
hangsilyozdsara, hogy a fogalmat a bévitésben kell érteni.

Legyen az (X, 7) topolégikus tér egy sztenderd pontja p, és defini-
aljuk p monddjdt a kovetkezSképpen:

wip) = ﬂ{ *U = U sztenderd nyilt és p € U}.

Vagyis p monddja mindazokbdl a (sztenderd és nemsztenderd) pontok
4ll, amik benne vannak az osszes p-t tartalmazé "X -beli sztenderd nyilt
halmazban. Vildgos, hogy p € u(p), és hogy p(p) lehet kiils§ halmaz is.
A val6s szdmok esetén a monddnak ez a definici6ja ugyanazt a halmazt
szolgdltatja, mint amit az eldz8 fejezetben haszndltunk. Valéban, a
valdsak topoldgidjanak egy bazisét alkotjdk a nyilt intervallumok. Ezért
sztenderd n természetes szdmra a (p—1/n, p+1/n) intervallum egy, a p
szdmot tartalmazo nyilt halmaz, és a *(p~ 1 /n, p+ 1 /n) *intervallumok
metszete éppen p-nek az el6zd fejezetben definidlt monddja. Mdsrészt
ha az U sztenderd nyilt halmaz tartalmazza a p szdmot, akkor U-
nak része egy p-t tartalmazé nyilt intervallum is, és ezért van olyan
sztenderd pozitiv n egész is, hogy (p — 1/n,p+ 1/n) C U, és ezért
w(p) C *(p—1/n,p+ 1/n) CU.
5.1. Lemma Minden p sztenderd ponthoz taldlhato V' *nyilt (azaz V €
*r), ami tartalmazza p-1, és része p(p)-nek.
Bizonyitds Legyen a sztenderd U halmazra a @y () formula a kovet-
kezd:

x nyilt halmaz, p € x és x CU.
Mivel véges sok nyilt halmaz metszete is nyilt, azért a {py(z) : p €
U} formulahalmaz konkurrens, hiszen véges sok U-hoz azok metszete
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megfelel z-nek. Ekkor a bgvités alaptulajdonsaga szerint van olyan V'
*nyilt halmaz is, ami egyszerre kielégiti az 6sszes formulat. Ez pedig
éppen olyan, amilyet kivantunk. [l

5.2. Allitas Az A C X akkor és csak akkor nyilt, ha minden p € A-ra
ulp) C A

Bizonyitas Az allitasnak az a fele, ami szerint nyilt halmaz tartalmazza
pontjainak monadjat, a mondd definicidja alapjan vilagos. A forditott
irdnyhoz tegyiik fel, hogy "4 tartalmazza A pontjainak monadjit. Meg
akarjuk mutatni, hogy A nyilt, vagyis hogy minden p € A-hoz tudunk
talalni p-nek olyan nyilt kornyezetét, ami teljes eg€szében A-ban van.
Az el6z6 lemma alapjan p-nek van *nyilt kornyezete p(p)-ben, s mivel
u(p) C "A, azért az aldbbi 4llitds igaz a bévitésben:

létezik p-nek olyan *nyilt kirnyezete, ami “A-ban van.
p Ve ) Y

De ekkor ez igaz az alapmodellben is, vagyis van p-nek A-beli (most
mar sztenderd) nyilt kornyezete. Ezért A tényleg nyilt. B

Mivel zart halmazok a nyiltak komplementerei, az el6z6 t€telbd! azonnal
adodik, hogy A akkor és csak akkor zart, ha tetszSleges sztenderd p
pontra p(p) N"A # § esetén p € A. Az A-nak A lezartja a legsziikebb
A-ttartalmazo zart halmaz, A-nak int A belseje pedig a legb&vebb A-ban
levé nyflt halmaz.

5.3. Allitas Tetszéleges A C X-re A lezdrija azokbdl a (sztenderd)
pontokbdl dll, melyek monddja elmetszi "A-t: A belseje pedig azokbdl a
pontokbol, melyek monddja teljes egészében "A-ban van.

Bizonyitds Ha u(p) N "4 = (), akkor van p-nek A-t elkeriil§ nyilt
kornyezete (mert 5.1. szerint van "A-t elkeriild *nyflt kérnyezete), tehat
p & A Hapedig pu(p) N "4 # ), akkor p minden sztenderd kornyezete
elmetszi A-t (legyen ugyanis U a p egy sztenderd kornyezete, ekkor
wu(p) C U, és ezért "U N ™A # 0, tehdt valdban U N A # 0), és igy

peEA.
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A miasodik 4llitds: ha p(p) C "A, akkor van p-nek kornyezete, ami
teljes egészében A-ban van, tehdt p € int A. Ha pedig p nem ilyen,
akkor p minden sztenderd kornyezete tartalmaz A-n kivili pontot is,
tehit p ¢ mt A. W

5.4. Definici6 Az X topolégikus tér
(1) Hausdotff (T2), ha tetszéleges p,¢ € X, p # ¢ pontparnak van
diszjunkt kornyezete;
(i1) reguldris (T3), ha T3, és minden zdrt A C X részhalmaznak és
abban nem lev§ p pontnak van diszjunkt kornyezete;
(i11) normdlis (T4), ha Ty, és barmely két diszjunkt zdrt halmaznak van
diszjunkt nyilt kornyezete.

5.5. Allitas Az X tér pontosan akkor Hausdorff, ha a p # q sztenderd
pontokra u(p) és u(q) diszjunkiak.

Bizonyitas Ha p-nek é€s g-nak van diszjunkt (sztenderd) kornyezete,
akkor persze a monadok, mint az Gket tartalmazo sztenderd kornyezetek
metszetel, is diszjunktak lesznek.

Forditva, 5.1. szerint kivalaszthatjuk p-nek és g-nak egy-egy *kor-
nyezetét, ami teljes egészében a megfeleld monddban van. Ezek a feltétel
szerint diszjunktak, igy a bdvitésben igaz, hogy .p-nek és q-nak van
diszjunkt *nyilt komyezete.” Am ekkor ugyanez igaz az alapmodellben
is.

Ahhoz, hogy hasonlé 4llitast tudjunk megfogalmazni reguldris és

normdlis terekre, definialjuk egy tetszoleges A C X halmaz monadjit a
kovetkezSképpen:

p(A)=[{'U : Unyiltés AC U}

Az 5.1. lemméhoz hasonléan igazolhaté most is, hogy mindig van *nyilt
V, amire A C V C u(A), ebbdl pedig azonnal adédik a kévetkezd:
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5.6. Allitds Az X tér pontosan akkor reguldris, ha a pontok zdrtak, és
zart AC X ésp ¢ A pontra p(p) N p(A) = 0.

Az X tér pontosan akkor normdlis, ha a pontok zdrtak, és diszjunkt zart
A és B halmazokra p(A) N p(B) = 0. B

Legyenek X és Y topoldgikus terek, és legyen f : X — Y egy
X pontjait Y-ba képez§ fiiggvény. A klasszikus definicié szerint f
folytonos a p € X pontban, ha f(p) minden V kornyezetéhez taldlhat6
p-nek egy U kornyezete. hogy U pontjai V-be mennek: f(U) C V.

5.7. Allitas f pontosan akkor folytonos p-ben, ha f(u(p)) C u(f(p))-

Bizonyitas Els6ként tegyiik fel, hogy f folytonos p-ben. Ahhoz. hogy
p monddjdnak képe része f(p) monddjanak, elegendd megmutatnunk,
hogy f(u(p)) része “V-nak, ahol V tetsz6leges sztenderd kornyezete
f(p)-nek. Legyen tehdt V az f(p)-nek tetszGleges nyilt kdrnyezete. A
folytonossdg definiciéja miatt van p-nek olyan (sztenderd) 7 kornyezete,
hogy f(U) C V. Ez a formula igaz a bGvitésben is, tehdt f(*U) C "V.
Mivel pu(p) C "U, azért f(u(p)) C *V, amit igazolni akartunk.

Forditva tegyiik fel, hogy f(p(p)) C u(f(p)) és V egy adott szten-
derd kornyezete f(p)-nek. Ekkor persze p(f(p)) C *V és az 5.1. lemma
szerint van p-nek *nyilt kornyezete u(p)-ben. Ezért a bovitésben igaz,
hogy

van olyan U *nyilt kornyezete p-nek, amire f(U) C *V.

De ekkor ugyanez a formula igaz az alapmodellben is, igazolva, hogy f
tényleg folytonos p-ben. W

A tétel kozvetlen kovetkezménye, hogy homeomorfizmusndl mo-
nadok monddba mennek dt, vagyis egy pont monddja nem fligg a tér
definidldsanak médjdtél, hanem csak a topol6gidtdl; mds széval a monad
topol6giai invaridns.
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5.8. Allitas Legyen f homeomorfizmus az X és Y topologikus terek
kozott. Ekkor X minden p pontjdra f(u(p)) = pn(f(p)). B

Egy topoldgikus tér mondd struktiirdja nem csak invaridns, hanem meg
is hatdrozza a tér topologidjat:

5.9. Allitds Legyen 71 és 1, két topologia X-en és tegyiik fel, hogy
tetszoleges sztenderd p pontnak a Ty és a T, szerinti monddja megegyezik.
Ekkor T\ = 13.

Bizonyitds Az5.7.tétel szerint ekkor X -en az identitds mint (X, 71)-bl
(X, m2)-be képez6 fiiggvény mindkét irdnyban folytonos, tehdt homeo-
morfizmus. Ezért a 7 szerint nyilt halmazok éppen a 7; szerint nyilt
halmazok képei, tehdt 7 és , egybeesik. l

Ugyanez az éllitds mar 5.2.-bél is kovetkezik, ami szerint egy
A C X halmaz akkor és csak akkor nyilt, ha mindenp € A-ra u(p) C “A.
Ha most 7y és 7, szerint ugyanazok a monddok, akkor a feltétel ugyanaz,
akdr arra vagyunk kivdncsiak. hogy A 7 szerint nyilt-e, akdr arra,
hogy 7, szerint nyilt-e. Ezért a két topoldgia szerint ugyanazok a nyfilt
halmazok, vagyis 71 = 7.

5.10. Allitds (Sztenderd) Az [+ X = Y fiiggvény pontosan akkor
folytonos, ha minden Y -beli nyilt halmaz inverz képe nyilt.

Bizonyitds A V C Y inverz képe f~(V) = {pe€ X : f(p) € V}.
Tegytik fel elGszor, hogy f folytonos, V' C Y sztenderd nyilt halmaz, és
A = f~1(V). Ekkor természetesen A = f~!("V) isigaz. Legyenp € A
tetszGleges sztenderd elem, azt kell megmutatnunk, hogy p monéidja
része "A-nak. De f(p) € V, V nyilt, ezért f(p) monddja része "V -nek.
Mésrészt f folytonos, ezért p monddjdt beleképezi f(p) monddjdba, és
igy "V-be. Kovetkezésképp u(p) C "A, ahogyan kivéntuk.

Misodszor tegyiik fel, hogy f nem folytonos. Ekkor van p € X és
q € p(p), hogy f(g) nincs benne f(p) monéddjdban, vagyis yan olyan
V C Y sztenderd nyilt, hogy f(p) € V, de f(g) ¢ "V. Ekkor viszont V/
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inverz képe nem nyilt, hiszen *-ja p-vel egyiitt nem tartalmazza annak
teljes monadjat. B

A bizonyitasbol azt az erGsebb allitast is kiolvashatjuk, hogy a
folytonossag biztositdsdhoz nem feltétleniil sziikséges az osszes ¥-beli
nyilt inverz képének nyiltsagat megkovetelniink, hanem csak azokét,
melyekkel tetszéleges Y'-beli sztenderd pontot el tudunk vdlasztani a
monadjaban nem lev6tol. Ez a helyzet példaul, ha a val6ésak esetén
a (—oo,c¢), és (¢,00) nyilt intervallumokat valasztjuk, itt ¢ tetszSleges
sztenderd valds (vagy akdrcsak raciondlis) szam lehet. Valéban, haz € R
és y nincs az = monadjaban, akkor van vagy az egyik, vagy a mdsik
alaki nyilt halmaz, ami z-et tartalmazza, de y-t nem.

5.11. Tétel (Sztenderd, Uriszon) Legyen X normdlis, valamint A és
B az X-nek diszjunkt zdrt halmazai. Ekkor van olyan f : X — [0,1]
folytonos fiiggvény, amelyre f(a) = 0 minden a € A, és f(b) = 1
minden b € B esetén.

Bizonyitas Alljon D a0 és 1 kozotti diadikus szamokbol, azaz azokbél,
amiket m /2% alakban lehet frni, ahol 0 < m és 1 < k természetes
szamok. Ilyen p € D raciondlis szimokhoz hozzarendeliink egy—egy U,
nyilt halmazt azzal a tulajdonsdggal, hogy

0<p<g<lesetén U, C U,

Az U, nyilt halmazokat rekurziéval definialjuk a normalis terek kovet-
kez6 tulajdonsdgat kihaszndlva:

ha F C H C X, F zdart és H nyilt, akkor van olyan G nyilt, hogy
@ FCGCGCH.

(Hogy lassuk, hogy ez tényleg igy van, haszndljuk a normalitds defini-
cigjitaz A = F és a B = X — H zart halmazokra.)
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Els6ként Uy-t és U-et adjuk meg. Mivel A C X ~ B (hiszen A
és B diszjunktak), tovabbd X — B nyilt, azért (1) szerint van olyan Uy
nyilt, amire

AcUycUyCcX—B,

¢és hasonléképpen van olyan U; nyilt is. amire
FoCU} CF1C.Y—B.

Ezzel Uy és Uy mar megvannak, és tegyik fel. hogy U,-t mar definialtuk
minden p € Dy -re, ahol

D,,:{%:megészésOSmﬁZ”},

Ha most ¢ € Dpy1 — Dy, akkor ¢ = m/27! alakd, ahol m paratlan.
Igy U-t mar definidltuk p-re és r-re, ahol p = (m — 1)/2"+! & r =
(m + 1)/2"F!, tovabbd U, C U,. Ismét (1) szerint ehhez a pdrhoz is
talalhatunk olyan U, nyilt halmazt, amire

U, 1, U el

Alljunk meg az n-edik lépésben, és definidljuk az f, : X — [0,1]
fiiggvényt a kovetkezSképpen: f,(z) = 1 ha z ¢ U, egyébként pedig
legyen

falz) =min{p € D, : z €T,}.

Vilagos, hogy f, az X minden elemén értelmezve van, valamint, ha
2 € A, akkor f(z) = 0, & ha & € B, akkor f(z) = 1. Mivel D,
elemein az U, halmazok nének, és mindegyik lezartja benne van a
kovetkezSben, azért ha f,(z) < p, akkor & € Uy,; ha pedig p < fn(z),
akkor z nines benne U, lezértjdban sem.

Legyen most w egy rogzitett végtelen természetes szam; jegyezzik
meg, hogy minden sztenderd diadikus szam eleme D, -nak. Tekintsiik
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az elébb definialt f,, fuggvényt. Mivel csak 0 és 1 kozti értékeket vesz
fel. azért értelmes az aldbbi definici6 az X tér sztenderd x pontjaira:

F&) = ful®)

Ez lesz az a fiiggvény, aminek létezését a tétel dllitotta. Az vildgos, hogy
f az A pontjain 0-t, B pontjain pedig [-et vesz fel, igy csak azt kell
megmutatnunk, hogy folytonos. Ehhez az 5.10. allitishoz fzott meg-
jegyzésiink értelmében elegendd beldtnunk. hogy minden (sztenderd)
valés cre a (—oo,c) valamint a (¢, c0) nyilt halmazok inverz képei
nyiltak.

Legyen ehhez ¢ tetszGleges (sztenderd) valds. Elészor is dllitjuk,
hogy f(z) < ¢ akkor és csak akkor, ha van olyan ¢ < ¢ sztenderd
diadikus tort, amire 2 € U,.

Valéban, legyen ¢ < ¢, ¢ € D, sztenderd diadikus tort, és = € U,.
A minimalis p € D,,, amire © € U,,, csak g-nal kisebb vagy egyenl§
lehet, ezért f,(x) < q. Mivel ¢ sztenderd, azért f,(z) sztenderd része
is legfeljebb ¢, vagyis f(z) < ¢ < c. Ezzel az dllitds ,akkor” részét
beldttuk. Forditva, ha f(z) < ¢, akkor vilasszunk egy ¢ sztenderd
diadikus tortet e kettd szam kozott: f(z) < ¢ < c. Mivel f,, () sztenderd
része, f(z) kisebb a sztenderd g-ndl, azért f,(z) is sziikségszertien
kisebb, és ekkor x € U,, ahogyan azt fentebb lattuk.

Misodszorra dllitjuk, hogy f(z) > ¢ akkor és csak akkor, ha van
olyan g > c sztenderd diadikus tort, amire z ¢ U,,.

Hasonloan az el6z8hoz, most is az ,akkor™ résszel kezdjuk. Ha
z ¢ U,, akkor a minimdlis p € D,,, amire z € Up. mindenképpen
nagyobb g-nal, tehat f,(z) > ¢. Ebbdl f(z) > ¢ > ¢ azonnal adédik.
Forditva, legyen f(z) > ¢, vélasszunk ismét egy ¢ sztenderd diadikus
tortet, amire ¢ < ¢ < f(z). Most f, () sztenderd része nagyobb a
sztenderd g-ndl, ezért f,,(z) is nagyobb, tehdt = ¢ U,.
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A ket allitdst osszefoglalva:

F 1 {(~eo0:6)) = U{L q < ¢, g sztenderd diadikus tort },
7 ((e,00)) = U{X —TU, : q> c. g sztenderd diadikus tort }.

A bal oldalon a kérdéses inverz képek dllnak, a jobb oldalon pedig
sztenderd nyilt halmazok unioi. Ezért az inverz képek nyiltak. tehdt f
folytonos, ahogyan allitottuk. B

A tétel csak annyit mond ki, hogy ha A és B diszjunkt zartak,
akkor valamilyen folytonos f : X — [0,1] fiiggvényre A C f~'({0}),
és B ¢ f7'({1}). Itt egyenlGséget csak akkor tudunk garantdlni, ha
az X térre még tovabbi megszoritdst tesziink, példdul, hogy mésodik
megszamldlhat6 (ldsd a 6.12. tételt).

2. Kompakt terek

A kovetkezdkben a kompaktsdg nemsztenderd megfogalmazasdt adjuk.
A szokdsos definicid szerint az X tér egy A része kompakt, ha A minden
nyilt fedésének van véges részfedése.

5.12. Definicié Legyen A C X. Egy p € "X-beli pont A-majdnem
sztenderd, ha benne van egy sztenderd A-beli pont monddjdban. A p
pont majdnem sztenderd, ha X -majdnem sztenderd.

5.13. Tétel A kovetkezd dllitasok ekvivalensek:
(1) A C X kompaks;
(i1) A monddja megegyezik az A-beli (sztenderd) pontok monddjanak
unidjaval;
(iil) A minden pontja A-majdnem sztenderd.
Bizonyitds (i)=-(ii) Minden A-t tartalmazé nyilt halmaz egyttal 4
minden pontjdt is tartalmazza, ezért A minden pontjdnak monddja része
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A monddjanak. Tgy csak a forditott irdny tartalmazdst kell igazolnunk
Legyen ehhez ¢ € "X olyan, ami nincs benne egyetlen p € A pontnak
sem a monddjdban, azaz minden p € A-hoz taldlhaté olyan U, nyilt,
hogy p € Up, de q¢ ¢ "U,. Azt akarjuk megmutatni, hogy ¢ nincs A
monddjdban, vagyis 1étezik olyan U nyilt, hogy A C U, de ¢ ¢ "U.

Az {Up : p € A} nyilt balmazok unija lefedi A-t, A feltevés
szerint kompakt, ezért kozuluk mar véges sok is fed:

AC U, UUpU... UT,, .

Jeloljiik a jobb oldalon 116 nyilt halmazt U-val. Mivel az U = U, U
... UU,, formula a bvitésben is igaz, azért

U = Uy 0 W e o0

Mivel ¢ nincs egyetlen *U,)-ben sem, azért nincs “U-ban sem. Ez
mutatja, hogy U olyan nyilt kornyezete A-nak, amire ¢ ¢ “U, vagyis
hogy g & pu(A).

(ii)=r(iii) Ha A C U, akkor természetesen *A C *U, ezért "A C u(A).
Tgy ha A monddja megegyezik az A-beli pontok monadjainak uniGjéval,
akkor specidlisan “A minden pontja is benne van egy sztenderd A-beli
pont monddjdban, tehdt A-majdnem sztenderd.

(ii1)=>(i) Tegyiik fel, hogy A nem kompakt, ekkor van olyan U; : 4 € I
nyilt halmazokbdl dllé fedése, aminek nincs véges részfedése, vagyis
akdrhogyan is vesziink ki véges sokat az U; halmazok kozil, mindig
taldlunk olyan A-beli pontot, ami nincs benne egyikben sem. Ez éppen
azt jelenti, hogy a ¢;(x) = .z € A és ¢ ¢ U;” formuldkbol 4116 rendszer
konkurrens, tehét van olyan ¢ € "4, amire ezek mind igazak, specidlisan
¢ ¢ U, Alliguk, hogy ekkor g nem lehet A-majdnem szienderd.
Ugyanis tetszleges p € A sztenderd pont benne van valamelyik U; nyilt
halmazban, ezért u(p) része "U;-nek. S mivel ¢ nincs "Uj-ben, azért
g ¢ p(p), tehat valdban ¢ nem A-majdnem sztenderd. B
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A tételnek azt a formdjat fogjuk legtobbet hasznalni, ami szerint a teljes
X tér akkor és csak akkor kompakt, ha "X minden pontja majdnem
sztenderd, vagyis "X minden pontja benne van egy sztenderd pont
monadjaban.

5.14. Tétel (Sztenderd) Minden kompakt T tér normalis

Bizonyitas Legyenek A és B diszjunkt zart halmazok X-ben. Mivel
X kompakt, azért kompakt A és B is. tehdt az el6z6 allitas szerint
w(A4) = U{u(p) : p € A}, valamint u(B) = {u(g) : g € B}. Hape A
és ¢ € B, akkor u(p) és p(q) diszjunkt, hiszen a tér T;. Kovetkezésképp
11(A) és p(B) is diszjunkt, amit bizonyitanunk kellett. ll

5.15. Tétel (Sztenderd) Kompakt halmaz folytonos keépe is kompak.

Bizonyitas Legyen A C X kompakt, f folytonos, és f(A) = B.
Ekkor f("4) = "B. Azt akarjuk megmutatni. hogy “B minden pontja B-
majdnem sztenderd. Ha y € "B tetsz6leges, valasszunk hozzd x € "A-t,
amire f(z) = y. A kompakt, tehdt & A-majdnem sztenderd: = € u(p)
valamilyen p € A sztenderd pontra. f folytonos, ezért f(z) € f(u(p)) C
1(f(p)). ami mutatja, hogy y valoban B-majdnem sztenderd. ll

3. Topolégikus terek szorzata

Ha egyszerre tobb topologikus teret tekintiink, akkor az Gsszeset egy-
befoglaljuk egy hatalmas struktirdba, beleértve az indexhalmazokat is,
és ennek vessziik egy alkalmas bdvitését. Legyenek tehdt 1 € J-re X;-k
topolégikus terek. Az X; halmazok direkt szorzata az 6sszes olyan I-n
értelmezett p fiiggvénybdl all, melyre p(z) € X; minden i € I esetén. A
szorzaton tekintjiik a szokdsos szorzat topologiat, amit X -szel jel6liink;
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ennek bazis, vagy mds széval elemi nyilt halmazai a direkt szorzatnak
az
U={p:pli) €V, ¥=12,...,k}

alakd részhalmazai, ahol 4y, . . ., ij véges sok el6re rogzitett I-beli elem,
U, pedig az X;, topolégia rogzitett nyilt halmaza. Szokds szerint p(7)
helyett p;-t is fogunk frni, és ezt az értéket a p pont i-edik koordindtdjanak
hivjuk.

A bdvitésben "X pontjai természetesen tovabbra is fliggvények,
mégpedig “I-on vannak értelmezve, és p € "X, i € T esetén p; €
"X;. Sztenderd i indexre (koordindtira) X; az X, topolégikus tér
bévitése, nemsztenderd index esetén (vagyis ha 4 az T — I eleme)
"X, valamiféle idedlis objektum, melynek természetesen mindazok a
tulajdonsdgai megvannak, amik a szorzat sztenderd tényezdinek.

5.16. Allitas Legyen p sztenderd, q pedig tetszdleges pontja az "X
szorzattérnek. Ekkor q € u(p) akkor és csak akkor, ha minden sztenderd
i indexre ¢ € p(pi).
Bizonyitds Ha van olyan sztenderd 7, hogy ¢; nincs benne p; mondd-
jdban, akkor vegyiik az X; térben az ezt tanusité U; sztenderd nyilt
halmazt. A szorzattérben az U = {f : f(i) € U;} bézis nyilt halmaz
olyan. hogy p € U, de ¢ ¢ "U, vagyis ¢ tényleg nincs p monadjaban.
Forditva, ha minden sztenderd i-re g; benne van p; monadjaban, és p
elemeaz U = {f: f(i,) € Uy, v = 1,2,..., k} elemi nyilt halmaznak,
akkor ¢, € Uy, & U = {f : f(iy) € Uy, v = 1,2,...,k} miatt
geU. R

5.17. Tétel (Sztenderd) Hausdorff terek szorzata Hausdorff:

Bizonyitds Legyen p és ¢ két kiilonbozd sztenderd pontja a szorzat-
térnek. Van olyan sztenderd i € I index, hogy p; és ¢; kiilonboznek.
A feltétel szerint X; Hausdorff tér, tehdt u(p;) és u(g;) diszjunktak.
5.16. szerint ekkor p-nek €s g-nak nem lehet kozos elem a monadjdban.
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5.18. Tétel (Sztenderd, Tyihonov) Kompakt terek szorzata kompakt.

Bizonyitds Azt kell megmutatnunk, hogy “X minden pontja majdnem
sztenderd. Tegytk fel eldszor, hogy mindegyik X; Hausdorff, és legyen
p € "X tetszéleges. Mivel sztenderd i-re X, kompakt, azért p; majdnem
sztenderd X;-ben, és ezért van ¢; € X; sztenderd, mégpedig pontosan
egy (a T, tulajdonsdg miatt), amire p; € pu(g;). Az 5.16. 4llitds szerint
ekkor p benne van az ezekbdl Gsszedllitott ¢ € X pont monadjaban.

Ha nem tudjuk. hogy az X;-k T terek, akkor az i-edik koording-
tdban p;-hez szdmtalan g, is tartozhat. A szorzatban a ¢ elemet gy kell
kivenniink, hogy minden i-re a megfeleld ¢;-k koziil egyet valasztunk —
ezt pedig a kivdlasztdsi axiéma segitségével meg tudjuk tenni. ll

Konnyen igazolhato, hogy a kivalasztasi axiéma kovetkezik Tyihonov
fenti tételbdl. A bizonyitisban Hausdorff terek esetén egyataldn nem volt
sziikségiink a kivalasztdsi axiomdra. Ez nem azt jelenti, hogy egydtaldn
ningcs is rd sziikség: a kivilasztdsi axiomdnak azt a gyengébb véltozatat,
miszerint minden szl kiterjeszthetS ultrasz(irGvé, a b8vités létezésé-
nek igazoldsakor felhaszndltuk. fgy annak bizonyitdsdra, hogy kompakt
Hausdorff terek szorzata is kompakt, elegend@ a kivélasztdsi axiomanak
ez a gyengébb formadja.
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Metrikus terek

Az X halmazona g : X x X — R kétvaltozos fuggvény metrika,
ha teljesiti a tavolsdgfiiggvényre szokdsos kovetelményeket: szimmetri-
kus, kilonbozd pontok tdvolsdga pozitiv, minden pont sajat magitél 0
tavolsdgra van, végil a hdromszog-egyenlGtlenséget. Ha X-en van egy
metrika, az egyuttal egy topoldgiat is definidl, a bdzis nyilt halmazok a
pontok korili 7 > 0 sugard gémbok:

B(p,r)={g€ X : 0lp,q) <7}

Egy topologikus térben egy p pont kornyezerbazisdn olyan p-t tar-
talmazé nyilt halmazok Gsszességét értjiik, hogy minden p-t tartalmazo
nyilt halmaz a kornyezetbazis valamelyik tagjdt részként tartalmazza. A
tér elsd megszdamlalhato, vagy mds néven M;, ha minden pontnak van
megszdmldlhatd kornyezetbazisa; és mdsodik megszamldlhard, vagyis
M, ha a teljes térnek van megszdmldlhaté sok halmazbdl allo bizisa.
Vildgos, hogy minden M, tér egyiittal M; is (hiszen minden pont kor-
nyezetbdzisat a tér bazisdbol valaszthatjuk ki), viszont van olyan M, tér,
amelyik nem M. Metrikus terek M; terek: a p pontnak megszamlalhaté
kornyezetbazisit éppen a p korili 1/n sugard gombok alkotjak.

A bévitéshez az alapmodellben nem csak X, hanem a tavolsdg-
fliggvény, és vele egyiitt a valds szdmok R halmaza is szerepel. fgy a
o tavolsigfiiggvény "X pérjain van értelmezve, és ott “R-beli értékeket
vesz fel. Egy p € "X pont monddjdn mindazon pontok halmazit értjiik,
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melyek tdvolsdga p-t6l infinitezimélis. Ez a definici6 sztenderd pontok-
ra megegyezik a topoldgikus tereken definialt mondddal. Valoban, ha
p € X és r > 0 sztenderdek, akkor a bévitésben

"Bp,r) ={g€ X : 0(p,q) <7},

valamint minden p-t tartalmazé sztenderd nyflt halmazban a B(p, 1/n)
g6mbok valamelyike benne van, ezért

(p) = (J{'U : U sztenderd nyilt és p € U}

= ﬂ{*B(p, 1/n) : n sztenderd}
={q € "X : o(p,¢) < 1/n minden sztenderd n-re}

={g€"X : 0(p,q) ~ 0}

foy az el6z6 fejezetbeli tételek mind érvényben maradnak. Egy mo-
nddban legfeljebb egy sztenderd pont lehet, hiszen kiilonbozd sztenderd
pontok tdvolsdga nem végtelenil kicsi. Ha p és ¢ tdvolsdga végteleniil
kicsi, vagyis o(p, q) ~ 0, azt igy is jeloljik: p ~ ¢. Egy ¢ € "X pont
véges, ha valamilyen sztenderd ponttdl véges tdvolsdgra van.

Az X metrikus tér egy A részhalmaza korldtos, ha barmely ket
pontjanak tavolsaga kisebb mint egy rogzitett M valds szdm.

6.1. Allitdés A C X akkor és csak akkor korldtos, ha *A minden pontja
véges.

Bizonyitds Legyen el@szor A korldtos, és p € A annak tetszGleges
pontja. Az alapmodellben igaz az a formula, ami szerint ,,A tetszbleges
pontjdanak tdvolsdga p-161 legfeljebb M " ezért ugyanez igaz a bSvitésben
is, vagyis "A tetsz6leges pontjdnak tdvolsdga p-tSl legfeljebb M.
Forditva, ha A nem korlatos, akkor a rogzitett p € A-t6l akdrmilyen
messze, mondjuk legaldbb m tdvolsdgra van pontja. (Ha ez nem gy
volna, akkor o(qi, ) < o(q,p) + o(p, ¢2) < 2m miatt A korldtos
lenne.) Ez a formula igaz a bdvitésben is, ezért a végtelen nagy m
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valos szamhoz is taldlhaté a € "4, hogy o(p,a) > m. Allitjuk, hogy a
nem véges, azaz o(p',a) végtelen tetszSleges sztenderd p’ € X pontra.
Val6ban, a haromszog-egyenlStlenség miatt o(p, a) < o(p,p')+o(p', a).
a bal oldal végtelen, p és p’ tavolsaga viszont véges. tehdt o(p',a)
szitkségképpen végtelen. Ml

6.2. Tétel (Sztenderd) Merrikus tér minden kompakt része korldtos.

Bizonyitas Legyen A C X kompakt. Ekkor "A minden pontja A-
majdnem sztenderd, vagyis valamilyen A-beli (sztenderd) pontnak a
monadjaban van. Tehat minden *A-beli pont véges, és igy A korldtos. B

A szokasos definici szerint az x,, sorozat konvergal a p ponthoz,
ha p tetszSleges kornyezete a sorozatbdl csak véges sok tagot hagy ki:
és p torlodasi pont, ha p-nek minden kérnyezete a sorozatnak végtelen
sok tagjat tartalmazza. Az alabbi éllitas a valds sorozatokra vonatkoz6
hasonl¢ allitas altalanositdsa, és nem csak metrikus terekben, hanem
tetszGleges topologikus térben is igaz. A bizonyitds a valds esetr6l sz6lo
4.5. s 4.8. allitasok bizonyitdsanak hd mdsa, igy azt elhagyjuk.

6.3. Allitds Legyen ©, egy végtelen sorozat az X topoligikus térben.
A sorozat konvergdl p-hez, ha minden végtelen w indexre x,, € p(p). A
sorozatnak p torléddsi pontja, ha valamely végtelen w indexre x, € pu(p).

6.4. Tétel (Sztenderd) Kompakt térben minden sorozatnak van torlodasi
pontja.

Bizonyitas Mivel X kompakt, azért minden pontja majdnem sztenderd,
specidlisan ,, is, ahol z,, a sorozat tetszOleges végtelen indexd eleme.
Vagyis x, € u(p) valamilyen sztenderd p pontra, és ekkor p torlodasi
pontja a sorozatnak. B

Egy topologikus tér megszamlalhatoan kompakt, ha benne minden
sorozatnak van torloddsi pontja. A 6.4. tétel szerint minden kompakt
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tér egyuttal megszdmldlhatéan kompakt is, aminek megforditasa ugyan
dltaldban nem igaz, de metrikus terek esetében igen:

6.5. Tétel (Sztenderd) Ha egy metrikus tér megszamlalhatoan kompakt,
akkor kompakt is.

Bizonyitds Tegyiik fel, hogy az X metrikus tér nem kompakt, gyartunk
egy sorozatot, aminek nincs torl6ddsi pontja. Mivel X nem kompakt,
azért van olyan p € "X pont, ami nem majdnem sztenderd, vagyis nincs
benne egyetlen sztenderd pont monddjdban sem. Megkiilonboztetiink
két esetet: (i) van olyan pozitiv sztenderd &, hogy p tdvolsiga minden
sztenderd ponttél legalabb e, illetve (ii) ilyen & nincs.

Az (1) esetben indukciéval kivilasztjuk a sztenderd elemekbdl alla

Ty, T2, ... sorozatot a kovetkezSképpen. Legyen z; € X tetszGleges,
és ha médr 2y, ..., z; megvan, akkor legyen zp.; olyan, ami az

Gsszes obbitSl legaldbb ¢ tdvolsagra van. Ilyen elem van a bGvitésben,
nevezetesen p, ezért ilyennek az alapmodellben is kell lennie. Az elGalld
{z,,} sorozat barmely két elemének tavolsdga legalabb &, {gy nem lehet
torl6dasi pontja.

Az (i) esetben tgy vegyik ki a sztenderd x,, pontot, hogy p-t6l
vald tavolsdga legyen kisebb 1/n-nél. Allitjuk, hogy ez a sorozat nem
konvergens. Legyen ugyanis x tetszSleges sztenderd pont. Mivel p nem
majdnem sztenderd, p(z,p) > 1/k valamilyen k sztenderd egészre. A
haromszog-egyenltlenség miatt tetszéleges n-re

I 1
o(z,2a) 2 e(2,p) = 0P Tn) > £~ —
vagyis az = koriili 1/2k sugard gombben legfeljebb az z1, ..., zop—1

pontok lehetnek, ezért & nem torl6ddsi pont.

Legyen X tetszSleges topoldgikus tér, Y pedig metrikus tér. Legyen
adva X-bSl Y-ba képez6 fliggvényeknek egy {fn(z)} sorozata. {fn}
tart f-hez pontonként ha minden x € X-re az (Y-bell) f1(z), f2(z), .-
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sorozat konvergens és tart f(z)-hez. Ez a konvergencia egyenletes. ha
tetszGleges pozitiv -hoz van ng, hogy minden z € X-re és n > ng-ra

o(f(z) — fnlx)) <&

6.6. Allitds Az {f,} sorozat pontosan akkor tart f-hez, ha f,(z) ~ f(z)
minden végtelen w-ra és minden sztenderd © € X-re. A konvergencia
akkor és csak akkor egyenletes, ha f,(z) ~ f(z) minden végtelen w-ra
és tetszoleges © € "X -ra.

Bizonyitas Csak az egyenletes konvergencidra vonatkozo allitast bizo-
nyitjuk. a masik a 6.3. dllitasbol jon. Tegyiik fel elgszor, hogy {fn}
egyenletesen konvergdl f-hez, w adott végtelen egész, és = € "X
tetszSleges pont. Azt akarjuk megmutatni, hogy o(f, (2) — f(z)) < &
minden el6re adott pozitiv sztenderd e-ra. Az egyenletes konvergencia
definicija szerint adott e-hoz van olyan (sztenderd) ng, hogy

minden z-re és minden n > ng-ra o(f»(z) — f(z)) <e.

sben is, €s lévén az dltalunk
vialasztott w végtelen, w > ny 1s igaz, azért készen vagyunk.

Forditva, tegyiik fel hogy f.(z) = f(z) tetszGleges x-re é minden
végtelen w-ra. Legyen adva egy sztenderd e > 0. A kovetkezd dllitds
igaz a bovitésben:

Mivel ugyanez a formula igaz a bévil

létezik olyan ng, hogy minden x-re és minden n > ng-ra

o(fn(z) — f(z) <&,

hiszen ng-nak tetszGleges végtelen természetes szam megfelel. Ekkor
azonban ugyanez az éllitds az alapmodellben is igaz, mutatva az egyen-
letes konvergenciat. |

Az {z,,} sorozat monoton tart z-hez, ha a (2, ) tivolsdgokbodl
alloé sorozat monoton csokkenve tart nulldhoz.
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6.7. Tétel (Sztenderd, Dini) Legyen X kompakt, Y pedig metrikus tér,
és tegyiik fel hogy a folytonos fiiggvényekbél dllo { f,,} sorozat minden
T pontban monoton konvergal az ugyancsak folytonos f-hez. Ekkor a
konvergencia egyenletes.

Bizonyitds A monotonitds miatt m > n esetén o(fm(z), f(z)) <
o(fulx), f(z)). Legyen w tetszSleges végtelen index, n valamilyen
sztenderd természetes szdm. A fenti formuldt a bévitésben felirva azt
kapjuk, hogy o(fu(z), f(2)) < o(fa(z), f(z)) tetszleges x € "X pont-
ra. Legyen x a sztenderd y € X pont mon(ldj«iban, az X kompaktsdga
miatt ilyen y létezik. A haromszog egyenlGtlenség szerint

lo(fn(2), f(2)) = o(Fn(y), FUD] < o(Fal2), fu(¥)) + o(f (2), f(y)-

Az f, és f figgvények folytonosak, ezért a jobb oldal infinitezimalis,
tehat a bal oldal is, és ezért %(fn(x), f(2)) = o(fu(y), f(y)). Innen a
sztenderd rész monotonitdsa alapjan

o(fu(2), f(2)) < o(fal2), £(2)) = o(Faly), ()

Mivel sztenderd y pontokra o f(y), f(y)) akdrmilyen kicsi lehet, ez
az egyenlGtlenség csak gy dllhat fenn minden sztenderd n-re, ha a bal
oldal infinitezimdlis, vagyis f, (z) =~ f(z) tetszoleges = € "X-ra. Az
eldza dllitds szerint ez pedig azt jelenti, hogy a konvergencia egyenletes.

Az {f,} figgvénysorozat egyenld mértékben folytonos az & € X
pontban, ha minden € > 0 (sztenderd) valds szdmhoz taldlhaté z-nek
olyan U, nyilt kornyezete, hogy tetszéleges n indexre és y € U, pontra
fa(z) és fr(y) tévolsdga kisebb e-ndl. Ha a fiiggvénysorozat egyenld
mértékben folytonos, akkor persze minden tagja folytonos is.

6.8. Allitds Az {fn} fliggvényekbdl dallo sorozat akkor és csak akkor
egyenld mértekben folytonos x-ben, ha x =~ y esetén minden (véges és
végtelen) w-ra f,(z) ~ f,(y).
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Bizonyitas ElSszor legyen {f,} egyenlé mértékben folytonos. Va-
lasszuk y-t az @ pont mondadjdban, és vegyiink egy tetszéleges € > 0
sztenderd valds szamot. Azt akarjuk megmutatni, hogy fu(z) és fu(y)
tavolsaga kisebb e-ndl. Nézziik z-nek az ,.egyenlé mértékben folyto-
nos” definicigjaban szerepld U, kornyezetét, erre az alapmodellben igaz
a kovetkezd formula:

minden n indexre és y € U.-ra o(fn(x), fn(y)) < e

Ekkor ez a bévitésben is {gy van, s mivel z ~ y, azért y € “U., tehdt
o(fu(z), f..(y)) < e, ahogyan kivdntuk.

Forditva, tegyiik fel, hogy minden w-ra f,(z) ~ f.(y) valahany-
szor y az ¢ monadjabol valé. Vilasszunk egy pozitiv sztenderd £ szamot.
Az 5.1. lemma szerint van z-nek olyan U *nyilt kornyezete. ami része
u(z)-nek, ezért a bovitésben igaz a kovetkezd dllitas:

létezik x-nek olyan U nyilt kornyezete, hogy minden n és minden

Dy € U esetén o(fa(2). fal)) < e.

Ezért az alapmodellben is igy van, legyen U sztenderd nyilt kornyezete
z-nek, ami ezt mutatja. Ez pedig (1) miatt teljesiti az egyenl mértékben
folytonossag definicidjat. I

6.9. Tétel (Sztenderd) Ha az fn : X — Y fiiggvények folytonosak az
x € X pontban, és egyenletesen konvergdlnak az f : X — Y -hez, akkor
[ is folytonos x-ben; tovabbd az [y fiiggvenyek egyenld mértékben
folytonosak z-ben.

Bizonyitas Legyen y € p(z), azt kell megmutatnunk, hogy f(x) és
Fly) végteleniil kizel van egymashoz. ElGszor is megjegyezziik, hogy
feltételiink szerint minden sztenderd n-re f, folytonos az x pontban,
tehdt f(z) ~ fu(y). Allitjuk, hogy ekkor van olyan végtelen w index
is, amire ugyanez fennall. Tekintsik ugyanis az adott = (sztenderd) és
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y (nemsztenderd) elem mellett a természetes szamoknak a kovetkezo
részhalmazat:

n

{n €N+ olfal), falt)) < 3}.

Ennek az eldzGek szerint minden sztenderd természetes szdm eleme,
tovabba formulaval definialt, tehat bels halmaz. A tilcsorduldsi lemma
szerint nem allhat csak a sztenderd természetes szamokbdl, vagyis van
egy w nemsztenderd eleme is. Igy tehdt £, (x) és f,(y) tavolsiga, 1évén
kisebb 1/w-ndl, infinitezimélis, ahogyan dllitottuk.

Legyen tehat a fentick szerint w olyan végtelen természetes szam,
amire f,(z) ~ fu(y). Mivel {f.} egyenletesen konvergdl f-hez, a
6.6. allitds szerint minden végtelen indexre, specialisan az dltalunk kapott
w-ra is f(z) ~ fu(z) és fly) = f.(y). A hiromszog-egyenlGtlenség
szerint

o(f(2), F W) < e(f (@), fu(2)) + o(fu (@), Lo (W) + o(fu (), £(1)),

A jobb oldali mennyiségek végteleniil kicsik, ezért f(z) és f(y) tavolsdga
is végtelendl kicsi, ami igazolja, hogy f folytonas.

Legyen most n tetszoleges végtelen index, z sztenderd, és z ~ y.
Ismét a hdromszog-egyenlGtlenség szerint

o(fa(@), fa®)) < o(fn(z), f(2)) + o(f(2), F()) + o(F(¥): Fu(¥))-

Itt a keét sz€1sG tag az egyenletes konvergencia miatt infinitezimalis, a
kozépsardl pedig éppen most lattuk be ugyanezt. A 6.8. allitds szerint
ez azt jelenti, hogy az {f.} sorozat egyenlé mértékben folytonos az x
pontban. l

A bizonyitasban hasznalt ,tilcsordulasi” lemma tovabbi alkalma-
zasdval metrikus terekben pontosan meg tudjuk mondani, mikor lesz egy
pont monddja kiilsé, és mikor belsG halmaz.
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6.10. Allitas Metrikus térben u(p) akkor és csak akkor belsé halmaz,
ha p izoldlt pont.

Bizonyitds Ha p izolalt, akkor u(p) = {p}. valdban belsé halmaz.
Maésrészt tegyiik fel, hogy u(p) bels, és nézziik a természetes szamoknak
a kovetkezd részhalmazat:

{neN B(p Cu(p}

Ez bels részhalmaz, ha p(p) bels6 halmaz. Rdaddsul minden végtelen
természetes szdm eleme, ezért kell legyen véges eleme is, mondjuk m.
Ekkor a p koriili 1/m sugard gémb része p monddjanak, tehdt része
minden p koriili sztenderd sugard gombnek is, ami csak tigy lehetséges,
ha nincs p-t6l 1/m-nél kisebb tdvolsdgra egyetlen sztenderd pont sem.
Vagyis p izolalt. W

Hasonld, csak technikailag bonyolultabb bizonyitds mutatja, hogy ugyanez az dllitas
€rvényben marad metrikus tereken kiviill M, terekben is, vagyis amikor minden pontnak
van megszdmldlhat6 kornyezetbazisa. Ugyanakkor lehet példdt mutatni olyan topologikus
térre, ahol u(p) belsd halmaz annak ellenére, hogy p nem izolalt.

Az f: X — Y figgvény egyenletesen folytonos, ha adott e-hoz
tartoz6 § nem fiigg -t6l, azaz ha minden pozitiv e > 0-hoz taldlhato
olyan § > 0, hogy tetszGlegesen vélasztva a p,q € X (sztenderd)
pontokat, o(p, ) < & esetén o(f(p), f(q)) < e.

6.11. Allitds Az f: X = Y fiiggvény akkor és csak akkor egyenletesen
folytonos, ha tetszdleges p,q € "X-ra p ~ q esetén f(p) ~ f(q).

Bizonyitds Legyen elGszor f egyenletesen folytonos, és p,g € "X
olyanok, hogy p =~ g¢. Azt szeretnénk megmutatni, hogy ekkor
o(f(p), f(¢)) < e minden pozitiv sztenderd e szdmra. Az egyenle-
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tes folytonossdg definicidjit e-ra hasznalva kapjuk, hogy van olyan
(sztenderd) 0, hogy a kovetkezd formula igaz az alapmodellben:

minden p, q-ra, ha o(p,q) < 6, akkor o(f(p), f(q)) <e.

De ekkor ugyanez a formula igaz a b§vitésben is, és haszndljuk az adott
p-re és g-ra. Ezekre p ~ ¢ miatt a formuldban felirt feltétel igaz, tehdt
o(f(p). f(q)) < e is teljesiil, ahogyan kivantuk.

Forditva, legyen £ adott sztenderd valés szdm. Most a bdvitésben
igaz, hogy

létezik olyan & > 0, hogy minden p és g-ra o(p,q) < & esetén
o(f(p), f(2)) <&

hiszen d-nak tetszGleges pozitiv infinitezimélis szdm megfelel. Ekkor
ugyanez a formula igaz az alapmodellben is, mutatvin, hogy f teljesiti
az egyenletes folytonossdg definiciGjdt. B

6.12. Tétel (Sztenderd) Kompakt metrikus térben minden folytonos fiigg-
vény egyenletesen folytonos.

Bizonyitas Ha f : X — Y folytonos, r € X sztenderd, és p ~ r,
akkor f(p) ~ f(r). Ha X kompakt, akkor "X minden pontja majdnem
sztenderd, vagyis ha p,q € "X, és p ~ ¢, akkor van olyan sztenderd
r € X, hogy ¢ ~ r valamint p =~ r. Ha f még folytonos is, akkor
f(p) = f(r) = f(q), vagyis f(p) =~ f(q), ahogyan kivantuk. H

Egy topologikus tér metrizdlhato, ha alaphalmazan definialni tu-
dunk egy olyan metrikdt, hogy az abbdl adédd topolégia megegyezik
a megadottal. Fontos és sokat vizsgdlt kérdés, hogy adjunk meg olyan
topoldgiai tulajdonsdgokat, amelyek megléte madr biztositja, hogy a tér
metrizdlhaté legyen. EbbSl nytjtunk most egy kis izelitét. Természete-
sen a valésaknak minden része az 6roklott topoldgidval metrizdlhats. A
[0, 1] egységintervallum minden véges hatvdnya, mint a véges dimenzi-
6s Euklideszi tér altere, szintén metrizalhat. A [0, 1] megszamldlhaté
sok példanyanak szorzatdt Hilbert-kockdnak hivjak.
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6.13. Tétel (Sztenderd) A Hilbert-kocka metrizalhato.

Bizomyitas A tér pontjai azok a (megszdmldlhaté hosszusagu) valés
szdmokbdl dllé sorozatok, amelyekben minden elem a [0, 1] zdrt inter-
vallumba esik. Legyen x és y két ilyen sorozat, és definidljuk = és y
tavolsdgat a kovetkezGképpen:

o s
olw,y) =Y %
=1

Konnyen ldthat6, hogy ez metrika, csak azt kell megmutatnunk, hogy
ugyanazt a topologiat generdlja, mint a szorzat. Az 5.9. dllitds szerint
ehhez elegendd ellendrizniink, hogy a két topoldgia mondd struktirdja
megegyezik. A metrika definicidja szerint y pontosan akkor van z
monddjdban, ha minden véges i indexre y; € p(z;). Az 5.16. dllitds
szerint a szorzattérben y pontosan akkor van x monddjdban, ha y; €
4(z;) minden sztenderd i-re, lithatéan mindkét esetben ugyanazt a
feltételt kaptuk. Hl

6.14. Tétel (Sztenderd) Ha az X tér normalis és mdsodik meg-
szamldlhato, akkor minden zdrt A halmazhoz létezik olyan folytonos

f:X = [0,1], amire A= f~1({0}).

Bizonyitas (Sztenderd) Abbél, hogy X reguldris és mdsodik megszdm-
ldlhat6 (vagyis létezik a topolégidnak megszdmldlhatd bézisa) konnyen
adddik, hogy minden zért halmaz el6dll megszamldlhat6 sok nyilt hal-
maz metszeteként. (Legyen ugyanis A zdrt, és vdlasszuk el A-t nyilt
halmazokkal as Gsszes benne nem 1évé ponttdl. Az elvdlasztdskor az
egyes pontok V; kornyezeteit a megszamldlhato bdzisbdl vehetjik, ezért
van megszdmlédlhat6 sok (Uy, V;) nyiltakbol allé pdr, hogy A C U, és
az U;-k valamelyike minden p ¢ A pontra elvilaszt. Ekkor viszont A
éppen az U; halmazok kozos része.)

Legyen tehdt A = (\{U;}, és vilasszunk az 5.11. tétel alapjin
olyan f; : X — [0,1] folytonos figgvényt, ami elvdlasztja A-t és
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(a t6le diszjunkt és zart) X — Ui-t, vagyis A C f7'({0}) valamint
X - U; € f7'({1}). Legyen

@ 9(p) = % %

=1

Vildgos, hogy g nulla és egy kozotti értékeket vesz fel: 4 C g~'({0}),

tovdbbd ha p ¢ A, akkor p € X — U, valamilyen i-re, és ekkor g(p) >

274 > 0. Ezért g71({0}) = A. csak azt kell latnunk, hogy ¢ folytonos.

Jeloljik gn,-nel a (2) alatti 6sszeg els6 n tagjanak Osszegét. Mivel

mindegyik f; folytonos, azért g, is az, tovabba a {g,} sorozat éppen
g-hez konvergal. Mivel

190(2) — 9(2)| < 55

2-t6l fiiggetleniil, azért a konvergencia egyenletes. A 6.9. tétel szerint
ekkor g folytonos is. ll

6.15. Tétel (Sztenderd, Uriszon metrizacios tétele) Ha az X iér normdlis
és masodik megszamlalhato, akkor metrizdalhato.

Bizonyitas Legyen {U,} a tér egy megszamlalhato bézisa, és legyen
S0 X — [0, 1] az el6z8 tétel szerint 1étezd folytonos fiiggvény, amire
7Y ({0}) = X — U, Jeloljik a Hilbert-kockat H-val, és definidljuk az
[+ X — H fuggvényt ugy, hogy n-edik koordinatdja éppen f,. Mivel f
minden koordinatdja folytonos, azért f is folytonos. Masrészt f injektiv,
azaz ha p # ¢, akkor f(p) # f(q). Ehhez elegendS egyetlen olyan
n indexet taldlnunk, melyre f,(p) és f,(q) kilonboznek. Valasszunk
olyan U, bazis nyilt halmazt, ami p-t tartalmazza, g-t pedig nem, erre
Inlg) =0, és fn(p) # 0, ahogyan kivantuk.

Allitjuk, hogy f homeomorfizmus X és f(X) kozott, ebbél a tétel
mar kovetkezik, hiszen f(X), mint a Hilbert-kocka altere, metrizalhato
az Oroklott metrikdval. Mivel f folytonos is, a homeomorfizmus igazo-
ldsdhoz azt kell csak megmutatnunk, hogy f-nek az inverze is folytonos.
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Ehhez viszont elég ldtnunk, hogy ha az z sztenderd pont X-ben, és y
nincs z monddjdban, akkor f(y) nem eleme f(z) monddjinak. Mivel
y ¢ p(z), mdunk taldlni a bazis nyilt halmazok kozott olyat, mond-
juk U, -et, ami z-et tartalmazza, de y-t nem. Ekkor viszont f,(z) > 0
sztenderd szdm, viszont fn(y) = O, tehdt f,,(y) ¢ p(fn(x)), s igy az
5.16. dllitds szerint f(y) ¢ p(f(z)). A tételt bizonyitottuk. l

A fejezetet egy Ascoli-tol szdrmazé tétellel zdrjuk. Legyenek X
és Y metrikus terek, és fr, X-b6l Y-ba képezd fuggvények. Az {fr}
sorozatrdl azt mondjuk, hogy egyenlo mértékben egyenletesen folytonos,
ha tetszéleges & > 0-hoz létezik olyan § > 0, hogy minden p, g € X-re
és minden n-re, ha o(p, q) < 8, akkor o(fn(p), fn(q)) <e.

6.16. Tétel (Sztenderd, Ascoli) Legyenek X és Y kompakt metrikus
terek, és az X -b61Y -ba képezb { f,,} fiiggvénysorozat egyenld mértékben
egyenletesen folytonos. Ekkor létezik az { fn}-nek olyan frn,, fn, ---
részsorozata, ami egyenletesen konvergdl egy egyenletesen folytonos F
fiiggvényhez.

Bizonyitas Csak az egyenletes konvergenciat kell belatnunk, innen mar
6.9. és 6.12. alapjan F' egyenletes folytonossdga mdr kovetkezik. Rog-
zitsiink egy w végtelen természetes szamot. Legyen az = € X sztenderd
pontokra F'(z) € Y az a sztenderd pont, aminek monddjdban f,(z)
van. Mivel Y kompakt ér, Y minden pontja majdnem sztenderd, ezért
F(z) egyértelmien definidlva van. Allitjuk, hogy F folytonos. Ennek
igazoldsdra a folytonossdg sztenderd definicigjdt hasznaljuk. Legyen te-
hét adva tetsz8leges € > O sztenderd szdm. Az {f,} fiiggvénysorozat
egyenlé mértékben egyenletesen folytonos, vdlasszunk egy, a definicié
szerint 1étezé ¢ > 0 sztenderd szdmot, amire

tetszOleges n-re és p, q pontokra, p(p,q) < 0 esetén

3 B
& olfa(o), fnla) < &
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Allitjuk, hogy ha p és ¢ d-nal kozelebb van egymdshoz, akkor F'(p) és
F(qg) tavolsdga e-ndl kisebb, ami igazolja, hogy F' tényleg egyenletesen
folytonos. Val6ban, (3) igaz az alapmodellben, ezért igaz a bGvitésben
is, specidlisan az n = w esetben: ha p és ¢ olyan pontok, melyekre
o(p.q) < 6. akkor o(fu.(p), fu(q)) < £/2. A hiromszog-egyenlStlenség
miatt

o(F(p), F(q)) < o(F(p), fu®)) + o(fu(p), f(@)) + o(fulq). Fg))-

A jobb oldalon sztenderd p-re és g-ra az els$ és harmadik tag F' definici-
Gja miatt mfinitezimalis, a koz€psS tag (3) alapjan legfeljebb £/2, tehit
o(F(p), F(q)) valéban kisebb e-ndl olyan sztenderd p és g pontokra,
melyek tavolsiga kisebb, mint §. Ezzel megkaptuk, hogy F' folytonos.

Mivel X kompakt, azért “X minden p pontja benne van egy szten-
derd ¢ € X pont monddjdban, és igy mivel F folytonos ¢-ban:

Fip] & F(0) & fulg) & ful®)

a harmadik ~ szintén (3)-bdl kovetkezik. hiszen p ~ ¢ és igy p
és ¢ minden sztenderd ¢ tdvolsdgnél kozelebb van egymdshoz, ezért
o(fu(p), fu(q)) < € is igaz minden pozitiv sztenderd e-ra. Ezzel azt
kaptuk, hogy

(4) minden p € "X-re F(p) =~ f.(p).

Ezek utdn mar csak olyan részsorozatot kell taldlnunk, hogy f,
egyenletesen konvergdljon F-hez. Tegyiik fel, hogy ng-t mar kivalasz-
tottuk. A

1
létezik olyan n > ny, index, hogy o(fn(p), F(p)) < = minden p
pontra

allitds (4) szerint igaz a bévitésben, vdlasszuk ugyanis n-et w-nak. Ezért
ugyanez igaz az alapmodellben is, a megfelel§ index legyen a sztenderd
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Ngy1- Mivel fp, ., € F tdvolsiga mindeniitt kisebb 1/k-ndl, azért az
{fn.} sorozat tényleg egyenletesen konvergdl F'-hez. ll

A tétel feltételeibSl konnyen adédik, hogy végtelen w indexre p ~ ¢
esetén f,(p) ~ f.(q), és F definicidja alapjan F(p) ~ f,(p) sztenderd
pontokra. E kett6bél azonban nem kovetkezik minden tovabbi nélkiil (4),
vagyis hogy F' és f,, minden helyen végtelentl kozel lenne egymdshoz
(amibdl persze az is r6gton adédna, hogy F' folytonos). Ezért kellett
keriil§ dton elébb bizonyitanunk, hogy F' folytonos, és csak ezutdn
tudtuk levonni azt a kovetkeztetést, hogy F' és f, nem csak a sztenderd
helyeken kozeli.
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Hézagos polinomok

Legyen C a kétdimenzids Euklideszi tér a szokdsos, komplex sza-
mok 4ltal meghatdrozott struktiraval elldtva. A komplex szamokat azo-
nosithatjuk a valds szdmokbdl &ll6 szdmpdrokkal, és gy a komplex
szamokr6l sz6lo allitdsokat tekinthetjitk valésakrél szolo allitasoknak
is. A komplex szdmok *C bévitése igy tulajdonképpen mdr “R-ban
megtaldlhatd, de inkdbb tigy gondoljuk, hogy C-nek kiilon készitjiik el a
bévitését. Mivel C-nek része R, azért *C-ben a val6sak bévitése csakigy
megtaldlhatd, mint az egész vagy természetes szdmoke.

Minden f : C — C komplex fiiggvény automatikusan kiterjed a
bgvités elemeire, igy példdul az abszolit érték, a valds illetve képzetes
rész is. Legyen P a komplex egyiitthats polinomok halmaza, ekkor "P
elemeit *polinomoknak hivjuk. Természetesen minden polinom egyittal
*polinom is. Minden p(z) (sztenderd) polinomhoz létezik egy f : N — C
fliggvény, ami p egyiitthat6it adja meg; “P elemeinél ez “N-et képezi *C-
be. Mivel egy polinomnak csak véges sok nem nulla egyutthatéja van, az
egyiitthat6kat elGallité f figgvény egy idS utdn csupa nulldt ad vissza.
A legutolsé nem-nulla egyiitthaté helyét hivjuk a polinom fokdnak, és
deg(p)-vel jeloljiuk. Szokds szerint egy n-edfokd polinomot

p(z) =cpz"+cu 12+ oz +a, e #0

alakban irjuk fel; ugyanezt az alakot haszndljuk *polinomok esetében
is, bar ekkor n lehet végtelen természetes szdm is. *Polinomokra is
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ugyanazok az osszefuiggések érvényesek, mint a (sztenderd) polinomok-
ra, példdul értékiiket a megfeleld hatvanyok Gsszeadasaval szamithatjuk
ki. (Ennek a kijelentésnek még abban az csetben is lehet értelmet tulaj-
donitani, ha a *polinomban végtelen sok tag szerepel!)

Egy n-edfoki polinomnak pontosan n gytke van, ha a gyokoket
mutiplicitdssal szdmoljuk. Egy p polinomnak az r sugari korbe esd
gybkeinek szamdt (mutiplicitdssal) egy h : P x R — N fliggvény adja
meg; ugyanez a fliggvény adja meg a bévitésben tetszGleges *polinomra
és r € "R sugdrra a gyokok szdmdt, ami "N egy eleme lesz. Ha a p(z)
*polinom foka n € "N, akkor a gyokok szdéma soha nem haladja meg n-
et, és van olyan r € "R, hogy az ekkora sugard korben p-nek pontosan
n gyoke van.

Altaldban nem jeloljiik, hogy sztenderd polinomokrél vagy pedig
*polinomokré}l van-e sz6, csak ha azt valami miatt hangstlyozni szeret-
nénk. Ennek oka, hogy mikor melyik fajta polinomrdl van szé egyrészt
vildgos a kornyezetbsl, mésrészt minden formuldval megfogalmazhatd
dllitds akkor és csak akkor igaz az egyikre, amikor a mésikra.

Fogjuk haszndlni Rouché tételének az aldbbi alakjat, melyet kony-

nyen interpretdlhatunk a bévitésben. A tételt nem bizonyitjuk.

7.1. Tétel (Sztenderd, Rouché) Legyenek p(z) és q(z) olyan polinomok,
hogy az v sugarii kor keriiletén, vagyis |z| = r esetén |q(z)| < |p(z)|.
Ekkor az p(z)-nek és p(z) + q(z)-nek multiplicitdssal szdmolva az T
sugarii korben pontosan ugyanannyi gyoke van. il

A fejezetben elsGsorban olyan polinomokkal foglalkozunk, melyek-
nek legfeljebb r nem nulla egyiitthatéjuk van, ahol r valamilyen rogzitett
véges egész. Az ilyen polinomokat r tagii hézagos polinomoknak hivjuk,
és persze ezek felirhaték

0 p(z) = c12™ + 2™ + -+ 2™

alakban, ahol n; < my < --- < n,. A bdvitésben egy 7-hézagos
*polinomnak sem az egyiitthatéknak, sem a kitevSknek nem kell szten-
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derdeknek lenniiik, de a benne levd tagok szdma tovabbra is legfeljebb
7 lehet, ahol r rogzitett véges természetes szam.

A nem azonosan nulla, egyetlen tagb6l allé az™ polinomot monom-
nak hivjuk.

7.2. Definicié Legyen az" és bz™ két monom. Az els6rél azt mondjuk,
hogy domindlja a masikat, jelben az™ 3 bz™, ha n # m és van olyan
véges p valos szdm, hogy |az™| > |bz™| minden olyan véges z-re, amire
|2] > o.

7.3. Allitas Legyen az™, bz™ és cz® olyan, hogy az elsé domindlja a
madsodikat és a masodik domindlja a harmadikat. Ha még n # k. akkor
az™ > ezt

Bizonyitas Legyen p az elso illetve a masodik dominélashoz tartozé
01 €s pp maximuma. Ha |z| > ¢ és véges, akkor |az™| > [bz™| és
[bz] > |cz¥|, vagyis |az"| > |cz*|. B

A bizonyitasbdl az is kiolvashatd, hogy nincs két olyan monom, melyek
egymist domindlnak. Ekkor ugyanis elegendGen nagy véges z-re [az™| >
|az"| lenne, ami lehetetlen.

7.4. Allitas Legyen az™ és bz™ két killonbozé fokii monom. Elkor vagy
az"™ > bz™, vagy bz™ > az™.

Bizonyitas Nézziik a (b/a)z™ ™ hanyadost. Ennek abszolit értéke
|z] = g esetén f(p) = |b/alo™ ™. Ez folytonos, és ha m < n, akkor g-
ban szigortian monoton fogy, ha pedig m > n, akkor szigorian monoton
nd. Ha minden R-beli sztenderd p-ra az f(p) hanyados 1 alatt van, akkor
az™ domindlja bz™-t. Ha f(p) mindig 1 folott van, akkor viszont bz™
domindlja az"-t. Marad az az eset, mikor f nem csak az egyik fajta
érteket veszi fel. A szigord monotonitds és a folytonossdg miatt ekkor az
1-et is fel kell vennie, mégpedig pontosan egy oo helyen. Négy lehetSség
van:
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(i) oo véges és f csokkend. Bkkor f(0) < 1 elegendGen nagy sztenderd

p-ra, ezért az™ domindlja bz™-et.

(i1) oo véges és f novekszik. Ekkor f(p) > 1 elegendSen nagy sztenderd
o-ra, vagyis bz domindlja az™-ct.

(iil) gp végtelen és f csokkend. Ekkor minden sztenderd o-ra f(g) > 1,
tehdt bz™ domindlja az"-et.

(iv) go végtelen és f novekszik. Ilyenkor sztenderd p-kra f(o) < L, és
igy az" domindlja bz""-et.

Tobb lehetGség nincs, az llitast bizonyitottuk. l

7.5. Allitas Legyen az™ > bz™, és r > 1 véges valds szam. Ekkor van
olyan véges p valds szdam, hogy minden olyan véges z-re, amire |z| > o,

bz™| 1
lagn| T

Bizonyitas A domindlds azt jelenti, hogy |b/a|[z|™ ™ < 1 minden
elegendden nagy véges z-re, mondjuk ha |z| > o. Elscként legyen
m > n. Ekkor r™~™ > r, tovdbbd
igaz, tehat

z| > o esetén |r-z| = 72| > o is

b
a

g
i =&

2|

Ha viszont m < n, akkor ™™™ < 1/r. Igy ha |z| > r-o, akkor
z/r| > o, tehdt

b

a

b

a

men " if 1
e = (B E e L

T r

Tehat az elsé esetben ¢ = o, a masikban p = r-o megfeleld vélasztas. Bl

Legyen r sztenderd véges szdm és p egy (1) szerinti legfeljebb r
taghdl dllé hézagos polinom. A p-ben szerepl§ nem nulla egyiitthatéji
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tagok az el6zGek szerint linedrisan elrendezhetdk a szerint, hogy melyik
domindlja a mdsikat. Ezért lesz egy olyan tag, mondjuk ¢;2™, ¢; # 0,
amelyik domindlja az 6sszes tobbit. Ebben az esetben n;-t a p polinom
rendjének nevezzik, és ord(p)-vel jeloljik. Egy polinom rendje és foka
nem kell, hogy egybeessen: példdul ha |a| végtelen, akkor 22 — 2az + 1
foka 2, de rendje 1. A fejezet {6 eredménye az aldbbi tétel, errél fogunk
szamos bdrt lenytizni.

7.6. Tétel Legyen v sztenderd természetes szdm, és tegyiik fel, hogy a
p(z) egy legfeljebb r tagii hézagos polinom. Legyen p(z) rendje v. Ha v
véges, akkor p(z)-nek pontosan v véges gyoke van; ha v végtelen, akkor
p(z)-nek végtelen sok véges gyike van.

Bizonyitas Legyen c¢z” a maximdlis rendd (nem maximalis fokd) tag
p(z)-ben, és ¢(z) a maradék, vagyis p(z) = cz” + g(z). Ekkor g(z)
felirhat6 a kovetkezGképpen:

a(2) = 2™ + 2™ + -+ cp2™ .

Feltétel szerint cz” domindlja az Osszes itteni tagot, tehat a 7.5. allitds
szerint van olyan véges p, hogy minden g-ndl nagyobb de véges z-
re el |z|™ < (1/7)|c||z|”. Ezért ugyanezen z-kre a g(z)-ben szerepl§
mind az 7 — 1 tag abszolit értéke kisebb |c||z|”
la(2)] < lez*]-

Ez azt mutatja, hogy minden véges r > p esetére a Rouché tétel
feltétele teljesiil a cz” és g(z) polinomokra, igy az r sugari koron beliil
cz¥-nek és cz” + q(z) = p(z) polinomnak multiplicitdssal szdmolva
ugyanannyi gydke van.

r-ed részénél, tehat

Ha most v véges, akkor a cz” polinomnak a nulla v-szoros gyoke,
és gy p(z)-nek minden véges r > o sugard koron beliil is pontosan v
gyoke van. Ezért p(z)-nek van legaldbb v véges gyoke, de tobb nem
lehet, mert akkor volna olyan véges r hogy legaldbb v + 1 gyok esik az
r sugard korén belilre.
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Végiil, ha v végtelen, akkor minden véges k-ra cz”-nek a nulla k-
szoros gyoke, és igy p(z)-nek is legaldbb & gyokének kell lennie minden
véges > p sugari koron beliil. l

Lattuk, hogy ha a végtelen, akkor a z2 — 2az + 1 polinom foka 2
és rendje 1. A tétel szerint pontosan egy véges gyoke van; s valéban, a
két gyok egyike 2a koriili, és ezért végtelen; a mdsik ennek reciproka,
tehdt infinitezimalis és igy véges 1s.

7.7. Tétel (Sztenderd, Montel) Legyen
(2) p(z) = ap+a1z+a2++ - a2t a2 4 dag g2

ahol 0 < k < npqy < -+ < Mg €5 ag, # 0. Ekkor létezik olyan pozitiv
o, ami csak az ay, aq, - .., ay, értékekidl és (16l fiigg (és nem a tovdbbi
egylitthatoktol és kitevoktol), hogy tetszbleges ajy, - - -, Grp egyiitthato
és megfeleld nyiy, ..., ngte kitevd esetén p(z)-nek legaldbb k gyoke
van a o sugari koron beliil.

Bizonyitas Tegyiik fel az allitdssal ellentétben, hogy ilyen o korldt nem
létezik az adott ag., - .., ay, szdmokra és (-re. Ekkor a kovetkezd allitas
igaz az alapmodellben, kovetkezésképp a bovitésben is:

minden ¢ > 0-ra tudunk vdlasztani olyan a1, - . ., Gy egyiittha-
(3) tékat ésmnyry, ..., Npye kitevoket, hogy a (2) polinomnak legfeljebb
k — 1 gyoke van a g sugarii koron beliil.

Vilasszuk o-t végtelen nagynak, (3) szerint létezik olyan (2) alakd p(z)
*polinom, aminek legfeljebb & — 1 gyoke kisebb p-ndl. tehdt specidlisan
legteljebb k — 1 véges gyoke van.

Az, hogy p(z) megfeleld ellenpélda, azt jelenti, hogy ebben a
polinomban az abszolit tag ag, az elséfokd tag egyutthatéja aq, stb, a
k-adfok tag egyutthatéja ay, (itt k és az egyiitthatSk rogzitett sztenderd
valés szamok), tovdbba a polinomnak még tovdbbi legfeljebb £ nem-
nulla tagja van, melyek foka mind nagyobb k-ndl. Ezen tagok foka és
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egyiitthat6ja mér lehet nem sztenderd elem is. p(z)-ben a tagok szdma
legfeljebb k + ¢, ami véges, igy alkalmazhaté 1d a 7.6. tétel. Prébaljuk
meghatdrozni p(z) rendjét. Vildgos, hogy aj,z* domindlja az dsszes olyan
a;z" tagot amire s < k és a; # 0, hiszen mindegyik a; sztenderd szdm. A
késGbbi tagok kozott lehet néhdny olyan, ami domindlja ay,z”-t, de azok
foka nagyobb k-ndl. Ezért p(z) rendje legaldbb k, és igy 7.6. szerint van
legaldbb k véges gyoke. A kapott ellentmondds bizonyitja dllitasunkat.
]

Két polinomrdl azt mondjuk. hogy diszjunkt, ha nincs benniik
ugyanolyan foku tag. Ez a helyzet példdul, ha az egyikben csak pdros, a
mdsikban csak pdratlan kitevjd hatvdnyok szerepelnek.

7.8. Tétel (Sztenderd) Van olyan o(k,r) pozitiv valds értékeket felvevd
fiiggvény, amire a kivetkezd teljesiil. Ha p(z) és q(z) diszjunkt nem
azonosan nulla polinomok, p és q kiilon-kiilon legfeljebb r tagbol dll,
tovdbbd p-nek és q-nak is van legaldbb k gyoke az egységsugari koron
beliil, akkor p(z) + q(z)-nek is van legalabb k gycke a o(k.r) sugari
korben.

Bizonyitds Megint tegyiik fel, hogy az dllitdssal ellentétben adott fix
k és r mellett ilyen o nem létezik. Ekkor a kovetkez6 dllitds teljesiil az
alapmodellben s ezért a bvitésben is:

minden ¢ > O-ra van két diszjunkt, kiillon-kiilon legfeljebb r tagii
p(z) és q(z) nem nulla polinom iigy, hogy mindketiének van k gyoke
az egységkirben, de p(z) + q(z)-nek legfeljebb k — 1 gyoke van a
o sugari korben.

“)

Vilasszuk p-t végtelennek, és legyenek p(z) valamint ¢(z) az ellenpélda
*polinomok. Ekkor p + g-nak legfeljebb k& — 1 véges gyoke van, ugyan-
akkor mind p-nek mind g-nak van legalabb %k gycke az egységsugari
korben. Legyen p-ben a maximalis rend( tag a;z™, ¢-ban pedig a;2™ .
A 7.6. tétel szerint n; > k és n; > k, hiszen mind p-nek, mind g-nak
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van k véges gyoke, tovabbd n; # nj, hiszen p és ¢ diszjunktak, mivel
ugyanolyan kitevével nem szerepel benniik z-hatvany.

Mivel p és ¢ diszjunktak, azért az Osszegben azok és csak azok a
tagok szerepelnek, melyek vagy p-ben vagy g-ban benne vannak. Ezeért
p-+q legfeljebb 2r tagd hézagos polinom. Mi lehet p+ ¢ rendje? Tudjuk,
hogy a;z"™ dominélja az Gsszes p-beli tagot, a;z™ pedig az Osszes g-
belit. A 7.4. dllftds szerint e két domindns monom valamelyike domindlja
a misikat, mondjuk a;2z™ > a;jz™. De ekkor a;z"™ maximdlis rendd
tag p + g-ban is, vagyis p + ¢ rendje is n;. Ekkor ismét a 7.6. tétel miatt
p + g-nak van legaldbb n; > k véges gyoke, ellentmondasban azzal,
hogy p + g-nak legfeljebb k — 1 véges gyoke lehet. B

A tételt konnyen éltaldnosithatjuk mindjirt két irdnyban is. Az
egyik, hogy az egységkor helyett a go sugard kérben kivdnjuk meg
hogy legyen p(z)-nek és g(z)-nek is legaldbb k gyoke. Ekkor a 7.8. té-
telt a p(z-0o) illetve g(z-po) polinomokra alkalmazva adédik, hogy
p(z) + q(z)-nek van k gyoke a go-o(k,7) sugard korben. Mdsik lehet-
séges dltaldnositds, ha nem kett§, hanem s darab pdronként diszjunkt,
egyenként legfeljebb r tagd polinom 6sszegét nézziik. Ebben az esetben
a o korldt k-t6l, r-t8l és s-tdl is fugg, a bizonyitds véltozatlan.

A 7.8. tételnek a 7.7. is kovetkezménye. Legyen ugyanis p(z) =
Qo+ arz 4+ ap2® 4 apz®, és q(2) = app12™H 4o b aga ez,
legyen 7 a k és £ koziil a nagyobbik, tovdbbd gy akkora, hogy p(z)-
nek mind a k gyoke a go sugard koron beliil legyen. Mivel g(z)-nek
a nulla ngyy > k-szoros gyoke, az osszegnek is van legalabb & darab
00-0(k,)-nél kisebb abszoldt értékd gyoke.

Ismert, hogy a p(z) polinom derivéltjdnak gyokei benne vannak p(z)
gyckeinek konvex burkdban. fgy ha p(z) n-edfokd, és mind az n gyoke
benne van az egységkorben, akkor p'(z)-nek is mind az n — 1 gycke
beleesik ugyanebbe a korbe. Kakeya aldbbi tétele arrél beszél, hogy
ha p(z)-nek csak a k legkisebb gydkérdl tudjuk, hogy az egységkorben
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van, akkor hol helyezkedhetnek el p'(z) k — 1 legkisebb abszoliit értékd
gyokei.

7.9. Tétel (Sztenderd, Kakeya) Van olyan o(k,n) fiiggvény, hogy ha p(z)
n-edfokii polinomnak van legaldbb k gydke az egység sugarii kérben,
akkor a derivdltjanak van legaldbb k — 1 gydke a p(k,n) sugarii korben.
Természetesen az dllitds ekvivalens azzal, hogy z-p/(z)-nek van lega-

ldbb &k gydke az egységkorben. Ezért Kakeya tétele azonnal adédik a
kovetkezs, joval dltaldnosabb tételbdl.

7.10. Tétel (Sztenderd) Lérezik o(k,r) fiiggvény a kévetkezd tulajdon-
sdggal. Ha a
p(z) =1z + g™ 4 -+ 2™, ny <Ny < - <Ny
legfeljebb r-tagii polinomnak van k gyoke az egység sugari korben,
akkor tetszbleges
0l S Pl £ <
komplex szamokra a
q(2) = Merz™ + dacaz™ + -+ Apep 2™

polinomnak is van legaldbb k gydke a p(k,r) sugarii korben.

Bizonyitas Ahogyan eddig is tettiikk, most is indirekt médon abbdl
indulunk ki, hogy az dllitds semmilyen o-ra nem igaz, vagyis teljesiil a
kovetkezd allitds:

minden ¢ > 0-ra van olyan r-tagii p(z) hézagos polinom és \;
szdmok, melyekre a tétel feltételei teljesiilnek iigy, hogy p(z)-nek
legaldbb k gyoke van az egységkdrben, és q(z)-nek legfeljebb k — 1
gyoke a o sugarii kbrben.

®

Ez az dllitds a bGvitésben is igaz, vdlasszuk p-t végtelennek. Az ellen-
példa p(z) hézagos polinomnak van k véges gydke (hiszen ennyi gyoke
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még az egység sugarli korben is van), ugyanakkor ¢(z)-nek legfeljebb
k — 1 véges gyoke lehet. Legyen a p(z) polinom maximdlis rendd tagja
¢;2™, a ¢(z) maximdlis rendd tagja pedig A;c;z", vagyis p rendje n;,
q rendje pedig n;. A 7.6. tétel szerint p rendje legaldbb k, ¢ rendje pe-
dig legfeljebb k — 1, igy n; > k és k — 1 > n;. Ezek szerint n; > n; és
ebbdl kovetkez8en i > j s [A;| > |A;] is fenndll.

Az ellentmonddst megkapjuk, ha megmutatjuk, hogy g-ban az n;
kitevdjd tag mégsem domindlja az n, kitevjd tagot. Mivel

Agepa
NG

cpg™ o

b

| 2
- |3

iz cizm

és p(z)-ben ¢;2™ <« ¢;z™, ezért a jobb oldal elegendSen nagy de véges

z-re 1-nél kisebb, tehat a bal oldal nem lehet ugyanerre a z értékre 1-nél
nagyobb. Ezzel a keresett ellentmondds el&éllt, a tételt bizonyitottuk. l

Lényegében ugyanez a szamolds adja a kovetkezd eredmenyt is:
7.11. Tétel Lerezik o(k,r) fiiggvény a kivetkezd tulajdonsdggal. Ha a
p(z) = c1z2™ + c2z™ + - + 2™, n<ng<--- <Ny

legfeljebb r-tagu polinomnak van k gyoke az egység sugarii korben,
akkor tetszdleges 0 < by < Uy < --- < L, egész szdmokra a

q(z) — C;Zm—”' + C22713+(’3 dusos o, Zn,.-}»l,.

polinomnak is van legalabb k gyoke a p(k,r) sugarii korben.

Bizonyitds Az el6z§ tétel bizonyitdsdt kovetve legyen p(z) és g(z) a
végtelen nagy o-hoz tartozé ellenpélda, tovabbéd p-ben az n; és g-ban
az nj + {; kitevdjd tag a maximdlis rendd. Ekkor egyrészt a 7.6. tétel
szerint iy > k és k — 1 > n; + 45, tehét példdul n; > ny, € ezért
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£; > £;; mdstészt c;z™ > ¢jz™, valamint ¢z & ¢zt Bz
pedig nem lehet, mert |z| > 1 esetén

cjzMiths cjz™ ™

o Li—4;
gizvth | 21

cyzm ciz™

és elegendGen nagy. de véges z-re a bal oldal 1-nél nagyobb, a jobb
oldal 1-nél kisebb, ami adja a kivant ellentmondést. ll

Végiil a 7.8., 7.10. és 7.11. tételeket ossze is tudjuk fogni a kovet-
kez&képpen.

7.12. Tétel Legyen k, v és s rogzitett pozitiv egész szdamok, ezekhez lé-
tezik egy K = K(k,r,s) szdm a kévetkezd tulajdonsdggal. Induljunk
ki legfeljebb s darab, egyenként legfeljebb r-tagii polinombdl, melyek
mindegyikének legaldbb k gyoke van valamely o sugari korben. Mind-
egyik polinomban kiilon-kiilon az egyiitthatokat a kitevék szerint egyre
novekvé abszoliit értékii szammal megszorozhatjuk, majd a kitevéket is
novekvd sorrendben tetszblegesen megemelhetjiik egyre nagyobb érté-
kekkel gy, hogy az igy elddllé s darab polinom pdronként diszjunkt
legven. Végiil vegyiik ezek dsszegét. Ennek a polinomnak még mindig
van legalabb k gyoke a K-p sugari kérben.

Bizonyitas El&szor mind az s polinomra alkalmazzuk a 7.10. majd
7.11. tételeket; kapjuk hogy valamely K| szdmra mindegyik igy adédé
polinomnak van legaldbb k& gyoke a Kj-p sugard korben. A 7.8. tételt
osszesen s — 1-szer alkalmazva mindig tudunk adni olyan K%, K3,
..., Kj szdmokat, hogy a KJ-¢ sugari korben az els§ ¢ — 1 polinom
Osszegének és az i-edig Osszeadandénak is van & gyoke. Végezetiil
K = Kj adja a keresett értéket. ll

Megengedhetnénk azt is, hogy az 6sszegiil kapott polinomra ismét
alkalmazzuk a 7.10. és 7.11. tételek transzformdcidit, valamint azt is,
hogy az 6sszeg helyett tetszéleges linedris kombindcidt vegyiink. Bzzel




112 7. fejezet

azonban nem kapnank G polinomokat, mert a valtoztatasokat még az
osszegkepzes elbtt is elvégezhetjik.



8. fejezet

Komplex fliggvénytan

1. S-topoldgia

Legyen “C szokds szerint a C komplex szamtest bdvitése. Tetszéleges
2 € "C és sztenderd £ > O-ra legyen

S(z0,€) = {z € "C: |z — 2| sztenderd része < e}.

Ezek a halmazokat S-koroknek nevezzik. Az S-korok egyiittesen egy
topoldgia bazisat alkotjak. Hogy ez tényleg igy van, ahhoz mindossze a
kovetkezd tényt kell ellendrizni, amit az olvaséra hagyunk: ha zy benne
van az S(zi,e1) és S(z2,€2) halmazok metszetében, akkor valamely
7y koruli sztenderd g9 sugard S-kér is része mindkét halmaznak. A
generalt topologiat S-topolégianak hivjuk. Fontos szerepet fog jatszani
a kiilénbozG halmazoknak az S-topolégia szerinti belseje, amire kiilon
jelolest is bevezettink:

7A={z€"C : S(z,e) C A valamilyen sztenderd e-ra }.

Bar *C tetsz6leges részhalmazanak létezik S-belseje, és igy ez a definicio
*C minden részhalmazdra értelmes, mi kizdrGlag bels A halmazok
esetén fogjuk haszndlni.

Egy A C "C halmaz pontosan akkor S-nyilt, ha megegyezik sajit
S-belsejébel, vagyis ha A = 4. Ha az 4 egy S-nyilt halmaz, akkor
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minden z clemével egyiitt tartalmaz egy z koriili S-kort is. vagyis
S(z,e) C A valamilyen sztenderd = > 0 szamra. Ezért ebben az esetben
A ugyancsak tartalmaz egy z koriili sztenderd sugart korlapot is. példaul
az £/2 sugarit. Specidlisan ha A C C sztenderd és "A S-nyilt, akkor 4
sziitkségképpen nyilt.

8.1. Allitds Legyen A C “C belsé halmaz. z € °A akkor és csak akkor,
ha z monddja része A-nak.

Bizonyitas A csak akkor rész trividlis, hiszen z monadja része S(z.)-
nek minden sztenderd e-ra. Forditva, tegyiik fel, hogy u(z) C A és
tekintsiik mindazokat a természetes szamokat, melyekre igaz, hogy

2 1
(1 minden z'-re |z — 2'| < — esetén z' € A.
n

A feltétel szerint minden végtelen egész ilyen, ezért a tilcsorduldsi
lemma miatt van ezt a feltételt kielégité véges természetes szam is,
mondjuk 7 € N, és legyen € = 1/n. Ha |z — 2’| sztenderd része kisebb
mint a sztenderd &, akkor |z — 2’| is kisebb, és ekkor (1) szerint 2’ A-ban
van. Tehdt S(z.&) C A, vagy mésképpen z € %A, ahogyan dllitottuk. ll

Az 4llitasbol kiolvashato, hogy egy korlatos sztenderd A halmaz akkor
és csak akkor S-nyilt (vagyis "A = 7("A)), ha A nyilt.

8.2. Kovetkezmény Legyen A sztenderd nyilt halmaz. Ekkor

({n(z) 1z € A} co(4),
és egyenldség dll ha A korldtos.

Bizonyitas A tartalmazds az A halmaz nyiltsaga és az el6z6 llitds miatt
vilagos, csak az egyenldséget kell megmutatnunk abban az esetben mikor
A korlatos. Am ekkor *4 minden eleme majdnem sztenderd, vagyis van
sztenderd része. Legyen z € °("A) C "A, ekkor z-nek létezik °z sztenderd
tésze és az eldzd dllitds szerint p(z) C "A. Mivel z € p(%) = p(z) és
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A nyflt, ezért %z € A. Bz pedig azt mutatja, hogy z eleme valamilyen
sztenderd A-beli elem monddjanak, és igy eleme a bal oldali uniénak is,
ahogyan dllitottuk. Il

A tovibbiakban f(2) olyan “C-b8l "C-be képezd belsd fliggvényt
jelol, aminek értelmezési tartomdnya a D C “C halmaz, és legyen z
egy S-bels6 pontja D-nek. Az f(z) fiiggvényrdl azt mondjuk, hogy S-
folytonos a z pontban, ha folytonos itt az S-topol6gidra nézve, vagyis
minden pozitiv sztenderd ¢-ra talalhaté olyan sztenderd 6 > 0, hogy az
S(2y,4) halmaz f szerinti képe része S(f(z0),=)-nak.

8.3. Allitds Az f(z) akkor és csak akkor S-folytonos a z pontban. ha
minden zy ~ zy esetén f(z1) ~ f(z).

Bizonyitds Megjegyezzik, hogy mivel zy S-bels6 pontja D-nek, azért
29 monddja is hozzatartozik f(z) értelmezési tartomanyshoz.

Tegyiik fel el§szor, hogy f(z) S-folytonos. Legyen ¢ > 0 tet-
sz0leges sztenderd szdm. Az S-folytonossdg definicija szerint az
A. = S(f(2),e) S-kornyezethez taldlhaté zp-nak olyan S(zg,d) S-
koérnyezete, hogy az ebbe esé pontok képe A.-ba keriil. Ezért z5 mo-
nadjanak képe minden sztenderd £-ra része S(f(z).€)-nak, vagyis része
ezek metszetének, ami pedig f(z) monddja.

Forditva, ha f(z) nem S-folytonos, akkor van olyan sztenderd
€ > 0, hogy az S(f(z),e) kirnyezethez egyetlen S(zp, ) sem j6. Ha
erre a d-ra ezt z; tanusitja, akkor egyrészt |20 — z1| < §, mdsrészt
1f{z0) — F{z1)] > € hiszen ezek az egyeniGtlenségek még a megfelels
abszoliit értékek sztenderd részére is igazak. Igy az aldbbi dllitds az
Osszes pozitiv sztenderd egész n szdmra igaz:

L
van olyan z, amire |z) — zo| < = és |f(z1) — f(z0)] > &

A tilesordulasi lemma miatt ugyanennek valamelyik nemsztenderd
szdmra is teljestlnie kell, ami mutatja olyan z; 1étezését, amire z; = zq,

de f(z1) # f(z) B
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Az 4llitasbd] kiolvashatd, hogy egy sztenderd fiiggvény egy sztenderd
pontban akkor és csak akkor S-folytonos, ha ott folytonos.

8.4. Lemma Tegyiik fel, hogy f(z) véges a zy monddjdban. Ekkor van
olyan sztenderd > 0, hogy f(z) véges a zy koriili € sugarii kérben és
annak hatdrdn.

Bizonyitds Megjegyezziik, hogy f(20) természetesen véges. Mivel zp az
f(z) értelmezési tartoményanak, D-nek S-belsd pontja, azért van olyan
sztenderd ng természetes szdm, hogy a zg korili 1 /ng sugard kor hatdra és
belseje még mindig D-ben van. A feltétel szerint természetes szamoknak
aldbbi belsé halmaza annak minden végtelen elemét tartalmazza:

{n €™ :n>ng és ha |z — 2| < 1/m,

akkor |z — zo|-| f(2) — f(z0)] < 1 }

hiszen zy monddjaban z — z infinitezimdlis, f(z) — f(zo) pedig véges.
A tilesorduldsi lemma szerint ekkor van ennek a halmaznak sztenderd
eleme is, mondjuk n; € N, ekkor ¢ = 1/n, jé vélasztds. Valéban,
|z — 2| < € esetén |z — zg|-|f(2) — f(20)| véges, mert még 1-nél is
kisebb, és ezért | f(z) — f(zo)| nem lehet végtelen. Wl

8.5. Lemma Alljon az A halmaz a D S-belsejének sztenderd pontjaibol,
és tegyiik fel hogy az f(z) belsé fiiggvény véges és S-folytonos A elemein.
Ekkor az A-n értelmezett (sztenderd) F(z) = °f (z) figgvény folytonos.
Bizonyitds A folytonossédg sztenderd definicigjat alkalmazzuk. Rogzit-
sik a zp € A sztenderd pontot és a pozitiv sztenderd e szdmot, ehhez
kerestink egy megfelel§ d-t. A feltétel szerint f(z) S-folytonos z-ban,
azért 8.3. szerint az aldbbi 4llitds minden végtelen n természetes szamra
igaz:

i .
(2)  minden z € D-re |21 — 29| < o esetén | f(z1) — f(z0)] < %

A tilcsordulasi lemma miatt van olyan véges n is, amire ez teljesiil, és
legyen § = 1/n. Ha most z; az A-nak olyan pontja, ami zp-hoz §-nil
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kozelebb van, akkor F(z) definicidja miatt F'(z) — f(21) infinitezimdlis
(és persze f(z0) —F'(20) is az), tovdbbd (2) szerint | f (z1) — f (20)] < /2.
Kovetkezésképp

|F(21) = F(0)] <
S IF() = fE) 41z = fz0)l + [f(20) = Flzo)] < e,

ahogyan kivantuk. B

Egy X C "C halmaz S-dsszefiiggd, ha nem fedhetd le két diszjunkt
S-nyilthalmazzal. Sziikségiink lesz arra, hogy bizonyos szakaszok illetve
korfvek S-0sszefiiggdk, ezt bizonyitjuk most be.

8.6. Lemma S-osszefliggdk azok a zdrt szakaszok, melyek mindkét vég-
pontja véges. Ugyancsak S-osszefiiggok véges pont koriili véges sugarii
korék keriiletének zart tvei.
Bizonyitds Bgy szakasz pontjai z; = zo + (21 — 2p) alakban frhatdk,
zo €s 2z a szakasz végpontjai és 0 < ¢ < 1 valés szdm. Hasonl6an a
¢ kozéppontt  sugard kor ¥g és 9 szogl félegyenesek kozotti fvének
pontjai
=c+ pelott(91—0)

Mivel zy és z végesek, a [0, 1] zdrt intervallum végtelen kozeli t; és
t, pontjainak végtelen kozeli pontok felelnek meg a szakaszon, hason-
I16képpen a lemma feltételei mellett ugyanez igaz a korivre, és ekkor a
8.3. dllitds szerint mindkét leképezés S-folytonos. fey a lemma allitdsd-
hoz elegendé megmutatnunk, hogy a [0, 1] zart intervallum S-osszefiggd,
hiszen S-0sszefiiggd halmaz S-folytonos képe is S-Osszefiiggd.

Legyen tehdt G| és G, C *C két diszjunkt S-nyilt halmaz, melyek
lefedik [0, 1]-et, és mondjuk O € (1. Nézziik az Gsszes olyan ¢ szzenderd
szamot, amire a [0,1,] zért intervallum része G-nek. Ha ennek a hal-
maznak 1 eleme, akkor mdr G is lefedi [0, 1]-et, és készen vagyunk. Ha
nem ez a helyzet, akkor legyen ¢ ennek a halmaznak a legkisebb felsG
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korldtja; ¢ minden sztenderd kornyezetében van G-nek és van Gp-nek
is pontja. Most ¢ vagy Gi-nek, vagy G-nek eleme, és mivel mindket-
t6 S-nyilt, c-nek valamely sztenderd sugara kornyezete is ugyanahhoz a
halmazhoz tartozik. Ez pedig azt jelenti, hogy G és G nem diszjunkt,
ellentétben a feltevéssel. Wl

2. Analitikus fliggvények

A komplex szamokon értelmezett f(z) fiiggvény analitikus, mas néven
reguldris, vagy még masképpen holomorf, ha értelmezési tartomdnya,
amit mindig D-vel jeloliink, egy tartomdny (azaz C-nek nyilt és Gssze-
fliggd része), és az értelmezési tartomany minden pontjaban létezik f
derivéltja:
S i T~
£z £E—=z

Jeloljiik az analitikus fuggvények halmazdt A-val, természetesen a A
elemeit is analitikus fiiggvényeknek hivjuk; ezek mind belsd fiiggvények
lesznek, és eleget tesznek mindazoknak az dllitdsoknak, amiknek a
sztenderd analitikus fuggvények. Tobbek kozott igaz rdjuk a Cauchy-féle
integrdlformula: ha egy korlemez hatardval egyiitt az f(z) értelmezési
tartomanyaban van, z a korlemez belsé pontja, K pedig a hatara, akkor

n ! f(€
16 = 35 f e

Ttt az integrdlt (példdul) tgy értelmezhetjiik, mint annak a kétvaltozds
fiiggvénynek a kiterjesztését, amely egy megfeleld C-beli irdnyitott gor-
béhez (jelen esetben a korvonalhoz) valamint egy fiiggvényhez annak a
vonal menti integrdljdt rendeli hozzd.

A tovdbbi el6készité allitasokban f(z) tetszbleges belsS (és nem
feltétlentil sztenderd) analitikus fiiggvényt jelol, ami a D tartomdnyon
van értelmezve; zy pedig tovabbra is D-nek egy S-belsd pontjdt jelenti.
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8.7. Lemma Az f(z) akkor és csak akkor S-folytonos a zq pontban, ha
f(z) véges a zo monddjaban.

Bizonyitds Tegyiik fel elGszor, hogy f(z) S-folytonos. Ekkor a g(2) =
F(z) = f(z0) (szintén belsd) fliggvény analitikus D-n, és az S-folyto-
nossdg miatt infinitezimdlis zp monddjdban, tehdt specidlisan ott véges
is. Bzért a 8.4. lemma szerint g(z) véges zg-nak valamilyen sztenderd
2¢ sugart korén beliil. Legyen "K az ¢ sugard kor keriilete, ott |g(¢)|
felveszi maximumat, amit jeloljiink M -mel. Mivel g(&) véges a kor teljes
kertiletén, azért M is véges. Felirva a Cauchy-féle integralformulat a zg
mondadjdban taldlhaté z pontra

-9
@v——/ 2 ﬂ
Rl
hiszen |g(§)] € M a "K —z’>|§~z(,|7[zo-:[>s/2‘és
a kor keriilete 27e. A jobb oldal véges és f'(z) = g'(z), amivel készen

vagyunk.

Forditva, tegyiik fel hogy f'(z) véges zp monddjaban. 8.4. szerint
[!(z) véges egy z koriili sztenderd sugard kor hatdrdn és belsejében.
Mivel f'(z) is analitikus, azért a koron beliili M/ maximumat a hatdron
veszi fel. EbbGl kovetkezik, hogy M véges és |f'(2)| < M a =
monddjaban.

Legyen z € p(zo) tetszéleges. A z-t zp-lal Osszekots |z — 2z
hosszisdgi ¢ szakasz mentén integralva

Aﬁ@&

A jobb oldal infinitezimdlis, ezért a bal oldal 1s. Ez pedig 8.3. alapjdn
azt jelenti, hogy f(z) S-folytonos zo-ban. ll

[£(2) = f(20)] =

= M2 — 2.

8.8. Lemma Legyen f(z) S-folytonos a zo pontban. Ekkor van olyan
sztenderd € > 0, hogy f(z) S-folytonos zo-nak e sugarii kornyezetében.
Bizonyitdas Az el6z6 lemma szerint f'(2) véges a zp monddjaban.
A 8.4. lemma szerint ekkor f'(z) véges zp-nak valamilyen sztenderd




120 8. fejezet

sugari S-kornyezetében, és ekkor megintcsak az el6z6 lemma szerint
f(z) S-folytonos ugyanebben a kornyezetben. Wl

8.9. Lemma Ha f(z) véges a zy monddjaban, akkor S-folytonos is
Zo-ban.

Bizonyitds ILegyen 8.4. alapjan e > 0 olyan kicsi sztenderd szdm, hogy
a zp koriili € sugart “K korvonalon és azon beliil f(z) véges, mondjuk
[f(2)| < M, ahol M véges. A Cauchy-féle integrdlformula szerint zg
monadjdnak minden z pontjdra

1 16 aM
[}r (€ —2)? dE’ . ’

2mi —z) €

IF'(2)] =

hasonléan 8.7. bizonyitdsahoz. Ezért f'(z) véges zop monddjdban, és igy
f(z) valéban S-folytonos. l

8.10. Lemma Tegyiik fel, hogy f(z) véges °D elemein. Ekkor °D szten-
derd pontjain értelmezett F(z) = °f(z) fiiggvény analitikus.

Bizonyitds Alljon A a “D halmaz sztenderd pontjaib6l. EIGszor is meg-
jegyezzilk, hogy A nyilt; masrészt f(z) végessége miatt F(z) egyér-
telmden meghatdrozott.

Mivel 2y € A esetén zg a D tartomény S-belsejének eleme, azért zg
monddja is része “D-nek. Ebben f(z) véges, tehdt az el6z8 lemma miatt
f(z) S-folytonos is. A 8.5. lemma alapjdn ekkor F'(z) folytonos az egész
A-n. Ha z € A tetsz8leges, és z a 2o monddjdban van, akkor f(z) ~
f(z0) az S-folytonossdg miatt, F'(z) =~ F(z) az F folytonossdga miatt,
vagyis f(z) =~ F(z) az "A minden majdnem sztenderd pontjiban.

Annak igazoldsdra, hogy F'(z) analitikus, elegendd megmutatnunk,
hogy minden A-beli egyszerd zart toréttvonal mentén az integrdlja O.
Legyen A egy ilyen toréttvonal, teljes hossza h, és jelolje A a vonal
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pontjait a bévitésben. Mivel f analitikus & A teljes egészében D-ben
halad, azért

/A Flade=o0.

A A torottvonal kompakt halmaz, tehdt minden rajta folytonos fiigg-
vény felveszi a maximumat. Ez a tulajdonsag a bévitésben is megmarad,
tehdt ha g *folytonos figgvény, akkor “A-n felveszi maximumat. Most
F *folytonos, hiszen § egy sztenderd folytonos fuggvény, masrészt f
bels§ analitikus, tehdt ezért *folytonos. Igy a A mentén az ugyancsak
*folytonos g(z) = | f(z) — F(z)| is felveszi maximumat, vagyis valami-
lyen konkrét 2’ € "A pontra |f(z) — F(z)| < |f(z)) = F(2')] = n. Bz
a kiilonbség el6bbi megallapitdsunk szerint "4 minden majdnem szten-
derd pontjaban infinitezimalis, kovetkezésképp 7 is mfinitezimalis. A
sokszog h kertilete véges, tehat

/A Flz)ds - [A £fide

= ’ [P = e
# /A F(2) - f(2){dz < mh 0.

Lattuk. hogy f(z)-nek a A-n vett integralja 0, tehdt az egyenlGtlenség
alapjan F'(z)-nek ugyanott vett integralja sziikségszerden infinitezimdlis.
Marmost F'(z) sztenderd fiiggvény, azért A-n vett (sztenderd) integrélja,
és a "A-n szémitott nemsztenderd integrdlja megegyezik, vagyis ez az
értek sztenderd szam. Az egyetlen infinitezimalis sztenderd érték a nulla,
vagyis ennek az integralnak az értéke egyenld nulldval, amit igazolni
akartunk. l

Kis kitéroként a lemma alapjdn kézvetlen bizonyitast adunk a Vitali-
féle tételre.

8.11. Tétel (Sztenderd, Vitali) Legyenek az {f,(z)} fiiggvénysorozat
elemei kozos korldital rendelkezs, a D tartomdnyon analitikus fiigg-
vények. Tegyiik fel, hogy konvergdlnak egy olyan z, pontokbdl dllo
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halmazon, melynek D-ben van torléddsi pontja. Ekkor {f,} D minden
pontjaban konvergens, és konvergencia D belsejének korldtos részein
egyenletes.

Bizonyitas Jeloljik a sorozat kozos korldtjat M-mel. Vilasszunk tet-
széleges w végtelen indexet, ekkor |f, (2)| < M is teljesiil *D pontjain,
ezért egyrészt f,, mint korldtos belsd analitikus fiiggvény S-folytonos,
mdsrészt az F(z) = °f,, (2) formuldval definidlt fiiggvény a 8.10. lemma
szerint analitikus D-n. Ugyanakkor ez a figgvény nem figg az w
megyvilasztasdtdl, hiszen az wy-bdl és w,-bl definidlt analitikus £y és
I értéke megegyezik a torléddsi ponttal rendelkezd z;, ponthalmazon,
vagyis mindeniitt megegyeznek. Ezért minden sztenderd z € D-re és
tetszGleges végtelen w indexre f,(z) ~ F(z), ami azt jelenti, hogy
{fn(z)} pontonként konvergdl F(z)-hez.

Azt kell még megmutatnunk, hogy a konvergencia egyenletes D-
nek kompakt részhalmazain. Legyen B C D kompakt, és z € “E. Mivel
végtelen w-ra f,.(z) S-folytonos, tovabbd F(z) (mellékesen) folytonos
is, azért

ful2) = fu(%2) = F(%2) = F(2).

A 6.6. dllitds szerint ez éppen azt jelenti, hogy {/»(#)} egyenletesen
konvergal F'(z)-hez az E pontjain. ll

Térjunk vissza elGkészitd lemmdinkhoz.

8.12. Lemma A 8.10. lemma feltételei mellett tegyiik még fel, hogy
F(2) = °f(2) nem konstans, zg € °D sztenderd és F(z) = b. Ekkor
van olyan z =~ z;, amire f(z) =b.

Bizonyitdas Mivel analitikus fiiggvény gyokei nem torlédnak, ele-
gendBen kicsiny sztenderd € > O-ra a g(z) = F(z) — b figgvénynek
csak a z = zp gyoke van a zq koriili € sugart kérben. A kor keriiletén
ezért |g(z)| > n valamilyen sztenderd pozitiv 7 szdmra, mig ugyana-
zon koron f(z) ~ F(z), vagyis | f(z) — F(z)| < n. A 7.1. Rouché tétel
szerint g(z)-nek és g(2) + (f(z) — F(z))-nek ugyanannyi gydke van a
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koron belil. Ezért g(z) + (f(2) — F(2)) = f(z) — b-nek is kell legaldbb
egy gyokének lennie az e sugari kérben.

Ezzel azt mutattuk meg, hogy f(z) — b-nek van gyike minden zy
koriili sztenderd sugart korben. Ahhoz, hogy zy monddjéban is taldljunk
gyokot, Rouché tételét kicsit gondosabban kell alkalmaznunk. Legyen
g(z)-nek a z, m-szeres gyoke, itt m sztenderd egész szdm. Ekkor
f(2) — b-nek multiplicitdssal szdmolva pontosan m gyckének kell lennie
minden sztenderd e sugard koron belil. Ha most az m gyok barmelyike
nem zg monadjaban lenne, akkor a gyokot és z-t elvilaszt6, még mindig
sztenderd sugard koron beliill mdr nincs meg az m darab gyok. [l

8.13. Tétel (Sztenderd, Hurwitz) Tegyiik fel, hogy a D tartomdnyon
reguldris fiiggvények { frn(2)} sorozata konvergdl egy f(z) nem konstans
fliggvényhez, mégpedig minden korldtos halmazon egyenletesen. Ekkor
tetszoleges f(zy) értéket fr(z) is felvesz 2o minden kérnyezetében minden
elég nagy n-re.

Bizonyitds Mint az a 8.11. Vitali tétel bizonyitdsdban ldttuk, ekkor
f(z) = °f.(z) minden végtelen w indexre. Legyen ¢ tetszSleges szten-
derd valds szdm. Az el§z8 lemma szerint f,(z) felveszi az f(zg) értéket
a zo monddjdban, ezért a kovetkez§ dllitds igaz, ha e-nak tetsz6leges
sztenderd pozitiv szdmot és ng-nak tetszSleges végtelen indexet vélasz-
tunk:

minden n > ng-hoz van z', hogy |2’ — zo| < & és fn(2') = f(20).

Ez az dllitas ekkor az alapmodellben is igaz, ami éppen Hurwitz tételét
adja. W

8.14. Lemma Tegyiik fel, hogy D minden eleme véges, tovabba hogy
f(2) sehol sem nulla. Tekintsiik mindazon zy € °D pontok halmazdt,
melyek monddjdban f(z) csak végtelen értékeket vesz fel. Ez a halmaz
S-nyilt.
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Bizonyitds Legyen z ilyen pont. Feladatunk, hogy taldljunk olyan po-
zitiv sztenderd £ szdmot, hogy S(zy,) minden pontjdban f(z) végtelen
értéket vesz fel. Els6ként haszndljuk ki, hogy D minden eleme véges,
igy zo monddjdban van sztenderd komplex szdm is, ezért feltehetjuk
hogy zp maga sztenderd.

Tekintsiik a g(z) = 1/f(z) figgvényt. Mivel f(z) nem tdnik el,
a g(z) analitikus a D tartoményon, és zp monddjaban infinitezimalis,
hiszen ott f(z) végtelen. A 8.4. lemma szerint ekkor g(z) véges a
zo pont valamely sztenderd € sugard kornyezetében is. Definidljuk a
sztenderd E halmazt mint azon z' € C pontok halmazét, melyekre
|z' — 20| < e, ekkor "E C D és "E-on g(z) véges. A 8.10. lemma szerint
az E-n definidlt G(z) = %(z) fiiggvény analitikus, és természetesen
G(z0) = 0 mivel g(z) infinitezimdlis. A 8.12. lemma alapjan ha G(z)
nem konstans F-n, akkor g(z) felveszi a G(zy) értéket zy monadjaban.
De ezt nem teszi, hiszen g(z) sehol sem nulla. Tgy G(z) konstans,
vagyis E minden pontjdban G(z) = 0, ami azt jelenti, hogy g(z)
infinitezimdlis “F sztenderd pontjaiban. Mivel g(z) a teljes "E-n véges,
a8.9. lemma szerint g(z) "E sztenderd pontjaiban S-folytonos, tehdt g(z)
infinitezimélis "E 6sszes sztenderd pontjdnak monddjaban. 8.2. szerint
ez a halmaz éppen S(zo,¢€), tehdt itt f(z) végtelen, amit bizonyitanunk
kellett. l

3. A Kis Picard tétel

Mir majdnem minden technikai eszkoz rendelkezésiinkre 4ll a Picard
tétel bizonyitdsdra. Ami még hidnyzik, az alapvet§ eszkoz, a nagy otlet,
amibdl azutdn a Picard tétel és annak kiilonbozd valtozatai a fentebb
igazolt technikai eszkozokkel mér konnyen kovetkeznek. Bz az eszkoz
tulajdonképpen egy specialis analitikus fiiggvény, aminek 1étezésére egy
vazlatos sztenderd bizonyitast adunk.

8.15. Lemma (Sztenderd) Létezik olyan, az egységkir belsejében értel-
mezett analitikus \(z) fiiggvény, hogy minden egyszeresen Osszefiiggd
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D tartomdnyon értelmezett analitikus f(z) fiiggvényre, ami sem a 0-1,
sem az 1-et nem veszi fel, talalhaté ugyancsak D-n értelmezett analitikus
9(#), ami az értékeit az egységkorben veszi fel, és amire f(z) = N(g(z)).

Bizonyitds (Sztenderd) Legyen u(z) az az analitikus fiiggvény, ami a
felsé nyilt félsikot raképezi az egységkorbe irt 120 fokos kérivekbdl dllé
hédromszog belsejébe gy, hogy a hdrom cstcspontba a 0, az 1 és a oc
pontok képei keriiljenek.

{

Ilyen leképezés 1étezése példaul kovetkezik a Riemanntd! szarmazo kon-
formis leképezések alaprételébl, de kozvetlentl is megkonstrudthatS. Ez
mindhdrom korfv mentén a tikrozési elv segitségével kiilon-kiilon kiter-
jeszthetd az alsé félsikra, az alsé félsik képei a kozépsd ivelt haromszog
inverz képei (ldsd az dbrdt). Innen tovabb terjeszthet§ a fels§ félsikra,
stb. Végiil is pu(z) egy végtelen sok rétegli sikon értelmezett leképezés
ami az egységkor belsejére képez. Legyen a p1(z) inverze A(w), ez ana-
litikus az egységkor belsejében és a 0 és 1 kivételével minden értéket
végtelen sokszor vesz fel.
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Legyen zy € D tetszGleges, és vdlasszuk meg zy képét, d-t vag
a belsd hdromszogben vagy valamelyik szomszédjdban (attdl fliggden
hogy f(z0) képzetes része pozitiv vagy negativ) dgy, hogy A(d) =
f(z) legyen. EbbdI kiindulva a D minden pontjanak elegendden kis
kornyezetében tudjuk g(z)-t analitikusan folytatni, hogy ott f(z) =
Ag(z)) fenndlljon. Mivel D egyszeresen Osszefiigg$, a monodromia
tétel feltételei teljesiilnek, igy g(z) az egész D-re kiterjesztehetd. l

A bizonyitdsbdl tobb is kdvetkezik, mint amit a lemma kimondott.
Nevezetesen az, hogy a kiinduldsi z pontban korldtozhatjuk a g(z) fiigg-
vény értékét. A zy képét a belsS haromszogben vagy annak valamelyik
szomszédjdban vélasztjuk, ezért ha f(z9) a 0, 1 és oo pontoktdl tévol
van, akkor g(zp)-t mar az 1 — § sugard koron belil is valaszthatjuk:

8.16. Lemma (Sztenderd) Minden € > 0-hoz létezik 6 > 0, hogy ha f
analitikus az egyszeresen bsszefiiggd D tariomdnyon, f(z) nem veszi fel
a 0-1 és az 1-et, tovdbbd zy € D olyan, hogy f(z) a 0-16l és az 1-161 is
e-ndl tdvolabb van, | f(z0)| < 1/, akkor van olyan D-n analitikus g(z),
ami az egységkorbe képez, D-n f(z) = Mg(z)), és lg(z)l <1 —46. A

8.17. Lemma Legyen az f(z) belsé fiiggvény analitikus a D tartomd-
nyon, tovabba z, € °D. Tegyiik fel, hogy z1 monddjaban f sem a O sem
az | értékeket nem veszi fel, de felvesz véges ertéket. Ekkor f S-folytonos
zy-ben.

Bizonyitds Legyen c az a véges érték, amit f felvesz a z; monadjaban,
mondjuk f(zo) = c. Feltehetjiik, hogy ¢ sem a 0, sem az 1 monddjdba
nem esik. Ha ugyanis f vagy csak a O monddjdba vagy csak az 1
monadjdba esd értékeket venne fel, akkor készen volndnk, hiszen az
ilyen f S-folytonos. Ha pedig felvesz ilyet is és olyat is, akkor a két
pontot 6sszekotd szakasz mentén f folytonosan vdltozik, tehét fel kell
vennie olyan értéket is, aminek abszolit értéke pontosan 1/2. Ezért van
£ > 0 sztenderd, hogy ¢ az [-t8l €s a 0-t8l is legalabb e tdvolsdgra van,
tovabbd |c| < 1/e, tehdt f(z) teljesiti a 8.16. lemma feltételeit, ha f(z)
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értelmezési tartomdnydt megszoritjuk a zp koriili elegendGen kicsiny
sztenderd sugari korre. Legyen a sztenderd 6 > 0 és az analitikus g(z)
azok, amik a lemma szerint Iéteznek. Ekkor ¢g(z) a 8.9. lemma szerint
S-folytonos zg-ban, hiszen |g(z)| < 1 tetsz6leges z-re. Mivel |g(z0)| <
1—46, azért g(z) sztenderd része is belsS pontja az egységkornek, tehdt
a A(z) sztenderd analitikus fiiggvény folytonos (és igy S-folytonos) a
g(zo) pontban. Ekkor viszonta A(g(z)) Gsszetett fiiggvény is S-folytonos
a zg pontban, igy a zp pont monddjdban is. ll

8.18. Tétel (Sztenderd, Picard) Ha f(z) egész analitikus, nem konstans,
akkor legfeljebb egy értéket hagy ki.

Bizonyitas Ha f kihagyja az a és b értékeket, akkor az ugyancsak ana-
litikus és nem konstans g(z) = (f(z) — a)/(b — a) a 0-t és l-et hagyja
ki. Megmutatjuk, hogy ez utébbi lehetetlen. Legyen G(z) = g(wz) va-
lamilyen végtelen w € "N-re. Ekkor G(0) = g(0) véges érték, és G(z)
a nulla monddjaban sem veszi fel a 0-t és az 1-et. Az el6z§ lemma mi-
att ekkor G S-folytonos O-ban. Mdrpedig g(z) nem konstans, fgy van
2 amire g(z) # ¢(0). Ekkor viszont G(z /w) és G(0) nincs végtele-
niil kozel egymdshoz, pedig z,/w =~ 0, ellentétben az S-folytonossdg
8.3. szerinti jellemzésével. W

A tétel szokdsos sztenderd bizonyitasa a 8.15. lemmat haszndlja kozvetlenil, ami
szerint a mindeniitt értelmezett f(z) analitikus fiiggvényhez 1étezik olyan, ugyancsak
mindeniitt értelmezett és analitikus g(z), ami értékeit az egységkorben veszi fel, tovbba
amire f(z) = A(g(z)). Liouville egyik tétele szerint egy mindeniitt értelmezett analitikus
fiiggvény csak gy lehet korldtos, ha konstans. Jelen esetben a g(z) fiiggvény korlétos,
tehdt csak egyetlen értéket vesz fel, amib6l azutin mar kozvetleniil adédik, hogy f(z)
is konstans. Az dltalunk adott bizonyitis bonyolultabb, viszont kis faradsdggal tovibbi
informdciét nycrhetiink az analitikus figgvények globilis viselkedésére

8.19. Tétel (Sztenderd, Landau) Adott ag és a; # O szamokhoz létezik
olyan g9 = go(ao,a1), hogy ha f(z) analitikus a |z| < o korben,
f(0) = ao, f'(0) = ay és f(z) nem veszi fel a O-t és az l-et, akkor
o < Qo
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Bizonyitas Tegyiik fel, hogy ilyen gy nincs, vagyis tetszélegesen nagy
p-hoz taldlhaté olyan f analitikus figgvény, amire f(0) = aqg, f'(0) =
ay, € f nem veszi fel a O0-t és l-et a o sugard korben. Vdlasszunk
most p-nak egy végtelen szdmot, és legyen f(z) az ellenpélda. Legyen
F(z) = f(¢2). Bz analitikus a 0 egy kis kérnyezetében, tovdbba sem 0-t
sem l-et nem veszi fel |z| < 1 esetén, tehdt specidlisan 0 monadjdban
sem, tovibbd F(0) = f(0) = a¢ véges. Bzért a 8.17. lemma szerint
az F(z) fiiggvény S-folytonos 0-ban, vagyis 8.7. szerint F'(0) véges.
Amde F'(0) = o-f'(0) = p-a; ami a; # 0 miatt végtelen. A kapott
ellentmondds bizonyftja dllitdsunkat. B

8.20. Tétel (Sztenderd) Adott pozitiv valos e szamhoz taldlhaté olyan
00 = oo(e), hogy ha f(z) analitikus a |z| < p korben, f(0) = 0,
|£'(0)] > & és az 1/e sugarii korben van két, egymdstdl legaldbb ¢
tavolsdgra levé pont, melyeket az f(z) nem veszi fel, akkor o < go.
Bizonyitds Rogzitsik az e-t és tegytik fel, hogy nem taldlunk hozza
megfeleld go-t, azaz van akdrmilyen nagy o sugard korben analitikus
fliggvény, ami két megfelel§ értéket kihagy. Vilasszuk p-t végtelen
nagynak. €s legyen f(z) az ellenpélda fiiggvény. A kihagyott értékek
legyenek a és b; ezekre [b —a| > e, |al, |b] < 1/e. Legyen g(z) =
(f(2) — a)/(b - a). Ezzel g(0) véges, ¢'(0) szintén véges és nincs a 0
monddjaban, mivel

fO), &
b—a 2/e
tovabbd g(z) nem veszi fel a O-t és az l-et. Legyen G(z) = g(o2),
ez analitikus az egységsugart korben, és mint az elébb, .S-folytonos a
0-ban, derivdltja nem véges, ami adja a kivant ellentmonddst. ll

lg'(0)] =

e &
77

4. A Nagy Picard tétel

A Nagy Picard tétel azt mondja ki, hogy ha egy analitikus fiiggvénynek a
zp pontban 1ényeges szingularitasa van, akkor zp minden kornyezetében
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egy kivételével minden értéket fel kell vennie. Ez a Casoratti-Weierstass
tétel erdsitése, mely szerint lényeges szingularitds minden kornyezetének
képhalmaza sdrd C-ben. Amit bizonyitani fogunk még egy ennél is tobbet
mondo dllitas, ami Gaston Julia-tél (1893-1978) szarmazik.

Legyen f(z) bels6 analitikus fliggvény a D tartomanyon értelmezve.
A z € °D komplex szdmrél azt mondjuk, hogy p-pontja f(z)-nek,
ha a zp monddjéban az f(z) dltal fel nem vett véges értékek mind
egy sztenderd pont monddjiba esnek. Masképpen mondva zp nem p-
pontja f(z)-nek ha vannak olyan véges a és b komplex szdmok, melyek
tévolsdga nem infinitezimdlis, és f(z) sem az a-t sem a b-t nem veszi
fel zgp monddjdban. Ugyanez a z € °D p-végtelen, ha zy nem p-pont
és f(z) felvesz zy monddjdban végtelen értéket is; és p-véges, ha nem
p-pont és f(z) felvesz zy monddjaban véges értéket is.

8.21. Allitas A D tartomdny S-belsejében egy pont nem lehet egyszerre
p-véges és p-végtelen is.

Bizonyitds Mutassa a véges a és b azt, hogy zg nem p-pont. Ha z
p-véges, vagyis f(z) felvesz véges értéket is zp monddjaban, akkor a
8.17. lemma alkalmazhaté a g(z) = (f(z) — a)/(b — a) fuggvényre,
hiszen ekkor g(z) nem veszi fel a 0-t és az 1-et, de felvesz véges értéket.
Tay g(z) S-folytonos, tehdt f(z) is S-folytonos zy-ban. 8.3. szerint zo
monddjanak képe f(zo) monddjiba esik, ezért f(z) itt nem vehet fel
végtelen értéket, vagyis zp nem lehet p-végtelen. |

A lemma dllitdsdt dgy is lehet fogalmazni, hogy p-végtelen pont mondd-
jéban f(z) csak végtelen értékeket vesz fel, p-véges pont monddjdban
pedig csak véges értékeket.

Megjegyezzik, hogy ha f(z) S-folytonos a zy pontban, akkor zp
nem p-pont, hiszen 8.3. szerint ekkor zo monddjéban f(z) nem vehet fel
két kilonboz6 monddba esd értéket, és még kevésbe egy mondd hijdn az
Osszes véges értéket.
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8.22. Lemma Tegyiik fel, hogy a D tartomdny minden eleme véges.
Ekkor mind a p-véges, mind a p-végrelen pontok halmaza S-nyilt.

Bizonyitas Legyen els6ként zo p-végtelen pont. Ennek monadjaban
f(2) végtelen, ezért specidlisan nem veszi fel a 0-t sem. Ekkor taldlhaté
olyan sztenderd pozitiv €, hogy f(z) a zo-nak még az € sugard kornye-
zetében sem tinik el. Ebben a kornyezetben alkalmazva a 8.14. lemmmat
kapjuk, hogy zy-nak valamely S-kornyezetében minden pont p-végtelen.

Masodjdra legyen zp p-véges. A 8.21. dllitds bizonyitdsdban lattuk,
hogy ilyen pontokban f(z) S-folytonos, 8.3. szerint ekkor f(z) a 2p mo-
nadjat egyetlen monddba viszi, itt tehdt f(z) itt csak véges értékeket vesz
fel. A 8.4. és 8.8. lemmak szerint ekkor van z-nak olyan sztenderd su-
garti kornyezete, hogy abban f(z) egyrészt véges, masrészt S-folytonos
is. Mivel p-pontban f(z) nem S-folytonos, azért zy-nak ebben a kor-
nyezetében minden pont sziikségszeriien p-véges. vagyis taldltuk zp-nak
olyan S-kornyezetét amilyent kerestiink. Bl

8.23. Tétel (Sztenderd, Schottky) Minden pozitiv a-hoz és 0 < r < 1-
hez létezik olyan A = N, 7), hogy ha az f(z) analitikus az egységkér-
ben, |f(0)] < . és f(z) nem veszi fel a O és 1 érickeket, akkor minden
|z] < rere |f(z)] < A

Bizonyitds Tegyiik fel, hogy adott a-hoz és r-hez ilyen A nem létezik,
vagyls akdrmilyen nagy A-hoz létezik ellenpélda. Legyen A végtelen
nagy, és legyen f(z) az ehhez a A\-hoz tartozé ellenpélda. Az elézé
lemma szerint az egységkorben a p-véges valamint a p-végtelen pontok
halmaza is S-nyilt. | f(0)| < o miatta O p-véges, tovdbbdaazr < 1 sugard
kirben van olyan z; pont, ahol f(z;) végtelen, ezért ez a z; p-végtelen.
A 8.6. lemma szerint 0-t a z;-gyel OsszekotS szakasz S-Osszefuggd,
ezért a p-véges illetve p-végtelen pontokbdl 4lld S-nyflt halmazak nem
fedhetik le. A kimaradé pontok barmelyike az f(z) fiiggvény p-pontja
kell hogy legyen, de mivel f(z) sem a O-t sem az 1-et nem veszi fel,
ilyen pont nincs. B
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A bizonyitdsbana z; < r feltételre annak biztositdsdhoz volt szitkségiink,
hogy z; az egységkor S-belsd pontja legyen. Csak abbdl, hogy 2 < 1
ez még nem kovetkezik.

Hasonldéan ahhoz, ahogyan 8.20-at kaptuk 8.19-bdl, itt is erdsit-
hetjiik a tételt azzal, hogy f(z)-16l a helyett hogy a O-t és az l-et ne
vegye fel, csak annyit kivdnunk, hogy ne vegyen fel két 1/e-nal kisebb,
egymadsté] legaldbb e tdvolsdgra levd értéket. Természetesen ekkor A
ettSl az £-16l 1s fog fliggeni.

Legyen f(z) egy rogzitett sztenderd fiiggvény ami analitikus vala-
milyen sztenderd r sugarti koron kiviil, és aminek a végtelenben lényeges
szingularitdsa van. Ez a kordbban idézett Casoratti—Weierstass tétel sze-
rint azt jelenti, hogy végtelenbe tarté pontsorozatok mentén a fiiggvény
értckel mindentitt stirdn vannak. EbbSl mindossze azt fogjuk hasznal-
ni, hogy van olyan {u,} és {v,} sorozat, hogy az rp, = |un| = |vn]
tart a végtelenhez, | f(u,,)| korlatos, mig | f(v,,)] tart a végtelenbe. Ilyen
sorozatokat példdul a kovetkezSképpen konstrudlhatunk. Legyen {u,}
olyan végtelenbe tart6 sorozat, amin f(z) korldtos. Az origé kdzéppontd,
T, = |Uy| sugard koron f(z) a maximumdt vegye fel a v,, pontban. Mi-
vel tartomdnyon analitikus fliggvény mindig a tartomany szélén veszi fel
a maximumat, azért |f(v,)| valahonnantdl kezdve szigorian monoton
nove, és persze tart a végtelenbe.

Legyen w egy végtelen természetes szdm, €s 0 = |u,| = |v. |-
Tekintsiik a g(z) = f(z-0) bels6 analitikus fiiggvényt az a = uy /e
és a b = v, /p helyeken. Mivel f(u,) korldtos, azért g(a) = f(uy)
véges, és ugyanezért g(b) végtelen. Ha most sem a sem b nem p-pont,
akkor az a szdm p-véges, b pedig p-végtelen. Az « és b mindketten
az egységsugart kor keriiletén vannak, az Gket 9sszekotd (rovidebbik)
iv a 8.6. lemma szerint S-Osszefiiggd, tovibbd teljes egészében benne
van g(z) értelmezési tartomdnyédnak S-belsejében. Mivel mind a p-véges
pontok halmaza, mind a p-végtelen pontok halmaza S-nyilt, azért az iven
kell lennie olyan pontnak, ami sem nem p-véges, sem nem p-vegtelen.
Ezzel igazoltuk a kovetkezd allitdst.
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8.24. Tétel Legyen f(z) olyan szienderd analitikus fiiggvény valamilyen
orig6 koriili kor kiilsejében, aminek a végtelenben lényeges szingulari-
tasa van. Ekkor van olyan végtelen €, hogy az egység abszoliit értekit
& = &/|€| szdm p-pontia a g(z) = f(z-|€]) fiiggvénynek. B

8.25. Kavetkezmény (Sztenderd, Nagy Picard tétel) Tegyiik fel, hogy az
f(2) analitikus fiiggvénynek lényeges szingularitdsa van a zy pontban.
Ekkor f(z) a zy minden kornyezetében legfeljebb egy kivételével minden
értéket felvesz.

Bizonyitds Feltehetjiik, hogy 2z a végtelen pont, ennek kornyezetei az
origo kozépponti sztenderd sugard korok kiilseje. Legyen & a 8.24. tétel
szerint 1étez8 végtelen nagy szdm. Mivel & = £/|€] p-pontja a g(z)-
nek, azért van olyan sztenderd w € C, hogy az 6sszes, § monddjaban
g(z) altal fel nem veit véges érték w monadjdba esik. (Ha semmi nem
maradna ki, akkor w-t vélaszthatjuk tetszdlegesen.)

Legyen r tetszGleges (sztenderd) valds, és w' # w ugyancsak
sztenderd komplex szdm. Allitjuk, hogy f(z) felveszi a w' értéket az r
sugarti koron kivil. Valéban, & p-pontja g(z)-nek, és w' véges, nincs
a w monddjaban, tehdt g(z) felveszi w'-t a & monddjdban. Tehdt van
olyan z € (&) hogy g(z) = f(2-|€]) = w'. Ekkor |2| sztenderd része 1,
igy z-|¢| végtelen, tehdt a 2’ = z-|¢| vdlasztas mutatja, hogy a kovetkezd
llitds igaz a bdvitésben:

van olyan z', |2'| > r, hogy f(2') = w'.

Ez tehat igaz az alapmodellben is, ami a tételt bizonyitja. B

8.26. Kovetkezmény (Sztenderd, Julia) Legyen f(z)-nek lényeges szin-
gularitasa a végtelenben. Ekkor van olyan w kivételes érték és o irdny,
hogy minden € > 0-hoz a ¥ iranyban akdrmilyen messze taldlhato olyan
2y pont, hogy a zy koriili -|z| sugari korben f(z) minden értéket
felvesz, ami w-t6l e-ndl messzebb és hozzd 1/e-nél kizelebb van.
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Bizonyitdas Legyen ismét a ¢ végtelen pont olyan, hogy a & = £/[¢]
szdm p-pontja g(z) = f(z-

&|)-nak; w az a sztenderd szdm, aminek
monddja tartalmazza a kimaradé véges értékeket, végil ¥ az egység
abszolit értékd & sztenderd részének argumentuma (vagyis irdnya).

Rogzitstik a pozitiv sztenderd € és r szdmokat; a & sztenderd része
korili € sugard kor teljes egészében tartalmazza a & pont monddjat,
tehdt ebben a korben g(z) minden véges értéket felvesz, ami nincs w
monddjdban. Ezért a z' = %€q-|¢| vdlasztds mutatja, hogy az aldbbi allitds
igaz a bévitésben:

van a 1) irdnyban olyan z', |2'| > r, hogy a z' kériili e-|z'| sugari
(3) korben f(z) minden értéket felvesz, ami w-t6l e-ndl messzebb és
hozzd 1/e-nél kizelebb van,

hiszen az itt szerepld kor a ¢ koriili & sugard kor |¢|-szeresére vald
nagyitdsa, igy benne f(z) ugyanazokat az értékeket veszi fel, mint
g(z) ez utébbiban. Kévetkezésképp az dllitds az alapmodellben is igaz,
ahogyan dllitottuk. B

Azokat a ¥ irdnyokat, melyek rendelkeznek a tételben kimondott
tulajdonsaggal, Julia irdnyoknak vagy Julia félegyeneseknek nevezik. A
bizonyitdsbdl az is kidertil, hogy az origébdl induld félegyenesek helyett
a komplex szdmsik tetszSleges olyan részhalmazait is haszndlhatndnk,
melyek a valésak (vagy akdr egy tetszGleges topoldgikus tér) egy kom-
pakt részhalmazdnak elemeivel vannak indexelve. Legyen tehdt I' egy
kompakt indexhalmaz, és minden € I' indexre legyen C,, C C a
komplex szdmsik egy tetszGleges részhalmaza, azzal a feltétellel, hogy
U{Cy : v € T} egy véges korlap kivételével lefedi a teljes sikot. Ju-
lia tételében T a [0, 2] zdrt intervallum, és C', az origobol induls,
argumentum félegyenes.

8.27. Kovetkezmény Tegyiik fel, hogy f(z)-nek lényeges szingularitdsa
van a végtelenben. Ekkor van olyan w kivételes szam és vy € T érték,
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hogy minden & > O-hoz és akarmilyen nagy v-hez a o minden kornye-
zereben talalhat olyan v € T index és a C részhalmazban olyan r-nél
nagyobb abszolit értékii 2o € Cly pont, hogy a zy koriili -|zo| sugari
korben f(z) minden értéket felvesz, ami w-t6l e-ndl messzebb és hozza
1/e-nél kizelebb van.

Bizonyitas Mint az elgbb, legyen most is az egységnyi abszolit értékd
& = £/|¢| egy p-pontjaa g(z) = f(z-|¢]) fuggvénynek, a sztenderd w €
C pedig az a komplex szdm, aminek monddja tartalmazza a kimaradd
véges értékeket. Tudjuk, hogy ¢ végtelen, ezért van v € T index,
amire £ € C. Feltevésiink szerint T’ kompakt, ezért v eleme valamely
sztenderd vy € I’ monadjanak.

Ezek utan rogzitsik az £ és r valés pozitiv sztenderd szamokat
valamint a o egy tetszéleges U (sztenderd) kornyezetét. A 2’ = £ és a
fenti v € "T' mutatja, hogy az alabbi dllitis igaz a bévitésben:

van az U kornyezetben olyan v index és van olyan r-nél nagyobb
@ abszoliit értékii ' € Cly szam, hogy a z' korili e-|2'| sugari korben

f(2) minden értéket felvesz, ami w-t6l e-ndl messzebb és hozza
1/e-nél kozelebb van.

lgy az allitds az alapmodellben is igaz, ami egyiittal igazolja a fenti
dllitast is. W

Ahhoz. hogy 8.27-b6l megkapjuk Julia tételenek allitdsat, meég csak
annyit kell észrevenniink, hogy ha zy argumentuma ¥ — € és 1 + ¢ kozott
van, akkor z{-t valasszuk tgy. hogy argumentuma éppen o legyen, és
abszoliit értéke megegyezzen z abszolut értékével. Ezzel a 2y korili
-] zg| sugard kor teljes egészében benne van a z) korili 2¢|z)| sugari
korben, s igy ez utdbbiban az f(z) mindazokat az értékeket felveszi,
amiket a zg koriili korben felvett.




Fliggelék

Cauchy és az
egyenletes konvergencia

Az 1700-as évek végén J. B. J. Fourier (1781-1840) jott ra, hogy a
hévezetés leirasdra alkalmas parcidlis differencidlegyenlet rendszer meg-
olddsdra az Ggynevezett trigonometrikus sorok nagyon jé! hasznalhatdk.
Ezek a hatvdnysor mintdjdra késziilnek, csak benniik nem az z* hatva-
nyok konstantszorosai vannak ¢sszeadva, hanem sin kz valamint cos kz
konstansszorosai. Ugy képzelte, hogy az elédllitandé megoldds mege-
gyezik egy ilyen végtelen, ismeretlen egyiitthatdja Fourier sornak az
osszegével. Az mdr ismert volt, hogy bizonyos Fourier sorok nem kon-
vergdlnak mindeniitt; amit bizonyitani szerettek volna, az az, hogy ha
egy Fourier sor mindeniitt konvergens, akkor az 6sszegfiiggvény, mint a
folytonos részletdsszegek limesze, maga is folytonos lesz. S. D. Poisson
(1781-1840) egyik korai bizonyitdsdrél maga A. L. Cauchy (1789-1857)
mutatta meg, hogy hidnyos, és nem fedi le az 6sszes lehetséges esetet.
Cauchy sajdt bizonyitdsi kisérlete, ami a Course d’Analyse de I’Ecole
Royale Polytechnique cimii tankonyvben jelent meg 1821-ben, szintén
hibds volt. Ez utdbbi tanulsigos hibdt a matematikatorténet gyakran
1dézi, mert ez volt az els§ példa arra, hogy egy 4j matematikai foga-
lom, jelen esetben az egyenletes konvergencia, nem egy matematikai
vagy fizikai probléma vizsgdlatakor keriilt el6, hanem egy hibds bi-
zonyitds kijavitdsdhoz volt rd sziikség. A torténetet sajit elméletének
szemszoghdl részletesen tdrgyalja Lakatos Imre a Bizonyitdsok és cd-
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folatok cimi kényvének fliggelékében. A ,hiba™ megitélésekor persze
nem szabad elfelejtkezniink, hogy a folytonossag, konvergencia abban
az id6ben meglehetdsen homalyos fogalmak voltak, és a matematikahoz
nem tartozott az a szigort. egzakt gondolkodds, ami ezt a tudomanyt ma
jellemzi.

Az allitas, amit Cauchy bizonyitani vélt, a kovetkezGképpen hang-
zik:
Tegyiik fel, hogy az uo(z), wi(z), ... figgvények mindegyike folytonos
az a < o < b intervallumon, és tekintsiik az

(1) ugle) + wlz) +-...

osszeget. Ha (1) konvergdl pontonként az s(x) fiiggvényhez, akkor s
Jolytonos.

A bizonyitds™ az idézett miben igy hangzik:

Legyen s,(z) az (1) elsé n tagjanak dsszege, és r,(x) = s(x) — sn(z)
a maradék. Valasszunk tetszdleges a < xy < b szdmot, és egy «
infinitezimalis mennyiséget. Ezzel

s(z +a) —s(z1) =

2)
: = (sne1 +0) = 50(@)) + (7az1 4+ 0) = Talon) ).

A bal oldal végteleniil kicsi, mert a jobb oldalon s, () + &) — sp(x1)
végteleniil kicsi az dsszes lehetséges n-re, hiszen s, folytonos, tovabba
ro(z1 4 ) és 1, (z)) végteleniil kicsi végtelen nagy n-re, mert az sszeg
s(x)-hez konvergal.

Cauchy dllitdsdra ellenpélda példaul a (—1,-+1) intervallumon értelme-
zett kovetkezG fliggvénysorozat. Legyen n > 1-re az s, (z) részletosszeg
a 2/n széles és 1 magas tiiske, vagyis sp(z) = 0 ha 1/n < |z] < 1,
& su(x) = 1 — n-lzf ha |z| < 1/n. Vildgos, hogy ha = # 0, akkor
su(z) = 0 ha n elég nagy (vagyis ha n > 1/|z|), ezért ilyenkor s, (z)
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limesze 0. Ugyanakkor minden n-re s,(0) = 1, ezért az s, fuggvény-
szorozat limesze az

. _JO haxz#0,
bu)f{l haz=0,

ami persze nem folytonos a O pontban.

A klasszikus példa nem folytonos 6sszegli Fourier sorra, ami ugyan-
csak ellenpélddt ad az dllitdsra, N. H. Abeltdl (1802-1829) szdrmazik
még 1826-bdl, amikor egy cikkének libjegyzetében megjegyzi, hogy
,.Ggy vélem, vannak kivételek Cauchy tétele alol,” és a

, —3(r+z) ha-m<z<0
sin21+§sin3.7;+---: 0 haz =0
+i(r—z) haO<z<mw

BN =

sina +

példat adja, ami ldthatdan szintén nem folytonos az » = 0 pontban. Ez
utébbi ellenpéldit valészintleg Cauchy maga is ismerte.

Vizsgiljuk meg Cauchy bizonyitdsdt a nemsztenderd analizis mod-
szerével. Az okoskodds tulajdonképpen két helyen is hibds. Az elsS hibit
Cauchy ott kovette el, mikor azt dllitotta, hogy s,(z) + @) — s, (21)
végtelenul kicsi minden n-re. Valé igaz, hogy ez a kiilénbség sztenderd
(vagyis véges) n indexekre infinitezimdlis, hiszen s,, ilyenkor sztenderd
folytonos figgvény. Ha viszont n végtelen, akkor s, médr nem feltét-
leniil sztenderd, és gy csak annyit mondhatunk réla, hogy *folytonos.
Ebbél viszont nem kovetkezik feltétlenil, hogy sp(z; + o) — sn(z1)
infinitezimdlis lenne. Amit biztosan tudunk, hogy rogzitett végteleniil
kicsi o mellett ez a kiilonbség infinitezimdlis elegendden kicsi végtelen
n szdmokra — ez a 3.10. tilcsorduldsi lemma kovetkezménye. Ugyanis
*N-ben minden sztenderd n egészre teljesiil az, hogy

minden n < ng esetén n-|sy(z) + a) — s (x1)] < 1,

tehat van ilyen tulajdonsigi végtelen ng is. Eddig a végtelen indexig a
kilonbség sziikségszerdien végteleniil kicsi.
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Az 1, (z1) maradéktag végteleniil kicsi minden végtelen nagy 7
indexre, hiszen az r,(z;) sorozat konvergens; ugyanez mér nem feltét-
leniil igaz 7, (z + )-ra — és ez a mdsik hiba. Amit tehdt tudunk, az
annyi, hogy r,(z; + a) végteleniil kicsi ha n elegendden nagy végte-
len szdm (-t fiiggden), és s, () + @) — s, (1) végteleniil kicsi, ha n
elegendden kicsi végtelen szdm (ismét csak a-tdl fuggden). Ezért lehet,
hogy a kétfajta index nem ér Gssze, vagyis valahdnyszor a két Osszea-
dand6 koziil ez egyik végteleniil kicsi, a masik nem az. Igy tehdt nem
vonhatjuk le azt a kovetkeztetést, hogy s(z1 + @) — s(z1) végteleniil
kicsi.

A bizonyitds — és ezzel egyiitt a tétel — azzal javithatd, ha elérjik,
hogy valamelyik indexhalmaz az 6sszes végtelen egész szamot tartal-
mazza. Ez elegendd, hiszen ekkor n-nek vagy elegendden kicsi, vagy
elegend@en nagy végtelen értéket valasztva (2) jobb oldala — és ezzel
egyiitt a bal oldala is — végteleniil kicsi lesz.

Az elsg lehetSség, hogy s, (21 + ) — s, (1) végtelenil kicsi az
Osszes végtelen n-re is valahdnyszor a végtelenul kicsi. Ez pontosan
akkor kovetkezik be, ha az {s,(z)} sorozat egyenl§ mértékben folyto-
nos az intervallum minden = pontjdban (lisd a 6.8. dllitdst). A mdsik
lehetGség, hogy r,(z + @) infinitezimdlis minden végtelen nagy n-re
és végtelen kicsi a-ra, ez pedig akkor van fgy, ha {s,(z)} egyenletesen
konvergdl s(z)-hez (1asd 6.6. 4llitas).

Cauchy az eredeti dllitds publikdldsa utin mintegy harminc évvel
maga is hasonlé kévetkeztetésre jutott, és egy 1853-as dolgozatdban az
aldbbi javitott vdltozatot mondja ki:

Ha az

3) gsdins ~ o s Wi Wi o o+

sorozat tagjai mint az x valds vdltozo fiiggvényei folytonosak egy adott
intervallumban, tovabba ha az

(€)] Up + Unp1 + - oo+ Upiey

osszeg minden x-re végteleniil kicsi valahdnyszorn és n' > n végteleniil
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nagyok, akkor a (3) tagokbol allo sor konvergens és a sor osszege
folytonos.

Ha itt azt, hogy ,sminden x-re” Ggy értjiik, hogy nem csak sztenderd,
hanem a nemsztenderd z-ekre is, akkor ez a feltétel a 6.6. allfdts alap-
jdn éppen az egyenletes konvergencidt szabja meg. Bar kétségteleniil
vitathatd, hogy tényleg ez-¢ Cauchy javitott bizonyitasanak olvasata,
az altaldnosan elfogadott nézet szerint az egyeneletes konvergencia fo-
galmdt, ami azutdn a folytonos fuggvényekbdl 4ll6 sor hatarértékének
folytonossdgdt mér biztositja, egymdstdl fuggetlenil hdrom matemati-
kus: G. Stokes (1819-1903) és P. L. Seidel (1821-1896) valamivel
kordbban és Cauchy egy kicsit késébb taldlta meg.
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