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BEVEZETES

Egérfogd a matematika. Ha benne vagy, neh.e:zen taldlsz
atat, amely kordbbi, matematikétél mentes lelklauapotodba,
visszaveretne. Hosszadalmas yolna, ha ennek a jellegzetes
tiinetnek okdt akarndk adni. lgy tehdt csak a k&vetkezmé-
nyek megdllapitdsdval fogunk foglalkozni. .

Ennek az «egérfogé tulajdonsdgnaky elsd kovetkezménye
kevés a matematikus pedagégus. Ritkdn egyesil a mate-
matikai tudds kénnyen érthetd,elfaddsméddal. Ebbdl ered
rogton a masodik kovetkezmény : mévelt emberek és mftive-
16dni vigyok wnatematikai alacsonyabbrendfiség-komple-
XUL»-a.

Senki se értsen félre. Nem tdmadni akarok, elienkezdleg :
védekezd 4lidst foglalok el. Mert rendkiviil szokatlan, hogy
laikus merészelje a tudomdnyok legszigorabbikét magyardzni.

De mivel j6l megfigyeltem sajdt szenvedéseimet és ldttam
iskolatdrsaim lkiizkédését, megérett bennem az az elhatdro-
748, hogy matematikai élményeimet tuddsomnak mér vala-
mely alacsonyabb fokdn feljegyzem Hisz az «egérfogorél
kialakult meggy6z6désem szerint jogos a félelmem, hogy
néhdny év mulva magam sem taldlom meg a kivezet§ utat.

De még egy mdsik nyomds ok is késztetett véllalkozi-
somra. Minden tudomdnyba, de mindennapi életinkbe is
egyre mélyebben hatol be a matematika és a matematikai mo6d-
szerek és fogalmak. Hs semmiképpen sem kielégité — majd-
nem kultdrbotrdnynak nevesném — hogy egy félig-meddig
komoly értekezés olvasdja egyszerre hieroglifdk egész biro-
dalméval keriilhet szembe, amelyek megijesztik és elretten-
tik az olvasdstol; de megtorténhetik, hogy a kevés szdmit
beavatott ginyos mosolydt kell zsebretennie. Nem a relatfvi-
tag 68 kvantumelmélet matematikai magassigairél van szé,
ilyen eset bdrmelyik kozgazdasdgi vagy orvosi lapban is
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eléforduthat. A statisztikdt ne is emlitsiik, az ma mér —
elsBsorban az angolszdsz orszdgokban — teljes egészében
matematika. Belopézott azonban a matematika hétkoznapi
nyelviinkbe is. Az Gjsdgok «kozépértékekrbly frnak, «4tlag-
h@mérsékletety, «maximdlis teljesitményts, «gdrbék kritikus
pontjaits és «wrSterekety emlegetniek : csupa olyan kifejezés,
melyet & kéznyelv a matematikdtol és a matematikai fizikd-
t61 kolesénzott.

Telesleges, hogy ilyen szavakat értelmetlen zdrejként
hallgassunk végig, s6t hatdsukra magunkat kisebbértékd-
nek, esetleg mfiveletlennek tartsuk. Nagyszeri az ilyen
szavak jelentése s ugyanannyira jelképes 13, de felfoghato
és megtanulhato.

BEgyet mindenesetre feltételez konyviink : bizonyos, tanu-
ldsra szdnt és nélkilozhetetlen fdradozdst. A monda szerint
Ptolemaios Philadelphus kirdly, Krisatus sziiletése elbtt
- 800 koril, megkérdezte a legnagyobb gordg matematikust,
Euklidest, miképpen lehetne a matematikat «kénnyen» el-
gajétitani. A matematikus bétran felelte : «Kirdlyok szdmdra
gines kiilon At a matematikdbanl Mindenkinek, aki csak
feliiletesen is ismeri ezt a tisztdn szellemi eredetil és 1épéardl
16pésre felépiil§ tudomdnyt, igazat kell adnia a nagytuddst
gordgnek. Do ne essiink kétségbe : kirdlyok atjas és «Himaldja
megmaszdsar kozt, a folytonossdg torvénye szerint, még szdm-
talan kozépat is van,

Nagyérdemt és kivdld tuddsok, igy példdul Georg Schef-
fers, 8. P. Thompson és Gerhard Kowalewski, teljes mérték-
ben megértették és dtérezték ezt a helyzetet és mindent el-
kovetiek, hogy kéozbillsd fokozatokat teremtsenek. Mind-
hérom kivild pedagbégus miive kultirkines. 8 mi sem 4ll
tdvolabb t8lem, mint a merészség, hogy Scheffers plasztikus
eladdsmoédjéval vagy Kowalewski precizitdsdval, elegancié-
jdval, akdr pedig Thompson gazdag humordval versenyre
keljek. Do — és ez a «de» a lényeg — mindhdrom mf fel-
tételez valamit, amit nem volna szabad, ha teljesen le
akarja kitzdeni az olvasé alacsonyabbrendliség-érzetét : gim-
néziumi miveltséget feltételez mindegyik, vagy legaldbb is
a matematika elemeinek ismeretét. Magamon éreztem leg-
inkdbb, — amikor statisztikal el8addsokon vettem részt —
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hogy a matematiks szeretete és a valaha elsajdtitott tudds
mellett is mennyire fogyatékosak lehetnek ezek az elemi
ismeretek. Hlményem hatdsdra végtam neki, 8szinte tiszte-
lettel és becsiiléssel a valédi tudomény irdnt, merész kisér-
leternnek?® Eszrevettem ezenkiviil, hogy héromféle indok is
késztothet arra valakit, hogy ilyen kényvet sajit hasznéla-
tdra Osszedllitson, vagy  kartdrsdtol segitségiil készen meg-
kapjon. Eldszér is célja lehet valamely elfoglalt embernek,
taldn orvosnak, kozgazddnak, kereskeddnek, iparosnak, hirlap-
irénak, természetiuddsnak — de katondnak, hivatalnoknak,
alkalmazottnak, munkdsnak, iskoldsldnynak vagy fitnak
éppenannyira, hogy a matematikdt, az egyszeregytll az
integrdlig az iskoldét6l lényegesen killonhoz8 szempontbél
ismerje meg és kozben a legdltaldnosabb ismereteket elsajs-
titva bels§ megnyugviast talaljon. Megeshetik, hogy az el6bbi
elfoglalt ember t6bbre vigyik. Szerény bevezetésem alapjdn
akkor nyugodtan rébizhatja magit Seheffers, Thompson vagy
Kowalewski er8s vezet§ kezére és olyan mélyre hatolhat
velik a matematikdban, amennyire csak akar; mig ecsak
maga is benne nem il az togérfogbbany és mar nern éréi, mire
val6 volt az én szoszaporitdsom és naivitdsom. Ilyen olvasémra
lennék a legbiiszkébb, még akkor is, ha utélag mélyen megvet.
Megtorténhetik végiil, még hogy tanulék haszniljdk titokban
konyvemet, mint tilbott segédeszkozt. Kérem a pedagdguso-
-kat, ne vidoljanak azzal, hogy «elrontom az ifjisdgots. Unne-
pélyesen kijelentem mdr itt, ezen a helyen is, hogy ellent-
mondésck esetén nem nekem van igazam, ne nekem, haner
hivatott tandruknak adjanak hitelt.

Tandrokrél szélvdn : nem mulaszthatom el e helyen sem
ama kellemes é&s elkertilhetetlen kotelességemet, hogy koszo-
netet ne mondjak dr. Walther Neugebauernek, a kivédlo
matematikusnak, aki & mér emlitett tanfolyam el6addjaként
elvezetett a matematika kell6s koézepébe és megvildgitotta
elfttem ennek a tudomdnynak igazi nagysdgit. Novalis, a
koltS irja: «Az istenek élete matematika. Isteni kiildott
esak matematikus lehet. A tiszta matematika voltakép
vallds. Csak matematikus lehet boldog. Az igazi matematikus
magébol merit lelkeseddst. Lelkesedés hijdn nines mate-
matikay.



Nagyon boldoggd tenne, ha csak leheletnyit is kdzvetit-
hottem ebbdl a felfogdshdl olvaséimnak. Mert fdjdalom, a
matematikai alacsonyrendliség érzése, mint minden hasonlé
érmés, gylloletet és ellenszenvet valt ki. A kiting gérig
Hypatidt, az egyetlen ndt, akinek a matematika 68t6rténeté-
ben szerepe volt, bizonyosan nemesak valldsi okokb6! ké-
vezte meg a tOmeg ; és a matematika kévetkezetes és kérlel-
hetetlen ellenségei szerint rossz szolgdlatot tettem a nagy
Leibniznek, midén merészkedtem kiemelni és sikerrel bemu-
tatni zsenijének koézéppontjsdt, a matematikat.

Béresak ez a konyv is hozzdjdrulna ahhoz, hogy a mate-
matika, a tudoményok legszentebbike, irdnt érzett ellenszenv
csGkkenjen. Felillotes emberek sokszor tartjdk a matemati-
kdt a materializmus csticsdnak. Hzek nem tudjdk, hogy a
matematiks nemesak az indus, babyloni és egyiptomi papok
szemobben volt a vallds rokona. Nem tudjdk, hogy Pythago-
ras, Cusanus, Pascal, Newton, Leibniz — csak néhdny nevet
emlitve a sok kozil — éppen a matematikdbol meritették
azt & megismerést, hogy minden tudomdnyok degbiztosabb-
jénaky kédbevesz8 hatérai tesznek valdéban hivivé és aldza-
tossd az Isten irdnt.

Bokszor fogunk még egyiittes haladdsunk folyamén ilyen
problémékra bukkanni. Most még csak roviden konyvem
wzereposztésdroly szdmolok be: egyedil, magam frtam ezt
a konyvet, amennyire errél az éverzredes egyiittmiksdéssel
felépiilt matematikdban egydltaldn sz6 lehet. A matematikus
dr. Walter Neugebauer, — birdlé olvaséim megnyugtatdsira
emlitem — gondosan dtnézie és sok értékes tandccsal szol-
galt, de azért tévol dlljon t6lem, hogy a felelGsségnek akdr
esak kis részét i3 1é, a kivalé smakférfitra, hdritsam.

Koszonettel kell még adoznom Hans Strohofernek, a Wiener
Kinstlerhaus festtagjanak i3, hogy nem tartotta méltésdgdn
alulinak adataim nyomdn a sz6vegdbrak megrajzoldsét.

Bs most — mert tudjuk, kirdlyok szdmdéra sines kiilon
a matematikéban — olvasénak és irénak egyttt kell dolgoz-
nunk, szorgalmas munkdval, hogy eljuthassunk az egyszer-
egytél az integrdlig. ¥n remélem, hogy megadtam hozzé az
elvi lehetlséget, a t6bbit majd megmondjdk rosszakardim.

" EGMONT COLERUS.



F180 FEJEZET
«Igaz kabbala »

Beteg 1ldogél az orvos vdrészobdjdban. Sejti, hogy nem
keriil egyhamar sorra, {gy olvasmdnnyal akarja idejét .el-
tolteni. Az asztalon gyégyintézetek és hajostédrsasdgok tarka
fizetel hevernek. Egyik kép killondsen megragadja figyel-
mét, déli tengerek és trépusi vdrosok pompdja drad rdla.
Kivénesian nyitja ki a konyvecskét, de csalédott. Erthetd
szot is alig taldl benne. A prospektus ldtszélag délamerikai
haj6jératot dicsér, de — betegink ezt sem tudja bizonyo-
san — alighanem portugdl nyelven. Mégsem teszi le. A kabi-
nok, éttermek, az érintett kikstbk képei szépek és érthetdk
is.-De ‘még mést is megért, anélkill, hogy forditdsra lenne
szitksége : a hosszt szémoszlopokat, tdbldzatokat, koézbe-
iktatott szdmitdsokat, érkezési és induldsi adatokat.

Elfre ldtom, hogy példdmat gyerekesnek, magdtél érte-
t8d6nek, esetleg éppenséggel ostobdnak taldljdk. Ki vonta
valaha is kétségbe, — mondjdk — hogy ma majdnem vala-
mennyi mivelt nemzet ugyanazokat a szdmjegyeket hagz-
nélja? Mi volna ebben taldnyos vagy esoddlatos? Kdr volt a
beveret6 mondatért. A 8-as szémjegy portugil szévegben
ugyanazt jelenti, mint németben vagy angolban. Hs az
§214 X 7=586.498 szimitds is firggetlen az orszdgtél, amely-
ben végrehajtottdk. Ennyi az egész! ‘

Késrségesen elismerem, hogy ¢ méltatlankodé bizonyitds
és. eredménye ellen keveset vagy inkdbb semmit sem lehet
felhozni. Csupédn az ellen tiltakozom, hogy a tdrgyaldst is
lehetetlenné tesai. 86t dllitom, hogy az ostoba példa behatdbb
vizsgélata egyenesen a matematika legbelsfbb rejtélyei felé
vezet és szdmos igen fontos alapfogalom megismerését teszi
szdmunkra lehetdvé,
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Eilenfelem figyelmét ugyanis olkeriilte valami. Mindenok-
oldtt esak jelentésében azonos a német olvasta dolog a portu-
gl dltal olvasottal, feltéve, hogy mindkettd a szdmokkal
foglalkozik. Mert a portugdl més szét haszndl a szdmjegyek
kimonddsdra, mint a német. Svédek, angolok, francidk ismét
més szavakat. A szdmok kimonddsdnak médja a szdmrend-
grerek titkdig vezet. Némettl példdul a vier-und-zwanzig kife-
jezést hagzndljuk, ha a 24 jelet ldtjuk, tehdt a négy-és-hiisz s26-
Osszetételt. Az angol viszont a twenty-four, hfisz-négy szava-
kat litja benne. A francia a nyolovanat nem octante-nak
nevezi, mint logikusan kovetkeznék tremte, quarante stb.
utén, hanem szorzdsszerfi szoképzéssel, quatre-vingt, azaz
@égy-hiszy kifejenéssel lep meg.

Bls8 eredményként tehdt megillapithatjuk, hogy nemust-
kozi szdmjegyirdsunk betfiirdsunkkal esak ritkdn fiigg koz-
vetlenill 6ssze és mindenekelStt mdsok az alapelvei. A szdm-
jegyirds magdbanvéve tiszta fogalomirds, mig betfiink 6n-
magukban nera fogalmaknak, hanem esupdn hangoknak jel-
képei. Csak kéabbb, szavakkd osszeillesztve lesz beldlik fogal-
mak szimbdluma. Ez a fogalom: 8 — a szdmjegyirdsban -
egyetlen jelet kivdn. Betlifrdshan mér a német drei a d, e,
1 68 r betlik bizonyos meghatdrozott sorrendjével fejezhetd
ki. 86t a francia trois vagy a magyar hdrom mér esupdn 6t
betivel tudja ugyanazt megjeldlni.

De még csak az elején vagyunk. A szdmok hegységének
14bdndl 4llunk és késziliink felkapaszkodni. Eddig esupin
szdmokrodl és szdmjegyekrsl beszéltiink, de szavunk sem volt
arr6l a csoddlatos, szdmrendszernek nevezett épitményrél,
amely az emberi szellem legnagyobb biiszkesége lehet.
Iillenfelem tjabb gdnesoskoddsa ismét kénnyen érthetd.

gy #z6l ugyanis : «Ha szdmrendszeren azt érted, amit min-
den gyerek az elemi iskola els§ osztdlydban tanul, tehdt a
tizes szdmrendszer {rdsmoédjit, akkor kérlek, hagyj inkdbb
békében. Ismerjitk, minden nap alkalmazzuk és semmi
kedviink, hogy irdsvidgyadat érdekiSdésiinkkel még fokoz-
zuk ig, De ha szdmelmélette] akarsz traktdlni, Gauss, Dirichlet,
Dedekind, Kronecker és mds nagy tudésok vizsgilataival,
akkor vedd tudomdsul, mér itt becsapjuk a kényvet és
aisgzaadjuk a konyvkereskeddnek. Mert ez esetben nem



11

tartottad meg igéretedet, azt, hogy olfogulatlanul csak a leg-
gzitkségesebbet adod eldy.

 «Helyesen sz6ltdl, ellenfelems, valaszolom errs, «Csak azt
felejted el, hogy amit a szémrendszer titkairél elmondok,
egyaltalén nem Oneél. Tévolrél sem gondolok arra, hogy
valodi szdmelméletet kezdjek elbadni. Még kevésbbé csak
azb, hogy miért frjuk a kétezerttszdztizennégyes szdmot
éppen igy : 2514. Helyesebben, nem akarok ilyes magyard-
zatokndl id6zni. De mivel semmilyen elézetes tuddst sem
grabad feltételeznem, kézismert delgokhoz kell fejtegetései-
met kapesolnom, hogy mindjdrt az els§ fejezetben érthetévé
tehessek igen nehéz matematikai fogalmakat. Megszakitom
tehdt pdrbeszédiinket, hogy folyamatosan végezhessem vizs-
géloddsainkaty.

‘Tdézziik a szellemtorténet egyik legnagyobb alakjinak,
Gottiried Wilhelmn Leibniznek (1646—1716) a panhisztor-
nak, mindentudénak szavaib. Tudjuk, Leibniz nagy mate-
matikus is volt és az Ggynevezett infinitézimélszdmitds,
vagyls dels6bb matematikay egyik attérdje. Szdval Leibniz
szimbélumokra (népszerfien azt mondhatnék w@agyjelentd-
ségli jelekres) vonatkozd dlbaldnos tételeit «cabbala veras
igaz kabbala néven emliti. Alighanem mindenki tudja, mit
jelentenek a kabbala, kabbalisztikus kifejezések. Mdégia,
vardzslat, rdolvasds, szavakkal és jelekkel felszabaditott
misztikus er8k tartoznak a kabbala fogalma korébe. Hs a
matematikai jelek igen lényeges, salyos részei a Leibniz-féle
“szimbélumszdmitdsnak, ennek az 4dltaldnos tanitdsnak a
szimbdlumokrdl.

Tudom, hogy ez az els§ utalds Leibniz gondolatmenetére
nem lehet teljesen érthetd. Igy tehdt Leibniz kijelentését a
magunk szdmdra egyszertisiteni fogjuk és csak annyit jegy-
zilnk meg, hogy a matematikei irdsméd Snmagdban véve
is valamelyes «gaz kabbaldty rejt. Vildgosabbd teheti gon-
dolatmensetiinket egy kis kirdndulds a matematika, helye-
sebben a szdmjegyekkel valé szdmolds torténetébe. Nines
igaza ellenfelemnek, ha a tizes szdmrendszert oly beesmérlén
emliti. Mérhetetlen és kimondhatatlan érdeme ennek a rend-
szernek, hogy minden elemista megtanulhatja. Mert a torté-
nelem tévlatdban mdsik képét is ldtjuk. Ami ma elemi iskolai
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tanuléknak valé feladat, az néhdny évszdzaddal ezeltt
palyadijjal jutalmazott feladviny volt & legnagyobb mate-
matikusok szdmdra. Hidnyzott még ugyanis az a gzinte
somfkods gép, a szémrendszer, a helyes irdsmédban rejlé
igaz kabbala.

Engedelmet kérek, horry kissé eltérhessek itt a tdrgytol.
A helyes irdsmodrol volt sz5. Igaz, a rendszer egészére vonat-
kozott. Az drdsméds kifejezés e magasabb értelmezésén
kiviil arra is szeretném felhivni a figyelmet, hogy a mate-
matikai jelek ismerdje is esak akkor tud kénnyen és biziosan
o jelekkel bdnni, ha szem el6tt tart két koz zhelynek tetszé
grabalyt. Szépen, lehetéleg attekinthetben kell irnia. Ne huzi-
gdljon 4t, ne irjon keresztiil-kasul semmit és ne firkdlja tele
a kozokeb és lapszéleket mellékszdmitdsokkal. Mdsodszor, a
kezdd — és ez a kezdd dllapot messzire terjed tudomdnyunk-
ban — ne ugrdljon 4t tirelmetlenitl kézbensS miiveleteket és
a mellékszdmitdsokat ne fejben végezze el. A kabbaldra
széntuk megunkat és a vardzgjelek f{rdsban akarnak élni.
De ha valaki lényegesnek tartja, hogy tuddsa minden fokdn
fejben is végezzen szdmitdsokat. képzelerejének kiprébdls-
sira és gyakoyldsira, akkor végezzen szdmitédsokat mondjul
elalvds elftt, jegyezze fel az eredményt és ellendrizze Gket
masnap lépésrél-lépésre az igaz kabbala segitségével. Iz
szinte sportszerd tandes. A vivdsnak, boxoldsnak, tennisznek
oktatdja is minden fitést és vagdst a legnagyobb pontossig-
gal, részletrfl 1eszletre, szinte lassitva ismételtot. A személyes
stilus és az egyéni tempo az alapfogalmak esiszolodésa folya-
mén amagyis, magdtol is kifejlddik.

De térjink vissza tdrgyunkhoz. Emlitettem, hogy a mai.
gzdmjegyekkel valo szdmolds egydltaldn nem volt mindenkor
magatol értet6ds. Csak a Kriszbus utdni tizenkettedik szd-
zadban lett az igaz kabbala a nyugati népek kézkinese.
Egyszerfiség kedvéért ismét emlitsik meg, hogy akkoriban
a szdmolds két rendszere kiizdott az elsGségérs. Az abakuszo-
sok iskoldja és az algoritmikusok iskoldja. Abacus a neve az
okorban 1s haszndlt szdmol6tdbldnak. Olyan tdbldt kell
elképzelniink, amelyet fiiggbleges vonalak részekre osztanak.
Minden oszlop egy-egy fokszémot jelképez, tehdt egyeseket,
tizeseket, szdzasokat, ezreseket stb. Ha szdmolni akarunk az



13

abakuszon, minden oszlopba a megfelel8 szdmt kovet vagy
t4bldcskdt kell tenniink. Tegytk fel, hogy 504.728-hoz
609.802-t kellene hozzdszdmldlnunk, hozzdadnunk.
Léthatjuk, hogy a fehér tdbldcskdkhoz (els6 szdm) a
fekete tdbldeskdkat (médsodik szdm) hozzdszdmldlva a helyes
1,114.525 eredményt kapjuk. Nulldt ez az abakusz szdmitds
még nem alkalmaz. 8 figyelembe kellott még venni, hogy

ezsri?:k: ezzs:k. Ezresek | Szazasok|Tizesek (Fgyesek
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1. 4bra.

15 szdzas egy ezressel é3 5 szdzassal, 14 ezres egy tizezressel
és 4 ezressel ég végil 11 szdzezres egy milliossal és egy szdz-
ezressel azonos. Ne foglalkozzunk most behatébban az aba-
kuszosok miivészetének, a szdmoldtdbla haszndlatinak sza-
bélyaival. De nem esik neheziinkre beldtni, hogy az algorit-
mikusok iskoldjénak feltétlentil gydznie kelleit.

Most mdr oly ponthoz jutottunk, amely megérdemli tel-
jes figyelmiinket. De el6bb egy szét kell megmagyardznunk,
Algoritmus (algoritmikus) egy névnek eltorzult alakja. Mu-
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hammed ibn Musa Alchvarizmi nevét rejti. Bz a keletardbiai
matematikus Khorasszanbdl szdrmazott és kés6bb Bagdadban
élt. 800 ég 825 kozoth Kr. u. t6bbek kézt konyvet {rt az indiai
(mai nevitkén arab) jelekkel, ill. szdmjegyekkel torténd szd-
moldsrél. Mégpedig a helyértéket alkalmazva. O mér ismerte
a nulldt, kis kérnek rajzolta. Kilénféle utakon, a keresztes
hadjdratok sorén, de a Toledoban, Sevilldban, Granaddban
mfikodd arab f8iskoldk itjdn is, megismerték a nyugat tudo-
sai i, latin forditdsban, az arab munkdkat, koztitk Alehva-
rizmi kényvét az indiai szdmjegyekrsl. Ismételjitk : az algo-
ritmikusok algoritmus néven az indiai szdmrendszert, a hely-
érték figyelembevételét honositottdk meg a nyugati tudo-
ményban, Bz volt az elsd 1épés az igaz kabbala felé. 8 t6bhé
nem az esetlen szdmolddeszka szolgdltatta a szdmoldsi
miiveletek eredményét, hanem egy bizony titokzatos vardzs-
frds tette lehet6vé a legbonyolultabb és legnagyobb szdmi-
tdsok esalbatatlan végrehajtdsdt. Az egész vardzslathoz
mindéssze tiz jel 0-t01 9-ig, egy darabka papir, toll és a kis
egyszeregy ismerete volt saziikséges.

Ma mdr aligha képzelhetjiik maguokat azoknak a szé-
moléknak a helyzetébe, akiknek nem kellett mdr szdmolé-
tébla ahhoz, hogy példdul 85.248-at 9621-gyel megszoroz-
zanak, hanem egy papirrongy is elegend8 volt a szorzdshog.
A boldogsdg vardzsos borzongdsa futhatott végig akkor a
szémolokon. Ks hényszor érezhették, hogy Bébel tornys-
nak tetejére értek, ahonnan mér kezitkkel elérhetik az
égboltot.

De kénytelenck vagyunk e térténelmi abridndozdsunkbél
visgzatérni hiivosebb vildgunkba. Egyeldre esak azt tudjuk,
hogy az algoritmus sz6 bizonyos jelrendszeren alapulé frdsos
gzamoldsi eljdrdst jelent. Még pedig olyan zdrt rendszeren
belill, amely magdban is feleslegessé teszi agymunkdnk egy
részét és hozzdférhetGvé tesz olyan terilleteket, ahol képze-
letiink mdr cs8dot mond vagy legaldbbis kénnyen eltévedhet,
Kozelebbrdl kell tehdt megvizsgilnunk, hogy honnan szér-
mazik a vardzsereje e kiilonleges algoritmusnak, amelyet
dekadikus, vagyis tizes szémrendszernck hivunk.
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MASODIK FEJEZET

A tizesrendszer

Rkkor elfszor is a rendszer mdr jelzett hallatlan egyszerd-
gége tlinik szembe. Voltaképp tiz szdmjegyszimbélum az
egész anyag, amivel dolgunk van. Ha ehhez még hozzd-
vesziink néhdny Gsszekapesoldsi szimbolumot, mint a «t6bb,
dkevesebby, wzorozvay és osztvas jelek (4, —, X, :) &g
végil hozzdvesszitk az egyenllség jelét (=) is, akkor mint
derék algoritmikusok médr a numerikus szdmitds egy egésa
vildgdn uralkodunk. Mindenesetre még valami tovdbbi is
hozzdtartozik, mint egyik legfontosabb feltétel, algoritmikua
mesgterségiinkhéz : az 4. n. helyértékrendszer, ami taldn
magdtolértetéddnek ldtszik, de maga a titok kulesa.

Mint er8teljes példdja a helyérték nélkili frdsmoédnak,
4lljon itt az 4. n, romai szdmirds. Egy romai «algoritmikusty
folszolitottak, hogy pl. esak adja Ossze az MDCCCXLIX és
a MMCOXXIV szdmokat. A tizeseknél és az egyeseknél a
legnagyobb zavarba jon s kénytelen az abakuszhoz, a szdmolé-
tdbléhoz folyamodni, elismerve, hogy voltaképp semmiféle
algoritmussal nem rendelkezik. Az indus rendszer algorit-
mikuse nem tartja érdemesnek fdradni az 1849 és a 2124
szdmok egymés ald valé irdsdval sem. Néhdny mdsodpere
reulva mdr tudatja az eredményt, hogy az Osszeg 8973.

Foglalkozzunk most azonban kézvetleniil a probléméval.
Helyértékrendszer alatt a szdmok oly frdsmoédjat értjik,
amely minden egyes szdmjegynek més-més értéket tulajdonis,
ba a jegy més és mds helyt 4ll. Akkor is ha ugyanarrél a
jegyrdl van sz6. Espedig, mivel a nagysdgrend t6rvénye bal-
rol jobbra dllapittatott meg, pl. egy 8 az utolsé helyen 8,
az utolsdelbttin 30, a hdtulrdl harmadik helyen 500, a hdtul-
rél negyediken 8000, és igy tovdbb. Az {. n. tizedestort-
helyekr6l még nem beszéliink. Egyeldre csak egész szdmok-
kal foglalkozunk Kronecker monddsdra gondolva, hogy az
egész szdmok Istentll szdrmaznak 68 az Ogszes tGbbi em-
beri md.

A 8-ra vonatkozé példdnkb6l mér ldtjuk, hogy a
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helyérték jobbrél balra minden egyes 16pésnél megtizszerezs-
dik. Innen ered a tizedes- vagy dekadikus rendszer elnevezés.
A tizet itt a rendszer alapszémdnak neveszik,

Ambér hatalmasan elébevigunk a dolgoknak, mégis a
kovetkezd fejtegetések egyszerflisitése végett egy 1 fogalmat
vezetiink be. T. i. a hatvény fogalmét. Ennél voltaképp
nines mdsrél sz6, mint valamely szdmnak Snmagéval vald
szorzésérdl, amit egy killondsen rovid jellel frunk. Egyelbre
azonban semmiképp sem foglalkozunk az . n, ¢hatvényozds-
saly vagy a «hatvényra emeléssely, hanem néh4ny példa kap-
csdn csak az ifrdsmoédot vildgitjuk meg. Tizeger tizet a tiz
médsodik hatvdnydnak nevezzitk és igy irjuk: 102 Tizszer
tizszer tizet a tiz harmadik hatvénydnak nevezzik és fgy
frjuk : 103, 10X 10X 10X10=10%; 10x10X10x10x10=]10%
sth. Természeteson o szdmokat ki is szdmithatjuk. Igy
10°=100, 105=100.000, 5*=5x5=25, 6°=6,6.6=2186, sth.
Valamely szdm els6 hatvdnya magédt a szédmot jelenti, mivel
mintegy csak egyszer lép {6l a szorzédsban. Tebdt 10'=10,
5l=5, 20'=29, stb. Az els6 hatvdnyt, vagyis a kis egyest
foliil jobbieldl, tobbnyire nem frjuk ki. De még egy hatvinyt
kell bevezetniink, amelynek kiillonds eredményét e helyen
nem magyarazhatjuk meg. T. i. az 4. n. zéruyadik hatvényt.
Folallitjuk tehdt a kévetelményt, hogy valamely szdm az
onmagéval valé szorzdsban egydltaldn ne forduljon el mint
tényezd. Ennek jelentése mintegy 100 vagy szdval: tiz a
zérusodik hatvdnyon. Bérki jogosan jelentheti ki, hogy egy
ily kévetelmény teljes értelmetlenség. «Szorozz valamit meg
onmagéval Ggy, hogy a szorzdsban egyéltaldn ne szerepeljen,
végezz egy szadmolast (még hozzd egy szorzdst), amelyben
az egyetlen megengedett tényezd, t. i. az illetd szdm, zérus-
szor, tehdt egyetlenegyszer sem, szerepel. Hs mondd meg
nekem az eredménytyr. Ez a kérdéstétel. Mint mar emlitettern,
egyelbre udvariasan boesénatot kell kérnem ¢y kézlém, hogy
barmely és bdrmiféle szdm? a zérusodik hatvdnyra emelve,
eredményteleniil egyet ad. Tehdt 10°=1, 25%==1, 975.8590=1,
és igy tovdbb bérmily nagy szémoknil.

1 A 0° kivétel, mivel a 0 ebben az Omszefiiggésben nem tekintendd
szémnak,
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Tehdt ismételve: bdrmely szdm a zérusodik hatvdnyon
egyet ad. Az els§ hatvinyon 6nmaga. A mésodik hatvinyon
a szédm Gnmagdval szorozva. A harmadik hatvényon a szdm
onmagéaval és mégegyszer Snmagdval szorozva és igy tovabb.
Jelesen a 10 szdm esetén: 100=1, 10*=10, 102=100,
103=1000, 10*=10.000, ...

Joszemili ember o szdmsorozat szemlélésekor rogton észre-
veszi, hogy a tiznél a kis szdmjegy jobbfel8l folil (az 4. n.
hatvinymutatdé vagy hatvinykitevl) azon zérusok szimdt
adja, amelyek tiz illet§ hatvianydban vannak. Bizonydra
fontos 68 o szdmrendszerre nézve nagyon f6lvildgosité Gsgze-
fiiggés. De nem akarunk itt tovébb. vesziegelni, hanem rost
bisran behatolunk a szdmrendszer mélységeibe és magas-
sdgaiba. Mivel mdr keziinkben van az egész f6lszerelés a mi
szdmjel-algoritmusunk 4tkutatdsdhoz.

A szdmolédeszka megtekintésekor mindenki eldtt vila-
gossd valik, hogy a tizesrendszer tetsz8leges szdma egyesek,
tizesek, szdzasok, sth. bizonyos sckasdgabdl 4ll. Arra
toreksziink most, hogy alkalmas frdsmddot taldljunk, amely
vildgosan megmutatja bérmely szdm belsb szerkezetét a nél-
kiil, hogy segitségill kellene venniink a merev abakuszt
{(szdmolodeszlat). Az elbbiek utdn nem lehet tilnehédz ezt
az irdsmédot kitaldlni. Bz az 4. n. additiv vagy szumma-
torikus sor! éspedig egy hatvdnysor. A tudds kifejezések
senkit se riasszanak el. Mert egy példa az eljdrdst rogton
megmagyardzza. Legyen pl. hogy ily sorba kell szétszed-
niink az 1,488.706 szdmot. Bzt minden fovabbi nétkal meg
tudjuk tenni eddigi ismerecteinkkel. Irjuk elGszér is még
primitiven :

6x14+0x104-7 % (10x10)}-8x (1010 10)-}-

48X (10x10x10%x10)4+4x (10x10x10x 10 10)4
+Ix(10x10x10%10x10x10).

Yirre nézve eldszér is megjegyezzitk, hogy birmely szdm
zérussal szorozva wujra O-t ad és hogy én ezért megforditva
minden zérust f6lfoghatok mint valamely szdmnak és 0-nak

1 A matematikdban sor mindig szémok vagy mennyiségek additiv
vagy szubsztrakiiv egymdsmellé sorakozbatisdt jelenti.

Colerus 13X 1. 2
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o szorzatét. B meglorditdst itt tudatosan f6lhaszniljuk a
sornak a tizeshelyekre vonatkozd rendszeres kiegészitésére.
Ezenkiviil most még tovdbbi egyszerlisitéseket alkalmazunk.
Flbszor elejtjitk a nehézkes ferde keresztet (X) a szorzdsndl
és helyette a pontot alkalmazzuk, miként ez a matematikd-
ban altaldnosan szokdsos. Azutdn a zdrdjelekben levd kife-
jezéseket megfelel§ hatvényokkal fejezzitk ki. Ks végill meg-
jegyezziik, hogy egy ily sorban a szdmjegyeket a hatvédnyok
el «koefficiensekneky (egyutthatéknak) nevezik. 6, 0, 7,
8, 8,4, 1 — roviden : a szdmunkat alkotd jegyek — a hat-
vénysorban ezutin csak mint koeificienseky szerepelnek.
Vogyiitk egyeldre csak tudomédsul ezt a fogalmat. Tébbet
réla még nem mondhatunk e helyt.
Irjuk tehdt most matematikailag helyesen:

1,488.706=6.10°+0.10'+-7.10%-+-8,10%-}-8. 1044
-+4.10541.108.

Hzzel teljesen és egyértelmlien feltdrtuk a helyértékes
tizesrendszer bels§ szerkezetét. Hnnek a dolognak a meg-
vildgitdsdt, 4. n., «diszkusszion-jat nem akarom az olvaséra
hagyni, hanem — még hogy ha unalmas is — vele kbzdsen
akarom elintézni. Eldszor 18 ldtjuk, hogy az 4. n. nagysdg-
rendet megtartottuk. A tiz hatvdnyai egymdsutén sorban
kovetkeznek, mint 100, 10%, 10%, 10%, stb. Kzen seminit
gsem véltoztatnak a koefficiensek. Mert még 9.10° (tehdt
9.1=9) is mindig kisebb tartozik lenni, mint 0.10' (tehds
0.10=0), mivel ez a zérus a tizesek helyén semmi mést
nem jelent, minthogy a szémban legaldbb 10 tizes el6fordul,
mivel egy szdm sohasem kezd8dhetik zérussal. Szolgdljon
példédul ez a szdm: 109, amely mint sor irva a kovetkezd :
$.10°40.10'+1.10% Hogy 10° egyenls 1, ezt mdr emlitet-
titk. Vildgos tovibbd, hogy a sor elméletben a végtelenbe
folytathaté. Azaz nincs egyetlenegy még oly nagy szdm, amely
nem volna frhat6é koefficiensekkel ellétott tizhatvdnyok ily
sordnak az alakjdban. Természetesen megforditva minden
olyan sor tjra visszavezethet6 egy dekadikus szdmba.
5.10°4-7.10'4-0.10%4-8.10°49.10*+8.10° nem mds, mint
ez a szdm: 898.075, t. i. mégegyszer — szinte foldsleges
médon — szavakban: 5 egyes, 7 tizes, 0 szdzas, 8 ezres.
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9 tizezres és 8 szdzezres. Szédndékosan csak most emlitjiik,
hogy egy tokéletes szémrendszer fGitételezi még, hogy- az
d. n. fokszdmok (a tiz hatvdnyal) tisztdn nyelvileg sajdt
neviikkel jelolhet6k (tiz, szdz, ezer stb.) A mi rendszeriink-
ben nines szigortian keresztilvive a dolog. Kiilénés médon
sajdt nevilk csak 10%, 10% és 10° szdmdra vannak, azaz tiz,
gzdz, ezer. Tizezer 6s szédzezer mér szorzatos oOsszetételek.
108, vagyis a millidnak van Gjra sajét neve. Ezermillio (108),
vagy a millidrd a legkozelebbi szigort elnevezés. s azutén ko-
vetkeznek a millié hatvdnyai szerint, a billié (1,000.0002=10%2),
a trillio (1,000.0003=108), a kvadrilli6 (10%), a kvintillie
(10%) stb. B szabslytalansdg okdt nézetem szerint a histériai-
lag add6dott gyakorlati sziikségletekben taldljuk meg. A pénz-
és hadiugy kezdetben csak ezerig terjedd fels6bb egységeket
kivént. Iis 4llitolag csak Marco Polo gazdagsiga tette sziik-
gégessé a millid fogalmds. Az egészen magas egységeket (pl.
billi6 stb.) a kozonséges nyelvhaszndlat is «csillagdszati
szdmy-oknak nevezi és igy mutatja alkalmazdsi teriiletitket
és keletkezéstiket.

Végérvényesen ismételjiik tehdt: a tizesrendszer Ossze-
kotve a helyértékrendszerrel egy algoritmus. Lehet6vé teszi
nekiink, hogy az Osszes szdmitdsi miiveletcket a legnagyobb
konnyedséggel véghervigyiik az Osszeaddsndl, a kivondsndl,
a szorzdsndl és az osztdsndl, amelyek szabdlyait mainapsdg
mér az elemi iskoldban megtanuljuk. A tizesrendszer sajdtos,
a betliktSl teljesen kiilonbozé fogalomszimbGlumokbol 4,
amelyek a szdmértékeket jelentik 0-t61 9-ig. A rendszer alap-
gzdma a 9-re kovetkezl szdm, amelyet tiznek neveziink és
10 dltal jeloljitkk. A tovabbi fokszdmokra (a tiz hatvinyaira)
részben sajét novekkel rendelkeziink, mint pl. szdz, ezer,
millié, millidrd, billié sth.

Mostmdr oly magasra higtunk a mi szdmhegyiinkon,
hogy egy végtelenbe nydld, elagazé volgy, a tizesrendszer
volgye {6166t nyertiink kildtdst és dttekintést. Megjegyezziik
azonban, hogy még mindig igen mélyen a esies alatt va-
gyunk. Mit fogunk a ecstesrd] l4tni? Vannak-e még més
 volgyek is? Vagy magas fenusik a hegy, Osszekottetés nél-
kiili kdsivatag?

Megpiheniink és tépelddiink. Hs ekozben mindenfs::

Ok
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nyugtalanfté dolog jut esziinkbe. Mit jelent az, hogy pl. a
német nyelvben az «elfy és a «zwolly szavak szerepelnek, de
utdnuk «dreizehny és «vierzehny kovetkezik? Mit jelent a
franeidk taldnyos squatrevingtn-je?. Buzek g tizesrendszer
nézbpontjabol rendszerbeli zavarok, kisikldgok. Ebben a
tekintetben nines kétely. «Quatrevingty (négy-hiisz) kés-
ségbeejtden hasonlé szerkezetdi, mint a német «vierzigr. Hs
«el» és wwolhy gy ldtszanak, mint kozvetlen folytatdsai az
eins-t0l «ehny-ig lev8 szdmoknak. Miért nem mondanak
«elf» helyett «einzehny-t és «zwoldy helyett aweizehny-t? Fgy-
ltaldn miért éppen a tiz az alapszdma a mi rendszeriink-
nek? Kitfinteti taldn valami a tizet mds szdmmal szemben?
Mintegy Isten 4ltal ajdndékozott rendszer & tizesrendszer?
Vagy talidn csak az & tény okozta a tizesrendszer elényben
részesitését, hogy tiz ujjunk van és Gseink egykor ujjukon
szdmoltak? '
De nem hagyjuk sokdig tépelddni szdmhegyiink véndorst.
s odasugjuk neki: a tizesrendszert semmi, de semmi sem
tinteti ki elméletileg tetszlleges mds alapszdmi rendszerrel
szemben. A torténelem folyamdn szerepelt. mér hatvanas-
rendszer, Gtosrendszer, hliszasrendszer és tizenkettSsrendszer.
86t a nagy Leibniz Réméban, az 1690-ik évben minden
rendszerek legfigyelemreméltébhjdt, a kettsrendszert (a
diadikét vagy bindr aritmetikdt) fedezte 61, amely mind-
oOssze két szdmjegyet alkalmaz, a 0-t és az l-et. His a mi
«quatrevingty-tink valéban iddszerfitlen maradéka egy kelta
htszasrendszernek (ujjak meg labujjak!), amely becstszott
a francia nyelvbe.

HARMADIK FREJEZET

Nem-tizes szamrendszerek

Minthogy a tizesrendszer épiletét, szerkezetét igen jol
megismertilk, merész kisérletként, teljesen 6nélléan, mdsik
rendszert 4llitunk fel! Vélasszunk el@szor tiznél kisebb alap-

! Kevésbbé gyakorlott olvasé nyugodian kihagyhatja e fejezet egyes
szdmitésait a nélkil, hogy & végeé] szempontjabél kirosodnsk.



21

szdmot, legyen ez példdul hat. Felépitjiikk ezutdn, pontosan
a tizes rendszer mintdjara, Gj algoritmusunkat és majd meg-
14tjuk, mire megytink velo. Klésztr csak egészen egyszerfien
és érzés utdn: A tizesrendszerben tiz szdmjegyet — O, 1,
2,8,4,5, 6,7, 8, 9 — haszndltunk. Fzek szerint, kévet-
keztetjik, hatosrendszeriinkben hat szdmjegy, tehdt 0, 1,
2, 8, 4, 5, elegend§ lesz. De hogyan irjuk a hatot, a hetet,
a nyoleat, a kilencet? Gondoljunk most hatvdnysorunkra,
Az alapszdm els6 hatvdnyds igy irtuk : 10%. Vagy egyszerfien
igy : 10. Tehat az elsd kétjegyli szdm volt. Tehdt a hatos-
rendszerben is 10-nek irjuk az alapszdmot, de ez itt nem
tizet, hanem hatot jelent.

Elhiszem, hogy sok olvasém zavarban lesz itt, mert azt
hiszi, hogy a tizesrendszer isteni ervedetfi. Ezért 1épésrél-
1épésre haladunk és els6sorban felivjuk a tizesrendszer elsd
hisz szdmdt egymds melld és aldjuk a hatosrendszer meg-
felel§ elsd hisz szdmii. .

1,2,8,4,5, 6, 7, 8, 9,10,11,12,18,14,15,16,17, 18,19, 20
1,2,8,4,5,10,11,12,18, 14, 15, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 30, 81, 82

L4thato, hogy az irdsmd6d ama tény kozvetlen kévetkez-
‘ménye, hogy a mindenkori szdmrendszerben mésképpen nem
ig lehet frni. Ot szdmjeggyel és a nulldval a hatot masképpen
mint 10 nem tudom frni. Eppen olyan kevéssé, mint kilene
szémmal és8 a nulldval tizenketts soha mdsképpen nem fejez-
hetd ki mint 12.

Vegyiik most szemiigyre fokszédmainkat. Hrtékiik, tizes-
rendszerben frva 69, 6, 67, 63, 6% sth. kell hogy legyen. Vagy
tovébbra is tizesrendszerben, értékitk 1, 6, 86, 216, 1295
stb. Sorként frva tehdt tetszésszerinti szédmot a hatosrend-
szerben igy fejezhetek ki: 2.60--4.611-0.6°18.6%--5.64
arai azt jelenti, hogy 2.144.640.8648.216--5.1256. Tizes
rendszerben frva ez T154-et ad eredményiil. Jegyezzitk meg
jol, hogy ftizesrendszerben frva sem haladhatjdk meg az
cegyiitthatoky értékei az 616t, mert ez megsértenéd a nagysdg-
rend szabdlydt és nem lehetne a szdmot hatosrendszerben
felirni. Most egy merész fogds kovetkezik. Fel fogjuk frnmi
a font emlitett szdmot a hatos szdmrendszerben. Ehhez nem
kell egyebet tenniink, mint az egyittthatékat euymds mells
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lefrnunk. Mégpedig a legmagasabb hatvényéval kezdve fogyé
hatvényok szerinti sorrendben. Szdmunk tehdt, hatosrend-
‘szerben frva, ez lesz : 58.042. Tekintve, hogy ez nem jelent
egyebet, mint ezt a kifejezést : 2.60--4.6'4-0.6%4-8.6%--5.64,
megéllapithatjuk, hogy 58.042 (hatosrendszer) ugyanaz, mint
7.154-gyel (tizesrendszer). Bér felesleges, megesindlhatjuk
még a prébdjit is és sorokkd bonthatjuk a két szdmot:

7154 (tizesrendszer) = 4.100-}-5.1084-1.10247.10°
58.042 (hatosrendszer) = 2.6044.6'-1-0.6%-1-8.6%--5.62,

8zaz

4.145.10+1.100--7.1000 biztosan ugyanannyi, mint 3
2.1-4-4.6-0.86-1-3.216-1-5.1296.

A szdmitds természetesen helyes. Mind az elgd, mind a
ndsodik sor Osszege (timesrendszerben frva) T154-et ad.

De hagyjuk most mdr teljesen a tizesrendszert és frjuk
fol az el6bbi szdmot, 53.042-t (hatosrendszer) sor alakjiban,
de sajit rendszerében. Ilyenforman a kovetkez8t kapjuk :

58.042=%.10044.10t+-0.10%4-8.103+5.104,

de itt & 10 mér nem a tizesrendszor tizét jelenti, hanem a
tizesrendszerbeli 6 fejeri ki az értékéu.

De lényegesen tobbet akarunk elérni. Ldssuk tehdt, hasz-
nélhatjuk-e a hatosrendszert is algoritmusként, vagyis alkal-
mag-e arra, hogy benne szdmoldsi milveleteket, j6l ismert
osszeaddsunk, kivondsunk, szorzdsunk és osztdsunk sth.
mintdjara elvégezziink. Ehhez azonban még egy segédesz-
kozt kell el6készitentink. A hatosrendszer egyszeregyét. Fls§
pillanatra egy Orillt szdmtani gyakorlatainak latszik. De
némi gondolkodds és egy pillantds a szdmoszlopokra, vala-
mint annak a megfontoldsa, hogy most esak hat szdmjegy
41l rendelkezésiinkre, csakhamar megnyugtatja a kedélyeket.

Irjuk fel tehdt & hoszorkdnyos egyszeregyet :

1.1=1  2.1= 2 8.1= 8 4.1=4 5.1=5
1.2==2 2.2= 4 8.2=10 4.2=12 5.2=14
1.8=8 2.8=10 8.8=13 4.3=20 5.8=23
1.4=4 2.4=19 3.4=20 4.4=24 5.4=32
1.5=5 2.5=14 8.56=23 4.5=82 5.5=41
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Most 6sszeadni, kivonni, szorozni, osztani fogunk dgy,
mintha mitsem tudndnk a tizesrendszerrdl. Elfszor tehdt egy
Ossmeadast ¢

4325
5041
18410

Valahdnyszor két szdm Osszege a hatot eléri, tizet kell
gondolnunk. Tehdt 1 meg 5 az 10, marad 1. Négy meg cgy
az 0t meg kett6 11, marad 6gy. Nulla meg egy az egy meg
hdrom az négy. On meg négy az 18. Természetesen nem
gzabadna tizet, tizenegyet, tizenhdrmat mondani, hanem
inkdbb batot, hanonegyeb, hatonhdrmas. A legnagyobb nehéz-
s6g ezek szerint a nyelvben rejlik. Mihelyst szavunk van a
fokszdmok részére, minden szdmrendszer ugyanolyan kony-
nyen haszndlhatévd vélik, mint a tizesrendszer.

Nézziink egy kivondst :

5201
—38544
1218

Szavakban : négyhez hogy tizenegy (hatonegy) legyen
kell hdrom, marad egy. Négy meg egy az 6t, 6thoz hogv tiz
(hat) legyen kell egy, marad egy. Ot meg egy az tiz (hat)
meg ketté az tizenkettd (hatonkettl), marad egy. Hérom
meg egy az négy meg egy az Ob.

Most az igért szorzds, ehhez fog segitségiil szolgdlni az
2l6bb felirt egyszeregy.

8425.81
15123
8425

155055

A szorzds probdjit tizesrendszerbe valé 4tszdmitdssal
végezhetjik el

8425  =5.60-1-2.6'--4.624-8.65= 809
(hatosrendszer) (tizesrendszer),

81 (batosrendszer)—=1.,6°18.6'=19 (tizesrendszer).
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A tizesrendszerd szorzds a kévetkezd :

809.19
7281
15871

Ha helyesen szdmoltunk, tovédbb4, ha az az 4llitdsunk,
hogy a hatosrendszerben az algoritmus ugyanaz mint a
tizesben, akkor 15.371 (tizesrendszerben) ugyanannyi mint
155.055 (hatosrendszer), tehdt sorckban {felirva 1.1004
+7.1004-8.10% - 5.10°4-1.10*=5.6%4- 5.6t 0. 62-- 5. 634~
4-5.61-1.6°. Szerencsére és Oromiinkre fenndll a két sor
megkdvetelt egyeni@sége, s errfl mindenki meggy6zédhet.
Igy tehdt mar csak a hatosrendszer osztisival vagyunk ado-
sak, de ezt azonnal pétoljuk. Bétrak vagyunk és nem féliink
a nagy szdmoktél. Tehdt :

2004018 : 425=2418 (hatosrendszerben)
8100
1041
2128
000

Az osztis ezok szerint, ahogy mondani szokds, kiment.
Természetosen az osztédsndl is folyton szem el8tt kellett
tartanunk, hogy hatosrendszerrel van dolgunk, igy mér
anndl azelsd becslésnél is, amellyel az osztds minden rend-
szerben kezdGdik, Kezdésndl ugyanis, osztds el6tt, feltesszik
- magunknak & kérdést: hinyszor van meg az oszté az osztan-
déban, illetve az osztands szdmesoportjdban. Egetiinkben:
hényszor foglaltatik a 425 a 2004-ben ? Tizesrendszerben
néggyel kisérleteznék. Hatosrendszerben meg kell fontol-
nom, hogy 20 értéke tizesrendszerben 12, négyé viszont
mindkettbben 4. Mivelhogy a 20 utédn ismét 0 kovetkerik,
a 4utdn pedig 2, ugyanaz a helyzet, mintha tizesrendszerben
120-at kellene 42-vel osztanom. Igy tehat a kettest kell
megprébdlnom. Az eredmény mdsodik jegyének meghatéro-
zédsdhoz 81 osztandd 4-gyel. 81 tizesrendszerben 19-et jelent,
tehdt négyet fogok prébaképpen felirni. Egyébként nemesak
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hasznélhatjuk, de haszndlnunk is kell boszorkédnyos egyszer-
egyiinket.!

Telho tetlenekké tettek eddigi eredményeink, s a szém-
elmélet tudomdnydnak djdonsiilt tuddsaiként még feltétlen
bizonysdgdt is kivanjuk annak, hogy osztdsunk helyes.
Erre két modunk is van. ElGszdr, mint a szorzdsnil tettiik,
visszahelyezhetnék egész miiveletiinket a tizesrendszerbe,
amelyben érthetdn biztosabbaknak érezzitk magunkat. De
eztttal sokkal biiszkébbek vagyunk, semhogy ezt a bandlis
utat kovetndk. Mert algoritmusunkat még biztosabban mar-
kunkban szeretnék tartani. Bzért igy kovetkeztetiink : min-
den elemi iskolds tanulé, ha nem, bizik benne, hogy helyes
4z osztdsa, megesindlja a prébdjit azaz megszorozza 8z 08z-
t6t a hdnyadossal és megnézi, vajjon eredményiil az osz-
tandot kapia-e. Szkematikusan :

Osztand6 : osztdé=hdnyados,

Osaté X hinyados=osztandd.

S minthogy, mint mér emlitettiik, a tizesrendszert mér
egydltalén nem akarjuk segitségiil igénybe venni és a hatos-
rendszer elemi iskolai tanuléinak tekintjik magunkat, szo-
rozzuk ssze (hatosrendszerben) az aldbbi szédmokat :

2418.425
14500
5230
213818

Rendben van. A proba sikeriilt, ezek szerint helyesen
kaptuk meg a hényadost. Ellenfeliink azonban kérminkre
néz és kovetkezetlenséggel vddel. Ugyanis, felhivija figyel-
miinket, hogy nem a szkéma szerinti osztészor hényados
hanem a hdnyadosszor osztdé miveletet irtuk fel prébaként.
Habdr mindenki mellénk 41l és vallja, hogy ez mindegy,
mert hisz 4.5 ugyanazt az eredményt adja mint 5.4, mégis

! Euzel feleslegessé vélik, hogy minduntalan vigszatérifink a bizes-
rendszerbe.
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héldsak vagyunk ellenfelinknek, hogy alkalmat adott egy
kis kitérésre. .

~ (sszeadds és szorzds tgynevezett épitd miveletek. Ossze-
kapesolnak, szaporitanak. Fredményiik Gsszetétel, szintézis.
Innen szigordan tudomdnyos nevilk : szintetikus, vagy r6vi-
den tétikus mfivelotek. Ezzel szemben a kivonds és az osztds
felold, csokkent, lebont. Igy ezek analitikus, roviden litikus
miivelotek. Vildgos, vagy Ovatosabban szblvdn, valészin,
hogy lesz még az épit és bonté mliveleteknek kdozos csoport-
tulajdonsdguk is. De e helyiitt egvéltaldn nem o6hajtunk
mélyebbre menni. Ellenfelink kézbeszdldsdt ceupdn annak
bemutatdsdra akarjuk felhasendlni, hogy az Gsszeaddsnak és
szorzdsnak a kivondssal és osztdssal sgemben igen fontos
csoporttulajdonsdga van, amelyet mindenki ismer: alkat-
részeinek, tagjainak sorrendje feleserélhetd, a nélkiil, hogy
az eredmény megvéltoznék. 54-7-44=74-5-44=445+7 stb.
Ugyanigy 4.7.5=>5.4.7=T.4.5 sth. Szabaly : épit8, tetikus
miveleteknél érvényes az alkatrészek feleserélhetfségének
elve (kommutativ mtiveletek). Feloldd miveleteknél, ameo-
lyek mellesleg megjegyezve, tuddsunk mostani fokdn minden-
kor csak két taghdl dllanak, semmi esetre sem érvényes ez
a térvény. Bzek mintegy egyirdnytak. Mert lényegesen mds,
hogy 5-b8l vonok-e ki 4-et vagy 4-b8l 5-6t. Eppigy mds, hogy
tizenkett§t osztok hdrommal vagy hdrmat tizenkettGvel. Meg-
engedem, hogy ez a kitérés tuddsank mostani fokdn termé-
szetes dolog foloslegesen bbbeszéd( taglaldsdnak léiszik, enért
mér most rdmutatok, hogy vannak tovdbbi tetikus és litikus
miiveletek is, de azokndl a dolog kordutsem ilyen egyszerf,
azok tehdt alaposabb vizsgdlatra szorulnak.

De térjink vissza szdmrendszereinkhez. A hatosrendszer-
rel olvégzett kisérleteink kivdnesivd tettek. Azt mdér elhisz-
sziik, hogy tizen aluli alapszdmmal érvényes az algoritmus,
az igaz kabbala, de még egysltaldn nincs bebizonyitva, hogy
tiznél nagyobb alapszém is bevdlik helyértékrendszer alap-
szdmaként. Azonban nem véghatunk neki vaktdban a szdmok
tengerének, mert nem volna gezdasdgos példdul 50-et alap-
gzdmnak vdlasztani. Persze lehetséges volna. De 50 hatvinyai
oly széditGen gyors iramban nének, hogy dttekintésiinket
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teljesen elveszitentk. 8 tudjuk azt is, hogy annyi szémjegyre
van sziikségiink, ahdny egvséget alapszdmunk tartalmaz.
Hol vegyiik a jeleket hozzd, ha nem akarunk napokat fordi-
tani feltaldldsukra és megtanulésukr&?

Megelégsziink tehdt azzal a feltétellel, hogy alapszdmunk
nagyobb legyen tiznél és jéravalé kabbalistdkhoz mélton 18
lesz az alapszdmunk, Mellékeélunk, hogy bemutassuk : alkal-
mas alapszdm bérmely ugynevezebt torzesszdm is, vagyis
olyan szém, amely mds egészszdmmal nem oszthatéd. Ehhez
is flizziink egy meg,;agyzest Dekadikus rendszeriink alap-
szdmét (10), csak a 2 és az 5 osztja. 12-nek mér 2, 8, 4 és
6 1s oszbbja. Ezért mir nem egyszer komolyan felvetették
azt az Otletet, hogy hagyjuk el tizesrendszertinket és térjiink
it a tlzenketteswndszelre Pénz-, mérték- &y stlyrendszoriink
mérhetetlon haszndt 14tnd, nem is szélvdn arrél, hogy a nap
beosztdsa (az 6ra szémlapja) és a kor szdgbeosztisa kénnyen
egyesithetd a tizenkettesrendszerrel. Bllene f8képpen terms-
gzeti okok sz6lnak, ujjaink szédma és egyéb testi adottsdgaink,
amelyek nagyjdbol mindig a kettes és az 608 szdmokat
kedvelik (szemek, fillek, karck, ldbak, ujjak és ldbujjak).
Méterrendszeriink minden hozzaflizitt részével egyiitt bizes
" alapon fugg 6ssze a Told méreteivel, mert a francia forra-
dalom 6ta a Fold negyed délkorének tizmilliomod részeként
hatdrozzdk meg a métert. A t6bbi érték, igy a liter, a
kilogramm stb. tizesrendszerre! kapesolddik a méterhez. Végiil
pedig esillagdszati véletlen, hogy egyik legfontosabb vildg-
allando, az tigynevezett fénysebesség mésodpercenkint majd-
nem pontosan 800.000 kilométer.t

Kevés tehdt a remény, hogy beldthaté id6n belil méds
szdmrendszert kelljen megtanulnunk., Es fgy nem annyira
gyakorlati, mint inkdbb elméleti okokbol fogunk most még
‘egy keveset tizenhdrmas szdmrendszeriinkkel foglalkozni. Is-
mét felirjuk egymds ald Gsszehagonlitdsul az elsé szdamokat,
ezattal harmincat, tizes és tizenhdrmasrendszerben.

! Ha a métert a negyedmerididn tizenkettesrendszerben vett
10,000.000-d részeként definidlndk, akkor a fény tizenkettesrendszerben
irt 28-szor akkora utat tenne meg mésodpercenkint, azaz 260,000 kilo-
méterts, Bz pedig lényegesen kevésbbé drereln sz
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1,9, 8, 4,5 67,8, 910,11, 12, 18, 14, 15, 16,
1,9 8,4,5 67,8 9, A, B, C 10,11, 12, 18,

17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 80
14, 15, 16, 17, 18, 19,1A,1B, 10, 20, 21, 22, 23, 24

Azonnal észre lehet venni, hogy a latin nagy A, B é& C
betitket is szdmjegyek jelolésére haszndltuk, minthogy a
tizenhdrmas szémrendszerben, a nulldt beleértve, 18 szdm-
jegyre van szitkségiink. Mig a hatos szdmrendszernél tizes-
rendszerbeli szdmjegyeket dtugrottunk és ezek az Atugrott
szdmjegyek (6, 7, 8, 9) egviltaldn el§ sem fordulnak, itt a
helyzet éppen forditott. A tizesrendszer Adtugorja a tizen-
hérmas harom szdmjegyét (A, B, ().

Itt is felirhatnék boszorkdnyos egyszeregyiinket, benns
5.8==81 és 7.7=8A sth. volna, de ezt a szorgalmi feladatot
és azt a felfedezést, hogy A.B==86, azoknak az olvagéinknak
engedjitk 4t, akik a szdmwrendszerek tanulményozdsdban
mélyebben 6hajtanak elmeriilni.

De tizenhdrmasrendszeriinket valahogyan igazolnunk is
kell. Erre a célra szorzést vélasztunk ki. Ks pedig a 92B és
AT szdmok szorzdsdt, amit a tizenhdrmasrendszer maddr-
nyelvén kérilbelill gy lehetne kimondani, hogy kilencszdz-
huszonBészer Avanhét. Tehds :

92B.AT

7126
. 4080

761CC

Szavakkal: A-szor B az 86 marad 8, A-gzor 2 az 17 meg
8 az 22 marad 2. A-szor 9 az 60 meg 2 az TI. Tovdbbd:
T-szer B az 5C marad 5, T-szer 2 az 11 meg 5 az 16, marad 1.
T-szer 9 az 4B meg 1 az 4C. Ezutdn az osszeaadds. Bgyesek
helye: C. Mdsodik hely: 6 meg : szinwén C. Harmadik hely :
C+2==11 marad 1. Negyedik hely: 441=5 meg 1 az 6.
Otédik hely: 7. Tehdt az eredmény 76.1CC.

De mivel nem akarunk valsokas kinlédni, megkockdztat.
juk a banalitdst é3 a prébdjds tizesrendszerben csindljuk
meg. Mégpedig sorrd valo felbontdanal.
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99B (tizenhdrmasrendszer)=B.1804-2.13149.18%=
=11.149.18-49.169=
=1558 (tizesrendszer)

A7 (tizenhdrmasrendszer) =7.1804-A . 181="7.14
+10.18=137 (tizesrendszer).

Most végezziik el a tizesrendszerbeli szorzdst :
1558.187
4674
10506
218446

A tizenhdrmasrendszerbeli szorzds eredménye 761CC
Szitkségképpen ez ugyanannyi mint a tizesrendszerben 2134486,
Irjunk tehdt tizesrendszerben, a hatvdnyokat azonnal kiszé-
mitva.

12.14+12.1841.1694-6. 2197 1-7.28501 =
- =12-1156-1694-18.182-1-199.927=218.4486.

Fzzel megkap!uk a vért eredményt és bebizonyitottuk,
hogy tizenhdrmasrendszerben, tehdt olyanban, amelynek -
alapszdma tiznél nagyobb, a helyértékrendszer sz ‘mitdsi
szabdlyai alkalmazhaték. Meg kell ugyan jegyeznem, hogy
matematikus ilyen bizonyitdst egydltaldn nem tekint érvé-
nyesnek. Eljdrdsunkat még a legjobb esetben is csak igazolds-
nak, verifikdcionak nevezi. De mi egyel6re megelégszink
ilyen csekély értékd «bizonyitdssaly is, tekintve, hogy ese-
ttinkben ez veszélytelen és egyértelmd.

Most egyszerre a szdmok hegységének tetején allunk. A
kapaszkodds féradalma, a szdmok és szdmoldsok tiiskés
bozétja pillantdsunkat eddig a foldre szogezte. Most azon-
ban, tGl minden panaszon, tl a sok izzadsdgon és tirelmen,
kériilnézhetiink a magasban. Mit l4tunk? Szdmtalan sok
volgyet ldtunk és sejtiink, mindegyik hasonlit valamelyest
a tizesrendszer volgyéhez, mégis killonbdznek téle sokrétfi-
ségikben 63 kezdetiik (6, 10, 18) méretében. Mindegyik a
végtelenbe vezet, a hatdrtalanba, Mindegyik helyet ad vala-
mennyi természetes szdmnak. Xs mégis, minden volgyben
mds és mds a szdmnovénykék szine és vastagséga ...
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Ne vigyiik thlzdsba hasonlatunkat. Elégedjiink meg ama
képszerti gondolattal, hogy oly esiicson &llunk, ahonnan vala~
mennyi helyértéktipust szdmrendszert dttekinthetjiik. Min-
den ilyen rendszer egy-egy tévedhetetlen, snm{ksds algorit- .

us, gondolkodd- és szamolégép. Egyforma a rendszerek
gzerkezete : egyetlen alapszém ; annyi szdmjel, a nulldt
beleértve, ahdny egységet az alapszém tartalmaz ; helyérték,
vagyis minden egyiitthatd, minden szém belsejében irt szdm-
jegy, az alapszdm oly hatvdnyaval szorozva gondolandé,
amilyen a helyét megilleti. Az egyesek helyét a rejtélyes
nulladik, minden kovetkezd helyét eggyel-eggyel magasabb
hatvé.ny illeti meg. A kiszdmitott hatvanyokat fokszdmnak
hivjuk. Ha a rendszert gyakorlatban is haszndlni 6hajtjuk,
az is szitkséges, hogy legaldbb is az els§ fokszdmoknak sajdt
nevitk legyen, Minden rendszerben vannak egy, két, hdrom
és tobbjegyli szdmok. Minden szdm jegyeinek szdma eggyel
nagyobb, mint a legmagasabb helyértékll szdmshoz tartozé
hatvény. (1268 példaul négyjegyll, legmagasabb értékii, ezres,
helyén tehdt harmadik hatvény fordul elS, mivel 1000=
=10.10.10=10%; hdtjegyl szédmndl, példdul 2,586.988, a
milliégok helyéhez tartozd hatviny a hatedik, mert 1,000.000=
=10.10.10.10.10.10=108 sth.) Tovdbb4d minden helyérté-
ken alapulé szdmrendszerben egyformdk az alapmiveletek :
az Gsszeadds, kivonds, szorzds 63 osztds szabdlyai.

Mieldtt még a szémrendszerekre vonatkozd vizsgdlods-
sainkbol végsd kovetkeztetéseinket levonndk, meg kell emli-
teniink, hogy ez az algoritmus, ez az igaz kabbala nemesak
a papiron végzett szdmitdsainknak nélkalézhetetlen kel
l6ke. Osak az indiai helyértékrendszer alapjin készithet8k a
esoddlatos meehanikus szdmologépek. Ezek regisztralé pénz-
tarak és bérauték viteldijmutatdi alakjiban ldthatok leg-
gyakrabban. Szdmelméleti kutatdsok alapjdn szerkesztették
a tulajdonképpeni szdmoldgépeket is, azokat, amelyeket nagy
bankok, kényvelSségek, miiszaki iroddk haszndlnak. Bizony
nem csodédlatos, hogy az a nagy Leibniz alkotta az els§
szdmolégépet 1674-ben Pdrizsban, aki az igazi kabbala
elterjedésének is attorSje volt. Bz az elsd szdmologép mér
tartalmazta mindazokat az alkotérészeket, melyek a mai
kiilonféle rendszerli esodagépek alapjai.
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De a helyesen megszerkesztett algoritmus automatikus
miikodésének fogalmdn kivill, — ennek jelentfségét mar
mindnydjan ismerjilk — féradozdsaink eredményeként olyan
matematikai alapfogalmakat is tisztdzni és régziteni akarunk,
amelyek els6sorban tudoményunk magasabb fokdn lesznek
rendkiviil jelent6sek : az 4ltaldnossdg fogalmdt, az alak-
egyenlfségdt és a formadllandosdgét. Mivel nem akarunk
matematikai filoz6fidval foglalkozni, ezeket a nagyon elvont
fogalmakat is képszertien vezetjik le eddigi kutatdsainkbol.

A tizesrendszerbsl indultunk ki, isteni eredetfinek tartot-
tuk eleinte, de révidesen észrevettiik, hogy csak egy a szdm-
talan lehetséges rendszer kozil. fgy bukkantunk a hely-
érbékkel felirhaté szdmrendszerek dlialdnos alakjdra. Ilyen
rendszer szdmdra, melyek alapszdma bdrmely tetszésszerinti
szam lehet, dlfaldnos szabdlyokat dllibunk fel, ezek mdr nin-
csenek egy, kiilonleges esethez kiétve, hanem minden rend-
gzerben érvényesek, tehdt dltaldnosak. Hzek szerint a rend-
szerek alakra egyformék. Tudomdnyos néven ezt izomorfiz-
musnak hivjak, A formaéllanddsdg viszont azt jelenti, hogy
bizonyos alakegyenlSsbg esetén szabdlyok egész sora nem
valtozik meg, még ha valosdgos megjelenési forméjuk lénye-
gosen eltér is egymdstol. A tizesrendszer, a hatosrendszer.
a tizenhdrmasrendszer és a tobbi sok més helyértéken alapnld
szamrendszer alakra egyenld, izomorf. Ennek kévetkeztében
a szorzas szabalyai példdul valamennyiben azonosak. A hely-
értékrendszerek szorzdssal szemben formatarték, més szdval
invaridnsak, mintegy érzéketlenek. A szorzdsra nézve kozom-
bos, hogy milyen rendszerben hajtjuk végre. Mindig ugyan-
azon az Gton-médon térténik és eredménye mindig ugyanaz.
Ezért minden szdmolégépet, elvének megvéltoztatdsa nélkil,
néhdny alkotorészének kicserélésével 4t lehetne alakftani
hatos vagy tizenhdrmas rendszerre. Ingedelmesen szoludl-
tatndk a mds szdmrendszerben felirt eredményeket.

De ne mélyedjiink el thlsdgosan vizsgdlodasainkban. Hz
a pontossdg rovdsdra menne, tekintve, hogy térgyi tuddsunk
mértéke .nem haladja meg egy kilencéves elemi iskolai
tanuloét.

Kétségeink is tdmadtak. Esziinkbe jutott a diadika, a
nagy Leibniz kettesrendszere és felfedezziik, hogy e rend-
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szer egyszeregye egyetlen tételhdl &li, abbél, hogy 1.1=1,
tekintve, hogy a nulldn és az l-en kivill mds szdmjegyet
nem ismer. Didkok ezt az egyszeregyet mindenesetre nagyon
csgbitonak tartjdk. Minket anndl mmkébb zavarba hoz. Hisz
azt dllitottuk, hogy minden rendszerben egyforma szabilyok
srerint lehet szdmolni. Hogyan szorozzak azonban, ha csak
annyit tudok, hogy egyszer egy az egy?

Més kérdés is kinoz. Bddigi tuddsunkkal meg akartuk hat4-
rozni, hogy hdny két-, harom-, négy-, tizjegyti szdm van
valamely tetszésszerinti alapszdmi rendszerben ; de kézben
kiilonféle akadalyba utkoztink.

fgy tehdt még kénytelen-kelletlen tovébbra is egész-
szdmokkal kell foglalkoznunk, mielbtt a wzdmok elméleté-
neks hétat forditandnk és az algebrdval, tehdt dltaldnos
szdmokkal tortén§ szdmoldssal kezdenénk foglalkozni. Oté
fog minket az algebrai formék vardzsa, az 1gam, nagy kabbala
megborzongatni.

NEGYEDIK FEJEZET

Szimbolumok és parancsok

Most, mikor mdr koriilnéztink a szdmok bardtsdgtalan
hegyének tetejérdl, leszdllunk az egyik vélgybe, a mennyi-
gégek és formdk elvardzsolt orszdgdba. S olyan kérdés vizs-
galatat kezdjiik el, amely mdr régbta és egyre jobban kinoz
benniinket., Hdt nem tébb mint érthetetlen, tesszitk fel
magunkban a kérdést, hogy minden szdmrendszerben egy-
ardnt képesek voltunk néhdny szdmjellel a szdmok vég-
telenbe nytlé sordt felépiteni? 88t nem arra utalt a nagy
Leibniz, hogy ezt akkor is megtehetjilk, ha csak a nulldt
és az egyet ismerjik?

Mostantél kezdve mér majdnem kizdrélag a gyermek-
korunk 6ta jél ismert indiai-tizesrendszer volgyében fogunk
véndorolni. Bzt jéelére megdllapitjuk. De hogy tovébb jut-
hassunk, mdr mostan, utunk legelején felirom valamilyen
tdbléra a kovetkez8 blivos jeleb: 8! Mit jelent ez a
szdmjegy a felkidltojellel? Szinte kemény parancsnak ldtszik.
Ds mif kivdn t6liink ? Mit kezdjek egyetlen szdmmal ? Szét-
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hasitsam, véltoztassam, nagyitsam, kiesinyitsem? Szerecse-
nek orszdgdba jutottam s az egyik vadember fejedelmi gesz-
tussal dithds, tagolatlan hangot tvolt felém?
Bgy kis tirelmet kérek! — vélaszolom. Két tervem is
volt a biivis jellel. Egyrészt bepillantdst nyujtani a matema-
tikai jelolésmodokba, mdsrészt el6venni ijeszt6 problémdink
vardzskulesdt, hogy mdr eleve kéznél legyen. A parancs*ter-
mészetesen nem csak 8! Iehetett, 1! 5! 25! 278! 102077!
éppen annyira lehetséges.
Azonban még mielftt a felkidltéjellel jelolt parancs
_alaposabb tdrgyaldsdhoz fogndnk, lissuk el6bb 4ltaldban a
matematikai parancsok médjdt és eéljat. Anélkil, hogy észre-
vettilk volna, mdr ilyen parancsok egész sorozaténak enge-
delmeskedtiink, mivel ehhez az engedelmességhez mdr az
elemi iskoldban hozzdszoktunk. Megillapitottuk, hogy az
egyes szdmjegyek é3 a bel@lik Osszetett szdmok bizonyos
* cesoportfogalmak jelei, jelképei, mondhatnék szimbolumai.
Beszéltiink tovdbbd rendszerr8l és bizonyos csoddlatos szé
moldsi eljdrdsrol, az algoritmusrél. De ez a vildg még rejt
valamit : éppen a parancsokat! Ezeknek a feljbgyzése és
4ltaldnos érthetéeége képesit csupdn arra, hogy a magukban
4116 srdmjegyeket rendszerbe foglaljuk és algoritmusss bhlvit-
gilk, Mivel a matematikai mfiveletet operaciénak nevezik,
operdcidsparancsrél és ennek jelérSl, operdeids szimbolumré!
18 beszélhetiink. A paranesnak réviden «operdtors is léhetne
a-neve. Azonban a kivetkezend8k sordn megtartjuk egyszerfi
«parancsy kifejezésiinket, de természetesen mindenkor mate-
matikai paranesra, matematikai miiveletek elvégzésére uta-
glt6 felszolitdsra fogunk gondolni

Amint a katonasdgndl eleinte nehezére esik az Gjonenak,
hogy a kaszdrnyaudvaron vagy a gyakorlbtéren egyetlen
r6vid vezényszo alapjin bonyolult puskafogdsok egész sordt,
logkevésbbé sem egyszert menet- és diszalakzatba fejlGdést
kell pontosan elvégeznie, ugy szdmuukra is, akik a mate-
matika Gjoneai vagyunk, a legnagyobb nehézség a «parancs»
megértésében és pontos elvégzésében rejlik. Pedig ez a
«anatematikai fegyelem» rejti a matematikai készség kilene
tizedét.

Elhatdroztuk, hogy a legegyszertibb dolgokon kezdjiik.

Colerus: 1X1 3
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El8szor tehdt a legegyszerlibb lépéseket és tisztelgési gyakor-
latokat is paranesra fogjuk végezni.

A dolgok ilyen szdvegezése meglepS lehet é8 rendithe-
tetlen ellenfelem megint felesleges bébeszédliséggel gyanitsit.
De nem tudok rajta segiteni. Mert feltett szdndékom, hogy
az integrdl fogalmét éppen olyan érthetévé teszem, mint
amilyen az Gsszeadéds jele. De ez a terv széleskorti el6zetes
matematikai tudds feltételezése nélkil esakis az én maod-
szerernmel valdsithaté meg. Kiilonben is, «paranesokrély mér
beszéltiink. Az Gsszeadds jele is «parancsy. Parancs az integral
jele is. Kissé bonyolultabb mint az 6sszeadds jele, de lényegs-
ben nem més.

Ellenfelem befogja a fulét. Nehezményezi, hogy az integ-
ralt mdr most meg akarom magyardzni. Pedig csak a bdtor-
sdgunkat akarom névelni. Mindenek{tlott nem szdndékozom
az Osszeaddson lényegesen tdlmenni; legaldbbis az elvi
nehézségek szemszogébdl tekintve.

Megdllapitjuk tehdt, az Osszeadds parancs. 5-4-4=9. Mit
jelentsen ez? Jelentése: «kedves bardtom, végy 6t egységet
és tegyél howzd, szdmldlj hozzd, tovdbbi négyets. Kis saiinet,
amig elkésziil. Azutdn? Azutdn, az egyenldség jelét tessatik
utdna, egy szimbolumot, amelynek pontosan a kévetkezd az
értelme : ¢Aldzatosan jelentem, a parancsot végrehajtottarmy.
Nog, é8? — kérdi a parancsold. Felelet : «A paranes végre-
hajtdsa utdn a jobboldalon 4j jelképet ldtunk, neve : kilencs.
«JOl van, végeztemD

Tekintve, hogy gyengéd lelkeknek a katonai eladdsmaod
valészinfileg nem igen tetszik, hagyjuk el a laktanya udvardt
és beszéljiink elvontan. A kivonds is ilyenféle parancs, a
szorzds és nemkiilonben az osztds is. Mindnyédjan tudjuk mér,
hogy matematikai parancsok végrehajtdsa nagyon bonyo-
lult lehet. Mint példdul t6bbjegyll szdmok osztésa tizenhdrmas
szamrendszerben. Matematikal parancs az a tény is, hogy
mindenkor egy bizonyos szdmrendszerben kell szémeolnunk.
Természetesen parancs a hatvdnyozds is.

Mér megkockdztathatjuk azt az 4llitdst, hogy a mate-
matikai parancs fogalmdnak szemléltetésére igen jelentds
demonstriciés és példaanyaggal rendelkeziink. Térjiink tehdt
vissza kiindulé pontunkra, ahhoz a jelhez, amely mér



85

kiils6 megjelenésében — felkidlté jel lévén — paranecsra
emlékerntotett. Milyen vezényszét jelent tehdt 3! a mate-
matikdban? Akik mdr értenek a dologhoz azt felelik, hogy
hdrom dakultdsy-drél vagy (nem teljesen helyes kifejezést
haszndlva) daktoridliss-dré van szé. Helyes, ne mellbzzik
teljesen a szakkifejezéseket. De a magunk kaszdrnya-nyelvére
is 4t akarjuk tenni azb a parancsot, amely ebben és csakis
ebben a felkisltéjelben rejlik. Altaldban azt jelenti: «Vedd
az egyet, szorozd meg kettdvel, az eredményt hdrommal,
majd néggyel, mindezt 6ttel és igy szorozz tovédbb mind-
addig, mig végil az utolso szorzé a felkidltdjel elbtti szdm
nem Jesm. Ha a felkidltojel az egy mogétt 4ll, ninesen
tovébbi tennivaléonk. Korilbelil ugyantgy, ahogyan els§
hatvényra sem kell emelniink. De ne sckat magyardzgas-
sunk, szdmitsuk ki inkdbb nagymerészen néhdny szdmmnak
eme misztikus dakultdsdty.

ll=1= 1
2l==1,2= 2
31=1.2.3= 6
41=1.2.3.4= 24
51=1.2.3.4.5= 120
61=1.2.3.4.5.6= 720
71=1.2.3.4.5.6.7= 5.040
81=1.2.3.4.5.6.7.8= 40.320
91=1.2.3.4.5.6.7.8.9= 362.880
101=1.2.3.4.5.6.7.8.9.10= 3,628.800
11!1=1.2.8.4.5.6.7.8.9.10.11= 39,916.800
121==1.2.8.4.5.6.7.8.9.10.11.12= 479,001.600
131=1.2.3.4.5.6.7.8.9.10.11.12.13= 6.227,020.800
141=1.2.3.4.5.6.7.8.9.10.11,12.13.14~= 87.178,291.200
151=1.2.3.4.5.6.7.8.9.10.11.12,13.14.15= 1,,307.674,368.000
161=1.2.8.4.5.6.7.8.9.10.11.12.13.14.15.16=20,,922.789,888.000

Léthato, hogy parancsunk, a felkidltéjel hamarosan 6ridsi
eredményeket hoz létre. Artatlanul, szinte alattomosan kez-
dddik az eredmények sorozata, fokozatosan ndvekedik, majd
egészen hirtelen emelkedik és oly szdmokat ér el, amelyek
messze meghaladjak képzeletiinket. Szdznak a fakultdsa mér
gigantikus nagysagt szdmszérnyeteg. 158 szdmjeggyel lehet
csak lefrni.

Nem akarunk részletekbe boesdtkozni, de tisztdn szemre
is megéllapithatjuk, hogy a fakultds és a hatvdny kozt némi

Bid
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hasonlatossdg van. Lényegbevégé kiillénbség azonban, hogy
amig a hatvdnyndl mindig ugyanazt a szdmot kell szorzo-
ként alkalmaznunk, addig a fakultds egymds utdn kovetkezd
tényezli fokozatosan noévekszenek. Hatvdnyozzunk Ossze-
hasonlitdsul e helyen egy viszonylag kis szdmot, ezért emlit-
stik meg a sakktabldrdl sz6l6 régi, 1smert feladatof. A mese,
er8sen roviditve, igy sz6l: Bagdad egyik kalifdja felszdlitja
matematikusdt, hogy kivdnjon magénak valamit. Ez 4rtatlan
arccal fgy szol: «Szerénytelen a kérésem, 6 nagyhatalmi
kalifa. Buza szemeket szeretnék jutalmul kapni. A kévetkezd-
képpen : - annyi blzaszemet kapjak, ahdny egy sakkidbla
utolsé mezejére keriil, ha az elsbn egyetlen szem fekszik és
minden tovdbbi mezln kétszerannyi, mint ahdny az el6z6n
volty. Nevet a kalifa és megigéri a kérés teljesitését. Szentiil
higzi, hogy a hébortos matematikus még egy egész kenyeret
gsem fog tudni siitni a bazdbdl. De hamarosan eloszlanak
kellemes illuzidi. Tekintettel arrva, hogy a bzaszemek szdma
1X2=2, 2 X 2=4, 4x2=8, 8 2=16, 16 X 2=382, 82 x 2=64,
64 2==128, 198 X 2=256, vagyis (1.2.2.2.2.2.2...) és igy
tovébb a sakktdbla utolsé mezejéig. A sakktéblén 64 mezd
van, tehdt & szemek szdma 2%, minthogy az els§ mezén
csak egyetlen bizaszem volt. Ha kiszdmitjuk, a kovetkezd
szdmot kapjuk :

9,,,223.872,,036.854,775.808

Arzal szemléltethetjitk ezt a szdmot, hogy a wakktébla
utolsé mezejéren keriilé buzamennyiség megtoltene egy 7:48
kilométer élhosszisdgh kockdt, ha feltételenaiik, hogy a biiza
szemenkinti 4tlagos helysziikséglet 4545 kobmilliméter. A
fenti adat valésigosan elvégzett szdmoldsbdl ered, amikoris
22.000 szem blza ment egy literre.

De kalifénk teverakomanyra is dtszémittatta ezt a biaza-
tomeget. Bz a kép még szornylbb. Ha, a mi mértékrend-
gzertinkben szdmolva, egy teve 140 kilogrammot bir el és
mondjuk dibasorbany 5 méter helyre van sziiksége, akkor
a buazdnkat vive, 2,,808.589,469.744 tevébdl 4ll6 karavanunk
11,,517.697,348.720 méter, tehdt t6bb mint 11/, milldrd
kilométer hosszi. Ez a karavdnhossz azonban durvén a Satur-
nus 8-szoros, vagy a Mars 50-szeres Naptdvolsdgit jelenti.
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Még egy harmadik hasonlat: A fold bhzateriuése uz
1927—1931. évek 4tlagidban évi 1286 millié métermazsa volt,
tehdt szegény kalifinknak 2609 huszadik szdzadbeli, trak-
torral és mitrdgydval elfdllitott bizatermést kellett volna
ol6teremtenie, hogy a matematikusnak tett igéretét meg-
tarthassa.

A buazaszemek szdma 19 szdmjeggyel irhaté le. Ebbdl
taldn sejtheti az olvas6, hogy mit jelent az a 158 jegyd
szdm, amely a 100! kiszdmitott értékét megadja.

OTODIK FEJEZET

Kombinatorika

Artatlannak 14tsz6, kiilonféle matematikai «parancsols
kovetkeztében nagyranévd szdmok kézé vezetl kitéréstnk
ut4n igyekezziink tapogatédzva oda eljutni, ahol dakultdsok-
kaly szamolunk : tehdt arra a teriiletre, ahol a felkidltdjeles
szémmal jelolt 1.2.8.4.5.6.7.8 sth. szorzat fogalmdt hagz-
néljdk. Bz a fogalom része a kombinatorika nev{ algoritmus-
nak, tehdt a tdgabb értelemben vett kombindldsi tudomdny-
nak. A kombindldsy sz eléggé kozkeletd ahhoz, hogy rész-
letes magyardzgatdsdval ne kelljen sokat vesz8dniink. Ossze-
allitéstudomdnynak, vagy az 4dtrendezés tudomdnydnak is
nevezhetndk, de azt hiszem nyugodtan megmaradhatunk a
kombinatorika elnevezésnél is.

Tévol alljon t8link ismét a gondolat is, hogy definiciok
és megéllapitdsok sorozatédt boosdssuk el6re, noha, mate-
matikai szempontbél ez volna a helyes eljards. Ujoncok,
vadocok vagyunk és tapasztalatokat gyijtiink és azt fedezzitk
fel, ami érdekel benniinket. Azonban ellenfeliink kétségbe-
esett oldalpillantdsdnak hatdsdra annyit engedek &lldspon-
tombdl, hogy ezennel iinnepélyesen kijelentem, hogy azért
sohasem fogjuk a matematikdt tapasztalati tudomdnynak
tekinteni. A matematika, nagyjdban fgy mondhatnék, teljes
egészében agyunk terméke, taupasztalatok nélkul is felépit-
hetd és eredményeit tapasztalat sohasem fogja igazolni vagy
megedfolni. Frre csak logikai lépéseinek helyességét ellen-
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6rz8 vizsgilat alkalmas. De mindez mellékes és csak a filozéfiai
érdeklédésti olvaséinknak szol; ezek pedig jegyezzék eld
ennél a téméndl az «a priordy ég «wpriorisztikusy sz:vakat.
Alkalmazzuk tehdt, mitsam t6rédve ellenfeliinkkel, az
gltalunk mér j6l ismert matematikai anyagot. Vessik fel
harmadszor is azt a kérdést, hogyan lehetséges tiz jellel a
tizes szdmrendszerben a vildg valamennyi szdmdt felirni,
Mindenki, aki csak rdnéz a kovetkezd szdmokra: 128, 182,
218, 281, 812, 821, ha legaldbb valamelyes érzéke van a
gzavak mélyebb értelémhez, azt fogja mondani, hogy az
egyes szdmjegyekbll kombindltuk Gket. Igaza van! A mér
térgyalt rendszerek minden szdma kombinatorikus Gton szdr-
mazik a szdmjegyekhl. Cserélgetjiik a szdmjegyeket, a jelek
valtogatdsdval 4llitjuk Gssze szdmainkat és igy adunk az
egyes szdmoknak mds é3 mds jelleget. Ne széljunk itt a
helyértékr6l. Minket esak az érdekel, hogy a wzdmképek»
kiils§ alakjuk szerint miképpen esoportosithaték. De ha min-
dent pontosan dtgondolok, rdjovok, hogy lényeges eltérések
mutatkoznak a cgoportositds moédszerében is. Tiznél keve-
sebb jegyll szdmok esetén a tiz jelbbl csak egyet-egyet,
kettSt-kettdt és gy tovabb, legfeljebb kilencet haszndlok fel
egy esoporthoz. Hzen {olill jogom van ugyanazt a jelet, mint
pl. 1111 vagy 1212, 1112 esetén, tobbszor is felhaszndlni.
Tizjegyli szdmokndl mir valamennyi szdmjegyet iz hasznal-
hatom és megelégedhetem egymdskdzti cserélgetésiikkel is.
Példdul 1284567890 vagy 1847658092, De 1étezik olyan tiz-
jegyl szdm is, amelyben a jegyek ismétlédnek. Ilyen pl.
1.000,000.000 vagy 2.8322,284.777. Tiznél t6bb jegyf szdmok
esebén mdr elkeriilhetetlen, hogy egyes jelek ne ismétiddje-
nek, tekintve, hogy nem haszndlhatok huszondtféle jeles,
ha csak tiz létesik.
Dardzsfészekbe nytltunk. Ks azt hiszem, els§ 1épésink
ink4bb zavarba hozott mint felvildgositots. Miként foghat-
" juk meg ezt a végtelenbe terpeszkedd szdinkdoszt bdrmilyen
algoritmussal 18? Mit hasznal a «parancsy, ha az ember feje
kovilyog? A «kisérlety sem segit. Az elemek szdminalk leg-
kisebb novekedése — hamar meggy8zddhetiink réla — a
lehet8ségek olyan szdmdhoz vezet, hogy éjjel-nappal <kom-
bindlvay is esak naprendszerek élethordval mérhetd id6 alatt
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jutndnk a végére. Bfivészinas lett az els8 «algoritmusunky
(a szdmrendszer) és gy l4tszik, a maga hordta vizben meriil
- el. Tehdt mégis «parancsotn!

Igaz kabbaldt csak kabbala gydzhet le. Vardzsszavak,
blives jelek hatdsdt csak vardzsige semlegesitheti, teheti
drtalmatiannd.

Kezdjiik tehdt azzal, hogy a kombinatorikdt kombindl-
juk, az 6rdogst Belzebubbal fizzitk el. De hogy szakszer(-
ségiinket el ne veszitsiik, a kombinatorika e kombinatorikdjat,
ezt a mdsodfokd kombinatorikdt példdkba bujtatjuk. De
végil majd megvizsgdljuk, kimeritettiink-e minden lehets-
séget &s feldllitjuk a' kombinatorika zdrt rendszerét is.

HATODIK FRJEZET
Permuticidok

A sajnos. oly régmult id6k valamely tisztes familidja
tizennégy tagl: apa, anya és tizenkét pompds, egészséges
gyermek. Békésen iilnek egyiitt ebédjiknél. Egyszerre egyik
fit hangosan kezd panaszkodni. Azt panaszolja, hogy a
levesb8l mindig esak a maradék jub neki, mert nagyon ked-
vezbtlen a helye az asztalndl. A csaldd békés természeti,
iparkodnak az ellentéteket kolesondsen kiegyenliteni. Rovi-
desen elhatdrozzdk, hogy minden nap més sorrendben fog-
nak asztalhoz iilni, mivelhogy a szobaldnytél igazén nem
kivdnhaté, hogy minden nap mds uton menjen az asztal
kértl. Beszélgetni kezdenek o torténtekr8l és hamarosan
megkisérlik meghatérozni azt az 1d6t, amely minden lehet-
séges sorrendvaltozdshoz sziikséges. «Néhdny napba bizonydra
beleteliky véli 4z egyik fit.. «Mondjunk inkdbb néhdny hetets,
vag kozbe az egyik ledny folényesen. Végilis egy évben
egyeznek meg. «Képlet van erres szél most kozbe a legidé-
sebb fid. «Nos, a matematika minek nevezi esetiinket?» kérdi
évGdve az apa. A legid6sebb néhdny pillanatig habozik.
Végiil igy sz0l: «Az asztal mellebti ilésrendrd] 1évén sz,
nem kozombés, hogy Kva il Alfonz utén vagy Alfonz Eva
utén. Ez két kilonboz6 eset. Csoportokat sem alakitunk.
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Mindnyéjan, mind a tizennégyen, minden alkalommal més
sorrendben iiliink. Ugyanaz az eset, mintha tizennégy tdrgyat.
— tizennégy elemet mond a matematika — akarnék egymds-
utén minden lehetséges sorrendben elhelyezni. A sorrend
ilyen véltoztatdsdt permutdeionak nevezik. S8zdmukat az ele-
mek szdménak fakultdsa adja meg. Esetiinkben tizennégy
é3 utdna felkidltojel. Tizennégy fakultdsaly Az apa elége-
detten bolint. A leves és a hus kézt papfrt és ceruzdt hoz-
nak és az iddsebb gyerekek vérbeborult fejjel szédmolnak.
Mennyi is lehet az a blivos 14! Az eredmény 1jeszt§! Ennyi:
87.178,291.200. Mihez fogjanak e sok millidrd lehetdséggel?
Mennyi id6 kell hozz4? 865 napja van az évnek, osszuk el
teh4t 865-tel. Ujabb szdmolds. Alfonz, a gyorsszdmolé mér
mondja is: «238,844.658 az eredményly «Tudod mit jelent
ez» kidlt fel az egyik fiti, a csaldd filozofusa, egészen elszor-
nyedve. «Azt jelenti, hogy kézel 289 millié évre van sziiksé-
giink, hogy a lehet8ségeket kimeritsiik. T6bb mint 119 milli
évre, ha naponta kétszer, s majd 60 milliéra ha reggelinél,
ebédnél, uzsonndndl és vaesordnal is véltoztatunk az iilés-
renden». (s én meghalok, miel6tt még esak egyszer is j6
lovest kapnéks panaszkodik a kiesi.

Példdnkon egyformén ldtszik az eleserélési lehet@ségek
sokfélesége, a dakultdsy paranes démoni hatdsa és a kombina-
torikdnak egyik, els§ lehetséges fajtdja. Ezzel ismét van
«anyagunk, rendszeres feldolgozdsra.

De még el6bb az olvasé megnyugtatdsdra : tisztes fami-
lidnk megriad a kombinatorika dltal szolgdltatott eredmény-
t6l s a legifjabb panaszdnak megszintetésére lényegesen egy-
szerlibb megolddsra jutott. A szobaldny parancsot kapott,
hogy ezentil mindig ugvananndl a széknél kell a kindldst
kezdenis, tekintet nélkiil arra, ki @l ott. A csaldd pedig,
naponta egy székkel «oddbbiiltsy, még pedig az OGramutatd
jérdsa irdnydban. Egymdskozt, szomszédsig tekintetében, az
tlésrend vélbozatlan maradt. De az asztalhoz viszonyitva
naprdl napra véltozott. Ezdltal mindenki, minden két héthen
egyszer, elsének kapott levest.

Matematikai szempontbdl itt is tizennégy kiilonbozé per-
mutdciéval van dolgunk. Irjunk fel koziilik néhanyat :
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T, 8, 9,10,11,12,18,14  (els8 nap)
8, 9,10,11,12,18, 14, 1 (mésodik nap)
11,12,18,14, 1, 2 (harmadik nap)
és Igy tovdbb
1 5,6,7,8, 9,10,11,12,18 (tizennegyedik nap)
2,8,4,5,6,7,8,9, 10,11, 12, 18,14 (tizenstédik nap)

De az igy felirt 14 esetet (az elsG és a tizenstodik ngyanis
azonos) mas elv, az tgynevezett ciklus feleserélés elve alapjén
mesterségesen vélasztottuk ki a permutdeidk lehetséges
87.178,291.200 esete koziil, azdltal, hogy mellékesen az egy-
méskosti sorrend véltozatlansdgat is kikotottiik.

Penti példdnkban a cserélend wl6helyeket szdmokkal
jeloltik meg. Abéeé rendben vett betlikkel is lehetne 8ket
jelolni. Természetessn ilyen szdmozds egydltaldn nem jelent
nagysag szerinti rangsoroldst, amint nem jelent semmi ilyest a
szinhdzi széksor iiléseinek szdmozdsa sem. Azokat a dolgokat,
amelyeket eserélgetniink kell, szinekkel, nevekkel, barmiféle
ismertetd jellel is megjelothetném. Hppen esért nevesik eme
teljesen egyenértélkfi dolgok megkiilonboztetd jeleit indexek-
nek. Bzamok vagy beifik ilyen, esupdn sorrendet jel6ls fel-
haszndldsi modja kiléndsen Leibniz mikodése 6ta jatszik.
mindinkdbb jelentls szeropet a matematikdban. Most meg-
kiséreljitk, hogy megmagyardzzunk magunknak valamit, ami
igazdn nehezen érhetd. Leghatdrozottabban §llitottuk, hogy
dolgaink egyenértékfiek, a szdmok és indexek semmiesetre
sem jelentenek nagysdgot. Mégis, egészen nyugodtan beszél-
nek arrél, hogy a kettessel jelolt dolog wnagasabby vagy
. «magasabb rendfly, mint az egyessel jelolt. Helyesen azt kel-
lene mondani: a 2. jeli magasabb indexfl, mint az 1. jeld.
Egyébként az 1. jeldl é3 a 2. jelfl teijesen egyformdk.

. Ismét valami kabbalaszorfl dologrdl van sz6. Még pedig
a sorrend kabbaldjirol, illetve a mellérendelés kabbaldjarol.
Egyszeren nem tudnék beszélni, nem tudnék irni, ha nem
szabadna az indexeket valamilyen rendszer alapjdn nagysdg

! Elképzelhet6 ugyan, hogy a dolgok nagysiga Liilénbozd, csupin
nem t6r6d6m vele. Engem csak az érdekel, hogy valamilyen dolog egység
jellegii.
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gzerint rendeznem. Az 4béeé korrektebb és taldn kevésbbé
kétértelmill, mint a szdmindexekkel valé jelolés, hisz az utéb-
biak akaratlanul is magukkal hurcoljdk mérték jelenésiiket.
A d betd magasabb helyen 41l az dbéeében, mint a b. lgy
a d jeld dolog rendje kombindciés szempontbél magasabb, -
mint a b jelié.

A chelyértéky ilyenértelm meghatdrozdsdbol magduol
‘addédik & kombinatorikdban nélkiilozhetetlen és alapvet§ fon-
tossdgi «helyes sorrends fogalma. Helyes sorrend példdul, ha
kovetkezdképpen képezek permutdeciokat:

abe, ach, bac, bea, cab, cba, vagy ugyanez szdmokkal
128, 182, 218, 281, 812, 821.

He tehdt ily médon haladunk, vagyis a degalacsonyabby
elem addig marad a helyén, ameddig esak egydltaldn lehet-
séges, akkor dielyes sorrendbeny emelkediink a «egalacso-
nyabby permutdciétol a «egmagasabbhoz, egyetlen permu-
tdcid semn maradhat ki és faradozdsaink jutalmdul végil az
els§ permutécid forditottjét kapjuk. Mig az els§ permutdeis-
ban magasabb elem sohasem el8z6tt meg alacsonyabhat,
addig az utolséban alacsonyabb elem mindenkor esak maga-
sabb utdn kovetkezhetik. Nem akarok zavart okozni, de el-
hallgatni sem tudom, hogy a permutdcitkat valédi szdmok-
nak olvasva a legalacsonyabb permutdcié adja a legkisebb
gzamot, a legmagasabb a legnagyobbat. (123........ 821).
Kozben vannalk, helyes sorrendben, mindazok, amelyeket
csupdn az 1, 2, 8 szdmjegyekkel le lehet irni.

Do a legutébbi osszeftiggést feltétlenil el kell foelejteniink
és visszatériink méretmentes indexeinkhez. 128 ugyanannyit
jelent tehdt szdmunkra, mint 821 vagy 281, tehdt a vélasz-
tott hdrom index egy-egy permutdciojét.

Most azt a problémdt is meg fogjuk oldani, hogy titok-
zatos «parancsunky, dakultésunky, a 8 a felkidltéjellel miért
adja meg olyan pontosan a lehetséges permutéeiok szdmdt.
Eldsz6r «a rendszer épségben tartdsa kedvéérls egy logikai
értelmetlenséget fogunk &llftani. Hasonloval mér a ha:vé-

1 Az ilyen sorrendet «lexikogréfikus sorrendnek» is szoktdk nevezni.
{Olyan mint egy lexikon!)
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nyozdsndl, még pedig a nulladik és els§ hatvényndl taldl-
koztunk. Azt akarjuk tudni, mekkora a permutdcidk szdrma,
ha csak egy elemiink van. Pontosabban: «addig cserélgess
egy elemet, helyes sorrendben, amig csak valamennyi lehet-
séget ki nem meritettedn.

Kell§ megfontolds utdn az értelmetlenségnek matematikai
fogalmazdst adunk és ezzel jabb, taldn mégnagyobb értel-
metlenseg gel helyettesitjiik. Buszkén felfrjuk : a,permutéclok
szdma 1! (Hgy fakultdsa.) Vagy szavakban: ugy kapjuk
meg az eredményt, ha egyet, eggyel kezdve mmdaddlg 8Z0-
rozzuk az egymdsutdn kovetkezd szdmokkal, mig végre
utolsé szorzéként az egyher jutunk! Nem lehet kétséges,
hogy ily médon mdst, mint egyet, nem kaphatunk eredményiil.

Logikai kitérésiink utdn szédmoljunk 6vatosan tovabb. Mi
torténik két olem esetén ? frjul fel helyes sorrendben :

ab\ ba

Kétségtelen : valamennyi permutdeiét felirtuk, a legalacso-
nyabbtél a legmagasabbig. Most pedig beretva éles okos-
koddssal haladjunk, hogy megtaldljule az Osszefiiggést az
allitds formdjdban mér ismert képlettel. Mit is tettink tulaj-
donképpen? Az o clemet addig tartottuk helyén, ameddig
esak lehetett és kozben a b-t permutdltuk. Mihelyt készen
voltunk, a b keriilt els§ helyre, és az a-t permutaltuk. Tehdt
két esetben kellett mindkétszer egy elemet permutdlnunk.
Egy elemnek azonban csak egy permutdcidja van, két eler-
nek ily modon 1.2, vagyis frdsmédunk szerint 2!, azaz ketts
fakultdsa, ami kettfvel egyenld.
Hérom elemnél :

ab ¢ bac cab
acb bca ¢cba

Ha ujbol alkalmazzuk médszertiinket, ldtjuk, hogy hdrom-
szor tartottuk a rendelkezésiinkre 4116 mindenkori els8 elemet
lehet$ legtovdbb helyén és kozben két mdsikat permutdl-
tunk. Mivelhogy két elem permutdcidinak a szdma 1.2, ezt
most hdrommal kell még megszoroznunk. Tehdt hirom elem-
nél a permutdciék szdma 1.2.8, azaz 8!, hdrom fakultdsa
szdmszerfien 6. Négy elem esetén a helyzet a kovetkezd :
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abced bacd cabd dabe
abde bade cuadb dach
acbd becad cbad dbac
acdb beda chbda dbeca
adbe bdac cdab decuab
adecb bdeca ¢cdba deba

Nem ismételjitk most mér az egész eljirdst. Rovilten :
a mindenkori elsé elemet addig tartottuk helyén, amig a
tobbi hdrom permutdlésival elkésziiltink. De mert négy
elemem van, vagyis négy foglalhatja el az elsd helyet, a hdrom
elem permutdcidinak a szdmdt néggyel meg kell szoroznom.
4- s(.lz‘er 1.2.8, vagyis 1.2.8.4 tehdt 4!, négy fakultésa, ez
pedi

Iggy tovébbhaladva 18tjuk, hogy kiilonb6zd indext ele-
mekbll alkotott permutdcidk szdmét megadja az elemek
szdma felkidltdjellel. Tehdt 10 elemnek 10!, 75 elemnek 751,
8124 elemnek 8124! permutdei6ja lehetséges és igy tovdbb
a végtelenségig.

Megeshetik, hogy nemesak kiilonboz6 elemek vagy indexek
szerepelnek, hanem néhany egyenld is van koztitk., Durvén :
két almdt, hdrom barackot és egy szem cseresznyédt cserél-
gessek, hogy e gyimoles6k Osszes lehetséges csoportositdsa
keletkozzék, de természetesen arra nem kell ugye]nem, hogy
mikor veszem az 1. széma és mikor a 2. szdmd barackot.
Ez azt jelenti, hogy a 2. szamu alma, 1. szdmi alma, 2. szémd
barack, cseresznye, 8. szdmu barack, 1. szama barack sorrend
és példdul 1. szdmt alma, 2. szdmd alma, 1. szdma barack,
cseresznye, 3, ezdma barack, 2. szdmi barack kézt semmi
killonbség sines. Hgyszerliség kedvéért jeloljik az almdkat
a betfivel, a barackokat b-vel, a cseresznyét c-vel, akkor
¢helyes sorrendben» az els6 permutdeid az

oabbbe ésazutolsd ¢bbbdaa.

Talsdgosan sok idét venne igénybe, hogy moédszeriinkkel
ilyen, dsmétléses permautdeionaks nevezett esetekre a permu-
tdeiok szdmét levezessitk. Kérem tehdt, higyjék el nekem
ugy is a képletet, ha csak egyszerfien felirom. Dsctiink-
ben igy hangzik: Az Osszes permutdeié szdma, tehdt 6!,
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elosztandd az ismétléds elemek fakultdsdnak szorzatdval.
6! tehat 21, 8! és 1! szorza,téval osztando Vagyis, ha ezt
tort alakjéban frjuk:

6! . 1.2.8.4.5.¢

—_ =0(0.
GTETIT —T. 05T 0850

Gyiimoleseinket tehédt hatvan kiillonbdzd esoportositdsban
helyezhetermn el. Klénkebb matematikai fantdzidji olvaséim
szdmdra megjegyzem, hogy ez utébbi képlet az 4ltaldnosabb.
Mert minden permutdciondl feltehetem a kérdést, hogy hény-
szor szerepelnek az egyes elemek. s mondjuk 6t kilonbszé
elem permutélésdndl bizvdst frhatom : a permutécitk szdma

1.2.8.4.5
L
Létjuk, az eredmény helyes. Els§ képletink ezek szerint az
sltaldnosabb, mdsodiknak csak kiilénleges (specidlis) esete :

Permutécidkra vonatkozo vizsgilataink befejezéseiil még
egy példs. Hény permutdcidje van az a b b b b ¢ elemek-
nek? Természetesen.

6!  1.2.8.4.5.6 30
11411 7 1x1.2.8.4x1 — 77

Jészemf olvagd bizonydra észreveszi, hogy ha a képlet-
ben eltekintek a felkidlt6jelektd]l, akkor a tortvonal alatt
és felett a szamok Osszege sziikségképpen azonos ; ez termé-
szetes is, hiszen elszér valamennyi elem szdmdanak fakultdsdt
irtam szdmldlénak, majd pedig az egyes alesoportok elem-
gzdménak fakultdsdt nevezének.~

Sok mindent lehetne még a permutdciékrl elmondani.
A probléméknak még egész sordt térgyalhatndk. De tekmtve,
hogy a permutdcié dltaldnos matematikai szempontbél éppen
olyan kevéssé tekinthet§ a kombindciés médok legfontosabb
fajtdjdnak, mint ahogy nem az a mi kiilonleges szempont-
jainkb6l sem, végezetiil még csak megdllapitjuk, hogy a
permutéciékban mindenkor valamennyi rendelkezésre &ll6
elem szerepel, ezeknek az elemeknek sorrendjét véltoztatjuk
és oz a sorrend mértékadé annak elbirdldsdndl, hogy két
permutéei6 azonos-e vagy sem. Ha a sorrendt6l eltekintenék

minthogy minden elem csak egyszer szerepel.
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68 csak az dsszetételt venném figyelembe, akkor egy csoporton
beliil csak egy eset volna lehetséges. A permutdlds tehdt
nem egyéb, mint elemek sorrendjének véltoztatdsa, elemek
cserélgetése.

HETEDIK FEJEZET

Szorosabb értelemben veit kombindeick

Rogton tapasztalni fogjuk, hogy az el6bbi megéllapita-
sunk nem volt hi¢baval6. A kombindeick mésodik fajtdjival
fagunk megismerkedni, megint nem elméleti aton, hanem
képszerfien. Térjink tehdt vissza tizennégytagh csalddunk
bardti kérébe. Amint belépiink, éppen ebéd utdn vennak és
— tnnepnap lévén — valami esendes szérakozast keresnek.
Amidén kértyszdst javasol valaki, esziikkbe jut a megbabo-
ndzott asztalmelletti lésrend és felvetddik az a kérdés is,
hogy ugyan mennyi ideig tartana, amig mindennapos tarokk-
partijuk minden valtozata kimeriilne. Persze nem a jatszmdk
kiilonféleségét tekintve, hanem az egy asztalndl @l jéatéko-
gok csoportosuldsdnak moédjét. Egy jdtékhoz négy személy
sziikséges. Ugyanaz a négy jatékos nem jdtszhat két napon
egyiitt. Hs mind a tizennégyen tudnak jtszani.

Most mér mindenki fél és nem mer jésolgatni. Hitha
megint évmillick kellenek? Bizonyos, hogy jobb, ha a kabba-
ldra, a kombinatorika algoritmusdra bizzuk magunkat,
mint ha vaktdban taldlgatunk. A matematikus fid rogtén
el is mondja, hogy ez esetben szlikebb értelemben vett kombi-
néeidkrél van sz6. Tizennégy személy a matematikdban tizen-
négy dolgot, elemet jelent. Az ebbfl alakitandé négyes cso-
portok neve quaterno, nevét mindenki ismeri a tomboldbél
vagy a lutrib6l. Itten a quaternokndl mér esak az Gsszetétel
a fontos, nem pedig a sorrend, vagy a csoporton beliili hely-
csere. Mert a parti ugyanaz marad, ha a résztvev8ket apa,
anya, Hva, Alfonz vagy apa, Alfonz, anya, Eva akdrpedig
apa, Kva, Alfonz, anya stb. gorrendben emlitem is. A szdmi-
t4s nagyon gyors, mert van egy igen egyszerli vardzsjel, az
tigynevezett «binomidlis egyiitthatés. Mellesleg megjegye ve:
nevének semmi kéze mostani példdnkhoz. frjuk egyszerfien
feliilre az elemek szdmét, a csoport nagysdgat alulra, tegyik
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két zdrdjel kozé, olvassuk fgy: «tizennégy a négy folotts, vagy
Mtizennégy alatta négyy és szédmitsuk ki a parancsot annak

rendje és moédja szerint. Az eredmény (%44) 141- 123.8124.11 ,

kiszdmitva 1001, fgy tehdt a tarokkpartik 1001 nap alats,-
nem is egész hérom év alatt véget érnek.

Mindenki nekibdtorodik most, mert elképzelhet§ szam
az eredmény és egyik liny Gjabb kérdést vet fel. dirdekes
véletlens — mondja — <hogy hat fit és hat lany van tizen-
ketténk kozott. Brdekelne, hogy hény kiilénbozS tdncospért
lehet bel6link alakitani. Ennek is kombindeiénak kell lennie.
Hiszen ismét tizenkét dologrél van sz6, abogy mdr ezt olyan
szépen mondani szokds. Ebbél kettes csoportok alakulnak.
Végiil is mindegy, hogy Eva tdncol Alfonzzal, vagy hogy
Alfonz téncol Evdvab. «Igazad van, Gréter — feleli a mate-
matikus. — «Kombindcitk, még pedig ambok kozill kivd-
lasztott esetek. Ambé a neve a kettes csoportolnak. Mint
a lutri ambéja, ami szintén nem egyéb, mint két szdmbol
alkotott esoport. Mellesleg feladatod, nem elegdnsan ugyan,
de kombinatorika nélkiil 18 elintézhetd. Mindegyik lény egy-
mésutdn hat fiival tdncol. Tehdt hatszor. Tehdt harminchat
kiilénboz8 par alakulhaty. Mire valé akkor a blivos képleted ?»
kérdi Eva. «Ebben az esetben egyszerfien szdmolhattunk,
De megmutathatom neked, hogy a megvetett vardzsképlet-
tel lesz csak igazdn 4ttekinthetd szdmitdsunk. Mert: tizen-

két elem ambéinak a széma ’122 . Do koutitk két-két fivérbél

és két-két ndvérbél alakult csoportok is vannak. Tehdt olya-
nok, amelyeket nem akarunk tekintetbe venni. Tovdbbi fel-
tételink ugyanis, hogy az igazitdncospirok szdmdt keres-
sk, Az egynemf pdrok szdmét tehdt le kell vonnunk. Az
egynemi parok ismét kombindcits esetek. Most azonban az
elemek széma 6 a fitkn4l és ugyancsak 6 a ldnyokndl. Tehdt
mind a fitkbdl, mind a lényokbél alakuls, egynemt, ambdk

szdma, g) Eazel készen is van a szémitdsunk. Egyiitt felirva:

12\ (6} _(6\_(12) ., (6)_12.11 6.5 B
()= (o) o)=(5) =) ="rz~— > rg-o0-s0-30

tehdt pontosan a vért eredményt kapjuk.
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De még miel6tt & Leonhard Euler és kovet6i 4ltal a mate-
matikdba bevezetett frdsmédot, a (1:‘), (122) sth. ¢parancsoty
kizelebbrdl szemiigyre vennk, vegyiik el§, miként a permu-
téeibkndl tettitk, «dndexeinket» és nézzitk meg kombind-
cidinkat helyes sorrendben felfrva. Telhetetlenek vagyunk és
azt 4llitjuk, hogy egyes csoportok, wniks is léteznek. Ezek
maguk az elemek. a'd ¢ d e f elemekb6] tehdt hat unids képez-
het6. Ezzel ennek a kombindeids lehetéségnek vége is van.
Ketts csoportok neve amb6, hdrmas csoport tern6, négyes
csoport quaternd, ot6s csoport quinternd, hatos csoport
sexternd, hetes ecsoport septernd, nyoleas octernd, ennél
nagyobb csoportok neve mdr nemigen haszndlatos. Egysze-
riibb is mondjuk kilences, huszas vagy akdr hdromszdz-
tizenotos csoportr6l beszélni.

Alakitsunk tehdt az 1, 2, 8, 4, 5, 6 elemekbdl ellszor
terndkat (hdrmas esoportokat).

128 185 284 256
124 186 285 845
125 145 286 846
126 146 245 856
1384 156 246 456

Arrdl vesszitk észre, hogy készen vagyunk, hogy az utolsé
csoportban a rendelkezésre 416 elemek kozill a legutolsok
szerepelnek, helyes sorrendben, mégpedig annyi, amennyi a
csoportot alkotd elemek szdma. Hsetiinkben tehdt a harom
legutolsé elem : 4, 5 és 6. Ha kilene elembdl, 1, 2, 8, 4, 5,
6,7, 8, 9, alakitandnk ambokat, akkor az elg8 12, az utolsé
89 lenne. Létjuk, hogy kombindcitkndl «magasabby elem
sohasem 4llhat «alacsonyabby elGtt. 42 mint kombindeids
ambé nem lehetséges. Mivelhogy a 24 esoport elézbleg mar
feltétleniil szerepelt! és semmilyen osszetétel sem fordulhat
elé ismételten.

1 Mindez természetesen esak akkor érvényes, ha az ambok felirdséndl
rendszeresen jarunk el. Rendszertelen felirasnal, ambdk esetén csak arra
kell figyelniink, hogy pl. 42 még 24 alakjiban se ismétlédjék.
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Gyakorlasul irjuk még fel aza,b, ¢, d, ¢, f,g elermek négyes
esoportjait.
abed acde adef aefg bede bdef befg cdef cefg defg

abce acdf adeg bedf  bdeg cdeg
abef acdg adfg bedg  bdfg cdfg
abeg  acef beef

" abde acey beeg

abdf acfg befy

abdy

abef

abeg

abfg :

Koénnyen megfigyelhet§, hogy miképpen kell eljdrni.
Felirjuk az els6 négy elemet, az elsb quaternét s a mindenkori
utols6 elemet, amig csak lehetséges, a kovetkez§ magasabbal
p6toljuk. Ha mér nem lehet, az utolsé elttit noveljik és
gy tovibb.

A lehetséges kombindciok szémét a kovetkezd meggon-
dolés adja. Legyen 6 elemiink és képezziink belblik kettes
esoportokat. A hat elem mindegyikét a fennmarads (6 — 1)
elemmel, tehit 5 elemmel kell kapesolnom. Ezek szerint
6.56=380 ambém volna. Ez mér sok. Eljdrdsunkkal ugyanis
minden csoportot kétszer kapunk meg, egyszer by, mésod-
szor pedig «a» alakban, minthogy minden elemet kapesolok
a tobbivel. A kembindeidk szdma helyesen tehdt feleannyi,

6.(6—1) (6) . . 6.5
—3g— vagy lg); mint hogy e «parancsy jelentése T

Ha ternékat akarok, akkor minden meglevé ambémhoz a
benne még nem szerepll (6 — 2) elem egyikét kell hozzd-
6.(6—1) (6—2)

1.3 73
az itt is fellép8 akaratlan ismétlédéseket hdrommal vals
osztdssal kell megsziintetni.

Ily médon mehetiink tovdbb is. De minthogy & szdmitdsi
m6d mdr vildgosan 811 el6ttiink, frjuk fel azonnal a 10, elem-
b8l képezhetd quinternék szédmdt. A quinternék szdma

10.(10—1).(10—2). (10—8).(10—4) (10 — 259
1.9.8.4.5 = 5)“ o

Colerus 1X 1. 4

fdzndm. A tern6k szdma tehdt , minthogy
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De nézzik meg most mér kozelebbrdl ezt a vardzskulesot,
i4) 10\ .. .
legyen az |~ ) vegy | Bizonyos csupdn az, hogy ez is

eporanesy. Viszont ennek a kombindeiés operdtornak, bino-
midlis egylitthaténak igen kiilénds tulajdonsdgai vannak.
Ennek a parancsnak ugyanis tobbféleképpen lehet engedel-
meskedni. Elsdsorban a mdr ismert médon. Mindenek olGtt
meg kell jegyezniink, hogy a fels§ szdm esak nagyobb lehet,
mint az alsd, vagy legalabbis ugyanakkora. Ezt a feltételt
szem el8tt tartva igy szol a parancs: «Véltoztasd a vardzs-
jelet kozonséges torttd, alulra ird az alsd szdm fakultdsdt,
felitlre irj a felsd szdmmal kezd8d8 és mindig eggyel-eggyel
csbkkend annyi tényez8t, ahdnyat az alsé szdm mondy.
Kissé bonyolultnak létszik. frjunk fel tehét gyorsan még
hérom példat.

(17) 17.16.15.14.18.12

— T 1.2.84356

(8)_ 8.7.6.5.4.8.2 (19)~ 19.18
7/ 1.2.8.4.5.6.7 *\2/ 1.2

Réviden : alul egynél kezdem és az alsé szdmig megyek.
Foslil ugyanannyi tényezbt irok fel a felsd szdmt6l vissza.

Ugyanezt az eredményt kapom mdsképpen is. (1g )igy
e 171
is frhaté WG)—!
1,2.8.4.5.6.7.8.9.10.11.12.18.14.15.16.17
1.2.8.4.5.6x1.2.8.4.5.6.7.8.9.10.11

Ha osak egészen keveset is tud valaki szdmolni, 14tje,
hogy 11! tényezdvel réviditeni lehet és azutdn csak az ma-
rad meg, amit az els§ médon felirtunk. Csak a felsd tényezd
ket (12-t81 17-ig) most novekvl sorrendben frtuk.

Kideriil azonban még egy dolog, amit dttekinthetd pél

8!
81(8—38)!

égrajtam

Ez a kovetkezdt jelentens :

déval vildgitunk meg. (S) a mésodik médon felirva

1.2.3.4.5.6.7.8
1.2.8x1.2.8.4.5

, vagypedig kifrva

; 8!
vagy. 18 *i_}—!g!"
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wilik, hogy az 1.2.8, vagypedig az 1.2.8.4.5 tényez()kke]
roviditek-e. Mellékesen megjegyezve, nem csak a 3! és 5!
tesz roviditést lehet6vé, 86t az e két rovidités barmelyike
utdn még mds szémokkal is lehetséges, de tegyiik fel, hogy
csak 3! és 5! egyikével szabad réviditenem. Ha az 5!-t vé-

lasztom, az eredmeny (15 ;g, a szdmok gorrendjét fent meg-

7”7

forditva . vagyis nem egyéb, mint a <g) -nek elsé irds-

7.6
1.2.8
moédja, amint mér az els§ példdndl megdllapitottuk. Ha
azonban a 8! tényezlvel roviditek, meglepetéssel ldtom,

hogy mdst kaptam. Mégpedig

4.5.6.7.8 . 8.7.6.5.4
1.2.3.45 " 8*® 13345

Mit jelent ez? Itt valami nines rendben. Hisz ez (g\) Y
elsf frasmod szerint kiszdmitva. Nem lehet sokat ckoskodni.
(g) tehdt ugyanannyi, mint (g) ? Lehetséges ilyesmi? Végre
is, kiszdmithatjuk és igazolhatjuk.

8 8.7.6 8.7.6.5.4
(3)“1.2.3“5“() 1.2.3.45= 0

Tehdt nem csalédtunk. Kombinatorikai értelme ennek
az, hogy 8 elembfl ugyanannyi terné, mint quinterné képez-
8

hetd. Ugyanannyi ambé mint sexternd. Mert 2) feltétlentl
egyenld (2)-1:31 mert a mdsodik értelmezési mod szerint

(8)__ 8 _ 8l -(8)~ 8 s
2) = gTE—2h ~al6! > 16/ T §iE—6)1 6la!

tehdt az eredmény mindkéi esethen ugyanasz.
Ha most ilyen operdtorok teljes sorozatdt felfrjuk, pél-

ddul ezeke (;}) (;) (g) (Z) ( Z) ( g) (g) (g) akkor mér eleve
tudjuk, hogy az els6 az utolgéval, » mésodik az utolséelbtti-

4*
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vel, a harmadik az azel8ttivel, a negyedik pedig a mégazelSt-
tivel azonos szdmértéket jelent.
Mert mindig érvényes a kovetkezd Osszefiiggés :

Elemek szdma) Elemek széma
( alatta ) = ( » alatta )
.osoportlétszim elemek széma kivonva belble a esoportlétszdm,

Tenti sorozatot kiszdmitva az eredmény: 9 egyes, 86
kettes, 84 hdrmas, 126 négyes, 126 6t6s, 84 hatos, 36 hetes
és 9 nyoleas esoport. Amint mér elére wegmondottuk.

Bz a killonos szimmetria, ez a szabdlyszeriiség majd még
foglalkoztat benniinket az fgynevezett «binomidlis tétels
tdrgyaldsdndl, mert kéttagh osszegek hatvinyozdsdra szol-
galé, vardzserejlt algorvitmusra fog megtanitani.

Most mér a sziikebb értelemben vett kombind'dst is meg-
tanultuk. Még esak azt tesszitk hozzd, hogy ama szémo,
amely megmutatja, hogy ambdkat, terndkat stb. kell-e

alkotnunk, a kombindcié osztdlydnak nevezziik. g tehdtb

ezt jelenti: «Jzdmitsd ki egyik moédszerrel e vardzskules
értékét 6s megkapod az 6t elembdl képezhetd harmadosztalyt
kombindeick szdmdty. Egyattal megkapjuk az 6t elembdl
képezhetd mdsodosztdlyd kombindecidk szdmét is, minthogy

(g) ugyanannyl mint ( 5_5_3), tehdt (g)-tel is azonos.

Miként a permutdcidkndl, agy itt is fenndll az Ggynevezett
«smétlésely lehetdsége. De kombindcioknd! ez mir valami
mdst jelent. Helyesebben azt mondhatjuk, hogy permuta-
cidkndl esak egyforma indexdi, egyforma nev(l dolgok tobb-
szori el@forduldsdrd]l van sz6 (t6bb alma, korte, ¢ vagy b
betd, tobb 1 vagy 8). Ismétléses kombindeiokndl viszont
engedélyt kapok arra, hogy bédrmelyik =1 met annyiszor
hagzndlhassam, ahdnyszor csak akarom. Jo: m van tehét
5 elembll, a b ¢ d e, ilyen ternékat is képezni:

aoa, abb, bbe, dee, ddd
é3 gy tovabb.
Az ilyen kombindecids lehet8ségok szdmdt mepgadd képlet
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levezotése nehéz és bonyolult. foy esupén az eredményt
emlitjitk. A képlet a kivetkezs :

Flemek széma plusz osztdlyszém minusz egy
( alatta )
osgtilyszam.

Ha teh4t 8 elembdl kellense korldtlan ismétlést megengedve
negyedosztilyd kombindei6kat alkotnunk, akkor ezek szédma
(8+4——1) _11.10.9.8

4 1.2.3.4
t6bb, mint a nyole elembd! ismétlés nélkiil képezhetl kombi-

nécioké, amelyekbdl esak (Z) = ;‘—g—g—i = 70 létezik.

A szfikebb értelemben vett kombindeidkra vonatkozd
tanulmdnyaink befejezéséiil adjunk ki, mint mdr annyiszor
megtettitk, egy értelmetlen parancsot a «wendszer fenntar-
tdgsa és kibbvitéser érdekében. Nekiink, matematikai ujon-
coknak fegyelmiink érdekében hozzd kell szoknunk ilyen
parancsokhoz. Katonasdgndl, tudjuk, nines dehetetlen» és
a parancs, parancs. Azt akarjuk megtudni, hogy milyen
értéket tulajdonitsunk valamely szédmnak a nulla «f616tb».
Természetesen nem csak tgy egyszerllen «dlotty. A «f6l6tty
szénak kombindeids értelmét tekintjik. Vagyis mennyi lehet,

= 880, ez természetesen lényegesen

mondjuk (g) fgy roviden csak bolondoknak, vagy spiri-

tisgtdknak vald ez a kérdés. A kivdnsdg nem mds, mint hogy
(az ols8 frdsm6d szerint) szorozzak Ossze feliil kilenceel kezdve
nulla darab, egymés utdn kovetkezs, eggyel-eggyel kiseb-
bed6 tényezdt. Pihenésként pedig frjam aldja a O! értékét.
Tehdt szdmokat, egyt6l kezdve, mindaddig, amig végil a
nulléhoz nem jutottam. Fz utébbi legjobban ama kovete-
léshez hasonlit, hogy addig mdsszak a hegyen felfelé, amig
csak az alant elteriil§ vélgybe nem jutottam. Az 6rdogob
megint Belzebubbal fizziik el. Bllen-kabbaldt alkalmazunk.
Van még egy bolondoknak vals feladat, de ez mér drtalmat-
lanabb. Még pedig valamely szdm Gnmaga f6lott. Esettink-

ben tehdt (3).Ezlegalébb kiszémﬁthaté,igyg:g:;:zzi:lé:g:g:;

és eredménye természetesen 1. Szdmitds nélkil is természe-
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Les, hogy az Osszes elembdl esak egy kombindeié képezhets,
vagyis, ha az osztdly szdma az elemek szdméval egyenld. Most
«enntartom a rendszerts. Mér el6bb l&ttuk, hogy ha az egy
63 ugyanazon elemszdmra vonatkozé binomidlis egyiitthato-
kat (kombindeiés parancsokat) az egyesével novekvs oszbdly-
szdmok szerint folytatélagosan rendezve sorban felirom,
akkor a végekt6l egyenl tdvol levd két-két binomidlis egyiibt-
haté értéke ugyanaz. Mivelpedig e «parancsoks dltaldnos

tulajdonsdgai kovetkeztében 9) és 3) egyméssal egyenlSk
voltak, mdr csak azt kell vizsgélnunk, hogy hol van 0 és

)helye Bizonyos, hogy sorunkban (51)) eldtt, illetve (g)
utén van a helyilk. Még pedig kézvetlenil mellettiik. De mi-
vel mir tudjuk, hogy (g) egyenl$ 1, akkor (8) értéke, a sor
mésik végének megfelel§ helyén sem lehet més. Ezekszerint
3) értékre eggyel egyenld. Algoritmusunk tehét olyan sza-

kadékok f8l6tt s 4tvitt, amelyeknek mélyébe emberi szem
mér nem hatol be. Az egyik oldalon el nem képzelhet§ dol-
gok reménytelen bozétjaba léptink s a mésik oldalon hir-
telen egyszeri, vildgos, kerek, konnyen felfoghat6 eredményre
bukkantunk. Mindezt esak azért jegyeztitk meg, mert jel-
lemz6 vondsa minden mfkodésre képes algoritmus lényegé-
nek. Ha o fogalmat egyszer igazédn, teljesen megértjik, akkor
— ismétlem — az egbsz végtelenanalizist, a rettegett diffe-
rencigl- 8s integrélszamitdst gyerekjdtéknak, mégpedig rend-
kivill tarka, hallatlanul mulatsdgos gyerekjdtéknak fogjuk
taldlni.

De mds oldalrd]l is ki kell prébdlnunk, hogy a (g) =1
egyenl8séggel kapesolatos er8szakoskodédsunk nem veti-e szét

egész rendszeriinket. Erre parancsunk mdsik tulajdonsdgét

fogjuk felhagzndlni, mégpedig azt, hogy (3) és (930) i8

gpziikeégképpen azonos, aminthogy példéul (i) és (934),
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azaz (g) is mindenkor egyenld. (g) és (9 9 q) egyenl8ségit

mér az elsd rijuk vetett pillantds is eldrulja.

Végezetiil megemlitjiik réviden azt is, hogy az egyugyan-
azon elemszémra vonatkozé binomidlis egyiitthatok teljes
gordnak van még egy killénleges tulajdonsiga. Osszege
ugyanis mindenkor kettd, felemelve az elomek szdméval
megadott hatvinyra, esetiinkben tehdt 2°, azaz 512. Ha az
elemek sorozatdt Osszegezésre csakugyan egyméds mellé
irjuk, akkor az eredmény :

1+9-4-86+484--126-4-126-84-136-}-9-1=512.

Léthatjuk, a (g) éga (g) srdrnytisztekként mdr kozre-

miikddnek. Mivel pedig — ismét egy megjegyzés — az osz-
talyszdm 0-t61 terjed az elemek szdmdig, paratlan elemszdm
esetén a sor tagjainak a szdma pdros és viszont. Tiz oswtd-
lyank volt 6sszesen, mégpedig a 0., 1., 2., 8., 4., 5., 6., 7.,
8., 9. osztdly. A parancsok szdma ezekszerint szintén tiz,
ugyanigy a sor tagjainak a szdma. Ha az elemek szdma 4,
akkor a sornak (g) (%) (g) (g) (i) ot tagja van, kigzamitva
1, 4, 6, 4, 1. Osszege megint a 2 megfelel§ hatvinya, még-
pedig 91— 16 Tovdbbd a sor végétdl egyforms tdvol levd-

egyiitthatok ismét egyenl6k. Csak a 6 a kdzépen, a ( ) jat-

szik mintegy kettls szerepet ; kétszer szdmité tagnak felel
meg. De ez mér a pdros szém természetébdl kovetkezik.
Abban a sorban, amelyben 10 szerepel a 0—10 ogztlyszdmok

folott, egyszer feltétlentl eldfordul a «10 a 1§~folott» vagyis

(10) tag. Ez viszont a (10 10 5) taggal egyenlS, ami ismét

150 . Ha az elemek szdma pératlan, akkor ilyen Janus-fejil

tag nem létezhet, mert példdul (151) annyi ugyan ming

11 1i 11 11 11 T
(11__5 :(6 ,de 6)= 11—t :(5 mér ismét vigsza-
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lendiil & mésik irdnyba. 11 a %- t6lotty egyszertien nem léte-
zik, mert %—_-5—19: nem egészszdm, ezért mint kombindei6s

osztélyszém nem johet tekintetbe.

NYOLCADIK FEJEZET
Variiaciok

A kombinatorikdt kombindlgaté kutatésaink sorin el8-
szir azt az esetet vizsgdltuk meg, melynél mindenkor fel
kellett haszndlnunk valamennyi elemet. Cserélgettiink, 4t-
rendeztiik Gket, sorrendjiiket vdltoztattuk. Fazt neveztiik
permutdciénak. Idetartoz6 aleset volt, hogy birmely elem
smételten, t6bbszér is eléfordulhat. Nem t6bbszor természe-
tesdh, mint az elemek teljes széma. Mdsodik lehet8ségnek a
szlikebb értelemben vett kombindeiét tekintettiik, ennél az
elemek egy részét lgynevezett kombindciés csoportokban,
osztdlyokban haszndlhattuk fel, tovdbbd megéllapodtunk
ezeknél, hogy egyik csoportot csak akkor tekintjitk egy md-
siktol kﬁlénb()'z(inek, ha az elomeknek mds keverékét tartal-
mazza, ha mésképpen van Osszedllitva. Itt is foglalkoztunk
az elemek ismétlédésének esetével is, még pedig a korldtlan
ismétlések esetével, ami azt a lehetdséget jelenti, hogy, ha
rékeriil a sor, ugyanabbél az egy elembél is Gsszedllithatunk
csoportot. A «kombinatorikét kombindlvas, mert hiszen ez
tulajdonképpen sztikebb értelemben vett kombindeid, mdr
csak egy esetiink van hdtra, az, hogy az elemeket csak rész-
ben, csoportokra, osztdlyokra bontva haszndljuk fel, de a
csoportoknak osztédlyon belili megkilonboztetésére nem-
csak a cgoport keverésmédja, Osszetétele szolgdl, hanem az
elemek esoporton beliili sorrendje is figyelembe vehetd. Ha
az a b ¢ d ¢ f elemoek dllnak rendelkezésiinkre, akkor ab és de
mér nem egyetlenek a maguk nemében, mert a ba és ed
ambok is figyelembe vehetSk. Permutdlt kombindeiékrél van
tehdt sz6, vagyis, amint a kombinatorika e fajt4jét nevesik,
varlaclékrél a kombindlé mesterség legdltalénosabb alakjérol.

Tegyiik fel hogy szédmoldshoz példaként mdr sokszor eld-
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réngatott familia elhatdrozza, hogy 6t gyermekét minden
héten elkiildi a szinhdzban bérelt pdholyba. T feladat, én-
magdban véve, csak sztikebb értelemben vett kombindei6t
jelentene, akdresak a tarokkparti. Ot6dosztélyd kombinéeidt,
tizenkét elembdl. De a gyerekek 4llitdsa szerint a pdholy
minden helyérél mds-mds képet mutat a szinpad. Es csak
aklkor jérnak el igazsdgosan, ha minden gyermek ugyanazon
csoporton beliil is minden helyen ilt mér. Tehdt tarokkpdrti,
@ilésrenddel egybekotve, ha mér ismert képekben akarunk
beszélni. . ‘

Azt hiszem, mdr eléggb jaratosak vagyunk a matemati-
kdban ahhoz, hogy hamarosan végezhessiink a varideiékkal.
A varideids parancsot két részre oszthatjuk : elfszor kombi-
nélunk, azutdn az egyes kombindcibkon beliil permutdlunk!
A matematika nyelvén azonban ez nem jelent mést, mint a
kombindeiés és permutédeiés parancsot szorzdgsal egymdshoz

kapesolni. Példénkon ez a (152) és 5! szorzatdt jelenti, vagyis

ozt 13'11 31(31 95'8 X 1.2.8.4.5, vagy pedig, minthogy a ne-

vez8 68 a permutdeié Ot-fakultdsa rovidil, egyszerfien ezt :
12.11.10.9.8=95.040. J6é testvéreinknek tahdt 260/, évre
volna sziikségiik, hogy a szinhdzzal kapesolatos terveiket
keresztitlvibessék. Kevesebbre, mint az asztalndl, de azért
ez az id6 még tiirelmes emberek szdmdra is kigsé tdlzottnak
14tszik. b

A varidcidkat koézvetlenill is elérhettitk volna, ha dgy
jarunk el, ahogyan a szorosabb értelemben vett kombindeiok
elsd levezetésénél tettiik. Ottan a szdndékunk ellenére kelet-
kezett varideidkat az osztélyszdm fakultdsédval tortént osz-
tds tuntette el. Mdr elmondottakat réviden ismételve kivet-
kez8képpen szdmolhatunk. Tizenkét elemiink van. Tekintsiik
el8szér az unibkat, az egy elembdl 4116 csoportokat. Szdmuk
természetesen tizenkettd. Hogy ambokat (kettescsoportokat)
alakitsak bel6liikk, minden uniét valamennyi t6bbi 12—1=11
misik elemmel 6ssze kell kapesolnom. Tizenkét elemndl
tehdt az ambok szdma 182. Terndkhoz a fennmaradt 12—2=10
olem kéziil kell egyet-egyet minden egyes ambohoz kapesolni.
S8zdmuk tehdt 12.11,10=1820 stb. Az elemek szdmdval
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kezdve tehdt addig kell mindig eggyel esskkend tényezdket
Ssszeszoroznom, mig a tényezlk szdma annyi, mint az osz-
tdly szdma. Nem szokdsos, de megillapithatnink az canti-
fakultdsy! szdmdra is valamilyen jelolést, mondjuk ezt
12+, jelentése persze 12.11.10.9.8 volna. Ezen jitds dltal .
a varidciénak iz megvolna a maga «parancsan, tehdt mdr
kiilalakjérol is felismerhetGvé vélnék. A kombindci6s parancs

)
is példdul (13L ), vagy 4j alakjdban frva 12{;3 azonnal el-

drulnd a permutdeiétdl mentesitett varideids jellegét.
Mindez esak mellékes. Mdr csak azzal az egy lehetlséggel
tartozunk, hogy az egyes elemek korldtlanul ismétlédhetnek
az egyes csoportokban. Itt dlljunk meg egy pillanatra. Mert
egbszen vératlanul, j6formdn észre sem vettiik, tanulményaink
egyik fontos mérfoldkovéhez jutottunk. Magasabb cstcsra,
mint amilyen a szdmok hegyéé volt, igy tehdt hatalmas Gssze-
fiiggésekre nyilik kildtdsunk. Mit is jelent ennyi és ennyi
elembdl korldtlan ismétléssel alkotott varidei6? Kgyelbre
még nem jelent egyebet, mint hogy mésod-, harmad-, negyed-
és igy tovdbb, osztdlyt csoportokat kell alakitanunk ; eze-
ket a esoportokat nem csak permutdlhatjuk, hanem képzé-
sitknél az elemeket ismételve is felhagzndlhatjuk. Az 1, 2,
8, 4, 5, 6 elemeket ismétléssel varidlva tehdt ilyen esoporto-
kat kapunk : 111, 198, 821, 211, 885, 616, 422 stb. Ha ala-
posabban rédjuk néziink, azonnal megborzongunk. Hisz ez
egészen olyan, mintha valamennyi szdmot fel akarndk frni!
De ez nemesak ldtszat. A szdmok képzésének éppen az az
alaptérvénye. A nulldt is hozzdvéve az elemek szdmdt tizre
egészitjiik ki, s parancsot adunk ismétléses varideidk képzésére:
Szemiink elé tdrul az egész tizes rendszer. Egyetlen korldto-
z4ssal esupdn : nulldval nem kezdGdhetik semmilyen esoport.
De errdl kés6bb. Most tehdt csak annyit mondunk, hogy az
egy elembdl &ll6 csoportok az egyjegyfi, a kettes esoportok
a kétjegyli, a hdrmasok a hdromjegyti szdmok és igy tovabb.
De mivel még nem tudjuk, hogy miként kell egy bizonyos
osztalyt isméiléses varideidk szdm4t meghatdrozni, néhdny

1 Az cantifakoltdsy, dpplgy minv a fakuoltds, kiilonleges esete az 4lta.
{4nosabb «faktoridliss parancsnak.
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pillanatig még tlrtbztetniink kell magunkas. Hagyjuk a
tizesrendszert és vizsgdljuk higgadtan, hogy hény varideids
alkothatunk az a, b, ¢, d, ¢ elemekbll, teh4t 6t elembbl
Ismét az egyes csoportokbd! indulok ki. Mivel itt korldtozds,
nélkiil ismételhetek, nem haszndlom az <anti-fakultdstn-
hanem kettes csoport képzése céljadbol minden egyes esoport:
hoz valamennyi elemet egymds utdn hozzaflzém. Tehdt :
aas, ab, ao, ad, ae, ba, bb, be, bd, be, ca, ¢b, co, cd, ce, da, db,
de, dd, de, ea, eb, ec, ed, ee. 5 X 5=25 kettes csoportot kaptam.
A hérmas csoportokat a kettesekbd! ismét sorban valamennyi
elom hozzdflizésével kapom, tehdt szdmuk 5x5x5=125.
A négyes-csoportok szdma 5X5X5X5=625 sth. Itt tehat
nem alkalmazok sem fakultdst, sem binomidlis egyiitthatos,
sempedig «anti-fakultdsty, egyszerli hatvanyozds i megfelel.
Az alap (Igy nevezik a hatvinyozandé szdmot) az elemek
gzdma, a kitevd az osztdlyszdm. Esetiinkben, amikoris 66
elembd] képeztiink ismétléses varideidt,

az elsGosztdlyt varideidk szdma = fl=h

a mésodosztdlyt varideidk szdma = 52=25

a harmadosztalyd varidcick szdma = 5=125

a negyedosztdlyn varideidk szdma =s52=625
és igy tovabb.

Most tériink vissza szdmrendszertinkhoz. Allitjuk, hogy
ogyik helyértékrendszer sem egyéb, mint helyes sorrendbe
szedett ismétléses varidei6srendszer, mellékfeltételként, meg-
jegyezve, mint mér tudjuk, hogy a nulla soha sem dllhat
szdmesoport élén.

Tpitsiik fel tehdt el6szor a tizesrendszert varideiés eso-
portokbdl. Kozbevetve, varidci6 szén az itt kovetkezd feoj-
tegetések sordn nem varidei6t dltaldban, hanem mindenkor
ismétléses varideiét fogunk érteni. Most, hogy ebben megilla-
podtunk, fogjunk munkéhoz, de ne feledjik, hogy eme meg-
allapoddsunk csak a szémrendszerek tdrgyaldsdnak idejére
érvényes,

Kétségtelen, hogy a tiz egyjegyll szdmot rendszeriink
uni6i adjék. Az unidk szdma, képlet szerint 10, tehdt valoban
tiz. Az elemek szdma a tizes rendszerben 10, az unidk esetén
az osztdlyszdm 1. Ambokndl mér vigydznunk kell. A képlet
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gzerint a t{z szdmjegytinkbdl 10% azaz 100 ambé képezhets.
Mindenki tudja azonban, hogy minddssze 90 kétjegyt szdm
lstezik, a 10—99 terjedd szdmok. Ezek szerint tizes rend-
szertink nem volna teljes varideids rendszer? Léteznek taldn
olyan szdmok, amelyek elkeriilték figyelmiinket? Kellemeot-
len gondolat. Feleletiink : igenis ilyen szdmok Iéteanek. De
kideriil, hogy teljesen értalmatlanok. A tiz, nulldval kezdddé
amb6t hagytuk ki. Tehdt a 00-t61 a 09-ig terjedGket, amelyek
nagységra az egyjegyl szdmokkal egyeznek meg és csupdn
kombinatorikai jelentésiik van; tekintve, hogy a kombina-
torikdban a szdmokat csupdn elemeknek tekintjiik, nagysd-
gukkal pedig nem t6rddiink. A kombinatorikédban a szdmjegy,
ismételjiik, mindenkor értékfoga om-mentes mutat6, index,
megkiilonbbztetést szolgdlé szdm. De menjiink tovdbb!
108, azaz 1000 tern6nknak kellene lenni. Valésdgban ismét
kevesebb hdromjegyfi szdm létezik. Mégpedig 900, a 100-16]
999-ig terjedd szdmok. Es ismét kideriil, hogy azonnal meg-
o0ldddik a rejtély, ha a nullékbol 4116, vagy nulldkkal kezd8dd
esoportokat levonjuk, vagyis a 000-t61 099-ig terjed§ csopor-
tokat. Kozttik 008 és 054 alakt szdmok szerepelnek, vagyis
az Osszes egy- és kétjegyd szdm. Ha 10°-bél az egy- és két-
jegytl szdmok szémét levonjuk, tehdt 1000-b6l 10-et és 90-et,
az eredmény 900, amint kivdntuk. Ugyanigy mehetiink
tovdbb. 10* annyi mint 10,000. De csak 9000 négyjegyl
szém 16tezik. Tsmét a 0000-661 0999-i -ig terjedd negyescsopor
tokat kell levonnunk. Tehdt valamennyi egy-, két- és hdrom-
jegyl szdmot. Valoban 10.000-bél 10, 90 és 900 a négyjegyt
szdmok szdma, vagyis 9000.
Némi meggondolé,ssal tovébb egyszeriisithetjitk képle-
tiinket. Ha a fenti osszedllitds alapjan megfontoljuk, hogy 8
kétjegyl szdmok szdma koévetkezbképpen adédott :

10%—10'=100—10=90, a héromjegytieké igy :
10°—(10%—10Y)—10'=10°—10*410"—10'=10°—102=900,

a négyjegytieké gy :
—[10%—(102—10Y—10']—(10>—10%)—10'=
=10A~[10%—1024-10'—10" | —10>+10*—10 ==
=104—[103—10*}—1(P=10*—103+10>—10%=
=10t—108==9000,
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az 6tjegy1’ieké pedig igy:

— {10°—[10°—(10°—10%)—10"]—( (102—10Y)—101} —[10°—
——(102——101)—101]—(10 —10Y—10'=105— {10*—[10%—10°}
-+ 1010t ]—1024-10*—10*}—[103—10%4-10*—10* ]—102-
+10—10t=10°— {10 103—{—102 102} —1034+102—-102=10%—
—10*4-10°—10%410>—103+10°—10%2=105—10%=100.000—
—10.000=90.000

és lgy tovdbb, akkor latjuk, hogy adott jegyszédmu szamok
szdmét olymédon kapjuk meg, hogy a megfelel§ varideiok
szdmdt mutatd hatvanybél levonjuk az eggyel alacsonyabb
hatvinyt. Tehds a tizesrendszer, mondjul, hétjegytl szd-
rmainak széma 107—108=10,000.000—1,000.000=9.000.000,
vagyis helyes sorrendben felirt varideibrendszerben  az
1,000.000-t6! 9,999.999-ig terjed8 ecsoportok. Hgyszeriibb
iton gy jutottunk vo'na ehhez az eredményhez, ha vala-
mennyi 1000-nél kisebb szdmot mér eleve terndknak tekin-
tettiik volna, és azt a kérdést tettiik volna fel, hogy melyik
ternoval kezdfdnek azok a esoportok, amelyeknek slején
az. 1 dll. Ez nyilvanvaléan a 100, mert helyes sorrendben ez
a legalacsonyabb 1-gyel k07d6do esoport. Mivel pedig to-
v4bbé azokra a terndkra nincsen szilkségem, amelyek egy
vagy t0bb nulldval kezd8dnek, tehét a 10°-bdl le kell vonnom
a 000-t6]1 099-ig terjeds terndk szdmés, 10% azaz 100 ternds.
Szémoknak tekintve ezek az egy- és ké‘ujegyﬁ szdmok, bele-
értve a nulldt. De még egy harmadik médon is szdmolhatunk.
Mell6zziik teljesen a kombinatorikédt és induljunk ki a szdm-
rendszerb6l. Allithatom: 103=1000, az els6 négyjegyf
szdma rendszeriinknek, mert a megellz8 szdm 999. Szeramel
lathaté, hogy a legmagasabb kétjegyl szdm 99, mert a 100,
az elsé hdromjegytl szdm kovetkerik utdna. Tehdt a hdrom-
jegyfl szdmok szdma 999-—893=900.

Most mér ellenfelem sem 4llja meg sz6 nélkil, minek-
utdna mdr egész id6 alatt gyanakodva szemlélte a dologt
«Az imént akartam éppen a figyelmet erre a szédmitdsi moédra
felhivniy, mondja ganyosan. «Hegyeket mozgatsz meg varia-
cididdal és csak kis egér sziiletik végil. Rossz lelkiismereted-
6} tizve végtil is esak bevallottad, hogy az egész dolgot kony-
nvebben lehet kombinatorika nélkiil megoldani. Megmarad-



62

14! tehdt hirhedt alape'vednél : miért egyszorfien, ha bonyo-
lultan is lehetP»

Nem, kedves ellenfelem, nem ilyen egyszerfi a dolog.
A keriil§ tton a dolgok egész sordt Shajtottam elintézni.
A tuddsnak szerpentin-Gtjdn haladtunk. Nem kevesebbet
tettiink, mint igazoltuk szdmrendszeriinmket a kombinato-
rika segitségével és a kombinatorikdt szdmrendszeriinkkel.
9 kézben tizesrendszeriink korldtlan ismétlést, teljes varideis-
rendszernek bizonyult. A tizesrendszer algoritmusa és a
kombinatorikdé Ggy kapesolédik egymdshoz, mint két, pon-
tos fogaskerék, mindennemfi ¢holt jardsy nélkill, Az «Istent6l
teremtett egészezdmoky kozt fenndlld kapesolatok mind vild-
gosabbak lesznek, Mdr értjiik a killonbséget a szdmok nagy-
gdgjellege és sorszdm index-jellege kozt. Haladjunk tehdt
ismét egy lépéssel, egy nagymértékben 4ltaldnosité lépéssel
tovdbb. Elhagyjuk & tizesrendszert. Feltesszilk a kérdést,
hiny kétjegyll szdm létezik a hatosrendszerben. Hs nyugod-
tan rabizzuk magunkat a kombinatorika algoritmusdra. Az
alap az elemek szdma. A kitevl viszont az osztdlyszdm. Bzelk
szerint 6%-61=80 kétjegyll szdm létezik a hatosrendszer-
ben. irjuk fel 6ket: 10, 11, 12, 18, 14, 15, 20, 21, 22, 28,
24, 25, 80, 81, 82, 88, 84, 35 40, 41, 42, 48, 44, 45, 50 51,
52, 58, 54, 55 & ezutén a 100-nak kell kovetkeznio.

Joslatunk tehdt bevals. Bis ugyanigy helyes, hogy a tizen-
hérmasrendszerben 13%—13°=96.364 négyjegyl szém van.

Ez az 0 vardzsképlet Leibniz diadikdjéra tesz minket
kivdnesivd. Ottan mi a helyzet? Megvizsgéljuk tehdt, hogy
ebben a bardtsdgtalan rendszerben, ahol csak a 0 és az 1
szémjegy létezik, hdny egy-, két-, hdrom-, négy-, 6t- és hat-
jegyli szdm fordul eld.

Egyjegyti : 2 (a nulla nélkil 1)

Kétjegyti : P N=4— 2= 2

Héromjegyfi : 23—22__ 8— 4= 4

Négyjegyti: 24—2%=16— 8= 8

Otjegyf : 28—24—=89--16=16

Hatjegyti : 28 95-—64—82=—=82 és igy tovdbb.

Ebb6l kénnyen meglédthatjuk : van még egy negyedik sza-
bély is annak meghatdrozdséra, hogy hény adott szdmi szdm-
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‘egybll 4ll6 szdm létezik. Az egyjegyliek nulla nélkiili szd-
mét kell a rendszer alapszdmival folytatélagosan megszo-
rozni. Esetiinkben 1 X 2=2 (kétjegyt), 2 X 2==4 (hdromjegyt),
4% 2=8 (négyjegyll) és igy tovdbb. Tizesrendszerben : 9 egy-
jegyt, szorozva 10-zel 90 kétjegyftit ad, 90X 10= 900 hdrom-
jegyfit és igy tovdbb. Hatosrendszerben: 5 egyjegyd szo-
rozva 6=380 kétjegyfi, 80 kétjegyli szorozva 6=180 hérom-
jegyti. Do erre csak utalunk, habér ez is a kombinatorika
mélységeibe vezethetne. .

Intézziik el mdr végre kettes szdmrendszeriinket. Irjuk
fel el@szor szdmainkat.

Tizesrendszer: 1, 2, 8, 4, 5, 6, 7, 8, 9,
Kettesrendszor : 1,10, 11,100, 101, 110, 111, 1000, 1001,
Tizesrendszer : 10, 11, 192, 18, 14, 15, 16,
Kettesrendszer 2 1010,1011,1100, 1101, 1110, 1111, 10000

Sorban feloldva példdul 1100 a kovetkezdt jelenti :

1100 (kettesrendszer) =0.204-0.2-}1.224-1.23=
=04-0-44-4-8=12 (tizesrendszer).

Tehdt ez rendben volna. Végs8 kisérletként prébdljunk
meg valamilyen szdmtani mfiveletet, mondjuk szorzdst,
kettesrendszerben elvégezni. Ennél mér eleve zavarban va-
gyunk, mert valéban nem 4ll mas egyszeregy rendelkezé-
sinkre, mint 1x1==1, a degkisebb egyszeregy». Miképpen
szorozzunk ilyen kéréilmények kézott? Ijedten ldtjuk eldre,
hogy hidba faradoztunk és sokszor dicsért algoritmusunk
romokba dél. De mér felelfsségiink teljes tudatdban levé
matematikai kntatok vagyunk és Gsszeszoritjuk a fogunkat.
Anélkill, hogy tudnék, mit tesziink, felirunk két szdmot,
csupa nulldbél és egyesbdl és hajrd! elkezdiink, degkisebb
egyszeregytnkets tekintetbe véve, szorozni. 1x0==0, ez egé-
gzen természetes, hisz a nulldval valé szorzds minden rend
szerre «nvaridnsy, véltozatlan. Semmiszer valami mindeuiits
semmi. De hogy a kettesrendszer szdmai osak egyest és nulldt
tartalmazhatnak, az csak feltevés. Ha viszont algoritmusunk,
miként mdr ismételten &llitottuk, invaridns minden rend-
gzerre, akkor a szorzdsnak sikeriilnie kell.
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101101011110

101101011
101101011
000000000

100010000010

Prébaképpen bontsuk fel sorokkd a esoddlatos szdmokat.
A szorzando

1.2041.9140.9241,281.0,284-1,95-1-1,25.4-0.27--1.98=
=14-24-0-4-84-01-8264-1-0-1-256=863

A szorzé :

0.904-1,2 41,2202 46

Most az izgalom tetSfokra hdg. Mert 868 x 6, tehdt 2178
dllitolag azonos a kovetkez§ szdmszornyseteggel :

100010000010, vagyis a kévetkezs sorral

0.994-1.914-0.9210.98-0.24-0,925-4-0.25--1.274-0. 251
+0.29-£-0.9101-1,91 =02+ 04-0-+0--0--0+128--04-0-
+-0--2048

és ez a csoddlkozd Gromiinkre szintén 2178-at ad.
Szdmrendszeriinkre, négy alapmiveletiinkre ésa kombi-
natorikdra vonatkoz6 algoritmusunk leggondosabb vizsgd-
lat utdn is mindeniitt bevdlt és az egész vonalon gy6zedel-
meskedett. Még a diadika, legkisebb egyszeregyével egyiitt,
sem tudta megingatni. E rendszerben a szorzds kiiléniegesen
koénnyfl volt. Csak az 6sszeadds okozott némi gondot, mert a
kettesrendszerben 1--1=10 marad egy és 10-4+1=11, és
tovabbd 11-4+1=100 marad 10, sth. De ha magam elé teszem
a felirt szdmsort, akkor az Osszeadds is gyerekjdték. Valami
egymegegy félét haszndlok itten egyszeregy helyett, mely
utébbira ebben az egyszerfi rendszerben nincs is sziikségem.
Mindenki megérti most mdr, miért hasonlitotta a kettes-
rendszert Leibniz a vildg semmibd] tértént teremtéséhez.
Egyesrendszerben esak a nulla volna az egyetlen szdmjegyem.
A tiszta semmi. Sehogyan sem tudok beléle szdmot alkotni.
Vegyiik azonban — a teremtés sz mbolumaként — akdr csak
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az egyet hozzd, akkor elhangzik a degyen vildgossigy a szd-
mok 68 formék vildgdban. Az egészszdmok végtelen sok-
rétisége nyilik meg azonnal elfttem, alakithatom, felirhatom
8ket bdrmilyen nagysdgig. Felfedezhetek algoritmust, szd-
molhatok, kombindlhatok, varidlhatok, réviden: ezzel az
egyetlen 16péssel ura lettem a szdmok egész birodalmdnak.

Mégsem elégedhetiink meg ezzel a magassiggal, melyet
immér elértiink. Uj feladatok, amelyekhez most kozelediink,
4ltaldnosabb gondolkoddsmédot kivdnnak tSlink, Gjabbnal
@jabb algoritmusokat idéznek fel. 8 a matematika démona,
amelyet keltegetni kezdtiink, nem fog addig békében hagyni,
mig az «gaz kabbalas Gjabb ég Gjabb vardzsjeleinek birto-
kéba nem jutunk, hogy azokkal, sejtelmiink szerint, a l4t-
hat6 és ldthatatlan vildg jelentds részét meghodithassuk ma-
gunk szgmdra és uralmunk ald hajthassuk.

KILENCEDIK FLEJEZET

Fls6 1épések az algebraban

Nemesak egy helyen, hanem tizszer, taldn még tobbszér
ig kinzén éreztik, mindnydjan egyardnt, hogy nem emelked-
hetitink magasabb, dltaldnosabb dolgok felé. Szigort korld-
tokat szabtunk magunknak. Megtiltottuk, hogy a természetes
szamok tertiletés elhagyjuk, vagy, hogy hatarait atlépjik.
De magasabb algoritmusok édrnya kisért egész utunkon.
S egy helyen, ahol mér sehogy sem tudtuk turtdztetni ma-
gunkat, alattomos és rejtett médon mégis dthagtuk a tilal-
mat. 8 még hozzd nagyon stlyos vétség formdjaban. Szdmo-
1481 miiveletet végertiink ugyanis, dltaldnossdgra valé torek-
vésiinkben, nem szdmokkal, hanem (ijeszt8!) szavakkal
Azt mondottuk :

Osztandé : oszté=hdnyados
Osz66 X hanyados—=osztando.

Csak kés6bb fogjuk megldtni, milyen nagy merészség
volt ez. A binomidlis egyiitthaténdl még meg is ismételtitk
; . . (elemek szédma L.
gyaldzatos tettinket, ott ( alatta ) kifejezésrdl be-
osztalyszém

Colerus; 1 X 1. 5
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azéliiink és a kombinatorika Wuler-féle operdeids parancsit
nem szémokkal, hanem szavakkal frtuk fel. De most nem
bénkédunk, hanem Goethe szavai sgerint: — Mindenki
hib4zhat, de hibdjds ki hogyan viseli, az tesz kiilénbséget a
tisztult és kozonséges szellem kozdtty — megkisérsjitk hibén-
kat a tiszta szellem szolgdlaidba &llitani,

De felétleniil szitkséges ehhez, hogy t6bbi megdllapodd-
sunkat kinos pontossdggal megtartsuk. 8 ezek kozott is elsd-
sorban azt az egyességiinkes, hogy a legegyszerlibbnél és
kézzelfoghatébbndl kezdink el mindent.

Egy szoba teriiletét kellene megmérnink, pl. szényeg-
vhgdrlds el6ut. A szoba nem nagy, 5 méver hosszd és 4 méter
széles. Rogton l4tjuk, hogy a kérdéses terilet 20 négyzet-
méter, mivel 6t sorban egyenkint négy, vagy pedig négy
gorban egyenkint 6t négyzetméter helyezhet§ el a padlén —
¢s ennyit el is kell helyezni — hogy & szobét teljesen befed-
jik. A megfeleld szdmitds 4 X 5=20, vagy 5X4=20. Azt is
szokds mondani, hogy a szoba nagysdga méterben 4x 5. Ha
egy mdsik szobdt kellene szényeggel beteritenem, amelynek
nagységa mondjuk 6x8, akkor e szorzds alapjdn 48 négyzet-
méter szényeget kellene vésdrolnom. Hs fgy tovédbb. Mit je-
lent azonban itt ez az «s igy tovdbb? Semmi mést, mmt
bdrmely més «s igy tovdbb» a matematikéban. Vagyis azt,
hogy minden tovabbi ilyen példa ugyanazon torvény szerint
oldandé meg. Mi ez a térvény? Megint nem egyéb, mint egy
magasabbrend(i, éltaldnosabb parancs. Esetunkben: «Ha
valamely derékszdgli négyszog teriiletét akarod megkapni,
akkor szorozd meg hosszdt szélességévely. Milyen hosszds,
mely szblosséggel? kérdemzitk. «Nos, a mindenkori hosszat a
hozzdtartozd szélességgel. Vagy szorozz forditott sorrendben.
Meort a logéltaldnosabb esetben is érvényes a szorzds tényezdi-
nek feleserélheidségeyr. Mindenki egyszerre mondja, hogy mér
tudja, mirbl van szé: képletrSl! Még pedig a derékszogl
négyszogek teriiletének megdllapitdsdra szolgils képletrdl
Bizony arr6l a képletrSl van sz6, amelyet rendesen i=axb
alakban szoktak felirni. § a derékszigd négysmdg teriilete,
a.b vagy b.a a szélességszer hosszisdg vagy hosszlsdgszor
szélesség. De milyen csoddt mfiveltink itt megint? Az algo-
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ritmus és a parancsok érvényét el@szdr szavakra, mostan
pedig mér betiikre is kiterjesztettitk.

Miel6tt tovdbb elmélkednénk, ldssunk még egy-két pél-
dét. Vildgos, hogy egy alma meg két alma egyiitt hérom
alma. Négy alma meg hdrom korte viszont.7 darab gytiméles,
vagy 0] gyujtélogalmat hasznilva egy tédnyér gytimoless.
Ugyanigy haromszor 5 alma az 15 alma. Hg 27 kértének kilen-
cede 3 korte. Ha az almdkat a-val, kortéket b-vel, gyiimol-
csOket c-vel Jelolom ; tovdbbd gy tdnyér gylimolesy jelclé-
gére a d bet(it hasznilom, akkor irhatom :

la+-2=8a; 4a--8b="T¢; vagy  5aX8=15a; 27b:9=3b.
40-4+-8b=d;

Mindez mér rendkiviil hagonlit egy j algoritmushoz, egy
4j onmliksdsd szdmols- és gondolkoddgéphez. Még tovdbb-
menve, kivetkezd kérdést vetjik fel: melyik szdmot kell
28-hoz adni, hogy e kérdéses szdm héromszorosa legyen az
Osszeg? Nem tudom milyen szdmot kell hozzédadni. Ismeretlon
még elfttem. Fzért a neve az «smeretleny. Jeloljitk pl. z-szel.
Adjam hozzd a 28-hoz. Helyes. Bzt fel tudom irni. Fzzel tol-
jesult az els6 paranes. Most ez a 284z legyen egyenl az
ismeretlen szdm héromszorosdval. Csoddlkozunk, mert az
eddigickhen valaminek megillapitdsakor (konstatdldsalkor)
hagznalt egyenldségi jel parancesd valt. Mégpedig a kovet-
kez$ parancesd: 98-tz legyen egyenll, tegyik egcyenlvé
& héromszorosdval, a 8.z-szel, a 8xr-szel. Do miként? Nos,
addig keressitk az & helyére szdmokat, amig a parancs nem
teljesiilt. Azt taldljuk, hogy x—=14 esetén 28--14-=8,14,
vagyis 42=42, ami nyilvénvaléan helyes.

Do itt sem 1d8ziink sokdig. Csak annyit jegyzink meg,
hogy csoddlatos kiegyenlitds gépiinknek egyenlet a neve és
hogy «megolddsdhozs nemegy szabdly ismerste sziikséges.
Legz még alkalmunk mindezt megismerni. B helyiitt nem eléve,
hanem visgza Ghajtunk pillantani és megéllapitani, hogy mi
kéze lehet a példdinkban emlitett szdnyegeknek és almdinak
az ismeretlen z-hez.

Bgyeldre csak kiilsdségeket dllapithatunk meg. Elhagytuk
a most mér esupasznak latszd természetes szamolk birodalmat
és betfiket flztiink Gssze a szdmokkal; és o betlket a mér

Bx.
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6l ismert szimbolumainkkal és parancsainkkal kapesoltuk
egymdshoz. Algoritmikus mesterfogdsainikat, «gaz kabba-
linkaty egyszerre nemecsak szdmokra, hanem egyéb dolgokra
is alkalmazzuk. Olyanokra, amelyekrd]l nem is tudom elbre,
hogy mit jelentenek. Az a betfi egyszer a szoba hossza, régtén
uténa alma. De leheotséges, hogy nem almdt, nem szobahosz-
szat jelent, hanem éppenséggel a betit. Hiszen hdrom a betd
hétszerese 21 a betli. De még a betlinél is kevesebbet jelent-
hét. Még pedig «valamity. «Valamity, amitél csak azt ki-
vénjuk, hogy ugyanazon a szdmitdson belil ugyanaz a
«walamiy maradjon, mivelhogy hérom «smereilen valamiy
meg két «smeretlen valamiy szintén 0t dsmeretlen valamis.
Az ismeretlen  még sokkal rosszabbh. Nemesak hatdrozatlan
még. hanem meg is kell keresniink., Keresett megolddsa egy
esetleg bonyolult matematikai rejtvénynek.

Mindenesetre bizonyos, hogy 6j fogalomirdsmédot vezet-
tiink be, amelynek frdgjelei kodos, homélyos dolgokat, nagy-
sdgokat jelentenek. Szdmunkra még meglehetdsen kaotiku-
sak, alaktalanok. 8 semmiesetre sem isteni eredetfiek, mint a
természetes szdmok &3 mindennek nevezhetbk, csak egy-
értelmtinek nem. ‘

Eppen azért, mert nem egyértelmiiek, mert mintegy 4lta-
ldnos meghatalmazdsuk van, bianko-véltészerfiek, helyikbe
tetszésszerinti éridket irhatok, (az 2-et kivéve, melynek
helyére esetleg egy bizonyos értéket kell irmom) lehetdvé
teszik e szimbolumok, hogy bizonyos viszonyokat, teljesen
dltaldnosan, minden esetre érvényes médon feljegyezhessek.
t==a.b nemcsak az én szobdm teriiletét jelenti, hanem min-
den derékszdgll négyszégalakd szobdét. 86t : teriilete min-
den derchszigli négyszognek! Hs Sa-t-%a=5a éppentigy
helyes Gsszege hdrom és két almdnak, mint hdrom és két
vonalzonak, hirom és két mozdonynak. De éppen igy helyes
Osszege hdrom 68 két o betlinek, hdrom és két szdmjegynek,
hirom és két 6tdsnek, tizenhdrmasnak, dltaldban hdrom és
két tetszésszerinti egynemfi dolognak vagy nagysdgnak. S6t
még rejtélyesebben, hdrom és két «valamineky.

Egy «igaz kabbalay, egy pnsata frdsméd megint Gj vardzs-
lattal szolgdit: az algebrdnak, az 4ltaldnos szdmoldsnak
vardzslatdval. Helyesebben azt mondhatnék, hogy 4ltaldnos



szdmok hirtokaba jutottunk, amelyek iddleges hatdrozatlan-
gdgukban killonbdznek a természetes szdmolitol. '

De még miel6tt 4j, nagy vardzslatunk vizegilatdhoz fog-
nénk — ars magna» (nagy mfivészet) vagy wrbium ars (2
miivészetek mlivészete) néven is emlegették — szoéljunk né-
hany szét eredetérll és nevének szdrmazdsérl. Ugyanaz az
arab matematikus, Alchvarizmi, akit mdr mint sz algorit-
nmus 876 keresztapjdt megismertink, Algebr' v al mukabala
cimen’ is irt egy ériekezést. Ebben bizonyos egyenletekkel
kapesolatos szdmitdsi médokrdl van szd, de tdrgyaldsuk
nem tartozik ide. Itt csak azt allapitjuk meg, hogy a t6r-
ténelmi véletlen Alchvarizmi nevét kétszeresen 13 mueg-
orokitette : eltorzult nevébll lett az algoritmus, miivének
eltorzult cimébdl pedig az algebra szd.

De egydltaldn nem igaz, hogy a nyugat az araboktoél a
bettiszdmtannak teljesen zért vendszerét, hatdrozott irds-
modjat, befejezett mlivészetét vette 4t. A nagy mfivészet
hosszh fojlédésen ment 4, amely az induscktol, az arabokon,
Vietdn keresztiil Descartesig és Huddeig terjed és 1épésrdl
lépésre fejl6dott. s esak mintegy a 17. szdzad végére ért el
olyan altaldnos-érvény{iséget, hajlékonysigot és fejlettséget,
amely a mi tuddsunkhoz foghaté. Leonhard Hulernél taldl-
haté eldszdr olyan frdsméd, amelyet a raaival azonosnak
érezhetiink. Mds Osszefiiggések kapesén még nem egyszer
visszatérimnk az algebra torténetére, amelyre itten csak egé-
szen feliiletesen utaltunk.

De most kérem, ne ijesszen el senkit az & néhdny filozofiai
természettt megfontolds, melyet egyiittesen kell elvégeaniink.
Nehézségitk lényegesen kisebb lesz, mint példdul egyik szdm-
rendszeredl a mésikra vald 4ttérés. De mi nem akarunk
gemmiesetre sem mechanikus szdmitdsi médokkal megelé-
gedni, hanem a matematika bels§ szerkezetébe ig be akarunk
hatolai.
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TIZEDIK FEJEZET
Algebral irasmdod

Térjiink vissza most szobapadiénkhoz és szdnyegiink-
hoz. Itt ismét dltaldnositd 16pést tesziink, nem lesziink t5bbé
a tdrgyra tekintettel, csupdn az alokjdra. Bzenttl tehdt mi
csak derékswzigli négyszdgrél, esetleg roviden négyszogrll
fogunk beszélni. Olyan geometriai idomrél, amelyre jellemzé,
hogy négy, kettesével parhuzamos egyenes hatérolja és olda-
lai mer6legesek egymdsra, tehdt kettd-kettd derékszoget zér
be. Ez az a teriilet, amelyre a t=a.b képletiink érvényes.
Egészen onkényesen megsdllapodunk, hogy a jelenti a négy-
gzog hosszabbik oldaldt, hosszdt, b viszont a rovidebbet,
szélességét. Az a korilmény, hogy «wzélesebb, mint amilyen
hossziy, természetesen a definicioban nem lényeges. Annak
ugyanis, hogy wzblesebb, mint amilyen hossziy, semmilyen
geometria érielme gines. Valamelyes értelmet csak a térgy
helyzetére vonatkoztatva nyerhet. De mindez most egészen
mellékes.

Ugyanigy eljuthatunk az a.b szorzat, azt mondhatndk
algebraiy értelmezéséhez, ha dltaldnos érvényérdl teljes mér-
tékben meggylrfdiink. Az a tetszésszerinti szdmot jelenthet,
nulldt éppentgy, mint valamely igen nagy szémot. Feltéve,
hogy mellékes feltételiinknek megielel, vagyis nagyobb, mint
a mellette 416 b, habdr az is tetszésszerinti, nagy szdm lehet.
2x1 méretfi négyszog éppen ugy elképzelhetd, mint
1,994.878 % 284.786 méretli é8 a szorzds eredménye mindkét
esetben a négyzet- (kvadrdt-) egységekben mért teriletet fogja
adni. A négyzetegység jelentését most ne vizsgdljuk, a kifeje-
zést mindnydjan kell6képpen ismerjitk a négyzetméter, négy-
zetcentiméter szavakbdl. Inkdbb vizsgdljuk meg algoritmu-
sunkat érvényességének hatédrdn. F célhol, a négyszdg hosz-
szdb valtozatlanul hagyva névesszitk, majd pedig csokkent-
stik szélességét addig, amig csak lehet. Tkkor, megéllapodd-
sunkat figyelembe véve, két hatdresetets fogunk taldlni s a
hatérok kozott foglalnak helyet a wendes- (normél-) eseteks.
Megeshetik, hogy a szélesség mérete eléri a hosszmisdgét,
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agyannyira, hogy t6bbé nem tudunk hosszGsdg 6s szélesség
kozt kiilonbsdget tenni. Tehdt a b akkora, mint az a. Houzzé-
tesszilk még, hogy & névekedés egyelére nem térténik folyto-
nosan, hanem ugrdsszerfien, mert egyelfre csak a tormésze-
tes ogbszszdmokat ismerjiik.

Mivel most a b egyenl§ lstt az a-val, irhatom, hogy é==a.a,
arely kifejezéssel, mint azonos tényez8k szorzatdval, hat-
vany néven mar megismerkedtiink. a X a tehdt a?, @ & mésc-
dikow, mésképpen «a a négyzetermn. A ndgyszdghSl négyzet
lett. Beldtom, hogy feltételiinket, amely szerint a hossztisdg
mindenkor nagyobb a szélességnél, kissé tdgan értelmentiik.

5 ™

4

3

j " 2 . } J)_M

o 1 2 3 4 5

2. dbra.

Még pedig negativ formdjiban : @ szélesség soha sem lehet
nagyobb a hosssisagndly Kiesis caaliunk tehds, w tdrvény
hézagdty haszanaituk fel, hogy besurranhagsunk, ¥zt magunkra
véllalva, keressitk meg a mésik c¢hatdresetety. Mi t6rténik, ha
a szélesség a lehetd legkisebbre, nulldra estkken? {==a.0=0.
Tehdt a négyszdg terilete nullivd lesz. A geometria nyslvén
gz6lva : a négyszigbll csupsn egy vonaldarab marad s ennek
a geometria szabdlyai szerint esak egy kiterjedése van, csak
hossza. Szélessége egydltaldn nines. Tehdt a teriiletre vonat-
kozd szabalyaimmal olyan dologhoz jutottam, amely a terti-
letr6l alkotott fogalmainkkal teljesen ellenkezik. Bizony
hatalmas eréprébéja volt ez algoritmusunknak és j6 bizo-
nyiték arva, hogy miképpen mikddik egyiitt t6bb algorit-
mus: az «algebraiy és a pusztdn szdmokra vonatkoz6. Gon-
dolkozdgépiink tehdt Grvendetesen biztosan kezd miikodni.
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fgy bole mertink kezdeni lényegesen nehezebb dologha is.
Mésodik mellékfeltételt szabunk magunknak Legyen a hosz-
satisdgnak &9 a smélességnek az ardnys 5 : 2. K6z6mbos, hogy
oz most ot, illetve két fényévet, kilométert vagy valami ki-
sebb mértéket jelent, vagy hogy egydltaldn méterrendszerre
vonatkozik-e. Epp gy lehetséges, hogy jelentése hiivelyk,
verszh, vagy arasz, 14b, stadion vagy birmi mdés. t=a.b=
=5x2=10. Négyszogink terilete mindenkor Gtszdr kettd
egvenll tiz négyzetegysége az eldirt mértékegységnek. Raj-
zoljuk fel tehdt magunknak a dolgot, a nélkil, hogy valami
léptéket kévetelnénk, kitlsnbozd egységekben.

1 2 :? L} 5
’ 2
1 2 3 4 &
2
s 2 3 4 B 1
2
1 2 3 4 5 g
102 3 4 3 2 "
1 3 a4 4 2
| - 1
.
o s 0 0 4] 4]
3. dbra.

Mindegyik négyszdgnek egyardnt, a maga mértékegysé-
gének tiz négyzetegysége a teriilete. A képlet mindenkor
érvényes, a=5 és b=2, tehdt t=>5x2=10. Ha most ismét
nem folytonosan, hanem észrevehetd utolsd ugrdssal a 16tezd
derélszogl negymomek legklsebblket képzelem magam elé,
amelynek a hossza éppentigy, mint a szélessége nulla, akkor
szamitdsunk : t=0x0=0. Kis négyszogink teriilete tehdt
ismét nulla lett, azaz nincsen egyédltaldn teriilete. De amig az
elfbbi esetben logaldbb a hossza megmaradt (vagy a széles
sége, mert eltekintve a «hossza nagyobb mint szélességes kikté-
stinkt6l, az is lehetsdges, hogy a szélességet tartjuk meg és a
hosszat csokkentjik nullavd: 0Xb=0), most teriilet és
gzélesséy egyarédnt nulla lett. Ami megmaradt, az semmi,
geometriai pont, kiterjedés nélkili idom. De taldnyos médon
mégis megmaradt valami, amit els§ ijedtségiinkben észre
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sem vettiink. Még pedig az a feltétel, hogy a hosszsdg és
szélesség viszonya 5 : 2. Mivel ez a feltétel a mértékrendszer-
t6l és az idomok nagysédgdtol teljesen fiiggetlennck mutat-
kozott, mivel alakdllandésdgot mutasott minden, de minden
mérettel szemben, elfogadhatjuk 4ltaldnos érvénylinek a
klasszikus gordg tételt, Fuklides tételét, hogy két mennyi-
ség viszonys fiiggetlen abszolut nagysdguktol. S azt sllitjuk,
bér kézvetlen szemlélet nem témasztja ald, hogy pontunkon
beltl is Ugy ardnylik az eltiint négyszog eltling hossza eltling
szélességéhez, mint 6t a kett6hoz. Ha ugyanis ezt nem fo-
gadjuk el, méds oldalrol keriilink algebrai és algoritmikai
szempontokb6l bajba. frjuk tehét, vakon bizva gondolkods
szerkezetiinkben és az igaz kabbalédban, feltételiinkes ardny-
lat alakjdban.
a Ggy ardnylik b-hez, mint 6t a kett6hoéz, vagyis

arb=5:2

Ez olyan irdsméd, amelyet mdr az elemi iskoldb6l ismer
mindenki. Ha a és b egyardnt, egyszerre nulldig cstkken,
akkor

0:0=5:2.

Ha tovdbbsd vdratlanul a két nulla ugyanazt jelentens,
akkor az eredmény egy volna. Mert valamely szdm 6nmagé-
val osztva egyet ad eredményiil. De ekkor az egyenllségi
parancs értelmében 5-6t osztva 2-vel 1-et kellone eredményiil
kapnunk, ami pedig nyilvédn értelmetlen kovetelés. Nem
marad mds hdtra, mint hogy az ardnylatot ugy kell elképzel-
nem, hogy benne a nullék ardnya 5:2. Ezért mondjdk,
hogy nulls nullival osztva hatdrozatlan kifejenés és esetr(l-
esetre meg kell é3 meg is szabad hatdrozni az értékét.

De ismét mdsik kelepcébe jutottunk. Az ardnylatokra
vonatkozé egyik szabdly szerint az ardnylat kiltagjainak a
szorzata egyenld a beltagok szorzatdval. Ha tehdt

0:0=>5:2, akkor szitkségképpen
0x2=0x35,

ami kétségteleniil igaz, mivel 0 X2 éppen ﬂgy 0, mint 0X5.
De, hogy teljesen vildgosan l4ssunk, mutassuk be a kiiltagol
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és beltagok szorzaténak egyenl8ségére vonatkozd szabdlyt
egy példin.
18:89=T:21, ebhdl kovetkezik, hogy
18%21=89x7; tehat 278=278.

Do ezzel még egydltaldn nem jutottunk kétségeinknek
végére. Mert ardnylatunk helyosségér6l més, algebrai Gton

/o4

is meggybz8dést szerezhetiink, frjuk fol ezt :

(5x0): (2x0)=(x1):(2x1) 8 ez ismét
0:0==5:2 eredményre vezet.

Jogos ez az frdsmod, tekintve, hogy az ardnyba 4llitott
mennyiségek egységst akkordnak vdlasathatom, amekkord-
nak ecsak akarom. Valaszthatok nullikat egységiil, egyeket,
kettéket stb., minthogy az ardnylat helyessége nem viltozik,
ha mindkét tagot ugyanazzal a szdmmal szorzom.

Széndékosan tértiink be mdr mostan a felsbb matema-
tika, a végtelen analizis birodalmdba, holott még az algebra
alapfogalmaival sem vagyunk teljesen tisztdban. Durva kéze-
litéshen a nagy Leibniz egyik gondolatmenete szerint jértunk
el, aki «Herleitung der Differenzialrechnung aus dem go-
wohnlichen algebraischen Kalkiib! cimen fejtett ki ohhes
hasonlét. De ezxzel még nem szabadultunk kelepeénkbdl s

nem szabadultunk a stlyos ellenmondésoktol. Csak annyit

tudunk, hogy vélasztanunk kell : vagy elfogadunk elképzel-
hetetlen dolgokat, azdltal, hogy kiterjedésnélkiili pontzél
feltételensitk, hogy megkilonboztethetd oldalhossmd négy-
szg ; vagy pedig részben elvetjitk algoritmusunkat, szdmolé-
géplinket, az ardnyok Allandésdgdré]l sz6ld tanunkat. Csak
a7 bizonyos, hogy a széltében és hosszdban kiilonbdzl sem-
mire vonatkozé elképzelésiink lényegesen kisebb bajt okoz,
wint az ilyen lehet@ségek merev tagaddsa.

De 1post elhagyjuk ellenfeliink 8lénk rosspaldsa kozben
messze elfre nydlt vizsgdléddsainkat és visgmatérink kor-
téinkhez és almdinkhoz. Két alma és 6t alma egyiitt hét
alma, ez most nem probléma szdmunkra. Sokkal goneszabb

1 (A differencidlszimitds levezetése o kozonséges aigebrai szdmitds-

modbol,
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feladatnak ltszik, ha azt az 4llitdst vessztik szemiigyre,
hogy # alma meg 5 kdrte egytitt 8 darab gyiunéles, vagy egy
tAnyér gytmolcs. Ha az almékat a-val, kértéket b-vel, a
gyiimolesot c-vel és az egy tdnyér gytimolessts d-vel jelsl-
jitk, akkor felirhatjuk, hogy

8a--5b==8¢, vagy
3a-+5b=d.

Mivel pedig & matematikinak kétségbevonhatatlan alap-
tétele, hogy ha két mennyiség ogy harmadikkal egyenld,
alkkor egymés kozt i3 egyenlSk, kideriil, hogy

80=d

vagyis 8 gytimoles egyuttvéve egy tdnyér gytimoles. Még ezt
a véged kovethkezteidst is problémamentesnek tekintjiik,
mivel mdr eleve, definicidszertien feltételestiik, hogy a hérom
alma és 0t kirte Osszeaddsa révén Gj fogalomhoz, a tdnyér
gyiundles, mégpedig egy éppen gy Gsszedllitoit tdnyér gyii-
moles fogalméhoz jutunk. Sokkal misztikusabb az az 4llitds,
hogy 8 alma meg 5 korte egyiitt 8 gyiimdéles ; habdr elsé
pillanatban sokkal egyszeribbnek ldtszik is, mint & tényér
gyiimolesre vonatkozdé allitdsunk. Ugyanis salyos kovet-
kezményei vannak. Ha 3 alma meg 5 korte valoban § gyi-
moles, akkor tudtunkon kivil szdmoldsi miiveletet végez-
tink. A gytimolesfogalom megalkotdsa 4ltal ugyanis waga-
sabb szempothdl azonossd tettem az almdt és a kortét.
S abban a pillanathan, amidén gytimélesben kezdek szé-
molui, mér nincsen szitkségem az a, b és 6 megkiilnbizntets-
sére. Mgyszerfien azt frhatom, hogy 8--5=8 és minden meg-
jelolést a végeredményig mellzhetek. Elvben a gytimoles-
ben t6rténd szdmolds nem egyéb, mint ha esupdn almé'. vagy
ceak korték fekiidnének elGttem. Mert ezzel o egyenld lesy
b-vel és mind ettd c¢-vel (a=b=c), tehdt nem betdllel
szdmolok t6bbé, hanem az egyiitthatokkal.

Fentiekbdl az algebrdnak egy 6sszekotd és nagyon dlta-
l&nos fogalmdt kaphatom meg. Tudvalevd, hogy minden
mennyiség véltozatlan marad, ha 1-gyvel megszorzom. igy
tehdt a kozonséges, szdmokkal tortén, szdmitdeainkat az
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algebra kiilénleges eseteként az algebra fogalmaba vonhatom
be, a kozonséges szdmokat koetficienseknek, egyiitthatéknak
tekinthetem, esupédn az almdk vagy betfik helyére keriilnek
tegységekn. 5 egység meg 17 egység egylitt 22 egység. Vagy-
pedig

5-+17=22.

9848 egység smorozva 15-tel=140.220 egysbég, misképp
9848 15=140.220. Minden, bdrmilyen szdmrendszerben
megnevezetlen szdmokkal torténd szdmitds tehdt megneve-
zott, egységel» szdmdt jelol8 szdmokkal torténd algebrai
mivelet. Igy tehdt a szamrendszerektdl az algebréhoz ve-
zetd remek, folytonos dtmenetet taldltunk. Jegyezzilk még
meg, hogy az eggyel valé pzorzds minden szédmrendszerben,
természetesen még a Lettesrendszerben is, magdt a szorzott
gzémot adja eredményiil. Tehdt valamennyi szdmrendszer
invaridns, alaktarté az eggyel vald szorzdsra.

Miutdn igy osszefoglaliuk mindazt, amit eddig tudunk,
remélem, nem fog semmilyen lényeges nehézséget okozni,
ha az algebrdba mélyebben bahatolunk. Egy kérdést bocsi-
tunk elére. Mindig vegyesen szdmokkal és betiikkel kell szd-
molnunk? Vagy lehetséges csak betlikkel ugyanigy sezd-
molni, mint a szdmokkal? A kérdés teljesen jogosult és azon-
nal meg fogjuk koézelebbrdl is vizegalni, Csupdn «az dltalanos
és konkrét egyttthatok probléméjivds fogalmazzuk 4¢,
sajdt haszndlatunkra.

Azt, hogy mik a konkrét egyiitthaték, mér nem egy
helyen megmutattuk. Feliletesen azt mondhatnék, hogy
valamilyen egység darabszdmdt adjik meg. 5a esetén 5 az
egyttthaté (koefficiens), a az egység, amellyel szdmolok.
Ba-+Tb--8¢--8d esetében 5, 7, 3, 8 a koefficiensek, a, b, ¢, d
az egységek. Bz «egységeks, «dltaldnos szédmokn helyébe tet-
szésszerinti szdmértéket tehetek, ha a behelyettesitett szd-
mot a szdmitds egész folyamén, az eredményig véliozatlanul
megtartom. A behelysttesitett szdm a szdmitds egésn folya-
wén ugyanaz marad, véltozatlan, dllandd. Innen az o, b,
¢, d neve: konstdns, 4llandé. Bvezdzados fejlédés és szok4s
szerint az dllandok jelolésére rendszerint a latin dbéed kis-
bettii haszndlatosak. Mégpedig az a-t0l egészen az wu-ig.
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Az u mogotti betlik mdst célt szolgdnak, amir8l késSbb lesz
sz6. Az 7, s, ¢ mintegy kozépsl helyzetet foglal el s csak elke-
ritthetetlen sziikség eseténl haszndlhaté «llandokr jelolé-
sére. De néhdny, az 4bécé elején levl betll is megegyezés-
szerfien foglalt. Az e betll Euler 6ta mindenkor a «ermésze-
tes logaritmusoky alapszdmdt jelol, az 4 jelenti, Gauss 6ia,
a «képzetes egységety ; a h betlt szivesen hasznilja a felsGbb
matematika valamely tetszésszerinti kicsiny ndvekmény
jelolésére. A d betilit (differencidlszdmitds miveletjelét)
szintén nem tandesos a fels6bb matematikdban dllanddé meg-
jelolésére hasznélni. Nagyobb szémitdsokndl ily médon az
dbécé-nek csak az a, b, ¢, f, g, k, I, m. .. betdi dllndnak ren-
delkezésiinkre s o szaggatott sorozat hasznalata elegdns sem
volna, az dttekinthetGséget is csbkkentens, tehdt a modern
.algebra (természetesen més, fontos oka is van rd) a lényegé-
ben- mar Leibniztd] javasolt indexes irdsmoédot haszndlja.
Altaldnos mennyiségeket példdul valamely sor dswzegezendd
tagjait, ennél az {rdsmddndl ugyanaz a betd jeloli, de jobbra,
lent megkiilonboztets jellel, index-szel litjuk el. lgy: a,,
Oy, Qg Gy sth. Példaképpen egy tetszésszerinti tizesrend-
szerbeli szdmot fxjunk fel ilymédon s ennél még a nullat is
hagzndljuk indexként.

Tizesrendszerli szdm = a,.10°g,.10' -} a,102 4 0,108 4
+-a,1084. .. & igy tovébb.

Ellenfelem, akinek haragjét szdndékosan hivtam ki most
magam ellen, azonnal koézbevdg és szememre veti, hogy itt
a koefficienseket jeloltem betdvel és az egység jelolésére
hasznéltam szdmokat. Igy helyes! Hisz éppen arrdl akarunk
meggylzbdni, hogy miként boldogulunk teljesen szdmok
nélkil.

De alaposabban kell vdlaszolnunk, ha az ellenfelet el
akarjuk hallgattatni, mert § még mindig tiltakozik. Tehdt
elGszor is: ay, ay, a4, a, csak azt jelenti, hogy ezeken a helye-
ken dllhatnak, az indexek sorrendjében, szdmjegyek. Mds
semmit. Tizesrendszer@i szdmunkndl természetesen csak a
0—9-ig terjed6 szdmjegyek. S ezen kiviil még, a legmaga-

1 Pgldéul ha nagyszdm? beblre van sziikség, lexikogrifikus sorrend.
ben, igy hossztt hatvinysorok egyiitthatéinil.
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sabb kitev8jl szdm mellett csak az 1—9 szdmok, minthogy
szdmunk nulldval nem kezdGdhetik. Tehdt két «mellékfel-
tétels. Bzen a kereten beliil persze valamennyi helyébe olyan
szédmjegyet frhatok, amilyent csak akarok, Tehdt a,=5,
=T, a2_1 ag=4, a4_-0 (5 =2. S ekkor a 204.175 tizesrend-
szer@l szamot kapndm. De igy is valaszthatnék : a,=0,
a;=2, a,=5, 0,=9, a,=8, ¢;=9, 8 akkor a 989.520 szdm
4llna el6ttem, vagy fgy: a0=0, a1=0, =0, a;=0, a,=0,
a;=6 8 600.000 volna az eredmény sth. Irdsmédommal tehdt
egy tizesrendszerl szdm vizlatdt adtam meg, amely termé-
szotesen nem szmitkségképpen hatjegyti. Jelolhetne az ag, a,
Ay, Oy, Oy 18 szémokat s ekkor valamilyen 7-, 8-, 9-, 10-, 11-
jegyt szdmot kapnék. Az indexeket természetesen mdsképpen
18 alkalmazhatom. Példdul igy :

;100405101 1020, 108 0 10 -, 1 0

8 ezzel egyiitt jdrna az az elfny is, hogy a legmagasabb index
azonnal megmutatng a jegyek szdmat, a legmagasabb kitevd
pedig a szdm végén 4ll6 nullik szdmdt. Latjuk, hogy ismét
onmikods szdrolészerkezetre bukkantunk, a rendnek egy
algoritmusdra.

Szokdsunk szerint folytassuk éltalinositdsainkat. IrJunk
fol mostan nem tizesrendszerben, hanem valamely méds,
szémrendszerben kifejezett szémot ily modon, tudva, hogy
szédrorendszer alapszdma 2-nél kisebb nem lehet és hogy az
egyttthaték a 0-tol az eggyel estkkentett alapszdmig ter-
jedd értékeket vehetik fel. A legmagasabb index{ egyiitthatd
(amely a hagzndlt legmagasabb kitevdjii hatviny mellett
all), -esupdn az 1-t6l, az eggyel csokkentett alapszdmig ter-
jedd értékeket veheti fel. «Két szdm kozdtti ériékeket fol-
venndy a matematikdban azt jelenti, hogy valamely &ltald-
nos szdm a hatdrok kozt felivl értékek barmelyikét jelens-
heti, példdnkban természetesen esak az egészszdmi értékek-
nek van értelmiik.

Immér kell6képpen felkésziilve még esak egy dologban
akarunk megdllapodni. Azt, hogy az alapszdmot d4ltaldban
g betlivel fogjuk jelolni, Minthogy véltozatlan marad, azaz
egy és ugyanazon rendszeren belidl nem vialtozik és nem is
véltozhat, nines indexe. Hatvénykitevdje azonban van,
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hisz & kitevének helyr6l helyre t6rténd ndvekedése éppen
a helyértékrendszernek Iényege. Most mdr irhatjuk: ¢ alap-
gzémt  rendszerbeli szdm = a;¢° -+ ayg' + ag9% -+ a,0% -+ a0t -+
+-agg®. . . Csindljunk ebbdl hatosrendszerfi szdmot; ¢ akkor 6;
@y, g, Stb. a 0-t6l 5-ig terjedd értékeket vehetik fel, az o,
viszont csak az 1-t6] 5-ig terjedSket. Tehdt pl. igy : a;=2,
a,=38, a3=0, 0,=5, a;=1, a;=2.

Sorként, a tizesrendszer Irdsmédjdval: 2.69--83.614-
4-0.6%4-5.6341.6°4-2.65, vagy hatosrendszerfi szdmként
215.082.

Most a fenti dltaldnos sort a kettesrendszerre alkalmazom
63 a kovetkezl értékeket vélasztom az egylitthatékra :
a,=1, a,=0, 2,=0, ay=1, 0;=0 age=1.

A kettosrendszerfi szdm=101.001 (a ¢ ez esetben 2).
- A tizenhdrmasrendszerben akarok dolgozni? ¢ akkor 13.
Legyen =9, ay=A, 03=5, a,=0, 0,=C, a,=7. Tehdt a
18 rendszerbeli szém : =TC0.5A9 (itt A és C a mér ismert
moédon szdmjegyeknek tekintenddk).

Léthaté, hogy a fenti a,%4-usg'+... sor valamennyi
helyértékrendszerben felirt szam 4ltaldnos képe. Usak bizo-
nyos szabalyok figyelembe vételével kell behelyettesitentink.

Fhelyiitt még nem is tudjuk kell6képpen ériékelni, hogy
mit is nyertiink tulajdenképpen. Hiszen az algebranak szinte
célja, hogy ilyes éltaldnos képekkel ugyanigy szdmolhas-
son, mintha valédi szdmok volndnak. Alkalmazhatom a
valodi szdmok algoritmusdt az dltaldnos szdmokra is. Ossze-
adhatok kivonhatok, szorozhatok, oszthatok, hatvinyoz-
hatok sth. 8 csak a végeredménybe kell behelyettesitenem, ha
torténetesen nem elégszem meg azzal, hogy eredményként
megkaptam az dltaldnos képletet, mintegy 4j térvényt,
meglrzésre 68 adandé alkalommal torténé felhaszndlisra.

De még mindig nem feleltiink arra a kérdésre, hogy boldo-
gulhatunk-e esetleg teljesen szdmok nélkal is. Azt mdr tud-
juk, hogy nem csak egységek és dllandok jelolhetSk betiikkel,
hanem még egyiitthaték is. De indexként és kiteviként még
mindig csak szdmjegyeket haszndltunk. Ne gondoljunk mos-
tan a szdmrendszerekre, feledkezziink meg réluk teljesen és
frjuk fel magunknak dltaldnos szdmok egy Osszegezésre jelolt
sordt, nem bdnom, akdr esak egy véges sordt, ne forduljon



80

el6 benne egydltaldn semmiféle szdmjegy sem s l4ssuk akkor,
tudunk-e ebben a sorban valamilyen értelmet taldlni. Példdul

@9 +eg°+ a9+ oyt Fag +-argi gty

Mit jelenthet ez ? Bizony ez azt jelenti, amit akarunk. Azzal
az egyetlen korldtozdssal, hogy a ¢ mindenkor ugyanaz
maradjon és az indexek, valamint a kitev6k novekvd sor-
rendben legyenek rendezve, amint ez a betlik sorrendjéb6l
is magatol értet8ddnek latszik. Tegytik még hozzd, hogy
egészszdmokat kell haszndlni, akkor ezt vs jelentheti sorunk :

15.754-8.794-932, T10-1-20. T184-0. 7%4-1. 726410, 749
+42.585.TL000000  yaoy ezt i 0.0'4-0.024-0.0°4-0.0%4
4-1.0%0 41708119, 050497 . 0822

Roviden, mdr itt is egezen nagyszdmi megfejtését tud-
tuk adni vézunknak, hisz ninesen mdsr6l sz6, mint g tetszés-
gzerinti szdmokkal szorzott novekvd hatvdnyainak Ossze-
gezésérdl.

A kovetkezd sor még dltaldnosabb volna :

oy +0,d"-a,mI-- 00" Fagrt

Itt mdr nem kot semmilyen feltétel, az egyiitthatok
tetszésszerintick, az alapok kiilonbozdk lehetnek. A kitevdk
nincsenek sem novekvs, sem pedig fogy6d sorrendben. Szé-
mokat behelyettesitve e sornak a kovetkezd is lehetne a
jelentése :

- 0.27-4-25,73-44.4900'84-74 . 110-1. 82

Do az 4ltaldnossdg tovdbbhajtasdval nem akarjuk azt a
ldtszatot kelteni, hogy csak olyan sorok léteznek, amelyek-
nek tagjai egytitthatéval szorzott hatvinyok. Ellenkez6leg ;
vigzont egyszerfl szerkezeteken akartuk megmutatni, hogy
betiket egyitithtoként, kitevSként, indexként egyarint
lehet haszndlni. Mindon szdmrot, mennyiséget irhatok bett-
ként, feltéve, hogy valddi értéke egyelfre még nem érdekel.

1 Index és kitevo esotleg a tilos e, d, 2, sth. Letil iy lehet,
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Fippen ez az, ami ltaldnom az algebrdban. De minden dlta-
l4nossdg mellett is fel fognak bukkanni elkeriilhotetlon kon-
 krét szdmok. Ennek oka a szdmitdsi miiveletekben és a pa-
rancsokban rejlik. Ha azt kivdnom, hogy mondjdk meg
nekem, mennyi ¢.0.a, nem felelhetem, hogy a”, esak azt,
hogy o® De itt is marad még kibavé: még pedig ha azt
dllitom, hogy nem tudom még, milyen szdmrendszerben ad-
jam meg a kitevét. Az a.a.0 kettesrendszerben ¢ volna,
hérmagrendszerben o®, Most mondhatom, hogy a.a.a==a?,
mert & kitevd, n, csak o szémrendszer megadidval irhato.
Eppen igy az osszeaddsndl a-a--a--a-la=5a. De még
meghatdrozatlan alapszdmt szdmrendszer esetén &llithatom,
hogy a-a--at+-a-ta egyelre m.a-val egyenlS. m értékét
esak akkor tudom megadni, ha megmondjdk, hogy milyen
szamrendszerben frjam lo. Es igy tovébb.

TIZENEGYEDIK FEJEZET

Algebrai miiveletek

Most mér annyit tudunk az algebrdrél, hogy a mfivele-
tek szabdlyaival kell foglalkeznunk. MindenekelStt vildgos,
hogy a szdmjegyekre érvényes algoritmusunk szabdlyait nem
vihetjitk 4t minden tovdbbi nélkil a betlikre is. Nem alkot-
hatunk valddi helyértékrendszereket, minthogy mindennek
dltaldnognak és hatdrozatlannak kell maradnia s nem adha-
tunk @ssze, vonhatunk ki, szorozhatunk vagy oszthatunk
a gzdmrendszerek szabdlyai szerint. Anndl kevésbbé, hisz ex
az algoritmus legszorosabban dsszefiigg a helyértékrendsze-
rekkel. Ha valaki {gy szdmolna: a-b=¢ és marad egy,
a nem-matematikus 18 joggal nevethetne.

Most tehét, dllanddan lelki szemeink el8tt tartva almdin-
kat 68 kortéinket sth. elfszér az alapmiiveleleink szabdlyait
keresgéljiik Ossze, majd kisgéd bétrabban is nekivdguuk.

a-}-b azt jelenti, hogy két dllandd, de tetszés smerinti,
kiilénboz8 mennyiséget adjak 6ssze. Kilénbszbk, mert kiilon
nevet adtam nekik. Mit kezdjek velik? a+-b akkor is a-t-b
marad, ha csak «kiszdmitdss a célom. Legfeljebb még azt

Coleras 11X 1 6



82

mondhatom, hogy b-ta, mert az Gsszeadds kommutativ
mtivelet, az dsszeadandék feleserélhetdk. Tovdbbd a-+-b--c4d
szintén esak a-}-b+c4-d marad, vagy a-+b--d-le¢, vagy
b-+ct+atd és gy tovébb. a-ta=2a, ezt mér tudjuk. fgy
mondjuk

a+a-t+a+b+b+-ed-ct+ct+o-+d=8a-+-20+4¢-+-d

Nem szokds az 1-et mint egyiitthatot kiirni. d ugyanannyi
mint 1.d vagy 1d. Indexekkel frva, amikor kénnyebben el-
keriilhetem a «tiltotts betlik haszndlatdt, az el6bbi példa fgy
festens :

0y +0y 0y +0p -yt 0yt-05+ 0505+, =80, 420, - 4o+,
Alljon mostan el6ttem két dsszegszerfi kifejenés Példdul :

8a+27b--10c+ d-+18e} 8f é8
Ta-- 0b-+ 9¢+18d-+ 6e-101f
Osszesen : 10a1-27b+19¢-+14d-1-21e--1097.

Lathato, hogy egyszerfien az egyiitthatok adédnak Gssze,
és szemiink elétt 411 (természetesen helyérték nélkill) valami
osszeadds-szkéméhoz hasonlé dolog. A két kifejezést ugyan,
plusz jellel egybekdtve, zaréjelekkel vagy azok nélkiil egyet-
len hosszt sorba is frhattam volna. gy példdul:

(8a-+27b-+-10¢-+d--15e-+-8f)+ (Ta-+-0b+9¢-+18d4-6¢-+-101f) =
=8a-+-2Tb-+10c+d--15e+-8f+Ta+0b-F9¢+18d+664-101f =
=10a-4-27b--19¢-}-14d--21e--1091.

Természetesen kiilonb6z8 indexti vagy hatvénykitevdjt,
tehdt esak 1dtez6lag azonos mennyiségeket nem lehet Gssze-
adni, vagyis 4j, k6zos egyiitthatéval elldtni.

&y +0p==0, -0y =ay--a, marad, akdrmit is csindlok. Ugyan-
igy a?+a®4-a® soha sem lesz mds, mint o®4-a’t-a? Rendez-
hetem ndévekv8 hatvdnyok szerint a%-}-a--a?, fogyé hatvé-
nyok szerint a®4-a?--a Irhatom rendeszetleniil a?-a8--af,
vagy o®+a’+-a?, vagy a’+-ai--a?

Réviden, a mdsodik példdban hat permutdeis lehetséges.
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mert 8 elem szerepel (permutdciék szdma 8!=1,2.8==6), deo
kitlénben nem véltozik sernmi.

A kivonds, mondottuk, egyirdnyd mfivelet. a—b tehdt
nem lehet més, mint a—b. Ks 2a—6b--Tc—a--4b—2¢ ugyan-
annyi, mint 20—a--4b—6b-+Tc—2¢, vagyis @ ... : itt meg-
akadunk. Hirtelen &j fogalom keriilt szemiink elé. Az a-kat
és a c-ket el tudom mtézni, de a b-ket nem. Hogyan vonjak
lo 4 kortébdl 6 kortét? Hgyszerfien akarunk a hurokbol ki-
szabadulni. Ugyantigy, ahogyan az a kereskedd konyvel,
akinek 100 zechinoja van és 120 zechinoval tartozik. Adés
marad 20 zechinoval, minusz 20 zechinoja lesz, ha e para-
doxont gzabad haszndlni. A matematikdban mindenesetre
szabad. Szdmitdsunk eredménye a, 5¢ és minusz 2b, vagy
felirva a—2b--5¢, vagy a-+bc—2b, vagy 56—2b+4-a. De ha
csak 4b—6b eredményét kellene kiszdmitanunk, akkor ezt
kellene frnunk : 4b—6b=—2b. Ezzel a negativ szédm fogal-
m#hoz jutottunk el. Egy vonalra felmérve vonaldarahok-
ként is elképzelbetjitk &ket.

P s P o2 X o
N =

PO S S Y S S A
4., dbra.

A nulla magébanvéve nem szédm. Sokszor ugyan figy hasz-
ndlatog, mintha az volna. Maga a semmi. Igy éppen olyan
keovésgeé dltaldnos, mint konkrét, vagy mind a kettS. Ahogy
az ember éppen akarja. Nem szokds tovdbbd a pozitiv-
(plusz-) szédmok elé a plusz jelet kilrni, A negativ- (minusz-)
szdmokndl viszont a minuszt mindenkor ki kell {rni. Analeg
ezzel a legkozelebbi magasabb épitd és lebonté (fetikus és
litikus) miiveletek irdsmodja is. Héromszor a frhaté: 8.g,
vagy 8 a, vagy 8¢ alakban. A 8¢ a szokdsos frdsmod. De a

8 :a mivelet csak 8:qa, vagy 73- alakban frhatd.

Most még a =zdrdjeleket kell bevezetni, hogy magasabb
snempontokhoz emelkedhesstink. A zdrdjelek, amelyeket mdr
nem i3 egyszer, minden megjegyzés nélkiil alkalmaztunk,
fgy pl. 2 binomidlis egytitthatokndl, azt jelentik, hogy mindaz,
ami koztitk van, mint kitlén birodalom, fsszetartozik. A zdré-

G*



84

jelb8l tartalmét kiragadva, az teljesen 6ndllé lesz és zdr6-
jelre val6 tekintet nélkil ondlléan kezelhetf. fgy

10.000— (5020 --23-—448) =2

ElSezér a zdréjel tartalmat veszem, kiszdmitom, az ered
mény 4595 és mostan zdrdjel nélkil frhatom és szdmithatom :
10.000—4595=5405. De ha azt gondoltam volna, hogy a
zérojel egyszerlien felesleges és tartalmdnak figyelembe
vétele el6tt elhagyom, frva: 10.000—5020--28—448, ered-
ményiil a teljesen helytelen 4555 szdmot kapom. Prébéljuk
ki mds példdn is.

15.8756—38204(8220—26--400)=

PP

15.0554 859 ==98.649.

Ha viszont meg nem engedett moédon a kovetkezdt from :
15.875---820--8220—26-+400, eredményil esoddlatos médon
gzintén 28.649 jon ki, tehdt a helyes szdm. Hogyan tortént
ez? Hdt szabad a zdrdjeleket egyszerfien elbagyni? Rogton
eldruljuk : igen, ha plusz jel 41l kézvetlenidl elfttilk ; viszons
nem sgzabad, vagy csak kiszdmitds, vagy pedig hatdrozott
viltoztatdsok elvégzése utén szabad elhagyni, ha a kozvet-
leniil megel6z8 jel minusz. De ennek megmagyardzdsdra
mélyebben be kell hatolnunk a negativ szdmok lényegébe.
Ehhez valamennyi szdmot «elbjellel (4 vagy —) kell eildt-
punk és zérdjelbe kell tenniink, hogy az «lbjelets az ugyanazon
jellel irt eparancstély megkiilonboztethessiik. 547 ugyanis,
mihelyt nem esak természetes szdmokkal szdmolunk, hanem
pozitiv és negativ szdmokkal, tulajdonképpen a kovetkezdt
Jelenti: (4+8)4-(+7), és az eredmény (--12). Kivonds, pl
12E-—7=5 jelentése viszont a kovetkez§: (+12)—(+7)=
=(5). ,

Léssuk mostan el6bb e két miivelet az Osszeadds és ki-
vonds értelmét a szdmvonalon, miel6tt még negativ szdmok-
kal torténd miveletekkel kezdenénk foglalkozni.

R + -+ + § £ % J + o =4
civee -§ -4 =3 -2 - O +1 42 3 4q 45 seees
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Sok toprengss nélkél is vildgos, hogy az Wsszeudds:
parancsoty a szdmvonalon kilonféleképpen lehet végrchaj-
tani. Ha a null4té]l jobbra adunk Ossze, tehdt csupa pozitiv
gzdmot, akkor az Osszeadds sordn mindink4dbb jobbra kerii-
fink., Mondjuk: (4-1)4-(4-2)=(+8), ezutén (4-8)-4-(4-1)=
=(--4) és igy tovabb. Ha a fentinek tikorképével foglalko-
zom, tehdt nulldtdl balra adok Ossme, akkor (—1)--(—2)
eredményekenﬁ (—8) adédik. Ugyantgy tovdbb (—38)4-

4 (—1)==(—4). Mert mintegy addéssigot halmoztam adés-
gdgra. Olyan kivondsokndl, amelyek a nulldnak vagy a jobb,
vagy a baloldalén maradnak, az eseményeknek ellenkezd
irdnyban kell bekovetkezniok. Kiviilrdl kozeledem a nulld-
hoz. Tehdt példdul : (4-4)—(--8)=(--1), ugyanigy a tiikér-
képe (—4)—(—8)==(--1), amikoris az adodssig végissuegé-
b6l addssdgot vettem el, tohdt mintegy mentesitettemn ma-

4 -3 2 &

=+2) @) i

w3 2 e U

6. &bra.

gam, azaz kozeledtem a nulldhoz, az addssdgmentes dllapot-
hoz. Bztikségképpen mdsck a viszonyok, ha szdmolds kdzben
4t kell lépnem a nulldt. Tegytik fel, hogy (—2)-héz kell
(++8)-at hozzdadnom. Ez esetben Ggyszolvan ketté kell vig-
nom a szdmvonalat és a részeket megfeleld médon egymésra
kell 1lleqztenem, még pedig gy, hogy minden minusz-meny-
nyiség a megteleld plusz-mennyiség {616 keriiljon. Amidén ez
a médszer az addssdgokat és a vagyont ilyen szempontbol
egyformavd tette, megnézem, van-e t8bblet valamelyik cso-
portban. 8 amikor tovdbbé az addssig és a vagyon kolesonods
megsziintetésével mintegy Gj nullpontot 4llapitottam meg
ozt az 4j nullpontot feljegyzem zdrdjelben a szdmvonal ama
részére, ahol a t6bblet mutatkozott. Isetiinkben a «plusz-
részre. B a szdmozdst az 4j nulldtél folytatom. Az alsészdm
mutatja, mennyit haladok elfre (itt -8-at), a fels§ pedig
az eredményt (+1). Vegyilk megint a titkorképet :
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+4 .é .é t{ (.)
7. 4bra.

Ttt a minusz-rész a nagyobb. Plusz 2 83 minusz 2 meg-
sziinteti egymést, nulla lesz. Ennek megfeleld az 6j szdm a
minusz-hdrom felett, tehdt

(—8)+(+2)=(—1).

fgy még hitra volna a kivonds a nulla 4tl6pésével. Ttten
kitlonleges figyelemmel kell eljarnunk. Legyen a példénk a
kovetkezd : (4+2)—(—1)=(-}3).

Mi lett az eredmény? 2 értékii vagyonh6l kell 1 értéki
adossdgot elvenni. Tehdt nemesalk hogy megmaradt a va-
gyonunk, hanem még addéssdgtél is szabadultunk. Tehéi a
szdmitdsunk : vagyon 2, elvéve belble addssdg 1, eredmény
8, mint vagyon. Mdsképpen frva: (-2)—(—1)=(1-3).

frjuk egymés alé az eddig térgyalt eseteket, kiogészitve
glii(l)'bbi lehetséges esettel, hogy szabdlyt vonhassunk le

eléle.

(+1)4(+2)=(+38) (+8)+(—2)=(+1)
(—8)+(—1)=(—4) (=3)+(+2)=(—1)
(4-4)—(-+8)=(+1) (+2)—(—1)=(+3)
(—4)—(—8)=(—1) (—2)—(+1)=(-3)

Ha figyelmesen megnézzitk ezt az Osszedllitdst és meg-
prébdljuk kitaldni, hogy miként keriilhetn8k el a zdréjelek
haszndlatdt, akkor a kévetkez8 ere ményre jutunk.

4149=18 48 911
—8—1——4 —849——1
44811 4-941=-38
—4d 81 2 —1=—38

Mit jelent ez tehdt? Nem egyebet, minthogy az elGjel
a parancesal csoddlatos médon osszekapesolédhatik. Az elsd
oszlopok, amelyek el6tt nem éllottak paranesok, mitsem val-
toztak, csak a zdrdjeleket vettem el, mert az elvétel 4ltal
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gemmi gem moédosulhat, amiz8l a szdmvonalra vetett piilan-
t4s is meggylz. De oft, ahol a zdrgjel el6tt paranes dllott,
a zdrGjelek elhagytdval részben torténtek valtozdsok, rész-
ben minden maradt, amint volt. Mégpedig 4 és -} eredmé-
nye -; -+ 88 — egylitt —; — 68 - egyiits —; — 8 — vi-
szont -. Még témorebben Osszefoglalva: ha el6jel és pa-
ranocs egyforma, az eredmény plusz; ha nem egyformék,
az eredmény minusz, De ez & szabdly nem csak & zdrdjelben
levd egyetlen szdmra érvényes, hanem tobbre is. Ennek a
viszonynak részletes levezetése nagyon hosszadalmas volna
Elégedl]iﬁnk meg tehdt a tudottakkal és probdljuk alkalmazni.
Példdul :

90— (8- 5—T +-6—9)=20—8—b5 - T—6+-9=02

8 ez lett volna az eredmény akkor is, ha a zdréjeles kifejernést -
lkiszdmitom és a kbvetkezbket from : 20—(—2)=20-}-2=24,
Trzel magfejtést nyert egyik kordbbi, megoldatlan rejtély.
Mégpedig az, hogy miért hagyhatom el egyszerfien a zard-
jolet, ha -~ &Il elétte. Magyardzat : ha a plusz pluszszal ta-
ldlkozik, akkor vdltozatlanul marad a plusz. Ha minusz-
szal taldlkozik, megmarad a minusz. Ilyesformén :

25+(6—84-4+12—8)=25--6—8-4-4-1-12—8=86 ;

vagy pedig a zérdjelek ellzetes kiszdmitdsdval 25--11=86.
De most mdr kényelmesen vonunk ki nagyobb szdmot kiseb-
bl Példdul : 18—80=(+418)—(4-20)==(—T7) vagy 18—20==
=—17, mivel ez ugyanaz, minths 18 zechinoval 20 zechino
addssagot kellene kifizetnem, 7-tel kevesebb a vagyonom;
tehdt marad T zechino ad6ssdgom.

Nyomatékosan megjegyezziik, hogy itt a dolgokat kissé
futlag tdrgyaltuk. Sokkal elegdngabb volna, ha az elfjele-
ket is (parancsoknaky tekinten8k, még pedig & szémvonalon,
a szém dltal mutatott 16péesel t6rténd, tovahaladdsra vonat-
kozo parancsoknak. Az irdnyt az elbjel adnd meg. Akkor
(-+8) azt jelentend: «Haladj jobbra a 8-igh (—7) pedig a
kovetkezlt : «Haladj a szdmvenalon a null4tél balra a 7-1gh
¥z az elmozduldsi parancs Gsszevondsra (6sszeadds, kivonds)
vonatkozo parancesal is Osszekeriilhet, Tehdt a szdmvonaion
kell ide-oda haladni és kizben Gssze kell vonni. Ha a konkrét
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azdmokto] teljesen eltekintiink, st 4ltaldnos szdmokat sem
. frunk, csak azt vizsgdljuk, hogy mi a hatdsa ¢parancsoks
taldlkozdsdnak, akkor parancsokkal véguzett mfliveletek, ugy-
nevezett wzimbdélum kalkulusy 41l elGttiink. A kabbala e ma-
gagsabb dgazatdiy még nem szabad elérehatolnunk. De azh
megdllapithatjuk, hogy «parancsok kapesoldsénaks vagy a
wzimbolum kalkulusnaks egyik egyszertbb esetével van dol-
gunk, ha azt dllitjuk, hogy egyenld parancsok pluszszd, kiilon-
bozbk pedig minuszszd vonddnak Gssze.

Mostan t6bbgaords zdréjelekkel kivdnunk {oglalkozni,
Hyet mér frtunk fel, minden kozelebbi magyardzat nélkil.
De most megvizsgdljuk az ilyen egymdsba dugott zdrdjelek
egy esetét. Legyen példdul az a kivdnsdg, hogy (8-+4—~T74-2)
eredményét le kell vonni 6-bsl. Az eredmény kivonandd
15-b8l éa hozzd kell adni 5-6t. Hzzel az egbsszel kisebbitendd
98—746. s mindezt, bdrming elézetes kiszdmitds nélkil.
Felirjuk :

(28-—T+6)—{15—[6—(8--4—T+2)]+5)=2

A zdréjeleket, amelyek megkiilénboztethetségik érde-
kében kerek, suigletes és kaposos alakban hagznélatosak,
legeélszeribb belilvdl kifelé haladva felbontani. Kiviilrdl is
kezdhetném felbontani Gket, de tapasztalat szerint kevésbhé
biztos ilymédon a kezelésik. Bontsuk fel tehdt elbszor a
kerek zdrdjeleket. :

28—T7+6—{16—[6—8—44-7—2]}-5} =2
Ezutdn a szégletes zdrdjelek felbontdsa kévetkezik.
28—T7+-6—{156—6-4-8+4—T4+2+45}=?
Végiill a kapesosoké.
23—7-+6—15--6—8—4+7—2—5=6.

Az eredményt természetesen gy is megkaphattam volna,
ha a zdrdjeleket egyenként kiszdmitom. Mert mindaz, ami a
zdrbjelek elbtt 41l osszesen 22, mindaz, ami zérdjelben van 16,
igy a kilonbség 6. Ha nyomon koveljitk az eseményeket,
latjuk, hogy a zdréjelek felbontdsa sordn egyes szdmok tébb-
sz0r is megvéltoztatjdk el6jeliiket, amig a szdmol6gépiink-
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ben egymast keresztezd parancsok sordn végighaladva vég-
leges, zdrdjelen kiviili eldjelikhéz nem jutnak. Csak utalunk
arra, hogy a védltozdsok e sorozata a parancsok szorzdsit
. jelenti, amivel ké36bb még alaposabban fogunk foglalkozni.

Itt az ideje ugyanis, hogy visszatérjink az algebrihoz,
amelyet a kivonds tédrgyaldsdnak elején zavartan abbahagy-
tunk. De ez a mfivelet nem fog tobb rejtvényt feladni nekiink.
Mert ha 2 almém van és 2 almédt kell belGle odaadnom,
0 almdm marad, azaz semmi. Ha 6 almdm van és 4 almdit kell
bel6le odaadnom, 2 marad. Ha viszont 8 volna és 7 almat kel-
lene bel8le odaadni, 4 alma addssiég maradna. Ha végil mar
volna 5 alma addssdg é3 hozzd jonne 8, akkor az dsszesen
8 alma adéssig volna. Hs igy tovébb.

(++5a) ugyanaz, mint 5 alma vagyon, (—S8a) ugyanaz,
mint 8 alma adéssdg. Azt hiszem, nem kell a kézbens6 foko-
zatokat ismét dtvizsgdlounk, hanem azonnal zéréjeles kife-
jezések felbontdsdval kezdhetiink foglalkozni. :

150—{6a-(8b--50—2a)-+[8e—(5a+Tb)]+-c}=
=15a—{6a-+ 8b-+50—2a +[80— 5a—Tb J+-¢}=
=16a—{6a+ 8b+56—2a + 8c— ba—Tb +¢)=
=15a— 6a— 8b—bc+-2a — 8e+ 5a-+Tb —¢ =
=16a-} 4b—39c¢.

Bszre lehet venni, hogy zérdjelen beliili kiszdmitdsy az
algebrdban csak akkor lehetséges, ha a zdréjelen beliil egy-
nemfl mennyiségek vannak. Mennyi tehdt

176—[6b--(90—8b--¢-5a—2c-1-b)+-2b].

Itt a zdr6jelek felbontdsa el6tt irbatndm :
17a—8b+(14a—2b—c) }=1Ta—[8b-144—2b—¢]=
=170—6b—140-4-c=80—6b-1-c.

Mér egész id6 alatt nyelvinkon lebegett, hogy megem-
litsiik, hogy a kivonds, az Osszeaddshoz hasonléan kommu-
tativ mivelet, ha az el6jelet, a parancsot a szdmhoz tartozd-
nak tekintjik. fgy jutunk az tigyneveszett algebrai, aritme-
tikai Osszeg fogalmdhoz. Mert bizonyos szempontbél tekintve

egyaltaldn nines is kivonds, csupdn csak plusz- és minusz-
gzdmok Osszeaddsa. 5—8—2-1-4 kifejezést fgy is irhatom:
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+(+8)F (—B8)+(—2)+(+4). De bppen fgy azt is 4llithat-
n6k, hogy Osszeadds nincs, csak kivonds. 8 ez esetben az
algebrai vagy aritmetikai kilonbgégr8l beszélhetnénk. Ese-
tinkben: —(—5)—(+8)—(4-2)—(—4), 8 ez ismét ugyan-
azt, §. i. (-}4)-0b adnd eredményiil. Létozik tehdt a parancsok
feleserélhetfuégének torvénye is, sft plusz-szdm esetén még
azt som tudhatom, hogy elbjelét két plusz vagy két minusz
eredményeként szerezte-o? Mellékes. Csak az fontos, hogy
példdnkat Osszegként tudtuk frni és a tagok sorrendjét fel-
cgoréthetjik. Mondjuk fgy : +-(—2)+(4-5)4-(-1-4)--(—8) az
eredmény természetesen ismét (--4).

Pelfogdsunk gltaldnos jellege szempontjabél ismét jo
darabbal jutottunk elfre, igy tehdt (nem annyira logikusan,
mint inkdbb nyakttrS merészségpel) & kommutativ torvény
mellé egy a szorzdsra jellemzd t6rvényt, a disatributiv torvényt
akarjuk dllitani. Azt dllitjuk, hogy 5(7+4—849) ugyan-
annyi, mint 5.745.4—5.84-5.9 s ez szemlétomdst igaz,
mert a zdréjel, kiszdmitva, ugyanazt az eredményt (5.17-=85)
adja.

Altalénossdgban a(b--c—d-+-e—f)=ab+ac—ad--ace—af,
amir§l természetesen ebben a példdban nem tudunk jobban
meggy8zfdni. Legfeljebb konkrét szdmok behelyettesitésé-
vel igazolhatnék. De az alapvet§ tétel szomléltetésére eukli-
desi médon geomeiriai bizonyitdst haszndlunk. Helyezziink
azonban egyelére esupa pozitiv szdmot a zdrdjelbe.

a(p4-¢c-+d-+-e+-H=ab+actad+ae--af.

¢ d E) €
8. dbra.

Az egymds utdn sorakozé négyszogek teriilete, az ismert
wzfnyegy-képlet szerint: ab, ac, ad, ae, of. A négyszdgek
terilletének Osszege tehdt ab-tactad-t-aetaf. Az Osszeg
azonban nem egyéb, mint az egész, nagy négyszdg. Mert, ha



91

a nagy négyszog teriiletét kozvetleniil akariuk kiszdmitani,
akkor a <hosszdts, ez btc4-d-te+f, meg kell szoroznunk a
wzblességévely, a-val. Az eredmény a(b4-¢td-t-e-tf). De
minthogy mindkét szdmitdsi moéd feltétlenil ugyanazt az
eredményt adja, Altaldnossdgban is igazolva van, hogy
a(b-+o+-d-t-e+f) =ab+ac-tadt-ae-af.

Az olvas6 kedvére bizzuk, hogy megfelel6 négyszdgeket
vigjon ki magénak és szabdlyunkat arra az esetre is igazolja,
amikor a zdrdjelben negativ szdmok is szerepelnek. Ez eset-
ben a «pozitivy négyszdgeket egymés mellé kell helyezni és
a wmegativokaty lo kell vonni, Ggy, hogy & pozitivok tetejére
helyezzitk 8ket. 8 ki fog deriilni, hogy eredményii] ismét
ugyanazt kapte, mintha csak az alsé vonal hosszdt dllapi
totta volna meg eldre a b, ¢, d. stb vonaldarabok 6sszeadoga
tésdval és kivondsival és azutdn szorozta volna meg az
eredményt az 4llandé a-val

A disztributiv torvényt mostan mdr «polinomokras,
«Obbtaglhakray is kiterjeszthetjiik, amelyek - nevilk is
mutatja — nem egy szdmbdl, hanem tobb tag Osszegébdl
alakitott kifejezések. Ismét geometriai-euklidesi modszert
alkalmazunk.

{ of of o] »f

9. dbra.

Most az eredmény nyole négyszdg. Még pedig, azonnal
teriiletitkkel megjelolve 8ket, alul az ae, ad, ae, of, feliil pedig
a be, bd, be, bf négyszdg. Az egésznek a teriilete viszont

(a+b). (c-d-+e-f), tehdt
(e4-d-4-e-+f) . (a-+b)=ac-}-ad-+ae-t+af-+-bo--bd-+-be-+-bf.

~ Eazzel most az algebrai szorzédsnak alapvet6 torvényét
4llapitottuk meg. fgy hangzik : tobbtagt tobbtagival agy
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szorzunk, hogy elfzzor a mdsodik polinom elsd tagijdval mag-
gzorozzuk az elsd minden egyes tagjdt (az elljel-szabdlyt
figyelembe véve) azutén a mégodik, harmadik sth. tagjdval
ismételjiik meg ugyanazt, vagy viszont. Mert itten a kommu-
tativ és disziributiv t6rvény egyméds mellett érvényesil.
Bonyolultnak ldtszik a szabdly, pedig nem mds, mint amit
mér . az olemi iskoldban tanulbunk. 86t egysseribb, mert
itten helyértékkel nem kell trddniink. Frre csak késébb
fogunk visszatérni. El6bb ldssunk egy egyszerl szorzdst
algebrai polinomokkal (t6bbtaga kifejezésekkel).

(Ta+-5b4-8¢4-9d1-¢) . (2f -+-4g-+-6h) =14af 1 10bf -+ 16¢f -+ 18df -
+-2ef+-28ag--20bg-1-82c9+86dg-1-4eg--42ah-80bh+48ch -+
~54dh--6eh.

Bzt a kifejezést immdr nem lehet tovdbb egyszerfisiteni.
Bizonyos médon ugyan még 4t lehetne alakitani, de ezzel
nem most foglalkozunk. Létjuk, hogy a konkrét szémokat,
az egyutthatékat, egyszerfien Osszeszoroztuk. Lényegében
természetesen ezeknek a szorzdsa sem mds, mint az dltaldnos
a, b, ¢ ssdmoké. Csupdn egy mdsik, kiilénleges algoritmus
értelmében az el6bbieket Gssze tudtuk olvasztani. Tulajdon-
képpen elbszor ezt kellett volna irnunk : Ta.2f vagy 7.2.a.f,
ugyanigy tovdbb: 5b.2f és 5.2.5.f stb. De gzintGgy meg-
eshetik, hogy valamilyen kiilénleges algoritmus kivetkezté-
ben az dltaldnos szdmok ig Gsezeolvaszthatok. Tegyiik fel, hogy
a kovetkezd szorzdst kell elvégezniink: (2a-1-8b).(5a--Tab).
Bz {gy festene:

(2a-1-8D). (Sa--Tab)=5a.2a-+-5a.8b-4-Tab.2a--Tab .8b=
‘ =10aa-+15ab-}-14aab--21abb.

De azt mér tudjuk, hogy a.a és b.b mit jelent. Hzzel a
végeredmény : 10a?+-15ab--140?b-+21ab.

Legutébbi példdnkbél 4j fogalmat szdndékozunk leve-
zetni. Még pedig a «tényezd kiemelésénsky a fogalmit. Bz a
kiemelés a digztributiv toérvénynek kovetkezménye, mds
szempontbol megforditdsa. Kiilsbleg zdréjelmentes kifeje-

1 Itt ismét érvédnyes az elbjelek kapesoldsinak a szabilya: egyenid
pléjeltiek szorzata pluszs, kilonbszd eldjelliek szorzata minuszt ad.
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zést alakitunk 4t ezzel zdréjeles kifejozdsek szorzativa, vagy
esetleg csak egyetlen egy tényezdvel szorzott zdrdjeles kife-
ozépgé. Példaként legutébbi eredményiinket haszndljuk fel:

1002+15ab--14a?b+-21ab?.

Ha azt kérdezziik, melyik szém szerepel minden tagban,
els6 pillantdsra ldtjuk, hogy az @ megfelel ennek a kovete-
lésnek. Most tehdt az ¢ tényezdt kiemeljik.

10aa--15ab-+-14aab-}-21ab?

Mi lesz a mésik tényez8? Természetesen 10a--15b-+14ab-
42162 Tehét a fenti eredmény helyett a kovetkezbt is ir-
hatjuk: a{10a--15b--14ab-1-216%), tekintve, hogy a szor-
zds elvégzése az eredeti kifejezést adnd. De méds médon is
kiemelhetiink. Példéul :

2(56*-1-Ta%)+-8(5ab-+Tab?) vagy

10a?4-b(15a-+-14021-214gb) vagy
10a%+-15ab--Tab(2a-+8b) vagy
10a?-+-ab[15+7(2a-1-8b) ] vagy
2{10a-b[15-+7(2a-8b)]} és igy tovébb.

A «kiemelésy, bonyolultabb kifejezések esetén gyakorla-
tot kivdn. Jelent6sége igen nagy lehet, mert példédul oly tor-
teknél, amelyeknek szdmléloja is, nevezdje is algebrai kife-
jezés, roviditést tehet lehetévé. De ne kapkodjunk eldre.
Lissul disztributiv torvénytinket negativ szdmok esetén.
Irjuk fel magunknak a kdvetkezl feladatot, egyel6re algebrai
osszeg alakjéban: [(4a)+4(—2b)].[(-+¢)+(—8d)], akkor az

eredmény :

(++0). (4-8) - (+6). (—2b)+(—8d)
be 8

=ac -—

- (+0)+(—84d). (—2b)=
—_ ad - 6bd.
Ugyanezt kaptuk volna akkor is, ha egyszerfien igy szdmo-
lunk : (a—2b) (c—8d)=ac—2bo—Bad--6bd. Ismét érvényes
az a szabdly, hogy egyenld el6jelek szorzata pluszt, kilon-
bozb elbjeleké pedig minuszt eredményez. Most kérdezsilk,
hol vannak a masodik esetben az eldjelek? Felelet : a szdmok
el6tt keresend8k, mint «bsszevont parancsoks.

Most kibdvitjiik elgjel-, illetve parancskapesoldsi szabé-
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Iyunkat. Azt mondjuk: ha szorzdsndl tobb elfjel keril
dsszo, azaz Owsze kell ket kapesolnunk, akkor tetszés sze-
rinti szdmi plusz mindenkor ismét pluszt fog eredményezni.
Viszont csak pérosszdmi minusznak a szorzata less plusz,
mert a minuszokbdl esak mindig kettd-kett§ ad pluszt. Pé-
ratlan szdmt minusznak a szorzata ismét minuszt ad. Ha
vegyesen keriilnek Ossze, akkor a pluszok szdmdra valé te-
kintet nélkil pozitiv az eredmény, ha a szorzatban pdros
szdmmal vannak a minuszok. Bllenkezd esetben negativ az
eredmény. Osszefoglalva :

(4a). (+b). (++6)=(-+abc) tényezfk szdma pdratlan
(+a). (4-0). (0) . (F-d)=(4-abed) « 4 péros
(—a).(—b).(—c¢) . (—d)=(-+abed) 4 ¢ péros
(—a).(—b).(—0) =(—abc) ¢ ¢ paratlan

(4+a).(4-b). (4-¢). (—d) . (—e)=(-+abcde) minuszok szdma pdros
(4a).(+b).(—0).(—d) .(—e)=(—abcde) ¢ : pdratlan.

Mostan mér, kell§ figyelemmel bédrmilyen ocgészszdmnd,
algebrai szorzdst el tudunk végezni. Szédmitsunk ki tehdt egy
valamivel bonyolultabb példés.

(Bab--8ad+-9bc) . (abe—Hbde)=
=5a%%c4-8a2bed - 90b%c>—80abde—18ad?e—54bede.

Tovabbi példa :
(a—Db) . (20--8D) =2a%—2ab-}8ab—8I2

Ttt olyasmi bukkan fel, amivel eddig még nem taldlkoz-
tunk. Ugyanis az ab tag kétszer fordul elf. Egyszer mint
(—2ab), azutdn mint (4-8ab). Ezeket dsezeadhatjuk vagy ki-
vonhatjuk egymésboél, hisz éppen olyan algebrai mennyisé-
gel, mint akdr az a, akir a b magdban. Tehdt: (—2ab)-}-
+(4-8ab)==1ab vagy ab. Tehdt a végeredmény : 2¢°--ab—8%.
Ilyen 6sszevondsndl nagyon is tandcsos a legnagyobb dvatos-
sag és a leggondosabb, tiszta {rds, nehogy tévedjink. Csak
akkor szabad Osszeadni, vagy kivonni, ha az egész csoport
azonos. Mint a Ta? és 402, vagy B5abc®—8abc? esetében. De lohe-
tetlen a kovetkez8 két tag Osszevondea egyetlen taggd :
5abc®—8ab%. Mert az abe® kifejezés ugyanannyira killsnbozik
az ab% kifejezéstll, mint az alma a kortétsl, habdr hasonlék.
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Hasonlésdg nem jeent semmit, csak feltétlen és tokéletes
azonossag tehet lehet6vé Gsszeaddst és kivondst!

Most ismét mdsik algoritmust fogunk 4ltaldnosan meg-
vizsgdlni, a hatvdnyozdst. Azt mér tudjuk, hogy mi a hatvé-
nyozés. Epfts, osszerako, szintétikus, mésképp tetikus szé-
mitdsi miivelet, amelynél egy szdmot, az alapot annyiszor
kell tényezbnek venni, ahdnyszor a kis kitevd, jobbra fent,
megkéveteli. o®=a.a, a®=0.0.0, a®=a.q.0.0.0.a stb. M-
képpen sworzok Ogsze hatvinyokat? Keressitk, mondjuk, of
és a? szorzatdt. frjuk: ‘ :

(afa)x(a.a.a.a.a.a.a).

Minthogy esupa szorzds szerepel, irhatom :
0.0.6.0.6.0.0.0.0.

Milyen viszonyban van az Gj kitevd, 9, a régi 2 és 7 kite-
vGvel? Bgyszerfi: 9 a 7 68 a 2 Osszege. Az eset tulajdonkép-
pen teljesen vildgos, Minden kitev8 azt kivdnja, hogy az
alapot annyiszor szorozzam onmagdval, ahdnyszor § mutatja.
Ha t6bb azonos alapt hatvdnyt szorzéssal kapesolok &ssze,
akkor annyiszor kell a kozds alapot tényez8ill vennem,
ahényszor oOsszesen kivéanjdk, tehat ahdnyszor Osszegiik
kivianja. Fzek sgerint a'°.qf=q®+%=q%; és HO.01 07=
=pW0+N+7=}8 &g {gy tovdbb. Ha a szabdlyt egészen 4lta-
lénosan akarom felirni, akkor frhatom, hogy a".a™.4".a°=
= gntmtrs gagy pe hd B = betd+f, Most més feladatot
adok magamnak, Mi térténik, ha hatvdnyt hatvényoszni
akarok? Mondjuk o® az 6t6dik hatvinyra emelendd, (a%).
Ezt meg kell fontolnunk. Mit jelent ez? Nem mést, mint :

03.0%.0%. 0%, aP==P+3+8+8 48205 8

A szabély megint nagyon egyszerl. Ha hatvényt hatvd-
nyozok, a kitevlket ossze kell szoroznom. Altaldnosan :
(@)™, vagy bonyolultabb esetre: [(b%¥)™]r==bomr,

Kiegéezitésiil ismételjik, hogy minden szdm nulladik
hatvdnya az egység. Az dltaldnos frdsmoéd birtokdban mér
frhatjuk : %=1, ahol o tetszésgzerinti nagy, de véges szd-
- mot jelenthet. Tovdbbd a%at==a®+r=q", aminthogy 1.a"=a"
Természetesen al.ar=qr+l. Ha végil azt kérdersziik, hogy
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mennyi [(a%°], kideril, hogy a?-3-5, tehdt a® vagyis 1.
Természetes, hisz «® magédban is 1 és egynek minden hat-
vénya csak egy marad. Mert az egyet annyiszor frhatom
tényezbnek, ahdnyszor csak akarom, anélkiil, hogy az egy-
t61 kilonbozd eredményt kapnék.

A dolgok mélyébe 14t6 olvasom észreveheti, hogy itten
a hdrom tetikus szdmitdsi mod egyitt mlikddik. Hatvényo-
743 nem egyéb, mint Snmagdval valé szorzds. Hatvdnyol
szorzdsa a kitevlk Osszeaddsit kivédnja. Hatvany hatvinyo-
zdsa kitev8k szorzdsit vonja maga utdn. Jtt esak arra muta-
tunk r4, hogy az egész algoritmus csak Osszeaddsok egymdsra
halmozdsa, mindenkor megadva, hogy hényszor kell 8ssze-
adni. Mert 82=8.8 nem egyéb, mint 3 hdromszer dsszeadan-
déként, tehdt 8--3-4-3. Es 82.88=85=8.5.5.8.8 ismét nem
més, mint 8, hdromszor-hdromszor-hromszor-héromszor,
vagyis 81-szer 6nmagdhoz adva. De ez sszesen 248, vagy 85,

Aki a gzdmolégépeket ismeri, az kénnyen megéiti ezt.
Minden tigynevezett szorzogbp éppen azon alapszik, hogy
a sforzandét addig Osszegezi, mig a szorzdsi parancs nem
teljestilh. Vagyis addig sorakoztatjuk ugyanazt az Gsszeadan-
dét egymds utdn, amig csak a szorzd kivénja. Flogy ne okoz-
zunk zavart, ezt a gondolatsort félbeszakitjuk és esak annyib
dllapitunk meg, hogy eddig minden tetikus mfivelet a kiz-
vetlentil alacsonyabbél szdrmazott. gy, ha az Gsszeadds,
szorzds, hatvdnyozéds sorrendet tekintjik, minden szorzds
8 szorz6to! meghatdrozott szdmib, d szorzandoval azonos
tagnak Gsszegezése, minden hatvdnyozds pedig azonos ténye-
zéknek, az alapnak, ismételt szorzdsa, abol a tényezlk szd-
mét a kitevl adja meg.

Jogosan gyanithatjuk most, hogy az osztds ugyanigy fig
Ossze a kivondssal. Gyantnk teljesen jogosult, amint egy
teljesen eogyszerfi példa mutatja. Vonjunk ki egymésutdn
ismételten 120-b6l 18-at, nkkor ezt kapjuk:

1290-—-18=107 (1. kivonds), 55—18==42 (6. kivondis),
107—13= 94 (2. kivonds), 42—18=29 (7. kivonds),
94—13== 81 (3, kivonds), 29—18=16 (8. kivords),
81—18= 6% (4. kivonds), 16—18= 38 (9. kivonds).

68-—-18= 55 (5. kivonis),
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Tovébb pozitiv szdmokkal nem tudjuk folytatni. Kilenec-
gzer tudtunk kivonni és 8 maradt. Az osztds eredménye

120 : 18=9,
--8 tehdt pontosan ugyanaz.

Lelepleztiik az osztdst, kideriilt, hogy ismételt kivonds,
miként a szdmolégépek minden ismerSje tudja. Az osztds
alapkérdése tehdt nem csak az lehet : hdnyszor foglaltatik
az 0szt6 az osztandoban és mi a maradék? Kppen annyira
jogosult az a kérdés is, hogy : hdnyszor vonhatom le ugyan-
azt & mennyiséget az osztandobél és mi marad, ha nem aka-
rok negativ szdmok kézé jutni?

Léssuk azonban az osztdsi algoritmus hatalmas el6nyét
az ismételt kivonds f6l6tt. Az utébbindl kilene kivondst kel
lett végezniink, mindegyik kiillén hibaforrds, az el6bbi egyet-
len fogéssal mir az eredményt adja meg. Szdmologép meg-
engedheti maginak az ismételt kivonds fénylizését, s mert
fogaskerekei csak helyesen tudnak dolgozni, nem tévedhet.
Mésodszor alkatrészeinek fordulatszdma tetszésszerint fo-
kozhaté (ma nidr.elektromotorral forgatjik Sket). Harmad-
gzor irdsban torténd osztdsunk aligha utdnozhaté géppel,
mert a nélkiilézhetetlen beszorzdsokat a gép éppen ismébielt
osszeaddsokkal végezné el. De ezt megint csak mellékesen.
Most jutottunk arra a pontra, hogy é4ltaldnos kutatdsaink
részleges lezdrdsdul az 4ltaldnos szdmok osztdsdval kell
foglalkoznunk. Ismét a legegyszeriibbel kezdjitk. Mennyi
a:b? Felolet : nem egyéb, mint a :b. Az osztds nem felese-
rélhotd, nem kommutativ miivelet, a kivondshoz hasonléan
egy irdnyban oldédik, egyfelé irdnyitott. Legfeljebb mds-

képpen irhatjuk, igy taldn: %. Ez nem nyereség, csak mds

frdsméd, a parancs mdsképpen tortént feljegyzése. Ugyan-
agy, amint ab ugyanaz mint a.b és axb. Az osztdsra elvégre
azt is frhatnék, hogy « per by, @ osztva b-vely, vagy «w térve
b-vely. S8t esetleg azt is, hogy a ardnylik a b-hesz.

Miként a szorzdsndl, it is hdrom esetét fogjuk az 4ltald-
nos szamok osztdsdnak megvizsgdlni, Mégpedig : magukban
4116, 4ltaldnos mennyiségeknek egyiitthatéval és anélkiil

Colerus: 1X 1. 7
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tanusitott viselkedését, hatvdnyokét és végil tobbtagn ki-
fejezések (polinomok) viselkedését.

Magéban 4116 mennyiségekkel, ha kiilonnemfek (a:b),
emlitettiik, nincs mit tenni. Oly parancesal dllok szemben,
amelyet csak akkor tudok teljesiteni, ha az dltaldnos szémok
helyébe mér behelyettesitek. Pl a=12, b==8. Akkor persze
a:b=12:8=4. De més lehetbségek iz vannak. Mennyi
80 : a? Ezzel azt kérdezziik, hogyan ardnylik hérom alma
egyhez. Vagy azt, hdnyszor van meg az egy alma a hdrom-
ban? Viligos a vélasz. 8a:a=3. Altaldnosen: n.q:a=n.
Ugyanigy 15a:8a=>5 és ba: a=>b. Minthogy tovibb4d min-
den szdm énmagdval osztva egyet ad eredményil, o :a=1l.
Azt higzem, beldthatjuk, hogy 25abed : 5ac=5bd. Csak az
osztds «probdjity kell szem el6tt tartani. Utébbi esetben
5bd.50c="? Beszorozva azonnal megkapjuk, hogy 25abed
és &llitdsunk beigazolodott. Itt tehdt nines tovabbi nehézség.
_ Léssuk most a hatvényok viselkedését az osztdskor.
Irjuk 6ket elfszér szorzésnak. Mennyi

(0.0.0.0.0.0): (a.0.0)=?

Az els8 zéréjelben foglalt mennyiséget elfszér a-val,
majd ismébt a-val, végil megint a-val kell osztanom, mert
mellékes, hogy 27-et 9=8x8-mal, vagy elfszér 8-mal és
ajbol 8-mal osztom. A fenti osztds eredménye, eddigi tapasz-
talataink szerint

a.0.0.1.1.1=a.0.a

Va%yis a8 : a®=a®. Tovébbd (b.b.b.b.b.b.b) : (b.D) egyenld
b.b.b.b.b.1.1==b® &8 tanulsdg b7:b?=D5. A szabdly mér
vildgos. Tsmét amolyan tiikdrképszerti jelenséggel van dol-
gunk és tisztdn ldtjuk a két litikus mlveletnek, a kivonds-
nak és az osztdsnak a kapesoloddsdt. Mert a®:aP=aS3 és
b7 : P2=b""2=[". Nekiink, régi matematikusoknak mér nincs
sok beszélnivalénk, megalkotjuk a képletet am : an=am—" ez
a™ : gm=g"—m=1 esetén azonnal bevilik és haszndlhaté algo- -
ritmusnak bizonyul. Természetesen a™ : a==a™1 é8 a : %=
=0" : l=q"—9=q™, Minden ellenfrzé prébdnak helyes ered-
ményt kell adnia. Példdul am:a=am—1; préba q.am 1=



99

=ql. g t=gltm—l=qgm, Befejeréstil médg egy bonyolult
példdt, amelynél szdmos algoritmus jétszik kozre:

89a"b5crdm+2 1 1804c5d8=8a"4.b5,¢r—¢.dm+28=
=8 a3b50r-—sdm-1.

Itt meg kell jegyezniink, ha egy tényez8 nem fordul eld
az osztoban,' akkor gy tekintendd, mintha az illet§ alap a
nulladik hatvdnyon (egyenl6 1) szerepelne. Példdnkban
89a7b5crdm+2 : 18a%%5d?, kiszdmitdsndl b-re b5 O0=b% adéb-
dik, tehit az eredményen mit sem véltoztat. Altaléban —
mér a tizesrendszernél tapasztaltuk — a nulladik hatvény
bevezetése sokszor elegdns kiegészitése és kikerekitése lesz
a torvényszerfiségeknek.

Rovid eldzetes megjegyzés utén nekivigunk egyelbre leg-
bonyolultabb feladatunknak, a tébbtagiak osztdsa ta-
nulmdnyozdsdnak. Ilyen kifejezéseknél vannak bizonyos
rendezési elvek, amelyek gyakran nélkilozhetetlenek, habdr
a wendezés a kifejezésen, nagysdgra, nem vdltoztat semmit.
Minden katona tudja, hogy egy szdzad létszéma, harcereje
alig véltozik attél, hogy menetalakzatban vagy diszelgésnél
az Ossze-vissza 41lo katondkat nagysdg szerint sorakoztatom
fel. Mégis vannak elényeim. Ha vonalbél menetoszlopot ala-
kitok, akkor a legnagyobb emberek mennek, ketts rendek-
ben, az oszlop 6lén és hatalmas lépteikkel temp6ban, maguk-
kal ragadjék a mogottiik menetel6, mindinkabb kisebb tér-
saikat. Kanyaroddsokndl is, vonalban, rendesen a legkisebb
ember a forgdspont, mig a szdrnyon 4116 legnagyobb ember-
nek kell a legnagyobb utat megtennie. Réviden : menetnél
bevélik rendezési mo6dunk, mert bizonyos szempontolkbol
meghatérozott viszonyokat teremt s ezeket killonleges cé-
lokra jol fel lohet haszndlni.

Ilyen rendezési elvekkel mér taldlkoztunk. A helyérték-
rendszerek @agysdgrendjes volt ilyen, Nem mds, mint & szé-
moknak az alapszdm noévekvd vagy fogydé hatvdnyi szerinti
kifejtése ; novekvd vagy fogyd, aszerint, hogy el6lrél, vagy
hétulrol tekintjilk a szémot.g%izesrendszerﬁnkben mindenkor

1 Késbbb még arrél az esetrél is fogunk beszélni, ha az osztandéban
nem fordul eld.

7*
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a tiz fogyd hatvényai szerint frunk baledl jobbra. Mert
91.485 annyi mint 9.1081-1.1034-4.10°4-8.10815.10°,

A felirdsnak ezt a médjat algebrai kfejezésekre is dtvihet-
jik, valahdnyszor a hatvénykitev6k konkrét szdmok, vagy
valamely mellékfeltételbdl ismerjitk az 4ltaldnos hatvény-
kitev8k sorrendjét.

a®*+a"4-at—a?4-a%—a® fogyé hatvényok szerint ren-
dezve igy irhaté

a0’ —aP+4-0t--a°—a?.

De ha aom+ta7to—ab—adt-a* Lkifejenést kellene ren-
dezniink és tudnék, hogy az dbéeé hétrabb levd betlje, bér
még hatdrozatlan, mégis biztosan nagyobb szdmot jelent
mint az el6bb 4ll6 betd, akkor fogyé hatvdnyok szerint igy
rendeznék

a*+or-+am-t-gh—ad—ab,

De mivel megszoktuk, hogy algebrai dolgainkat 4ltald-
nosan intézziik el, elveink tovdbbi keresztiilvitelénél bizo-
nyos nehézségekre bukkanunk. Ugyanabban a tényezds ki-
- fejezésben kiilonféle hatvényok is eléfordulbatnak, mint a
19a2bc™d4 vagy 5a7b5cPd® kifejezésekben. Hs kideriilhet tovdbb4,
hogy mialatt az a hatvdnyai szerint rendeziink, a b hatvd-
nyait Osszekeverjilk ; b szerint rendezve az a hatvényai
keverednek, ¢ szerint rendezve @, b és d hatvinyai zavarod-
nak Gssze &8 igy tovdbb. Természetesen nines mds megoldds,
mint elhatdroznunk, hogy milyen elv alapjén akarunk ren-
dezni. Ha a konyvespole kidnyveit nagysdg szerint rendez-
zitk, nem rendeghetjiik ket ugyanakkor tartalom szerint
is, hacsek a tartalom és a nagysdg mér eleve nem Ffiigghtt
Ossze valamiképpen.

Most vdgjunk neki merészen a tébbtaghak osztdsinalk,
minthogy mér minden sziitkséges el8zetes ismeretnek birto-
kdban vagyunk. Vegyiik taldn a kovetkez6 gonosz kitlseji
kifejezések osztdsdt. A

(10a%b4-85a5h--45a5b2h—4abc?h—140a2c2h2—18a%6%%h?) :
: (—26%h+5a®),

Kls8 szabdly : mindkét t6bbtagi az elsd éltaldnos szdm,
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tehdt most az a betl fogyé hatvdnyai szerint rendezendd.
Tehdt irjuk:

(450%5%h4-850"h+-10a%—18a%b%c?h*—14a%c*h2—4abc®h) :
: (5aP—26%h)=*?

A tovabbi eljdrds hasonlit a tizesrendszer osztdsédhoz.
Megnézziik ugyanis, hogy az oszté els6 tagja (5a%) hényszor
van meg az osztandé els6 45a%0%h tagjdban. Beszorzunk,
vagyis az els6 eredményt az osztéval megszorozzuk és az
osztandobdl, illetve az osztandé megfeleld tagjaibol kivonjuk.
Ha nem taldlunk megfelel§ tagot, akkor a le nem vonhatd
tagot a «maradékhoz csatoljuk. Most megnézziik, hogy az
osztd elsd tagja hdnyszor van meg a maradéknak az els§
dltaldnos szédmot legmagasabb hatvinyon tartalmazé tag-
jéban. Az eredmény a hdnyadosba keriil. Ismét beszorzunk.
Bs fgy tovdbb. Tehit ez a szdmitéds menete :

(450%0%h - 3505h-- 10a4b—18a2b*cAh3—14a*c*ht—4abe*h) : (BaP—2¢%h)==

450502 “F18a362c2h? =9a*h?h--TaPh-+2ab
0 -+ 35a5h 0 —14a3c*
—+38a5h T 14a%c*h?
0 - 10a*k 0 —dabeh
--10ath F4abesh
0 0

Az ogztds kiment (amint mondani szokds) és az eredmény
(9a%b?h+-Ta2h--2ab), tehdt szintén az a fogy6é hatvdnyai
szerint rendezett polinom. A fenti mintdhoz még azt a meg-
jegyzést flizziik, hogy a kivondst szimbolikusan az el6jelek
megvaltoztatdsdval jeleztitk, mert tudvalevd, hogy a minusy
hatésa az elSjelek megvéltozdsa. Igy kettds elbjeleknél csak
az alsé érvényes. Hogy még vildgosabban ldssunk : az els§
beszorzdsndl eredraényként (45a%0%h—18ab%?h%) kifejezést
kaptuk. Az osztandéban ig megtaldljuk ezt a két tagot. Most
ezt irhatndk :az ogztandobél (45a86%h—18a%b%c*h?), levonva
belle a beszorzéds eredménye (45a°b%h—18a%b%2h?%), tehdt
(450%0*h—18a%0%*h?) — (45a%0%h — 18a%b%c*h?) = 45a%h%h —
—18a3b2c?h?—4508b%h-1-18a%b?c*h?, ez nyilvdnvaléan nullit ered-
ményez. Hogy tovdbb oszthassunk, megkeressitk az a-nak,
kivonés dltal még el nem téint, legmagasabb hatvdnyd tag-
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j4t, oz 85a%h. Attekinthet8ség kedvéért ugyanigy lefrjuk a
vonal ald, mintha maradék volna és a fentiek szerint jdrunk
el tovdbbra is.

Egyéltalén nem feladatunk, hogy szdmolémfivésszé ké-
pezziik ki magunkat. Gyakorlds céljdra bérmely kozépiskolai
tankdnyvben gazdag valasztékdt taldljuk a példdknak. Mivel
nekiink mégok a céljaink, a matematikdnak a szerkezetét,
vézét, alakjét akarjuk megismerni, hogy az integrélszdmi-
téssal is meg tudjunk birkézni, megelégsziink azzal, hogy
felirunk az algebra dllandé (hatdrozott) szdmokkal foglalkozé
részének befejezéséiil két drtatlan osztési feladatot.

(a*—2ab-+4-b?) : (a—b)=(a—D)
+a?F ab
00— b P
T abt-b?
g ¢

Tovédbbi feladat :

(a®4-0®) : (a-+b) =a®—ab-b?
+0PFa®h
0 —a®--b°
To2bTab?
0 Jat®+b®
+ab? L b?
0 0

Ezzel jelent8sebb nyugvéponthoz értiink. Uralkodunk
mér a négy alapmiiveleten, 6sszeaddson, kivondson, szorzé-
son és osztdson, ezeken kiviil a hatvdnyozdson, egész szdmok-
kal valamennyi szdmrendszerben és dltaldnos, algebrai sz4-
mokkal. Ezzel felfegyverkeztink, hogy bizonyos korldtokon
beliil a matematikal rejtvényfejtéshez foghassunk, az isme-
retlen z-re vonatkozé tanokhoz, ez egyenletek megismerésé-
hez, amelyek hidként vezetnek &4t tudoményunk felsd és
legmagasabb régitiba.
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TIZENKETTEDIK FEJEZET

Kozonséges tortek

Még egy kis dombocskdn kell tljutnunk, hogy azutdn
szabadon mozoghassunk a matematikai rejtvények sfksdgan.
Az osztdsnak kiilonleges frdsm6djdrél van szb, amely elvi
Gijitds jellegl algoritmusunkban.

Torténeti sorrendben a kettéspont jelent meg legutoljdra
az osztés jeleként. Eddig mi agyszdélvan kizdrélag ezt hasz-
néltuk az oszids jelolésére. Bzt a jelet is Leibniz szerencsés
keze teremtette.! A tértvonal, mint az osztds jele sokkal
régebbi eredetd.

Tort egyelére nem jelent egyebet, mint véghez nem vitt,
vagy egészszdml eredménnyel keresztiil nem vihet§ osztdst.

Eztttal kivételesen éltaldnos szdmokon kezdjik, mert
azoknak nagységa, nagysdguk viszonya semmiképpen sincsen

meghatdrozva, igy a t6rt tipusaként felirhatjuk az ~§— kifo-

jozést. Ennek a jelentése a t6rve b-vel, a per b, a osztva
b-vel, a:b, vagy a viszonylik b-hez. A tortvonal feletti
szdm a 8zdmldlo, az alatta levl a nevezd. Ha szdmldlo 1,

tehdt 4ltaldnosan %-, -%, —i— stb., akkor egységtortrdl beszé-
- link. Ha a szdmldl6 kisebb mint a nevezd, akkor valédi
torttel van dolgunk ; 4ltaldnosan ezt gy lehetns irni, hogy
%— valédi tort, ha a<b.2 Az ez alkalommal el8szér eléforduld
egyenl6tlenségi jel (>, <) hegye mindenkor a kisebb szdm
felé fordul, nyildsa pedig a nagyobb felé. Természétesen
visszafelé is lehet olvasni, jobbrél balra, s egyformdn jogos
kijelentés az (54-7—2) > (1+8—2--1) kifejezés kiszdmitésa
utdn az, hogy 10 nagyobb mint 8 és az, hogy 8 kisebb mint 10.

! (De maximis et de minimis cimi értekezésében. Acta eruditorum,
1684,
* Ha o és b pozitiv szdmokat jelentenek.
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De visszatérve tortjeinkhez, akkor mohdjék az % tortet

valédinak, ha pozitiv @ és b esetén a<ch. Ks akkor nem-
valodi vagy éltortnek, ha a>b. Konkrét szdmokhoz vissza-

térve -;— egységtirt és egyattal valédi tort is, % valodi tort.
6

7 Veey o altortek, mert egeszszémok és tortek Osszege

ként is frhatok. Ertékiik ugyanis 1 +—— vagyis 1 —I--l--

A régi egyiptomiak és gbrogsk szémtésalban asg egység-
torteknek nagy szerep jutott. % helyett az egyiptomiak az
F‘ + _QZ--I_ '5? +—8—7- -+ '—2‘@' egysegtortfaket frtdk és Gﬁrog'
orszdgban is mindennaposak voltak a hasonlé telbontdsok. Ma
mér el szoktuk hanyagolni az egységtortekre bontdst, mint- -
hogy mindennem{ t6rttel kénnyen és biztosan tudunk bénni.
Csupdn az integralszdmitdshan jdtszik még némiképpen

hagonl6 eljdrds szerepet, az tgynevezett részlettortekre valé
bontés.

De a tért fogalma mésra is megtanit minket. Rajta sze-
rezziik els§ tapasztalatainkat gy szdm részeirbl % az egység-
nek a harmada, % Otnek a hetede. Itt tehdt valami olyan

mutatkozik, mégpedig a valédi térteknél, ami a felosztés
fogalmén talmegy. Itt mdr nem az a kérdés, hogy valamely
egbsz szdmot mily egészszdmokra tudom felosztani, mint
12 : 8=4 eopetén példdul, amikor négyszer hdrombél kelet-
kezettnek tekintem a tizenkettdt, vagy ahol a 12-bdl a 8
dltal lesz a 4 ; hanem most az a feladat, hogy milyen kézbensd
szédmokat talflhatok az epbszszdmok kozott, egészezdmok

7 r g z z ]— 2 3 5 29
orztasa segitségével. 8 L T 58 értéke egyardnt 0 és 1

kozé esik. Es végtelen sok ilyen szémot tudunk felirni, ame-
lyek mind O és 1 kozé esnek, csupdn s szdmldlét kell minden-
kor kigebbnek vélasztanunk a nevezénél. Ezek szerint vala-
mennyi valédi tort 0 és 1 kozé esik. Yrtékik véltozatlan
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szémlélo esetén anndl kisebb, minél nagyobb a nevezdjiik.
2 . . . . .

3 nagyobb mint 7729’ 8 ez mindenkinek vildgos, akinek esak

valami fogalma van a részekre bontés lényegérél. Ha a szédm-

1416 és a nevezd azonos, akkor az egység més frdsm6djérol

van szd. Mert —Z— ugyanannyi mint a :a, ez utébbi pedig

mindenkor eggyel egyenls. Ha a szdmldlé 0 akkor a tort
értéke természetesen szintén 0. Ha viszont a nevezf O,
akkor a legnagyobb zavarban vagyunk. Valamit semmivel
kellene osztanunk. Tehdt a:0=? Ha a megoldds probéjat
akarjuk megesindlni, akkor olyan szdmot kell keresniink,
amely O-val szorozva a-t ad. Szemmel lathatd, hogy lehe-
tetlen a kivédnsdg, mert bérmely, mégoly nagy szédm is,
nulldval szorozva nulldt ad. De ha mdsképpen szémolunk,
(majdnem azt mondandm, hogy nem «sztatikusans, hanem
«dinamikusany), akkor kovetkezbképpen okoskodhatunk : 5
osztva 100-zal 5 szdzadot ad eredményil. 5 osztve 47-tel
mér sokkal t6bb. Tébbet kapunk, ha az oszté 21, még tob-
bet, ha 7, anndl is t6bbet, ha 5, ez utébbindl 1 az eredmény.

Ha 8-mal osztunk az eredmény g, azaz 1 1 , ha 2-vel osztunk,
az eredmény 2, vagyis 2 ;, végiil leseten a hinyados 5.

Ha most sorban valamennyi 1 és 0 kozt fekvd szdmmal

osztandnk, tehdt valamennyi valédi torttel, példdul — 5 %—,
268

akkor nagyon gyorsan nﬁveked értékeket kapnan‘])x Mert

5: -—2-6~ mér 100, 5: 5 pedig 1825, 5: 100’000 pedig

mér 500,000 és igy tovébb A nulla maga kisebb minden

tortnél, ha annak méy oly nagy is a nevezlje. 3 —
* Ragyon nagy szam

eredménye mindenkor &iszérése a nagyon nagy szdémnak
tehdt még nagyobb. De ninesen olyan nagy szam, amelyik
a tort magdban is tortalakd nevez8jét nulldvé tenné. Mert

még mindig nagyobb nulldndl. Tehdt S

Dagyon nagy szim
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gyobb minden elképzelhet§ nagy szdmndl. 8 még anndl is
nagyobb. Hrre a folyamarra kell gondolni, amikor azt mond-

juk rbvidem, hogy %— végtelennel egyenld. Jelekkel % = oo

Mindaz, amit mi itten esak olyan feliiletesen szdmolgat-
tunk, tulajdonképpen mér a végtelen analizishez tartozik és
hatérérték-megéllapitds, «imes-megdllapitdss a neve. Nem

gllithatom ugyanis, hogy % egyenld végtelennel, csupdn azt,

hogy a végtelenbe névekszik. Azt, hogy oly hatdrhoz (latinul
limes=hatdr) kozeledik, amelyet végiil is csak a végtelen
fojez ki tekintve, hogy a nagy, nagyobb, legnagyobb,
legeslegnagyobb, sokszorosan legeslegnagyobb fokozdst tetszés
szerint folytathatom, de a képzés torvénye, a ndvekedés val-
tozatlanul fennmarad.

Széndékosan nyujtunk megfelel6 helyen kildtdst vég-
cblunkra, ha mégligy 6v is ettél ellenfeliink. Mert azt hissziik,
hogy az «als6bb matematikay éppen attél nyeri kellemetlen,
szakadozott, meg nem nyugtatd jellegét, hogy ilyen helyzet-
ben rendszerint dogmékra utal, vagy keriilgeti a dolgokat,
mint & macska a forré késdt. Mi nem keriilgetjiik, hanem
nyiltan kimondjuk : azon 4llitds, hogy a:0 = oo lehetetlenség,
mert oo.0 mindaddig esak nulldt adhat eredményiil, amig a
dolognak tisztin a sztatikus oldaldt tekintjiik. De mihelyst
a nulldt kozelitéssel nyert minden képzelhetdnél kisebb szdm-
nak, valamely folyamat hatdrértékének tekintjitk, a vég-
telent pedig valamilyen kédos 6ridsszdmnak és szintén hatdr-
értéknek, akkor algoritmusunk sérelme nélkil irhatjuk, ha
roviditve i, hogy a:0=oc. Hasonl6é kiilonleges dologgal
mér eltling négyszogiink esetében is taldlkoztunk, s6t otta :
0:0 értékének meghatdrozdsa volt a feladatunk.

De kitérésink még egy kitllonleges eredményhez vezet.
Mivel minden, tetszésszerinti szdm (esettinkben az 5, hisz
azt vaktdban vélasztottuk) az el6bbiek szerint nulldval
osztva végtelent ad eredményiil, a mfivelet prébdjanak is
sikeriilnio kell. Fzek szerint: 5:0=oo, tehdt 0.c0=5;
ugyanez igaz azonban 7:0 vagy 530:0 esetére is, vagy
bérmely véges a szém esetére is. fgy tehdt 0.co bérmely
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véges szdmot jelenthet. Bz az els§ eset, hogy valamely szédmi-
tdsi miiveletiink eredménye hatdrozatlan.

De mér most vétkesen nagy tdvolsdgra csavarogtunk el
«ortjeinktbly. 8 még messzebb kell elmenniink, mivel az
imént azt a 826t ejtettik ki, hogy «ardny» (mds sz6val viszony).
Milyen mellékértelmét jelenti az osztdsnak, ha azt mondom,
hogy «a ardnylik a b-hez és ezt Ggy from, hogy a:b vagy.
a
b
feladatunknak valamilyen mérési, geometriai &rtelmet adunk.
Megmérjitk egy derékszogii négyszogalakd asztallap méreteit
és hosszdt 6 méternek, szélességét 2 méternek taldljuk.
Minden gyerek azonnal rdmondja, hogy a hosszisig gy
ardnylik e szélességhez, mint 6 a 2-hdz. Vagyis 6:2=38,
tehdt az asztal 8-szor olyan hosszd mint széles. Az Ggy-
nevezett ardnyndl tehdt az egyik osszehasgonlitandé (ardnyba
éllitandé) mennyiséget & mésik mértékegységnek vdjasztom,
mert azt is mondhattam volna, hogy a szélesség Ggy ardnylik

? Legegyszerlibben akkor fogjuk a dolgot megérteni, ha

8 hosszisdghoz, mint 2:6 vagy % azaz %—, vagypedig hogy

az agztal egyharmad olyan széler mint hosszt. Valaminek
a mértékét meghatdrozni nem més mint megmondani, hogy
hényszor van meg az egység az egészben. De ez ismét nem
egyéb, mint az egységgel t6rténd osztds. Els§ esethen a szé-
lesgég volt az egység. A hosszisidg hdrom egységet tartalma-
zott. A mésodik esetben a hosszisdg volt az egység és a
szélesség egyharmad egységnyi volt. De ha az egység keresését
elhalasztjuk és valamilyen kiils§ egységet vonunk be, példdul
a métert, azt mondhatjuk, hogy a hosszasig Ggy ardnylik
a szélességhez, mint 6 méter a 2 méterhez. Teljeson 4ltald-

nosan: a hosszisdg & szélességhez, mint a:b, vagy ad

valamilyen egységben kifejezve. b
Ezt az egyenlbségi jellel azonosnak kivédnt két ardnyt,

ardnypérnak, vagy ardnylatnak hivjék. Ilyen pl.

a:b=>60:8 vagy
15

27:9=15:5 mdsképp -237- =%
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De mivel az ardnylat nem egyéb mint egy kotott forméja
egyenlot, megelégeziink eddigi utaldsainkkal &s részletes
vizagdlatainkat az egyenletek tdrgyaldsdndl fogjuk moeg-
ojteni.

! Most azonban mér igazén vissza kell térniink tértjeinkhez
68 a rdjuk vonatkozé szdmitdsi szabdlyainkat, algoritmu-
sunkat kell megvizsgdlnunlk.

Els6 az osszeadds és a kivonds. A tortek, mellékesen mdr
megdllapitottuk, 4j, az egészszdmok kozé esf szdmok. A
valodi toriek nagysdgra a 0 és az 1 kozt vannak, az dltértek
valahol médsutt a szdmsorban. Természetesen a torteknek is
van eldjelitk. Vagyis léteznek negativ tortek is.

Ha a kozonséges torteket! tekintet nélkiil arra, hogy
val6di tértek-e vagy pedig dltértek, 4j szémoknak tekintjiik,
akkor szdmunkra ugyanazt a szerepet jétszhatjdk mint az
alma vagy a korte stb. Alma jelenise az egyharmadot, korte
az egynegyedet, a citrom pedig az egyhetedet. A tirt jel-
legét kizarélag a nevezlje hatédrozza meg. A tért nevét adja.
% az héromszor 71— Tehdt a szdmldlo egyiitthato6 jellegli és%
azt jelentheti, hogy 8-(7}), vagyis hdrom darab 4j, tortet

jelentd korte. Bz egyszer megfontoldshél a tériek dsszeaddsd-
nak és kivondsdnak algoritmusa azonnal kovetkezik. Csak
egynevll tortek adhaték Ossze és vonhatdk ki egymésbol.
Tehdt Osszevonhatjuk, oOsszeolvaszthatjuk, kozds nevezbvel
1rhat_]uk Sket, kovetkezéképpen
0  14547—2—0 11 2

stE+ts -5ty 5 =3 =%
De ha a nevezdk kiilonbézdk, akkor az Gj, kéz6s nevezst el6bb
meg kell keresniink. Azt, hogy ez miként torténik, azt hiszem,
teljes joggal tekinthetem ismertnek, s csak egy példét kell
felhoznom a ]egkisebb kbzés tébbszérﬁsre.

_ 4

! A kizonséges és tizedes tortek nzétvhlasztdsdval késébb fogunk
foglalkozni.
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Ttt a kozos nevezd 8.5.8.18, tehdt 1560. Abhoz, hogy
valamennyi tortet 1560-ad részekké tegyem, természetesen
s szdmldlékat is meg kell vdltoztatnom, nehogy a7 egyes

tértek értéke megvéltozzék. l 1560- adokban Ty B TOVI-

1560
ditéssel meg is gy6zddhetek errol A gyakorlat azt a kér-
dést veti fel, hogy mivel kell a szdmldlét megszoroznom,
hogy ugyanazt a tortet més nevezfvel kapjam meg. Mint-

hogy 1560 annyi mint 8.5.8.18, tehdt i annyi mint
520 1.5.8.13

150 ~ 3.5.8.13
tehdt a kovetkezd

1.5.8.13 | .2.8.8.18  5.8.5.13  4.8.5.8 _
55815 T 535518 TB835135 15358
__ 520+ 624+ 975—480 _ 1639
1560 = 1560

és igy tovabb. Szémlté,sunk eredménye

Altaldnosan valamely osszeadds vagy kivonds ilyen
volna : A
2% | 8df2 19 abed®

5c ' Tbh  ehPm
2.7.80%%h*m+8.5.8cdf2h*m —19.5.Tab%?d%h
5.7.8bck*m a
42a%*h*m-45cdf*h®*m— 665ab%c*d*h
105bch®m -
__ 42a%°h?m+-45cdf*hm — 665ab?c*d*
- 105bchm )

Azt hiszem fenti 4ltaldnos eset gondos tanulményozdsa
utdn a tortek dsszeaddsdnak és kivondsdnak, valamint a kozos
nevez$ megtaldldsdnak médja teljesen vildgos lett. Ha a
k6z08 nevez8 valamennyi nevez6 szorzata, akkor minden
szamldlot a tobbi t6rt nevezgjével kell megszoroznom, hogy
egyforma nevez§jl, de vdltozatlan értékfi térteket kapjak.

De mivel a torteket gy tekintettitk, mintha névad6 egy-
ségtortbol (1 torve a nevezdvel) és egyiitthatébdl (szdmldld).
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4llndnak, azonnal megkaphatjuk a szorzds egyik szabdlydt.
Tortet tigy szorozhatok, hogy a szdmldlojét (az egyiitthatot)

szorzom Héromszor egy heted egyenld 8. ) =7 Vagy
1 b ! ab
6-szor 29 =6.4. ( ) 59 Altaldnosan a-—==—-De
mivel a t6rt nem csak a szdmldlo novekedtével lesz nagyobb,
hanem akkor is, ha a nevezfjét estkkentem, més médon is
szorozhatok. Kétszer egy negyed egyszer egy féllel is azo-

nos. Vagyis 2. T =15 = 2 de ezt természetesen
2_1 szémitdsmoéddal is megkaphattam volna. Alta-

4 2
ldhan a- ( b ) = c—b— Ez utébbi szabdlyt haszné,l_]uk a «@ovi-

ditéshegs. Példdul 9. 2y igy iz irhat6 9.
27

5 9.5

8" 9.5

3.9 (3.9). az

eredmény —=-. Ez ugyanaz, mintha -6t 9-cel rdviditet-

tem volna.
Ha tortet torttel kell szoroznom, akkor valamennyi szdm-
lalot és valamennyi nevezlt Gsszeszorzom. Pl :

a ¢ e g  ace

D d T h T bdfn
vagy konkrét szdmokkal

1 5 2 9 9 4 5
B4 T 12 T 1008 T 504 86

A legutolss példéndl mér elbre «wovidithettem» volna.
Minden szdmldl6t és bdrmelyik nevezdt szabad ugyanis egyiitt
réviditeni, hisz valamennyi szémldlé az eredményben tényezs-
ként szolgdltatja az Gj szdmlélét és valamennyi nevezd az
4j nevez8t. De ezt is joggal gondolhatom ismertnek, hisz az
elemi szdmolni tuddshoz tartozik.

Most mér csak a tortek osztédse és hatvényozdsa volna
hétra. Vegyilk a hatvdnyozdst el6re, mert az a szorzdsnak
csak egy moédosulata.

et —— — T ——— T e
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A szabdly tehdt igen egyszerti és azt mondja, hogy a
szédmlilét és a nevezlt egyardnt ugyanarra a kitevire kell
hatvényoznom.

Ha, tortet kell osztani, akkor semmiféle 4j szabilyra sines
gzitksbgiink. Minthogy a szdmldlé az n-ed részek szdmdt

adja meg, egyszertien a szdmldlét osztjuk. —i’— : 8 természe-

tesen e ugyanigy mint hdrom alma osztva hdrommal egy

almdt ad. Bonyolultabb a kérdés, ha tortet, vagy egy egész-
szdmot kell torttel osztanunk. 5 : % nem képzelhetd el azon-
nal. Csupén az bizonyos, hogy az eredmény nagyobb mint
6, mert % kisebb mint 1. De mekkora az eredmény?

A régi egyiptomiak és gbrogdk médjdra az egységtortek-
hez menekilink. Igaz, kissé mds médon. Kovetkezdképpen
okoskodunk : ha 80 osztand6 15-tel, akkor nyugodtan irha-
tom helyette, hogy 80 : (5.8), mert ez ugyanaz. Rajtam 4ll
a vilagztds, hogy ellszor 5-tel osztok, s azutdn az ered-
ményiil adédo 6-ot 8-mal és igy kapom a helyes, 2, eredményt.
Oszthatndm el6szdr a 80-at 8-mal és azutén a 10-et 5-tel,
az eredmény, 2, ugyanaz. Igy jdrunk el a torttel is. Mivel
5 osztandé Z-del, fgy frjuk 5: 3-—?4— . Osgzunk el8szér
%—-.del. Ez utébbi az egységben négyszer foglaltatik, 5 egy-

ségben tehdt 20-szor. A huszat mostan tovabb kell osztanom
hérommal, az eredmény %Q mlésképp 63?—. Léssunk egy
mésik példdt. T: 5 =7:(—g—) A tort a 7 egységben
68-gzor van meg, 68 tovdbb osztand6é b5-tel. Az eredmény
—6; azaz 12 —g— Ha kozelebbrél megnézziik az eljérdst, fel-

fedezhetjiik, hogy az egységtért nevezdjével meg kell szorozni
az osztandot, s azutdn a szdmldléval, amely mint mdsodik
tényezd szintén ott van a zérdjelben, el kell osztani az ered-
ményt. Altaldban :
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szAm14lo

Osztando : eeE

1
nevezé) =
= (osztandd X nevezd) : szdmldlo.
De a legutébbi eredményt ilymédon is {rhatndm :

s24ml4l6 nevezd

= ogztando : (szémlélé Y

osztando : s = osztandé X e, mivel az el6bbi
végeredményt is frhattam volna oszanddxiovesd glgkhan,

Ezzel eljutottunk a @eciprok értéks fogalmdhoz. A reci-
prok értéket akkor kapjuk, ha a szdmldlét és a nevezbtfel-

9
Y reciprok értéke 5 o

dltaldnosan T-nek - 8 mivel mindeddig csupén csak az

«osztandoroly beszéltiink, de egydltaldn nem mondtuk, hogy
annak egészszdmnak kell lennie (anndl is kevésbbé, hisz az
osztdssal kapesolatos minden miivelet az osztéban jatszddik
Ie), most teljesen 4ltaldnosan megéllapithatjuk, hogy vala-
mely szdmot torttel Ggy osztunk, hogy a tort reciprok érté-

cseréljitk. % reciprok értéke

kével megszorozzuk, Tehdt n :% == n-—Z—, ahol az n 4ltaldnos

vagy konkrét, pozitiv vagy negativ, egész- vagy tortszdm
egyardnt lehet. Igy tehdt
m. a_mn b _mb

m b m a ma

Kigéreljik meg 0j szabdlyunk szerint kiszdmitani elsd
példank eredményét.
3 4 20 2 5 9 68 8
.Z_5.§=_3_=6_3_, 7'?=7'F=T:12_5"'
Algoritmusunk tehdt hibdtlan. S8t ezen kivil a jézan ész -
i igazolhatja. Igaz, hogy ez az igazolds teljesen csak a leg-
egyszeriibb esetekben tekinthetd 4t. Ha ugyanis valamely szd-

mot —;f-lel osztok, vildgos, hogy az eredmény csak az osz-
tand6 kétszerese Iehet. 2-szer, vagyis  Sger az osztando,

minthogy bdrmely egészszdmot olyan tértnek frhatok, amely-
nek a nevezdje 1. Futblag szdmitsunk ki még néhdny példés:
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5.6_58_0_2 ,2
8886 18 9 T 79
179 _ 1718 _ 221 _ 50

913" 199111 171

Megfontoldsaink a dupla-, emeletestért fogalméhoz vezet-
tek, de ez nem egyéb mint mds frdsmédja tortnek torttel

a
val6 osztdsdnak. % : % osztdst igy is irhatom —%——’ é8 mindkét

q
frésméd ugyanazt az eredményt kell hogy szolgéltassa.

ad
4 b ?
Az a: % osztés fgy is frhaté I vagy z— 68 az eredmény aTd.

d d
Ha végiil az % tértet kellene c¢-vel osztani, akkor dupla-

tortként —b—-nek kellene irni és az eredmény 7)_ 1, azag

_ba—' Az ut()bbl esot azt is megmutatta nekiink, hogy miként

kell tértet egészszdmmal osztani.? Mégpedig a tortnek tekin-
tett egészezdm reciprok értékével vald szorzéssal. Tehdt:
8.,2,0_ 9o 1_ a
b b1 b ¢ be
Ebb6l az eredménybél ismét ) szdmitdsi szabdly kovet-
kezik. Minthogy két egészszdm osztdsdt mindenkor fel tudjuk
tortek osztédsaként frni, példdul igy :

sipo 8. b _0a 1 _ 1 _a
PETITTTR YT TR

! Emelotes tortnél az fGgynevezett «fbtortvonalats hosszabbitéss&
vagy vastagitdssal feltinévé szokds tenni.

3 Természetesen tértet egészszdmmal, ha lehetséges, dgy is lehet
oszta.nl, hogy & szémlilén (egyilttha,t(m) hajtjuk végre az osztést,

(5+5=

Colerus : 1 X 1. 8
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Léthatjuk, hogy egészszdmok osztdsa helyett is bdrmikor
az 08zt6 reciprok értékével valo szorzést tehetjik. Igy:
1 100

100 : 25 = 100-—2—5—=—ég-= 4.

Bz algoritmus sokszor nyer alkalmazdst a gyakorlati
szdmoldsban 63 a szdmolégépek szerkesztéséndl és kezeléubnél.

Most mér elvi megvildgitdshoz elegend8 mértékben meg-
ismertitk a kéztnséges tértek kezelését, tekintve, hogy nem
a szdmoldshan torténd teljes kiképzés a célunk, s igy hozzé-
foghatunk a régen igért egyenletek» tanulmdnyozdsihoz.

TIZENHARMADIK FEJEZET

Egyenletek

Utaltunk mér arra hogy az «smeretlen @» az egyenletekrdl
82616 tanban jitszik nagy szerepet. Tovdbbd dllitottuk, hogy
az egyenlet algoritmus, s olyan, mint mindenféle rejtvények
megolddsdt szolgdld, finoman kieszelt gondolkod6- és szdmols-
gbp. Végiil még megdllapitottuk, hogy az egyenl@ségi jel nem
puszta megallapitdst nyujt, hanem parancs. Parancs, amely
szerint o értékét gy kell vélasztanunk, hogy, amint mon-
dani szokték, az egyenletet kielégitse, az egyenlBuég valo-
ban fenndlijon.

Mindennem elméleti megfontolds nélkiil adjunk fel
magunknak egy rejtvényt. Kérdezziik tehdt: «mekkora az
az o szam, az az elGttem teljesen ismeretlen szdm, amely
a kovetkezl feltételeknek megfelel : megezorzom el8szor
7-tel, hozzdadok 19-et, elveszek belble 4-ot és fgy az eredeti
z-et, 10-zel megszorozve kapom eredményiily. Matematikai
modon frva :

' Tx-+19—4=102

Természetesen kiszdmithatom elGszér mindazt, ami ki-
szdmithaté. Bzt kapom :

Tz+156=10z
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Akkor elkezdhetném a szdmokat, 1-t8] kezdve sorban x
helyébe tenni, kiprébalni, és z=>5 esetén, a kovetkezlképpen
egyenléséget kapnék.

85--15=50

A reojtvényt megoldottuk tehdt. z=5. De az eljérds
minden inkdbb mint kielégitd. Elfszér nem tudhatom eldre,
vajjon az x szdm egész-e vagy pedig tort. Azt sem tudom
tovabbd, pozitiv-e, vagy negativ. Végiil még azt sem tudom,
nem létezik-e az 6t6n kiviil még szdmtalan mds megoldds is.

De még mielftt hozzdfogunk egyenleteink algoritmusd-
nak tanulmdnyozdsdhoz, szemléljik meg koézelebbrdl magit
a 826t 68 az egyenletek lényegét. Boesdnat a kuruszsldsért.
De az «ogyenlety sz6 nem is az igazi, jellemz8 kifejezése
. annak ami itt torténik. A latin aequatios sokkal megfelel§bb
volt. Latinul az igékbll a -tio képzbvel alkotott szavak
miik6dést jelentenek. «Aequatios tehdt egyenldvé tevésty
jelent, Agy ahogy a «privatio» (privare==rabolni igébdl) el-
rablést, elvevést jelent. A kiegyenlités szé sokkal inkdbb
fedné a fogalmat. «Egyenlets igy magdban kissé szintelen.
De minthogy magunk sem tudunk jobbat javasolni, ne
legytink kritikusok s ne jdtsszuk a tagadds szellemét. A nyel-
vésrkedést ugyls esak azért kezdtitk, hogy a szé értelmét
kézelebbrdl meghatdrozzuk, mert jol tudjuk, hogy. bevett
szakkifejezések tdmadgatdsa mindenkor kissé visszatetszd.

Megallapitjuk tehdt, hogy az egyenlet kifejezés alatt azb
a kovetelést értjiik, hogy valamit ki kell egyenliteni, egyen-
gilyba kell hozni, vagy abban megtartani. Ostoba és feles-
leges volna a kivetelés, ha az egyenlfség mdr eleve fenn-
4lna. Csupén fenn kell 4llnia. s ezt éppen az  helyes meg-
vilasztdsdval érem el.

Még csak egy lépéssel sem jutottunk el6bbre. Ismét ott
tartunk, hogy valamely helyes értéket kell az & szédmdra
vélagztanunk. Ez megint prébdlgatést kivdnna, pedig azb
mir hatdrozottan elutasitottuk.

De még fenndll egy lehetfség az ismeretlon # szdmitdssal
torténd, egyértelmd, meghatdrozdsdra: ha esetleg sikeriil
valamennyi z-et az egyik oldalon, minden egyebet a mdsikon
Osszegyiijteni, akkor végil z=a, vagy ne=>b alaki egyen-
letet kell kapnom. o
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. Ha mdr idéig eljutottam, meglenne oldva a problémém.
Mert z==0 maga a megoldds, é3 nz==0, szdmpeélddn Sx=9
kénnyen kibogozhatd. Ha ugyanis 82=—9, akkor & bizonydra 3.

Vagy 4ltaldnosan nz=b esetén o=

De amig ehhez a végs§ alakhoz jutok, amely rdaddsul
arrdl is biztosit, hogy ninesen més megoldds, addig minden
valamelyest is bonyolult egyenlet annyi véltozdst szenved,
hogy csupdn a jozan észre tdmaszkodd szdmolgatdis nem
elégsbges. Siirgls szitkségem van valamilyen dltaldnos érvényd
algoritmusra, minthogy, kiilondsen 4ltaldnos szdmok esetén,
azonnal oly labirintusban taldlom magam, ahonnan nem
latazik kiat. A térténelemben is hosszt volt az algoritmus
megtaldldsdnak az Gtja. Teljes biztonsdgot az egyenletek
tana terén esak a XVIL és XVIIIL. szdzadban kifejlédott
algebrdval nyertiink.

De még mielbtt az algoritmus felfedezésének ldtndnk
neki, vildgosan le kell valamit szegezniink. Minden egyenlet-
ben kétféle, a szdmoknak és mennyiségeknek egymdstol
nagy mértékben kiilénboz, fajtéja 1étezik. Az ismeretlenl,
az ¢ 68 az Ggynevezelt dllandok, amelyek mir a szdmitds
elején is ismertek, vagy ismerteknek tekintend6k. Ezt a
lényegbe vigd kitlonbséget, még mielStt a szdmitdsi szabd-
lyokkal foglalkoztunk volna, példdkkal akarjuk megvildgi-
tani. Mert akinek nem vilik vérévé az ismert és ismeretlen
mennyiségek megkiilonboztetése, az nem juthat elére a
magasabb matematika felé. Az 2 és az dllandok a szdmok
teljesen eltérd fajtédjahoz tartoznak, ha ezt az 4llitdst meg
szabad kockdztatni. Az dllandok lomhék, tehetetlenek, kon-
zervativak. Az z viszont mozgékony, sokértelmf, mindaddig,
amig a helyes értékét meg nem taldlta. Akkor és esak akkor
lesz az o egyértelmf és Allandé szdm. Kértyds el6zlleg a
Jolly Jokerhez hasonlitand. Természetesen csak elvben. Mert
egy bizonyos egyenletben az z értéke mér eleve hatdrozott,
ha nem is ismerjitkk. A kévetkezd egyenletben

T2+4-19—4=10z

! Szdndékosan beszéliink egyelbre mindenkor esak egy ismeretlentSl.
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19 68 4 az 4llandbk, Tz 88 4z az ismeretlon t6bbszorosei. A
Tz+132-+92—22--25=106

sgyenletben természetesen az ismeretlenre vonatkozd Ossze-
adésokat és kivondsokat el szabad végezni. Hisz az 2 calmas
is, ha a nagysfgdt még nem is tudjuk. 8 fenndll az a kove-
telés, hogy mindegyik z egy 68 ugyanazt kell, hogy jelentse-
Ilyen kovetelések fiiggetlenek attol, hogy a nagysdgot ideig-
lenesen nem ismerjik, Mert ha azt 4llitom, hogy 8 4ll6.
csillag meg 5 dll6esillag kivonva belSle 4 4llocsillagot 4 4116-
csillagot ad, nem kell még tudnom a csillagok nagysdgit.
Egyszertien egynem@i mennyiségek aritmetikai Osszegéréi
van sz6. Tehdt Tx4-182-+9xr—2x-+25=106 ugyanaz, mint
27x-1-25=106, 8 bdr utébbi lényegesen egyszerlibbnek l4t-
gzik, még mindig nem a keresett megoldds. A megel6zd
példdban valamennyi 4lland6 egy oldalon volt ugyan, de az
2 két kifejerését vilagztotta szét az egyenlledgl jel, most
ugyan egyiitt vannak az x-ek, viszont az dllanddék oszlottak
sz6b az egyenl8ségi jel két oldaldn. Kétebgbeejtd! Mint egy
fal, dgy akaddlyoz az egyenlségi jel tervem keresztiilvitelé-
ben, hogy valamennyi z-et az egyik, valamennyi 4lland6t
a mdsik oldalra vigyem. Pedig ez adnd a megoldést, vagy
legaldbb is a megoldds lehetGségét.

De meg az is el6fordulhat, hogy az egyenlet klzéréla,g
betikb6l 4ll. 36t az egyenlet ilyen alakJa a gyakoribb a
matematikdban, Példdul az ilyen

ne-a--b—e=—=d-—mz.

Itt mdr teljesen esfdot mond képzeltehetségem. Igaz.
hogy azt 4llitom, hogy a, b, ¢, d, n 63 m mér j6eldre ismertek,
S csak azt kivdnom, hogy az z ezen «illanddéky valamilyen
d—a—b--c;

n+m
mellesleg megjegyezve, az egyenletnek torténetesen ez a meg-
oldésa. De miként jutottam ehhez az éltaldnos szdmokbél
4116 szornyhoz? Szdmitgatdssal miként juthattam volna el
hozzd? 8 miként bizonyosodhatom meg arrél, hogy w-nek
éppen ez az értéke felel meg a kiegyenlitési parancsinak?

Hasonlattal segitiink magunkon. Képzeljik el, hogy

csoportositdsaként jelentkezzék. Mondjuk igy : &=
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egyenletiink mérleg. A mérleg egyik serpeny8jében, tegyiik
fel, ennyi és ennyi 4lland6 és ismeretlen fekszik, vegyesen.
Tekintve, hogy a kiegyenlitési paranesot kiadtuk, az egyenlet
csak akkor igazi egyenlet, ha a mérleg egyensalyban van.
Tehdt, ha valamit megzavartam az egyensulyon, ismét gon-
dosan helyre kell hoznom, mert kiilénben dthadgom a kiegyen-
litési parancsot : maradjunk meg egyelére hasonlatunknil
és tekintsiik ez dlland6kat ismert stlyt targyaknak, mond-
juk rézsalyoknak, az ismeretleneket viszont ismeretlen sdlyt
térgyaknak, mondjuk almdknak.! Tehdt feladatunk oda
mébdosul, hogy miként hatdrozhatom meg egy alma stlyét,
ha jelenleg az almdk és siilyok egy egyensilyban levé mérleg
két serpenydjén vegyesen, dssze-vissza hevernek. Szerkesz-
gzitk meg mondjuk a 2z--15=8z-8 egyenletnek megfeleléen
mérlegiinket.

10. 4bra,

Az egyik csészében 2 alma s 15 egydekds sily fekszik,
a mésikban 8 alma és 8 egydekds. 8 mostan cserélgessek,
véltoztassak addig, amig meg nem tudom, mennyi a silya
egyetlen almdnak, de a nélkil, hogy a mérleget egyensilyd-
bol kibillenteném. A «mérleg nyelves dllandéan jelzi, nem

! Természetesen fontos, hogy valamennyi alma stlya ugyanaz legyen,
8 ezt mdg akkor is tudhatjuk, ha egy-egy alma stlydt nem ismerjiik.
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sértettem-e mog a parancsot. A «e zavard az egyensilyts
csak azt jelenti, hogy ha a mérleg mégis kibillen, vissza kell
hoznom helyére. Ha az egyenstlyt tokéletesen fenn kellene
tartanom, egyélfaldn nem nydlhatnék semmihez.

Most végre — ez a végeél — azon leszek, hogy az egyik
serpeny&ben csak alma, a mdsikban osak sily legyen. Ezutdn
meg fogom prébalni, hogy egyik oldalon esak egyetlen alma
fekiidjék.

Nyuljunk elfszor a salyokhoz. HEzek, mint tuchuk az
«lland6knaky felelnek meg. Vildgos, hogy az egyensily mit-
sem véltozik, ha mindkét oldalon ugyanannyi darab stlyt
elveszek vagy hozzdteszek. Vegyiink el tehdt egyelére a
jobboldali serpeny8bél hdrom sdlyt és a baloldalibél szintén
hérmat. A mérleg ingadozott ugyan, de @jbdl egyensilyba
jutott.

Most tehdt ilyen :

e

pa;

LR 35
11. dbra.
Matematikai médon kifejezve :
22+12=8z.

Most mér esak a baloldalrél kell a két almét elvenném,
68 elértem célomat. Ismét ugyanazt a fogést alkalmazom
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és 4llitom, hogy mindkét oldalon el kell két almdt tdvolita-
nom, hogy az egyenstly megmaradjon.

Most mér ez a helyzet :
j@t

( {
o

O Bsss

8 matematikai jelentése, x=12, egytttal egyenletiinknek is
a megolddsa. Egy alma 12 deka silya.

Csindljuk meg az ellendrz8 prébat. Eredeti egyenletiink
fgy hangzott :

12. 4bra.

224-15=382--3.

Ha most « helyébe 12-t teswek, akkor a kovetkezlbket
kapom: 2.12415=8.12+48 vagy 244-15=8643, azaz
89=39, s ez nyilvdnval6an helyes.

Kizdrdlag szemléleti fiton igen fontos szabdly birtokdba
jutottunk. Tudjuk, hogy egyenldség megmarad, egyenlet nem
véltozik, ha az egyenldségi jeltd] jobbra és balra ugyanazt
a mennyiséget adom hozzé, vagy vonom le belSle. Pontosan
fogalmazva : egyenl6khoz egyenlSket adva, egyenl8ket ka-
punk ; egyenl6kbdl egyenlSket kivonva, szintén egyenlket
kapunk, bér ez természetesen mérleg és szemléltetés nélkiil
iz vildgos. .

A mérlegré] alkotott képtinket tovabb is épithetjiikk. De
t6bbezor mar nem rajzoljuk le, bizunk a képzelGtehetségiink-
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ben. § ekkor vildgos lesz, hogy semmi sem véltozik az egyen-
stlyi dllapoton, ha mindkét mérlegserpeny8 tartalmét egy-
id6ben ugyanazon tetszésszerinti . szémmal megszorozzuk.
Teljesen mindegy az egyensaly szempontjébél, hogy egyik
oldalon 1 alma és a mdsik oldalon 12 stly, vagy az egyik
oldalon 7 alma, a mésikon pedig 84 sily feksszik, feltéve,
hogy az almék ugyanolyan nehezek mint a sdlyesoportok.
Koz6mbos tovdbbs az egyensily szempontjabol, ha az egyen-
let két «oldalits ugyanazon szdmmal elosztom, vagy ugyan-
arra a hatvdnyra emelem. Egyenlet «oldalas alatt az egyenld-
ségi jel el6tt vagy utdn 4116, ismeretlen vagy ismert mennyi-
ségek Osszensbégét brijik. So—4--16=22-}-8 esetén (52—4--16)
a baloldala, (2z--8) pedig a jobboldala az egyenletnek.
Most megelégsziink elméloti eredményiinkkel, hogy vala-
mely egyenlet két oldalin egyid8ben alkalmazott bdrmely
ismert matematikai miiveletiink (feltéve, hogy egyforma
mértékben alkalmazzuk), az egyenlet lényegén, a két oldal
egyenld voltdn mit sem véltoztat. A gyakorlatban ez kabba-
lisztikus vardzslatként jelentkezik, mennyiségeknek egyik
oldalr6l a mdsikra t6rténd dtvitelében és az ismeretlen
izoldldsdban. Legyen mondjuk a k¢vetkez6 egyenletiink :

5r—4--16=22x18,

akkor elGszor a baloldalon & (—4--16)-0t 12-vé vonom Gssze
és akkor v

br+12=22+1-8
alakt az egyenlet.

Most mérlegiink mintdjdra megprébdlom, valamennyi
«llandéty az egyik, valamennyi «smeretlents a mésik oldalra
juttatni. Ezen célbdl elészér mindkét oldalon levonom a
(2z--8) kifejezést.

52-4-12= 228
—22— 8=—02—8
8z} 4= 0.

Most valami ijeszt8 dolog t6rtént. (8x--4) nulldval egyenl6.
Vajjon azt jelenti ez, hogy minden elpirolgott? Es az =
is nulla lett? Tirelem! Ezt biztosan nem jelentheti. Mert
még taldlhatok kivezet6 utat. Mindenekel6tt még nincsen
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valamennyi  az egyik és valamennyi 4llandé a mds k oldalon.
Most tehdt mindkét oldalon vagy 8x-et vagy 4-et kell levon-

nom, hogy ez a szétvdlasztds megtorténjék. Probéljuk meg
a 4-et.

8x--4==0
— 4= 4
8z=0—4.

Az eredmény 8z==—4, s drémmel! l4tom, hogy a gyanus
0 megint eltfint. Most kozvetlenill az egyenlet megolddsa
el6tt dllok. Mér csak az z-et kell dzoldlnoms. Mivel a bal-
oldalon 8z 4ll, z-et Gigy kaphatom meg, ha 8-mal osztok.
De a anérleg-szabdlyomy szerint ugyanazt az osztést a jobb-

oldalon is el kell végeznem, hogy az egyensily megmaradjon.
Tehét :

8r:8=(—4):8
.’17=(—4) 8= e = —1 —
Megoldottuk az egyenletet. Most azonban 14ssuk, helyesen

oldottuk-e meg. Ezért helyet esitsiink be cz erede.i egyen-
etbe ¢

4 — __4‘_) :
(A pramn (8 s
20 8 __ 8 + 24 (Mindent kozds nevezdre,

8 B 8 8 8-ra, hoztuk.)
16_16
8 8

A préba igazolja szdmitdsainkat.
Most mér vildgitsuk meg az «tvivésty, mert esziinkbe
gem jut, hogy még egyszer ilyen nehézkesen szémoljunk.

5x--12=2x--8.

Megint az el8bbi egyenletet haszniljuk. Es megjegyezziik,
hogy az is eredményre vezet, ha megkiséreljiik, hogy a 2z-et
az bz-hez és a 12-t a 8-hoz vdndoroltassuk. De miként?
Nos, nagyon egyszerti. Mindkét oldalon egyszerre le kell
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vonnunk 2z-et. Mivel ezdltal jobboldalon teljesen eltlinik,
esak baloldalon irjuk a kivonést. Tehdt :

55—9224-12=8, vagyis 8z--12=8.

Most a 12-t védndoroltatom. Ez 12 mindkét oldalon tor-
ténd levondsdval lehetséges. Ezzel a baloldalrél eltfinik tel-
jesen, a levondst csak a jobboldalon kell kifrnunk. Tehdt :

8z=8—12, vagyis 8zx=—A".

Most még az z egyiitthat6ja, a 8, menjen 4t a mdsik
oldalra. Fhhez mindkét oldalt 8-mal kell osztani. A 8 ezzel
a baloldalon eltfinik, s a jobboldalon jelenik meg mint oszté.
Az eredmény

4 1

Készen vagyunk. Megvan a szabily. fgy sz61: ha vala-
mely mennyiség keresztiiimegy az egyenldségi jelén, az operd-
cids parancs ellenkezdjére véltozik. Tézisbll lizis lesz, lizisbsl
tézis. Konkrét médon: osszeaddsbol kivonds, kivondsbél
osszeadds, szorzdsbol osztds, osztdsbol szorzds, hatvényozds-
bol gydkvonds,! gyokvondshél hatvinyozds.

Most mdr urai vagyunk minden egyenletnek, ha az lineé-
ris, vagyis az ismeretlen benne csak az els6 hatvdnyon fordul
eld. Annak, hogy az ilyen egyenletet miért nevezik dinedris-
naky, késbbb kapjuk geometriai magyardzatdt.

Az olvaséra bizzuk eddigi feladatainknak 4j algoritmu-
sunk szerinti Gjélagos kiszdmitdsdt. Mi azonban megvildgosi-
tasul bonyodalmasabb feladatokat szdmolunk 4t. Ilyen :

5(z—2)—20=2%(x—1
52—10—2x=21—2
8r—2r=—=2--10
2=8

Ezzel csak késtbb foglalkozunk.
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Példa esak betitkkel :

a{b—e-+d)—b(a-}+e—d)=ab—(be—bd—=)
ab—ac+-ad—ab—be--bd=ab—be--bd-}-x
ab—ac+-ad—ab—be--bd—ab---be—bd=x
—ab—ae-t-ad=z
T=0(—b—0-}-d)

Ehhez a feladathoz osak azt akarjuk megjegyezni, hogy
mindenkor szabad az egész egyenletet megforditani, illetve
a két oldalt feleserélni. Hisz az £=>5 é8 5=z 4llitds ugyanazt
mondja. Bz mér az egyenlbségi jel lényegébdl kovetkezik.
Ugyancsak szorozhatok mindkét oldalon (—1)-gyel és ha
eredményként esetleg azt kapom, hogy (—z)=(—10), frha-

tom, hogy
(—2). (—1)=(—10).(-1)
z=10.

Tlyen szorzést ott alkalmazunk, ahol az x negativ alakban
jelentkezik, minthogy engem a pozitiv z érdekel. Tegyiik
fel, hogy valamily szdmitds eredménye (—u)=(4-a), ez azt
jelenti, hogy z vagy plusz a-val, vagy minusz a-val egyenld,
akkor felirom, vagy csak gondolom,

(). (—1)=(+a).(—1)

e=Ta.

vagyis

vagyis

Vegyiik figyelembe, hogy most az a mellett felil van a
minusz és alul van a plusz. Mert (4a).(—1)=—aq,
(—0).(—1)=(4-a). Tehét az a el6tti minusz az els, az a
el6tti plusz a mésodik szorzds eredménye.

Vannak olyan esetek is, amelyeknél az egyenlet olyan,
mintha szdmunkra hozzéférhetetlen volna, mivel az & elsénél
magasabb hatvdnydt tartalmazza. Ilyen pl.

(41). (#—1)=a?+z+1

Ez a ldtszélag mésodfokd, kvadratikus egyenlet a kiszd-
mités sordn drtatlan linedris egyenletnek bizonyul.
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22+ p——1 =a2-tz-+1

22—t r—a—r=1-+1
—g=92

(). (—1)=2(—1)

L==—2

, : , 11
Létszolag ugyancsak igen veszélyes az poame ey
egyenlet is. Itt az x csak a nevezbben fordul el8. Lépésrd]
lépésre haladunk : elfszér kozos nevezdre hozzuk a baloldalt.
L@at+D)—1.@—1) _,
@—1). (@F1).

z+1—z--1 —9
2—gtar—1
2
z*—1

2,
vagy ami ugyanaz
2: (@*—1)=2
2=2. (x®—1)
Q=202 —2
24-2=242
4=2z%
22=2
Itt valoban mésodfokt egyenletre akadtunk, s még nem
tudjuk megoldani, mert a gySkvondst még nem ismerjiik.
A megoldds &= ¢/2=41414... volna.
Tovdbbi példa :

5+a , 1847z
g T g =2

(54x).84(18+17x).2
2.8 =17

2

(5-+).8+(18+Tx).2=T72.2.8
154-82+-26+147—432
172—439—15—26
172=891
891

$=W=23
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Altaldnos megjegyzés: egyenletekkel valo szdmolds a
matematikdban igen fontos dolog. Nagyon gok szdmitdsi
el6ny, fogds létezik ezeknél. Az (egyenlet-gépezetets minden
matematikusnak Ggy kell ismernie, hogy ay «tvivésty az
«zoldlasty szinte dlmdban is el tudja végezni, Minden mate-
matikai tankényv szdmtalan ilyen vélogatott példét tartal-
maz. Kiilonosen ajdnlhaté Eulernek mér ismételten emlitett
kit{ing algebréja. Nyomatékosan ajinljuk, minthogy a mate-
matikdban nincsen «kirdlyi tts, lehetSleg ilyen egyenletek
szézainak megolddsdt, sét feladatok készitését. Bz a foglal-
kozés legalébb olyan érdekes, mint a keresztrejtvényfejtés,
vagy a kirtydzds. Es kifejlédik kozben az a bizonyos hatodik
érzék, amelyet a laikus a matematikusban oly sokszor meg-
csoddl. Az ész matematizdldsa majdnem fizikai jelenség, amint
szinte tudat alatti médon magdtél értetdds az Gszds, a kerdk-
pérozds, a helyes iités a tenniszben. Réviden : a matematika
nagyon magas fokig tisstdn gyekorlat dolga, Mindaz, amit
gyakorolni nem lehet, vagy alig, az a matematikénak olyan
magas részéhez tartozik, amely minket, Gjoncokat, aligha
érint. Nem akarunk mi Moltke-k, Napoleon-ok lenni, feg-
feljebb joravalé tisztek. De — és ez a legnagyszertibb tudo-
ményunkban — sohasem lehet tudni, hogy nem taldlunk-e
éppen mi, ihletett pillanatunkban valami rendkiviilit. Aligha
valészintl, de kizdrva nines.

De esokkentsiik ismét Onérzetiinket és fojtsuk el dlmain-
kat a «arsolyunkban lev8 marsallbotrélh. Hs szdmitsunk
végig, miel6tt még az egyenlet fogalmdt kiterjesatendk, egy
tgynevezett szdveges, vagy alkalmazott feladatot.

Egy apa jelenleg 48, fia pedig 21 éves. Hény éves volt
a fit, amikor apja tizszer olyan idés volt mint 8? Hény
évvel ezel8tt volt az apa tizszer olyan idds mint a fia?

Ilymé6don kovetkeztetiink : az apa és a fig kozti kor-
kiilonbség 27 év. Bz a mennyiség véltozatlan marad, tehdt
az egy &llando. Jelslje = a fid kordt abban az id6ben, amikor
az apa tizszer olyan id6s volt, mint 6, az apa pedig abban

ez id6ben (z+27) éves volt. Feladatunk szerint azonban
akkor az apa tizszer annyi id6s volt mint a fia, tehdt 10.2
éves. Kovetkezésképpen z-1-27=10z, és ezzel «feléllitotbuky
az egyenletet. Most mdr nem torédink azzal, hogy mit
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jelentenek & mennyiségek, nyugodtan rdbizzuk magunkat
algoritmusunkra.
a;—l—27=10.'z;
27=9z
27 '

Le=—=8,

9

Az apa 80 éves volt, a fi 1 8, amiddn az apa 10-szer olyan
id6s volt mint fia. Bz helyes, szemmel ldthatéan. De az is
kérdés, hogy biny éve tortént ez az esemény, ha az apa
ma 48 éves. Kivonunk, 48—80=18 &g azt feleljiik, hogy
18 éve. A fit akkor 8 éves volt.

Egyébként az egyenletet azonnal ugy is feldllithattuk
volna, hogy « kozvetlenill azt a szdmot jelentse, ahédny
éve az apa tizannyi idSs volt mint a fia. Akkor igy kellene
kvetkeztetni : az apa most 48 éves. T'ehdt (48—z) éves kord-
ban volt 10-szer olyan id6s mint a fia. De mivel a it ma
21 éves, 68 szdmdra is ¢ éve tortént az esemény, tehdt
akkor (21—a) éves volt. Az egyenletiink tehdt

(48——9:) 10@1—a) vagy (21 .'1:)_ . (48—2).

Oldjuk meg az elsd egyenletet : hisz a két egyenlet azonos.

(48—2)=10. (21—a)
48—z=210—10z

92=210—48
9z=1 2
T= legg=18

Van még egy harmadik médja is a feladat megolddsdnak.
Minthogy az apa 27 évvel id8sebb fidndl, 27 éves volt akkor,
amikor fia 0. Ebben az idSben sziiletett. Most mdr az apa

kordnak %— -6vel kellett, hogy dregedjék, hogy fist tizszeresen

feliilmalja. Mert ha a kilenc egyenld részhez egy tizediket
fiznek, éppen tiz rész adodik.
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Mdsképpen mondva % + % = % tizede azonban
110 1 . 1 10 . .
5.9= 9" mert tizszer T {gy, minthogy 27 ki-

lencede hdrom év, az apa, fia szitletése utin 3 évvel, 80 éves
kordban, lett tizszer olyan id8s mint hdroméves fiacskdja.

Csupsn azt akartuk bemutatni, mennyi véltozatosségot,
térgyaldsi lehetdséget nyujt még egy ilyen egyszerl példa
is é8 mennyire fontos mdr itt is a szdmol6 iigyessége, a leg-
vildgosabb és legelegdnsabb megoldds megtaldldsa szempont-
jébol. Olvasdinknak is nemsokdra meg lesz az brzékik a
matematikai pontossdg és elegancia megitélésére. Do még-
egyszer : itt kezd@dik -a mfvészet é&s itt kell antomatdhoz
hagonléan gyakorolni. ,

Még csak egy széveges példdt akarunk ideiktatni, amely
Ggyszélvén klagszikus nevezetességre tett szert. Bz az tugy-
nevezett «Diophantos sirkéves. Diophantos alexandriai mate-
matikus volt, aki a Kr. u. IV. szdzadban élt. Zeenidlis mate-
matikus, taldn az egyetlen a maga nemében a gorégok kozt.
A tobbi inkdbb geometer volt. Annyi bizonyos, hogy elss-
gorban § fejlesztette ki az egyenletek elméletét, és jelentls
hatéssal volt az arabok és a kozépkor matematikai tud4séra.
Monda szerint sirkovének a kdvetkezs volt a felirate :

fm ezen emlékmf Diophantos hamva folott 41l
Elte kordt adjék miivei és ez a k6. -
Ifjuként t6lté hatod éltét isteni kegybél
Még tizenketted utdn, gyenge szakélla kiiif.
Egy heted élttel utobb nészfiklydk égtek eldtte
Ot évvel agutdn, kis fia megsziiletett.
O, boldogsdg nélkili ifja, félig el érték
Tvei atyja kordt s lott hona saziirke Hades.
Még négy esztendfn a tudds konnyiti a gydszét
8 hosszti élet utdn, 6t is elérte a vég.

A szép patotikus disztichonoktd] a hlivés matematikihoz
visszatérve, megéllapitjuk, hogy Diophantosnak -el6ttiink
egyelfre ismeretlen hosszt élte (#-nek nevezzik) fokozatosan,
dlote réezeibd] és tobbletévekbdll. tehdt dlanddkbél, tevhdik
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dssze. Blotének -—-élg gyermek tehdt —-. Azutén T2— év

telik el mig szakélla kind. = év mulva megndsiil. 5 év

mulva fia sziletik, aki azonban csak % évig él. 4 évvel éli

tl fid4t Diophantos és z éves kordban meghal.
Egyenletﬁnk tehdt a kovetkezd :

gttty ti=a

A tortek kozds nevezbje 84, mert 84-ben Ggy a 6, mint
a 12. mint a 7 ég a 2 megvan, fgy irhatjuk :

14z 190 490 836 84z
84+84+84+84+84+84=84

Az egyenlet mindkét oldaldt most megszorozhatjuk
84-gyel, ezaltal valamennyi tort nevezbje eltdinik. Marad :

142-Tx-122-1-4204-4221-886 =84x
T52+756=84x
766=9x
92=T56
r==84

Diophantos tehdt 84 éves lett. Tizennégy évig volt gyer-
mek, 21 éves kordban nétt ki a szakdlla, 38 éves kordban
megndsiilt, 88 éves mikor fia szilletik, aki 42 évig, tehdt
Diophantos 80 éves kordig 6lt. Gyészolva tolti a hitralevd
4 évet haldldig, amely 84 éves kordban kovetkezett be.

TIZENNEGYEDIK FEJEZET

Hatarozatlan egyenletek

Nem minden szédndékossdg nélkiil idéztik Diophantos
szellemét. Bz a nagy matematikus tekinthet§ az egyenletek
egyik kiilénleges fajtdjdnak, a hatdrozatlan, diophantosi
egyenletek felfedezdjének. Az a kériilmény, hogy mennyire

Colerns 1X 1. 9
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jogosult az egyenleteket Ored visszavezetni, legaldbb olyan
¢hatdrozatlany, mint az egyenletei. Rénk maradt frdsaibol
s matematika torténetének kutatéi szerint mem deriil ki
olyan adat, ami ezt a feltevést aldtdmasztand. De mert
a név mir meghonosodott, tartsuk meg mi is.

Ugyan mik ezek a kétszeresen is taldnyos «diophantosiy
egyenletek?

Erittal szavakba foglalt feladattal kezdjiitk és e fontos
egyenletek lényegét és kezelési mddjst egyiitt fogjuk fel-
fedezni. Kérdezziik tehdt : melyek azok a szdmok, amelyek
egyikének nyoleszorosa a mésik hdromszorosdval ndvelve
Ugszesen 91-et ad?

Olyan ez a kérdés, hogy eddigi tanulményaink alapjén
nem tudunk r4 védlaszolni. Mert azonnal észrevessziik, hogy
itt nemesak egy ismeretlen x szerepel, hanem két ismeretlent
kell meghatdrozni, amelyeket az x és y betilkkel szdndé-
kozunk jelolni, Felirhatjuk tehdt :

8z4-8y=091.
De emek utén mit csindljunk? Szabdlyaink szerint

gl-g?,y , vagy 8y=91—8z és y —.:—9-1—3_8"E .

82=91—38y é3 © ==

Egész természetes, bogy igy nem jutunk tovdbb. Mert az
egyik ismeretlent mindig csak a 91 é3 a mésik izmeretlennel
fojezziik ki. Valamilyen szerencsés sugallai alapjdn kiprd-
bilom az z=>5 és y==17 értékeket. Valéban: 8.548.17=
=40-451=91. Ez tehdt megoldds. De nagymértékben rosz-
szallom, hogy nem az egyetlen. Itt is algoritmust kell tehdt
keresniink, kabbaldt, hogy az vezessen csalhatatlanul célhoz.
De még egy mellékfeltételt is meg kell emliteniink. Hatéro-
zatlan, diophantosi egyenletek megolddsaként csak egész
szdmokat fogadunk el. Kilonben mdér eleve végtelen sok
megolddsunk volna. Nem kellene egyebet tenniink, mint
z-ot valamilyen totszésszerinti szdmmal, mondjuk 7-tel
egyenldvé tenni és a kovetkezbket kapnék:
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56--8y—=91
8y—91—56

Az egyenletet © vagy y megvédlasztdsdval mindenkor, feltét-
lentil, egyértelmtien megoldhato, egy ismeretlenes egyenletre
vezethetném vissza. Mert ismeretlennek tetszés szerinti meg-
vélasztésa nem jelent kevesebbet, mint hogy az egyik isme-
retlent ideiglenesen, adott esetre konstdnssd véltoztatom.

Azt koveteljiik tehdt, hogy a megoldds mindkét ismeret-
lenre egdsz szdmib értékeket szolgdltasson. De ez a kovetelés
nem teljesithetd minden két ismeretlenes egyenletnél. Errl
azonban csak kés6bb.

Még miel6tt kozelebbr8l megismerndk azt a zsenidlis
megolddsi mobdot, amellyel Leonhard Xuler benniinket
megajéndékozott, még egy igengyakori matematikai mester-
fogdst kell megtanulnunk, amelynek nagyon nagy szerep jut a
modszerben. Ez a mesterfogds a chelyettesitésy, a wzubszti-
tucio.

Léssunk egy konkrét példdt. Senki sem &llitja, hogy a
kévetkezd egyenletnek

2(:1:—8—4)_!_3(:0;4)_4(55—3—4)=9;2(m—?’—4)

talsdgosan bizalomgerjesztd a megjelenése. De ha kézelebbrdl

megvizsgéljuk, kideriil, hogy benne az (ﬁgﬁ) kifejezés d1lan-

déan ismétlédik és az z is egyediil és kizdrélag ebben a

kifejezésben szerepel. Ezt a kifsj eiést, (—a%i , szinte 4j isme-

retlennek tekinthetem és Ggy kezelhetem, mintha (beszéd-
modorunk szerint) alma lenne. Jelolje immér ezeket az almé-
kat az n betl, akkor irhatjuk, hogy
2n~+8n—4an=9—2n.
9%
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Azzal, hogy az n mit jelent, egyel6re nem t6r8dém. Nem
kérdezem, hogy részletesen mit tartalmaz az alma, hény
magja van, szira és csutkdja, hanem megbizom a magasabb-
renddi algoritmusban és elészor azt igyekszem megallapitani,
hogy milyen szém tartozik egy almahoz. Csak késébb fogom
az alma részleteit kozelebbrll megvizsgdlni. Uj egyenletiink,
amelynek az n az ismeretlene, a kovetkezét adja:

A --3n—An--2n=9 ; vagyis 8n=9 és n==3.
z—4 )

. 3 .
jelolésére az n betiit. Itt mostan 1j egyenletiink van, amely-
ben az n» mér nem ismeretlen, hanem élland6, mégpedig
8-mal egyenld. Az 4j egyenlet a kovetkezd :

—4
3

De most tudom, hogy én magam vezettem be az (

n ==

é8 x = Bn-t+4.

Itten, mint mdr mondottuk, n=38. Tehdt z=9}4-=18.
Az olvaséra bizzuk az egyenletnek segédismeretlen helyette-
sitése nélkili kozvetlen megolddsdt. Bizonyos, hogy e préba,
vagy 8% £==18 helyettesitése igazolja eljirdsunk helyességét.

Most mér gyakorlatbél tudjuk, hogy mi a chelyettesités.
Valamely bonyolult felépitésti kifejezésnek egyszertibb elne-
vezése. Legaldbb is a mi tudomdnyunk jelenlegi fokén.
A fels6bb matematikdban, kiillonésen pedig az integril-
szdmitdsban, ahol a helyettesitések nélkiilozhetetlen és déntd
srerepet jitszanak, megeshet, hogy valamely egyszerfibb ki-
fejezés helyettesitendd boryolultabbal. Egyébként mér ma-
gunk ig tudunk ilyen esetekrdl. Ha valahol, valamilyen okb6l
1 helyett mondjuk 15* kifejezést irjuk, vagy valamely, mond-
juk, b betfit 5'6%-bol keletkezettnek tekintiink, akkor ez mér
egyszerlit bonyolulttal helyettesitésnek egy esete. Még ha
nagyon kiillonleges eset is. De, hogy dllitdsaink 4ltaldnos
érvényét kelldképpen meglrizzik, azt kell mondanunk, hogy
chelyettesitésenw, wzubsztituciény valamely kifejezésnek mé-
pikkal valé potldsdt értjilk. Természetesen nem vaktédban.
Biztos, hogy «-et nem szabad u-nak mondani. De « helyett
mindeniitt irhatunk u-t, ba nem hanyagoljuk végil el a
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deltételi egyenletets, hogy z éppen u-val azonos, vagyis 2=1.
x helyett mindeniitt 2u-t is irhatok. Vagy -—2—-13 , vagy pedig
2——6-913 Az z akkor végil az u-nak kétszerese, fole vagy
250-ede.

Helyes, ldttuk, hogy helyettesitéssel bonyolult szémitésok
egyszerlisithetfk. De min alapszik tulajdonképpen az, hogy
egyaltalin helyettes1thetek? Logikai szempontbél a dolog

egyszer(. Az Z klfeJezesb(Sl éppen magasabbrendd fogal-

8
mat alkottunk, az n-et, amely sziikségképpen tartalmazza

az ol6bbit. Hisz a helyettesitésnek az n == egyenléség

alapvetd feltétele! Matematikai nyelven azt mondjuk, hogy
itt az izomorfizmusnak, alakegyenléségnek az esete forog
fenn. Az egyenlet szerkezetét, alakjit vagy az elvégzendd
miiveleteket a helyettesités nem érintette és az egyttthatok,
valamint a parancsok véaltozatlanok maradtak. Algebrai -
szempontbél t6bb egyenletbdl 4116 rendszerrel van dolgunk,
egyik kozilik az alapegyenlet, a mdsik pedig feltételi
egyenlet. Igy: -

2 (%5 )+s(“'4):4(”“;:4)=9—(”“z4)

De ezzel sem foglalkozhatunk tovdbb, hogy végre 2 dio-
phantosi egyenleteinkhez jussunk. Tudjuk mar, hogy kézben
helyettesitések kiillonleges fajtdjdval lesz dolgunk &8 a
deltételi egyenleteky més kévetelményekkel is kiegésziilnek.

El8bbi példdnkat kissé valtozott formdban

3y-+8x =91

ismét felirvén, Buler modszere szerint ellszér az egyik ismes
retlent ki kell a mdsikkal fejezniink. Gyakorlati szempontok
azt kivdnjdk, hogy a kisebb egyiitthatdja ismeretlent fejez-
zik ki a mésikkal. Ttt y-t az z-szel. Kovetkezbket kapjuk :

és
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8y = 918z
_ 91—8z
8

Bz az elsd 16pés. Most — Fuler szerint — a tortet, dltort-
nek tekintve, bontsuk szét egbész és tért vészre. Tehdt :

Most étesoportositunk, hogy ugy az egészek, mint a tortek
egymds mellé keriiljenek :
' 2z 22—1 .

) 1

Szintén gyakorlati szemponthdl irtuk a tért elé a — els-

1—% ,hanem — 2x~—1’ de a ketts,

jelet, tehdt a tért nem

8 8

tudjuk, azonos.

Itt kezdddik a tulajdonképpeni szédmitds. A diophantos
egyenletek szellemében azt koveteltitk, hogy y egészszdm
legyen. Mivel « iy esak egészszdm lehet, 80;2:0 izintén a7,
a;..__-.
3
-nak iy egésznek kell lennie, kiilénben a t6bbi

De ha még y is egészszdm, akkor a 80—2p—

kifejezés-

3
feltétel nines kielégitve. Most kezdfdik a chelyettesités.

Feltételiink szerint azt 4llitjuk, hogy 21;?:_

elnevezziik n-nek. Az indexet azért irjuk, mert nem tud-
hatjuk, nem lesz-e ismételt helyettesitésre szitkség. Marad
tehdt a feltételiink :

n, (egészszdm) =

ben a

egészszam &g

2a-—1
8

A fentiekkel azonos megfontolds szerint egyenletiinket
dtalakithatjuk olymédon, hogy n segélyével fejezze ki az 2-et
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2p—1
= —%
3y = 2z-—1
2 == 8ny-}-1
_ 8m+1
=t

Most az z-et, annak iz egészszdmnak kell lennie, a tirt
felbontdsdval ismét egdsz 68 t6rt részre oszthatom.

n1+1

8 1
=—‘;L—1+“2‘ 1+ f‘ 1+

A meggondolds ismét ugyanaz. x és n, Sziikségképpen

egészazdmok. Tehdt ﬁ‘—;‘—l i8 csak az lehet. Nagyon is helyén

valé volt 6vatossdgom, amellyel az n-eket indexszel 14ttam

1+

el. B legutdbbi egéazszdm ~— jelolése, az 4j helyettesités

gordn n, lesa.
Bzt kapjuk:

T (egészszém) =

1

Z

Ha a szintén egészszdm n,-et ny-vel kifejezem, akkor az
eredmény

2y = ny--1

vagyis
&y 'nl = 2’)’2'2—-1.

Mivel most mdr valamennyi tért eltlint, megoldott-
nak tekinthetem a feladatomat. Mar csak egy, nem nehéz,
de eléggé bonyodalmas feladatom van hétra. Vissza kell
nyernem az -6t é8 az y-t, s kifejezésiinkben ceak a leg-
utolsé n-et, esetiinkben az n,-t hagyhatom meg. Min'ohogy

’”1;' =n,, tehdt z=mn,+ 1+
nem egyéb, mint 2n,—1-+n, masképp 8n,—1. Dey utols6 ki-

lévén

ny=2ny—1 és
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20—1

29;‘1. fgy y=30——2(3'n2—1)—,—3—

8
nem mds mint n,, tekintve, hogy ép-

fojemése ez volt: 80—2z—
. 2m—1
Mivel tovdbbd 7
pen azzal tettiik egyenlévé, igy y=80—2(8n,—1)—n,. De
ny=2n,—1. Bazzel y, csak az n, dllandéval kifejezve

y=80—2(8115—1)—(2ny—1) = 80— 6, 2—2m,+1=83—8n,.

Attekintés c6ljabol irjuk fel diophantosi egyenletiink Ggy-
nevezett végleges, dltalanos megolddsait 4jbol, egymds ald.
Az n mell6l az indexet mér elhagyhatjuk, hisz az index
megkiilénboztetést szolgdl jelzés, tehdt elveszti minden értel-
mét, ha mér nines megkiilonboztetni vals. n, vagy n bér-
hogy is jel6ljiik most, tetszésszerinti egészezdm, és

r=8n—1

Léssuk, hogy az Euler-féle megoldds valéban helyes-e?
n helyébe itt, mondtuk, bdrmely pozitiv vagy negativ egész-
szémot (itt a nulla is egészszdm) tehetiink. Az egyenlet :

8x--3y=91
n=0 esetén : z=0—1=—1 és y=383—0=53
Tehdt : 8.(—1)+8.88=—8-499=91

n=1 esetén x=8—1=2, & y=83—8=25.
Tehdt : 8.2-8.25=16-475=91
n=—1 ‘esetén p=—=8—1=—4, &y y==888=41
8.(—4)+8.41=—824128=91
n=>5 egetén y=15—1=14, és £=383—40=—7
Tehdt : 8.14+8(—-T)=112—21=91

és igy tovabb, a végtelenségig, pozitiv és negatlv irdnyban.

Val6ban, csoddlatos ez az algoritmus, lehetévé teszi két
ismeretlen végtelen sok egészszdmi értékének egyszerti kép-
lettel valo rogzitését. Fils, kitalslt értékpérunk z=5 és
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y=17 az n=2 egetén keletkezik, mert ekkor z=6—1=>5 ég
y=88—16=1T7.

Most tovabbi feltételeket is szabhatndnk és kereshetn8k
az 1 és 100, vagy a —10 és 10 kozotti megolddsokat,
vagy csak a pozitiv, vagy csak a negativ értékeket. A gya-
korlatban az ilyen megszoritdsok sokszor nagyon fontosak.
A gyakorlott, vagy tigyes olvasé hamarosan rdjén, miként
lehet ilyen kovetelményeknek eleget tenni. Egyszerien 0-t6l
felfelé és lefelé behelyettesitiink néhdny szdmértéket, legjobb
ogy kis tablazatot felirni, és hamarosan kideriil, hogy meddig
lehet elmennilt

De a diophantosi egyenletek esak eszkozei voltak eélunk-
nak, mint az & késfbbiek folyamdn kideriil. Nem mélyediink
tehdt el érdekes kiilénleges torvényeiben, csupdn olyasmit
jegyziink még meg, amire mér utaltunk. Azt ugyanis, hogy
egyéltaldn nem minden két ismeretlenes,

ax+by=ec (a, b, ¢ pozitiv vagy negativ egészszdm)

alakt egyenlet valodi diophantosi, vagyis nem minden egyen-
let ismeretlenei szdméra taldlhatd Osszetartozo, egészszdmid
megolddspdr. Egyenlet diophantosi jellegéhez még tovdbbi
feltétel teljesiilése elengedhetetlen. _

Tegyiik elbszor fel, hogy az egyenletiinket, mint mondani
szokds, legegyszertibb alakra hoztuk. Ez azt jelent:, hogy
addig osztottuk mindkét oldaldt valamely kozds osztéval,
amig ilyen csak volt, tehdt tovdbbi osztds lehetetlenné nem
valt. Ha ez az egyenletiink

9z412y==51
akkor 8-mal oszthatunk és
8z-4y=17

az egyenlet legegyszerfibb alakja.

! Természetesen feltételi egyenldtlenségeket is lohetne, teljesen kor-

rekt médon, megadni. Pl. x<C10, tehdt (3z—1)<<10, ezért 3n< 1l és
11

n<—3—. Tehét az n legfeljebb 3 lehetne, hogy x 10-nél kisebb legyen.

Most az y széméra is fel kellene valamilyen egyenlétlenséget frni sth.
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Haa
82224y =124

egyenletet a fenti médon 4-gyel egyszer(isitjiik
8z 6y=51

adodik legegyszerlibb alakként.

Itt mdr habozunk. Megfejthetetlen, hogy miként lehet
két pdros szdm GOsszege pératlan? 8z és 6y pedig, ha z és y
egész, feltétlentl paros. Mert 8.5, 8.7, 8.(—2) és 6.(—20),
6.1 sth. minden koriilmények kozt pdros.

S6t azt is dllitjuk hogy a

8z-+15y=19

sem diophantosi. Mégpedig azért, mert nemecsak az egyiitt-
haték paros jellege jaﬁtszik gzerepet, hanem az a kérillmény
is, hogy van-e az ® és y egyttthatéjdnak oly kozés osztdja,
amelye! az dllandé nem oszthato.

FEzen 4llitds igazoldsit helyes, érvényes matematikai
bizonyitds példdjaként fogjuk felhaszndlni. De el6bb ldssunk
még egy szemléltetd példat.

92-+12y=—51
hérommal osztva az eredmény
Sz-+4y=17

8 és 4-nek nines kozos osztdja, egyenletiink tehdt valéban
diophantosi, egészszdmokkal megoldhaté. Euler szerint a
megoldés :

8z4-4y=17
3a:—-17-—-4y

y y— 2

17 4y
‘“5+3 y—g=5-9y—"—3

y—2 =8n
y = 8n+2, 2 =>5—Bn+2)—n = 8—4n.
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Ttt nem alkalmaztunk indexet az n mellett az y—2
kifejezégben, mert a magiban 4116 y-rél azonnal ldttuk, hogy
nem lesz t6bb résztoritel dolgunk.

n==8 esetén xr=—19, y==11 és

8(—9)44.11=—27-4-44=17.
Ez esetben minden a legnagyobb rendben van, amint azt
el is vértuk. De térjiink vissza a bizonyitdshoz és az 4ltaldnos

szémokhoz. Tegyiik fel, hogy egy egyenletet mér a leg-
egyszeriibb alakra hoztunk vagyis az

az-+by=¢

egyenletben a, b és c-nek mér nincsen kozbs osztdja, mert
kitlonben ez nem lehetne az egyenlet legegyszerfibb alakja.
Az a-nak 63 b-nek még van kozos osztdja, de ezzel ¢ mér
nem oszthaté. Hogy ez nines kizdrva, ldthatjuk a kovetkezd

példdn is:
8x--6y=381

abol 8 is, 6 is oszthaté még 2-vel. Altal4nosan azt mond-
hatjuk, hogy o és b kdzos osztdja legyen m. Kz tovdbbd

azb i8 jelenti, hogy _Sq,— és —:;— még egészszdmok. Szorozzuk

meg ezen egészszdmokat a feltevésiink szerint szintén egész-

pzdma z-szel é8 y-nal, az eredményt pedig &djuk Orsze.

Tehét — g +—b—y. De X g + -é—y = aztby = —, mivel
m m m m a™ 5 M
az eredeti egyenlet szerint aw—[—by*_a Az — és o valamint

x 68 y egéezszdmok lévén ———w —i—iy is egészszdm, igy

aw;}f@-by i8 az, tehdt —c—-nek is annak kellene lennie, de ez

ellentmond feltevéshnknek hogy a 68 b oszthaté m-mel, de
¢ nem. lgy egy m.raz-tm. sy==0 alakl egyenletnek, ha ¢
nem ogzthaté m-mel, nincsen olyan megolddsa, amelyben z
i8, y i8 egészszdm, ha m, 7, s 68 ¢ egészszdmok.

Még egyszer: diophantosi egyenletnél alapfeltétel, hogy
az ismeretlen egyiitthat6inak ne legyen az egyenlet legegy-
szerlibb alakjdban koézos osztdja. De bérmelyik ismeretlen
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egyiitthatdjénak és az dllandénak lehet kozés osztéja, mint
az a Sz--4y=12 egyenletbdl i8 kideriil. (4-nek és 12-nek
kozbs oszt6ja a 4, 8-nak és 12-nek a 8.) Fzen egyenlet dlta-
lénos megolddsa
g=4—14n és y=8n
tehdt pl
n=>5-ro £=4—20=—16 é3 y=15,

A préba : 8(—16)+-4.15=—48-160=12.

TIZENOTODIK FEJEZET

Negativ és tort hatvanyok

Nagyon esdbité volna az egyenletek tandt tovdbb kutatni,
mivel abban még egy egyenlettipusra akadnink, amely meg-
nyitja a voltaképpeni utat a fels6bb és legfels6bb matematiks-
hoz. Ez az egyenlettipus az ugynevezett «tiggvény»s, amely
algebrai egyenletekbdl feszteleniil levezethetd.

Kérjiik azonban ezeket a szavakat mint egyelbre nagyon
pontatlan célzdst venni. A legkézelebbi fejezetek mér beve-
zetnek minket ebbe a biivos vildgba. Mivel azonban a fiiggvé-
nyekr6l szold tanban sokkal szabadabban tudunk mozogni,
ha el6bb még van tiirelmiink a mi szdmfogalmunkat kib8vi-
teni és a hatvany algoritmusdt behatébban tanulmdnyozni,
azért nem sajndljuk ettdl a firadsdgot.

Emlékezziink vissza arra, hogy ugyanazon alapt hatvié-
nyokat gy osztunk, hogy a kisebbik hatvénykitevSt kivon-
juk a nagyobbikbol. Teh&t példdul 105 : 103—~105—3 10?
vagy 100.000 : 1000=100. Vagy o7 : a®=a""—b=a sth.
Itt hallgatélagosan azt a megé,llapodé,st tettik, hogy az osz-
tand6é hatvanymutatdja mindig nagyobb vagy legfeljebb
egyenld volt az oszté hatvidnymutatdjdval. Tehdt dltaldno-
san: az a™:g” osztdsndl teljesiil az m>n f6ltétel. Vagy ami
ugyanaz volna : n<<m. Mivel m-et és n-et mindig pozitivnak
vettiik, sohasem fenyegetett a veszedelem, hogy eredményiil
vala.mely alapot negativ hatvénymutatéval kapjunk. Amde
magéban véve egy negativ hatvinymutato igen jol elgondol-

t6. A kérdés esak az, hogy mi értelme van a mi algorit-
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musainkon belill, a nélkiil, hogy felrobbantandk a mi rend-
szerfinket, amelyet eddig f6lépitettiink.

BEgyelére még ragaszkodni akarunk ahhoz, hogy m és n
pozitiv szdmok, de ez alkalommal meg akarjuk forditani a
foltételi egyenlbtlséget, azt 4llitva, hogy n nagyobb mint m
(n>m vagy m<n). Mivel tovdbbd azt koveteljik, hogy az
n mutatd az osztdhoz tartozzék, azért az am : gn = g™
osztésndl okvetlen negativ szdmot kapunk az eredmény
mutatdjaul, mivel a f6ltevés szerint nagyobbat kellett kivon-
nunk a kisebbikbll. Konkrétebbiil kifejezve: a==10, m==5,
n=7 ; kovetkezfleg 10° : 107=105-7=10""2

Konkrét szdmokkal feszteleniil szdmithatunk. A mi kelle-
metlen eredményiinket tehdt egyszerfien kiszdmitjuk. Példdul
a kovetkez§ médon :

105 107 — 10.10.10.10.10

10.10.10.10.10.10.10

Mivel mdrmost nyilvdnvaléan rovidithetjik a felsd o6t
tizes szorzot a nevezd 6t tizes szorz6jival, azért mint ered-

1
4 o 3 . 5 » - _—
ményt a kovetkezdt kapjuk: 105: 107 = 1010 = 108"

Ez az

ﬁ)—z pedig 102 kell legyen!

Mér sejtjik az 4j algoritmust, de 6vatossidgbdl még egy
probat csindlunk.

1. .16 6.0.0.0.0.0.0.0.6.0.0 1
a- s> == = .
4.0.0.0.0.0.0.6.6.0.0.8.6.0.04.6 @.0.0.0.0
1 1, . . %
Bs ez a2 ——— =—¢ 68 ez Ujra a kovetkezlvel
0.0.6.06.0 a

tartozik egyenld lenni g™ : al¥=ql—8=q—5,

A mi keresett szabalyunk tehdt igen egyszertien hangzik :
valamely o alap negativ hatvinymutatéval egyenl§ ugyan-
azon alap forditott értéke ugyanazon pozitiv hatvinymutato-

val. Mint képlet: ¢ = —L, ahol a kiilonboz6 kell legyen 0-t61.
af'
Az utols6 korldtozdsnak megvan a maga helyes értelme.

Mert ha a=0, akkor a—“=i- == —1—, és errdl az —l—-rél tud-
on 0 0
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juk mér, hogy voltaképp egy kifejezhetetlen érték, amelyet
mi oo 8ltal, vagy chatdrérték, amely végtelonbe tarts 4ltal
jelslink.

Alig sziikséges tovdbb egy szét is vesztegetni a negativ
hatvinymutatorél. Ami egyszer( szabdlyunk 4ltal ezt a
hatvédnymutatét besoroztuk algoritmusaink kézé és oly ki-

fejezéseket, mint h(—8+2—4+6—8) = p—5 =—515— éppen oly bizto-
gan kezelink, mint ¢5+4-8) = ¢b

; . 1oz N 1,

A forditott érték lényegébll folyik még, hogy r ol8-

allfthatd, mint a: ar=at"=q—". Ellenben ain tgy kép-

zelhetd, hogy igy 4llott elf: a° : at=a?—n=qgn. B sza- .
bély révén abban a helyzetben vagyunk, hogy bédrmely hat-
vényt, ha tetszik, a hatvdnykitevd elGjelének megviltozta-
tdsdval a tortszdmldlobol a tértnevezdbe (és megforditva)
vihetiink &t. Ezdltal adodik :

0 —n 0 T an
a a o a 1
— e — —— N
prrale ésa =5 Vagy —- =a ; 68
1
[ L
a"

Most pedig még tovébb akarjuk b6viteni algoritmusunkat.
Ugyanis allitjuk, hogy lehet6nek kell lenni a hatvdnymutatdt
kozénséges tortek alakjdban frni. Tehdt példdul: 10%, i,

157, 20%. 4%, 9%, stb.
Az rogton vildgos, hogy egyelére semmit sem tudunk
elképzelni valamely tort, mint hatvdnymutaté gyandnt. Mert

az & kovetelés, hogy vegyem a 10 alapot példdul —g—-szor mint

tényezdt : az els§ pillanatra értelmetlen kivansignak latezik,
Még akkor is, ha akként akarok magamon segiteni, hogy

az % -ot szétbontom 5. (—é—) -ba, esak azt tudom, hogy elfszor

a 10-et 5-ik hatvényra szabad emelnem, mivel (105 is
egyenl§ 10%-val. Az 5-ik hatvdny tovdbb nem okoz nehéz-
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séget. De hogy emelem % hatvdnyra a 105=100.000 ered-

ményt? Miként vehetem a 100.000-et egyhatodszor mint
tényezdt? Nagyobb ezéltal aligha lesz, mivel még egyetlen
ogyszer sem kell tényezbiil vennem. Itt tehdt minden jel
gzerint egy Gj leépitd, litikus szdmoldsi moéd elftt 4llok,
amely Ggy viszonylik a hatvdnyozdshoz, mint az osztds a
szorzashoz vagy mint a kivonds az Gsszeaddshoz.

El akarjuk drulni, hogy miféle @j szdmoldsi modrél, miféle
«parancsroly van sz6 : az Ggynevezett gydkvondsrdl vagy gyok-
fejtésrsl. s (100.000) mint parancs nem jelent mést, mint
a kovetkezdt : «keress egy még ismeretlen szdmot, amely
hatszor tényezbil véve értékiil 100.000-et adn.

Ha 4ltalénosan ¢t &llott volna el6ttiink, irhattuk volna :

<3 i - .
% = (¢%?, ami annyit jelent, minthogy keresni kell egy még
ismeretlen d szdmot, amely b-szer tényezsill véve, Gjra ¢t
ad. Tehdt (d.d.d.d.d......) b-szer, mint tényezd = ¢* vagy

ab == ¢*.

Amde gyokoket — amit mindenki tudhat — nemesak
forditott értékll hatvdnymutaték alakjdban — tehdt pl

as, b3, 10%, sth. — irnak, hanem sok szdzad 6ta alkalmazzdk
a gyokjelt, ami a radix (gyokér) széboél akként allott elf,
hogy széthiztdk Y~ alakba a kéumzel irt kis latin r be-
tiit. Ebbdl lett a mi ¢/ jelink. Tehdt frjuk

JEBT6. {/a’, {Ba, stb.

Itt a gyoknek ugynevezett gySkmutatdja vagy gyok-
kitevije van, ami nem més, mint a forditott értéke a tortnek,
~amelyet mint hatvdnymutatét mér ismeriink. Tehdt :

at=1/a vagy 10% = (10°)% = ¢/10°, stb.

Térgyaldsunkbdl kénnyen adédnak a gyokok kezelésének
osszes szabdlyai. Ks ajénljuk biztonsdg kedvéért a gyokokkel
val6 Gsszes bonyolultabb szédmitdst utdnavizsgdlni, tértkite-
vOkkel valé szdmitdssal, vagyis véltoztatva az algoritmust
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1704_5. I"/‘ag volna- ag.a, —_ ag+g — a'l 51309
= ag% = (a.6 )‘ﬂ' —_— Vase.

Ha a gyoknek tort a mutatdja, akkor hatvinyként vals
rdsdndl a forditott érték veendd. Példdul

/o=@y =@y =y
vagy

V& =70 =" =)= =ya"
Természetesen lehetséges osztani is gyokokkel (tort ki-

tev6jl hatvdnyokkal), amikor is pozitiv vagy negativ ered-
mények adédhatnak. Példdul

f/c—f Vo =@)Y: @) =d:d=a¥=

5:3=7:6 —i7 -1 L6/
=0 5 = Ff=0 _Va —

Végiil megjegyezziik, hogy a mdsodik gyOkot rendesen
nem frjuk ki, azaz hogy ¢/ annyit jelent, mint ¢/'a mivel,
ﬁ-na& egydltalén nines szitksége a gydkjelre, tudniillik

¢ == at = @' =@ tartozik lenni.

Azt mondtuk «végib. A gyokokr8l sz6l6 tanitisunkat
széndékosan csak nagyon foliletesen végeztitk. Mivel a mi
tovabbi céljainkat tekintve, nem oly dolgok érdekelnek,
amelyek minden tankényvben pontosan és részletesen meg-
vannak, hanem egy hasonlithatatlanul mélyebb probléma
érdekel. T. i. a szémfogalom bels6 lényege é8 e fogalom
bévitése a gyokmiivelet, a gySkvond paranes bevezetésével,
amelyet — moellékesen megjegyezve — egyszerlibb moédon,
87 4. n. logaritmusok segltsege nélkiil szamszerllog tényleg
;ft;lghelzvmm csak bizonyos és nagyon korldtolt esetekben
ehet

! Elvben minden gydk valamely konkrét szédmbél kiszdmithaté. Az
e célra kieszelt eljards azonban, mint emlitettiik, nagy gondot és faradsi-
got kivdn, tGgyhogy a szémité prazisiban alig j5n tekintetbe.
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TIZENHATODIK FEJEZET

Irracionalis szamok

Ha folvetjik a kérdést, hogy mely f6ltétel alatt szdmit-
haté ki, egész éltaldnosan véve, valamely gyok, azt taldljul,
hogy példdul §/'a akkor szolgiltat viligos eredményt, ha a
egyenld egy p* szémmal. Mert akkor §/a= f/ ple=ptempl=yp.
Tehdt p az eredmény és azt mondjuk, hogy p az a wegyodik
gyoken.

Uténa kell azonban nézntink, hogy vajjon ez a lehetlsbég
mindig adott-e. Vegyiik a legegyszertibb esetet és kdveteljiik,
hogy a egész szdm legyen. Valamely tetszlleges egész szdm,
Ha ebben mdr megéllapodtunk, azonnal észrevessziik, hogy
nagy véletlen szitkséges ahhoz, hogy o val6ban egy mds p
egéez szdm negyedik hatvdnya legyen. Mert az els6 szdz
pozitiv egbsz szdm kozott példdul negyedik hatvinyként
csak a kovetkezdket taldljuk: 1, 16 és 81. Azaz, bdrmely
egész a esetén — kivéve az 1, 16 vagy 81 értékeket — nines
pozitiv egész szdm, amelynek negyedik hatvénya a. A 25
példdul a 24 63 8%, a 90 a 3% ég 4¢ kdz6tt van, stb. A matemati-
kdban az «egyenlStlenségeketsy alkalmazzuk ennek a
kozottiségnekn a kifejezésére. Mivel egy rendkiviil fontos
frdsmbdrol van sz6, amelyet killondsen a felsGbb matemati-
kéban d4llandéan alkalmaznak, azért err6l részletesebben
akarunk szélni, Ha példdul f6ljegyezni akarom, vagy foltételiil
dllitani, hogy a b szém 80 és 40 kozbtt van, akkor from:

80-< b < 40.
Ha ellenben azt akarom mondani, hogy b esetleg maga a
80 vagy 40 is lehet, akkor irom:
80 < b < 40.
Bzt az eljirdst chatdrok kozé zdrdsnaky is neverik és ith
80 az als6, 40 a fels6 hatdrt jelenti. Altalénos szémoknil
természetesen nem tudom el6re, hogy melyik szém a maga-
sabb vagy a mélyebb. Ha from, hogy
a<b<e,
Colerus 1% 1. 10
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akkor b van az o és ¢ kozott. B e tétel révén, kézvetve, tudom
csak meg, hogy a hdrom szém koziil ¢ a legkisebb, ¢ a leg-
nagyobb.

Avégre, hogy ebbél az frdsmodbél hasznot hizzunk
mi gy6keinkre nézve, mondhatjuk 25 a 2* és a 8% kozott van,

2% < 25 < 84

. Nyilvdnval6 tehdt, hogy a 25 negyedik gySke nem szd-
mfthaté ki §/pf=p mintéjéra (ahol a p pozitiv egész szdm).
Van azonban nekiink egy mdsik fajtdja is a szdmoknak,
amelyek végtelen sokasdgban és fokozatban vannak az
egbez szdmok kozott, Ezek a kozonséges tértek. Mondtuk
mér, hogy példdul a torzstortek %, —31—, %, %, és igy tovabb,
——————— ig 4 0 é3 1 kozott vannak, valamint még az
majdnem oo ) 9 8 4 5 6
Ooszes t6bbi val6di toértek, mint TR e T
oo —1 -ig.2 Mivel azonban tetsz8leges més egész szémok ko-
zott is kozépértékek helyezendSk be — pl. 12 es 13 kozott

nem valédl tort, tehdtb 225 = 12—2— vagy 12—[— 57 12 +

12 -|— T stb. alakjdban — azért jogosult remény, hogy

a mi 17 25-iinket ha nem egészszdmmal, h4t legaldbb egy
torttel megoldjuk. s gy gondoljuk, hogy mivel 2*¢=16,
84=81, azért ez a negyedik gydk 2 meg valamely bonyolult

tort less, példéul 2+ —1— koriil, 16vén 2%— = —Z— a negyedi-

9.9°9 6561 _ o oo
ken egyenld 2— TT T T o088 25°68... Tehdt a mi

durva becslésiinkkel nem nagyot hibdztunk. Amde tért vég-
telen nagy szamban 4ll rendelkezésiinkre és vérhatjuk, hogy

1 Az, hogy mikor a<Cb és b<e, akkor egytttal a<lc, ez egyik esete
a7 figynevezett tranzitivitds elvének.

? Egyszerliségért co-t frunk «végtelen hatérértékhez kozeleddé nagy
szémy helyett.
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8 %-nél keovéssel kizebb térttel pontosan eltaldljuk a mi

negyedik gyokiinket. A kiprébalds nagy fdradsigot okozna
és taldn még affelll se biztositana, hogy ezt a tortet valoban
megtaldljuk. Ugyanis — ezt még egyszer hangstlyozzuk —
végtelen sok tért kozott vélaszthatunk, amelyek nevezje
200 vagy 2000 vagy 2,000.000 jegybdl is 4llhat. Taldn a
125 pontos értékét csak egy oly tort révén taldlnék meg,
amelynek nevezfje 10.000 kvintillié jegybdl 4ll, vagy ez a
szém még megszorozva egy billié szextillioval. Még mindig
egy kozonséges tort volna. Ks a nevez jegyeinek szdma még
mindig tovdbb és tevdbb emelhetd.

Probléménkat tehdt 4ltaldnosan kell venniink, ami nem
nehéz. Tudjuk, hogy két eset van. n-ik gyoknél ez az o egyenld
lehet pr-nel, ahol a és p pozitiv egész szamok. Vagy pedig a mi
a-nk két egymds utdn kivetkezd szdm, p és (p-1) n-ik hat-
vénya koézott van, Tehdt pr<<a<< (p+1)7. A (p+1) a p-re kovet-
kez6 legkozelebbi egész szém, mint példdul 17-re a (17-1)=18
szam kovetkezik. Mivel tovdbbé tudjuk, hogy a mdsodik eset-
ben /' a széméra egbsz szdmot nem kaphatunk, azért azt kér-

dezziik, hogy vajjon nem fejezhets-e ki valamely T kozonsé-

S =a
ges torttel. Bkkor }/a egyenld tartoznék lenni l/(!—)n

n 1 8
nel, mivel ekkor (%)" is egyenl volna (%) = ?-sel és {gy
& gy6k ki lenne szdmitva, mint kézénséges tort. Magitol ér-
tet8dik, hogy r é8 s «kézds oszté nélkillieks, mivel a tértet
a legegyszeribb alakra hoztuk.

Példdul nem ~2-fi—-c'it, hanem%-c‘it frndnk fel megoldésul.

15
. 1 Vr\r .
Mivel {/a= (?) , azért a is természetesen egyenld tar-
tozik lenni (%)-sel, mivel semmi sem vdltozik, ha az

ot
v a—_—l/ (—z—) egyenletet n-nel hatvinyozom, tehdt from,

10*
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NS
hogy (%)”=(§/(%)1)- Ebbdl azonban a::(%). A to-
vabbi vizsgédlat végett emlékeznem kell arra, hogy a egész
szdm. Bz volt vizsgdlatunk kiindul6pontja. De ha o egész
szdm, akkor annak 18 egbsz szdmnak kell lennie, ami vele
egyenld, vagyis (—:—)?nek. De (%) tovébb egyenld % -nel.
Hs r 63 s kozos oszté nélkilliek. De ha szdmldlé és nevesd
kozos oszté nélkilli, akkor oly sokdig hatvdnyozhatom,
ameddig akarom és ekkor sohasem lesz kozds mértékiik,
mivel azdltal 4j tényezé nem 1ép {6l sem a szdmldloban, sem

a nevezében. Ha példdul —5—-613 hatvényozom, akkor kapom

8.8.8.8.8.8. ... ... a végtelenségig
5.5.5.6.5.5. . ... .. a végtelenségig

fgy hét kozbsoszté nélkili szdmok n-ik (tetszbleges)
hatvdnyai is egymésra nézve kozds osztd nélkiilick maradnak.
Es kozos oszté nélkilli szdmok egymésal osztva sohasem
" adhatuak egész ezdmob, tehdt a mi a-nk soha sem lehet

(—;)f ameddig fenntartjuk az o egész szdmisdginak a fel-

tétolét.

A mi eredményiink egyenesen megijeszt. Mivel nem keve-
sebbet mond, mint azt, hogy habdr az egész szdmok kozott
lev8 tortek sokasiga végtelen, mégsem tudok kozonséges
tortet taldlni, amely lehetdvé tesz példéul a 795 eredmé-
nyének a kifejezését. De mivel ez a /25 valami eredményt
mégis csak kell, hogy szolgdltasson, amely eredményhez
9% -del mér igen kozel voltunk, azért létszélag az egbsz és
toriszdmokon kiviil még egy mds tipusa van a szdmoknak,
pmely tipus a tortek kozé beestszik mdsodrendd, magasabb
(vagy mélyebb) végtelen kicsiségében. Emlitettiik még azt
i8, hogy a tortek az egezszdmok kozotti Omszes kozdket
kitoltik. .

A mi eredményiink — mint a gérdgok Pythagoras 6ta
mondtdk — alogosy, kimondhatatlan, értelem nélkili.
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Ellentmond az értelemnek, a «aciér-nak.! Hs ezeket az 1j,
misztikus szdmokat, amelyekrll még azt sem tudjuk, hogy
miként franddk, «rraciondlissy, nem-raciondlis szdmoknak
nevezziik.

De hogyan fejezzem ki ezeket a kifejezhetetlen szdm-
monstrumokat, ozoket a kiilonds koézbees§ szdmokat, ha
tilos gy tortként, mint egész szdmként vald frdsuk?

Péld4ul {25 szdméra logaritmikus szémitdssal a 2:28606. .
értéket taldlom. A pontok azt tiintessék fel, hogy ezel &
szdmitds egyéltaldn nincs lezdrva. Egy més «rraciondlisy
szém, az Ggynevezett m korszdm szdmdra Leibniz egy szd-

moldsi szabédlyt adott, amely azt mondja, hogy % a ko-
vetkezd sorral nyerhetd :

7 1,1 1,1 1
=gty vty

T~ T 19

Azaz 77;— csak akkor volna kifejezve, ha ebben a sorban
& végtelenségig szdmoltam volna. Tehdt tetszbleges pontosan
tudok szdmolni, de sohasem végig.

Mér most két lehet(séget létunk irraciondlis szémok ki~
fejezésére, amelyek val6jdban ugyanoda lyukadnak ki.
Tudniillik a tizedestértek alakjdban vald frdst és a végtelen
sorok alakjdban val6 irdst, amely utébbiak — mint a Leibniz-
sor» mutatja — keverhetik is az Gsszeaddst és a kivondst,
amikor «alterndlés soroknak nevezik Gket.

De még nem akarunk o6zelebbrdl foglalkozni a végtelen
sorok nagyon nehéz tandval hanem ezt esak annyira akarjuk
dtkutatni, amennyire annak az allitdsunknak az igazoldsdra
szlikséges, hogy az irraciondlis szdmok mindkét frésmédja
voltakép ugyanazon az elven nyugszik : t. i. éppen a végtelen
sorokkal valé elGéllitdson.

* Az irraciondlisnak a raciébdl valé levezetése a chelyes viszony»
értelmében, az inkommenzurdbilis fogalméanidl fog megtorténni.
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A Leibniz-sor megvizsgdlhatésdga végett mdr most
megemlitjiik, hogy a n korszdm értéke tizedesen frva
8:141592653589793... Hgy mdsik ismert irraciondlis szdm
volna példdul a természetes logaritmusok alapja, az 6. n.
t szdmy, amely raint sor ’

1 1 1 1
e=l+qrtortartart
és mint tizedesszdm

e = 2'71828182845904523586. . .

alakban fejezhetd ki. :
Amde most ellenfelink joggal figyelmeztot, hogy mi
tizedestortekrfl még egyéltaldn nem beszéltiink, tehdt ha
nem tételeziink fel semmilyen el6zetes tudést, akkor nines jo-
gunk tizedestorteket felirni, Tovdbbd tehetségesebb és figyel-
mesebb olvasék azonnal kozbevetik, hogy hit elég oly eset
is adédik, amelyekben egy kozonséges osztds — amint
mondjdk — nem «anegy fels. Itt valami nines rendjén. Ugyanis
totszdloges egész szdmok osztdsa nem més, mint parancsként
felirt kozdnséges t6rt vizszintesen felirva a kett@spont alkal-
mazésbval. Ks azt 4llitottuk, hogy a kozonséges tortek és
irracionglis szdmok egymdssal merdben ellentétesek ; és
hogy az irraciondlis szdmok a legkézelebb szomszédos kozon-
séges tortek (vagy osztdsok) «kozotts fekszenek. Tovdbbs
mi fgy tettink, mintha az irraciondlis szdmok ecsak a
gybkvonds litikus mfveletével dllottak volna el8, holott

ismeretes, hogy példéul 20 : 6 vagy —%60_ éppentigy irraciond-

lis szémot, tudniillik a 8:-88388888... vagy 8'3 (hérom pe-
riodikusan) vagy
3 3 8 8 8 3
8416 * 766 T 7000 + 70,000 T 100,000 T T.000,000
szdmot szolgdltatja.
Nagyon hildsak vagyunk ezekért az ellenvetésekért.

Mert feltting jelenség, hogy még jé szdmolék és gimndziumi
képzetteségli emberek sem igazodnak el ezekben a kilénb-
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ségekben, 88t még nem is gondolkodtak errdl vagy nem is
ismerik ezeket kell6képpen. Hogy valamely t6rt kiilonbozik
egy irraciondlis szdmtdl, ezt mindenki beldtja. Ugyanis a
kozdnsbges tort lezdrt, kész, bevégzett ; ellenben az irracio-
nélis szdm sohasem 4llithaté el mint szdm, hanem mindig
csak mint végtelon, soha lo nem zdrddd processzus, mint
szdmoldsi szabaly, mint képzési torvény, mint sor. Nevezhetd
volna ezért az egész és a tOrfszdm sztatikai szdmuak, az
irraciondlis 9zd4m, az frdsnak megfelelden, dinamikus szdmnak.
Nem mennyiség, hanem egy irdny bizonyos mennyiséghes,
jollehet mi mindig, részben megedfolhatatlanul sztatikaivé
tehetjitk. Ks ezt megtehetjilk, amennyire akarjuk. Ha /25-
nél csak azt akarjuk tudni, hogy mekkora ez a gydk hdrom

tizedesre, akkor 125 éppen 2:286. Ha azonban azt akarndk
tudni, hogy egyéltaldn mekkora, akkor semmiesetre sem
tudunk felelni. Mert nem tudunk végtelen sok tizedesjegyet
felirni. De hét ezt 8:883383... (periodikus) esetén sem tud!
juk megtenni? Ezt a szdmot sem tudjuk bevégezni. Valébana
T. i. tizedestortnél ez lehetetlen. Igenis azonban lehetséges .
befejezés ebben az esotben, mint kézénséges tortnél. 8-8888. .-

6 E)

(periodikus) ugyanis nem mds, mint 2 vagy -13—0— vagy 10, (1 )
Ennél az frismédndl semmi kétely sincs. Es a szdmvonalon

rd tudok ujjal mutatni a helyre, ahol ez a 10, (%) van. T. i

—%— a 8 utén. Mivel —1??— egyuttal 8 —}——é— vagy 3—;— De

a 125, ez a 2286. .. még egy foldéntali mikroszképpal sem
taldlhaté meg a szdmegyenesen. Még akkor sem, ha tudndm,
hogy mely kozonséges tortek kozott fekszik. Mert valahol ot
van més irraciondlis szdmok egy végtelen sokasigiban. Ez
nagyon misztikusnak tfinik fel. Sajnos azonban a mi kere-
teink koézott nines meg a lehetGség ezt a rendkivil felizgato
dolgot maradéktalanul tisztdzni.
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TIZENHETEDIK FEJEZET

Tortrendszerek

Forditsuk figyelmiinket a tortrendszerekre, ez sokkal
el6bbrevalé feladat és kiilonleges esetitkre, a tizedestor-
tekre. A szdmrendszerekre vonatkozé vizsgdlataink nyomdn
sejthetjitk, hogy a «tortrendszers mit jelenthet. Minden szdm-
rendszerben van olyasvalami, ami a tizedestorteknek meg-
felel6je. A hatosrendszerben a «tizedesponts utdn (ott «hato-
dosponts lehetne a neve), & hatodok, harminchatodok,
kétszdztizenhatodok stb. kovetkeznek. A kettesrendszerben
a «kettedespontoty a felek, negyedek, nyolcadok, tizenhato-
dok stb. kévetik, a tizenhdrmasrendszerben a tizenharmados-
pont utdn & tizenmharmadok, szdzhatvankilencedek, a két-
ezerszdzkilencvenhetedek stb. sorakoznak, a tizesrendszer-
ben a tizedek, szdzadok, ezredek stb. Helyértékrendszerben
frt szdmnak az alakja, rendszerben frt torttel, a kdvetkezd,
ha példaképpen 6t egész 63 négy tortjegyet tartalmazé szé-
mot frunk fel és a kitevfket tizesrendszerben frjuk :

mg*-ng®+-og*+pgt+qg°+r (glr) + s ('35) T (_7;1'7) T (’g!I)

vagy egyszerlibben, ha negaﬁiv kitev8jd hatvdnyokat alkal-
mazunk :

mgt+ngP-ogP-+-pgt+-gg°+rg sy g g~

A tizedespontot a gg° és rg—* kozé kellene tenniink. De nem
akarunk itt az Osszes lehetséges rendszerrel foglalkozni,
hanem megelégsziink a tizesrendezer vizsgdlatdval. Tizes-
rendszerfi szdm, mondjuk az 50,841-7328, amelynek tizedes
jegyei is vannak ilyen alaku, lenne: 5:10%-}-0-1034-8-10%--
+4:1014+1-100--7-10-1-1-8-10~2-2:10-31-8-10~% 5 ez a fel-
épitési m6djst teljesen dttekinthetdvé teszi. Tehdt még egy-
szer ; rendszerben irt tort alatt tortszdmnak szdmrendszer-
ben frt alakjit értjik. Jelolésére rendesen a kis gérog o
(szigma) betiit haszndljuk. De még mielStt az ilyen rendszer-
tortek kiilonbdzd fajtéit megismerndk, ismerkedjiink meg egy
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4j szimbolummal, amely az ilyen rendszeres sorok irdsit
nagymértékben megkénnyiti. Bz az fgyneveszett szumma-
operdtor, vagy szummajel, «szummdja ...-nek». Jele a gordg
nagy 3 (szigma). Ki kell még tlzniink az Ssszegezés hatdrait.
Ilyen hatdroknak csak akkor van értelmiik, ha csupa lénye-
gében egyforma szerkezetti kifejezés Osszegérll van szd és
ezek esak valamilyen indexben kiilonboznek egymdstol. Sej-
teni kezdjik, hogy sorként frt tizes- vagy mdsrendszerbeli
szam ennek a feltételnek megfelel. Hisz helyértékkel irt szdm
minden egyes tagja egyiitthatébol és alapszdmbdl 4ll, az
el6bbieket indexiik, az utdbbiakat kitevdjiik teszi felismer-
het8vé s az index és a kitevs kozt hatdrozott dsszefiiggés 4ll
fenn. A kévetkez8, helyértékrendszerben frt szdm: a9
—F !5+, g -0 -+ ag+-agg? minden togia a-bl
63 g-b6l all. Tehdt valamennyi tag a és g szorzata. De melyik o
és melyik g veendd tekintetbe? Nos, az 1-t6l 8-ig terjedd
indexti a-k szorozva a 0-t6l T-ig terjedd kitevékkel elldtott
g-kel s minden tagban (ez az Osszefiiggés) az index eggyel
nagyobb mint a kitevl, vagy ami ugyanaz, a kitev§ eggyel
kisebb mint az index. A szdm tehdt valamennyl a,g*~1 vagy
@p+19¢ alakd klfejezésnek [Osszege. A y (nil) és a o (r6) godrog
kisbetiik. De ezzel még nines a dolog befejezve. Még nem is-
merem a hatdrokat, amelyeken belil az 6sszegezést el kell
végeznem. Hogyan segithetek itt magamon? BEgyszerfi! Mivel
az index legkisebb értéke 1 és a legnagyobb 8, igy dutdsdnak
als6 hatdra 1, felsd hatdra pedig 8. A hatdrok mindenkor
bezdrélag, inkluzive értend6k. A hatvinykitev8nek viszont
alsé hatéra 0, fels§ pedig 7. Tehdt 0-t6] 7-ig «futs. De felhiv-
juk itt a figyelmet arra — és ez igen fontos, alapvet meg-
jegyzés — hogy ezt a «utdsts nem-folytonos, szaggatott
futdsnak nevezik. Bz tulajdonképpen ugrds egyik egészszdmi
indexrdl a mdsikra, egyik kitev6rdl a mésikra. Vigasztaldsul
megemlitjitk, hogy a rettegett integrdl lényegében nem egyéb,
mint ilyen sordsszegezés, de ott a dutédsy nem szaggatottan,
hanem folytonosan térténik. Tehdt, ha a 3=0sszogezési pa-
rancsot alaposan emlékezetiinkbe véssiik, sokat haladtunk
az integrdl fogalma szempontjdbol. Mert az Osszegezési-,
szumma-parancs lényegében nem egyéb, mint a nem foly-
tonos, eldurvult, szinte szabad szemmel iz dttekinthetd
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integréloperdtor. s — ezt mér itt eldruljuk — a nagy
Leibniz 1676 oktéber 29-én frta fel ama nagyjelent8séglivé
vilt papirlapra, hogy az 4j (integral) jel f nem jelent egyebet,
mint Ggszegdt valaminek. Ez a jel nem is més, mint eltorzi-
tott, széthizott nagy latin S betfi.

De mivel ellenfelem mdr 6klével veri az asztalt és hajét
t6pi, ijedten térek vissza szumma-jelemhez. Azt mondja
ugyanis, mikor mdr kissé magdhoz tért, hogy még azt sem
tudjuk, mi a tizedestort.

Megéllapitjuk tehdt, hogy az ag szorzatoknak mind az
indexei, mind a hatvdnykitevdi valamilyen alsé hatdrtol
valamilyen fels§ hatdrig futnaks. Ez annyit tesz, hogy egymds
utédn, mindenkor egészszdmot ugorva, felveszik a fels6 és az
alsé hatdr kozotti értékeket, a nélkiil, hogy egyet is dtugra-
nénak.

Ezzel mér, azt hiszem, vagyunk annyira, hogy felirhagsuk
szummaoperdtorunkat.

7 8
Bagge vegy ag

Logikus és természetes, hogy az als6 hatdrt a szumma.
parancs ald frjuk, a felsft pedig f6l6. Kozépen meg lehet
jelolni, de nem kell, hogy melyik a «futé» mennyiség. Ez utdn
kovetkezik az dsszegezendd kifejerés szerkezete, alakja, dlta-
lénos szdmokbél alakult indexekkel és kitev6kkel. Termsé-
szetesen két, hdrom, négy, 6t vagy esetleg még t6bb 4ltald-
nos szdm is szerepelhet a szummajel mellett s mindegyiknek
lehet indexe vagy kitevlje, vagy mindkettd.! Ugyanannak a
szdmnak i8 lehetne indexe és kitevlje. Ez azt jelentend, hogy
az illet6 4ltaldnos szdm értéke véltozik ugyan, 4m kitevgje
valamilyen szabély szerint né vagy estkken. De hogy a tul-
zottan elvont tdrgyaldsmédot elkeriljilk, tudvén, hogy a
gzummaparancs eleinte jelentds nehézségeket okozhat, szd-
moljunk végig néhény t8bbé-kevésbbé bonyolult példds.
8 jegyezzilk még meg, hogy a szummaparancs megbeesiil-
hetetlen mértékii egyszerlisitést jelent a szdmoldsndl, mert

! Més lehetdséget ith szdndékosan nem emlitiink,
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lehet6vé teszi mds mddon alig leirhaté kifejezéseknek egyet-
len jellel valé feljegyzését.

Q9
4

Legyen a ab, 6]
2
a «kifejtetts alakja? Egészen egyszerd :

0?bg0E+a%b 105+ a*b;05-+0"bgo] +ah, 68+ a7bc?+-abyei’ +-a%b 405t

Természetesen a «kifejtésnél nagyon kell figyelni. De a
sziikséges figyelem és a nehézség sem a matematikdban, sem
az 8letben nem azonos.

Vegyiink most a gyakorlath6l egy esetet. Hogyan frunk
egy négyjegyl tizedestortet?

4 4
Természetesen igy: 0.¢°4 3ia, ::}—17 vagy 0.¢°+ 3 a,g-.
1 1

+2 kifejezés megadva. Milyen ennek

Az els6 eset kifejtése: 0'g°—|-a1-—!1— +a2-—1§ +a3-—1§ -|—a4~l,

a masodiké: 0.¢9% a0+ apg 2+ a0 +-0,07% 8 kettd
szemldtomdst ugyanazt jelenti, Mégpedig O egyest, a, tize-
det, a, szdzadot, ag ezredet, a, tfzezredet.

A hatdrokat természetesen mdésképpen is megadhatom.
Ha esetleg n jegyl tizedes tortet akarok felirni s ennél az
n még hatdrozatlan, de véges szdm, akkor ezt from :

0.6+ Jarg= = 0.4 + tyg ™ + apg® -+ +- tog ™

A hatérokat még merészebben is megéllapithatom. Mond-
juk végtelen tizedes tért esetén, vagyis ha a tortnek mindig
tjabb és Gjabb jegyei kovetkeznek :

0.0+ X agr =g+ ayg -+ apg 2 agg S0y

Végiil megprobdlunk még felirni @j parancsunk segitsé-
gével valamely helyértékrendszerben, legéltaldénosabb alak-
ban felirt szdmot. Megjegyezziik, hogy miként a legtdbb
hasonl6 esetben, itt is t6bbféleképpen lehet a kifejezést fel-
rni. Vélasszunk tehdt valamely konnyen érthet6 médot.

A belyértékrendszerben frt szdm = 0.¢° X a,g%,itt (H-m)
+m
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akérmilyen nagy lehet. Kifejtve a paranes a koévetkezs
gort adja:

g™ GG 1 +“292+a191+“090+
+a g g e _.g

Uj algoritmusunk, amelynél a szdmok szokésos {rdsméd-
jéra valé tekintettel ldtszélag értelmetlentil vélasztottam
meg az als6 és fels6 hatdrt, a kovetkezd eredményt szolgdl-
tatja :

1. Mindegyik a.g esoportban az a indexe ugyanaz, mint

a g kitev{je.

2. Mindkettd az egészszémokon fut végig, +m-t6l kezdve
csdkkennek 0-ig és onnan a negativ. szdmokon &t —oo-ig.

De ne hatoljunk talsdgosan mélyre, mutassunk inkébb
egy egbszen kiilénds, bér gyakran haszndlt frdsmédot, amely-
Iyel még «alterndlés sorokat is felirhatunk Ezeknél a tagok
elGjele szabdlyosan viltakozik. Prébdlkozzunk taldn a hires
Leibnig-sorral :

7 1 1 1 1

4 1 875 T

8 frjuk fel tetszés szerinti, de pdros tagszdmra.
A kovetkezd frdsmoddal valésitjuk meg szdndékunkat :

kozelité értekben Z 5T (—1y+

s megvizsgdljuk, hogyan mﬁkodlk algoritrousunk.

1 1
1. tag: m—__—f.(_l)1+l= T,(_1)2=+1

2. tag: m.(—l)“l:_l_.(_])'s:_%
3. tog: - 3; Vi 1—-_ (—1)t= +i
4. tag: 72—%:1*'(_1)4+1=7'(_1)5=— _;_
on. tag: (TEZ%)TIT (—1)2e+i= 41:_1 (—1) m#im _47:_1.
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Hib4tlanul megkaptuk a Leibniz-sort. Meg kell jegyez-
niink, hogy 2n a pdros szdmot jelenti. Mert bdrhogyan vé-
lasztjuk is az egészszdmi n-eb (esetiinkben mds, mint egész-
szém, nem is j6het tekintetbe), kétszerese biztosan pédros
szdm. Ha n=2, Ggy 2n=4. Ha n==27, akkor 2n=54 sth.
Ezért 2n--1, amely a 2n-edik tagban szerepel, paratlan szdm.
Ez is kittinden beleillik algoritmusunkba, hisz minden péros
sorszdmi tag mutatdja paratlan szdm, pl. a 4. tag mutatéja 5.
Vardzsjeliink kifogistalanul miikédik és még megelégedéssel
latjuk azt is, hogy a lédtszélag jelekkel kifejezhetetlen, szabd-
lyos elGjelvdltozds kovetelményét is milyen egyszerfien ki
tudtuk fejezni azdltal, hogy a hatvdny tulajdonsdgait fel-
haszndltuk. Negativ szdmok hatvinyal pdratlan kitev6nél
mindenkor negativ értéket adnak.! De hogy semmi egyéb
ne viltozzék, esak az elbjel ugraljon ide-oda, (—1)-et vélasz-
tottuk alapnak. Bizony ravasz eljérds!

Barmennyire csdbité volna is ezt az algoritmust, melynek
tovébbi tanulminyozdsdt nagyon ajinljuk, alaposabban at-
vizsgalni, hiszen még csak egészen kis részét 14thattuk, mégis
4t kell térniink mér végre tizedestértjeinkre. Még pedig pél-
dék kapesin. Feltessziik, hogy csak redukdlt tortekkel fog-
lalkozunk, azaz olyanokkal, amelyeknek abszolat értéke
kisebb mint 1 és a szdmldlojuknak és nevezdjiknek nines ko-
z08 osztdja. De sajnos, halmozédnak az 6j kifejezések.« Abszo-
Iaty értékrd] beszéltiink, ezt a kifejezést tehat gyorsan meg kell
magyardznunk. Nyilvdnvald, hogy o kisebb, mint 1, kifejezés
kétfélét jelenthet. Hlbszor azt, amit dltaldban ezen értenek.

Vagyis % kisebb mint 1. % kisebb mint 1. Altal4ban min-

den val6di tort kisebb mint 1, hisz éppen azt neveztem valédi
tortnek, amelyiknek ez a tulajdonsiga. De van a ckisebb,
nint 1»-nek még mésik jelentése is. Bz utébbi a negativ szd-
mok bevezetésével kelotkezett. A O bizonyosan kisebb,
nint 1. Még kisebb azonban a (—1), (—2), (—38) stb. és 4lta-

* A parancsok «sszckapesoldsinaks szabalyaibol kovetkezik
—a)=(—0) (—a) (—a) és (—a)’=(—a) (—a) (—a) (—a) (—a) (—a).
Ha a minusz elbjel szorzdsban paros szimban fordul eld, az eredmény
pozitiv, kiillonben negatfv.
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l4ban valamennyi negativ szdm. Akinek adésséga van, an-
nak biztosan kisebb a vagyona, mint azé, akinek egy
zechindja van. De éppen e mdsodik jelentés miatt nem allit-
hatom, hogy esak a valédi tért kisebb, mint 1. Eppen ezért
minden szdm nagysdgira hdrom esetet kiilonboztethetek
meg. Brtékét pozitiv értelemmel, negativ értelemmel és végiil
azdmértékét magiban véve, vagyis abszolat, eldjeltl mentes
értékét. Hz utébbi esetben a szdmot két fiigeGleges vonds
kozt from és kijelentem: |5 biztosan nagyobb, mint |8,
mind a mellett, hogy —5 bizonyosan kisebb, mint --8, s6t

kisebb még, mint —8. Az abszolut |% szém mindenkor

kigebb, mint |1| és ugyanigy minden més valddi tort abszo-
lat értéke is kisebb, mint 1.

E kozjdték utdn mér munkdhoz ldthatunk. Megkisérel-
jlik el8sz6r megdllapitani, hogy mennyilehet a Z(?;_O tort értéke,
Osztéssal a 0075 értéket kapjuk, tehdt dGgynevezett véges
tizedestort 411 elftitink. Ugyanigy a 1~§5~ esetében is, 16vén ez
tizedestortben 0:032. Minden gyerek tudja, hogy %:0'5
és —;— ==02. Ha most elfogadom az 4ltaldnosan szokdsos frds-
médot és a redukalt tort szdmléléjat p-vel, nevezbjét g-val
jelolom, akkor érvényes a szabély, hogy csak az a kézonséges
tort alakul véges tizedestortté, amelyiknek nevezlje, q csak
a 10 alapszdm 2 és 5 torzstényez6jébél 4ll.

40=2.2.2.5=28.5, 125=5.5.5=206%,% 2=01,5° 5=020 5.

Minden példédnkban érvényesill ez a szabdly. Tehdt dlta-
lanosan is allithatjuk, hogy csak akkor remélhetjiik, illetve
vehetjiik bizonyosra azt, hogy egy osztds «kijony, ha az osztd
és osztandd valamennyi kozds tényezljével megtiortént rovi-
dités utdn az oszté csakis a 2 és 5 hatvdnyainak szorzatdbol
tevldik dzsze. A 2 és 5 természetesen a 0 hatvényon is szere-

1 A hidnyz6 tényezé 0-dik hatvényit oz 4ltalinos szebdly fenntar-
tdsa céljdbol irtuk ki. :
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pelhet, ami egyértelml azzal, hogy egyéltaldn nem szerepel
tényezdként. Ha tehdt kiszdmitom, tegyiik fel 227, 513 értékét,
vagy dltaldban a 27.5™ gzdmot, meg lehetek gybzddve,
hogy minden racionilis szdm ezzel a 27.5m-¢l osztva vala-
mely zért egész vagy véges tizedestérttel kifejezhetd hdnya-

dost ad. Tehét minden 2np5m alakl tort véges, nem perio-

dikus tizedestorttel fejezhet§ ki. Altaldban, minden szém-
rendszerben véges torthoz jutok, ha a p szdmlélét esupdn az
alapszdm torzstényezbib8l sszetett nevezdvel osztom. Ket-
tes rendszerben esak a 2 hatvanyaibol 4116 szdmokkal végzett
osztds eredménye véges. Ehhez a hatosrendszerben az switk-
séges, hogy a nevezd 2 és 8 hatvinyaibol alljon, a tizenkettes-
rendszerben szintigy, a harmincasrendszerben a nevezd
2, 8 és 5 hatvényaib6l alakulhat. Iis fgy tovabb. Ismételjitk :
biztos, hogy éppen az imént ismertetott osszetételd kzdnséges
tortek alakithatok 4t véges tizedes- vagy més alaph tortté.

frasban o, =0.90+ %wa.,g—”, amikor is az n értéke kiilon-
1
féle lehet, de a végtelentd] killénboznie kell
Ha a L tort nevez&jének esupa olyan tényezdje van, ame-

lyekkel a rendszer alapszdma nem oszthaté (tehdt a tizes-
rendszerben a 8, a 7, vagy a 8 és a 7 esetén), akkor axz
osztds eredménye tgynevezett tiszta szakaszos tort lesz.
Egy szdmjegy, vagy a szdmjegyek csoportja a végtelen-

ségig ismétlEdik. L példdul = 0-142857142857142857. ..,

7
=0:428571428571. . ., —2%— =0°988095988095. . .

o Voo 9

=0-868686..., —8—=0'666..., sth. A szokésos {rdsmadd

szerint az ismétlédd szdmjegy, vagyaz ismétlédd esoport két
széls6 szdmjegye £616 pontot tesziink. Az utdbbi esetben szokds
az 1smétlédé esoport f616 vizszintes vonalat is hiizni. Tehdt
7-3 jelentése 7-38383383.... és igy tovabb, 0-5432189 vagy

0-5432189 annyi mint «-54321895482189... sth.

s =] e
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Végiil fenndll még annak a lehet8sége is, hogy a nevezd
(oszt6) tartalmaz ugyan a rendszer alapszaméva] kozos torzs-
tényezbket, de tartalmaz olyan mds tényezdket is, amelyek-
nek nines kozds osztéjuk & rendszer alapszdmédval Tizes
rendszerben ilyen oszté a 6, tényezdi 2 és 8, % -nak megfelel§
tizedestort a kovetkezd : 0°88388..., tehdt a torteknek
olyan tipusa, amellyel eddig még nem taldlkoztunk. Neve
«egyes szakaszos torty. El6szor jon a 8 és csak azutén kez-
dédik a szakasz, a 8. A keveredés itt nagyon egyszerti. De
megeshetik az is, hogy mind a szakaszt megel6z8 esoport, mind

maga a szakasz t6bb szdmjegybdl 4li. 2% = 09272727 esetén
a szakasz elGtti csoport egyjegyt, a smakasz maga kétjegyfl.
3 _ 0-1158846158846. .. szakasz el6tti csoportja egyjegyl

26 -
ugyan, de maga a szakasz hatjegyfl. Végil 026887 esetén

(kézonséges tortként ez & ————- szdmot jelentend) a szakaszb

111000
megel6z6 csoport kétjegydl, tehdt szintén tobbjegyll szém.

Az oszténak, nevezonek mésféle Osszetételo azonban
nines. Teljes joggal megdllapithatjuk tehdt, hogy kozonséges
torteknek valamely szdmrendszerben irt tortekké valé dtala-
kitdsdnal (vagyis két szdm osztdsdnal) csak véges, vagy tiszta
szakaszos, vagy pedlg vegyes szakaszos t0rt keletkezhetik.

Trraciondlis szdm, vagyis olyan rendszertort, amelynél
szabdly nélkil, vagy az eddig ismertetett szabélyoktol ol
térd szabélyosség szerint kovetik egymést a szdmjegyek a
végtelenig, osztds eredmiényeként el nem képzelhets. Ilyen
csak gyokvonds milveletébsl (tort kitevdjd hatvényokkal
végzett miveletekbdl) vagy bizonyos csékkend hatvény-
sorok Osszegezésénél vagy mds csckkend sorok Gsszegezésé-
nél keletkezhetnek.

Bizonyosak lehetiink tehét abban, hogy minden raciondlis
szdmok alkotta tort, vagy raciondlis szdmokkal végzett osz-

tés ismét raciondlis szdmot eredményez. A (raciondlis

szdm), legyen a p és a ¢ barmilyen, pozitiv vagy negativ,
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ogész vagy tort szdm, csak irraciondlis nem lehet egyik sem.
De ha igy 4ll a helyzet, akkor feltétleniil lehetséges min-
den tiszta szakaszos é3 minden vegyes szakaszos torted

P alak kozonséges tortté visszaslakitani. De valamely

grdmrendszerben felirt nem szakaszos, vagy nem periodikus
szabily szerint képzett t6rtet soha sem lehet kézdnséges tortté
visszaalakitani, mer tez esethen irraciondlis szdmrol van sz6
és ellonkez8 esetben sikeriilne frraciondlis szdmot raciondlisss
véaltoztatni.

De a «visszavdltoztatdsy kivdle prébdja lesz eddigi 41i-
tdsainknak. EgyelGre még jéforman el sem tudjuk képzelni,
hogy miként lehet végtelen torteket, akér csak periodiku-
sakat is, matematikailag megfogni. Tudjuk ugyan, hogy

—é— egyenl 088883, .. (periodikusan ismétlédve a végtelenig),

de ha csak a 0'888888...-at ldindk, bizony nem tudndk, mi-
ként fogjunk neki a visszaalakitdsnak. Liegaldbbis messze-
mend megfontoldsok nélki] semmi esetre sem.

Biztos, hogy a legegyszerlibb valamely véges térinek
a visszaalakitdsa. Csak ki kell mondanom és azt, amit mon-
dok, kézénséges tort alakjaban kell lefrnom, mdris megvan

az eredmény. Tehdt 0225 = 225 és oz 25-tel roviditve adjaa

1000
tovédbb nem rovidithetd 0 wodukdlt alakots. De ha az ered-

ményt szigorian tudomédnyos mobdszerekkel kivdnom f 1
jegyezni, ezt kell irnom :

¥ Cug™#
= '——-—g-m——’——-

Ennél a p (gbrog kis m betll) dfuty, ¢ & mindenkori egytitt-
haté (esetiinkben a 2, 2 és az 5) és g & rendszer alapszdma

(most 10). Az m tortink jegyeinek a szdrodt jelenti (esetiink-
ben 8). Tehdt behelyottesitve :

9.10%-14-2,108-24 5.10*-2 2.100-2.104-5.1 295
T 108 1000 ~1000"

Colerms: 1% 1. : 11

Om
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vagyls ugyanaz, amit jézan esziinkkel is megéllapitotbunk.
Képletiinknek ezzel szemben megvan az az elénye, hogy
minden szémrendszerre érvényes és igy pontos képét adja a
helyzetnek.
Tiszta szakaszos tortek visszaalakitdsdrs a kovetkezd
képlet szolgdl:?!
foa—e
Oy == e

g—1

s ez nem jelent egyebet, minthogy & szémldléba a szakaszt
kell irni, a nevezdbe pedig annyi kilencest, ahdny szdmjegy-
bél a szakagz 4ll. Bz a magyardzat a kilencesekkel, természe-

tesen csak a tizesrendszerre érvényes.
Ha 03 a visszaalakitandé tort, egyszertien felirhatom, hogy

—g— és rogton megkapom az eredményt: —51),— Ugyanigy 06, az

s 2 ] y . 928
eredmény 5 illetve 5 A tlsztalszakasz?s 0:076923 = 999999
alakban irandé fel, roviditve - az eredmény. Mindenesetre

18
dvatosan kell a uszterszabdlyunkkaly bannunk, ha csak az
dltaldnos srabdllyal nem ellenrizzitk mindenkor.

Kezd8djék ugyanis a szakasz egy vagy t5bb nulldval,
akkor a nulldkat a szdmldléban nem kell kifrnunk, mert
egészszdmot nem kezdtink nulldval. De ezeket a mulla-egyiitt-
hatékaty a nevezbbe keriild kilencesek széménak megdllapi-
tasdndl gondosan figyelembs kell venniink. Mivel a szakass,
a nulldt beleértve, 6 szdmjegybll dllott, a nevezlben is 6
kilencest irtunk, bér a szdmléléban, a nullét olhagyvén, esak
5 szédmjegy maradt.

A vegyes szakaszos tortek visszaalakitdsa az eddig meg-
ismert két eljirdsnak bizonyos egyesitése. Ha s tizesrendszer
szdmdra megint meg akarom adni a «suszterszabilyts, akkor
ozt kelleno kovetelnem : «frd a szémldloba egész szémként
az els6 szakasz végéig terjedd szdmjegyeket (tehdt mind a
szakeszt megeldz8 nem szakaszosokat, mind & szakaszt alko-

! A visszaslakités képloteinek levezetése, hosszadalmas lévén, tal-
megy & magunk elé tlzttt célon.
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tokat). BEbbbl az egész szdmbdl vond ki a nem szakaszos, més-
képp o szakasz el6tti szdmjegyeket. Ezutdn irj a nevezbbe
annyi kilencest, ahdny jegyb6l a szakasz 4ll. A kilencesek utdn
azonban frj annyi nulldt, ahdny szdmjegy a szakaszt megel§zir.

Tegytik fel, hogy a szabalyt a 0-22727272727... tortre
kell alkalmaznom. Akkor ezt kellene frnom:

_ 2072 925 _ 45 5
7mn = TT900 T 990 . 198 99
Létjuk, valamennyi visszaalakitdsi szabdlyunk rendesen

roviditetlen tortekhes vezet é3 ezeket kell a végloges P alakra

hoznunk (p-nek és g-nak mdr nines kézos osztéja). De ez tel-
jesen drtalmatlan feladat, hisz bdrmely kozépiskola legalsd
osztalydnak minden tanuléja hibdtlanul el tudja végezni.

Természeotesen e harmadik és utolsé esetben is fel tudunk
frni a «visszaalakitdsray dltaldnos, elegdns parancsot. A ko-
vetkezdt :

m4r m
2 ogmr—r— i o g
7= g )

itt m o szakasz elOtti szdmjegyeknek, r a szakaszt alkoté
gzdmjegyeknek a szdmdt jelenti, ¢ a rendszer alapszdma,
¢ a mindenkori egyiitthato, v az els§ Gsszegezési parancsnak,

a mésodiknak a «futéy szdma és ezeknek a fels§ és alsb
hatdrai 4llnak az Osszegezési parancs f6lott és alabt.

Most mér uralkodunk a tértrendszerek egész birodalmén
és bérmely smdmrendszer tortjét kozonséges tortté tudjuk
dtalakitani. L

Irjuk példdul fel a tizesrendszerben a 0:23471... tortet,
és alakitsuk vissza az utébbi, esak ldtszatra szérnyl képlet
alapjén :

{2.105-1-4-3,105-2-4,105~8-1-7,105-+-1,105-5) —(2.10%-14-8,10%7%)

o 0°(10°—1) =
_ 923471—98 _ 98471—28 , 28448 1954
©100.999 T 99900 99900 ~ 83%5

1 Hasonlitsuk Ossze a suszterszabillyal.
. 11*
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Bz az ut6bbi példa azt is megmutatja, hogy egyszerlinek
l4tezd vegyes szakaszos tort jelentfsen bonyolult kozdnséges
tortnek felelhet meg.

De mdr jelentds teljesitményekre tekinthetiink vissza.
Ismerjiik az egész, a tort és az irraciondlis szdmok birodal-
mét. Mindezeket nem esak az abszolut értékiik szerint.
Ismeriink ugyanis pozitiv és negativ szdmokat is. 86t mind-
ezeket valamennyi szdmrendszerben. 86t tovdbb : foglalkoz-
tunk 4ltaldnos szdmokkal is, lattuk, hogy dllandckat és isme-
retleneket is jelilhetnek. 8 most, middn az egy ismeretlenes
egyenletek és az tgynevezett diophantosi egyenletek algo-
ritmusdt is megismertiik, vagy legaldbb is a lényegiiket,
kellképpen érettek vagyunk arra, hogy a matematika leg-
fontosabb témdjdval, a fuggvényekkel kezdjiink foglalkozni.
De itt mér nem 4ledzva, hanem nyiltan és 6rémmel lépiink a
folabbb matematika valodi talajdra és ismét Leibniz hatalmas
szelleme lebeg el6ttiink. Mert 6 volt az, aki a fiiggvény, a
funkei6 fogalmdt a 17. szdzad kilencvenes éveiben a maga
mélységében és 4ltaldnossdgaban felfogta és neki ezt a nevet
adta. Oswald Spenglerrel szélunk, ha a fuggvényt a dausth,
2 @apnyugaty szémnak nevezzitk. Mert éppen ez a austi
jelleg az, ami a felsébb matematikat oly kalandossd, izgatévé
ég egytttal legmélyebb alapjaiban oly kénnylvé teszi.

E helytitt kijelentjiik, annak teljes tudatdban, hogy 4ll-
tdsainkat tényekkel kell majd igazolnunk: minden, ami e
konyvben még kovetkezik, konnyebb mint az eddigiek! Sokat
fogunk ezentdl beszélni, magyardzni, sok mindent fogunk
egylitt megtdrgyalni. De a fdradsdgos szdmolgatds, bibelddés
megszfinik 8 a matematika magaslati levegljén fogjuk a
merész mesterfogdsokat, bizarr paradoxonokat és meglepé,
szinte felfoghatatlan megolddsokat élvezni.
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TIZENNYOLCADIK FEJEZET

Figgvények (Algebrai levezetés)

Vélasszunk példdnak egy egyszertt diophantosi egyenletet,
legyen ez a kovetkezd :
8a—y=(—"5)
Oldjuk meg olymé6don, hogy megkapjuk az egészszédmib
megoldésait, tehdt az Fuler-féle modszerrel. Az eredmény :

_ y—b -
T = 3 és 5 =, tehdt z=mn.

Tovabbs az y szdmdra a 8n-t-5 evedményt. Tegylik most
az n helyébe 1-t6] kezdve a szdmokat.

n=1; os=1; y= 8; Probija: 8— 8=—5

n=2; =92 ; y=11; ¢ 6—11=—5
n=38 ; =38 ; y=14; ¢ 9—1d=—>b
n=4; o=4; y=1T; ¢ 12—17=—5
n=53; £==5; y=20; ] 15—20=—5

és igy tovébb.

Tohdt Euler médezere szdmtalan egészszdmi megolddst
szolgaltatott. Ugyanigy szdmtalan negativ megolddst is
taldlhatunk. Mert

n=—1; p=—1; y=2  Probéja: —8—(+2)=—>5
n=—2a; g=-—-2; y==—1 ] —f—(—1)=—5
) 3 x 3 ; 4 ‘ ~—9—(—4)=—b

és igy tovdbb.

Litjuk, hogy n=(—2) értéktdl kezdve, mindkét ismeret-
len negativ, hisz z=n 1évén, negativ n-nek esetén x is negativ.
y is mindig negativ, ha n egész &s kisebb mint —1. Mert 3n
abszolut értéke mdir n=—92 esetén is nagyobb, mint az 4l-
land6, a +5. Még sokkal inkdbb ez a helyzet n==——135, tehit
y=—9-+15 esetén.

Fentiek szerint mér két izben taldltuk végtelen sok meg-
oldasdt egyenletimknek és ezekhez jdrul még két eset:
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egyiknél n=——1, itt z=—1, y=-42 a misikndl n=0
=0, é3 y=+5.

Most kissé dtalakitjuk diophantosi egyenletiinket, de semmi
mdst nem véltoztatunk rajta. 8z—y=—1> helyett ugyanis
fgy irjuk:

y=8z-5

Ezt minden tovabbi kovetkezmény nélkiil megtehetjiik. Most
azutdn elhatdrozzuk, hogy nemecsak az egészszdmi, hanem a
tortszdmt megolddsok is érdekelnek benniinket. Megéllapo-
dunk tovdbbd, hogy mindenkor az x-et fogjuk szabadon vé-
lagztani, a hozzdtartozd y-t behelyettesitve fogjuk kiszdmi-
tani. Esetiinkben ez az egyszeribb, mert az y egytitthatéja 1
és ezért nines szitkség osztdsokra, de igaz, hogy itt még nem
emltett elvi okaink is lehetnének arra, hogy igy jérjunk el.
Keressiink tehdt néhdny tértalakd megolddst.

1 .1 . 8410 18
v=gp Y=g ti=—g—=7%
1 1, , 8415
s=gy=8g+i=—g—=
2 .2 . 64835 41
=g Y=g ti=—=

és igy tovdbb.
Természetesen y szdmdra egészszdma értékek is adédhat-

nak, ez az eset © = -;T-né,l be is kovetkezett. De bizonyos,

hogy az esetek tébbgégében tort x esetén tért y-t fogunk
kapni. Ismét szdmtalan megolddsdt taldltuk, immdr nem
diophantosi egyenletiinknek (nem diophantosi, mivel tért-

szdmi megolddsok is érdekelnek). m=———g— esetén y=0. Min-
den —%-nél kisebb tort (vagyis a szdmvonalon messzebb

balra es§ tort) mir negativ y-hoz vezet.
De bizonyos, hogy hatérozatlan egyenletink szdméra mér
szdmtalan vgészezdmi és tOrtszdma megolddst taldltunk.
Kibfvitett szdmfogalmunk kapesdn esziinkbe juthatna,
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hogy = helyébe egy vagy t6bb irraciondlis szdmot is helyet-
tesithetiink. Mondjuk /25 értéket. Fazzel y is irraciondlis
lesz. Ha ugyanis az irraciondlis szdmot végtelen tizedestors-
nek irjuk és az 4lland6t hozzdadjuk, az eredmény, y, egy
dllandénak és egy nem szakaszos tizedes tortnek az Osszege,
természetesen szintén irraciondlis.

fgy tehét a megolddsok végtelenjével 4llunk szemben és
elborzadunk, hogy az é4rtatlan kiilsejti

y=38z-1-5

egyenletiink mennyi megolddst rejt.

De azért, hogy algoritmusunkat, amelynek sokoldaliss.-
gét mér ldttuk ugyan, de jelent8ségét még nem foghattuk fel,
teljesen 4t tudjuk tekinteni, szmerkessztink egyszer gépet
68 mfikodtessiik, logaldbb gondolatban.

A kovetkez8 szerkezetet allitjuk ossze.

18. 4bra.

Egy mérlegszerl szerkezel ogyik karjdnak végére szerelt
mutaté korivalakd skéla szémbeosztdsa el6tt mozog. Maga a
mérlegkar olyan alakd, hogy alul és feltil két futésilynak
palydjéul szolgdl. A két pdlydn is ponbos szdmbeoiztds van.
A pélydn mozgathaté futést yok cserélhetSk is. A mechanika
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legelemibb torvényei alapjén tudjuk, hogy esetiinkben egy
silynak a hatdsa nem csak a nagysdgatol fugg, hanem attdl
ig, hogy az «emel6karraky melyik részén van éppen. Egy
kilogramm suly a kezdd-, forgdsponttél mért 5 egység tdvol-
gdghban Otszér akkora hatdsd, mint egy kilogramm 1 egység
tdvolsdgban. Tudjuk, ez a fizedesmérlegnek is az elve. Még
o kovetkezlt kell megillapitanunk : a mutaté az ivalaka
gkdldn mérlegiink mindenkori megterhelését mutatja meg.
Ha a mérleg egyensdlyban van, akkor a mutaté a nullira
mutat, mert lefelé vagy felfelé torténd elmozdulds ellen rugdk
rogezitik. A rugék szerkezete olyan legyen, hogy hdzéssal
szemben nagyon erls ellendllast fejtsensk ki, nyoméssal
szemben viszont nagyon kiesit (elméletileg: egyéltaldn
semmi ellendlldst). Végill még, az alsé pdlya az dllandé be-
allitdsdra szolgdl, a fels§ pedig az z-ére. Mindenkor a kilo- -
gramm az egységink.

Most mar céljaink szolgdlatdba Allithatjuk gépinket.
Haszndlati médjat mintegy haszndlati utasitds alakjiban
dllitjuk Gssze magunknak. Tegyiik fel, hogy szekrényben
térolva, futdsilyoknak egész sorozata 4ll rendelkezésiinkre.
Most kivesziink a szekrénybél az

y==38z--5

egyenletiink dbrdzoldsdra egy szép egykilogrammos silyt,
rahelyezzitk mérlegiink «llandéy jelzési pdlydjdra és addig
toljuk, amig kozéppontjdnak a jele a skdla b szdmdval Gssze
nem esik. Hrre a célra szolgdl a silynak az Ggyneveuzett
«blakas. Ilyen salyok minden gyo6gyszertdr személymérle-
gén ldthatok, Tekintve, hogy éllandérdl van sz6, a stlyt a
helyén rogzitem. Természetesen csak arra az id6re, amig az

egyenlet tdrgyaldsdval foglalkozom. Mérlegiinkre mostan
ez az 1 kilogramm Otszor akkora hatést fejt ki, mint ha a
skdla 1 jeld pontjdn 4llna. 8 ha most semmi egyebet sem
allitok be, akkor a mutatod az ivskdla 6tdsére kell, hogy mutas-
son. Mert feltételeztiik, hogy a rugtkat ily médon méretezték.
Most kell az z-et bedllitani. De tekintve, hogy nem egyszerfien
« szerepel az egyenletben, hanem az z egyiitthatoja 8, ki-
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keresek egy 8 kilogrammos stlyt és azt helyezem a felsd
pélydra, mivel egy kilogramm szdmunkra az 1 szdmob jel-
képezi. De hova toljam ezt a sulyt? Zavarban vagyok, mate-
matikai alapon kell a dolgot megfontolnom. EbbSl azonnal
kideriil, hogy z helyébe be kell helyettesitenem, az z-et sza-
badon vélaszthatom. Tehdt felteszem magamban, hogy eld-
sz0r azt az x-eb keresem ki, amelynél a mérleg egyensalyban
van, tehdt amelynél y=0. Minden szdmolés nélkiil, csak pro-
balgatdssal rdjovok, hogy a kivdnt eredményt alkkor értem
el, ha a 3 kilogrammos futésily a fels6 skéldnak pontosan

a ——g—-ot, azaz a —1%-013 mutaté jeléhez ért. Ekkor ugyanis
[ ]

baloldali mérlegkarnak (ezt neverzzitk ezentdl negativnak) a

terheldse 8 kilogramm ——g tdvolsdgra a forgdsponttol, a jobb-

oldali (pozitiv) mérlegkar terhelése pedig a -5 tdvolsdgra
elhelyezett 1 kilogramm. De mivel fovabbd a mechanika
torvényei szerint a mindenkori terhelés a stlynak és a for-
gispontté] mért tdvolsdgnak a szorzatdbdl adodik, elsd eset-

ben a terhelés 8. (— -%), a mésodikban pedig 1.5=>5, vagyis

abszoltt értékre egyformdk. De mert mérlegiinkén egyenstly
akkor 4ll fenn, ha a pozitiv és a negativ terhelés abszolut
értéke egyforma, eredményiink szemmel ldthatéan igazolja,
hogy az

y=2w+5

egyenletben z-ef ———g—-na.k kell valasztanunk, hogy y nulla

legyen.

Mér emlitettiik, hogy az 4llandét nem szabad semmikép-
pen sem véltoztatnunk. Mégis gépiinkdén mds, elegdnsabb
moédon is bedllithattuk volna. Ha ugyanis meggondoljuk,
hogy az y=3z-45 egyenletet ilyen forméban is irhatnok:

y=3z*4-52°
minthogy minden nulladik hatvény értélke 1, tehdt egyen-

letink az ilyen irdsméd kovetkeztében mitsem vdltoznék és
ezutdn a felsd pdlydt az 2%, az alsét pedig az z° helyének
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tekintve, az 5 az 2° egyiitthatéjaként fog szerepelni. De ez
esetben vehetiink egy 5 kilogrammos salyt is, megerdsithet-
jik az alsé pilya 1 jelénél és ez ott is maradhat, mert z°
minden z értéknél egyardnt 1 lévén, 52° mindenkor az 5.1=>5
értéket adja. Itt ez még mellékes. Do még visszatériink erre.

Mi azonban most megelégsziink az els§ véltozattal, vagyis
azzal, hogy 1 kilogrammot erdsitettiink az 5 jel mellé. Ks
megjegyezzitk tovabbd, hogy az 4dllandoval t6bhé nem térs-
"diink, mert mostani egyenletiink szempontjébél mintegy a
mérleg alkatrésze lett é3 6ndlldan fejti ki hatésdt.

Anndl jobban izgat & mdeik stly, kisérletezni szeretnénk
vele. De a stilyon lathatd jelz6vonal-mutatta érték a minden-
kori z-et jelenti, rajtunk malik, hogy hovd toljuk mozgdsi
~ hatdrain, a --5-6n és a —b5-6n beliil. De helyzetvéltozds az
emeld karok torvénye szerint terhelési dllapot valtozdst is
jelent. Kisérletezziink tehdt. Toljuk a 8 kilogrammos futé-
stlyt, mondjuk, az © =1 % = %jelre. A jobboldali mérleg-
nél azonnal sillyedni kezd, a skdldn mutatott y érték
véltozik. Néhiny lengés utén a mutaté megdllapodik a

9-}— értéken. Az egyenlet szerint valoban y=9—1—, Ini-

5 ’ 5

5 5 5

14, dbra.
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Ha tehdt az z-et Onkényesen véltoztatguk gbpiinkdn
vele valtozott az y is. Igy egyelére egészen pontatlanul csak
annyit dllapitunk meg, hogy az egylk ismeretlen Snkényes,
fiiggetlen valtozdsd t6l szuksegkeppen fiigg a mésik valtozdsa.
Ha pedig a «véltozd fsmeretlon» és hasonls kifejerések helyett
roviden «valtozoty mondunk, akkor allithatjuk, hogy a «fiig-
getlen viltozo», az x, minden véltozdsa, maga utén vonja a
«fiiggd valtozdy, a iiggvény», az y véltozdsit. Ennek az
Osszefiiggésnek, torvénynek, a neve «figgvény». Gépink
eddig magitél szolgltatta az eredményeket, mivel ezt a
térvényt allitottuk be rajta. De a torvény nem volt mds,
mint az egyenletiink,

y=38z-}-5.

Es éppen ezt az «wgyenletety ebbdl a szempontbol fugg-
vénynek nevezziik. Altalénos alakjit Leibniz szerint igy
frjuk: y=f(z) és igy mondjuk: y figgvénye z-nek, vagy
Y egyen16 funkeid x. 8 ez nem jelent mdst, mint hogy y értéke
valamilyen Osszefiiggésben van az  értékével.

Foglaljuk tehdt még egyszer Gssze: az

y=38z--5 vagy &ltaldnosan y=f(z)

fiiggvényben az z a fiiggetlen véltozo, y pedig a fiigg8 vil-
toz6, amelyet kissé megtevesztd modon szintén figgvénynek
szokds neverni. x és y egyutt a viltozok.

Most, hogy mér valamelyest megismertiik a figgvénytan
klfe;,e.aeselt térjink vissza gépiinkhoz, fiiggvény-kiszdmité
szetkezetiinkhoz és végezziink vele ijabb kisérlstet. Toljuk
el valamelyest a 8 kilogrammos futésalyt az 2 palydn mostani
helyérél és figyeljiik meg, mit jelez kdzben mutaténk az y
skaldn. Létjuk ekkor, hogy folytoncsan mozgott kdzben.
Végil is megallapodott a beosztds két vonala kozott. De a
tutostlyunk se 4ll pontosan a palydja valamelyik beosztassal
jelolt helyén.

épunkkel mostan mis mutatvinyt akarunk bemutaini,
Azt &llitjuk, hogy a pdlydnk a szdmvonal. De mivel mér
tudjuk, hogy a szdmvonal megszakitds nélkil, folytonosan
tartalinazza valamennyi egész és tort, valamint irracionalis
szdinot, igy minden folytonos eltolds egyardnt azt jelenti,
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hogy az , eltolds kozben, a rendelkezésre 4116 kereteken beliil
valamennyi lehetséges értéket felveszi. Tehdt mind az egész-
szdmiakat, mind a t0rt és irraciondlis értékeket.

A folytonossig fogalma a fiiggvénytanban igen nagy sze-
repet jatezik, kiléndsképpen a nagy matematikus, Weier-
strass felfedezései 6fa. De egyelbre megelégsziink azzal, hogy
utaltunk erre a fogalomra, anndl inkdbb, mivel mi geometriai
taton sokkal vildgosabban tudjuk tdrgyalni és megmagyardzni.

A fiiggvényekre vonatkozé eddigi tuddsunkat inkdbb egy
misik feladat megolddséra haszmiljuk fel, amelynek értelmét
és edljdt azonban nem tudjuk egyelSre felfogni. De mivel ez
a feladat felettébb egyszer(i, nem latjuk semmilyen okét sem
annak, hogy ne foglalkozzunk vele.

Feltessziik tohdt a kérdést, hogy mi torténik az y mutato-
val, ha az z értékét valamely helyen egy bizonyos értékkel
néveljitk. Valdszinfinek latszik, hogy a mutatd is bizonyos,
meghatdrozott értékkel fog elmozdulni. De minthogy mér
egyszer euklidesi modon megillapitotbuk, hogy mennyiségek
viszonya fiiggetlen nagysiguktdl, igy a valtozds ldthato
mértékéil felhagzndlhatndk az x novekményének és a belble
kovetkezd y novekménynek a viszonydt. S ha tovabbi, tel-
jesen dltalénosan, az xz-nek valamilyen helyen bekdvetkezett
névekedését, novekményét tekintjiilk, akkor természetes,
hogy a hozzdtartozd y ndvekmény is «valamilyen helyen»
veott novekmény lesz. Ugyanlgy, mintha a pdlydt és az y
skdldt nem ldthatnok.

Tehdt «valamely x» vagy mdsképpen caz 2» — hizz ez
utdbbi is ugyanazt jelenti, tekintve, hogy az z értékét nem
rogzitem — véges értékkel novekszik. Kzt a véges értéket
dx-szel jelolom. A hdromszdg (4) a gor6g nagy D betd
(nove delta). Minden gyermek ismeri mint a Nilus-delta
jelképét. Az z-ot a deltank utdn irom annak jelolésére, hogy
az ¢ noévekményérdl van sz0. Az eddig megismert fiiggvé-
nyek torvényeibll kovetkezik, hogy az y-mutaté is kilendil
helyéb6l. Ezt az elmozduldst dy-nal jelolom. Természetesen
csak akkor, ha a mérlegen a tdrgyaland6 fuggvénynek meg-
felel§ a bedllités, vagyis az alsé palydn a 1 kilogramm az
5 ponthoz rogzitve, & 8 kilogrammos stly pedig valahol a
fels6 pdlydn tartézkodik.
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Algebrai nyelven a kérdés most a kovetkezd : hogyan
viszonylik a mérlegen bedllitott fiiggvény esetén a 4y a
dx-hez ? Mésképpen : milyen Ay kévetkezik szitkségképpen
az x-nek Adz-szel tortént megvéltozdsdbol ?

Ne torjiik a fejiinket, alljunk neki és szdmoljunk. Ha no-
vekményiinket alkalmazni kivdnjuk egyenletiinkben, akkor
ezt kell felirnunk :

Y+ 4y)=3(x+ 42)+5

Mert az 2-b8l novekedése utdn (z-+4x) lesz s ebbdl
kovetkezik, hogy az y-bél (y-+4y).

Ismételjitk, most mér szinte f6losleges moédon : nem tud-
juk, mennyi az . Azt sem tudjuk, mennyi a Jz. Csak az a
kivinsdgunk, hogy az értéke véges legyen. Mellesleg meg-
jegyezzilk : bérmekkora lehet. s csakis a kovetkezdk konnyebb
megériése okdbol tekintjik kicsinek. Tehdt

(y+ d)=8(w+42)+5
Keressitk 4y : 4z, vagyis ——Z—g értélét. Més széval a Jy-nak

és dz-nek a viszonydt. Végezziik el a szorzdsokat, hogy végre
megszabaduljunk a zdr6jelektsl

y+ dy=8z-+8. Jz+5.

Most olyan mesterfogdst alkalmazunk, amely még Leib-
nizt6l szdrmazik. Jgaz, § mas formdban irta. Emlékezziink
visgza, y=38z-5, tehdt levonhatjuk az egyenlet mindkét
oldaldn ezeket az egyenld mennyiségeket, 8 ezzel semmi sem
valtozott. Az almdkkal és a stlyokkal foglalkozé elsé példdnk

ilyen mfivelet jogossdgdt kell6képpen igazolta. Tehat:

y-+-dy= 8z--84z--5
dy= 84=.

De ba 4y=384x, akkor ebbll azonnal kovetkezik, hogy

Ay dz=38dx : 4z,
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vagyis 4y _g.
- El

ardnylatnak frv pedig
dy s dx=8: 1.

Megoldottuk feladatunkat. Tudjuk, hogy a viszony értéke
fiiggetlen az osszehasonlitott mennyiségek nagységitél, tehst
ezért a dy s Az tetszés szerint kicsinek tekinthetd, a nulldt
megkozelitd kicsinek. A matematika nyelvén azt mondhat-
ndm, hogy a futésilyt esak a legkozelebbi irraciondlis szémig
tolom el. A szémvonal tanulméinyozdsdndl tudjuk meg, hogy
milyen hatvdnyozottan kis eltoldst jelent ez. De az x ilyen
rendkiviil kis névekményének mdr nem 4z & szokdsos jele,
hanem dz, a hozzd tartozd 4y jele ugyancsak dy. Tehdt ezt
irjuk : dy

dz ’

Most mdr leleplezaitk az egész eljdrdst : minden kiilénd-
sebb nehézség nélkil meghatdroztuk a rebtegett «differen-
cidlhényadosts. Bs azt mondhatjuk, hogy az y=38z-45 figg-
vény «differencidlhdnyadosdnaks az értéke 8. Mdsképp

dy _ ' pogoa By :
T =38, vagy y'==8. Az y’ jelentése ' Veeyis az y=f(z)

figgvény «elséy differencidthdnyadosa, tehdt olyan fiiggvény-
nek, amelyben az y az z fiiggetlen véltozénak valamilyen
kifejezésétdl figg.

Most ldtjuk, hogy ominézus «differencidlhdnyadosunks
mindeniitt egyforma. Akdrhol névelem is az z-et a nagyon
kis dz értékkel, a dy viszonya da-iinkhdz mindenkor 8, azaz
8:1 marad. Az dlland6 itten semmilyen szerepet sem jét-
szott. Ha elhagyom, akkor ezt kapom :

y= 8z
y+dy= 8(z+dz)
Y-+ dy= 8x-+3dx :
—y =—3z levonjuk az alap.
egyenletet dy= s Sdz
4y C e 2Y
T = 3 6 y 3.
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Azt, hogy ez miért van igy, kée6bb ldtjuk meg. De gépiink
alapjdn tulajdonképpen érthetd is. Hiszen az egyenstly meg-
bontdsa ! csakis a 8 kilogrammos z sily eltoldsdnak a kovet-
kezménye. Ks ez mindeniitt egyformén kovetkezett be.
A differencidlhdnyadosy tehdt a figgvény valtozdsdnak az =
minden értékére egyardnt érvényes térvénye.

Uj algoritmusunknak, a «differencidlszdmitédsnaks, ame-
Iyet csak kitlsGségekben megnyilvdnulé kabbaldnak ismer-
tiink meg egyellre s csak egészen kis részét tudtuk megragadni,
tovébbi alkalmazdsdt fogjuk megkisérelni. Egészen merészen,
mert & szdmunkra teljesen Gj. négyzetes, <kvadratikuss

y=224-7

fiiggvényt fogjuk az imént megismert moédon vizsgdlni.
Géptinkkel most mér egyéltalén nem térdimk és teljesen
rébizzuk magunkat a megismert eljérdsra. Szkéménk szerint
ezt kell tennink :

Y+ dy=2(+ 4z +-7.

Mivel (z-+4z)® értékét nem tudjuk kozvetlentil felirni,
nehézkesen (z-+42) (z-+4x) szorzdsnak fogjuk tekinteni és
fgy szémitjuk ki, Az eredmény [2P-wdgrtodr-(dz)?),
azaz 2?21+ (dz).

Most slkalmazzuk a fogdst:

yt+dy=2>+dwdz--2 (42T
—y ==—Q? -1
dy= 4y Ar+-2 (dz)2.
Az igy kapott eredménybdl eddigi el drdsunkkal nem

tudjuk a 4y és a AJx viszonydt meghatdrozni. Szémoljunk
tehdt valamelyest. Mondottuk, hogy végeredményben minket

nem az vigynevezett «differenciahényados» % érdekel, hanem

a «differencidlhdn, ados % De ennél a dr mir biztosan

rendkiviil kis szédm. Ha ezt a rer dkiviil kis szdmot egészen

Ha az 5 kg sily «ehetetlenségétoly eltekintiink
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durvdn valamilyen 1 tortnek képzelem el, akkor, a ¢ termé-

2
szetesen esak éridsi nagy lehet, hatvinyozva (l) = —1? alakd
q

lenne, a nevezd tehdt az el6bbi 6ridsi szdm négyzete. Igy tehdt
olyan szdmot kapok, amely négyzetesen kisebb az el6bbi
rendkiviil kis szdmndl, tehdt még az el6bbi rendkiviil kis
szdm mellett is elhanyagolhaté. A «kiilénbozd rendd kiesiny»
fogalménak tisztdzdsdval késébb alaposabban is foglalko-
gunk, de emlitsiik mdr itten Leibniz hasonlatét. O ugyanis
ennek magyardzdsira egyszer azt mondta, hogy a mennybolt
gy ardnylik a f6ldhéz, mint a f6ld egy porszemhez; a fold
pedig a porszemhez, mint a porszem az tivegen i3 keresztiil
hatolé mégneses részecskéhez.) A mi (dz)? szintén gy viszony-
ik a dz-hez, mint a porszem a f6ldhéz. Tehdt bizonyosan
magasabbrendd kiesi, s igy bizvast elhagyhaté. Vagyis ha a
differencidlpdnyadost akarjuk megkapni, e helyett :

Ay =4z 4x+2(dz)?,

mér esak ennyit frunk -

dy=4zdx
és a végeredmény
dy
E i

Itt a kvadratikus fiiggvénynél egészen kiilonés dolgot
tapasztalunk. A véltozds toérvénye mér nem minbt puszba
szdm mutatkozik, hanem fiigg az #-t6l; tehdt az x minden-
kori értékével egyiitt valtozik a kiszdmitobt értéke. Tehdt, itt,
azt mondhatnék, maga a viltozas is valtozékony. Igaz ugyan,
hogy ezigortan a 4x:1 viszony megszabta médon.

Az eddigi médszerrel, szigorian szabdlyokhoz kotott
médon levezethetnbk a differencidlszdmitds teljes algovit-
musat. Matematikai pontossdgunk esak nyerne ezzel. De mi-
vel a kezd§ szdmitdsmédunk minden problémdjdt jobban 4
tudja tekinteni, ha képszertien 14tja a dolgokat maga el8tt ;
tekintve tovibbd, hogy kalkulusunk torténelmi fejlfdése is

1 Ma bizonyéra elektront mondandnk.
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.majdnem kizdrélag geometriai alapon nyugodott, hagyjuk
most szintétikus elfadésmédunkat, hisz ez pszichologiai
gzempontbdl is elényds lesz és szerezzilk meg 1j szdmitds-
moédunkhoz és az egész végtelenanalizis tanulményozdsihoz
nélkiillozhetetlen geometriai alapismereteket.

TIZENKILENCEDIK FEJEZET

A Pythagoras-tétel

Menjiink vigsza néhény percre a messze Gsid6kbe. A régi
egyiptomiakhoz és indusokhoz. Még ma is esoddljék az épi-
tészeti szakért6k azt a hihetetlen pontossigot, amellyel
kiilonosen az egyiptomiak épitményeik szogeit és oldalait
kitlzték. Ez az 0. n. kotélfesziték, harpedonaptusok érdeme,
akik geometriai ismereteik révén kitlizték a szogeket, kiilo-
nosen a derékszdgeket. Hogy ez miként fortént: rogton
megtudjuk.

Gondoljuk, hogy pl. egy hatalmas, derékszogli négyszog-
alakid templomot akartak épiteni. Ekkor ardnylag kis eltéré-
gok a szigekben szdmottevlk. Bzt j6l tudja minden kfmiives
és 4cs, akik munkdjuk kozben sfixlin alkalmazzdk mérbeszko-
zeiket. A kotélfeszit6k — egy a papi rendbe tartozd eéh —
mér az alapkovek iinnepélyes letételénél kozremflkodtek
geometriai ceremoénidjukkal. Ezt egy hosszt kotéllel végez-
ték, amelyet (15. 4bra) négy csomoé 4:8:5 ardnyd részekre

d c- b a

15. 4bra.

osztott. Jeloljik ket sorban a, b, ¢ és d betiikkel. A ¢ csoméi
a kittizendd derékszdg esicsdba téve, a 8 hosszisdgegynégnyt
kotéldarabot kifeszitették az elSirt irdnyban. A ¢ és b esomé-
kat colopokkel rogzitették. Azutdn a 4 hosszisdgegységnyi
kotéldarabot Ggy irdnyitottdk, hogy szemmérték szerint
derékszoget alkosson az el6bbi, mdr kifeszitett és rogzitett

Colerus: 1X 1 12
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kotéldarabbal. Ha most az 5 hosszisdgegységnyi kotéldara-
bot addig forgattdk a b c6lop korill, hogy az a é8 d esomék
egybeessenck és mindenik kotéldarab teljesen kifeszitve
legyen, akkor ¢-nél ponfosan derékszég 4llt elf. Képben ezt
a 16. dbra mutatja.

16, 4bra.
R a derékszog.

Szokés egyiptomi hdromszdgnek nevezni éppen ezért az
olyant, amelynek oldalai 8:4:5 viszonyban #llanak. Az
ilyen hiéromszdg mindig derékszdgl, est illusztrdlja 16.
dbrénk is.

Tle nemesak a régi Egyiptomban, hanem a régi indusoknél
is voltak a papok kozott, akik ismerték &s alkalmaztik
a derékszdg ily médon valé kitfizésének titkét, Csak Indidban
nem az el8bbi hdromszoget alkalmaztdk, hanem olyant,
amelynél — kiilénos médon — az oldalak egyméshoz vals
viszonya 15:86:89 volt. Konnyebb kifejezédsek kedvéért
alkalmazzuk a derékszogli hdromerdgeknél szokdsos két el-
nevezést : a leghosszabb oldal az difogd, a mésik kettS a két
befogd. Tehét az egyiptomi hdromszog 4tfogéja 5, befogsi 4
63 8, az indiai hdromszdg &tfogdja 89, befogsi 36 és 15 hosz
szisdgegységnyiek.

A derékszigl hdromszog egy specidlis eset az 6sszes lehet-
géges hdromszogek kozott. A befogdk pontosan 90°-ot zdrnak
be, a mdsik két szdgnek egylittvéve szintén 90°-ot kel
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kitennie, mivel tudvalevfen a héromszdg szdgeinek az Ogz-
szege 180 , azaz 2R, vagyis 2 derékszdg (R-rel jelslve szoké~
gosan a derékszdget). Mivel tovédbbé ismeretes, hogy kisebb
szoggel a kisebbik oldal az 4tellenes (6s megforditva), azért
a derékszognek a legnagyobb oldallal, vagyis az dtfogéval
kell 4tellenben lennie. Amde sejthetS, hogy a derékszogi
héromszognél nemesak egy ilyen nagyjiban valé wagyobb—
kisebby vonatkozds 4ll fenn, hanem szdmszerfileg 1s haté-
rozott az Osszefiiggés. Ugy gondoljuk, hogy a derékszogfi
héromszdg oldalai kozott 18 van valami olyan Osszefiiggés,
amely megfelel a két hegyes sz0g 6sszege és a derékszdg kozott
fenndll6 egyenletnek. Hlsb gondolatunk taldn az lehet, hogy
e megfelelés szerint a két befogd Gsszege egyenld az dtfogoval.
De az egyiptomi hdromezdgnél 8-4-4="T é3 nem 5, az indiai-
pdl pedig 154-86=51 és nem 89. Ez az els§ gondolatunk
tehét helytelen!

Taldn nem is derékszogliek az el6bbi hdromszdgek? Nem,
a piramisok és az indiai épitletek megedfolnak minden két-
ked§ kérdést.

Nyugodjunk meg! Kifogdstalanok a derékszogek, jobbak
nem i8 lehetnének. J6 az egyiptomi és jé az indiai 18, Csupdn
az oldalak kozotti Osszefiiggés bonyolultabb, mint elgbbi
els§ gondolatunk. Egyel6re indokolds nélkiil mondjuk, hogy
2-ik hatvényra emelve az oldalak hosszdnak mértékszdmait,
egész maskép 4ll a dolog. Ugyanis

8214201 16=05, tehdt 82442==5";
1521 862=9251-1296=1521 , tehdt 15°--862—892,

Bs ez az Gsszefiiggés egyike a geometria legfontosabb
ég logkevésbbé nélkilozhetd szabdlyinak. Neve : Pythagorag-
tétel. Kozépkori tanuldk elnevezése szerint : ¢pons asinorums,
azaz szamarak hidja. Sokan valészinfinek tartjdk, hogy
Pythagoras egyiptomi utazdsakor ismerte meg tétele alapjait,
s a monda szerint 100 krot 4ldozott {61 haldja jeléul az iste-
neknek, mikor r4jétt e tételret

1 Ezért szoktdk tréfdsan mondani, hogy azéta fél minden 8kor az
tj alkotdsoktol.

19%
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Ha 4ltaldnosan a és b jeloli a befogdk, ¢ az 4tfogd hosszdt,
akkor a szébanforgd tétel szerint bérmely derékszégl hdrom-
szOgnél :

a?bP=c?

B tétel rendkiviil sokfélekép bizonyithaté be. Alljon it

egy igen egyszeri bebizonyitds vézlata.

A 17. dbrén két egybevdgé nagy négyzet egyikébe (olda-
*laik hossza a-b) egy ¢ oldald (drnyékolt) négyzet, a mésikéba

b a a b
o - S allll@nile > a
b
a
c |b
b} ¢ b| ¢/ b o b
c Q
a b Q b
" 17. 4bra.

egy a és egy b oldald (drnyékolt) négyzet van befrva. Utébbi
esetben két segédvonallal & nagy négyzet t6bbi része ugyan-
azon négy egybevégd (a, b, ¢ oldalil) héromszégre bomlik,
amelyek az el6bbi esetben ig jelentkeznek.

Tehdt az“els6 esetben

¢® = nagy négyzet — 4 héromszog,
a mdsodik esetben
a® - b® = nagy négyzet — 4 héromszog,

ahol mindkét esetben teriiletre nézve ugyanazon 4 hdrom
sz0g szerepel.
Mivel az el8bbi egyenletek jobboldalai azonosak, azért
a baloldalok egyenlék. Tehdt val6ban
a? b =e?,
ami bebizonyitands volt.
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Eazzel 4ltalinos érvényl szabilynak jelentettitk ki Pytha-
goras tételét s ezzel azt is, hogy korldtlan szémban létesik
ilyen héromszdg. Mds széval : Pythagoras tétele valamennyi
derékszogli hdromszdg kozds tulajdonsdgdt fejezi ki.

Uj képletinket, mivel mér 4ltaldnosan bebizonyfitottuk
é3 mivel mdr szemmel l4thatd, hogy akérhdny derékszogfi
héromszog létezhetik, egyszerfien egyenletnok fogjuk tekin-
teni és az egvenletek algoritmusa szerint fogjuk kezelni.
Vagyis kiszdmithaté a hdromszog bérmelyik oldala, ha a
mésik kett6t ismerjitk. Erre frjuk fel, egyel6re még 4ltaldno-
gan a megoldégsckat, bir ezek négyzetes alakiak.

02 - az +b2
at=c2—p?
bB=g—q?

Ha mostan az oldalak négyzete helyett magukat az olda-
lakat akarom kiszdmitani, akkor az egyenletek mindkét
oldalén négyzetgyskst vonok.

a?-+b?
a=1/ P
b= /2 g2 '

Tudjuk azonban, hogy nagyon sok gydkvonds irraciondlis
eredmenyt ad. Ennek azonnal ta,nulséﬁos példdjat fogjuk
latni. Tegyuk fel, hogy a befogdk egyenls “hosszik, jelik tehdt
nem a és b, h‘mem mindkett86 a. Akkor az ugynevezetb
e«?s'enloszéru derékszogli hdromszdgre a

=2 +a2
zzgaz

¢ =1/2a? Suszefiiggéseket kapjuk és mivel az a-bil lehet
négyzetgyokot vonni, ¢c=a /3.

De a 2-b8l vont négyzetgyok, tekintve, hogy 2 nem négy-
zetszdm, feltétlenil irraciondlis. Raciondlis a esetén ay/2 is

1 Céljainknak a gyoknek a pozitiv értéke felel meg. Arrél, hogy nega-
tiv értéke is van, a képzetes szémok tdrgyaldsival egyidében fogunk
beszélni.



182

18. dbra.

irracionalis. Mellesleg megjegyezve, két egyenl8szdrt derék-
gzogli haromszoget négyzetté egyesithetiink és a ¢ akkor a
négyzet atl6ja. Ebbél az 1s kovetkezik, hogya négyzet 4t16janak
és oldaldnak viszonya teljesen nem fejezhetd ki, irracionalis.
Természetesen forditva is. Mert ha a ¢t vélasztom egész-
szdmnak s bel6le az a-t akarom kiszdmitani, akkor 202=c®

2

ezt mdr az el6bbi ¢=a1/2 megoldds alapjin is lithattuk
Voina. .

Az irracionalitds fogalma tehdt geometriai szempontbél
nem egy mennyiségnek a tulajdonsdga, hanem két mennyi-
ség viszonydé, ha ez a viszony csak irraciondlis szdmokkal
fejezhet6 ki. Ezt neveszziik inkommenzurdbilitdsnak. Hisz
szabadon vélaszthatok, hogy két Gsszehasonlitandé mennyi-
86g koziill melyiket vdlasszam egységnek vagy az egység
egész szdmu t0bbszérosének. 86t rdaddsul : ha négyzetink-
ben az a-t vélasztom egységnek, ¢ irraciondlis. Ha viszont
¢ az egység, akkor ¢ lesz irraciondlis. fgy alapvet6 hiba az az
allitds, hogy a kor keriilete azért irraciondlis, mert az ismert
rrm=Lkeriilet képletben, raciondlis sugarat kell az irraciondlis
27-vel megszorozni, Csupdn szokds, hogy a sugarat tekintjik
adottnak s ezért egységnek. De ha forditva jérnék el és egy
vashengert addig esztergdlyoznék, amig a keriilete a legfino-
mabb mérdszalaggal mérve is 1 méter lenne, akkor a kerti-

let==2rn képletébdl a sugér, r= ke;iilet
T

lisnak adédik. Tehdt egyszer a keriilet, mdsszor a sagdr

2
levén, a*-re a < értéket, a-ra pedig a —9—2— ériéket kapom. De

bizonyosan irraciond-
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mértékszdma irraciondlis, a szerint, melyiket tekintjiik racio-
ndlis egysbgekben adottnak.

Pythagoras dllitélag ezt az inkommenzurdbilis, semmiféle
gzaballyal meg nem foghaté viszonyt szdmmisztikuméban
az Slet jelképének tekintette, mint olyant, ami a mérhet8ség-
gel dacol. De ne mélyedjiink el ezen a helyen 4j geometriai
kabbaldnk szimbolikus értelmezésében, hanem vessiink fe!
inkdbb egy valéban kabbalisztikus kérdést. Azt kivdnjuk
ugyanis, hogy adjunk meg egy olyan szabdlyt, amellyel
valamennyi egészszdmmal kifejezhet§ oldalhosszi derékszogl
hiromszoget megtaldlhatjuk. Tehdt nem csupdn az egyipto-
mib, vagy indiait, hanem ahdnyat csak akarunk.

T véghdl téblazatot adunk itt, a nélkiil, hogy levezetésébe
belemennénk. Legyen « és v tetszds szerinti pozitiv egész szdm
88 u>v, akkor a kévetkezd képletek : c=u?-}-0?; a=—u?—?;
b=%2uv ; egész szdmokkal kifejezeit oldalhosszG derékszdgh
bdromszdgek oldalait adjék.

w v Wt t=—¢ | wW—i=a Juv=">b
2 1 5 3

3 1 10 8 8

3 2 13 5 12

4 1 17 15 8

4 2 20 12 16

4 3 25 7 24

5 1 26 24 10

5 2 29 21 20

és igy tovabb.

Szabad még ezen kiviil az ilymdédon megéllapitott oldal-
hogszakat — mondjuk, az eay1ptom1 héromszog oldalainak
a hosszdt — tetszés szerinti egész szdmmal megszorozni s az
etedmeny ismét szdmtalan sok raciondlis oldalhosszt derék-
sz0gll héromszoghoz juttat. Igy példdnak okdért :
@.5=(3.47 5.5
225 144+81
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fgy keletkezett tébldzatunk adataibél az indiai hdrom-
szog is:
(8.18)2=(8.5)*+(8.12)
89%=15%1-862.

BEgész szdmokkal tortént osztds is szdmtalan raciondlis
héromszoget eredményes, igaz, hogy ezeknek az oldala mér
nem egész szdm, hanem tort. Példdul :

1\ ( 1 )2 ( 1 .\
&ﬂ—j4+zﬂ
25 16 9
=11
Még tovébb is mehetek, hizz nem kell feltétlenti] sgyaég-
tortekkel az oldalakat megszorozni:

(=2 (2
<_127§2—f))2= (81% )21—:4( —1_72— )2

e el ¢
7T T M T

HUSZADIK FEJEZET

Szogliiggvények

De ne tévedjink el teljesen. Mert Gjabb nagy feladat
kivdnja megint teljes figyelmiinket. Mdr a Pythagoras tételé-
nél sejtettiik, hogy valamilyen szoros Osszefiiggés 41l fenn a
derékszogli héromszdg oldalai és szdgel kozott. Az a tudo-
mény, amely ezeket az Gsszefiiggéseket kutatja, tudvalevs-
leg a trigonometria. Ks az osszefiiggések neve, amint mér az

1 Altalaben azt mondhatjuk, hogy valamennyi (me)? = (ma)? -+ (mb)®
alakd kifejezés helyes, ha m raciondlis egdsz- vagy tortszdmot,a, b, ¢
pedig a t4bldzatbdl kivehetd szdmtalan értékesoport egyikét jelenti, vagy
annak racionslis t6hezdrosét. )
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«bpszofiiggés 820 megpillantdsakor sejtettiik, szdgfiiggvény.
Természetesen a matematikdnak ezzel az dgdval sem tu-
dunk sokéig foglalkozni. De meg fogjuk ismerni néhdny alap-
vetd tételét, mivel azok kés6bb szorosan kapesolodnak a
differencidlszdmitgghoz,

Rajzoljunk elfazor egy tefszés szerinfi sugard kors, kéf
egymdsra merSleges hiirral osszuk négyfelé, négy negyed-
korre, kvadrdnsra,

19. dbra.

Ha tovabba elképzelfilk, hogy egyik r sugér nyugalmi
(O4) helyzetébll o nyil irdnydban elindul és a kozéppont
koril forog, mig esak az OB helyzetben 6j nyugalmi helyzetet
nem taldl, akkor Gtkozben a nyugvé 04 szir és a mozgd sugér
kozt valamennyi 0° & 90° kozotti szog keletkezett. Hisz
tudja mindenki, hogy az egész kor 860 fokra oszlik, igy a
negyedkdr 90 fokos. Minden fvfoknak megfelel egy szdgfok a
kor kozéppontjdban. Ha a mozgd sugir a kor keriiletén,
tegytik fel, 45 iviokn4l 411, akkor a hozzdtartozd szdg a kozép-
pontban éppen 45 szogfok. Most mér 4llithatjuk, hogy az
o (alfa) sz0g az els negyedben (kvadrinsban) valamennyi 0°



. 186

68 90° kozotti értéket felveszi. Ha tovdbbéd abbél a pontbél,
amelyben a mozgé r sugdr a kor keriiletét éri, legyen ez a
O pont, merlegest bocsatunk a nyugvé 04 szédrra (), akkor
derékszogli hdromszog keletkerzik. Oldalai: 4dtfogéja a mozgd
sugsr, befogdi az [ merdleges és a nyugvd szarbol lemetszett
p tdvolsdg. Van a sugdrnak két helyzete, amelyben ez a h4-
romszdg elbinik, illetve egyetlen egyenes vonalld fajul. ElG-
szor akkor, amikor a mozgd sugdr még a kiindulé OA helyze-
tében van, mésodszor viszont akkor, amikor végs8 helyzetébe,
az OB egyenesbe kertil. A kett6 kozt végtelen sok hdromszog
van 8 mindegyikben természetesen mds é3 mds az o sz0g.

A trigonometria alapfeladata meghatdrozni a derékszogli
héromszdg oldalainak ismeretében az a szdget. Bizonyos,
hogy fenndll valamilyen Gsszefiiggés. A pontozott hdromszog-
ben ugyanig, amelyben az o sz6g nagyobb mint 45°, valtozat-
lan 4tfogd mellett az el6bbitsl eltérd befogbk vannak, Jeldlje
ozeket [, és Py

A legegyszeribb volna, ha a szbgek meghatdrozésdt a
szemben fekvd I, illetve I; befogbkbél kiséreln6k meg. Nem
csodélkozunk, hogy ez nem sikerill, hisz mdr a Pythagoras
tételénél is tapasztaltuk, hogy a dolgok bonyolultabbak.
Igy b4t itt is megprobdlkozunk komplikdltabb dolgokkal.
A szoget igy két oldal viszonydbdl hatirozzuk meg. Régi
matematikusok vagyunk mér, emlékeztink, hogy a hirom
oldalbdl a kombinatoriks szabalyai szerint hdrom oldalnak
6 kiilonbozd viszonyat dllithatjuk el6. Hisz a hdrom oldal,
az «elemeks, a viszonyok kettes csoportok, varidei6k ismétlés
nélkil. A képlet erre ( 3)2 !=?—'§— +1.2=6. A viszonyok
maguk a kovetkezbk: l:r, p:r, lip, p:l, rip, »:1 Vald-
han valamennyi szogfiiggvény.

Rajzoljuk fel ismét a derékszogti haromszdget.
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Bs nevezzik meg ezenkivill a 6 szogfiiggvényinket.
l:r peve inus» (a szbggel szemben fekvl befogd vi-

pir 4
I:p «
p:l ¢
rip ¢
r:il

szonys az 4dtfogbhoz),

«osinusy  (a szogmelletti befogé viszonya az
atfogshoz),

stangensy  (a szdggel szemben fekvs befogd vi-
szonya a szogmelletti befogdhoz),

cotangensy (szog melletti befogs viszonya a szog-
gel szemben fekvd befogdhoz),

secansy (az 4tfogb viszonya a szogmelletti be-
fogbéhoz),

seosecans (az dtfogd viszonya a szdggel szemben
fekvd befogbdhoz).

‘ Bendesen csak az elsd négy szogfiggvény haszndlatos,
tehdt nem kell megijedni. Hogy az ijedsé még tovabb estk-
kenjen, eldruljuk, hogy tulajdonképpen csak a tangensre

N~
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lesz saiikebgiink. De elvi okokbdl elfszdr a sinusnak az els8
szognegyedben torténd viselkedésével foglalkozunk. Ehhez
egy mesterfogést alkalmazunk., Mivel a sinus a szdggel szem-
ben fekv{§ befogsd viszonya az dtfogdhoz (a kérben ez a sugdr),
vizagdlataink céljara az tGgynevezett egységsugart kord
hagzndljuk. Bzt anndl inkdbb megtehetjitk, mert senki sem
gzabhatja meg, hogy mekkora kért haszndljunk. De fogésunk
kévetkeztében a sinus mértékszdma 1:1, tehdt I és ezzel
eredeti terviink megvalésult : a szdget a szemben fekvd ol-
dallal 'mérhetjik, az [ jeld fiiggbleges vonallal &s ezzel csodds
moédon szoget mérhets hosszisdged alakitottunk 4t. De mivel
az ¢ogységsugdr birmekkora lehet, hisz a szabadon vélasz-
tott sugarat tettitk meg egységnek, a fiiggbleges mindenkor
a sinusnak a sugdrral, mint egységgel mért «walddi hosszdty

adja. Ez ugyanazt jelenti, mint hogy sinus o az {:1, iv&gy

1
l osztva 1 viszony értékét jelenti. (21. 4bra).

A rajzban tehédt az I, 1, 1, I; sorban az a, oy, a, o sinusét
adja. s azonnal 1eolvashatom, hogy 0° sinusa 0, 90° sinusa
viszont a sugdr, vagyis mértékiinkben mérve 1 A sinus tehét
az els6 szdgnegyedben 0-t6l 1-ig n§ és kézben minden értéket
(természetesen irracionalis értékeket is) felvesz. Nem fejez-
het6 ki mindenkor kozonséges tortekkel. fgy példdul a=45°
esetén az [ értéke azonos egy r oldalhosszi négyzet 4tlojdnak
a felével. Pythagoras tétele szerint ekkor: r2=I2J-I* vagy

2
r= =1y — =] o= == ‘/—_ 1/

. r SR
tehdt biztos, hogy az eredmény irracionalis.

De ne folytassuk gondolatmenetiinket, jegyezzik meg
cgupdn, hogy a gyakorlatban nem szoktuk a «valédi hossza-
katy haszndlni, hanem logaritmusukat. Ezekkel a tdbldza-
tokban mésodpercnyi pontossiggal megadott szogek szdg-
fiiggvényel is meghatdrozhaték (1 fok=60 pere, 1 perc==60
mésodpere, jelekkel: 1°=60"; 1'=60"").

Most hasonléképpen meg fog;]uk vizegilni a szamunkra,
oly kiiléndsen fontos tangens fiiggvény viselkedését., Gyanit-
juk, hogy a tangens valamiképpen az érintGvel lehet Gssze-
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fiiggéshen (tangens=érint6). Most pedig gépet szerkesaztiink
erre a célra s ennél el6bbi gyanakodésunk igazoldst fog taldlni.
Tekintve, hogy tangens a=1:p, més fogdsra lesz mosb
sziikebgiink, Azt kivdnjuk mostan, hogy a p legyen az egy-
ség. Igy tehdt a mozgd szdr most mar nem lehet a sugdr,
hanem valamilyen mdésik egyenes. Rajzoljuk fel tehdt:

M—_—/““'—
+4 1

22, dbra. 23. 4bra.

lip=l:r=1[:1 mostan az egységkor érintGjének metszete-
ként adodik. A sugdr itt az egyik befogd, most a mésik befogd
és az 4tfogd valtozik. Szerkezetiink ezt az elvet koveti.
(28. 4bra.) Léthatt e képen az egységsugara kor, az érint6;
ramérve egységenként a sugdr és végil a kozéppont koril
forgathaté atfogd, amely az érint6bll a megfeleld darabokat
levigja. Az a szoget kozvetleniil leolvashatjuk az dtfogora
seerelt szégmérdrol.

Ha a sz6g 0, akkor tangense is 0, mivel 0 : 1==0. De innen
kezdve az «rintény leolvashaté tangens értéke rohamosan né.
a==45° esetén tangens a=1, 60°-ndl mdr 1-78205, 70°-ndl
2-74748, 80°-ndl 5-67128, 85°-ndl 1148005, 89°.ndl 57-28996,
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89z°-ndl mdr 348°77371 és Vegul 90°-n4l plusz vegtelen S
mozgd 4tfogd a végesben mdir egyiltaldn nem éri el az érin-
t6t. Ldthatjuk, hogy a legnagyobb névekedés, 898° és 90°
kozott, mdr rendkiviil rohamosan torténik.

Most mér joggal kérdezhetjiik, mire valé tulajdonképpen
a trigonometria? Mér megmondtuk, hogy a tangens, a tan-
gensfiiggvény, nélkiilozhetetlen szdmunkra a folsd matematiké-
ben. De ez nem lehet az egyetlen oka annak, hogy ilyen bo-
nyolult és nem egyszertl tudomdny olyan részletesen kiépiilt.

Utaljunk tehdt egészen roviden arra, hogy a trigono-
metria minden olyan feladatndl nélkiilozhetetlen, ahol hé-
romszog oldalaibél szdgeket, vagy szogekbél oldalakat kell
kiszdmitani. Vagy ahol oldalak és szdgek valamilyen korbi-
ndei6jabol a tobbi szoget és oldalt kell meghatdrozni. Térbeli
tévolsdgok trigonometriai szdmitdsok Gtjdn hatdrozhaték
meg. Az egész geodézia tudomdnya (f6ldméréstan) trigono-
metriai alapokon nyugszik. A Mount Everest magassdgdt
példdul, amelyre ember még nem jutott fel, igy lehet nagy
tdvolsdghol meghatdrozni. A siksdgon ismert hosezﬁségﬁ
alapvonalat kell kitlizni, a hegycsucsot sz0gmérs tévesbvel

(teodolittal) beirdnyozzuk és a hdromszogb6l a hegy magas-
sdgdt jelentd befogét kell kiszémitanunk.

24, dbra.

Az o 68 a B (gorog kis béta) szdg meghatdrozdsa utdn ki-
szamithaté a p (gorog kis gamma) szog is, hisz az (180 °—13)
Tbbél aztén klszémlthato & & (gbrog kis delta) sz0g 18

8=[180°—(a+-7)]. Tovdbbd e egyenld 90° igy e (gorog kis
epszilon) annyi mint (90°—g). De ha mér valamennyi szdget
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ismerem, akkor ismerem & szégiiiggvényeket is 6y eléggé egy-
szerl képletekkel kiszdmithatom az alapvonal, az o és a ¢
segitaégével] el6bb valamelyik ldtévonalnak a hosszdt, abbol
pedig az « és a B figyelembevételével a hegy magassdgit.

Hagonld eljardst alkalmaz a tlizérség i3 a l6vésnél. v

De nem foglalkozunk tovdbb a nagyon érdekes trigono-
metridval, a gomb feliletére rajzolt hdromszdgekkel foglal-
kozé tudomdnynak, a gdmbhiromszogtannak (szférikus tri-
gonometridnak) csak a nevét emlitjiik, habdr az utébbinak
a f6ldrajzban és a csillagdszatban jut érthetfen nagy szerep.
Teljesség kedvéért és a geometria mds fontos teriiletének
megismerésére inkdbb megismerkediink a szdmok egy ujabb
tipusdval, az eléggé bardtsigtalanul hangzd nevli imagindrius,
vagy képzetes szdmokkal, amelyeknek &brizoldsa a nagy
Karl Friedrich Gaussnak (1777—1855) sikeriilt el8szor.

HUSZONEGYEDIK FEJEZET

Imagindrius szamok

Jol bevalt szokdsunk szerint ezt o nehéz teriilotet is a
legegyszerfibb eszkozokkel fogjuk megkézeliteni. Emlékez-
ziink : a gySkvonds szolgdlt az elsd nagy szédmelméleti meg-
lepetéssel :  irraciondlis eredményekhez vezetett. Hs ismét
a gyokvonds az, amely az imagindring, képzetes szdmok biro-
dalmdba vezet. Imago latin szé, magyar jelentése kép, de a
valészerfitlenség drnyalata is tapad hozzd. Imaginatio tehdt
képzel6dést, de csaloka képet is jelent. Szdmainkhoz tehdt
mdr eleve valamelyes majdnem degraddld értelem flizédik.
Régente egyenesen dehetetleny szdmoknak is nevezték Gket.

Tovébbi megdllapitdsok helyett nézziik inkébb keletke-
zésiiket. Ha visszaemlékeziink a szorzds elGjelszabdlyaira,
azonnal esziinkbe 6tlik ama csoddlatos tény, hogy a szorzdst
elvégezve legjobb akarattal sem tudjuk megdllapitani, milyen
tényezGket szoroztunk 6ssze. Senki sem tudhatja, hogy plusz
két pozitiv, vagy két negativ szdm szorzdsibol keletkezett-e?
Ha (+4a%-et irok, akkor ez az a® tgy a (-+a) (@) szorzdsnak,
mint & (—a) (—a)-nak az eredménye lehet. Kozonséges szé-



192

mok esetén a probléma nem érdekes. Tehdt az alapmibvele-
teknél nem aktudlis és jelentéktelen. Osszeaddsndl éppiigy
nines k6zém ahhoz, hogy a (4-a®) miként keletkezett, mint
kivondsnsl. Ertéke (--a?) és fgy kell mindenkor hasznélnom.
Szorzésndl és osztdsndl sem mds a helyzet. Mert akdr (4-a)-
val, akdr (—a)-val osztok, helyes (regyértelmd eredményre
jutok, k6z6mbss, hogy a (4-a?) miként jott 16tre. Mert tegyik
fel, hogy (—a) (—a)-b6l keletkezett. Akkor a (--a)-val tor-
t6nd osztds :

o)) _ (= (+a).(-D] _ (—a) (+a)(=1)

(+a) (+a) (+a)
_=a.=0
= e
A (—a)-val torténd osztés:
(——?_)_(‘;)_a) — (_a).

De ha (4a) (+a)-bél keletkezett, akkor a (4-a)-val vald
osztds esete egyszert :
(+a) (+a) _
=

68 a (—a) esete:

(a9 (+a) _ (+a) (=) (=1)] _ (+a).(-a) (1) _
(—a) (—a) (—a)
= (+4) (—1) = (—oa).

De négy esetiink helyesnek mutatkoznék akkor is, ha nem
érdeklddink az elbjel szdrmazdsa irdnt, hanem egyszertien
olvégezziik az algebra szabdlyai szerint az osztdst. Mert az
elGbbiekben a szdmlélokat Osszeszorozva, minden kétértel-
miiség nélkill azonnal adddik, hogy (462 : (+a)={(+a) és
hogy (4% : (—a)=(—a). :
Gy6kvondsndl més a helyzet. Mert ha mégegyszer fel-
frjuk, hogy (+a).(-a) és (—a).(—a) egyarént (+a?), akkor
a megforditott, litikus mfivelet, a 1/ 0? eredménye tobbérték
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szém. Bizonyos ugyan, hogy a gyok abszolat értéke feltét-
lentil [a}, de el6jelérs] a 1/ a? jelolés semminemfi felvildgosftést
nem ad. Becsiiletesen be kell tehét vallancm tudatlansdgomat
és eredményként (4-a)-t kell irnom, ez pedig azt jelenti, hogy
vagy (-a) vagy (—a). Ez a bizonytalansdg nem vonatkozik
minden gyokvondsra. §/a® esetén hatdrozottan tudom, hogy
a megoldds +a. Mert (—a).(—a).(—a) eredménye (—a?)
volna, de ebbdl azonnal kdvetkezik, hogy 18/ —ua? egyértelmiien
—a. Negyedik gyoknél ismét felmeriilnek a kétgégek. Mert
(+4-a*) ismét Sppen gy keletkezhetett a (--a).(+-a).(-+a).(--a),
mint (—a) . (—a) .(—a).(—a) szorzdsbol. /a? tehdt ismét
(4a), vagyis (4a) vagy (—a). Létjuk mér a képzés torvényét.
A szorzds torvényei szerint pdrosszdmf pozitiv és negativ
tényezd egyardnt pozitiv eredményre vezet. De mivel a ki-
tevé azt mutatja, hogy a hatvdny hény tényez6t tartalmasz,
tehdt a pdroskitevdjli gyokok tobbértékiiek, a paratlanok
pedig egyértékiiek. Altaldban

Vr=(+£s); "Yr=(+s); "= (—s).

Eddig tisztdzott & dolog. De senki sem akaddlyozhatja
meg, hogy meg ne kérdezziik, mi az értéke egy negativ szdm-
bél vont péros kitevsjli gyoknek. Példdul

V=2

Semmiképpen sem tudunk erre az egyébként jogosult
kérdésre felolni. Mert az eddig megvizsgdlt szémok kozt nincs
olyan negativ szdm, amely péros kitevlre emelés atjan kelet-
kezett volna. Minden szém 2n-edik hatvénya feltétleniil
pozitiv. De ha a szdmot, amelybdl 2n-edik gyokst akarunk
vonni, nem lehet 2n-edik hatvinynak tekinteni, akkor nem
is lehet belSle gyskst vonni. Sem dltalinosan, sem konkrét
szdmokkal. Az eredmény nem lehet sem egész, sem tort, sem
pozitiv, sem negativ, sem raciondlis, sem irraciondlis szém.

Tehdt tagadhatatlan, hogy 1j, ismeretlen szdmfajtdval
dllunk szemkozt, olyannal, amelynek az a kiilonleges tulaj-
donséga van meg, hogy 2n-edik hatvdnya negativ szdm. De —
ez kés6bb kiderill — minden ilyen szdm visszavezethet6 a
(—1)-b8l vont négyzetgydkre, emért egyelére hagyjuk az

Colerus 1X1. ’ 13
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4ltaldnossdgot 68 beszéljink a (—1)-b8l vont négyzetgyskrdl,
a ¢/ —1-x6l, hisz ez bizonyéra kiilonleges esete dltaldnos fel
adatunknak. A y/—1-et 4j szdmként vezetjik be és i-vel
jeloljiik. Az i azért tesz nagyon j6 szolgdlatokat, mert példaul
V=16 = ¢/ (—0).(+15) = (¢ —1) (Y 16) = i/ 15

A képzetes szdmokkal kapcsolatban egeszen vératlan
eredményekre bukkanhatunk. Huygens, a nagy fizikus és
matematikus joggal esodalkozott, amikor Leibniz feladta

neki a kérdést: szémitsa ki Y14+9—84 Y 1—y/—3
Gsszegét, 86t még azb is llitotta, hogy a szdmitds eredmenye
valos szdm, 2-4494897... vagyis /6. Hogyan lehetséges,
kislthatott fel Huygens, hogy két gyokklfejezesnek az Osz-
szege, amelynél a gydkjel alatt az egységnek és egy képzetes
gyokkifejezésnok az Osszege é8 kiilonbsége 4ll, igaz, hogy
irraciondlis, de mégis valds szdmot adjon eredményil? Mi-
lyen mélységek felett vitt ismét simédn keresztiil algoritmu-
sunk? Mindenesetre kévessitk nyomon keletkezésében ered-
ményiinket. Tehdt allitélag

Y1+ /=8 4+ 11—y 8= 6.

Ellenérzésil emeljiik négyzetre.

ViV =8 +V1—/ =) (V i+ /= +1/1—/ D)=
=16.76
VItV =8/ 1+y =8 +V1+V/ =8V 1—/—=5+
+V 1~y =8V 1+ =8+ 1—/ 8.Y1—/—8=6
Vi+y =842 14+ v =8 1—/ =8+ [1—y =8P =6
iy =842 11—/ =B+ —3—1/ (—3)-+1— ¢/ —B=6
14+ —842¢ 1—(—8) +1—1/ —8=6

14V —84-2¢/44+1—¢/ —8=6
1 +4 41 =6,
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Leibniz eredményét tehdt kivaléan verifikdltuk. De hogy
ilyen nehézkes szdmoldsra méskor ne legyen sziikségiink,
jegyezziink meg két egyszerfi mesterfogdst. Hzeket :

(a+Db) (@—b) = a*-}ab—ab—b%= a?—b2,

vagyis azt, hogy két szdm Osszegének és kiilonbségének a
szorzata egyenlS a két szdm négyzetének a kiilonbségével. To-
vdbbd: (a+bP=(a-+b) (a-+b)=0a*{-ab-+ab--b2=a®+2ab b2 ;
(a—bP=a2—ab—ab-}-bP=0?—2ab-}-b* vagyis kéb szdm Ossze-
gének vagy killonbségének négyzete egyenld a két szdm
négyzetének Osszege, plusz, illetve minusz a két szdm két-
szeres szorzata. Bzt csak mellékesen. Emlitettik, hogy a
képretes egységet, a 3/ —1-et © bettivel jeloljik. Ha az i, vagy
valamely tobbszérdse Osszeadds vagy kivonds révén «redlisy
(valés) szdmmal kapesolodik, «tomplexy szdmot kapunk.
Ennek 4ltaldnos alakja a-1-bi. Az a-+bi é3 a a—bi alakd
szdmokat egyiitt, ilyenek szerepeltek a Leibniz—Huygens pél-
ddban is, konjugilt komplex szdmoknak nevezziik. Konjugdlt
komplex szdmok szorzata valos szdm. Mivel (a--b) (@ —b)=
=0a?—b?; tehdt (a--bi) (a—bi)=02—bPP=a®—B2 ¢/ (—1)2 =
== 2 —b? (—1) = a® |- b, tehdt az ¢ kiesett.

Most, amikor mdr valamennyi szémtipust ismerjik, ir-
juk fel, miel6tt még a képzetes szdmok abrizoldsdhoz fog-
nénk, a szdmoknak mintegy «csalddfajity.

Komplex szdmok (a—+b%)

Valds (negativ és ‘zikebb érte- Képzetos szdmok
pozitiv) szdmok lemben vett kom- (@=0,b0)
(@0, b=0) plex szdmok
(a=0; b=0)
A) Racionalis szdmok
a) Raciondlis ogész-
szémok (2, £,99) Tovabbi megkiilénboztetések,
b) Raciondlis tort- a valés szdmok mintdjira,
szémok (i 025 o-é} lehetségosek, de nem
27 " srokdsosak,

B) Irraciondlis szdmok
(725, 8141592...=nx)
13+
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Fzzel végérvényesen és visszavonhatatlanul felérkeztiink
képzetes irdnyba is kiterjeszkedett szdmhegyiinknek a tefe-
jére. A még altaldnosabb hiperkomplex szdmokkal, koztik a
Hamilton-féle quaterniokkal, nekiink nem kell foglalkoznunk.
Megelégedettek lehetiink az elért magassdggal. Ennek birto-
kdban be tudunk hatolni a matematikdnak minden dltalunk
érintett és érintendS részébe.

Térjiink vissza tehdt «szdmvonatunkhoz», amely mér oly
sok jo szolgdlatot tett nekiink bonyolult fogalmak szemlél-
setésénél. s l4ssuk, miként tudjuk rajta esoddlatos és bardt-
tdgtalan immagindrius szdmainkat, ezeket a szdmlkisértete-
ket elhelyezni.

Tehdt megrajzoliuk a szdmvonalat és most mindenféle
dtalakité blivészmutatvinyt kisérelink meg rajta.
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Hogy éltaldnosan szdmolhassunk, tekintsiik a szdmvona
pozitiv részének 0-t6l kiindulé ¢ hosszisdgh darabjat. Ennek
hossza esetiinkben 5. Természetesen az a abszolut értéke
barmely véges szém lehetett volna. Ha mostan a nullpontot
tekintjiik forgdspontnak, akkor (4-e)-t addig fordithatjuk,
amig csak az abszolut értékre ugyanakkora (—a)-t nem fedi,
azzal azonos nem lesz. Kozben két teljesen 6nkényes megilla-
pitdst tettink. Flfszér is a szdmvonal baloldalét a negativ
szdmok helyének jeloltiik ki. Mésodszor az éramutaté jérd-
sédval ellenkezd forgdsi irdnyt neveztiik pozitivnak. Ismét kér-
dezziik tehdt: miként lett hirtelen a (4-a)-bél (—a)? Mit
kellett matematikai, illetve geometriai szempontb6! tenniink,
hogy ehhez az eredményhez jussunk? Geometriai szempontbél



197

nyilvdnvald, hogy félkérrel, 180 fokkal kellett egyenesiinket
a 0 pont koril elforditanunk. Ha ennek a forgdsnak mate-
matikai értelmet is akarunk tulajdonitani, olyat, amelyik
dltaldnos algoritmusunkkal Osszeegyeztethetd, akkor az
w@lgoritmus fenntartdsdrar ast kell 4llitanunk, hogy az ilyen
180 fokos forgatds (—I)-gyel valé szorzdssal egyértelmfi.
Circulus vitiosusnak ldtszik ez a megdllapitds, de hamaro-
san haszndt fogjuk venni. Mert mdiris tudjuk belle, hogy
(+a) (—1)=(—a). A (—1)-et ezért «forgdsi tényezbnekn ne-
vezzik. Ha most az el6bbi irdnyban tovabb akarok forgatni,
akkor a (—a) tovdbbi 180 fok utdn ismét (4-a)-v4 véltozik és
(—a) szorozv a forgési tényezbvel, (—1)-gyel, (4a)-t ad.
Algoritmusunk tehét eddig kifogdstalanul miksdik.

A kovetkez8kben a nagy Karl Friedrich Gaussnak itt al-
kalmazott mesterfogdsdt fogjuk megismerni, sGt szinte 4télni.
Feltessziik ugyanis a kérdést : mi térténik, ha a tengelyrészt
nem 180 fokkal, hanem esak 90 fokkal forditom el? Mi lesz
akkor a (--a)-b61? Hogy az abszolut értéke a forgatds minden
fdzisdban valtozatlanul |0 marad, az mér csak abbél is ko-
vetkezik, hogy a sugara egy éppen keletkezd kdrnek. De mi az
eldjele ennek az immdr merblegesen felfelé 4lio ja&-nak?
Kijelentjilk, hogy plusz, mert igy akarjuk. Hs azt llitjulk,
hogy ez a felfelé 4ll6 |a| hossziisdgh - elfjelt vonaldarab
ebermészeteseny nem Ishet egyéb, mint (4-a). De oz a dolog
egyédltaldn nem természetes. Mert ha az elsd 90 fokos fordités
mitsem véltoztatott az elfjelen, miért valtoztatja akkor a
kovetkezd hirtelen minusz (—)-ra az elSjelet? Pedig, hogy
igy van, az a 26. dbrdn iz j6l ldthato. (178. lap) .

Csak nem lehet a forgdsi tényezd egyszer (-1) és az azutbén
kovetkezd ugyanakkora forgdsndl (—1)? Ilyen calterndldy
forgési tényezd teljesen elviselhetetlen volna szémunkra. Hs
a7 19 maradna. Mert ha, tegyiik fel, a forgatdst 4jabb 90 fok-
kal folytatom, akkor a fiiggfleges tengelynek lefeld irdnyuls,
logikusan (—) el6jelfi részét kapom, tehdt a forgdsi tényezd me-
gint (-}-1). Ha most a negyedik negyedkort prébiljuk ki,
akkor a pluszb6l ismét minusz lesz, mert (—a) (—1)-gyel
gzorzandd, hogy az eredmény (4-a) legyen. Roviden, a hely-
zot -teljesen tarthatatlan és ez méginkdbb kitfinik, ha 4llit4-
sainkat Osszefoglaljuk és azt mondjuk, hogy 180 foknak
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26. dbra.

(—1) felel meg mint forgdsi tényezd, de a 180 fok két felének
felvaltva (+-1) és (—1).

De van arra eszkoziink, hogy ebbél a zsdkutedbdl szaba-
dulhassunk. Egyszerfien keresni fogjuk, hogy mekkordnak
kell a 90 foknak megfelel§ forgdsi tényezdt vélasztanunk.
Valami elSttiink ismeretlent keresni: egyenletiel valé dolgo-
zdgt jolent. Tehdt csak arrdl van sz6, fol tudunk-e frni vala-
milyen egyenletet. Azt tudjuk, hogy 180 fok a (—1)-nek
mogfelel§ elfordulds, Tehdt 180 foknak a (—1) felel meg. De
ez a (—1) szédm két egymdsutdn kovetkezd 90 fokos részfor-
gasbol adodik. Ebbdl kovetkezik, ha a 90 foknak megfelel,
egyellre ismeretlen forgdsi tényezdt z-szel jeloljik, hogy a
90 fokkal elforditott a-bol, a.x lesz. Ha tjabb 90 fokkal for-
ditom el, akkor ismét x-szel kell szoroznom. Tehdt (a.z).x
és ez annyi mint a.(—1). Egyenletben: (az)z=a(-—1). Osztunk
a-val

gt=—1

¢ =4y —1.

Meglepetve kapjuk 90 foknak megfelel6 forgdsi tényezd-
ként az 1 szdmot. De ezzel egyiith megkaptuk a képzetes
szdmok szdmvonaldt is. I's ez az ogészen misztikus felfedents
azt is mutatja, hogy a képzetes szdmok vonala a valés szé-
mok vonaldra a 0 pontban merleges. Az algoritmus tovabba
még valamir§l gondoskodott, még pedig arrdl, hogy barmely
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szdmértékot 90 fokkal elforgathassunk ; err8l a forgdsnak
mind a négy negyedben valé kivetése utjdn fogunk meggyé-
z6dni. Ismét a (+a)-bol indulunk ki. Forgassuk el 90 fokkal,
az eredmény (Jar). Ujabb 90 fok utdn: (4-ai)i, tehdt
(4ai®. De mivel 4 egyenl§ (—1), az eredmény 180 fok utén
(—a), ami szemmel lathatéan helyes. A harmadik negyedkor
utdn (—a) (44)==(—ai) az eredmény ¢és végil a negyedik
utdn (—oi)i=(—a)iP=(—a) (—1)==(}a).

Ha most az eredményt dttekintjilk, l4tjuk, hogy a valos
és képzetes szdmok egyiitt egy sikban fokszenek, helyesebben
csak sikban &brdzolhaték. Mert egy derékszdgll tengelykeresst
csak siliban, szdval felitleten 18tezhetik. Alapfeltétel a mdso-
dik dimenzié.

De az eddigiekkel egydltaldn nem elégsziink meg és ki-
terjesztjiik Gjonnan szerzett tuddsunkat. Ezért rajzmoljuk fel
ujbol a tengelysket szdmsikunkban, eztittal konkrét szdmoklkal.

A vizszintes tengelyt, tehdt a szokoté kdzdnséges szdm-
vonalunkat nevezzitk x tengelynek, kéf fele a 4z 63 a —u
tengely. A képzetes tengelyt viszont y tengelynek nevezziik,

(Ve

514
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+i
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~2i

b

~5i

4

27. dbra.
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a (4-4)-ket tartalmazé fels6 része a +y a (—i)-ket tartalmazo
alsb része a (—y). Bz a szokdsos megjeltlése a tengelykereszt-
nek, birmilyen célt szolgdl is. Lesz még dolgunk vele.
"Most az érdekel, hogy a képzetes szdmok ugyanolyan
glirlin helyezkednek-e el a tengelyen, mint a valésak. Mert
biztos, hogy ettd] filgg magdnak a szdmsiknak a teltsége,
hézagmentessége is. Ha ugyanis a képzetes tengelyen nem
helyezkednének el a szdmok éppen olyan sfirfin, mint &
valos tengelyen, akkor nem tudndm a szdmsiknak minden,
tetezés szerinti pontjat valamilyen valds és képzetes részbdl
4116 kombindcidval kitolteni. De ezzel elfre nytltunk. Mert
hisz még azt sem tudjuk, hogy ilyen kombindeié rajzban egy-
dltalén lehetséges-e? 63 ha lehetséges, akkor milyen.
Ezért a kovetkezSképpen okoskodunk. Az ¢ sem egyéb,
mint valamilyen paranes. Paranes: d-vel valé szorzdst
kivén. Minden a szdmnak van abszolut értéke |a| kozonbos
hogy ez a szém egész, tort vagy irraciondlis-e. Ezt az a-t
mindenkor megtaldlom a val6s szdmvonal pozitiv részén.
De gondolatmenetiinkben a szdmvonalnak e részébdl indul-
tunk ki és ebbll szérmaztattuk az Osszes t6bbit. Fzen taldl-
tuk meg eldszor a természetes egész szdmokat, itt helyeztiik
el kozben elfszbr a raciondlis tortszdmokat, majd az irracio-
nélis szdmokat. Most lesz azonban az elljelnek a kérdése
id8szeri. Ha az |a| abszolut értéket a -+ vagy — fogalmdval
kapesolom 6ssze, nyerem a (-+a) és a (—a) értékeket. Negyed-
korrel torténd elforgatds vezet a (4-ai) és (—at) értékekhez.
Tehdt a (4-4) parancs azt jelenti, hogy |a| darabbal fiigg6le-
gesen felfelé a 0-t6l. A (—1) viszont, hogy |al darabbal le-
felé. Els8 probléménk ezzel megoldédott. Az |a| tengely-
keresztiink mind a négy 4gén egyformdn érvényesil. ElGjel
68 4 parancsok csak més-mds moédon valé megnyilvdnuldsra
kégztetik. Nines mér semmilyen kétségink az 4 tengelyen
olhelyezked$ szdmok sfirfisége felSl. Ugyanaz a szerkezete,
mint & valés tengelyé, izomorf vele. Ks valéban léteznek

ilyen szdmok : —;—i, Tl’f":’ i 195, %i. Az 7 el8jelnek, vagy
egyiitthaténak is tekinthetl, tebdt igy is irhatnok:

i s g 9, g
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De most meriil fel a tovabbi kérdés: milyenek tehédt a
val6s és képzetes részbll 4116 additiv vagy szubsztraktiv szdm-
kombindciok 2 Réviden, mily médon rajzolhatok fel az
{a-1b) alakti komplex szdmok? Vildgos, hogy az Gsszekap-
esoldst egy tengelyen aligha végezhetem el. (1) vagy (—1)
alaka forgdsi tényezdk az |a| értéket a valds tengely vala-
nelyik részébe forditjdk, a (J-1) alakd forgdsi tényezbk pedig
& képzetes tengelybe. Tehdt a szdmok legéltaldnosabb faj-
tdjat, a komplex szdmokat forgdsi tényezbkkel tulajdon-
képpen igy kellene frnom :

(£ Djal+(£9)[b)

Most az, hogy ez a kifejezés valés vagy képzetes szdmot
jelent-e, mér kizdrolag az |a| és |b| értékétdl fiigg. Ha |a|=0,
akkor a (4-9)pb| marad meg, vagyis a képzetes --br szdm.
Ha viszont |b|=0, akkor (+1)|a| a maradék vagyis a valds
(+ o) szém. Ha |a| é3 |b| egyszerre 0, akkor az eredmény 0.
Ha viszont sem |a}, sem |b| nem 0, akkor a szdm legdltald-
nosabb alakja, a komplex szdm 4l elSttink.

Ennek a fogalomnak képszerfivé tételéhez szitkséges,
hogy felvessiik a kérdést: mit jelent tulajdonképpen egy
a-+-bt vagy a—bi alakd parancs. ¢ vagy -+a azt jelenti, hogy
a szdrmvonal pozitiv részén o darabbal kell elfre haladnunk.
Példdul 8 egységgel. bi azt jelenti, hogy emelkedjiink az el6bbi
mozgésra merSlegesen, felfelé, bi-vel. Példdul 41-vel. Mozgdsi
jelenségpel, tehdt kinematikai, foronomiai feladattal &llunk
szorben. (Kinema a. m. mozgds, foronomia a. m. 4léalénos.
elvont mozgastan.) A mozgis eredménye két egymdsra merd-
leges irdnyban egyidében végzett mozgissal érhetd el, tehat
mindkét elmozduldsnak az ereddjét kell dbrdzolnia. Roviden,
az igy ad6dé végpont mind a val6s, mind a képzetes parancs-
nak megfelel. Rajzoljuk fel ezt a 8-+4¢ szdmot. (29. 4bra,
202. lap.)

Most mdr tisztdn ldtjuk az eldjel és ¢ parancsok értelmét.
Figyelemremélté a IV. negyedben ldthaté szdm, mert ennél
a képrzetes rész irraciondlis. Mégpedig —izn, ez annyi min

— (8141592...) x ¥/ —1.
Erdekes 6s termékeny volna a komplex szémok tovébbi
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elméletével foglalkozni. Hisz a fels6bb matematikdnak egyik
fontos része foglalkozik a «komplex véltozdk elméletévely,
de kitfizott célunkt6l tilsdgosan eltérnénk ezsltal. Tehét
csupdn annak megjegyzésére kell szoritkoznunk, hogy kom-
plex szdmainkat egyszerfien tobbtagi algebrai kifejezésel-
nek tekinthetjiik s ha némi 6vatossdggal is, de szabadon
végezhetjiik velik alapmiveleteinket. Végerodményben az 4
sem egyéb, mint egy «alman. Bizonyos ugyan, hogy val6sdgban
szdmolva nem szabad elfelejteniink, hogy jelentése tulajdon-
képpen /' —1. De minden szédmitdsndl boldogulunk alap-
miiveleteink szabalyaival.

Eppen most utaltunk arra, hogy semmilyen nehézséget
sem okozhatnak a képzetes szdmok a négy alapmiivelet vég-
zésében. De ne hagyjuk el a matematikdnak ezt a killonos
részét gy, hogy csoddirél valamelyes fogalmunk ne legyen.
Tzért elaruljuk, hogy az 1 hatvdnyozdsa, forgdsi tényezbi
mivoltdnak megfelelfen szakaszosan ismétl6dd, ciklikus ered-
ményt ad. Fnnek a kovetkez§ a lefolydsa :

= (Y L= (— D = (— 1) = —1
P=1214 = (—1)4 == 1
P==P = (— )= (—1)i%= -1
P=1ts = (+1).4 = -1
P54 = (F9).1= = —1 sth.

i =1
pntl = g
@4714-2 = — 1
#n+3 = — 4 gth

ahol az n bdrmely véges egészszdmot jelenthet.
Imagindrius és komplex szdmokbol valé gyokvonds még
bonyolultabb, mint & hatvédnyozds. Az a célunk mindenkor,
hogy a (—1) magasabb kitevSjd gytkeit a (—1) négyzetgyo-
kével, tehdt ¢ értékekkel fejezziik ki. Hrre szdmos zsenidlis
médot eszeltek ki és képletet taldlfak a forgdsi tényezd jelleg
figyelembevételével. Ezeknek a lovezetése megint talsdgosan
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messzire vezetne.! Megeldgsziink tehdt azzal, hogy valamely
komplex szdm négyzetgyoke a kovetkezSképpen szdmit-
haté ki :

N = =

Kzt a képletet az 7 négyzetgySkének kiszdmitdsira is hasz-
ndlhatjuk, mert az ¢ sem més, mint olyan komplex (a--b1)
szdm, amelyben az a=0 és a b=1. Képletiink szerint 1/ 1értéke

1 1
V2 Ve
Az 1 négyzetgyoke tehdt méar nem a képzetes tengelyen van,
hanem valahol a szédmsikon.

Altaldnosan az ¢ n-edik gyokét fenti képlettel aligha tudjuk
meghatérozni, csak akkor, ha az n=4, 8, 16, 82 stb., szdval
kettének valamilyen hatvinya és akkor is csak nehézkesen,
a képlet ismételt alkalmazdsival. Az n-edik gyok meghatd-
rozdsdra dltaldnosan a kovetkezd képlet szolgdl:

/i = cos (—%)—)O + 4 sin (—%(—L)O

Ebbél a példabol mér sejtheti az olvasd, hogy milyen
hihetetlen lehet8ségek vannak Lképzetes szellemvildgunk-
ban: 4-b8l vont n-edik gydk hirtelen szégfiiggvényekbdl
alakult komplex szdmmd véltozott. Magasabb néz6pontbdl
ez nem meglepd: az alsébbrendf vildgok ellentétei f6nn
taldlkoznak és kiegyenlit6dnek.

Most a teljes szdmvildg birtokdban és & mozgdsi paran-
csok kovetésmodjdnak ismeretében olyan cél elérésére fog-
juk tuddsunkat haszndlni, amely egymdstél nagyon tévol-
esfnek latszd dolgokat kapesol osgze.

Hosszt torténeti fejl6dés elzte meg az ¢analitikus geo-
metriay és a dkoordindtdky felfedezését. Kz a fejlGdés a per-

+1 73 és 1/ —1 ugyanazon képlet szerint -——1—2————'b

! Nem okoz nehézséget, ha az i-nek valamilyen egyuttha.tom van.

Példéﬁ‘ 112/3: Vo 12 :'——1-—11/— 1/_ dltalé,ban 1/__0—— Y a- V’b



205

gai Apolloniustél a kolostorokban a XIV. szazadban folyd
skolasztikus kutatdsokon 4t, majd Kepleren keresztill Fer-
matig és Desecartesig vezet. De Descartes (Cartesius) nevéhez
a zseni irdnti mérhetetlen esoddlatunk f z8dik, mert § fiatal
lovastiszt kordban, a harmineéves hdbort borzalmai koze-
pette, magyarorszdgi téli tdborokban emelte a matematikai
nalizist» arra a fokra, amely egy iddre tetGpontot és nyugvé-
pontot jelentett.

HUSZONKETTEDIK FEJEZET
Koordinatak

Eddigi szoksaink szerint, még mieldtt a részletes tdrgya-
léshoz fognénk, gépszerli berendezéshez folyamodunk, hogy
ar -4ltaldnos mozgdstan, 'a foronomia néhdny jelenségét
megismerjitk. A foronomidnak ma mér a neve i majd fele-
désbe meriilt. A mozgdstan a fizikdban kinematika néven
szerepel, s inkdbb fizikailag érzékelhetd testek szélsd esetben
az anyagi pont mozgdsival foglalkozik, vagyi testnek a
mozgisdval, mégha az egyetlen ponttd, «anyagi ponttdr
zgugorodott is Gssze.

De minket nem érdekel, hogy mi mozog. Bér ez a valésig-
ban lehetetlen, mégis absztrakei6 segitségével csak magira a
morzgasra lesziink tekintettel. Matematikai pontokat alkal-
mazunk, szélesség nélkilli, matematikai vonalakat és vasbag—
gdg nélkili felilleteket. Tehdt csak gondoihato, de nem ész-
lethet tdrgyakat. Ezért mula.tségos az a régi adoma, amely-
ben a parvemi apa fia egyéves 6nkéntesként szolga,l A fig,
sokezor és killonféle uriigyekkel pumpolvén apjdt, végil mdr
azért kér pénzt, mert eltbrte a puskéjdn az (qrémyvonalat,)
(«viziry vonalat) 8 helyette mésikat kell a kinestdr szdmadra
vasdrolnia. Ez az «rdnyvonaly az idedlunk. Mert wvalddi,
testnélkili, matematikai vonal. Azt a vonalat jelenti ugyanis,
amely képzeletben a célzd szemet, az irdnyzékot, a elgdmbot
és a célb Osszekoti. Tehdt csak hossza van, szélessage egy-
éltalén nincs. Erthet8, hogy nem lehet egykénnyen eltorni.

De mindes csak annak magyardzatdra szolgdl, hogy mit is
kell gondolnunk akkor, ha a kovetkez8k sordn pontokat és
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vonalakat rajzolunk. Szimbélikus vastagsdgot, szélességet
kapnak, de soha sem szabad elfelejtentink hogy tulajdon-
képpen ldthatatlanoknak kellene lennitk. De lassuk gépimn-
ket. Feszitsiink ki rajztdblinkon egy iv kozonséges rajzpapirt
69 tegyiink a tdbldra, kozel az als széléhez egy fejes vonalabt.
Hizzunk mellette vonalat, majd kérjink meg valakit, hogy
tolja felfelé a vonalzét, akdr valtozé sebességgel. Ugyanakkor
ismét végightizzuk balrél jobbra ceruzdnkat a vonalzé mentén
egyenletes sebesgéggel.

30. 4bra.

Meglepetésinkre nem egyenes, hanem t6bbé-kevésbbé
szabdlytalan, zeg-zugos vonal rajzolédik a papirra. Nem is
emelkedik mindeniitt, egyik részén siillyed, segédiink kezéb6l
kisiklott a vonalz6 és igy az visszacstszott. Kisérletiinket
természetesen birmikor é3 sokféle médon megismétethetjiik.
Megéllapodhatunk segédiinkkel, hogy egyenletesen taszitsa
a vonalzét, vagy bizonyos médon valtozé sebességgel. Hogy
ez a megdllapodds mire vezet, kés6bb létjuk meg.

De elébb a foronomia gondolatmenete nyomén léssuk,
hogy miként keletkezik a kiilonds alakii vonal. Vildgos, hogy
két egymdsra merSleges mozgds jétszodik le egyid6ben. Egyik
a ceruzém egyenletes mozgdsa balrél jobbra, a mésik a vonal-
zonak, a segit6t6l szdrmazo, véltozé mozgdsa alulrol-felfelé.
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Ceruzédm kénytelen a mozgds pillanatdban, egyid6ben, mind-
két mozgdst kovetni. Ks a ceruza a mozgds minden, legkisebb
részében egyiddben mozgott felfelé és jobbra. Mondhatnok,
hogy legjobb tuddsa szernt torekedett mindkét mozgdst ki-
elégiteni. Ha vonat halad zdporesfn keresztiil s pl. az es-
cseppek fiiggblegesen esnek lefeld, akkor a kocsiablakon az
esbeseppek nyoma nem fiigg6leges, hanem ferde vonal lesz.
Annél ferdébb, minél gyorsabban megy a vonat. Az esGesep-
pek is mindkét, egymdsra merSleges mozgdst el akarjdk vé-
gezni. A mozgdsnak igen-igen kis részét igy is képzelhetjiik :
P

31. 4bra.

Bz az Ggynevezett «mozgdsi parallelogrammas szemlélieti,
hogy a P pont mindkét mozgdsi parancsnak eleget tesz:
P,-be Ggy jutott, hogy jobbra is haladt, felfelé is.

Ez a parallelogrammaéval t6rténé szemléltetés csak meg-
kozelitd, hacsak nem pontosan 4lland6é a felfelé irdnyuld
mozgdsnak sebessége is. Vagyis a pont. P és P, kozti palydja
esak akkor pontosan egyenes darab, ha mindkét mozgds egyen-
letes sebességll. De gépszerl berendezésiinknél megengedtiik,
hogy a felfelé irdnyulé mozgds teljesen tetszésszerinti, azaz
éltalanos legyen. Ezért mozgdsi parallelogrammérsl a mozgds
bérmilyen kis részénél is csak megkozelitésben beszélhetiink,
mert a palya mégoly kiesi része is zeg-zugos vonal. (82. dbra,
208. 1.) s bérmilyen kis részt vilagatok is, az egyenstlen emel-
kedés kovetkeztében pélya részei mindenkor egyenetlenek.

Miésképpen kell vizsgdlatunkhoz fognunk. Az egyetlen
lehet6ség az, hogy a legkisebb részeiben is szabélytalan pélya
nehézeégeinek olkeriilésére a pilydnak hosszisdg nélkiili
darabjét, tehdt egy tetszés szerinti pontjit vizegdljnk.
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9

82, dbra.

Levéve a tablarol a fejesvonalz6t, vélasszuk ki eéljainkra
a P pontot. Miként részesiilt ez a pont a két mozgdsban?
Bizonydra tgy, hogy z tévolsdggal tolédott jobbra, vagyis
a ceruzdnkab ¢ tdvolsdgnyira kellett jobbra hiznunk. A fel-
elé toldshbol ered8 magassigdt y jeloli.

33. ébra.

Ezt a megfontoldsunkat a pdlya bdrmelyik pontjéra el-
végezhetjik és minden egyes esstben x jeloli o ¢hosszirdnyy,
y pedig a «magassdgh elmozduldst. Tehdt a pdlya minden
pontja jellemezhetd az x-ével és y-4val. Az  é y, amelyeket
kénnyen lemérhetiink, az illet6 P ponthoz rendelt, «koordi-
nélty értékek. Es Leibnizt6l szérmaz6 neviik: koordindték
Pontosabban «pontkoordindtdks, mert ponthoz rendeltink
koordindltunk, helyzetikre jellemz§ adatokat.



209

Mindezze! azonban nagyon kevésre megyiink, mert nem
mérhetjiik le a palya végtelen sok pontjén az z és y értékét,
a koordinatdkat. Hogy a pilya végtelen sok pontbél 4ll, az
onnan is kévetkezik, hogy az  egyenes minden egyes pontja
folott van a palydnak is egy-egy pontja és mert rajzoldsa
kézben ceruzdnkat sohasem emeltiik fel a papirosrol. Fddigi
ismereteink szerint az ilyen folytonos vonal végtelen sok
pontbél 4ll. Aritmetikai szempontbél azt is dllithatom, hogy
az alapvonalunk nem egyéb, mint a szdmegyenes. Hisz az z
szabadon vélaszthaté: 0, tort vagy irraciondlis is lehet.

Altaldnos szabdly az « és y meghatérozésira : ez az, ami
nekiink még hidnyzik. Tudjuk, hogy az olyan képlet, amelyben
az ¢ 68 az y el6fordul és ismeretlen, az diophantosi, vagy nem
diophantosi, de mindenképpen hatdrozatlan egyenlet két
ismeretlonnel. Amde az 2 ismertté tehetl, amennyiben sza-
badon vélasztom. De ha az x szabadon vélaszthatd, akkor a
megfelels y kényszorit erdvel adédik.

Tehdt egyszerre megtaldltuk a kivezetd utat. S6t, azt is
tudjuk, hogy milyen eszkozzel tudunk ezen az tton biztosan
haladni. Fiiggvénnyel! Vagyis y az « fuggvénye, mivel a
fiiggvénynél tartozik tetszbleges x-hez bizonyos y. Hogy
kapjuk meg azonban a pilya minden pontjéra érvényes fiigg-
vényt? A dolog nagyon kétségbeejtének latszik. Jozan ésszel
csak egy egyenes, vagy kor, vagy ellipszis, vagy mds szabé-
lyos palya széméra taldlhatok egy pélyafiiggvényt, de nem
bérmely szabdlytalan zeg-zugos pdlydhoz. Volna még egy
utolsd kivezet§ Gt. Taldn folbonthatd pilydnk kell§ szabé-
~ Iyosségi részekre és azutdn e részek mindegyikének a pélya-

fiiggvénye veendd. Eldruljuk, hogy tgy az ellenvetések, mint
a javasglatok helyénvalok. Biztos, hogy a «zabdlyossdgy fo-
galma nagyon iires. Bis azonkiviil egy cirkulus. Mert meg is
fordithaté az egész probléma és 4llithatjuk, hogy ha minden
" pdlydnak meglele! egy fiiggvény, akkor minden filggvénynek
megfelel egy pélya. Nagyjdban ez is helyes. Hogy sejtelmeink
nek alakot adhassunk, koordindta-geometridnk szdméra to
vibbi eszkozokrSl gondoskodunk.

Tudjuk, hogy egy fiiggvényt éltaldnosan pl. y=f(x)
alakban frunk. Bz agzt fejezi ki, hogy y bizonyos (de kiilonben
tetszésszerinti) kifejezés x-b8l és dllandokbol. Pl az

Colerws: 1X 1.

14
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/Ba® —19
}‘w3

y=172c+5 - 2527

¥

megadott — meglehetds bonyolult — fiiggvénye az z-nek.
Hs pl. y==bx-}18 sin z szintén az. A fuggveny 876 jelentése
nem teljesen egyértelmi. Néha magét az egész egyenle: et
akarja jelenteni, méskor pedig csak az y-t, mint az z-re ki-
rott szémitdsok eredményét. Utolsé egyenletink igy is
frhatnok : : )

(funkei6 z)=f(z)=>5x-+18 sin z,

vagy részletezve :

y=f®),
y==0z--18 #in =,

f(z)==bx-}-18 sin z.

Természetesen fgy is :

@)=y, .
fe)=562-+13 sin «,
y=>bx--18 sin x.

A fugpvény sz6 kilonféle jelentésének Osszecs-rélésével
sok hibdt gzokds elkdvetni, pedig végsb elemzésben csak egy
séges a jelentése. S ez a kezddt konnyen megzavarja. Eppen
ezért az egész tigyet a kezdet-kozdetétll vezetjitk le. Legyen
valamely egyenlet elSttiink, pl. a

15224934 8y =125—27.

Ebben z, y szerepelnek, az x még hozzd két kiilonboazl
hatvdnyon, az y-nak egyiitthatéja van, a 8. Ha ezzel a figg-
vénnyel dolgozni akarndnk : zavarban lennénk. A mi el6bbi
mutatéval elldtott gépszertl berendezésiink is esfd6t mon-
dana, Mert ez y-t és nem 8y-t mutatja. Bgy ilyen fuggvényt
éppen ezért implicitnek (mintegy beburkoltnak) neveziink
é3 moeg kell probdlounk explicitté (azaz kifejtetté) véltoz-
tani. Mivel eddig mindig az érdekelt, hogy mekkora az v,
azért az y-t gy kell dzoldlnunks, miként annak idején az
z-ob izoldltuk az egyenleteknél. A két eset lényegéhen alig
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ktlonboz8. Mert ha jogunkban 4ll az x szdmdra tetszésaze-
rinti értéket folvenni, akkor mindazon tagok, amelyekben
eléfordul az @ 4llandékksd vdlnak. Ekkor azonban (az egyen-
letek néz8pontjdbol beszélve) ismeretlen esak az y marad.
Egy egyenletet oldunk meg y-ra nézve Ggy, miként pl. a

201-5a=241-1Tb

egyenletet oldjuk meg x-re, ha szabad a és b helyébe tetszlle-
ges értékeket helyettesiteni. Pl a=2, b=4 egetén

90-}(5.2)=24-+(17.4)
92=244-17.4—5.2,
22=82,
r=41.

Valamely egyenlet fiiggvény jellege mindenegetre akkor
érvényesill, ha « helyébe nemosak egyszer és csak egy szdmot
helyottesithetiink be, hanem bdrhdnyszor és bdrmely szdmot.

A megelbz§ példabeli

1522928y ==122-—27

fﬁggvényiinket Y szerint akarva megoldani, egymdsutdn e
kovetkez8 egyenleteket irhatjulk :

8y ==122—27—9x—1527,
8y=81—152°—27,
y=a—bx>—9,
vagy rendezve
. Yy=—bptr—9.

Most mér valoban mondhatjuk, hogy y az z fiiggvénye,
vagy y=f(z), ha odagondoljuk, hogy az z tetszlleges értékd-
nek vélagzthaté. Mds és mds z-értékek esetén dltaldban mds
és més y érték 4ll el6. Hs természetesen akérhdny ily y-t
szdmithatunk ki, Alljon itt a kdvetkezd kis t4bldzat ennek
illugztraldsdal :

14*
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z oy @ y &y

89
1 18 y, —22 0 —9
9 97 A —-%5—» Y3 —17-586. ..
8 —bl Y, _-fg; x —552064. .
4 —85 y, ——%3 o1 —43:997...

A tébldzat elsG oszlopdba egyszerfien természetes <zd-
mokat, a médsodik oszlopba kozonséges torteket, a harmadik
oszlopba 0-t és irraciondlis szémokat vélasztottunk z gyandnt.
Mindeniitt hatdrozott érték adédott y szdmdra.

Minden egyes z-et a hozzdtartozd y-nal egyitt egy szdm-
pérnak véve, annyi szdmpérunk lesz, ahdny =z értéket be-
helyettesitettink.

A mondottak szerint y mintegy az z-szel véltozd «mozgd
-szémy jelentkezik. Természetesen nem 4allithatod, hogy mivel
az « tetszbleges, azért az y is minden értéket i6lvehet. Ellen-
kezfleg, bizonyos korldtok kozé van szoritva annak meg-
felelden, hogy az z mily médon szerepel. Az z-szel viltozo,
«mozgo szdmkénty jelentkezd y képe foronomiai nézpontbél a
mi palydnk, egy gérbe (gorbevonal), a fiiggvény geometriai
képe.

pMn:d; mér emlitettilk, gy 4ll a dolog a fiiggvénynél, hogy
minden probléma megfordithaté. Igy azt is mondhatjuk,
hogy szémpdrok valamely sorozata egy fiiggvény. Bzek utén
héromféle médon adhaté meg figgvény :

1. Mint implicit vagy explicit két? ismeretlenes egyenlet
Példdul y=——0>bx%+82—9.

2. Mint gorbe, amelyhez még ezutdn keresendS a képlet.
a «figgvény».

8. Mint szémpdrok tébldzata, amelyek mondjuk észlelések

1 Itt e=2,7182... az 4. n. természetes logaritmusck aiapszé.ma.
Osak két ismeretlennel foglalkozunk!
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eredményei. (Példdul zivatarok havi szdma bizonyos, &
hénaphoz tartozd 4tlagos hémérsékiet esetén.)

A miésodik esetben még keresend§ a fiiggvény, a harmadik
esethen még megéllapitands, hogy egydltaldn van-e szerves,
torvényszerli dsszefiiggés.

Mindezekkel a mélyebb beldtédsokkal nem jutunk tovabb,
ha nem vesziink igénybe analitikaiy segédeszkozdket. Fol-
vetjiilk tehdt a kérdést, hogy valamely megadott fiiggvényt
miként véltoztathatunk 4t gérbére. A kérdéssel, hogy meg-
adott gorbét miként vdltoztathatunk vissza fiiggvényre,
csak az utolsé fejezetben foglalkozunk. Eppentigy azzal &
kérdéssel is (interpoldcié problémdja), hogy megadott szdm-
pérokbél miként jutunk el gorbéhez.

Kérdésiinkre mielétt gyorsan és egyszerfien felelnénk,
ogy aprosagot kell elintézni. T. i. a ¢koordindta-rendszers
gzokdsos megdllapitésdt. Ez nem okoz nagyobb nehézséget,
mivel hasonléval mér a komplex szdmokndl volt dolgunk.

Y-tengely
A
11, negyed . negyed
(_‘- +) (’i"! +)
e - & e X tengely

1. negyed V. negyed

(_'v '_) (‘“ "“)

34, 4bra,



214

Descartes nyomén 4. n. derélkszdgli (ortogondlis) koordi-
néta-rendszert vélasztunk, amelynél mindenféle elnevezések-
ben és sorrendbeli f6ltevések dolgdban megéllapodunk. Hang-
gllyozzuk ajbdl: megdllapodunk rendszeriinkben, mivel elvi-
log semmi sem teszi més lehet6 koordindta-rendszerek elé,
legfeljobb bizonyos egyszeriség. (84. 4bra a 218. lapon.)
Rendszeriink a kovetkezd.

Az O pont a koordindtakezd6pont. Az z-tengely az
abszcissza-, az y-tengely az ordindta-tengely. Az z-értékek az
abszcisszdk, az y-értékek az ordindtdk. Abszicsszak és ordi-
ndték egyiitt a koordindtdk. A kvadrdnsok, mintegy & negye-
dei egy hatértalan siknak, az éramutaté jardsival ellenkezd
irdnyban vannak szdmozva. Kénnyll megjegyezni a kvadrn-
sok szdmozdsa alatti elGjelek értelmét. Ugyanis a tengelyekeb
két egymdsra merSleges szdmegyenesként foghatjuk fol.
Ekkor az elfjelek jelentése magdtél kovetkezik, ha foltesz-
szitk, hogy a vizszintes egyenesnél az O-t6l balra, a fiigg6leges
egyenesnél az O-t61 lefelé vannak a negativ szdmok. Mérmost
minden tovdbbi nélkil tudunk ¢szdmpdrokats elhelyezni.
A vildg minden szdmpédra koordindta-rendszeriinkben egy-
egy pont, f6ltéve, hogy valds szdmok pérjairs] van sz6, mivel
mindkét tengelyen valés szdmokat dbrdzolunk. Komplex
szdmpédrok nem helyezheték el egy és ugyanazon sikban.
Ehhez két sik szitkséges és okkor «konformis leképezéshem
jutunk. Ez azonban mér messze tGl van a mi kereteinken,
mert a matematika legfels6 részeibs tartozik.

HUSZONHARMADIK FEJEZET

Analitikus geometria

Célunk a végtelen analizisének, az . n. fels6 matematiké.
nak alapfogalmait megszerezni. Minden lépésiinkkel 4j el8-
készitbanyagot gyiijtiink e cél szdmdra. Bizonyos mértékig
elhanyagoljuk a részletet, az egyest, bdrmilyen érdekes és
fontos is az. Ks sok mindent csak a legdurvdbb kérvonalaiban
vagy a kozonséges tanitdsban szokatlan megvildgitdsban
mutatunk be. Eppen igy most igen hézagosan és nkényesen
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térgyaljuk majd a koordindta- vagy mdskép analitikus geo-
metriat, jollehet éppen ez egyik fGicliétele a fels§ matemati-
kdnak. De ne fecsegjiink tovdbb, hanem cselekedjiink.

Kezdjiik azzal a ldtszdlag nem idetartozé kérdéssel, hogy
mily foltételeknek kell eleget tennick valamely egyenesre
merdleges egyenes daraboknak avégre, hogy végpontjaik
egyetlen egy egyenessel csszekothetSk legyenek. Ugy jérunk
el — a geometria gyakori szokdsa szerint — hogy f6ltételez-
zitk az egyenessel valé Gsszekotés lehetBségét és keressitk
ennek a «oltételeity.

85, dbra.

Gondoljuk, hogy a «g egyenes» pontjaiban A-t61 IK-ig
merflegeseket 4llitunk s ezek pontosan oly hosszGak, hogy
végpontjaik mind egy egyenesen, a g,-en vannak. A meg-
jelolt mer@legesek 1,-t61 ly-ig tetszlloges tdvolsigban vannak
egymdstol. Ha az A4 pontot vilasztom a mérés kiindulo-
pontjénak s megvdlasztom a hosszisig egységét, akkor meg-
eshet, hogy egyik, vagy mdsik merlleges talppontja irracio-
nélis szdmboz tartozé pontra keril. De ez minket, tudjuk,
gemmiképpen sem zavar. A keresett foltételt kevés geometriai
vétermettséggel is azonnal leolvashatjuk az 4brdrdl. Az AB,
az I, 63 az a, egyenesdarabok derékszdgli hdromszoget alkot-
nak. Bzzel hasonlé az AC, 1, é3 az a,+a, egyenesdarabolhdl
4116, szintén derékszog hdromszég. Hzzel pedig szintén
hasonlo (tehat a legelsGvel is) az AD, I3 és az a,tay,+ay
egyenosdarabokb6l 4116, szintén derékszogt hdromszég. Ks
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fgy tovébb, pl. az dbrdn levl utolsd derékszdgl héromszogig,
amelyet az 4K, l;, a;+4a5-+...-a, egyenesdarabok alkot-
nak. E héromszogek hasonlésdgdbél azonban koévetkezik,
hogy két-két befogd viszonya valamennyinél ugyanaz. Mint-
hogy a mer6legesek végpontjainak egyenessel t0rténd ossze-
kothet6sége a hdromszdgek hasonlosdgdbdl kovetkezett, a
hagonlésdg pedig a befogbk viszonydnak 4llandésdgdbdl,
bizonyos, hogy a keresett foltétel éppen e viszony azonossdga.
Mivel pedig a fiigg8legesek egymdstol val tdvolsdga, vagy —
ami ugyanaz — valamely fix ponttol valo tdvolsiguk tetszd-
leges, azért a g, egyenes helyzetének jellomzésére elég, ha
egyetlen egy fiigeGleges és tévolsdg viszonydt ismerem.
Legyen plL

tdvolsdg : fliggbleges=m : n,
azaz

n-szer tdvolsdg=m-szer filggdleges,

tehdt
n-gzer tdvolsdg

fliggbleges = -

Fz az utolsd egyenlet nyilvdn egy fiiggvényt képvisel,
mivel ha irjuk, hogy a tetsz8leges

fiiggdleges=y,
tdvolsdg =z,
akkor lesz

"
y=wu%

Az n/m tort helyett rovidségért frjunk pl. k-t. Tehdt végiil
y=kx
a foltétele annak, hogy a szébanforgd végpontok egy egyene-
sen legyenek.

Példdul vegyiik a k=2 esetet. A megfeleld egyenest, mint
birmely mds egyenest, két tetsz6leges pontja kijeloli. Te-
kintsitk egyenesiinket derékszégli koordindta-rendszerben és
vélagszuk ily kijel6l6 pontoknak az =38 és az x=—2 érté-
keknek megfelel6ket. (Lésd 217. lap).

Mivel az y=kz jelentése k=2 esetén y=2z, igy =3 ese-



36. 4abra.

tén y=6 &3 x=—2 esetén y=—4. Atmegy a O-ponton is,
mivel =0 esetén y==0. Az olvas6 legeélszertibben milliméter
papiroson keresheti meg tetszlleges x-hez a megfeleld y-t,
8 meggylzddhet réla, hogy valamely z-hez kiszdmitott y
végpontja mindenkor az egyenesen van. Az el6bbiek szerint
tehdt az egyenesnek megfeleld egyenlet: az egyenes egyen-
lete egy y=hx alakt fuggvény. Mindkét viltozd (ismeret-
len) az 1-88 hatvanyon szerepel. Az ily figgvényt mond-
juk linedrisnak, a linea==egyenes vonal szérél. Mielftt még
tovabb mennénk, széljunk néhdny szot az egyenlet és a
fiiggvény szénak felvaliva térténd haszndlatdrdl. Roviden
végziink ezzel a dilommdval. Megdllapitjuk, hogy minden
figgvény egyenletnek nevezhetd, mert y-=f(x) alakban,
egyenl8ségnek frhaté. De nem minden egyenlet fiiggvény.
fgy példdul 5224-8x--9=27 biztosan egyenlet, de nem fitgg-
vény. Csak az z szerepel benne mint ismeretlen, ez meghatd-
rozhat6, de nyoma sinesen benne fiiggetlen vagy fiiggh vil-
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tozénak. Bz a kettls szdhaszndlat is nehézséget okoz a kez-
dének.

Az egyenes egyenletének vizsgdlata azonban még nincs
kész. Allitjuk ugyanis, hogy pl. az

y=2z+3

alaku figgvény is dinedrisy, azaz egyenes a geometriai képe.
Tegyiink pr6ébdt rajzban (87. 4bra). Figgvényinknél z==3

37. 4bra.

osetén y=9 és x—=—2 esetén y=—1. Bz az egyenes nem megy
4t a koordindta-rendszer kezdSpontjén. Ez abbél is kovet-
kerik, hogy z==0 esetén y nem 0 (hanem -}3). Ha =0, az
geometriailag azt jelenti, hogy keresem az ordindta-tengely
azon pontjit, amelyen egyenesiink 4tmegy. Eppen igy y=0
véve, geometriailag az egyenesnek az abszeissza-tengellyel
valé metszéspontjdnak a megdllapitdsa. Példdnkndl e met-
széspontok tehdt x=0, y=2.048=8; y=0, 0=2z-}3,
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ahonnan —-_-v———g—. Egy pillantds 4dbrdnkra igazolja, hogy

egyenesiink valéban 4tmegy az ordindta-tengely --8 és az absz-
cissza-tengely —3/, pontjén. Uj szémolé- és gondolkod6gépink
ismét rendkiviili vardzseszkdznek bizonyul és kiilondsen rej
télyes, mert aritmetikét és geometrids fiz Gssze. De ezt még
ismételten, bonyolultabb példédkon is tapasztalni fogjuk.
Léssunk mindjért fzelit6t. A O ponton dtmend egyenes
egyenletéiil az
V="

oOsszetiiggést dllapitottuk meg, basonlésdgai meggondoldsok
révén. Itt n/m a fiigglegesnek a tédvolsdghoz valé viszonydt
jelenti. B viszony — két befogé viszonya — az «-szadg trigono-
metriai fiiggvénye.

n
o« R

m
38. dbra.

Még podig a mér ismert értelmezés szerint az o tangense :
n
tg o=—-
g m

Az n/m=k jeloléstink szerint az
y=ka
egyenletben az z egyiitthatdja, k annak a szdgnek a tangense,

amelyet az egyenes az abszcissza-tengellyel alkot. Eppen igy
az &ltaldnos helyzetd egyenes

y=kx--¢

egyenleténél, ahol ¢ tetszbleges dllandd. Hogy ez is egyenes
egyenlete : az nyilvinvald, t. i. a megfelel§ vonal az y=ke
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egyenes 6nmagival pérhuzamosan, ¢ hosszisiggal valé el
toldsa. Tehdt szitkségkép szintén egyenes. De ha a tangenst
ismerjik, akkor ismerjik a szoget is, az egyenecsnck a pozitiv
abszeissza-tengellyel bezért szogét. Ennsk a meggondoldsnak
a késObbiek sordn még j6 haszndt fogjuk venni.

Megbardtkozva mindezekkel, analitikai ambicidink any-
nyira megduzzadtak, hogy gérbe vonal, példdul kér egyenle-
tét iy meg akarjuk 4llapitani.

Y

e e

AN

39. dbra.

Vagyis oly képletet keresiink z és y koz6tt, amely az egyes
w-ekhez oly y-okat szolgdltat, hogy a végpontok egy korén
vannak. Rogtén l4tjuk, hogy csak azoknak az z-értékeknek
van megfeleld y-értékik, amelyek ugy a pozitiv, mint a
negativ irdnybah nem nagyobbak a korsugdrnal. Mert pl. a
C-beli fiigg6leges nem metszi a kort. De kiilénben, hogy fogjak
neki kényes foladatomnak? Taldn ismét egy «viszony» segit
célhoz? Bdrwmely szobajohet8 z-hez tartozd foggllegesnek
a korrel valé metszéspontjét a (koordindta-rendszer kezdd-
pontjdul vélasatott) kozépponttal osszekdtve : a kir egy-egy
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sagardt kapjuk. Ekként csupa derékszogfi héromszog
adédik : 4tfogbjuk egy korsugdr, befogbjuk egy abszeissza
é8 egy ordindta. Fzeket sorban v, x és y dltal jelolve a Pytha-
goras-tétel szerint

1P =rt
Tbbé8l az egyenlethd]
. =t
behdt ~
Y=+ Y 1%—2>.

Sokszor fog y irraciondlisnak adddni, de ez a gydkvonus
természetébll azonnal kovetkezik. Az y szdmdra tehit a
szdbajbhetd z-ek bérmelyikét véve, két, csak elbjelben kiilon-
boz8, vagyis abszolut értékre nézve egyenld értéket nyeriink.
Abrénk valéban azt mutatja, hogy az z-hez két y tartozik,
egyik a kor felsd, mdsik a kor alsé feléhez. Do mindkettd
hosszisdgra nézve ugyanakkora, esupdn elGjelik, ezzel hely-
zetiik a koordindta-rendszerben kitlonboz8. Lidtjuk, hogy amit
aritmetikai aton nyertiink, az geometriailag is helyes. Valo-
ban bémulnunk kell a koordindta-geometria vardzserejét,
mert szinte érthetetlen, hogy masutt tanult dolognak, miként
jelen esetben a négyzetgydk kétértékliségének, gevmetriai
jelentése van. Kétségtelen, hogy az emberi elme egyik 'eg-
nagyobb eredménye az aritmetikdnak és a geometridnak ez
‘s bdmulatos, a kezd6t némelykor zavarbaejtd osszetiiggése,
egybetaldlkozdsa. Ennek a bizonyos értelemben vett azonos-
sdgnak gyokerekiz mené megmagyardzdsa mély és nehéz
matematika-filozofiai fejtegetések tdrgya. De ez mér a mi
kereteinken kiviili. Xippen ezért a legegyszerfibb indokoldsra
szoritkozunk. Ez pedig az, hogy mi voltakép nem geometridt
fiziink a koordindték alkalmazisakor. Mi két egymdsra merd-
leges szdmegyenesen szédmpdrokkal dolgozunk. Ezek azonban
a sik pontjaiként jelentkeznek mint szimbolikus leképendsck.
De mert sikban fekszenek, engedelmeskednek & sikgeometria
torvényeinek. Csak filoz6fdlni szevetd olvastk szdméra jegyez-
tik ezt meg. Az analitikus (azaz koordindta-) geometria
bérmely j6 tankényve belevildgit o dologba.

Még mésként is akarjuk illusztrdlni a koordindta-geo-
metria mivoltdt. Azéltal, hogy megprobdljuk a kér egyen-
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letével a mésodfokt (négyzetes, kvadritikus) egyenlet meg-
oldésdt.
A kér egyenlete

Kereshetjiuk tehdt a kor azon pontjdt vagy pontjait,
amelyeknél y=0. Az el6bbi egyenlet négyzetreer~rlt= ntin

Y=g
alakd. Ha y=0 tartozik lenni, akkor
O=12—0? 8 o=’

Vagyis © = 1/1%=4r.

v
\“
Ll
G\ ~I5 ®
_.d-'"‘
40, dbra.

Ahol y=0, ott metezi korink az abszoissza-tengelyt.
A metgzéspontok P és Q. A négyzetgytk kétértékiisége itt
is mutatkozik.

Ily moédon 4ltaldnos egyenleteket is megoldhatunk.
Ugyanis bdrmely egy ismeretlenti egyenlet Ggy foghaté f6l,
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mint oly fiiggvény, amelyben y-t 0-val egyenlének tettiik.
Pl ha az
#2—25—15=0

egyenletrfl van sz6, akkor vegyiilk az ennek megfelel§ ko-
vetkezd fiiggvényt
Y=2*—22—15.

Az egyenlet szdmdra mint megoldds az az = adédik
grafikus Gton (azaz rajz segitségével), amelyben a fiiggvény
geometriai képe (a fiiggvénynek megfelel§ gérbe) metszi az
abszeissza-tengelyt. E metszéspontban (metszéspontokban)
ugyanis y=0. Ha a g6rbét milliméterpapiroson f6lvett
koordinéta-rendszerben rajzoljuk meg, akkor ily metszés-
pontokul az z=5, x=—38 pontokat taldljuk. Ezt a grafikus
moddszert oly egyenletek kozelitd megolddséndl is haszndl-
hatjuk, amelyek aritmetikai megolddsa nehézségekbe fitks-
zik. PL amelyeknél az z 4-iknél magasabb hatvdnyon fordul
eld. Az ilyen egyenletekné]l 4ttérve a megfeleld fiiggvényre,
kiilonbozd z-ekhez tartozé y-ok révén iparkodunk lehetl
pontosan megrajzolni a fiiggvény geometriai képét, az illetd
gorbét. Probalgatdssal oly wz-ek valasztdsira toéreksaiink,
amelyek kornyezetében gorbénk kozeledik az abszcissza-

v

K

41, Abra,
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tengelyhez. Ha elég kozel ért e tengelyhez, akkor a behelyet-
tesitendd x-eket lehetdleg sfirlin, egymdshoz kozel vessziik-
f61, hogy a metszéspontos, vagyis a megolddst szolgdltats z-et
kell§ pontossdggal kapjuk. Probdlgatds kozben tal is halad-
hatunk ezen a ponton. A 41. dbra (223. lap) mutatja ezt a
helyzetet, ha valamilyen tetszéleges gorbét rajzolunk.

De ennél a téménsl sem id6zhetiink tovdbb, mert a meg-
ismerendd anyag részletkérdésel egyre szémosabbak lesznek.
Csak annyit jegyziink még meg, hogy az z el6fordulé legma-
gagabb hatvinyatol fugg dltaldban, hogy a gorbe hényszor
metszheti az abszeissza-tengelyt. Linedris egyenletnek egy
metszéspontja van, mésodfokinak kett6, harmadfokanak
hirom stb. Igy minden egyenletnek annyi megoldésa van,
.ahédnyat a legmagasabb x hatvinykitevd mutat. Azt esak
mellesleg emlitjiik, hogy képzetes és <komplex» megolddsok,
ill. metszéspontok is léteznek.

Gyakorlati okokbd] intézziik el még gyorsan az 4ltaldnos,
tgynevezett vegyes mdsodfokt egyenlet aritmetikai megol-
ddsét is. Ebben az # fgy elsd, mint mdsodik hatvdnyon
szerepel. Altalénos alakja tehdt

22 4-bx-t-e=0

ahol b, ¢ tetszlleges pozitiv vagy negativ, megadott (vagy
ilyennek tekinthetd) allandék. Egyenletink igy irhato,

22 -bp==-—c.
A mér ismert

(o-+bYP=a?4-2ab-b*

képlothe a helyett z-et é3 b helyett —I;— -t frva, kapjuk

o PP o P
o4 o) =o' bot

Az itteni jobboldalt egyhevetve egyenletiink baloldals.
val, azt ldtjuk, hogy az utébbi majdnem egyenld az

[o+2)

A
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kifejezéssel. A pontos egyenl8séget elérjilk, hd egyenletiink
b .
mindkét oldaldhoz vy -ot adunk. Kapjuk

2 2
Pt o=t I,

=

E foghssal — teljes négyzetre valé kiegészitéssel — nyert
el6bbi egyenleth8l konnyl az z-et izoldlni. Elbszér is

m+%=iv/?i;
=——-i!/-——6

E rendkiviil fontos képlet segitségével bdrmely négyzetes
egyenletet meg tudunk oldani. A kiinduldsul vett egyenlet-
ben 2? egyiitthatéja 1. Ha nem ilyen egyenletrll van sz6,
akkor el6bb az x? egyiitthatéjdval az egyenlet mindkét olda-
14t elosztjuk.

- Alljon itt példaként a kovetkez§ egyenlet

vagyis

ebb6l pedig

4z L Te—5T=0
megoldésa. Elbszor is szabaditsuk meg z*et egyiitthatéjs-
t6l: osztunk 4-gyel:
x24- —7—w-——§;7— 0.

Az el6bbi képletbeli b = 1, 63 a c—————5—7—

4
Tehdt példdnkndl

Colerus: 1 X1 18
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57
—g+) Tt
T 49F57.16
=T EEY T e
7 961
‘“'s“i'i/w
)
878
78l
8
o s 7 81 .
Tehdt az x egyik 6értéke _§+—8—=3’ a mdsik
_r_ s _ 88 19 .8
88 8§ 4 T4’

Az y=4¢2+7m—57 fiiggvény gorbéjének az abszeissza-
engelyt az

, 8
2=98 68 :19__-——4Z

pontokban kell metszenie, amir8l az olvasé milliméter papi-
roson meggy6zédhet.

A koordindta-geometridrol sz6l6 fejezetiinket, amely szin-
tén kiillonboz8 kitérésekre csdbitott, a kovetkez ismétlé-
sekkel, megdllapitdsokkal, illetve tdjékoztatdsokkal végezzik.

Bérmely
Yy =f(=)

fiiggvénynek koordindta-rendszeriinkben a képe egy gorbe.
A «gorbe» elnevezés ald véve az egyenest, a voltaképpeni gor-
bék hatdresetét, a gorbilet (gorbeség) nélkili vonalat is.
A zérus hatvinyt6l kezdve mér tobbizben taldlkoztunk azzal
az eljdrdssal, hogy els6 megismerés szerint taldn Gssze nem
tartozé dolgokat egységes rendszer nyerése végett Lozos
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felsbfogalom al4 soroztunk. fgy tekintjik az egyenest is
gérbének (gorbe vonalnak). A gbrbéknél beszélink 1-s8,
2-0d, 8-ad sth. rendd gbrbékrdl az z legmagasabb el6forduld
hatvdnya szerint. Pl az egyenes elsf, a kor mésodrendd gorbe.
Mégodrendtiek az Gsszes kiipszeletek : az ellipszis (kozdttik
a kér), a parabola s a hiperbola. A magasabbrendl gérbék, pl.

y=a°4 2% 6x—17,
Y = 27 | 4% — To — 49

magasabbrendd (8-ad, illetve T-ed rendd) paraboldk.

Sok tovabbi érdekes, csdbitd foladat kindlkozik a koordi-
néta-geometridban. Pl kiszdmitani két gorbe metezéspont-
jainak koordindtdit, vagy megéllapitani valamely gbrbe
érintjének (mint bizonyos egyenesnek) az egyenletét. De
melléznink kell mindezeket, hogy mieldébb az &. n. fels§
matematika problémaival foglalkozhassunk. De hogy a
kérdéssel foglalkozni tudjunk, a kdvetkezd fejezetben teljes
hatérozottsdggal fogjuk megfogalmazni és torténeti fejlé-
désén is végigtutunk.

HUSZONNEGYEDIK FEJEZET

A kvadratura probléméja

Minden olvagé hallott mdr bizonydra valamilyen Ossze-
fiiggéshen a kor négyszdgesitésérdl. S5 azt is hallotta, hogy
ez épp gy megoldhatatlan, mint a perpetvum mobile
szerkesztése. ‘

Mit neveziink négyszdgesitésnek, kvadraturdnak? Nos,
oz lényegében nem mas, mint tertiletmérés. Mert a feladat
vagy azt kivdnja, hogy bontsunk egy kort négyzetegysé-
gekre, alakitsuk ilyen négyzetek Osszegévé, tehdt mondjuk
meg, hogy teriilete hdny négyzetegység (mondjuk négyzet-
nilliméter), vagy pedig azt, ami lényegében Ggy sem més,
hogy 4brézoljuk olyan négyzettel, amelynek teriilete éppen
a kor terilletével azonos. Mér régebben 18 sejtették, de esak
a mult szézad nyolevanas éveiben bizonyftotta be Lindemann,
hogy ez a feladat megoldhatatlan, bérmilyen kicsiny egysé-

16*
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get vdlasztok is. A 7 szdm tehdt végtelen tizedestort, jellegre
nézve irraciondlis, 8 tekintve, hogy a kor teriilete mindenkor
2z, gy raciondlis r esetén a teriilet csak irraeiondlis lehet.
Ilyen szdmot azonban soha sem lehet mérésre hasznalt négy-
zetekkel dbrdzolni, mert ut6bbiak méretét végtelen kiesinek
kellene vélaszianunk, hogy ne maradjon a teriiletbll semmi.

De mdr a nagy Archimedes is tudta, hogy a kérnél bonyo-
lultabb idomok is léteznek, 8 még sines teriiletitk kifejezésére
iraciondlis szdmra sziikségiink. S nehéz elképzelny,- hogy
miért volna lehetetlen, hogy valamely gorbe vonalakkal
hatdrolt idom teriilete torténetesen raciondlis szdmu teriilet-
egységgel egyenlb. S8t ezt még igen észszertl bizonyitékokkal
is ald lehet tdmasztani. Ha nagyon egyenletes vastagsigd
kartonbél kivigunk egy négyzetet, mondjuk olyat, amelyik-
nek oldala 1 centiméter, stlydt preciziés mérlegen lemérjitk
s kerekszdmban —1% grammnak taldljuk, akkor feltétlenil
lehetséges ugyanabbél a kartonbél, kell§ gondossdggal, pon-
tosan 8 gramm stlyd, de gorbe vonalakkal hatdrolt idomot
kivigni. Az idom teriillete ekkor biztosan 80 négyzeteenti-
méter. Trraciondlis szdmokr6l nines is szo.

Ilyen megfontoldsokon kiviil sok gondot okoztak a gérég
matematikusoknak példdul a «keosi Hippokrates holdjai.
Kvadraturdjuk Pythagoras tételének éltaldnositdsdn alapul.
Mir az 6korban bebizonyitottdk, hogy nem cgak a befogok
1616 rajzolt négyzetek teriiletének 4sszege egyenld az dtfogdn
rajzolt négyzet teriiletével, hanem é&ltalaban az is igaz,
hogy a befogok 616 rajzolt hasonl6é idomok teriiletének osz-
szege egyenld a hozzdjuk hasonlo és az dtfogbra rajzolt idom
teriiletével. Mellékesen ez az &ltalinositott Pythagoras tétel
a (zamarak hidjdnake igen egyszeri és szellomes bizonyitd-
gdra is alkalmas,

C
42. dbra.
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A 49. ébrén l4that6 derékszdgli hdromszoget a magassig
két, hagonld, részhdroraszogre bontja. Hagonlék, mert meg-
folols szogeik egyenlfk. A kéi héromszog 8 befogok £616 raj-
zolt hasonl6 idomnak tekinthet8, hab4r befels rajzoltuk Gket.
Az egész hiromszog a szogek azonossiga kovetkeztében
szintén hasonl6 a részhéromszogekhez, 8 az «tfogéra rajzolt
hasonlé idomnak» is tekinthetS. Ebb6l az é&ltaldnositott
Pythagoras tétel helyessége szembettl vildgossdggal mutat-
kozik. A befogéhoz tartozé hdromszdgek osszege ugyanis
nem egyéb, mint maga az «4tfogora rajzolt hiromszoge.

43. dbra.

Az 4ltaldnositott Pythagoras tétel alapjén az é4tfogora
rajzolt félkor teriilete is egyenl6 a befogéra rajzolt félkorsk
teriiletének Osszegével. A félkorsk ugyanis mindig egymdshoz
hagonlé idomok. Mivel dbrdnkon az 4tfogéra rajzolt félkor
a hdromszog 63 a fehér 8, és S, szegmensek teriiletébdl tevd-
dik 6ssze, tovdbbd a befogé folé rajzolt félkérok terilete az
S, hold és az M, szegmens, illetve az S, hold és az M, szeg-
mens 'oeruletének az Osszege, a% altalénositott Pythagoras
tétel értelmében igazak a kovetkezd egyenléségek :

Hiéromszog tertilete + 8,49, =( 1+S1) +(Mo+-S,)

Hiromszog terilete + 8,45, M,+-M, + 8;+8,
Héromszog terillete = (Ml—{—M,_,)—{—( 1—{—5'2)——( 1—]—82)
Héromszog teriilete = M M,

Meglepetéssel 14tjuk, hogy elemi geometriai eszkozokkel
sikeriilt a «holdacskdks terilletének Osszegét meghatérozni.
A héromszog teriilete ugyanis oldalaibél mindenkor meghaté-
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rozhat6. A holdacskdk viszont minden oldalré! girbe vonal-
lal hatérolt idomok lévén, joggal kelthették awmt a gyanut,
hogy teriiletitk csak irraciondlis szdmmal fejezhet6 ki. Két-
gégtelen azonban, hogy ez nem igaz.

Mint emlitettiik, ilyen é8 hasonld dolgokat mér az Gkor-
ban is ismertek 8 ezért azt hitték, hogy a kérmérést modsze-
reik tokéletlensége hiusitja meg. Ehhez jdrult még egy koriil-
mény. A kvadraturdnak a térbeli megfelelGje az tigynevezett
kubatura, vagyis valamely testnek egységkockdkkal t6rténd
dbrézoldsa. Mar eleve lehetetlen volna egy kilogramm korte
lemérése vagy egy-két liter trtartalmt 6blos korss gydrtdsa,
ha gorbe vonald, illetve feliilett idomok kubaturdja nem volna
lehetséges. Kubatura és kvadratura lehet8sége tehdt nem a
felitletek szabdlytalansdgin és hajlisdn milik, hanem azon,
hogy hidnyzik a foliilet lefrdsdhoz sziikséges matematikai
modszer. Derékszogl négyszog, haromszdg, gula, hasdb, vagy
akér trapéz 63 oktaeder teriilete, illetve kobtartalma meghata-
rozhat6, ha kell§ szdmi meghatdrozé adat rendelkezésre 41l
Kipndl, hengernél és gombnédl mir a 7 nem keriithetd el,
hasznilata kovetkeztében ismét taldlkozunk az irracionalitds
fogalmdval. A forgési ellipszoidndl mondjuk gzintén. De a
matematika legnarryobb rejtélyel és legégetbb probleméd
kozé tartozott, hogy miként lehet bonyolult médon gorbe
feliletd vagy korvonald idomok kubaturdjdt és kvadratur-
jét elvégezni, anndl is inkdbb, egyik-mdsik idom teriiletés
illetve kobtartalmdt silymérés alapjan meg tudtdk haté-
rozni, Tulajdonképpen mdr elmondott dolgokat ismétliink,
ha elmondjuk, hogy képzeljik magunkat azon matematikus
helyzotébe, akitdl megkérdezik : kubaturdnak tekintendG-e
az, ha 25 kébeentiméter, pontosan kimért 1 em® nagysdgt
koekdkban eldtiiink fekv§ 6lmot beolvasztunk és feltételezve
azt, hogy az 6lombd! nem vész el semmi, valamilyen szabdly-
talan alakd «kaldesots éntiink belble. Mi torténik, ha a kaldes
salydt lemérve moeggydzddink arrél, hogy stilya a 25 koeckds-
val azonos ; 6és mégis azt 4llitjsk, hogy a kaldes kubaturdja
nem végezhetd el? Hisz kideriil, hogy a kobtartalom ponto-
san 25 cm®. A matematikus nem szdméra marad més felelet,
be kell vallania, hogy a matematika nem tudja a kubaturds
elvégezni. Hacsak keriil§ Gton nem. Példdul Ggy, ahogy Archi-
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medes tette, aki syracusai Hieron kirdly keorondjdnak arany-
tartalmdt azzal hatérozta meg, hogy a korendt vizbe mértva
megmérte és meghatérozta a kiszoritott viz stlyét. Ez a hires
archimedesi tantétel.

De ne szaporitsuk a sz6t. Evezredek gondolkoddsa, a leg-
régebbi 1d6ktdl Keplerig mégis némi fényt deritett a problé-
méra. Ugyannyira, hogy Kepler, aki a nagyon b8 bortermési
1624, évben alapos tanulminyok tdrgyavd tette a boros-
hordékat, mér nem csek irtartalmukat vizsgdléa, hanem azt
i3, hogy miként lehet lehetd legnagyobb trtartalma horddt
legkevesebb f4bol elf4llitani. (Ennek a kovetelésnek geo-
metriai jelentése lehetd legkisebb feliletli idom kevesése.)

A tizenhetedik szédzadban, — elég ha Fermat, Cavalieri,
Pageal, Gregorius a Sto. Vincentio, Wallis, Sluse és de Witt
nevét emlifjitk — mér minden oldaltdl kozelebb férkdztek a
kvadratura és kubatura nehéz problémdjdhoz és sok fontos
és helyes Osszefiiggést taldltek meg. Részben Archimedes
modszerét hasznaltdk fel, de ezzel itt még nem foglalkozha-
tunk. Teljes vildgossdgot a dologra csak a Leibniz és Newton
altal felfedezett infinitézimélszdmitds vetett.

Hizzel most befejezziik torténelmi elfaddsunkat és meg-
prébéljuk, a kvadratura problémajat lépésrbl-18pésre, lche-
t8leg kézzelfoghatéan megoldani, A probléma kényes, még
ma sem teljesen tisztdzott filozdfiai részeire természetesen
nem terjeszkedhetiink ki, nines is széndékunkban. Oly médon
foglalkozunk a probléméval, hogy ellenfoliink sokszor fogja
kétségbeesetten az égfelé forditani szemét. De hissziik, hogy
tobbet ér, ha a dolgokat legaldbb koriilbelil értjik, mint ba
sehogyan sem. Anndl ig inkédbb, hisz nem kdvetiink el mast,
minthogy olyan dolgokat frunk le, amelyeket a X VIII. szdzad-
ban még a legnagyobb matematikusok sem tartottak hely-
telennek. 8 a tdbbre, helyesebbre vigyé olvasé kés6bb a
matematika nagy és szigort tudésainak mfivei segitségével
taljuthat a mi kuruzsldsszerfi fanitdsainkon.

Beverzetésiil megemlitjiik, hogy a kvadratura probléma

* Bzéndékosan hanyagoljuk el a nagymértékben hasonlé kubatura-
problémét, mert esak az analitikus sikgeometridval széndékozunk fog-
alkozni.
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csak akkor lett hozzdférhetd, amikor a koordindtageometria
ismertté valt. Lényegében ocsak Descartes utdn. 8 most
fejiinkbe vessziik, hogy olyan idom teriletét fogjuk meg-
hatdrozni, amelyet nem csak egyenes vonalak hatdrolnak.
Példdul az OBC idomét,

44. 4bra.

A K gorbe nem koriv. Valamilyen gorbe ez, de kitfnik
azzal, hogy véletlenill ismerjik az egyenletéts. Legyen ez az
egyenlet y=f(z), vagyis bdrmely z-hez tartoz6 y behelyettesi-
tésgel kiszdmithato. Szdndékosan nem frunk ide valamilyen
bonyolultabb fiiggvényt, hogy késébb konnyebben szédmol-
bassunk. Peltételezziik azonban, hogy az f(z) valamilyen
bonyolaltabb kifejezést jelent, olyant, amely egyiitthatés x
hatvinyokb6l és alland6kbol all. Ilyen kifejezést jelent tehdt
az f(x), de a részletek pillanatnyilag nem érdekelnek.

A kezd8t ez a megnovekedett altaldnossdg esetleg zavarja.
Most mér nem is 4ltaldnos szdmokkal szédmolunk, hanem
még magasabb egységekkel, fiiggvényekkel. Hppen ezért
mégegyszer roviden rdmutatunk a dolgok lényegére.

y=f(z) legyen példdul y = %l -+ 8.
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Természetesen éppentigy lehetne y=8x--4x19, vagy
valami egészen més is. Példdul y=2 ¢/ 21—1 (—:; + 17). Vala-

mennyi esetnek kozos tulajdonsiga az y=jf(z) alak. Vagyis
mlndegylkné feltételezziik, hogy az érteke szabadon vé-
lagzthat6 és ezdltal az y érboke 18 sriikségképpen adott. Arit-
metikai szempontbdl tehdt mindegy, hogy y-t vagy f(z)-et
mondunk. A két mennyiség azonos, geometriai jelentésiik
ordindta, s az ordindtdk végpontjai alkotjak a gorbét.

Még egy kis kozbevetett megjegyzés mislStt még a kvadra-
tura, feldezésének nekifogndnk. Fiuggvénynek azt a koril-
ményt nevezzik tulajdonképpen, hogy egy mennyiség vala-
milyen térvényszerliség kovetkeztében fiigg egy masiktdl.
Minden gyermek tudja, hogy a testek a hd hatdsdra kitdgul-
nak. Ezen a tapasztalaton alapul a higanyos h6mér§ is. Tehdt
mondhatom, hogy a tdgulds a h6mérséklet figgvénye. Eazrével
lehet ilyen példat emiiteni. Utazdendl & megtett tdvolség
a sebesség figgvénye. A szabad esés sebessége fiiggvénye a
f6ld vonzberejének, az ember testmagasséga kordnak fiigg-
vénye. Még a bornak, vagy a gorgonzola sajtnak a jésdga 18
tiggvénye az iddének.

Minthogy a kér teriilete a sugardtol fugg, tehdt a teriilet
a gugdrnak a fiiggvénye. Vegyiink most egy példat a minden-
napi életbdl. Minden dohdnyos tudja, hogy & vastagabb ciga-
refta ize enyhébb. Ugyanaz a dohdny vékonyabb hiivelybe
toltve erbsebb {zdl, mint vastagabb hiivelyben. Mi ennek a
magyarézata? A magyardzat nagyon egyszerfl. A papir
mennyisége a cigaretta vastagsdgival linedrizan noévekszik. A
kertilet=2r7. Ha r mondjuk 5 milliméter, akkor (2.5.814)==
=81-4 milliméter papir fust;e jut egy szippantdsba. Ha r=1C
milliméter, akkor a papir ég8 kerilete (2.10.8-14)=623
milliméter. Az ég8 dohdnyfelilet viszont az r?z képlet adja.
r=5 mm esetén a felilet (25.8°14)="T85 mm?, r=10 mm
esetén pedig (100.8-14)=814'1 mm? Tigy négyzetmﬂliméter
628 dohényra es6 papir vékony cigarettdndl sokkal tobb,
mint a vastagnal, vagyis gyakorlathan ez azt jelenti, hogy az
«nyheségy négyzetes fiiggvény lévén sokkal gyorsabban né,
mint a linedris «er8sségy. Ha fiiggvények képét mograjzolom,
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ugyanezt ldtom.! Ezért enyhébb {zfi az ngyanolyan anyagbol
késziilt vastagabb cigaretta, mint a vékonyabb.

Végiil még egy paradoxonnak l4tsz6 példa Georg Scheffer
kényvéb8l. Gondoljuk, hogy az egyenlitén egy csupa 1 méter
hosszt részbdl 4116 vasgylrd fekszik. A féldet sima, geometriai
szempontbol is pontos gémbnek tekintjik. Mennyit tdgul a
gylirl, mennyire emelkedik fel a f6ld felszinérdl, ha valahol
még egy 1 méter hosszi darabot beiktatok. A «jozan esze»
alapjén mindenki azt mondani, hogy a lazuldst bizonyéra
észre sem lehetne venni. A tdvolsdg nem lehet 14thatd, hisz
mérete legfeljebb néhdny milliomod milliméter lehet. Semmi
esetre semn ilyen egyszerd a dolog. Példdnk nem esak a «jézan
ész» megbizhatatlansdgirdl gyéz meg, hanem a matematika
esodalatos egyontettiségérsl is.

Igy kovetkeztetiink : az eredeti kor kerillete 2rx. Sugara

tehdt —%Ti Az 1 méterrel novelt sugard kor keriilete (2rz-4-1),

2n
tehdt sugara 2rrtl mivel a keriiletb8] a sugdr mindenkor

T 2r
a Efgukt— képlet segitségével adodik. Vonjuk ki a kisebb su-
T
garat a nagyobbikbdl, ezzel megkapjuk, hogy mennyire 41l
el a gylrd. -

Irz+1 . 2rr

97 o7 -
Qv 1 2rm
s +2_7:.— 2

T = (T4volsdg) = —21—7; .

T = Tévolsdg

=T

Méterben szdmolunk, tehdt 1:%2z=1 m:6:283=15'92
cantiméter, kereken tehdt 16 centiméter az eredmény. Valo-
ben meglep8! A f6ld koril fekvd gytirti 40,000 kilométerébe
iktatott egyetlen méter az egészet 16 centiméter magasra
emeli. A matematikus nem ecsodlkozik. O ugyanis a

1

T=5-

! Az cenyhesbgr képe parabola, az «erbsségéy egyenes.
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Osszefiiggésbll 14tja, hogy a T tévolsdg csak a =-t6l fiigg,
tehdt olyan mennyiségt6l, amelynek semmi koze a sugdrhoz.
Felirnd, hogy

y=T={(n)

8 ezzel azt fojeznd ki, hogy az eltdvolodas Gj darab beiktatdsa
esetén mindig ugyanannyi, akdr az egyenlit6rdl, akér egy
arany karikagyfirir6l, vagy pedig a kornek képzelt Neptun-

pélydrdl van is sz6. Altalinos érvényfi osszefiiggés, hogy
D
y=T= o’
ha D jelenti a beiktatott #ij darabot. Ha térténetesen a kdr
keriiletével egyenl6 hosszasdglh részb iktatok be, vagyis
2rn-t, akkor az eredmény

Qrr

= —_———

2

8 ez azt mondja, hogy kétszeres keriiletl kor sugara is két-
szeres. Do ezt mér lattuk a cigarettdval kapesolatos példan,
‘gaz, hogy forditott feldllitdsban.

A (jozan észy hivei szémdra csak még azt akarom meg-
jegyezni, hogy 16 centiméter a f6ld sugardboz képest éppen
olyan kevés, mint az 1 méter a f6ld kerilletéhez képest. Ha
ezt kell6képpen megériettik, felirhatjuk, hogy

16 cm : f6ld sugara=1 m:{6ld kertilete

g ebbe mér belenyugodhatunk.

De most, hogy mir megint valamivel mfiveltebbek let-
tink, vissze kell térmiink a kvadraturéhoz.

A feladatunkat mér ismerjitk : ki kell szdmitanunk, az
y=f(x) gérbe, az abszcissza tengely és két ordindta, y, és y,
déltal hatdrolt tertiletet. (45. dbra, 236. lap.)

A képbdl kiderill, hogy a keresett terilet a fiiggbieges
sdvok teriilotének kétféle 6sszege kozé esik. Az egyik Osz-
szegbe beleszdmitanak a kis, vonalkdzott négyszigek is, a
mdsikba nem. Ha nem gérbérél, hanem egyenesr§l volna sz6,
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egyszerfi volna a helyzetem. Egyenes ugyanis a vonalkdzott
négyszogeket felezné és ezzel nagyon koénnydvé vilnék a hely-
zetiink. De mivel éppen gérbét vélasztottunk szdmitdsaink
alapjdul, tovdbb kell szdmolnunk. Mekkora elfszér is az
ugynevezett @ gorbébe beirts sdvok teriilete. A sdvokat
megszdmoztuk.
L sdv=(z4—2,). 9,
II. sév=(rs—,).Y,
IIL. sév=(z,—3).Ys
és Igy tovébb, végiil
_ VIIL sdv=(2y—mg).Yg.

De minthogy (zg—u,)=(Tg—1us)==(T,—=s) stb., minthogy
az o értékét mindig ugyanannyival noveltik, jeloljik fenti
killonbségeket dz-szel. Ezzel a jeltléssel a beirt sdvok teri-
leténelt Gsszege

Sy= 48-+Yp AT+-Yg AT+Y  AT+-Y 5 AZ+-Y s 424y, AT+-Y 542
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‘A korullrt sévok magassdga természetesen mindenkor
nagyobb, mint a megfeleld beirt sdvoké. Osszegiik az 4bra
értelmében a kovetkezd.

=Yy dx+Ys d0+4Y 48+ Y A2y d2+-y, dr-Hy ey, Az,

Emlékezziink vissza, ilyen Osszegeket a szumma jellel
is frhatjuk. fgy az els§ Gsszeg Sb=§jy,ﬁw, a mésodik
pedig S, = éygdw A disztributiv tdrirény értelmében a
kozos tenyezot a ezumma, jel elé eme}hetjuk ki. Tehét
frhatom : S, = 4z Zvy., és S,C_Awao Ha végil a gérbe
keresett teriiletét F fel jeloljiik, akkor

8 9
Awélffy7<F < Ax%yg

8 oz nem egyéb, mint annak a ténynek matematikai fogai-
mazdsa, hogy a gorbével hatérolt teriilet a beirt sdvok és a
korilirt sdvok teriiletének Osszege kozé esik.

Vehetn6k magunknak a firadsigot, hogy az ismert
y=f(z) egyenletbd] az z-elkhez tartoz6 y értékeket kiszdmit-
suk, Hzzel megkapnék gy a koriilirt, mint a befrt sdvok
teriiletének Osszegét és tudnodk, hogy a goérbe teriilete valahol
a két érték kozt feksmik. Ha a Ax-ot mind kisebbnek és ki-
sebbnek vélasztom, akkor ezzel a korilirt és befrt sdvok
teriilletének kiillonbsége szintén fogy, amint ez a 45. ébra,
de még inkédbb egy kiilon rajz megfigyelésébdl kideriil. Ha
ezt az eljirdst, amely a valésdgot mindinkdbb kimeriti
(innen a neve is exhaustids modszer, exhaurire==kimeriteni
alapjén) folytatjuk, hamarosan elég j6 kozelit6 eredményt
kaphatunk. Igaz, a munka rendkiviil nagy, s mint emHtettik,
az eredmény mégis csak megkozelizt Képzeljik el, hogy

“ezzel a médszerrel kellene az y = 35——}—8 parabola teriiletét

Y= 5 68 ;000=10 kozt meghatiroznunk. Elfszora dz érté-
két Kelleno megé,llapitanunk Tekintve, hogy z=>5 és #=10
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o . _1lo—5 5
kozé 999 sdvot kell elhelyeznem, 4z = 595 = 559" Most
egymés utdn ezerszer kell az y értékét meghatérozni.

=25 y1=255+3—_-3
, 5 .2
L B 5+ 999l' s
Ty =15+ 959 Yo = 5 I
' 10 \2
(5 + o5 )
10 \ 999
m3=5+m y3=-———g——»——-{—8

¢ gy tovabb. :
Ekkor kellene valamennyi befrt és koriilivt sdv teriiletét
kiszdmitani.
Beirt sdvok :
5 40
999 ~ 999
V2
sl )
II=yzdm= 3 +8 999
és fgy tovdbb.
Koriilirt sdvok :

I=y1.4a:=8.

999 5

I=W’m=[ 5+ SJ 599
10 \2

11 "(5_!— 999) ] 5

t=tsde=|—F—— +3] 559

és gy tovabb

Igaz, 999 sdv helyett 1000 sdvot is vehettem volna a szé-
mitds egyszerlisitésére, igaz tovédbbd, hogy minden korilirt
sav ugyanakkora, mint a megeldz§ beirt sdv, mégis l4tjuk,
hogy még egy nagyon egyszerd
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fiiggvény is igen jelentds nehézségeket okez, s az eredmény
mégis esak kizelitd.

M4s is ldtezik. Az, hogy az eredmény pontossdga a sdvok
n6évekvl szamdval n. Ha tehdt a Az-et a lohetd legkisebbnek
vélasztjuk, ha a 42-b0l elenyészé dr-et csindlunk, s ezt vé-
lagztjuk sdvjaink alapjinak, akkor pontos kvadraturéhoz
jutunk. De ehhez végtelen sok y értékét kell kiszdmitanunk,
mivel minden véges tdvolsdg végtelen sok dz-bll 4ll. Olyan
miiveletet keresink tehdt a kvadraturdhoz, amely lehetlvé
teszi, hogy valamennyi, az ,-t8] x,-ig terjedd tartominyon
beliil fokv8 y ordindtat du-szel megszorozzuk és a szorzatokat
osszegerzzitk. A nagy Cavalieri tehdt a kvadratura problé-
méjdt Summa omnium yp» (valamennyi y Osszege) alakjdban
frta. 8 Leibniz irta egy torténelmi nevezetességl papirlapra
1676 oktéber 29-én a kovetkezs szavakat : «Hasznosabb lesz
ezentil Cavalieri «wumma omnium y» kifejezése helyett az
f ydx jel6lést frni. . .»

Bizzel tulajdonképpen elérkeztiink konyvink tetGpont-
jéhoz. Lieibniz azt 4llitja, hogy hasenosabb a summa omnium y»
parancs helyett az f ydx integrilparancsot! haszndlni. Nem
puszta jaték ez a szavakkal? Vagy ismét @ «gaz kabbalas
rejlik mogotte?

Ezt most 16pésrél-lépésre kell megvizsgdlounk. Azt leg-
aldbb mér tudjuk, hogy mit kivénnak t8liink. De ldssuk azt
még vildgosabban. Miként a szumma jelnél tettik, az integrdl
jelére is odafrjuk a hatdrokat, s ezzel «hatdrozotty integralld
alakitjuk. Tegyitk fel, hogy az elsé minket érdeklS x=qa, az
utolsd pedig z=>b. Ekkor ezt irjuk:

b
Jyde
8 igy olvassuk: «integrdl a-tél b-ig ydz.»

1 Az integrsl szt Jak. Bernouilli alkotta és alkalmazta Leibniz-ce
egyetértéshen az 4j, f ydw algoritmus jel6lésére.
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Még egy lépést tesziink elfre. Tudjuk, hogy y==f(z),
tehdt ezt is irhatjuk :

f ydz = ff(m) de.

BEzzel a parancs készen 4ll. Csak még a végrehajtds mod-
szere hidnyzik. Mert énmagdbanvéve ismét Grilltség, amit a
paranes kivdn, Nézzilk meg csak kozelebbrdl, hogy milyen
beteges kivénsdgot kellene teljesiteniink. Vardzsszerkeze-
tinknek nem kevesebbet kellene teljesitenie, mint a kivet-
kez8 végtelen sok tagot Osszegezni:

Elsb sdv = f(a)dx
Mdésgodik sdv = f(a-}-dz) dz
Harmadik sdv = f(a--2dz)dz
Negyedik sdv = f(a-}-8dx) dz

és gy tovdbb, végtelen sokszor.

- «Utolstelbtty sdv = f(b—dzx) dz
«Utolsdn sdv = f(b) de.

Itt f(a), f(a--dz) stb. a mindenkori y értéket jelenti, azt,
amely az c=a, r=(a4-dz), x=(a-}+2dz) helyettesitésekbsl
ad6dik. Fzen folill dz hatdrértéke O kell, hogy legyen. Amit
poutatlanul gy is mondhatunk, hogy dx végtelen kicsi.

Mivel azonban sem Leibniz, sem a t6bbi nagy tudés. aki
ezt a tudomdnyt megalapozta, nem volt 8riilt, ne okoskodjunk
tovdbb, hanem fogadjuk inkdbb héldsan keziikbfl ezt a eso-
dalatos tudomdnyt.

HUSZONOTODIK FEJREZET.
A differencial és az ivhossziisag mérése.

Mér ismételten besgzéltiink dz-r8l és dy-rol, de-r6l és
dy-r6l. Kilonosen a dz és dy létszott mintegy a fels6bb
matematika kulesdnak. Most tehét kozelebbrdl 1s szemiigyre
vessziik ezeket az aprd dolgokat. Mdr eleve meg kell jegyez-
niink, hogy maga a «dology kifejezés is hibds. Mert hiszen
valésdgban ezek a még véges nagysdgh dz-nek és a gy-nak
eltind, vagy mér el is tlint hatdrértékei.
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Torténelmi s pedagbgiai okai vannak, hogy miért ne-
vezzilk 6ket dolgoknak. Ebben a kényvben csak bevezetést
adunk, szinte csak felkeltjilk az érdeklédést az infinitézimal.
szdmitds irdnt, tehdt ragaszkodnunk kell a szemlélethez.
Tudoményunk is a szemlélhetéb8l, a megfoghatobol ered.
Hs igy sailottek az els§ nagy felfedezések. Hogy azutdn
tovdbbi két évszdzad logikailag er8sen kifinomitotta, nem
jogosit fel arra, hogy az uttorSket lenézziik. A legpompésabb
gyémant is gyakran tivegtérmeléknek l4tszik, amikor Afrika,
kék agyagjabol napfényre keriil. Nem szabad semmibe sem
venni az amsterdami gyémdntkoszérlls munkdjit, hisz 6
adja meg a kének csillogésdt és fényét. De gyémént hijdn
nines mit csiszolni. Ks éppen igy a differenciél els§ durva fo-
galma nélkill nincsen modern, puritdn matematika sem.

A finom kérdéseket tehdt arra az idére halasztjuk, ami-
kor mdr kés6bbi tanulményok sordn valamennyi alapisme-
retet megszorestitk. Akkor mér Grommel fogjuk egy Cazire,
egy Kowalewski, egy Peano precizitdsdt élvezni és esoddlni.

De most vegyiink egy olyan gorbét, ahol az  névekedté-
vel az y is nd. Az x ndvekménye dz, y-6 Jy.

Az z, amely a hozzdtartoz6 y Gbjdn egyértelmiien meg-
hatérozza a gérbe szaébanforgd P pontjit, du-szel, tehdt egy

oy
p

46, Abra.

Colerns 1X1. 16



249

véges dridkkel nétt. fgy keletkozett a hozzétartozd, megndve
kedett y érték, y--dy. Az 4j ordindta végpontja a P, pont.
PP, a gorbének ivdarabja. Ha nem 4z-szel mennék ellre az
abszeissza-tengelyen, hanem osak egy majdnem végtelen
kicsi dz darabbal, a gorbe akkor is emelkedett volna. Igaz,
hogy csak egy szintén nagyon kicsi dy darabbal, AP é3 a P,
pont «kettds ponttdr olvadna Gssze és a PP, fvdarab is ele.
nyészfen kiesi volna: olyan kiesi, hogy kozémbés, hogy
gorbének vagy egyenesnek tekintjiik-e. De éppen ez a koril-

Y

\\\§

555

<0

~\

47. dbra.

mény, hogy «k6z6mbds», hogy egyenes vagy gorbe, dontd
gondolat az infinitézimdl szamitdsban. Ez teszi lehetdvé,
hogy egyenes vonalakkal hatdrolt idomokra vonatkozé
szabdlyokat gorbe vonald idomokra alkalmazzunk. Haszndt
vesszitk a kvadraturdnal és a rektifikdeiéndl? is. De ldssuk
Leibniz Ggynevezett dkarakterisztikus hiromszdgéts, hogy

L A rektifikdcié értelmét o fejezet végén magyardzzuk meg.
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mélyebben hatolhassunk be a vizsgdlatba. Leibniz Blaise
Pascal hétrahagyott feljegyzései kozt rajzot taldlt, amely a
sinus-fiiggvény vizsgdlatira vonatkozott. Ez a rajz vezette
r4 Lieibnizet nagy felfedezésére, a differencidlszdmitdsra. De
zavarok elkeriilésére rajzoljuk fel a karakterisztikus hdrom-
sz0get, anélkill, hogy lényegén viltoztatndnk, Leibniz raj-
zét0l kissé eltérd modon. (47. dbra.)

_ Tetszdleges gorbe A pontjaban hfizzunk érint6t. Ezen
vegyik fel A-t6l jobbra is, balra is, ugyanakkora tévolsigra
a B és C pontot. Az 4-bdl boosdssunk rerblegest az x ten-
gelyre és ugyancsak az 4-ban éllitsunk merélegest az érintére
18. Fgyszerl geometriai tételekbdl kovetkezik, hogy a vonal-
_ kézott hdromszdg és a vastagon rajzolt hdromszdg hasonlok.
A vastagon rajzolt hdromszdg 4tiogbja merlleges a vonal-
kézott haromszog 4tfogdjara s a hosszabbik befogék is merd-
legesek egymdsra. (Igy rajzoltuk!) Ebbdl kovetkezik, hogy
az ol6bbinek A-ndl fekvd szége egyenld utdébbinak B-nél
fekvd szogével. De ha két derékszdgli héromszég egyik
hegyesszoge egyenld, akkor a mdésik is az. Azok a hérom-
szogek pedig, amelyeknek megfelels szdgeik egyenldk, hasonlé
héromszdgek. _

Gondoljuk mérmost, hogy B és C egyenletesen kozeled-
nek A-hoz. Ezzel a vonalkdzott hdromszoég mind kigebb és
kisebb lesz, anélkiil, hogy alakja vdltoznék. Végiil mir el-
képzelhetjitk, hogy a B és a O A-ban szinte dsszeittkoznek.
Hazzel mér keziinkben van a differencidl csoddja : az 4 pont-
ban van most egy szinte mikroszkdpikusan kiesi, szabad
szemmel ldthatatlan hdromezdg. De alakjit a hozzd képest
6ridsi vastagon bekeretezett hiromszog meglrizte. Hs ezzel
a szdgeit is, valamint oldalainak a viszonyit. De mégegy
cgoda tortént. A vonalkdzott hdromszog dtfogbja az A pont-
ban rajzolt érintnek egy része. Tehdt az 4 pontban, amely
az érint6hoz és a gdrbéhez egyardnt tartozik, egy aprd egye-
nes érintédarabka rejlik, de az ugyanakkor a gorbe apré
tvdarabjdnak iz tekinthetd. ;

Beldtjuk, hogy felvdliva gorbe, majd egyenes ivelem
Janus-fejlisége a «fekete mdgidra» emlékeztot. Gondoljunk
azonban a kerékpdrldncra, amely egyenes darabokb6l 4l
68 mégis odasimul a fogaskerekekhez. 8 képzeljiik el, hogy

16*
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a ldncszemek végtelen kicsinyek. Természetesen logikdnk
azt mondja, hogy van egy pont, ahol valami megsz{inik
egyenes lenni. Egyenes és gorbe bizonyos alldsponthél tekintve
olyan kiilombéz8k, mint tfiz és viz, mint fekete és fehér.
Viszont m4s oldalrél nagyon is kénnyen elképzelhets az dt-
menet. Valamely kisebb t6 felszine idedlisan siknak ldtszik,
bir a fold gbmbalukja miatt j6l lemérhetben gorbe. De ke-
vésbbé gorbiilt, ha ugyanazt a tavat a Nappal egyenlS nagy-
shgt gomb feliletén gondolom. Tejat méretti gdmbon gor-
biiltsége még kisebb. A differencidlra vonatkozé elképzelé-
stink éppen ilyen méreteket tiintet fel. Mert végre 1s, el-
képzelhetd, hogy a B és a C pont mind kozelebb keriil
egymashosz. -

Idedlis esetben az 4 pontunk egy nagyon kiesi vonalkd-
zott hdromsziget tartalmaz. Bz mindenkor hasonlé a karak-
terisztikus hdromszoghoz, tehdt Oridsira nagyitva le tudjuk
rajzolni.

\

48. &4bra,

Hérom oldaldt differencidloknak nevezik. Az abszeissza-
tengellyel parhuzames befogé a dx, a mdsik dy és az 4tfogo-
ként mutatkozd, Janus-fejti dvelemneky, jele ds.

De a gorbe bdrmelyik pontjit tekinthettiik volna egy
karakterisztikus hdromszdg cstesénak. S ha eljdrdsunkat a
gorbe minden pontjén megismételjik, akkor gérbénk ilyen
vonalkdzott hdromszégek gydngysordnak foghaté fel. Az
ivhossz tehdt az ilyen ds fvelemek osszege. Oridsi nagyités-
sal ilyen volna a gérbénk :
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“1dya

49, 4bra.

De teljesen félreértjitk az analizis céljat, ha talsdgosan
ragaszkodunk a karakterisztikus hdromszoghoz -fz8d6 el-
képzelésiinkhoz és megfelodkeziink a legels§ rajzunkrol.
Figyelembe kell venniink, hogy a dx,, a dx, stb. az 2-nek
apré novekményei, a dy, stb. pedig az ezekhez az y=f(z)
Osszefiiggés kovetkeztében tartozd - ndvekmények. A ds,,
ds, az o kozben kelotkez§ ivelomeket, érint8 elemeoket jelenti.
A porbéket ugyanis szdmtalan érintelembdl is szdrmaztat-
hatjuk. Ha példdul itatéshenger billeg a papiron, akkor a
papir jelenti az érint8t és az itatés a gdrbét. Ha az egészet
megforditom és a hanyatt fektetett itatdshengeren merev
vonalzét gorditendk végig, akkor a vonalzd az érint§ és a

50. abra.
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gorbét végtelen nagyszdmi érintbelembd] szdrmazonak te-
kinthetn6k. A geometridban gyakran szoktak gorbéket érin-
t6ik segitségével megrajzolni. Szigortian véve a korzd hegye
sem més, mint a kor érint8jének kis része.

Kddigi tanulményaink nagy, 6sszefoglald ismeretek ki
sz0bére vezettek. Bzek az ismeretek egy csapdsra megadjdk
az egész fels6bb matematika algoritmusdt.

El8szor l4ssuk a rektifikdciot. fgy az fvhossz nagysigé-
nak megallapitdsdt nevezik. Tekintve, hogy hosszisdgmé-
rénk egyenes darabokbél &ll, gondolatban a gorbét ki kell
egyenesiteniink («rectam faceres). Innen a rektifikdei6 el-
nevezés. Elvben ez nem nehéz. Valaha azt hitték, hogy gorbe
tvhosszdt csak irraciondlis szdm fejezheti ki. Akdrcsak a racio-
ndlis sugart kor keriiletét. Mdr utaltunk arra, hogy az irracio-
nalis relativ fogalom. Gorbéknek 4ltaldban nem kell, hogy
kozitk legyen hozzd. Bérmilyen hosszisédgi zsinért tudok
gorbeként az asztalra fektetni. Mindez mellékes. Tudjuk, —
vissza kell mér térniink végre a rektifikdcidhoz — hogy
minden gorbe a ds-ek gydngysora. De mindegyik ds ki-
fejezhet§ Pythagoras tételével: (ds)®= (dx)® - (dy)® vagy
ds=1/ (dz)>+(dy)?. Bz teljesen rendben van. Csak az a csekély-
ség hidnyzik még, hogy miként hatdrozhatom meg valameny-
nyi ds 6sszegét. De ezzel integrdl-szerfi parancshoz jutottunk,
amelyet egyel6re nem tudunk végrehajtani. 8 nem sokat
segtt, ha sejtjiik, hogy az ivhossz x=a és z=>b kozt alighanem
integ%'é,l ds, vagy ami ugyanaz: integrdl 1/ (dz)®-- (dy).
Az f ds integralt mégesak megoldantk egyszert megfonto-

lésok alapjén. Az o és b abszeisszdk kozti {vhosszat jelenti.
De ezzel még semmire sem mentiink. Mert ez nem a felelet,

b
ez a kérdés. Pelelet csak a f v (@x)>1-(dy)® integrél megolddsa

volna. 8 reméljik, hogy szdmitdsunknak az y=f(z) ismerete
csak segitségére lesz. De miként?

Tzzel visszatértiink kiindulépontunkhoz. Tudjuk mér,
hogy mit kellene tenniink a kvadraturdndl és a rektifikéei6-
nél. 88t ehhez mar szép vardzsjeliink is van. De mintha gy6-
keret vert volna ldbunk, nem tudjuk az integrdl-parancsot
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végrehajtani, hasonl6an ahhoz az alvohoz, aki dlméban nem
tud megmozdulni, mig végre gybtrelmében megizzadva fel-
ébred. Bzt a megmentl felébredést legkozelebbi fejezetiink
hozza szdmunkra.

HUSZONHATODIK FEJEZET

A differencidlhanyados és az integral
Osszefiiggése

Mdr lattuk, hogy tisztdn aritmetikai médon meg tudjuk
hatdrozni, nem ugyan magukat a differencidlokat, hanem a
viszonyukat, a differencidthdnyadost. Vagyis g% értélét,
ha ismerjik az y=f(z) figgvényt. Két fiiggvény derivaltjdt,
a differencidlhdnyadost igy is nevezik, meg is hatdroztuk.
Es elhiheti az olvasé, hogy bérmely fiiggvény egyszeribb
vagy bonyolultabb szdmitdssal differencidlhaté.! Nemsokdra
megismerkediink a differencidlds szabalyaival és latni fog-
juk, hogy az éppen olyan biztosan kezelheté mtivelet, mint
pl. a szorzas. Megoszlanak a vélemények arrél, hogy a tetikug
vagy pedig a litikus mfiveletek csoportjiba tartozik-e. Mert
tulajdonségai mindkét tipusra emlékeztetnek. De ezen egyeldre
ne torjiikk tovabb fejiinket, inkdbb ldssuk, nem adja-e ke-
zimkre a differencidlhdnyados az integrdlszdmitds kulesét.
Aritmetikai eszkoz:kkel fogunk munkahoz, egyelére mellz-
zikk a geometridt. Hisz mér az imagindrius szdmok tanulmd-
nyozdsakor sikeriilt egy hozzédférhetetlennek ldtszd rejtélyt
megoldani 8 kimutatni, hogy az 1 a 90 fokhoz tartozd forgasi
tényezd.

A kvadratura-feladat Teriilet = [ydx 63 Toriilet = [f(z) da
alakti parancsokra vezetett. Mindkét parancs tartalmazza
a gorbe egyenletét (egyszer az y ordindta alakjdban, mdsod-
szor az azzal egyenl$ f(z)-ként), valamint a dz-et. ElSszor azt
a lérdést kell vizsgdlnunk, hogy vajjon ez a dx az f(x)-bGl

1 Természetesen feltéve, hogy nincsenck a fliggvénynek a differencidl.
hatésdggal ellenkezé tulajdonsagai.
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szdrmazik-o. Hatdrozottan ldtjuk, hogy nem. Mert csak ezt

az egyenletet ismerjitk
.
T =f'(z).

Fddigi ismereteink szerint dx sohagsem tartozik «térzs-
ftiggvényhez», hanem mindenkor a torzsfiiggvény y’ vagy
f'(x) alakban irt derivaltjdnak, differencidlhdnyadosdnak
része. Most gondolatban azt a merész fogdst alkalmazzuk,
amelyet Leibniz haszndlt a torténelmi jelentfségli 1676 ok-
téber 29. napon. Az integral jel mogott 4116 kifejezést nem
torzsfiiggvénynek, hanem = differencidlhdnyadosnak fogjuk
tekinteni. Ismét hangstilyozzuk, valéjdban ezzel semmi sem
valtozott. Csupén felfogdsunk kabbaldjdban tortént vélto-
zds. Ha annak a gorbének, amelynek a teriletét meg akarjuk
hatdrozni, y==2? volt az egyenlete, akkor az is marad. Csupén
azb &llitjuk, hogy 1étezik egy mésik olyan F(x) filggvény is,
amelynek y=2? a differencidlhdnyadosa.

Tudjuk, hogy elképzelésiinknek ilyen viltoztatisa jelen-
t6s nehézsége az infinitézimalszdmitds megértésének. De ha
megértettitk ezt a fogdst, akkor minden tovdbbi konnyt és
tobbé-kevésbhé gépiesen végezhet. De bérmilyen nehéz is
a dOIOé;gﬁ gyeriink tovdbb. Egyszerlien tegyiik fel, hogy elft-
tiink a

differencidthdnyados.

Aritmetikai szemponthdl ez éppen olyan egyenlet, mint
bérmely mégik. Vagyis az egyenletekre vonatkoz6 szabdlyok
szerint bénhatok vele. Tehdt megszorozhatom dz-szel. Ne
zavarjon o kozben, hogy két egyenléségi jol szerepel. Mert ha
egy derékszigli négyszdgnek a=>5 és b="3 volndnak az olda-
lai, akkor frhatom, hogy T'=a.b=5.3, s6t azt is, hogy
T=¢.b=5.8=15 é3 minden helyes marad, ha 2-vel szorzok
és from : 2T7=2.4.b=2.5.8=380. Tehdt szorzunk dz-szel, az
eredmény :

;Z—?idm =['(z)dz =y'dw

vagy dy = {'(z) dz = y'du.
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De a mérlegnél tanultak szerint az egyenléség nem val-
tozik, ha egyenl§ dolgokon azonos mfiveleteket végziink.
Tehdt minden oldalon kiadhatjuk az integrélparancsot :

fdy = [f'(@) dz = [y’da.

Meglepetve ldtjuk, hogy az integrdlnak igen fontos tulaj-
donségdnak jottiink nyomdra. Arra, hogy a differencidldsnak
megforditott mfivelete. Mert ha ismét elhagyom az integrél-
jeleket (mostani tuddsunk alapjén integréltalanitdsnak nevez-
nék ezt a miveletet), akkor &

dy = f'(x) de =y'dx
egyenllséget, ezt dz-szel osztva a

dy _,, . de _ , dz
dz =1 iz =Y @
=fl@ =y

egyenlségeket, vagyis végil az eredeti differencidlhdnyadost
kapndm. Mdr csak azzal kell t6érédniink, hogy mit ‘elent az
f dy. Jelenti valamennyi, végtelen sok dy-nak, tehdt vala-
mennyi y névekményének az Osszegét, a gérbe &ltalunk
vélasztott tartomdnydban. Természetesen arrél a gorbérdl
beszélink, amelynek egyenletét differencidlnunk kellett,
hogy y'-t, illetve f'(x)-et kapjunk. Tehdt az integraldsndl
keresett, ismeretlen, torzstiiggvényrdl van szé. frhatjuk tehds

f@) =y= [y'de=[f(z)dz.

Ezzel megadtuk az integrélszdmitéds feladatét. A feladat
a kovetkezd : ha egy megadott filggvényt integralunk, ered-
ményil a torzsfiiggvényét kapjuk, azt a figgvényt, amely-
nek differencidlhdnyadosa a megadott fiiggvény.

Kezdbnek itten nehézséget okozhat a szokdsos jelolési
mdd. Ha ugyanis a megadott fiiggvényt y=f(x)-szel jeloltiik,
akkor a torzsfiggvényt, megkiilonboztetéstil F(z)-szel keli
jelolniink és y helyett is més betfit, mondjuk Y-t kell hasz-
nélnunk. Fenti egyenl6ség ez esetben fgy fest :

Y=F(z) = [{(z) de = [y da.
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Ha viszont a megadott fiigevény jel6lésére mdr az y'=f(z)
jelolést haszndltuk, akkor a forzsfiiggvényt jelolhetjik
y=f(z)-szel. Bz esethen az ogyenllség a kivetkezs :

y=f@)=[{(@)de= [y'dz.

Fel kell itt egy kézenfokvl kérdést is vetnink. Mibrt
frtuk a quadratura és rektifikdci6 feladat megolddsdhoz az
integral jele mellé a hatdrokat & miért hagytuk el ket most?
Nem egyszert a folelot. Létezik ugyanis ¢hatdrozotty és <haté-
rozatlany integrdl. A hatdrozott integrdl kortilhatdrolt tarto-
manyon beliil végzett Gsszegezés eredményét adja, a hatdro-
zatlan vigzont nem hatdrolt tartomdnyban végzett Osszege-
zés eredményét. Nagyjdbol azt mondhatnék, hogy ugyanaz
a viszony a hatdrozott integrdl és a hatdrozatlan k6z6tt, mint
a konkrét szdm ég az 4ltaldnos kozt. Ha a hatdrozatlan in-
tegralt ismerem, amelyet iltaldnosy inbegrdlnak is hivnak,
akkor hatdrok behelyezésével mindenkor chatdrozotty in-
tegralhoz juthatok. De mindezt hamarosan gyakorlatbol is
meg fogjuk ismerni.

Most azonban a differencidlszdmitdssal kell foglalkoz-
nunk, hogy meg legyen a lehet&ségiink az integralok kiszd-
mitdgdra. H kdzben a szokdsos eljdrdssal ellentétben a két
miiveletet mindenkor egyiitt fogjuk tanulmanyozni. El8ké-
sziiletként azonban még két kis dombon kell kereszbiiljut-
nunk. Foglalkoznunk kell a kiilonbozd rendfl kiesinyek ana-
lizisével és meg kell ismerniink az Ugynevezett binomidlis
tételt, amelynek 4ltaldnosabb érvényt alakjit Isaac Newton
vezette le.

HUSZONHETEDIK FEJEZET

A haromiéle semmi

Mit jelent az, hogy kiilonbozd rendt kiesi? Mdr utaltunk
rd, amikor az infinitézimélszdmitédssal kapesolathan ricsiny»-
r8l «nég kisebby-rbl és egkisebbs-rbl beszéltiink. Azt 4lli-
tottuk, 86t torteken be is mutattuk, hogy a (dz)® mindenkor
elhanyagolbaté a dz mellett, mivel az & Ggy ardnylik a da-
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hez, mint a vildgmindenség a Foldgolydhoz, a dz pedig a
(dz)*-hez, mint & Foldgolyé a porszemhez. Ha most valami-
lyen rajzon a Foldet tekintem az dbrizolhaté legkisebb pont-
nak, akkor a porszem mér széba sem jShet. Nem szabad
ugyan elhallgatnunk, hogy ezt a felfogdst nagyon sokan
tamadjék. Elismerik, hogy gyakorlatban nem kell a porsze-
met tekintetbe venni, 88t elméletben is szabad elhanyagolni,
de tulajdonképpen nem Iehet t8le megszabadulni. 8 azt
4llitjék, hogy az infinitézimdlszdmités ilyen kériilmények
kézt nem «preciziésy matematika, hanem csak «approximacidsy
(kozelitd) matematika, ugyandgy, ahogy esak kozelités volna
minden szdmitds, amelyben irraciondlis szédm el6fordul.
Lirdekes lenne ugyan megismerni azokat a modern kisér-
leteket, amelyek ezen a nehézségen igyekszenek segiteni, de
meg kell maradnunk kereteink kozt. Inkdbb megkiséreljiik
a kiilonféle rendfi kicsit kézzel foghatéan bemutatni, azdltal,
hogy rajzban mutatjuk be a haromféle semmit.
Képzeljink el egy derékszogli parallelepipedont (egy
oszlopot, amelynek Osszefuté élei merSlogesek egymésra).
Legyen ez az oszlop f6mbdl 8 a fém, miként a t6bbi, tdguljon
a hé hatdsdra. Rogzitsiik ezt az oszlopot oly mddon, hogy a
tdgulds csak hdrom lapja irdnydban térténhessék, példaul
azzal, hogy egy szoba sarkdban helyezzik el
Az oszlop természetesen nem tdgul kilon a killonbozd
irdnyokban, hanem egyszerre. Virjuk meg, mig az oszlop
eléri legnagyobb térfogatdt és bontsuk most részeire. Még-
pedig oly médon, mintha a hirom F,, F, F, felilet mind-
egyike a tdbbire valo tekintet nélkiil nove-
kedett volna, elSre illetve felfelé. (52. dbra.)
Konnyebb megértés kedvéért a ndvek-
mény egyes részei kétszer lathatdk a rajzon :
az egyiitbtes képen és kiilon is. Vildgos, hogy az
oszlop, ha ismét eredeti h6mérsékletére hiit-
jik le, eredeti térfogatdra zsugorodik Gssze.
A novekmények nulla méretlire zsugorod-
nak, mondandk az aritmetika nyelvén,
Semmivé lesznek. De kozvetleniil mieldtt
megsemmisiilnének, nagysdguk ezoddlatos-
képpen lényegesen kiilonhoz8. Az oldalak 51. 4bra.
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novekményeibl (F;, F, F,) vékony lapocskdk lesznek,
a hérom radalakd kitoltrész (G, G, G;) vonalakkd, a
kockagzeri képz8dmény (P) ponttd zsugorodik. Ismét ama
rejtélyes jelenségre bukkanunk, hogy a semminek fokozatai
vannak. Felilot-semmi, vonal-semmi és pont-gemmi nem egy
és ugyanaz. Kilonboz8 rendt semmik ezek, ha szabad ezt a
kifejezést baszndlni. Csak utalunk arra, hogy ezt médsképp
is kifejthetjiik, ha a pontot a semmi wegységéneks tekintjik.
A pont az egy semmi. A vonaldarab végtelen sok pont soro-
zata, tehdt végtelen sokszor nagyobb mint a pont, mindamel-
lett, hogy szintén semmi. 86t a felilet az hossztsdgnak és
szélességnek a szorzata, tehdt végtelenszer végtelen, tehdt
végtelen a négyzeten szdmd pontot tartalmaz. Jollehet, hogy
képzelt hatdraival és vastagsdg hfjdn szintén a semminek
ogyik fajtdja.
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A valami, fizikai szempontbol esak a harmadik dimenzié-
val kezd8dik. «Valamb» és hdrom «dimenzi6s bizonyos szem-
pontbd! elvilaszthatatlanok. De ne meriiljiink tal mélyen a
halmazelméletbe, a fels6 matematikdnak 4j és nagyon elvont
részébe. Csak azt dllapitjuk meg, hogy nemesak logikai és
aritmetikai szempontbdl, hanem kézzelfoghatéan is meg-
gy8z8dtiink arrél, hogy nem esak nagy méretek kozt, hanem a
kis méretek vildgdban is van értelme és jelentdsége a nagy-
ségrend fogalménak. S beszélhetiink elsd-, mésod-, harmad-
stb. rendfi kicsir6l. dz elsGrendd kicsi, (dx)* negyedrendf
kicsi, (dz)* n-ed rendfi kicsi és igy tovdbb a oo rendfl kiesiig,
vagy a t0bbszérosen oo-ed rendf kicsiig. A jozan ész tiltako-
zik ugysn az ellen, hogy a legkisebb alatt még kisebbet ke-
ressen, de ugyanaz a jozan ész kiveteli, hogy valamely on-
magdval megszorzott kiesi kisebb legyen, m nt a szorzatlan.

i 1 ,
-5 10" Liehetgs-

ges volna az az ellenvetés, hogy nem szabad a végesben érvé-
nyes és bizonyithaté fogalmakat és szabélyokat egyszertien
ama ellendrizhetetlen és8 elképzelhetetlen miveletekre alkal-
mazni, amelyekben a végtelen is szerepet jétszik. Jo kifogh-
sunk van ez ellen, az, hogy tulajdonképpen nem is végtelen
kicsivel, hanem csupdn tetszés szerint kicsivel dolgozunk.
A nulldt esak hatdrértékként alkalmazzuk s nem vele végez-
zitk a miiveleteket. Tovdbbd mindenkor moédunkban van
verifikdlni infinitézimélis 41litdsunkat, ha nem is tudjuk eset-
leg bizonyitani.

De érdekes tdrgyaldsainkat félbe kell szakitanunk, hogy
megint valamilyen konkrét dologhoz foghassunk s utols6
el6késziileteinket a cstics meghoditdséhoz megtehessiik. Ossze-
szedjik tehdt eddigi tudomdnyunkat, hogy meghirkézhas-
sunk a hires ¢hinomidlis tétellels. Tébbféleképpen bizonyit-
haté a tétel. Mi az elegdns kombinatorikai bizonyitdst
fogjuk kovetni, hogy tisztin ldthassuk a kombinatorika
és a mdr tobbszor emlitett binomidlis egyfitthaté Ossze-
filgpgéabt.

Ugyantgy, ahogy ———110-— nagyobb, mint



254

HUSZONNYOLCADIK FEJEZET

Binomialis tétel

Tisztédzzuk elfszor a fogalmakat. Binom az (z-l-a) vagy
(z-+-b) alaka kifejezés, 8 ha szorzat tényezdjeként jelentkezik,
akkor neve binomidlis tényezd. Az « littéra senki se gondol-
jon ismeretlenre, jelent8sége sokkal inkdbb az, hogy a kéb
tag mdr els§ pillanatra megkiilénboztethetd legyen.! Binom
dltaldban az olyan kifejezés neve, amely két szdm Gsszeaddsa
vagy kivondse atjdn keletkezett és valamilyen szempontbol
4j egységnek tekintendd.

Ha az (z}a) és (z-+b) binomot Gsszeszorzom, vagyis az
(z+0a) és az (z-+b) binomidlis tényezdk szorzatdt képezem,
. akkor a kovetkezd az eredmény :

(z-0). (+b)=aF-ax+-bx+ab=a24(a-}-b)x-ab
Hagonléképpen
(@+a).(z-+D). (z+0)=
=534 (a-}-b--c)a?4-(ab-ac-t-be)z-t-abe

7

Err6l minden olvasé koénnyen meggybzddhet.

Abbol a célbél, hogy az erodmény szerkezete vildgosab-
ban ldssék, irjuk eredményiinket dgy, ahogyan azt mdr
Leibniz is irta néhdny alkalommal.

(x-4-0) (z-4+b)=2*1 g}w +-ab

a ab

(z+a) (z-4-b) (@4-6)=a3+b mz—l-gc,:_c—[—abc.
¢ ¢

Gyakorlott szem két dolgot mér ith is égzrevesz. El6bb
azt, hogy a valamennyi binomiilis tényezSben szerepld z az
eredményben fogy6 hatvinyai szerint rendezve jelentkezik.
Mésodszor azt, hogy az x hatvinyok egyiitthatéinak kétség-

1 Az g haszndlatdt Ggy is lehet magyardzni, hogy a binomidlis tétel
olyan fiiggvények kifejtésére haszndlatos, amelyckben az x valtoz6 szerepel.
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telen a kombinatorikus jellege, hisz elSl az a, b és ¢ elemeknek
els8 osztdlyt kombindeidéit 14tjuk, utdna a mdsodosztélyta-
kat, végil pedig a harmadosztélytiakat. Az elemek ismétlés
nélkilli kombindcidkban jelentkeznek. Hrre a célra vala-
mennyi, a binomokat alkotd, nem egyenl§ a, b, ¢ tag rendel-
kezésre 4ll. :

Konnyebb és jobb dttekintésiil ldssunk még egy, valami-
vel bonyolultabb példat.

(@+a) (z+b) (@40 (@+d) (vt+e)=

ab abe
ac abd
ad abe
a o aed a?zcd
. b be ace | o anoe
=gb-+ ¢} 2 bd 234 ade (% -+ abde | z--abede.
d be bad g“ge
e cd bee cae
ce bde
de cde

E kiilonos struktura keletkezésének az oka nem is olyan
taldnyos, mint amilyennek els8 pillanatban ldtszik. A szer-
kezet tgy keletkezik, hogy szorzds koézben esetiinkben
mindenkor 6t-6t tényezdt kell Gsszeszoroznil 25 nem egyéb,
mint ¢.z.2.2.2 & az*® annyi mint 2.2.2.2.0. Tovdbbd
acex? ugyanaz, mint ¢.c¢.e.2.z. Ennyi utalds agyelbre taldn
elégséges arra, hogy a gondolkod6 olvasét a kombinatorikai
Osszefiiggés igazsigdrél meggylzze.

Foglaljuk most Gssze az eddig tanultakat szabdliyd és
hatdrozzuk meg olyan binomok szorzaténak dltaldnos alak-
jét, amelyekben az egyik tag «, a mdsik viszont mindegyik-
ben més és mds.

Ilyen binomok szorzata % fogyé hatvdnyai szerint ren-
dezett sornak fog adédni, az els6 tagban az z kitevlje azonos
a binomok szdméval. Thben a hatvanysorban a kitevs tagrol-
tagra eggyel csdkken. o' utdn még van egy tag: «%, az ered-

1 Altaléban annyib, ahény binomot &sszeszorzunk.
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mény tehdt a binomok szdmdndl eggyel t6bb tagot tartalmas.
A sor, egyel6re egyiitt haték nélkill, a kovetkeszd :

gn--pn— 1+mn—ﬂ+ _l_xQ_l_ml —1—&30

n a binomok szdma. Irjunk minden egyes taghoz cgyuuts
hatot :

Cbxn—{_olmn—i _*_ng?l'—g_{_ i +0n——2w2+0n-1x1+0n$0'

Az egyiitthaté indexe megmutatja, hogy az egyiitthato
az n elemnek hdnyadosztdlyd kombindei6it jelenti. z» egyitt-
hatéja Cy=1, tekintve, hogy ez a tag csak z-b6l all. Az zn—1
egyttthatoja az n elembél képezhets valamennyi elsé osztélyd,
az ¢»—2-6 valamennyi mésodosztilyd, az z*3-6 valamennyi
harmadosztdlyt stb. kombindeié. Még pedig ismétlés nélkiili
kombindeié. De ezek a kombindeitk mdr nem -csupdn ki-
16nboz8 esoportositdsban felirt elemek, itt mdr az elemeket
ossze kell szorozni, tebét kombindeiok képzését és szorzdst
kell egyid8ben végezni.

Ismét egy fogdshoz folyamodunk. Az eddig kilénbozs
a, b, ¢ sth. tagokat egyenl6knek fogjuk tekinteni, vagyis
0==b=c==d=—¢ ezdltal a kérdéses szorzatot egyszerfien igy
rhatjuk :

(@e+a) (e+a) (e+a) (o+a) (o-+a) stb.
vagy ami ugyanaz

(@a)f = ?

Most jutottunk a matematikéban oly nagy jelentéségl
binomidlis tétel lényegéhez. A megoldds lehetdvé teszi,
egyel6re ugyan esak pozitiv egészszdmokra nézve, hogy vala-
mely binom minden hatvdnydt x fogy6é hatvinyai szerint
rendezett hatvdnysor alakjdban kozvetlenil felirhassuk.
Most mér kozombos, hogy tovibbra is z-et frok-e, vagy vala-

milyen mds betlit frok helyébe. Mi csak azért haszndljuk
tovdbbra is az z-et, hogy az eldzbkkel vald osszetiiggés vild-
gosan megmarad_]on

Eddigi szabdlyaink szerint az n-szer tényezfnek vett
{z-+a) vagyis az (z-}a)" kifejtve igy frhaté

Coan O a1 Cogn—2-+ -|—Cn_ga:9+0n_ 11020,
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C,=1, ezt mér tudjuk. De mennyi a C,, C,, C5 stb ? Gon-
dolkozzunk logikusan. C; az n darab binom z-t8l kiilonbozd
tagjabol alkothat6é valamennyi elsGosztilyd kombindeié 6sz-
szege. Az Gsszeadanddok mindegyike a-val egyenl, a tagok

szama n, vagy kombinatorikai jeloléssel ?11, , az Osszeg tehdt
gt+at+atatat---+a (n-sger) =na= (?)a. G, a
médsodosztdlyd kombindeidk Osszege. A kombindeiok mind-
ogyike @.a=a? szdmuk g , Osszegiik ezek szerint (g)aﬁ.
A harmadosztélyi kombindcidk a.a.a=a® alaktak. Cy ezek
szerin (g a®, Az eddigiekr8l mdr leolvashatjuk a képzés
torvényét. Hzzel pedig elértitk kitlizott célunkat. Tehdt:

(B+a)n= (g) gn-t- (”1’) agnh—1 - (g)a2xn--2+
+ (nﬁl) ar—1p - (Z) ar,

A

Miel8tt még példdt dolgozndnk ki, ismerjik meg el6bb
a «Pascal-féle hdromszoge néven ismert tdblézatot. Hrrfl
lehet ugyanis legkonnyebben leolvasni a valamely hatvény-
hoz tartoté binomidlis egyiitthatokat. A Pascal-féle hdrom-
sz0g a kovetkezd :

0 1

1 1 1

1I 1 2 1

Il 1 8 8§ 1

v 1 4 6 4 1

vV 1 5 10 10 5 1
VI 1 6 15 20 15 6 1
viI 1 7 21 8 35 21 7 1

é8 igy tovdbb.

Kigsé koriilményes volna a bizonyitds, ezért csak felhiv-
juk arra a figyelmet, hogy a tdblizat belsejében bérmely
szdm a f6l6tte jobbra és balra olvashaté két szdm Osszege.
Ezzel egészen gépiesen barmeddig tudjuk a tdblizatot foly-

Colerms 1X1, 17
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tatni. Emlitsik még azt is, hogy Pascal az 4ltala felfedezett
héromszéget «riangulus mathematicus-nak nevezte, de a
binomidlis egyiitthatokat el6tte mér Stifel is emliti 1544-ben,
kinai matematikusok pedig mdr a Kr. u. XIII. szédzadban
ismerték.

Joggal kérdezhetjiik immar, miként kell ezt a tdblizatot
haszndlni? Haszndlata nagyon egyszerfi. A baloldalon ol-
vaghaté rémai szdmok azt a pozitiv, egészszdmi bhatviny-
kitev6t mutatjik, amelyre a binomot emelni akarjuk. Az
ugyanazon sorban, a hiromszdgben olvashatd szdmok pedig
sorban az el6bbi C, C,, Os... Oy, O, értékei. Ezek szerint
a szdmok a kombinatorikai jel6lésmdddal frt egytitthatdval
azonosak. frjuk fel ezek alapjén (x-a)? értékét = fogyd hat-
vényai szerint rendezett hatvinyscrban.

(z+4-0)"= 2"+ (Z) % - (; ) z°aZ}- (g)#a"-{-
+ (Z ) Pat4- (Z)m"a“—l— (Z )wa“ +a’

Ha kiegészitéstil 27 mell§ kiirjuk a (g) egyiitthat6t és
az a’ mellé a (;) egyitthatot, akkor a 7 hatvédnyhoz
tartoz6 egytitthaték sorban a kovetkezdk :

o ) G GGG GG

kiszdmitott értékik: 1 7 21 85 8 21 7 1
s ezzel a Pascal-féle hdromszoget hibdtlanul verifikdltuk.

Még egy példa. .

(4+T)*? Természetesen egyszerfien Osszeadhatnok a két
szdmot 68 kozvetleniil felfrhatndk a 11 6t6dik habtvénydt,
115=161051., De felhaszndljuk az alkalmat a binomidlis
tétel jabb kiprobédldsira és megjegyezzik, hogy a gyakor-
lati szdmolds szempontjébél is elényds valamely szdmot,
hatvényozdsra binomms szétszedni.®

1 Helyértékrendszerben frt szémok négyzetre, kobre emelése és alta-
léban hatvényozésa is ezen alapul. Pl. 133=(10+3)* stb.
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foy szémolunk :
(@4+-Tp= ( ) 4.7 "0+( | 47 ( ) 8.7 (g) 42,74

+ (i) a7 (g) 4. 75=
— 1.1024.14-5.956.7-10.64.49--10.16.843+

+ 5.4.94014-1.1.16807=
= 1024-}-8960--31860--54880-1-48020-- 16807 =161051

8 megkaptuk a vért, helyes eredményt.
Miésodik példa.

(1—|—a:)9—-( )19x°+( )15w1+( ) 17m2+( )1%3-}-( ) 153t 4-
s e e o e
— 1--O¢--360%--84aP 4126212675+ 84054 8627 9aB4-°.

Jegyezzitk meg végil, hogy a binom természetesen
(z—a) vagy (—ax-—a) is lehet. Az el8jelet a szorzdsndl és hat-
véinyozdsnal tanultek szerint kell az x és az o el6fordulé
hatvinyaib6l megdllapitani. Ha példdul (z—a)* kiszdmitdsa-
kor 42%a elfjelét kell megdllapitanunk, akkor vildgos, hogy
az eolfjel minusz. Mert a szorzat 4.z.2.2.(—a), az eredmény
pedig —4z%a.

Irjuk végiil a binomidlis tételt szumma alakjdban.

(m—l——a.)”=§(:1‘_:(:z)a;”—'.a"—( O)w"a°+( )x"—ial—}— —}-( ):c“a".

A matematika azonban a binomoknak nemesak pozitiv
egész szdmi hatvdnyaival foglalkozik. Foglalkoznunk kell
tehat azzal az esettel is, amikor a kitev6 tort, vagy negativ
szém. ElGszor az (1-4-z)* binommal foglalkozunk és azt
kivanjuk, hogy n tért vagy negativ szdm legyen. Kereteink
kozt nines modunkban ennek az esstnek is & mélyébe hatolni,
tehdt meg kell elégedniink annak megdllapitasdval, hogy

17*
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tort vagy negativ kitevlre binomidlis képletiink végtelen
<binomidlis sorrdy alakul 4t. Ennek alakja:

(14a)n=1+ (’1’”) o+ (g) 2t (g) et (f) ..

Benne r véges szdmot jelent, amely n-nél nagyobb is lshet.
Ha torténetesen nem (1-+z) valamilyen hatvénydt akarom
binomidlis sorba fejteni, hanem (a-}x)-6t, akkor ismét egy

fogdst kell hagzndlnom. (a-+z)* egyszerfien a» <1+ ) alak-
ban frandé. Ekkor (1—}— ) a tanult képlettel kiszdmithato,

végtelen binomidlis sorba fejthetd, s az eredményt egysze-
riien meg kell an-nel szorozni.

Erre, mint emlitettik, csak utalunk. De ha médr «végte-
len soroks s 6ba keriiltek, roviden meg kell magyardznunk,
hogy mit is neveziink &ltaldban «wors-nak.

A sor z6 maga is mutatja, hogy tagoknak egym4s utédni
sorozdsdrol van szd. 8 a tagokat Osszeaddssal vagy kivonds-
sal {lizzik egyméshoz. Véges a sor, ha véges szdmi tag utdn
megszakad, ellenkezd esetben végtelen. Végtelen példdunl a
Leibniz-sort :—2 =1 ?1}— + %— %—l— --» A Leibniz-sor kap-
csdn mésik fontos fogalommal is megismerkedhetiink. Tud-

juk, hogy a végtelen sok tag Osszege z— tehdt véges. Ilyen
gort konvergensnek, dsszetarténak mondunk, mert az Gsszege
véges érték feld (példdnkban % felé) konvergdl, az 1484

45474+ vagy hasonlé sorck Osszege szemmel ldthatéan
végtelen. Ilyen sort divergensnek, széttarténak mondunk.
A matematika legnehezebb problémdi kozé tartozik an-
nak megdllapitdsa, hogy valamely sor konvergens-e vagy
divergens. Mert szitkséges ugyan, hogy a tagok fokozatosan
csdkkenjenek, kozeledjenek nulldhoz, de ebbél még nem ka-
vetkezik az, hogy & sor konvergens. fgy példéul a végtelen

1+1/1§+1/1§+1/1£+1}5"'
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sor divergens, bdr minden tagja kisebb a megel6z6nél. A sor
oOsszege végtelen, mig példdul a szintén végtelen

1
1.2

sor konvergens és Osszege 1.

Végtelen sorok gyakran tesznek jé szolgdlatot kvadra-
turaproblémdk megolddsakor. Az integrdlandé fiiggvényt
sorrd alakitva megkonnyithetjilk az integrilds elvégzését.
Mér Archimedes is alkalmazott konvergens végtelen sorokat
kvadraturaproblémék megolddsdra.

1 1 1
+testsctIs T

HUSZONKILENCEDIK FRJEZET

Archimedes parabolakvadraturaja

A nagy Archimedes kétségtelen érdeme, hogy gdrbevonala
idomok kvadraturdjéra olyan zsenidlis moédszereket gondolt
ki, hogy ezek a XVII. szdzad végéig hatdssal voltak a mate-
matika fojl6désére és dltaldnosan alkalmazték Sket. Eppen
ezért nem resteljik a fdradsagot és kissé mélyebben meg- -
ismerkediink Archimedes idevdgbé gondolataival. Evéghél
a két értekezésben is tdrgyalt parabolakvadraturdt fogjuk
megismerni. Az 6 geometriai okoskodadsait vesszitk el6 és
mellSzzitk a szdmunkra nehezebb sztatikai moédszért.

Archimedes geometriai moédszere, az ligynevezett exhau-
stio, vagyis kimerités; mdr széltunk réla. Lényege, hogy
kénnyen kezelhetd, egyenes vonalii idomokat ir bele az illetd
gorbevonali idomba. Ha végnélkiil szaporitjuk a befrt ide-
mok szdmdt, Ggyhogy valamennyi végnélkil kisebbedjék :
végnélkil simulnak az egymdsutdni egyenesvonalt idomok a
gorbevonalithoz, mindaddig, amig végtelen sok ismétlés utin
olyan egyenesvonali idomhoz érkeziink, amelynel hatdr-
vonalai a gorbe ivelemeinek tekinthetdk. Most kell a masodilk,
lényeges 16pést megtenniink : Osszegezniink kell a végtelen
sok, egyenessel hatarolt idomot, mert ez az Gsszeg adja a
«kimeritetty, a végtelen sok, hasonlé idommal megt6ltott,
gérbevonali idom teriletét. Hogy ez részleteiben miként
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torténik, azt kés6bb 14tjuk meg. Most azonban vegyiik fel a
«kozénséges parabolas tetszésszerinti darabjst. E parabold-
nak szdmos tulajdonsiga mdr Archimedes idejében ismere-
tes volt. '

Hatdrozzuk meg tehdt egy tgynevezett parabolaszelet,
azaz parabolaszegmens ! teriiletét. Rajzoljunk ebbe a szeletbe
héromszoget olymédon, hogy csicsa a paraboldnak Ggyneve-
zett esticsdval essék egybe és e cstcesal szemben fekvd oldala
a parabola tengelyére mer8leges legyen. Egyszerfiség kedvé-
ért, — hisz a parabola szimmetrikus a tengelyére, — 8-a
kés6bbi, integrdldssal torténd teriiletmeghatdrozdssal vald
kénnyebb Gsszehasonlitds kedvéért, a parabolaszeletnek csak
a fels§ felét vesszitk tekintetbe. Ebben a részben most egy
nagy, derékszogl hdromezdg van, &tfogéja a paraboldnak
gynevezett esticsdtol a szeletet hatdrolé hirnak és a parabo-
ldnak metszéspontjdig terjed. E héromszognek, amelyet a
kovetkezOkben @@ nagy hdromszégr-nek fogunk nevezni,
egyik befogoja a parabola tengelye, a mdsik pedig egy arra
merlleges S egyenes, amely nem egyéb, mint az imént emli-
tett hirnak a fele.

Fogjunk mér most neki az exhaustionak, a kimeritésnek.
Evégre a nagy héromszog dtfogdjéra mint alapra 4j, (az 53. 4b-
rén vonalkdzott) hdromszdget rajzolunk, de ez mér természe-
tesen nem derékszdgli: A vonalkdzott hdromszig két oldaldra
mint alapra ismét egy-egy, o képen fekete, hdromsziget he-
lyezink, B fekete hdromszogek harmadik csficsa, miként
minden eddigi hdromszigé, a parabolén van. Most mér gon-
dolatban tovabb is folytathatjuk ezt az eljdrist. A fekete
héromszigek két-két szabad oldaldra ismét egy-egy, még
kigebb, hédrcmszoget gondolhatunk, csiesaik természetesen
ismét & paraboldn vannak és igy tovdbb a végtelenségig.
Mindenki beldfja, hogy a hiromszogek sorozata kitolti a fél
parabolaszegmenst. De hogyan tudjuk Osszegezni e végtelen
gok hdromszdget?

1 Bzegmens mint tudjuk, a szelet neve, a szektor viszont a cikknek
o megfeleldje. A kezdé gondoljon a szegmens hallatén egy kerek kenyér-
bol levigott részre, a szektor viszont koralakd tort&bdl szokott médon
kivagott részt jelent.
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58, 4bra.

Az erre adott felelet teljes fényében mutatja a régi goro-
gok matematikai ldngeszét. 8 megesodalhatjuk azt a szinte
hihetetleniil egyszerli és vildgos moédot, amellyel Archime-
des ezt a latszdlag megoldhatatlan problémét elintézte. Tudta
ugyanis, hogy olyan fogy6 végtelen sorok dsszege meghatd-
rozhatd, amelyekben a tagok viszonya 4llandé. Tudta tehdt,

hogy pl. az 1+ + = + ! ... sor Gsszege véges, mégpedig

=2. Ha tehdt slkerul a szemmel léthatéan kisebbedd hérom-
szogek csdkkenését valamely &llandé viszonyszdmmal ki
fejezni, akkor az egész feladatot fogyd végtelen sorok Gssze-
gozésére vezettiilk vissza. A nagy hdromszég bédrmekkora
lehet, egyszerfien egységnek tekintjiik és a t6bbi hdromszog
teritletét ebben az egységben fejezziik ki. Azutén, ha az ossze-
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gezés megtortént, az eredményt megszorozhatjuk a nagy
héromszog valddi teritletével, s ebb6l azonnal megkapjuk a
parabolaszelet teriiletét.

Archimedes valéban elérte ezt a célt. Az 6 gondolatmene-
tét fogjuk kovetni, némiképpen egyszerfisitett, de lényegében
véltozatlan médon. J6 szolgdlatot tesz majd ekézben az 54.
ébra vézlatos rajza. Elbreboesdjtjuk, hogy a paraboldnak
igen sajétos tulajdonsdgai vannak, de ezek bizonyitdsa tal-
sdgosan messze vezetne. Tehdt csak annyit emlitsiink, hogy
azokat a vizezintes, pdrhuzamos egyeneseket, amelyek 2
parabolét az S, S, S,, S; stb. pontban metszik, a parabola 4t-
mérSinek nevezzilk. Kgy ilyen dtmérs akkor felezi a metszett
parabola-hirt, ha az dtmérbnek a har és az iv kozb esb része
a leghosszabb dtmérddarab az illet6 har 4ltal levdgott sze-
letben. Bz esetben az dtmérének és a paraboldnak metszés-
pontjat az illet§ szelet esticsdnak is nevezik. Igy S, a csicsa
az 83’ hiir altal levdgott szeletnek, S, az S és S, koubtti sze-
eté, S;" pedig az S, 63 8’ kozottié stb Emlitsik még, hogy
a regl go1ogok igy Archimedes is tudtdk, hogy a b tengely-
darab gy viszonylik valamely részéhez, mint A* viszonylik
az illetd rész végpontjdban emelt merbleges tengely és para-
bola kozotti részének négyzetéhez. Mai matematikai nyel-
viinkén ez ast jelenti, hogy a paraboldnak analitikus jelolés-
sel irt egyenlete y> =1z, vagy y = y/x.

De most foglalkozzunk magéval a probleménkkal

A nagy béromszégnek itt (54. dbra) b és k a befogdi,
4tfogdja pedig az SS’ hir. Terilete ezek szerint —%ﬁ Haz-
zunk a % végpontjin keresztil dtmérdt, akkor ismét 4j,
as SS'S, szelethez tartozd S; parabolacsteshor jutunk. Az
ebbe a szeletbe beirt S8’S; hdromsziget a LA tdvolsdg két

p 4 |
részre osztja, a kéb rész alapja kozos, e magassdguk pedig
egyformén —}21 Teriiletiik egyiittvéve 2( %ﬁ—) :2. Egz
azt jelenti, hogy bh az 88'S; héromszog terillete. Az elfzé

dbra kifejezéseivel élve azt mondhatnoék, hogy a nagy hdrom-
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54. 4bra,

820g tertilete négyszer akkora, mint a vonalkdzott hdromszégé.
Hizzunk most tovAbbi két 4tmer6t -Z_ nél & -?-néx, vagyis
a két %'f‘ ismét megfelezzitk. Az osztépontokon keresztiil

hizott 4tmérdk ismét esticspontokat adnak, az S, és 8’y
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pontokat. Az aj SS,S, és S,5,8’ szegmensekbe jbol hdrom-
sz0geket rajzolunk. Fzeket a héromszogeket neveztiik el6bb
«fekete hdromszigeknekn, 8 a parabola tulajdonsdgai alapjén

megismétlédik az elfbbi jaték valtozott méretekkel. Negy Tbé’
alapt hdromszdgiink van most, kettS-kettd egyiitt egy-egy fe-

kete hdromszoget ad. Mindegyik részhdromszdgnek (T% . —ii) 12
a terillete, tohdt a négyé egyltt (4 %%) :2. Vagyis 3—2}9
De ez azt jelenti, hogy a két dekete héromszogy teriilete
ogyiitt a vonalkdzott hdromszogek terilletének negyede. Ugyan-

ezt a képzési torvényt Gjbdl alkalmazva megfelezzitk az
dbrdn l4thaté % darabokat, akkor négy 4j 4tmér6 négy
4j cstespontot ad: S;, S 8., S''. A négy exhaustios
héromszég nyole z%— alapi hdromszogre bonthaté. Magas-

sdguk % Osszes tertiletiik tehdt 8 (gbé- -ZL) 12 -_—_—-Zi De ez

128°

megint nem jelent mést, mint hogy 4j hdromszogeink terii-
lete negyede az elébbi két fekete hdromszog teriiletének. Nem
meriilink 4brénkrél leolvashatd tavdbbi nagyon véltozatos
térvényszerliségek ismertetésébe, csupdn a szamunkra jelen-
t6s tanulsdgokat foglaljuk Gssze. Azt tapassztaltuk, hogy el-
jérdsunk : h felezése, 4tmér§ rajzclds, hdromszogszerkesziés,
fogy6 sort szolgiltat. Bzt a sort egyelfre csak szavakba fog-
lalva frjuk le. A nagy hdromszdg négyszer akkora, mint a
vonalkdzott. A vonalkdzott a két foketének négyszerese.
A két fokete négysuerese annak a négy hdromszdégnek, ame-
lyek cstiesai sorban Sy, S;, S,’, S,’’ és igy tovdbb a végte-
lenségig. Ha most a nagy héromszdget tekintjik egységnek,
akkor a parabolaszelet teriiletét a kdvetkez§ sor szolgdltatja :

Parabolaszelet teriilote =1 % + —1% + -6—14- +-.-, minthogy

ebben a sorban minden tag a megelfzdnek negyede. Most
mér csak a sor Osszegét kell a nagy hdromszdg teriiletével,
a kordbbiak szerint, megszoroznunk, hogy a parabolaszelet
teritletét megkapjuk. Tehdt a végeredmény :



Parabolaszelet =
" 1 1 1
nagy héromszdg X (1 + T + 16 + @.;.... )

Most mér esak az van hitra, hogy a végtelen sok tagb6l
4ll6 fogy6é sor Osszegét meghatdrozzuk. Elébevigunk tanul-
a
1—g
képlettel kell meghatdrozni. A képlethen o a kezd§ tagot
jelenti, g a hdnyadost, a kvocienst. Esetiinkben a kezd§ tag 1,

wanyainknak, de eldruljuk, hogy az Osszeget az S, =

a hdnyados l, tehdt S, = 14 Tzzel min-
4 1 8 8
-7 3

dent tudunk. A parabolaszelet teriilete a nagy hdromszog
teriiletének pontosan négyharmada. Ha dbrankat a szaggatott
vonalakkal kiegészitve tekintjiik, akkor egy derékszdgii négy-
szog 4l elSttiink, oldalai b és h, teriilete pedig & nagy hdrom-
szog teriilotének kétszerese. Terilete tohdt a nagy hdrom-
szoggel mint egységgel mérve 2. Ha végiil a parabolaszelet
é3 a négyszog teriiletét hasonlitjuk 6ssze, akkor kideriil, hogy

a kettdnek a viszonya ~§— 12= —g— Ez azt jelenti, hogy a

parabolaszelet teriilete kétharmada a hir felébdl és a tengely
metgzetébdl alkotott négyszognek.! MielStt még a klasszikus
gordg geometria érdekes teriiletét elhagynok, meg kell emli-
teniink, hogy az els6 hdromszognek egydltaldn nem kellett
derékszdglinek lennie. Kiinduldsul valamely ferdén levdgott
szeletet, igy példdul a vonalkézott hdromszdget és a hozzd
tartozé szeletet is vélaszthattuk volna. S8t ez a vilasztds
helyesebb is, mert dltaldnosabb. Ha igy vélasztunk, akkor
azt taldljuk, hogy valamely ferdeszogt parallelogramma két
dtellenes csfiesdn keresztillmend parabola a parallelogram

mét %——g— ardnyban osztja két részre. Tovdbbé, hogy az

! Helyesen, az analizis kifejezéseivel, azt is mondhatnék, hogy a
parabolaszelet teriilote ama pont koordindtiibdl alkotott négyszdg teri-
leténck kétharmada, amelyben a hir a paraboldt metbszi.
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exhaustiés hdromszégek teriiletének Gsszege mindenkor egy-
harmada a kiinduldsul vdlasztott hdromszdg teriiletének.
Mi a derékszogli esetet csak a lovezetés és demonstrilds egy-
szerlsitése céljdbol véilasztottuk, valamint azért, hogy a
kés6bbi tanulmdnyaink folyamén integrdlszdmitédssal vég-
zott teriilletmeghatdrozdst példdnkkal konnyebben Ossze-
hasonlithassuk.

HARMINCADIK FEJEZET
Sorok

Most azonban tjra a sorok elméletéhez kell fordulnunk
és hozzdesatoljuk még a sorokndl lev6 egy mdsik kiilénbség
rovid megemlitését. Vannak sorok, amelyek additiv nének
vagy szubtraktiv fogynak. Példiul

14848547404 euinens és fgy tovdbb
vagy
500-1-496-1-492-1-4881-..... és gy tovdbb

Az ols8 sor tagonként 2-vel nd, a mdsodik 4-gyel fogy.
Az ilyen sorokat szdmtaniaknak nevezik. Ha ellenben a sorok
szorzds dltal nének és a legkozelebbi tagot gy kapjuk, hogy
az adott tagot egy mindig ugyanaz maradé tényezdvel szo-
rozzuk (vagy egy 4llandé osztéval osztjuk), akkor egy mértani
sorrdl beszéliink. Példdul :

148494274814 ... és fgy tovdbb

1 1 1 1
liziﬁiﬁimi“. ég i-gy tovébb.

vagy

Altaléban frva igy hangzik a szémtami sor:
o+ (a+d) 3 (a+2d) +- (a+-8d) -+ & (a-+nd)
0t (0~ (a—20) - (—8d) -+ (a—nd),

a mértani ellenben :

a+aq+ ag® + ag® £ -3 agr

vagy
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vagy
1 1 1
atafagha, tteta =

Itt is eltekintiink a levezetésektdl és csak megemhfguk
hogy e sorokat «progresszioks-nak is szokds nevezni és hogy
az a-t, ami természetesen egydltaldn nem kell 1 legyen,
«kezd6tag»-nak nevezik. A szdmtani progresszidkndl a nove-
kedési vagy kisebbedési szdm d a «differencian, a mértani

progresszidkndl a ¢-t vagy az l-t «kvociens»-nek nevezik.

Minket elsdsorban egy ilyen sor Gsszege érdekel. Szdm-
tani sorokndl, ha a kezdftag a, a differencia d és a tagok
szdma n, akkor az Gsszegképlet

8y = [a+ —C-Z(n—g-ll]n

Szdmtani sorok végtelen Gsszege nem lehebséges, ami azt
teszi, hogy ezek mind végtelent adnak osszegiil, tehdt minden
szdmteni sor divergens. Kovetkezbleg az m-t mindig véges
szdmként kell megadni, ha értelmes feladatot akarunk fel-
4llitani. Szamitsuk ki péld4ul az elsd 9 pdros szdm Ossze-
get, tehdt

94-44-648--104+194144164-18=2

A kezd8tag =2, a differencia d=2 és a tagok gzama,
n=9, Tehdt

5y = [2 + ?ﬁ—_ﬂ].g — [24-8]-9=90.

1" Il

ami képletiinket kitéinfen 1gazolja
A mértani progresszi6kra nézve érvényes az 0sszegképlet :

1

=

* Qe

Tehdt ha keresnbk a
84154454+ - -
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progresszi6 els§ 6 tagjdnak az Gsszegét, akkor tudndk, hogy
a=38, g=5 és n==6. Tehdt :
56—1 15625—1

8= +8=38906.3=11718,

Se= 53 4

ami a

8-+154-754-875--1875-+-9875=11718

tsszeaddssal konnyen ellendrizhetd.
Most egyszer egy oly mértani progressziét akarunk meg-

vizsgélni, amelynek <kvocienses tort, 1. Utalank arra, hogy

éppen ezek a mértani sorok, amelyek mindegyre fogynak
és ezért voltaképp nem «progresszidknaky, hanem «degressziok-
naky volndnak nevezhetfk, az egész matematikdban rend-
kfviili szerepet jitszanak. Altalénosan frva n tagszém esetén

ily alaknak :
1

n—1

1 1 1
v — =@ a — a4 — o
Z S=ate o rteeota

Azok utédn, amiket eddig hallottunk, a sorok eme faj-
td4jdnal is lehet értelme végtelen sok tag Osszege utdn kér-
dezfskodni, Feldllitjuk ezért a problémét, hogy mely hatdr-
értékher <konvergil egy ily sor, mely Osszeghez tart. Hgy

1iq, ahol itt g-t tettink
egyszerliségért 1 helyébe azért, hogy ne kapjunk tértestértet
(ketit@stortet). Tehdt frhatjuk

ily sorra nézve &1l a képlet S., =

a

m='1—__—q'

s —|=lq| <1 foltéllel,

, a%

ami nem mést jelent, mint hogy itt a ckvociens» valédi
tort. Eme képlettel elfszdr a parabolaszelstre vonatkozé
Archimedes-féle sort akarjuk megvizsgdlni. Ennek alakja

1 1 1 1 1
Myttt T ot
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Itt az o kezd8tag 1-gyel egyenl8. A dkvociensy %,- mivel
minden kévetkezl tag egynegyede a megel§zbnek (vagy
minden tagot —4—-del kell megszorozni, hogy a legkézelebbi
tag adédjék). Az Gsszegnek tehdt végtelen sok tag eselén az

S a

1, .
s Pl értékhez kell konvergélni.

! — egyenld -}g- — 2 amit mér el6bb mint ered

Amde 3 g

1—3
ményt dllitottunk oda.
- Ha példdul az

1 1
g b bog e

sor volna el6ttiink, akkor most régtén tudnék, hogy vég-

telen Osszege S.. = = 1 2. Bgy mdsik sor

1
2

[

1 1 1 1
Tty tor et

=L,

végtelen Gsszege ellenben S.. = 11 D)

Altalénosan a mi képletiink alkalmazdsival 4llithatd, hogy
az|z| < 1 feltétel mellott barmely 1--zt-a?4-ad4-at-f-ab-4-. ..

alakt végtelen sor 6sszege

ke

SET

T ami hasonléképp messze-

hord6 jelentéségii. , '

Mér e néhdny példédbdl eljutunk annak a beldtédséhoz,
hogy konvergens sorok wégtelen Gsszegének a kiszdmitdsd-
ban egy hatdrozott infinitézimalis elv rejlik, amely lehetGvé
teszi mindenféle geometriai probléma megolddsit. Pél-
dédul mihelyt képesek vagyunk valamely idomot — mégha
gbrbevonald hatéra is van — oly végtelen sok idomra bon-
tani szét, amelyek tertiletei fogyé mértani sorba rendez-
hetdk, akkor a kvadratura integralszdmitds nélkiil is elvégez-
het6. gy ilyenféle péld4t mér Archimedesnél l§ttunk, Hs
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nines jogunk lekicsinyelni Archimedes utolsd tanitvédnyai-
ndl — mint példdul egy Galileinél vagy Vivianindl — azt
a roppant éleselméjliséget, amely az exhaustio mddszerében
egyenesen hiheotetlent végzett. Ezen természetesen mib sem
valtoztat az, hogy éppen Vivianinak, a nagy Leibniz
bardtjanak, kellett 4t szenvednie annak tragikumét, hogy
alkotdsdnak a tet6pontjdn a matematikai trénrél menthetet-
lentil letaszitotta és fdradozdsdnak minden gyiimélesét elvette
az infinitézimalis szdmitds csoddja. Mi epigonok azonban
moit véglegesen birtokunkba akarjuk venni az érett gyiimél-
esoket.

HARMINCEGYEDIK FEJEZET.
A (differenciilszamiias technikaja

Mivel mfivészetiink alapjait oly lelkiismeretesen megvilé-
gitottuk, most jogunkban &ll a fels6bb matematika algorit-
musdt tisztdn formdlisan levezetni. A differencidlszdmitds
élére az tgynevezett Leibniz-félo alaptételt allitjuk. Bz igy

hangzik : : (o) —i(
: vd __dy___l ’ _f£0+ )_ w)
differencidlhdnyados = == f'(x) = —
Lényegében ez az egyenlet szdmunkra nem ad mést, mint
egy mdsik frédsmédot oly valami szdmdra, amit mi szdmitds-
szerfileg mir megvizsgdltunk. Ugyanis mi annakidején meg-
alkottuk a differencidlhdnyadost oly médon, hogy az eredeti
y=f(x) fiiggvényt levontuk a de novekménnyel eldallott 4]

(y-+dy)=f(z--dx) tiggvénybbl. Tehat

y+dy=f(z--dx)

—y _=—1@
dy={(z-+da)—f(@).
Ha most az egyenlet mindkét oldaldn dz-szel osztunk,

valéban kapjuk, hogy

Uy _ fein—@)

dx dx
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Amde % helyébe tudvalevleg f'(z) vagy 4’ is irhaté
Kovetkerbleg helyes a mi els§ egyenletiink.

De 6szintéknek kell lenniink és megmondanunk, hogy a
«Leibniz-egyenlety csak mintegy a héj, amelybll a magvat
minden egyes esethen ki kell szedegetniink. Es ez nem mindig
oly kénnyd. De ha rendsgeresen jarunk el, akkor a differen-
cidlds szdindra mintegy alapszémitési szabdlyokat vezethe-
tink le, amelyek a kezelésre annyira hozzdférhetévé tesznek
bérmely bonyolult differencidlszdmitdst, mintha példdul egy
szorzésrol vagy osztdsrol volna szé. Elfszor is egy hatviny
szdmére iparkodunk dltaldnos differencidlési torvényt nyerni,
mivel a figgvényekben mindig & hatvinyai szerepelnek.
Kezdjiik az els§ hatvdny legegyszeribb esetével. Példdul :

y=2-}-6.
y+dy=(x+dzx)-+6 és a
differencidlhdnyados a Leibniz-képlet szerint

&y _ (z+da)+6—(z+6) x—{—dm—f—ﬁ—x—#G _dz 1
de dx - dz Tdz

Ekkor

Mér itt meg kell jegyezni, hogy minden additiv vagy
szubtraktiv dllando (a mi esetiinkben 4-6) a differencidlés-
nal egyszerien eltinik. Fnnek kényszeritd alapjit késSbb
fogjuk beldtni. A mdsodik hatviny pedig: :

y=g*—T.
Ekkor a Leibniz-képlet szerint :
&y (a+de)—T—(*=T)  o*42det(do)®—T—2"4T
dz dx - dz o

_ 2zdz+(dz)?
o dz )

Itt is az dlland6 (szubtraktiv!) egyszerfien eltfint. Vissza-
maradt egy bonyolultabb kifejezés, amelyben (drx)?, tehat

Colerns:1X 1 18
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ogy «mésodrend{ kicsi» szerepel. Eut egyszerfien elhanyagol
juk mér gyakran kifejtett okokbdl és akkor

dy  2zdz
W= d

Hatvényrél-hatvinyra féradsigosan felkapaszkodhat-
nénk az tgynevezett «teljes indukeidy Gtjdn., Mint jdratos
matematikusok lenézziik ezt & keriil§ utat, mivel a binomiglis
tétel lehetGvé teszi szdmunkra a dolog dltaldnos elintézését.
Ditferencidlnunk kell tehdt az y=a"--a fiiggvényt.

Mivel az dllandénak Ggyis el kell tlinnie a Leibniz-képlet
szerkezete szerint, azért elhagyjuk és csak az

y=an

fiiggvényt vessaik,
Az a2-nek dz-szel vald megnovelése az

y+dy=(x-+de)"

fuggvényt hozza létre.
s a differencidlhdnyadosnak a Leibniz-képlet szerint f gy
kell szélnia

dy (a:—i—dm)"—a:"
dw dz
Ha most az (z4-dz)* binomot a binomidlis tétel szerint
kifejtjiik, kapjuk
% _
de
[x“—}- (71&) 2z (g) o)+ (g) a:n——s(da:)a—}— .. ]—m"
dx
Léthato, hogy 27 mindig kiesik, tigyhogy marad

ay ()7 w{5)e" a0+ (5] 8

dx dz
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Léithaté. tovdbbd, hogy a binom kifejtésében minden-
esetre mdr a harmadik tagban, a mésodik tagban ha a
kiesett z7-t6l eltekintiink, a dz-nek az elsénél magasabb
hatvényon kell szerepelnie. Ez a binomidlis tétel szerke-
zetéb6l folyik. Amde (dz)? mér mésodrendd kiesi. Mdsodrendd
kicsivel val6 szorzds pedig djra mdsodrendd kicsit ad, haesak
végos ériékkel szorzunk. Még inkdbb 41l ez a tovdbbi tagok-
rdl, amelyek még harmad, negyed sth. rendfl kicsiket is tar-
talmaznak tényezdkiil. Kovetkezbleg a differencidlds szdméra
csak az elsd tagot kell alkalmazni, az Gsszes t6bbi elhagyands,
mint ethanyagolhaté magasabbrendfi kicsi. Marad tehdt :

B,
2=y =(})a" =

Tehdt itt kozvetleniil megkaptuk valamely hatvény diffe-
rencidlésdnak dlbaldnos képletét. Igy hangzik :
' (z?)=nar—1.

Hogy az algoritmus kifogstalan eredményeket szolgdltay
az példaul kiprobdlhato az y=z, y=a? és egy dllandé esetén. Az
y=u szémira adodik y'=1.21=1.2%=1.1=1, az y=2? sz4-
mira kivetkezik y'=221=21=9 68 egy 4llandd esetén,
amely mint y=ax? irhatd, eredményiil kapjuk y'=a.0.291=
=0.0.2~1=0. Ezutdn példdul a differencidlhdnyados y=z'¢
szdmdra egyenlS: ['(z)=y =16x-1=162'%. Hszrevessziik,
hogy a differencidlszdmitds egyik sajdtossdga, hogy eggyel
lejjebb szdllitja a hatvdnyt. Teljesség kedvéért megemlityitk
még, hogy képletiink nemesak pozitiv egész, hanem éppen-
tgy negativ és tort kitevSkre is érvényes, tehdt példdul
y==ai=1/x szémira a differencidlhényados :

dy_ 1 15 11 1 1 1
dg 27 27 2 g 2 ¢z ez
vagy ugyanaz Y=z ° esetén % =871 = — gt

alaka. Hogy itt, negativ hatvinymutaté esetén, a hatviny
magasabb és nem alacsonyabb lesz: ez esak ldtszélagos kivé- .
18%
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tel. Mert egy nesativ hatvdnymutats tortet jelent és egy tort
kisebb lesz, ha emelkedik a hatvdny.Az illet fuggvénynek a
differencidlds okozta eme wnegkisebbedésébdly, valamit ama
koriilménybdl, hogy a differencidlds egy hdnyadost vesz
alapul : aira lehet kovetkeztetni, hogy a differencidlds a
litikus, a szétoldé miiveletelher tartozik. Az integrél ellen-
ben az Osszeg egy fajtdja és — mint ldtni fogjuk — emeli
s kitevt és edtal a figgvényértéket. Ezért az integral-
szdmitds a feléls, a tétikus szdmitdsi miveletekhez tar-
tozik. lgy is akarjuk tdrgyalni. Mindenesetre f8ellonérv egy
ilyen besorozdshoz az a koriilmény, hegy a differencidl-
hanyados, miként az Osszeg é8 a szorzat mindig kénnyen és
egyéridkiileg képezhetd, ellonben azintegrdl értékének megdl-
lapitdsa azdltal mutat szerkezet szerinti rokensdgot az osztds-
sal és a gydkvondssal, hogy a prébélgatdsnak valami bizonyta-
lansgdgdt, tobbértékiisdgbt és sziikségenségdt hordozza magdval.

A figyelmes olvasé észrevehette, hogy az eddigi differencidl
szdmitdsunkndl a tetszlleges 2 véaltozd mindig egyiitthaté
nélkil ezmerepelt. Az y fiiged véltozdudl ez teljesen magdtol
értot3dd. Mivel mi esak akkor differencidlunk, ha a fiigg-
vényt az explieit (kifsjtett) y=f(z) alakra hoztuk, Egydltalin
nem magatol értet8dS ez azm egyutthatonélkiliség az x-hat-
véanyokndl. Ellenkerleg: az z-hatvényok rendesen egyiitt-
hatokkal jelentkeznek. Mivel tovdbbd az egyiitthatok nem
mésok, mint multiplikativ, (szorzd) dllanddk, azért roghén meg
kell vizsgdlnunk, hogy vajjon a multiplikativ dllandé mennyi-
ségek éppentgy eltlinnek-o, mint az additivok és a szub-
trakiivok. Megkiséreljitk tehdt az

y=822--19
fiaggvényt differencidlni. A Leibniz-képlet szerint
dy _ Ba+da)*+19— (8419

, tehdt

dx di
_ 8[at4%ade+ (da)¥]+1'—B22—10
= = =
82248 2udr3(dr)®+19— 825 — 19
= e L
_. 8-2nde--8(do)®

ag



é3 a mdsodrend(i kicsi 8(dz)* elhanyagoldsa utdn :

dy  8.%2xdw.
dr ~  dx

Létjuk ebbll, hogy a differencidlhdnyadosnél megmarad-
nak a multiplikativ dllandék mint egyutthaték. Mi ugyanis
ugyamazt az eredményt kaptuk volna, ha az y=3(z*-19
fuggvényt szétvdlasstva differencidljuk, éspedig olymoddon,
hogy el@szdr az 2? differencidlhdnyadosdt keressiik meg és
azutén szorzunk 8-mal. Az 22 differencidlhényadoss 2z és ez
s-mal szorozva: 8.2z==6z. Az additiv dllandd 19 minden-
kép eltlinik.

Most még esak azt az esetet vizsgaliuk meg, hogy egy
filggvényben az z t6bb hatvinya fordal eld. Ha est sikeresen
elintézzitk, akkor mér az Gsszes vgynevezett egésy raciondlis
fiiggvényeket &s ezeken kivill az Osszes fiiggvényeket tort
68 negativ hatvinymutatdval tudjuk differencidlni, amennyi-
ben ily alakdak : y=awt4-bri—lfexv—2- ... és igy tovdbb.
Mint mondtuk, itt az n t6rt vagy negativ szdm is lehet.

Megkiséreljitk tehdt az

= 8.2z = 62.

y=4x3—T2?-{-02—26

fiiggvényt a szokdsos médon kezelni.

dy
T =
_ 4z4-dz)®—T(w+dx)?4-9(x+-do) — 26 — (42° — T2 -9 —26) ©
- dz
_ A 8% Sudo) (1)) —T[a+ 2ol (7]
o dz
Yz +dz)—26—(42°—T2®+-92—26)
+ dz o
_ 4a54-4.82%dp 4. 8x(dw)® - 4(da)® — Ta® — 7. 2xdr—T(dz)? "

9% +0de — 25— 428+ Ta?— 926
dx

+
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az Osszes magasabbrendd kiesik elhagydsa illetve 6sszeaddsok
és kivondsok elvégzése utén :

dy _ 4.32%x—T7.2xdx9dx
dx dx

= 192214219,

Ugyanazt az eredményt kaptuk volna, ha tagonként
differencidltunk volna. Ugyanis 42® differencidlhdnyadosa
4.822=122% a —T2%-¢ egyenl§ —7.2r=—14z és a 9x-6
9.12°=9. Az 4lland6 (—26) természetesen elesik. Tehdt
most tudjuk, hogy egy 6sszeg differencidlhdnyadosa egyenld
az ﬁss;zes osszeadandok differencidlhdnyadosainak az Gssze-
gével. .

Figyelmeztetésill nyomatékosan megjegyezziik, hogy egy
szorzgtzvagy egy hdnyados, pl. y=(2*+38z-1)(5z—16) vagy

x

Y= ——Sx;9 differencidlésdndl egydltaldn nem szabad analog

jérni el. Ezekben az esetekben sajdt képletek érvényesek,
amelyek azonban ttlmennek & mi kereteinken. Szabad azon-
ban, ahol lehetséges, mindig megkisérelni a differencidlds elgtt
a szorzdst vagy osztdst elvégezni, mivel ezdltal a mi ismere-
teink szdmdra hozzdférhet§ egész fiiggvényt kaphatunk.
Ideje most, — mivel szdmitdsszeriileg voltaképp mindazt
elintéztiitk, amit tudnunk kell a differenciglszdmitdsrol —
hogy a differencidlhdnyados geometriai jelentését is meg-
ismertessiik, amibgl nagy alkalmazdsi terilet adodik, t. i. a
maximumok és minimumok, a legnagyobb és a legkisebb
értékek vagy médsként a szélsdértékek meghatdrozdsa. Tudjuk,
hogy a differencidlhdnyados nem mds, mint az infinitézim4lis
(jobban : a tetszdleges kis) ordindtandvekmény viszonya a
tetszbleges kis abszcissza novekményhez. Mésként fejezve ki :
hogyan viszonylik az ordindtandvekmény az abszecissza-
ngvekményhez, ha valamely # tetszéleges kis értékkel n6?
Mivel ds tudvalev6leg nem més mint az érint§ egy darabja,
azért meghosszabbithatom ezt a darabot amig metszi az

1 Az «Bsszegp ibt mindig mint caritmetikal dsszegy fogandd fel, tehdt
magéban foglaljs a kiilsnbséget, amit negativ egytitthat6jt tagok dssze-
adésaként lehet felfogni.
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55, dbra.

z-tengelyt. De a sz0g, amelyben az érint§ az abszcissza-
tengelyt metszi, egyenl§ a ds és do kozotti szdggel, mivel két
szar (ds é3 ennek meghosszabbitdsa) azonos, mig a mdsik szdr,
dz, feltevés szerint parhuzamos az z-tengellyel. Ha tovibbd

a % differencidlhdnyadost mint trigonometrikus fiiggvényt

fogom fel, akkor el kell ismernem, hogy a szoggel dtellenes
és a sz0g mellett lové befogék viszonya nem mds, mint az
o 870g tangensfiiggvénye. Tehdt a differencidlhdnyados szém-
szerinti értéke a gborbe minden helyén egyenlf azon szdg
tangensfiiggvényének az értékével, amelyet e pont érintbje a
mindig pozitivnak gondolt abszeisszatengellyel alkot. Ebb6l
a% a roppant fontossigd kovetkezmény adddik, hogy valamely
gorbe analitikug egyenlete lehet§vé teszi birmely gorbepont
pontkoordindtdinak a kiszdmitésdt, mig eme analitikus
egyenlet (fiiggvény) differencidlhdnyadosa mintegy tartal-
mazza 8 gorbe menetének, azaz a mindenkori érint6 irdny4-
‘nak-az dltaldnos t6rvényét. Csak egy tetszlleges szdmot kell
8 fuggvénybe az o szdmdra betenni és eziltal r6gtén meg
tudjuk az y-t, azaz tudjuk, hogy hol van az illet§ gorbe
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pont. Ha pedig e fiiggvény differencidlhdnyadosinak az 2-&be
tesszitk be ugyanazt az értéket, akkor az el@bbieken folil
még megtudjuk, hogy mekkora a gérbe eme pontjdhoz tar-
t0zd érint§ hajldsa. Egy konkrét példdn mutatjuk be ezt a

boszorkdnységot, amely lehet§vé teszi érintdt rajzolni a nélkil,
2

hogy 14tndk a gérbét. Hatdrozzuk meg az f—o + 8 paraboldt

an ¢=4 pontbat.

< 4 t T sa0

,07.99 »

56. abzra.

Az x==4 egetén y— —{- 8= 4 4:6. A P pont k001di
y= 10 10

ndtdi tehdt z=4, y=4-6. Ha differencidljuk az zr._ +a

dy 1 z
fiiggvényt, alkkor kapjuk a e = 10 2 = E dlfferenclé,l-

hényadost. A P pontbeli érint8 és az abszcisszatengely alkotta
sz6g tangensfliggvénye z=—4 esetén tehdt: tang o —=— 4 =08

‘Ennek az értéknek koriilbelill 88 fok 40 perces szog felel
meg. Az érint6 helyzete teh .t a rajz szerinti. Ha most az
egész paraboldt megrajzolndk, akkor az érintének a kelld
helyen kell§ mddon hajszédlpontossdggal kell fekiidnie a
paraboldn.
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HARMINCKETTEDIK FREJEZET

Maximumok és minimumok

v A differencidlhényados ennek a tulajdonsdginak koszon-

heti, hogy felfedezték. Csalddidja szintén az «érintd problé-
mékkaly kapesolatos. Bzt a problémdt a tizenhetedik szdzad-
ban, Descartes 6ta, mindinkdbb szemtigyre vették és mind-
jobban dtkutattak. Az érdeklbdésnek tobbek kdzott a kovet-
kezd koriilmény is oka volt: minden, valamilyen formdban
szabdlyos esemény lefolydsa, vagy nagysdgviszonyok ossze-
fiiggése fuggvénnyel fejezhetd ki és igy gorbével s dbrézol-
hatd. A vizsgdlt részen (tartomdnyon) beliil fontos lehet az
a kérdés, hogy mely ponton éri el a gérbe (8 vele egytitt a
fiigvény) a legmagasabb vagy legalacsonyabb pontjat (érté-
két). B sz8ls6 értékoket maximumoknak és minimumoknak
nevezik, de e kifejezések bizonydra ismeretesek mér vala-
honnan mindenki eldtt.

M

Moximum

Minimum
i

e ecemcmemgrmeanmsen

Xa .

o7. dbra.

A rajzbol azonnal kideriil, hogy a rajta l4that6 gdrbe-
darabnak x, 63 x, koz6tt egy maximuma és egy minimuma
ig van. Mindenki beldtja tovdbbé, hogy az érintének mind a
legmagasabb, mind a legmélyebb pontban vizszintesnek kell

PO S U S gt e s m v ———i s s s
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lennie, vagyis az ¢ tengellyel pdrhuzamosnak. A gdrbét esu-
pén meghajlitott bidogszallagnak kell tekinteniink és ehhex
kell vonalzét illeszteniink. Vagy még helyesebb, ha a bidog-
szallagot egyszerfien az agztalra tessziik, anélkil, hogy egyéb-
ként helyzetét befolydsolnok. Bizonyos, hogy érinteni fogja
a vizszintes asztalt, mégpedig a legmélyebb pontjival. Mert,
ha ennél még mélyebb pontja is volna, akkor be kellene az
asztalba hatolnia. Most kévetkezik az a mesterfogds, amelyet
Leibniz az «De maximis et de minimis. .. sth.» eimd dolgozaté-
ban (1684), a differencidlszdmités algoritmusdval egyiitt
kozol, az éltala alapitott legels6 német tudomdnyos folyé-
irathban: az «Acta Eruditorums-ban. A kovetkeztetés: ha
a differencidlhdnyados értelme trigonometriai tangensfiigg-
vény, akkor értéke nulla kell hogy legyen azokon & helyeken,
ahol az érint8 az x tengellyel pdrhuzamos, vagyis ahol irdnya
nem tér ol az abszeissza tengely irdnydtol. Mert O fokd szég
tangense, mint tudjuk, 0-val egyenl§. Zsenidlis megforditdssal
a differencidlhdnyadost nulldval tesszitk egyenl6vé, ha maxi-
mumot vagy minimumot akarunk taldlni és kiszdmitjuk az
fgy ad6dé egyismeretienes egyenletb8l x értékét. Ezen az z
helyen csak az ordindtdt kell a goérbéig meghtiznom és az
esetek legnagyobb részében biztosra vehetem, hogy maxi-
mumra vagy minimumra bukkanok. .

Maximumot «vagy» minimumot mondtunk. Allitdsunk
ingadozdnak, bizonytalannak l4tszik. Megnyugtatdsul kozol-
jik, hogy mér maga Leibniz ismerte valamennyi sztikséges
mellékszdmitdst és ismertetSjelet, amelyekb6! kideriil, hogy
adott esetben melyik széls§ értékrSl van sz6. Sokszor maga-
rél a gorbérél leolvashaté, mdskor egyéb korilmény teszi
nyilvdnvalovd. Maga az analizis, a szdmitdsméd nem idéd-
sZerlt szdmunkra, mert szdmos olyan ismeretet feltételes,
amely lényegesen meghaladja kereteinket. De mi bdtran és
merészen néhdny érdekes példén fogjuk ezt a technikdban és
fizikdban olyan fontos szdmitdst bemutatni.

Elsbnek szinte klasszikus feladatot vegyiink. Egy bddog-
darabot feliil nyitott, négyzetalapi edényekké kell feldol-
gozni. Mily médon nyerhetiink lehetd legnagyobb térfogata
(trtartalmi) edényeket? Minthogy mindegyik edény egyet-
len bddogdarabbél késziil, forrasztdssal, tehdt az eredeti



288

béddoglapot négyzetalaki részekre kell vdgni s minden egyes
darab egy-egy edénynek lesz az anyaga.

Minden gyermek tud_]a hogy a doboz gy késziil, hogy a
négyzetes nyersanyag négy sarkén egy-egy kis négyzetet kell
klvé,gm és az igy alakult oldalfalakat fel kell hajlitani. De

7

« -9.301

58. dbra.

Q<

mostan egyéltaldn nem biztos, hogy mekkordk legyenek
ezek a kivaﬁgott (az §brdn vonalkdzott) négyzetek. Hosszuk, ,

elvben 0- tol—— -ig novekedhetnék. z=0 esetén a kivégandé

négyzetek a négy sarokponttd fajulndnak el ég dobozunknak
ilymédon nem lenne magassdga, mivel nem volna mit fel-
hajlitani. z =-62L— esotén az egész badogot ki kell végni és a
doboznak nem maradna alapja. B két hatdreset kozbtt,
amelyek feladatunk hatdrait tdzik ki, végtelen sok doboz-
méret lebetséges. Olyan doboztdl kezdve, amelynek dgy-
szélvén ninesen magasséga, egészen addig a dobozig, amely-
nek alapja elenyész§ négyzetecske. Hogyan vélasszam ki
o szamtalan lehetséges doboz kozil azt, amelynek éppen a
legnagyobb a kobtartalma? De ha sikeriil fiigvénnyel kife-
jezni a doboz iirtartalménak és a kivdgott négyzetek oldal-
hosszdnak Osszefiiggését, akkor kilonféle « értékek behe-
Iyettesitésével meg tudom rajrzolni az Gsszefiiggést dbrizolo
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gorbét. A képen korilbelil! megkereshetem a «maximumoty,
minthogy a gbrbének & legmagasabb pontja szolgiltatja a
keresett lognagyobb értéket. De ezzel a 878158 értdket még esak
ckdrialbelidy ismerném. Mér vildgosan ldtjuk, hogy pontosan
csak szamitdssal taldlhatjuk meg, amennyiben megkeressitk
azh a pontot, amelyben az érint8 az x tengellyel pdrhuzamos,
vagy aritmetikal nyelven szolva, azt az z értéket, amelynél
a differencidlhdnyados értéke nulla. Egy szélsd érték feladat
ezek szerint mindig t6bbféle miiveletet kivin meg. Elszor
ki kell tzntink feladatunk hatérait, amelyeken betil & maxi-
mumot vagy minimumot keressik., Mésodszor fel kell 4lli-
tanunk & fiigvényt, amelynek képe legmagasabb vagy leg-
mélyebb pontjival a széls§ értékeket megmutatja. Harmad-
szor a differencidlhdnvadost kell képermniink. Negyedszer
nuildval kell egyenlvé tenniink a differencidlhdnyadost,
hogy egyenletet kapjunk, amelyekben az z az ismeretien.
Otédszor szitkséges ennek az egyenletnek a megolddsa, ami
dltal a keresett széls@ értéket megkapjuk. Ezutdn kovetkeznék
annzk a vizsgdlata, hogy tartomdnyunkban van-e egyéltalan
széls§ érték és ha igen, maximum-e vagy minimum. Do e
két wtobbit, mint kereteinket meghaladd vizsgdlatot,
figyelmen kivill hagyjuk. Ezért esak olyan példdkat vesziink.
amelyekben ez a kérdés szinte magitol megoldodik.

Most pedig pontosan feldllitott szabdlyaink szerint jérunk
el. Tartomdnyként mdr megdllapitottuk az 2=0 és z=a
kozottl értékeket. Most a figgvényt kell feldlltanunk. Mivel
tirtartalmat keresiink é3 annak a maximumdt, jelolje y az
artartalmakat. Bzt az y-t az o (a bddognégyzet oldalhossza)
88 az ¢ (a kivigott négyzetek oldalhossza) segitségével kell
kifejezniink. Jlyen derékszogli parallelepipedon?® (négyzet
alapt, derékeztgl hasdb) urtartalina azonban egyenl§ alap-
teriilet szorozva magassdggal. A doboz alapjénak oldala
(o—2x), igy az alap teriilete (c—2x)%. A doboz mindenkori
magassdga viszont éppen z, mivel a felhajtott oldalaknak
ez a szdlességo. Tehat az trtartalom, y=(a—2z)*x vagy
y={(t*—doxt-42®2, ami kigzémitva és 2 fogyé hatvdnyai

! Parallelepipedon alapja altaldban barmilyen derékszdgh négyszog
lehet. Esctiinkhen az alap egy kiilonleges négyszog, még pedig négyzet.
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szerint rendezve az y=42%—4ax?+or fugvényt adja. Kovet-
kezd 16pésiink a differencidlhdnyados képzése.

y'= —2—%:4 .Ba?—4 . 2az-a?.1 .20
=12¢2—8ax -0
Fzt a figvényt kell nulldval egyenlévé tenniink. Tehdt
1292 —8axr-t-a?=0

A vegyes mésodfokt egyenletek szabélyai szerint el8szér
az 22-et kell izoldlnunk. Ha ezért az egész egyenletet 12-vel
osztjuk, a kovetkezdt kapjuk :

8 a?
2 Y A ,
z 75 axr 4+ 19 0 vagy
a?
12

Az a ismert, dllandé érték, hisz éppen a konkrét esetben
valasztott bddognégyzet oldalhosszdt jelenti. Bzért Ggy hasz-
néljuk, mintha konkrét szdm vagy egyiitthatd volna. A ve-
gyes mésodfoki egyenletek felolddsdra vonatkozd szabdlyok
szerint (225. lap) @-re a kovetkerd értéket kapjuk.

2a /4@2 a?
L= — e
g+ E 36 12

=0

20
P4
24

_%a 402 —— 842
=5 'é/ 86

2a a,2“-—
6 & E/ BT
__2a a
T8 6

7 szdmdra tehdt az —g- és %— érték adodik. De mivel az—%

nem j6het tekintetbe, mivel nincsen a tartomdny belsejében,
hanem egyik hatédrdn és még értelmetlen is, igy a doboznak
akkor van a legnagyobb kobtartalma, ha a bddoglap oldalé-
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nak hatoddt hajlitjuk fel minden oldalon. Ezek szerint az

alapnégyzetnek %‘f = %ﬁ az oldalhossza és a doboz magas-

shga —g—». Hogy képet alkossunk magunknak ezdmitdsunk

helyességér6l, tegyiik fel, hogy a béddognégyzet élhossza
60 em. A dobosz alapja, ha a, vagyis 10 em nagysdgd négyze-
teket Vé,gunk ki, 4x4 deciméter, 16 négyzetdeciméter ;

magassdga 1 deciméter. Igy az iirtartalom pontosan 16 kob-
deciméter, 16 liter. De ha 5 cm oldalhosszi négyzeteket vig-
nénk ki, aklror az alap teriilete 55 deciméter, 25 négyzet-
deciméter voina. A magassig ez esetben 5 em=='/, deciméter,
25 dm?-rel szorozva csak 121/, dm?®, 121/, liter iirtartalmat adna.
Ha viszont a kivédgott négyzetek oldaldt 15 cm-nek vdlasz-
tom, Ggy az alapterillet 8x3=9 dmw?, az trfartalom pedig,
a magassdg 1°5 dm 1évén, 18-5 dm®=18-5 liter. Mindkét ered-
mény kisebb, mint az, amelynél a kivigdst a-nak vélasztottuk.

Kz utén az el6zetes gyakorlat utén vegyiink egy médso-
dikat, a szildrdsdgtanbol. Ez mér az eddigiek utdn lényegesen
kevesebb nehézséget fog okozni.

Koralaka fatérzsb6l (1. 287. lap) derékszﬁgﬁ négyszdg
keresztmetszetl gerenddt kell kivdgni Ggy, hogy a hord-
kepessege maximum legyen! A fatorzs sugara ismert és 7
betfivel jeloljik. Bizonyitds nelkul megadjuk hogy milyen
szerepet jatszik a gerendsa magasséga 63 szélessége & teher-
birds szempontjdbdl. A «teherbirdsy T=magassdg négyzete,
grorozva a szélességgel. Tehdt T=h%. Ha tehét a gerenda £61-
szélgsségét z-szel jel(jlgiik, akkor Pythagoras tétele szerint
(—g—) = 12—, vagy hz= 12— 3? vagy h?== 41> —4a2, A teher-
birds érjen el maximumot. Teherbirés=T=h%. De mivel
tudjuk, hogy h2=4r2—4x® és b==22, tehit T=y=(dr2—44?).2
vagy mésképp y=8r%—=823. Most megvan a fiiggvényink.
Milyen tartomdny jon tekintetbe? A szélesség (2z) 0 és 2
kozt véltozhat, ez a képr6l szemmel lithatd. Maga a két
hatdr értelmetlen, mivel az egyiken a gerenddnak nincsen

! A szaggatott vonallal hatérolt keresztmetszet a végtelen sok, més
médon t6rténd, kivighsi lehotbségre utal.
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59. dbra.

vastagsiga, a mdsikon nincsen magassdga. Megéllapitjuk
ezenkivill, hogy negativ z-ek sem érdekelnek, mivel negativ
vastagsdgh gerenda éppen olyan értelmetlen, mint a magas-
sdg vagy vastagsdg nélkiili. Most mdr képezhetjiik a figgvény
differencidlhdnyadosdt.

y'= %- = 8.1.0%— 8.8.2%

= Bri— 2472

Rogton utédna nulldval tessziik egyenldvé és megoldjuk
z-re az igy alakult egyenletet.

872 — 2442 = 0
247? = 82
g
2 2
o =t
ool
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Minthogy minket csak a pozitiv érték érdekel, megélla-
pitjuk, hogy a gerenda hordképessége akkor a legnagyobb,
ha gzélessége b = 22 = %I ¥'3 Ha a sugér 1 dm, akkor a szé-
lesség 115470 dm-nek adddik.

Befejezésiil még egy minimum-feladatot. Tudvalevs,

hogy egy négyzetbe végtelenill sok mdsik négyzet frhaté be.
E beirt négyzetek kozil melyiknek a teriilete a legkisebb?

Y

T~

60, dbra.

©@-x)

4
;:
4
)

Tartorményunk hatdraiként valamennyi négyzet figye-
lembe jon, melyeknél 2 0 és o kézé esik. A legnagyobb a befrt
négyzet, ha 2=0, vagyis azonos magdval a nagy négyzettel.
Ha mostan az z novekszik, a beirt négyzet mindinkédbb ki-
sebb lesz. Igaz, hogy csak az @ tdvolsdg egy, elttink még
ismeretlen pontjdig, mivel ha x elérte az a hosszdt, ismét a
nagy négyssdy 41l elfttiink, csupdn a beirt négyzet fordult
el 80 fokkal. Most keressiik a fiigvényt. Legyen a beirt négy-
zet oldala b, tehétb teriilete 12 Bz a teriilet logyen minimum,
tebdt b%==y. Do hogyan fojezem ki b%-ot x segitségével? Ismét
Pythagoras tétele segit. Mert bP=a2-I-(a—=)?, ezt kiszdmitva
b=zt a2 201-+0*=20*—2ax-}-a? adédik. Blvben tchdt mar
megvan a figvény.

A belrt négyzet teriilete=bP=1j=2>2—2ax-+a% A diffe-
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rencidlds eredménye y'=2.%—20.1.2% vagy y’ g—_ziw—%

A régi médszer szerint a differencidlhdnyadost nullival tesz-
sziik egyenl6vé és az egyenletet megoldjuk x-re. Tehdt

dr—9%a =20
dr = 2a
_a
=7

Mivel a maximwumok voltak tartomdnyunk hatdrai
koztiik kell egy minimumnak lennie. Hisz sajdt szemiinkke
lattuk, hogy a beirt négyzet az £=0 hatdrté] estkkenni kez-
dett és az z=o hatdrndl ismét elérte eredeti nagysdgdt. Szd-
mitdsunk tovdbbd esak egy ériéket ad e minimum szdméra.
Tehdt Iétezik és szimmetrikusan fekszik, pontosan 0 és a

kozott, még pedig 2= —g- értéknél. Az olvaséra bizzuk, hogy

megvizsgalja, mekkora a befrt négyzet teriilete, a==1 dm ese-
tén, ha 2 helyébe egyszer a mlmmumot szolgéltaté — azaz
5 em= —;- dm, azutdn &:1_ és az 74_ értékeket helyetteswem
Mivel a gorbe szimmetrikus, a két utébbira ugyanazt az érté-
ket kell kapnom, 8 ezek mindenesetre nagyobbak az a;‘—_—% -nél

kapott minimdlis négyzet terileténél. A teriileteket a b=
=2aP—2ax--a® képlet szerint kell kiszémitani. (Megoldés:

2 [4
a minimum esetén b2=% ; & mésik két z értéknél H?= -;~a2.)

HARMINCHARMADIK FEJEZET

Az integralszamitas technikija

Ott kell folytatnunk djra, ahol félbeszakitottuk az inte-
gralds lehet8ségének a tdrgyaldsdt. Megdllapitottuk ott,
hogy az integral alatti fiiggvény pontosan Ggy viszonylik a
kiszdmitott integrdl értékéhez, amiként a differencisdlhdnya-

Colerus: 1X 1. 19
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dos ahhoz a fﬁggvényhez, amelybdl kiszdmitottuk. Tehdt
F(ao)=] y'dx vagy f ' (@)dz, mert hét dy=f(x)dx és ennek az
egyenletnek mindkét oldalét integrilva f a y=ff’(w\,dx ado-

n

dik, Az J(dy azonban F(x), az dgynevezett torzstliggvény
vagy egyszerlen .. .

Mivel kézben megismertitk a differencidlszdmitas alap-
vetd szdmitési szabdlyait, azért az ismeretest6l fogunk ha-
ladni az ismeretlen felé avégre, hogy megkapjunk bizonyos
szémitési szabdlyokat az integrdldshoz. Egyszertien valamely
tiuggvényt differencidlunk és azutdn megkiséreljik az inte-
gralds utjsn Gjra visszavaltoztatni a differencidlhdnyadost a
torzsfiiggvénybe. B kisérletnél meg tudjuk majd vildgitani —
legaldbb is igy reméljik — az integrécibs eljdrds lényegéb
tisztén szdmitdstechnikai és aritmetikai szempontbé'. De ha
egyszer miénk mér az integralds algoritmusa, akkor tulaj-
donképpen elértitk kényviink végsé céljét.

Vilasszuk tehdt «orzsfiggvény» gyandnt az

F(z)=y=22"—T2>4-z--89

filggvényt 63 alkossuk meg a differencidlhdnyadosit. Ez igy
hangzik :

dy
=

Mér ith észrevessziik az integrilds egy fatdlis tobbértékd-
ségét. Ugyanis a differencidthdnyadosnak a torzsfiiggvénybe
valo visszavaltoztatisaker (és éppen ez az integrdlds) senki
a viligon nem tudja megadni, hogy mekkora volt az allandé.
Még azt sem tudjuk, hogy egyiltaldn volt-e dllandd. Taldn
tobb &llando, vagy édllandok egy szorzata vagy egy hénya-
dosa volt az, ami differencidlasndl elttint sohaviszontlétdsra.
Ha tehdt az integrdl alatti fiiggvényt valoban gy tekintjilk,
mint a differencidlhdnyadosit valamely még elGttiink isme-

retlen torzsfiiggvénynek, akkor logikusan nem lehet egy
© torzsfuggvényré]l beszélni. Bérmely differencidthdnyadosnak
végtelen sok oly torzsfuggvény felel meg, amelybdl & eld4ll-
hat. Es ezek a torzsfiiggvények éppen egy C additiv vagy

f;(m)=y’=2. 82%—7.%22-1-1.29=62"—142--1.
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szubtraktfv 4llandéban kilonbdznek. Szigortian helyesen
tehét igy kell inom: F(z)=y=/f(x)dz+C vagy [f'(e)da+C
ha megengedem, hogy C negativ is lehet. Az dltaldnos vagy
hatérozatlan integrdlt mindig is ebben az alakban {rjuk és ha
nem igy irjuk, akkor odagondolandé az egészen tetszbleges
additiv 4lland6. Kés6bb mutatjuk meg, hogy miként vdlik
drtalmatlannd ez az 4lland6 a hatédrozott integralndl (amelyet
t. i. tényleges kiszdmitdsndl alkalmazunk) és hogy mit jelent ez
az 4llandé fizikailag és geometriailag. Egyel6re nem engedjiik
magunkat zavartatni ett6l az 4llandétol.

Azt 4litottuk tehds, hogy az F(x) vagy y torzsfiggvény-
nek egyenlének kell leunie az ff’(a:)da: integrallal vagy a
i konkrét esetiinkben

F(z)=y=/(6a>—14z+1)dz+-C.

Gyakorlatilag megjegyezziik, hogy a dr mindig lezirja
jobbfelbl az integrdl «artalméty, Ggyhogy senki sem Iehet
kétségben affel6l, hogy a +-C az integrilon kiviil 41l. Mi most
egyéltaldn iigyet sem vetiink erre a C-re. Ks osszehasonlit-
juk az eredeti torzsfiiggvény uz-tagjait az integrdl alatti
megfelel§ tagokkal. Evégre frjuk e tagokat elfszor egymés ald :

z-hatvényok a torzsfiiggvényben : 22°—Tz?+a
z-hatvinyok az integrdl alatt:  6a2®—14x-:

Elfszor megjegyerziik, hogy — miként a differencidlds-
ndl — integrdlhatunk is «tagonkénts, hogyha additive vagy
szubtraktive dsszekdtott g-hatvinyokrol van sz6. Bzt mind-
jért leszogezziik mint szabdlyt és frjuk :

[(622—14a-+1)do=[62%dr—[14adz-+[1dzx.

Egy 0Osszeg integralja egyenl6 tehdt az oOsszeadandék
integréljainak az Osszegével. Mdsodszor emlékezziink arra,
hogy az integrdl infinitézimdlis részek egy bizonyos fajtdjd
osszege. Egy ilyen Gsszegnél érvényes a disztributiv térvény
(a megfeleld kiosztds torvénye) a vdltozatlan, tehdt dllandé
szorzOkra (egyutthatokra) nézve. Mert minden ily sszegnél :
8a-+4-8{a--h)+8(a-+2k)+8(a4-8h) . . . irhatora 8{a+(a-t+h)+

19+
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+(a-+2h)+(a+8k)+...] vagy egyenld 3%3(a+uh) Tohdt

szabad az integrdl elé tenni az Osszes multiplikativ éllandé
kat, Ggyhogy fgy is irhatjuk :

[ (62— 145+-1)dw="6[22dr—14 zdz-+1[ dz.

Most pedig tjra vissza akarunk térni arra a kérdésre,
hogy miként 4ll el§ az integrdl alatti x-hatvinybdl a térzs-
fiiggvény meglelel8 z-hatvdnya. Tehdt miként csindlok
62%-bol tjra 2z3-t, 14x-bbl Gjra T2t és 1-b8l z-et. Az elsd,
ami feltdinik, az, hogy az integri[ds az ¢ hatvdnydt 1-gyel
emeli, ami nagyon magétdl értet6dd, ha meggondoljuk, hogy
az g-hatviny a differencidldssal 1-gyel alacsonyabb lesz.

Tehdt 4ltaldnosan | zmdx = valami egylitthatoszor f gm+1

Mily nagy hét ez az egytitthaté? A 223-bol 622 lett. A 62%-bol
ismét 2z3-nak kell lennie. Mivel z-nél mér ismerjiik az eljarast,
még csak azt kérdezzilk : hogyan csindlunk 6-bél djra 2-t?
Nos, nagyon egyszertien. Tudniillik 8-mal valé osztdssal.
De még nincs elbttem a torzsfiiggvény, csak a differencidl-
hdnyados. Mivel tovdbbd gyanitom, hogy az egyiitthaté
véltozdsa is Gsszetfiige az « hatvénydval, mivel differenciélds-
ngl is az egyiitthaté (amennyiben mdr nem volt készen) az
z hatvdnya révén é4llott el§ (vagy részben dllott elG), azért
meg kell kisérelnem, hogyan nyerem az egytitthatét az
integrdl alatti 2 hatvénydbél. Mivel feljebb 4ltaldnosan
m-nek neveztem a 2 hatvinymutatot, azért a 6-ot (m--1),
tehét 8 dltal kell osztanom, hogy megkapjam a 2% egyiitt-
batdjdt, a 2-t. Kovetkezbleg Gsszefoglaléan 4llitjuk, hogy

gm+l, Végezzik el minddrt a probdt a
mi t6bbi hatvdnyunkndl. Miféle értékfi f 1dadz? Itt m==1,

14
Tehdt a keresott érték 171

gan az, amit vartunk. Ha végil f ldz irént érdeklGdiink,
3 . . N — 0 — 2
&kk:)r kapjok — mivel | 1.dz fw dz — értékiil 0T1

- ; 2t = z, smi szemmelldthatéan taldl. Mi tehdt a félelmetes

Vo rt ]-
famdz egyenld =

pltl= —1; 22="T22, tehdt ponto-

m0+1 o
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integrilszdmitds algoritmusdhoz valosdggal répiilve értiink.
Bs ezzel bevaltottuk igéretiinket, hogy egyéltaldn nem tlinik
fel nehezebbnek az integrdlparancsot kdvetni, mint bérmely
més matematikai parancsot. Mindenesetre csak egész racio-
ndlis algebrai fiiggvényekre 41l ez. Ezért nem is titkoljuk el,
hogy bonyolultabb fiiggvények integrélszémitdsa t6bbé nem
mesterség, hanem miivészet. Hogy példéul

x2 T 2 b 2 z>
fi/lﬂ‘ﬁd’“:‘z‘ﬁ/”k‘é*‘z”l"g(ﬁ +f/ 1+
0

azt a mi egyszerfi szabdlyainkkal sohasem tudjuk kinyo-
mozni. Bhhez mindenféle miifogds szitkséges. Bzért az inte-
gralokkal valo gyakorlati szdmitdsokhoz kiilén tédbldzatok
szolgdlnak, amelyekben bizonyos nézdpontok szerint rende-
zott kiilonb6zl alakt integrdlok megolddsai megtaldlhatok.

Tovébbd azt sem akarjuk elhallgatni, hogy vannak
integrdlok, amelyek egydltaldn nem oldhaték meg. Mivel
tudunk oly kifejezéseket alkotni, amelyek nem léteznek
mint valamely térzstiiggvény differencidlhdnyadosa. T. i.
nem gondolhaté egy oly térzsfiiggvény sem, amely éppen
azt a differencidlhdnyadost adnd. De ha nines t6rzsfiggvény,
akkor az integrdl kiszdamitdsa sem lehetséges ponbosan. Leg-
feljobb kdzelit eredmény van. Végil megjegyezziik, hogy a
gyakorlat szdmdra bdrmely infegrdl megkézelit§ megolddsa
tetszdleges pontossdggal lehetséges.

Bér megmutattuk a szerény hatérokat, amelyek kozttt
a mi immereteink torjednek, mégsem akarjuk szegre akasztani
a puskdt. Ugyanis szdmtalan foladatot meg tudunk oldani,
habdr az integralszdmitisbeli kiképzettségiink csekély. Hs
f6leg ura vagyunk az elvnek és ezdltal sok mindent meg-
értink, ami kilonben a laikus szdméra megoldhatatlan
rejtély.

Tsmét a kvadratura-probléma felé forditjuk figyelmiinket.
Az a feladatunk, hogy felrajzoljuk az y=x—2z fiiggvényt

]
1 Az y=a2ik- parabola rektifikdci6ja. (0. Kowalewski: Einféhrung

n die Infinltesimalrechnung ec. mitvébdl.)
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68 bizonyos hatérok koézt végzett kvadratura eredményét
koveteljiik. Tekintve, hogy ez a girbe z=0 esetén a
koordindtarendszer kezdSpontjdn megy keresztiil, koordindtai
=1 értéken tul ismét negativok és a gorbe z néveked-
tével is & IV. negyedben marad, a kvadraturdt csak az
r=0 és p=1 kozstti részen végezziik.

y

04

03

til. alra.

Minden iranyban kihasgnaljuk tudomsdnyunkat és elsG-
sorban széls6érték feladatként megéllapitjuk a gorbedarab
legmagasabb pontjit. Az y=x—a? gorbe differencidlhdnya-

dosa y'=f(x) = g—z =1 — 2x. Nulldval tessziik egyenl6vé :
1—2z=0. Az egyenlet megolddsa: 2z=1; vagyis = —%
Bz az érték szemmelldthatoan tartomdnyunkban fekszik,
hisz 0 és 1 kozt pontosan kozepén taldlhatd. Most vissza-
térink a gérbe egyenletéhez behelyettesitjilk az z = L ér-

1 (1 )2_ 11 2

téket. Bbbél y = 5— o= — — (g —

1 N
7 BRI Sl
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bének tehdt % a legnagyobb magassdga az x tengely

felott, ez az eredmény az dbrirél azonnal leolvashaté. Azt
is ldthatjuk, hogy ez a maximum az =z =—%— értélhez
tartozik.

Most ldssuk a kvadraturdt. Tudjuk mér, hogy a
kvadratura-feladat megolddsit hatdrozott integrdl, azaz
alsé és fels hatdrral elldtott integral szolgdltatja. Fsetiink-

1

ben tehdt f (z—=2?) dz = ? Hogyan bdnjunk a chatdrozotts

0

integrdllal ? Egyszeri az eljérds. Elbszor mintegy az dlta-
ldnos képletet, a hatdrozaslan insegrils kell kiszdmitanunk,
ez megadja a kvadraturdhoz tartozé torvényszerliséget.
Tehdt

Flz) =y = | (@—a?)dz = f ol — [ 22y =

1 g+l 1 a;2+1=—1~w2————13~w3

141 241 2

(a C 4lland6t természetesen ismételten ki kellett volna
{rnunk).

Kovetkezd feladatunk a chatdroks figyelembevétele. Felii-
letesen azt mondbatjuk, hogy ennek nagyon egyszerti a
szabédlya. Bz a szabdly- a fels§ hatdron vett integralérték-
bél le kell vonni az alsé hatdron vett értéket. Ha 4ltald-
nosan az alsé hatért a-val, a fels6t b-vel jeloljik, tehdt

b

az ff’(a:)da; all el6ttiink, akkor legyen a hatdrozatlan integrdl

eregélménye f(z)+C. Most az £ ==qa é8 2==b értékeket kell
b :

behelyettesiteniink, az eredmény f f'{x)dz = [f () + C] —

—[f(a) + 01 =f (b)) —f (a). Latjuk, hogy az 4llands a haté-
rozott integrdl kiszdmitdsa sordn feltétleniil kiesik, tehét
egyértelm( eredményt kapunk. Példdnkban o fels§ hatér 1;
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az alsé pedig 0. Mivel a hatdrozatlan integrdl értéke

~1— 2% — % 23+ 0, be kell helyettesiteniink :

2
1 1 1 1
[‘z‘ (1 —g W4+ o] [“z‘ 0F—5 O+ CJ =
1 1 1 1 8 2 1
=g g tl—l=g—g=%—%=%

Ezzel olsé kvadratura feladatot megoldottuk.

A vonalkdzott, gorbe vonallal hatdrolt teriilet —(155 része az

z tengelyen kijelolt egységhez tartozd teriiletegységnek.
Bzt az egységet alkalmazzuk az ordindta tengelyen is.

Tehdt az idom teriilete, amint mondani szokés, 1 négyzet-

6
ogység.!

HARMINCNEGYEDIK FEJEZET
Kozépériék és hatarozott integral
Nem tesszik félre az el6bbi példdt mindaddig, amig még
egy korilményre nem utaltunk. Az dbra alapja 1 egység
hosgza, terillete viszont 1 négyzetegység, tehdt ugyan-

6
akkora, mint egy 1 egység hosszi és Y3 egység magas derék-

szogll négyszdgé. Azt mondhatnd valaki, hogy mivel szdm-

talan ordinidta? kisebb ennél az —é— értéknél és szdmtalan

pedig nagyobb néla ez az —é— a «kozepes ordindtan, «vala-

1 Ha az abszcissza és az ordindta mértékegysége nem azonos, akkor
az integril a mérd egységnégyszdgek szdmét adja meg, Ennek egyik
oldala az ahszcisszdn, mésik az ordindtén vilasztott egység. A négyzet-
egysbg csak killonleges esete egy 4ltaldnosabb lehetbségnek. Mi &
kényvben csak a négyzetegységekre szoritkozunk,

3 Természetesen a tartomdny hatérain belil.
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mennyi ordindta kozépértékes, az «itlagos ordindtas. De,
hogy ezt megérthessiik, jobban szemiigyre kell venniink a
«kozépértéks fogalmdt, amit a mindennapi nyelvhaszndlat
«itlagnaks nevez. A legegyszeribb kozépérték az tigynevezett
gzdmbani kozép. Minden gyerek mdr szinte Osztonszerden
fgy szdmol é4tlagot. Legyen hdrom almdnak sorban 5 cm,
10 em, 15 em az 4tmérGje, akkor az atlagos almdnak az 4t
mérdje 10 om. Vagy ha el6sz6r 80 fillérért, mdsodszor 90 fil-
lérért harmadszor 95 fillérért, negyedszer pedig 99 fillérért
veszek eogy kilogramm cukrot, akkor tudom, hogy egy

kilogramm cukornak az 4tlagos 4ra 80+901_95+99 =91
filler. A szdmtani (aritmetikai) kozépértéket 4ltaldban a
M, = “l+“2+“;+“'+“" képlottel szémitjdk.?

Egettinkben azonban nem véges szému, hanem végtelen
gok ordindtdnak a kozépértékét (a ckdzepes ordindtity) kell
meghatérozni. Ha y;, Ys Ys Yar Ys... jeloli az ordindtdkat
akkor MA=- y1+y2+y3+'+yoo

oo

értékét kellene meghatd-

rozni. Szemmel lathat6, hogy ez igy rem hatdrozhaté meg.
Dg ha a kozépérték meghatdrozast infinitézimalszdmitdsi
feladatnak tekintjitk, akkor megkaphatjuk a keresett ered-
ményt. Mert a végtelen sok ordindta Osszege nem egyéb,
mint a kvadratura eredménye: a teriilet, tehdt a farto-
minyra vonatkozd hatdrozott integrdl. De mi lesz a nevezd?
Bizonyéra az ordindtdk szdma. Tehdt mintegy a szdmvonal-
nak az ordindték talppontjat tartalmazd része. De ez ismét
nem més, mint az x tengelynek a tartomdnyt hatdrold része.
A kozépérték tehat ezzel az irdsmoddal ;

[ (@)de
“—a

1 Az fGgynevezett geometriai koézépérték Mg = 1/@, g Oy, . .0y
a7 n érték szorzatdbol vont n-edik gyolk.
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Probdljuk ki tehdt ezt a képletet el8bbi példdnkon,
mielétt még jelentdségérbl gyakorlati példa kapesén meg-
1

gy6z6dnénk. Meghatéroztuk az f (z—=x%dz integral értékét

0
és teritlotként az % értéket kaptuk. Tehdt ez az % & szdm-

1416. A nevez§ a hatdrok kilonbsége: 1—0=1. Tehdt az
ordindték kozépértéke esetiinkben

3 1
Mi=1=%

Bizonyéra ldtott mér mindenki Ggynevezett regisztriléd
mfiszert. Van ilyen hémérd, légnyoméds mérs, stb., amely
maga jegyzi fel a mutatott értéket. Az irdkar dob {616tt mo-
zog, a dobra kifeszitett milliméterpapiron jelek vannalk,
amelyek a napokat és érdkat mutatjik. Ezek a beosztdsok a
keriileten vannak, mig a dob magassdga irdnydban a hémér-
sékletnek, légnyomdsnak stb. megfeleld beosztdsok ldthatok.
A dobot 6ramd hajtja, pontosan a beosztdsoknak megfelel6
moédon, az frémi tolla viszont a légnyomdst, h6mérsékletet:
koveti felfelé és lefelé irdnyulé mozgisival. Mivel pedig a
levegbnek mindenkor, minden id&pillanatban van héfoka,
nyomdsa stb., bizonyos, hogy a felrajzolt gérbe mindeniith
folytonos és differencidlhaté. De a rajzolt gbrbe annyira
bonyolult alakid, hogy a gyakorlatban lehetetlen szdmdra
képletet felirni. Ha példdul egy honap utdn a papirt levesz-
sziik a dobrol, akkor ezt a képet ldtjuk rajta.
it T
1°

I
]

©
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62. dbra,
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A mérecins hénap kdzepes hémérséklete érdekelne minket.
Most azt az figyes fogdst fogjuk bemutatni, amellyel ozt
minden kilénosebb szamitds nélkil meg tudjuk hatirozni.
Igy gondolkozunk : nem ismerjitk a gbrbe egyenletét és nem
is 41l mo6dunkban meghatdrozni. Pedig szitkségink volna
vé, hogy a terilletet meghatérozzuk. De az integral értéke a
gorbe, a tartomdny els§ és utolsd ordinitdja és az x tengely
dltal hatdrolt teritlet. Végjuk ki tehdt ezt a tertiletet éles
olléval papirbél, mérjik le preciziés mérlegen, vigjuk ki
tovédbbd ugyanabbél a papirbél a teriiletegységet is. Mérjuk
meg ennek a salydt is és most a stly alapjan egyszerfien osz-
tdssal meghatdrozhatjuk a teriiletet, azaz az integrdl érté-
két. A négyzetegység oldaldnak példdul az 1°nak megfelel§
tavolsdgot vehetjitk s legyen ugyanekkora az egy napnak
megfeleld tdvolsdg. Most mdr nem kell egyebet tenniink,
mint a silymérésgel meghatédrozott tertiletet (b—a)-val, itten
(81—0)=381 értékkel elosztani. Fzzel megkaptuk infinitézi-
malis pontossdggal a hénap kozepes hémérsékletét, mint
a honapban el6fordult végtelen sok hémérséklet Atlagdt.
A diiggvényrh még csak azt kell megjegyezniink, hogy ith
a hémérsékletet az id6 fiiggvényének tekintettiik. Megjegyez-
zitk tovdabbd, hogy nem feltétlentil sziikséges a napokat az x
egységének tekinteni. Ugy is eljérhattunk volna, hogy az &
hosszt egyszerfien az y egységével mérjik és ez esethen is a
helyes kozépértéket kapjuk. Irjuk még fel végil fogdsunkat
matematikai alakban :

b
A mérlegelés eredményeként kapott n teriiletegység = f ' (z)dw
_ : a

b—0,

itt b-b a négyzetegység oldalhosszdval egyenld egységekben
kell mérni. Bz a példa megmutatja a gondolathan végzett
miveletek nagy jelentdségét. Mert valosdgban csak silyt
mértink, osztottunk és szdmolbtunk. Integrdldsrol szd sem
volt. Mégis, fogdsunk jogosultsdgdt csak az integrdlszdmitids
igazolhatta, mert ilyen megfontoldsok nélkill végtelen sok
ordindta kozépériékét sehogyan sem kaphattuk volna meg-

Miel6tt még tovdbbi kvadraturdkkal foglalkozndnk, ta-
nulményozzuk a hatérozott integrdl ama tulajdonsdgit,
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amely a kezdfnek sok fejtérést okoz. Az integrdeits 4llandé
elt{inésérll van sz6. Rdmmtattunk mér arra, hogy a fels
hatérhoz tartozé integrilérték és az alsé hatdrhoz tartozd
integrélérték kivondsdndl az ddandénak el kell tinnie.
Ko6zombos, hogy az dllandénak mekkora az értéke. Legyen a

hatérozatlan integrl f f'(x)dx, és ehhez jéruljon a C éllando,

akkor a kiszdmitésndl az integrdl értéke mindenkor ilyen
alakdé volna :

(/1 ®)de+-C)— ([ (a)da+C)=f(b0)+C—f(a)—O=((b)—H(a).

Geometriai szempontbol a kivonds két teriilet kiilonbsé-
gét jelenti. Végeredményben. Mert amig az dllandé szerepet
jétezik, addig két ordindta Lkilénbségérll van szé. Ahhoz,
hogy ezt helyesen megérthessik, a differencidlgorbe és
integrélgorbe fogalméval kell kdzelebbré]l megismerkedniink,
Tudjuk, hogy minden fiiggvénynek gdrbe felel meg az anak-
tikdban. Bgyik kordbbi példdnkban az y=z—a® fiiggvényrél
volt sz6. Ennek a figgvénynek megfeleld gorbét egészben,
vagy logaldbb is részben megrajzolhatjuk, amint a 61. 4brdn
(294. lap) meg is tettitkk. Ha most a fiiggvényt integraljuk,
akkor az eredmény

F(w):f(Hz)dcc=%i——§+0

ismét figgvénye az x-nek, tehdt szintén felrajzolhatjuk. Bzt
a torzsfiggvényt nevezziik az eredeti y=z—u® fliggvény
integrélfiiggvényének. Csak a C értékérdl nem tudunk sem-
wmit. Pozitiv és negativ iz lehet, vagy akdr 0, nem tudjuk.
Mit jelent analitikai szempontbdl egy ilyen additiv dlland6?
Eldruljuk: a gorbe maga ugyanaz marad, alakja nem vél-
tozik, akdr ott van az allandd, akér nines. Az dllandé esak
az egbsz gorbét tolja el a koordindta rendszerben. Az y=z*{C
-parabolét létjuk a 63. dbrdn, kiilonboz8 helyzetben, asze-
rint, hogy mekkora a C értéke.

Tekintve, hogy a C birmely értéket +oco és —oo kozt
folvehet, minden hatdrozatlan integrdl gérbesereget jelent ;
8 ezek a gorbék olyan slirfien vannak egymds mellett, hogy
valojdban az ogész sikot beboritjdk. Az integrdl eme tulaj-
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63. dbra.

donsédgénak a fizikdban van nagy szerepe. Ha wsikeriilt
valamely tartoményra (teriiletre vagy térrészre) tigyneve-
zott  differencidlegyenletet’ felirni, akkor ezzel meghaté-
roztuk a tartomany minden pontjdnak valamely tulaj-
donsdgdt. A differencidlegyenletnek a megolddsit ugyanis
éppen integréléssal kapjuk meg. Hs ez az integrl, az lland6
helyes megvélasztdsa utédn, bdrmely pont dllapotdt meg-
hatérozmza. De ezt csak mellékesen emlitjik, Most mdr tud-
juk, bogy végtelen sok integralgbrbe létezik, s ezek egymdstél
az &lland6 hatdsdra csak helyzetitkben kitlonboznek, egyéb-

ként egybevigok. Ha az y _LT— gbrbét kell mtegrélnunk

F@= 5 o= +0

gbrbesereget kapjuk. Bérmely batdrozott integrél ilyetén-
b

, z b2 a?
képpen f?dm=(--4» ) ( —I—C) ——Z alakban .

akkor integrélgorbeként az (w)
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2
adédik. De tokintve tovébbs, hogy —a;—+G=F(x)=y

dltaldban az integralgdrbe ordindtéjit jelenti, ldtjuk, hogy
a hatdrozatlan integrdl az integrdlgérbének valamely ordi-
natdjét, a hatdrozott integral viszont két meghatdrozott
ordinatajdnak killsnbségét adja meg. Még pedig az integrieits
tartomény elsé és utolsé ordindtdjinak a kiilonbségét. Rajzon
fogjuk ezt kénnyebb megértés kedvéért bermutatni, még pedig

. . , . T .. .
olyan rajzon, melyen az integrdlandé y =75 fiiggvényen

kiviil néhdny integralfuggvénygdrbe is ldthatd. Az integra-
cios tartomdnya az a és b kozotti rész.

Konnyen észrevehetf, hogy a meghatdrozandé teriilet
a vonalkézott OP;b és OPa héromszdg teriiletének kiilonb-
sége OP.b—OPq. Ezt a teriiletet adnd az integrdlgorbék
ordindtéinak kiilonbsége. Az dbrdn vildgosan ldthato, hogy
az ordindta-killonbgég valamennyi gérbén ugyanakkora, a
hatdrozott integra! értéke tehat valdban teljesen figgetlen a
hatédrozatlan integral dllandéjdnak értékétdl.

U4, abra.
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Beszéltiink még differencidlgérbérdl is. Tekintsik ismét
el6bbi példdnkat, y==a—=? Fnnek integrilja F= %2 — %}i +C.
Amidén a gbrbének szélsd értékét kerestitk, még egy harmas-
dik %Z— ={f'(g) =y'=1—2 figgvénnyel is taldlkoztunk.

Természetesen ennek is megiele]l egy gdrbe. Most tehdt
dgrom gorbénk van. Egyik a megadott y=x—a? fagg-

y

1 Fix) = D0587 + 1= 10597
(integralgdroe)

094

o8

07

o6

o5

04

03
y =024{Megadatt g8rbe)

02 =02 (Ditterencidigorbe)

013

§ X

Y701 02 o3 04 o5 o6 o o8 09 1

65, dbra.

vénynek megfeleld gbrbe, mésik az integrdlgorbe (vdlagsszuk
példénkban a C-t +1-nek), harmadik a differencidlgorbe
y'=1—2z. Rajzoljuk meg a bdrom gérbének az z=04 érték-
hez tartozé ordinatdit. Természetesen megrajzolhatnok milli-
méterpapiron az egész gbrbét is, de est mdr az olvaséra
bizzuk.

A hdrom gorbének 0°4-hez tartozd ordindtdja y=024
(megadott gorbe), F=1'0587 (integrdlgorbe) és y'=0-2
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differenciaigorbe). Kiséreljiitk meg most az integrélgorbé-
3

2
hez tartozo differencidlgorbét meghatérozni, F= z -5 +-C
iévén ar = Qe 1 —3. S oi= 3 —1?, ez edm2 me%’lepete-

dx 7 8 » OF petis T

siinkre az eredeti gbrbe. Ha viszont a differencidlgorbét
integraljuk: y'=1--2z; [(1—20)de=[1.dz— [2ede=

— 04+1___

TS I
hez jutunk. Pontosabban: ha az itt fellépS dllandét 0-nak
vessaziik, aklkor jutunk az eredeti gorbéhez. Most mdr nyitva
41l olSttiink az egéez szerkezet : a differencidlgbrbét integrilva
az eredeti gbrbéhez, ezt integrdlve viszont az integrilgdrbé-
hez jutunk. Tovébbé: ha az integrdlgérbét differencidljulk,
az eredeti gorbét kapjuk, ha ezt ismét differencidljuk, akkor
kapjuk a differencidlgtrbét. Ha még a magasabb differencidl-
hanyadosokat is tekintetbe venndk, valamint ismerndk a
tobbszords integrédlokat, akkor fokozatainkat mindkét irdny-
ban korldtlanul folytathatnék, illetve addig, amig végil
valamelyik differencidlhdnyados esetleg el nem tlinik. De ez
csak egyes nem periodikus fiiggvényeknél kivetkezhetnék be

z1+1 = 2 — 2 ismét az eredeti gorbé-

HARMINCOTODIK FEJEZET

Tovabbi kvadraturafeiadatok

Az ol6bbi megdliapitisok utdn, amelyeket sajnos nem
folytathatunk, probdljuk ki az integrdl algoritmusit egy
hatéreseten. Azt a tréfdt fogjuk magunknak megengedni,
hogy a négyzet teriiletét hatdrozzuk meg kvadratura segit-
ségével. A négyzettinket hatdrold «gdrber természetesen
egyenes, amely az « tengellyel pdrhuzamos. Az z tengelytél
mért tédvolséga a négyzet @ oldalhossza.

A gorbe egyenlete y=a, vagy, ha az z-et becsempéssziik,
y=az". Ahhoz, hogy négyzetet mp;unk a:=0 161 z==a-ig kell

integrélnunk. frjuk tehdt: F= } az’de = a f a%dz. A hatéro-
zablan integrdl eredménye
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1

1 == Oy =0 —— 2 +1 =17 .

F=a (2% ayg @ HHO=art0
A hatérozott integrd i ezéltal: # = (a.a +0C) —(a.6—0C)
=0a*—0=0a? 8 ezzel a négyzet teriiletét integrdldssal hatéd-
roztuk meg. B példdnkban az integralgbrbe egyenes, egyen-
lete ax+C. Meg kell még jogyezniink, hogy ez a méd a dersk:
szOgll négyszognek dltaldban is megadja a teriletét. Terjed-

=

66. 4bra.

jen ugyanis az integrdlds tartomdnya nem 0-t6! a-ig, hanem
0-t6] b-ig, akkor a hatérozatlan integrdl véltozatlan marad,
mert az eredeti y=—ax® sem viltozott. A hatdrozott integral
viszont a kovetkez§ eredményt adja:
F=(a.b4-C)—(a.04-C)==ab—0=ab, :

-ez pedig a derbkszdgli négyszog teriiletének a képlete. Meg-
jegyezhetjilk még, hogy az integrdl a magassdgi derékszogd
négyszdgek teriiletet adta meg és esak specidlis esetként
kaptuk az z=a helyen a négyzet teriiletét.

Most a parabola kvadraturajit fogjuk integrdlszdmitéssal
megoldani, azt a feladatot, amellyel mdr Archimedes is foglal-
kozott. Erre § a kovetkez8 képletet vezette le: parabolaszelet

teriilete == belrt hdromszog teriilete x (1+% 4+ Tlé' +-- ) ==
=befrt hdromszdg teriilete X %— Az iskoldban a parabola

Colerns: 1% 1. 20
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egyenletét rendszerint y?=2pz alakban tanuljuk. Ez azonban
a parabola egyenletének nem a legegyszertibb alakja, hanem
annak Ugynevezett inverz fiiggvénye. Ha azt a paraboldt
vizsgdljuk, amelynek paramétere P=- akkor az y*=2px
egyenleth8l az y?=x egyenlet, vagy mdsképpen irva az
y= 1/ & egyenlet lesz. A fiiggvénytan és az analitikai geo-
metria szerint valamely fiiggvényben az z &s y feleserslése
a gorbének 90 fokkal torténd elforduldsidt eredményezi.
Az y?=2x parabolét vizezintes fekvésfinek mondhatnék, mert
f6tengelye vizszintes, azonos az % tengellyel, az y=2? para-
bola viszont fiiggllegesnek mondhato.

Y

sot o

1

I3 b

o

4

» d '

05 0

@ X @

[ * (-2

0 \ o

o1 X a5 1
* 23]

o} o ds o o os 6 b o y o

2 I~ 02

3 f\ o .

sNLELET L Ll Ty »

o 4 03 08 07 05 05 33 0302 01 | Ot 07 §3 04 05 05 @ 08 09 1

0B )

07 '\\

-08 ~

- L

.1 \\

67. abra.

Lgyik gorbe a mésiknak «nverz gorbéjes, a fiiggvények
egymdsnak inverz fiiggvényei. De mindezt ecsak azok meg-
nyugtatisdra emlitjilk, akik lelkiismeretfurdaldst éreznek,
ha a két egyonletet felvdltva olvassak a parabola egyenle-
teként.

Archimedes eljardsdnak megfelelden rajzoljunk egy fél
parabolaszeletbe egy haromszoget.

Az integrdlszdmitdsnak els6sorban a rajzon vonalkdzds-
gal jelolt tertilet hozzdférhetd, ez a terilet az 2=0-161 z=—q-ig
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*

)
P x=o R
=

68. dbra.

terjed§ integréciés tartomdny. Gorbénk egyenlete y=2?,
ennek hatdrozatlan integrdlja I' = f x?de = —;—aﬁ-{-c. Mivel

mi az F = [#%ds batérozott integrdl értékét akarjuk

0
tudni, a kovetkez8 mfiveletet kell végezniink :

1 /1 3
aam (oo -

De mekkora a parabolaszelet terillete? Kivondssal igen
egyszerfien megkaphatjuk. Az z==a és az y oldalakbél alko-
tott derékszdgl négyszdg teriletébdl le kell csak vouni az
imént kiszdmitott, vonalkdzott teriiletet. Az eredmény

8
ay—%—- Do az eredeti fiiggvény szerint, vagyis y = a2,
#=a esetén y = a®. Ennek kivetkeztében
a® 5 o® _ 8aP—a? 2
ay——g—-—-a.a —g——a——-—g— ——g———
De Archimedes mértékegysége nem az a volt, § a terii

letet mint a beirt nagy hdromszdg teriiletének t6bbszors-
sét adta meg. Tehdt a beirt OPP, hdromszog teriiletét

20

ad
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kell még meghatdroznunk. Kz a hdromszdg derékezogh, be-

fogéi y és8 x==a. Teriilete tehdt y—2—vagyls y=u?=0? 1évén
8

. Ennek a. héromszognek a teriiletét szorozza Archimedes

(1—]— —|— + ) gor Osszegével, %—-dal Tehét a
3
parabola sze]et terulete Archimedes szerint - 4 2

2

TF=go
vagyis ugyanazt az eredményt kaptuk, mint integrélszdmi-
téssal. S ehelyen 8szinte csoddlattal adézunk Gorogorszdg
emelkedett szellemének és fejet hajtunk Eudoxusnak és
Archimedesnek, az integrilszdmitds els§ uttor(ﬁnek langesze
oldtt.

Természetesen integrélszdmitdssal a «ekvé parabola

(f=x vagy y=1/ ) teriiletét kzvetleniil is meghatdrozhat-
juk. Meglétjuk ezen & példén, hogy az mtegré] algorltmusa
tort kitevdji hatvényokra is kdnnyen és egyszeriien alkal-
magzhat6. Hogy az el6bbi példédval vald dsszecserélés lehetd-
ségét elkeriiljik, terjedjen tartoményunk ezutta] 2==0-t61

r=>b-ig. B jelolést alkalmazva, az F= f ¥ ade = j gidr  br-

tékét kell meghatdroznunk. b jeloli a p&ra,bola tengelyenek a
parabola ceficsdtol a szeletet hatérolé hirral valé metszés-
pontjdig terjed§ darabjdt, tehdt pontosan azt a darabot,
amelyet az 54. dbrdn b-vel jeloltiink. A szdmitds menete :

¥'& hatérozatlan integrilja =F = f zidr= - ! 1 140 =
— 3
= %— gt C = -g- Y+ C. Ha most a 0 és b hatdrokat
2 .
behelyettesitjitk, akkor a hatdrozott integrél
b
F= (st = (3 yF+0)— (2 yo+0)=
0
2 rm_ 2 -
=5 VF=35b7b

De a «dekvé» parabola esetén b az «Archimedes-féle nagy
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héromszdgneks egyik befog6ja, a mdsik viszont a har fele
¥/b (a parabola y= ¢/« egyenlete alapjn), igy & hdromszog

teriilste —b—g-i, ozt kell a végtelen '(1-1— %— + 11_6 +) gor

osszegével, —4—-dal megszoroznunk. A parabola teriileteként

igy 3 bV—: = b1/ b eredményt kapjuk, tehét pontosan

ugyanazt, mlnt mtegréléssal
Most mér olyan nagy gyakorlatunk van az integralszd-

e

mitdshan, hogy egyszerfi negativ kitev(jli hatvinyfiiggvény,
Y =w—1=_;_ integraldsdt is megprobdihatjuk. Az y= ;

egyenlet hiperboldt jelent, 4gait konnyd jol vélasztott @ értékek
segitségével koordindtarendszerben felrajzolni. Ha =1, akkor
y szintén =1, de nem tudjuk a gorbének az x vagy az y ten-
gellyel valé metszéspontjat megtalédlni. Mert ha az 2 mégoly
nagyra novekszik i, az y nem lesz sohasem 0, ha pedig z
helyébe 0O értéket helyettesitjilk, akkor y =%—, ezt pedig
mi oo jellel szoktuk jeltlni. Gorbénknek két dga tehdt meg-
marad az L illetve III. giknegyedben és a koordindtatenge-
lyek a hiperboldnak tgynevezett aszimptotdi, vagyis olyan
egyenesek, amelyekhez a gérbe mindinkdbb kozeledik, anél-
kill, hogy valaha is elérné &ket.

De szirjunk itt kozbe valamit. A kor, az elhpsms, 8
parabola és a hiperbola tgynevezett mdsodrendfi gérbék,
mert egyenietiilk mésodfokd. Ne tévesszen meg senkit a
hiperbola egyenletének nevez§jében elsd hatvinyon szereplS .
Bz a fuggvény mégis mdsodiokd, mert tortek alkalmazdsa
nélkil sem az », sem pedig az y nem izoldlhatd. Mésodioka
gorbék geometriai szempontbdl kiapszeletelk.

A gorbéknek a ktpon elfoglalt helyzete mindenkinek,
aki csak valamelyes geometriai érzékkel rendelkezik, meg-
mutatja, hogy a hiperbola (és éppen igy a parabola) mind-
inkdbb szélesedik, a kor és az ellipszis viszont zdrt gorbe
vonal, '
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Az alappal Valamnyi en Egyétellenes  Altaldnos,
parhuzamos  alkotét avégesben alkotéval két alkotdval
metszet metszd, az alap- pdrhuzamos  pérhuzamos
kor pal széget bezdré  metszet : metszet
metszet : parabola hiperbola
ellipszia

69. 4bra. Az egyenes korkup sfkmetszetei.

A kovetkezd dbra még mést is mutat. Ast, hogy a hiper-
bola kvadraturdja alighanem minden tovibbi nehézség nél-
kitl, feltétleniil lehetséges.

3 10 2 b 3

70, abra.
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Az x=0a é az x=b koz6tti darab, mondjuk, valészintileg
nagyon kénnyen meghatérozhatd, hisz ismerjikk az y =-;—i—

fiiggvényt és ez még nagyon egyszerlinek is ldtszik. Szokds
gzerint hatdrozzuk meg el8szér a hatdrozatlan integralf:

Fz)= f % dz =fm~1dm. Annak idején megillapitottuk, hogy

fwmdw= L
m

egész vagy tort szdm is az m. Most deril ki, bevélik-e itt is
algoritmusunk? Tehdt

F(z) = [a—ldz=

T gm+t bdrmekkora pozitiv vagy negativ,

Kétgbgheosetten akadunk meg. Mert hatdrozatlan integ-

rélunk, amelybdl a hatdrozottat alakithatjuk, az —%— . g0=

= % cl= —é— értéket veszi fel. Ilyesmi még nem esett meg

velimk. Mert minden behelysttesités mdr eleve értelmetlen-
ségre vezet. Ilyenre

(00 B9 4 0) — (00 a0 4 0) =so—oo

ha ezt egyaltaldn szabad szdmitdsként alkalmaznunk. Pedig
a vonalkdzott idomot, amelynek a teriiletét a kvadratura ered-
ménye megadja, ott 14thatjuk az el6bbi dbrdn. Tehdt van olyan

eset, 8 ez az egyetlen, amelyre az f xmdy = m—}{_—ixm“—l-O

képlet nem alkalmazhat6. Ez az 1 vagyis az —i— gy frjdk
tehdt 4ltaldban a képletet [zmdr= m1 7@, [m =4 —1]

8 ez azt jelenti, hogy m nemegyenl§ —1, vagyis nem veheti
fel a —1 értéket. Az 4thazott egyenlbségi jel jelentése nem
egyenld, kiilonbozs.

Most mér eldrulhatjuk, hogy szdndékosan vittik jégre
az olvasot, hogy érzékeltessik azt az ijedséget, amelyet az
integralszdmitas elsb felfedezdi éremtek, amiddn erre a foly-
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tonossdgi hidnyra bukkantak. Leibniz ugyan tudta, mds
kutatdsai révén, hogy ezt a hidnyt el lehet tiintetni, de abban
az id6ben nagy volt még e téma kériil a bizonytalansdg és
sokan az infinitézimélszdmitds ellen irdnyulé tdmaddsaik
oles6 céltdbldjanak haszndltdk e hidnyosségot, mdsok pedig
a matematika szégyenének érezték.

Nektink epigonoknak mér konnyli a helyzetiink, mert a
megoldést olyan részletesen ismerjilk, hogy szinte zsonglér-
szerfien, tetszésszerinti oldaldrél mutathatjuk be. A meg-
oldds kabbaldjinak kulesszava a dogaritmusy, s ezt kimondva
vildgossdg deriil az egész kérdésre. S ezt a rejtélyt sem hagy-
juk megoldatlanul, habdr célunkat, azt, hogy az olvasét az
egyszeregytdl az integrdlig elvezessiik, immér elértitk.

De szoljunk még néhdny sz6t a rektifikdeiorél. Emlitet-
tik, hogy a gorbék ivhossza is meghatérozhaté integril-
szémitds, mégpedig az [ds = [1/(daP+ @y kiszémitdsa
segitségével. Péld4t erre, sajnos, nem mutathatunk, mivel itt
olyan komplikélt integrélok keriilnek el8, amelyeknek meg-
olddsédhoz rendelkezésre 4116 eszkdzeink elégtelenek. De hogy
valamit mégis mutassunk, ide frjuk, hogy az y==ka® para-
bola =0 ponttél az z=x pontig terjed6 ivhosszét a

@
[ ¥ 1+4%2dx integré] adja meg. Szémos, sokszor igen merész
0

kozbensS miveletet megkivin6 4talakitds utdn eredmény-
ként a kovetkezd képlet adodik : \

Parabolafv =s= %m/ 14722 —4% elog (¢ 1 +4k22-2kx)

a k tetszésszerinti pozitly vagy negativ, egész vagy tort,
raciondlis vagy irraciondlis 4llandét jelent.

HARMINCHATODIK FEJEZET

Logaritmus

Ha arr6l a magaslatr6l, ahové eljutottunk, visszapillan-
tunk és seregszemlét tartunk a szdmitdsi miéveletek f5lott,
& kdvetkezbket taldljuk :
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Tetikus miiveletek, Litikus miiveletek.
1. Osszeadés Kivonés

9. Szorzés Osztés

8. Hatvényozés Gyokvonds

4. —_ —_

5. Integrilds Differencialds.

De miért fires sszedllitdsunk 4. szdma helye? Egyszert
a vélasz: a 4. szdm logaritmus-szdmitdsnak, a logaritmus-
nak a helye. Magyardzzuk meg elfszor a szét. A logaritmusnak
nyelvészetileg semmi koze sincs az algoritmushoz. Tudjuk,
hogy az algoritmus nem egyéb, mint az arab Alehvarizmi név
eltorzult alakja. A logaritmus viszont a «logos arithmosy ki-
fejezésbll szdrmazik, jelentése ¢helyes viszony». A logaritmu-
gokat Michael Stifel s t6le fiiggetleniil Sir John Napier (Neper-
nek is nevezik) taldlta fel.

De nem toltjik idénket torténelmi visszapillantdsokkal,
ba mégoly érdekesek is, hanem éppolyan biztosan és bdtran
dthaladunk az utolsé lépcsdiokon, mint az eddigieken.

Belathatjuk, hogy a hatvdnyozésbél a fiiggvényeknek két
kalonboz8 tipusa szdrmazhat. Az egyik az, amellyel eddig
kizdrélag dolgoztunk, vagyis hogy y egyenld x felemelve &z
n-dik hatvdnyra, s itt az n valami 4lland6t jelent. Ezzel
megismertiik az 2% 2, 2%,...2* kifejezéseket. Ezek vala-
mennyien tvgynevezett hatvinyfiiggvények. A megfelels.

2

ellentétes mivelet volt a gySkvonds. Ha zn==y, akkor 2= ﬁ
Természetesen a megforditds (inverzid) is lehetséges. Azt is

frhatnék, hogy yn=x és y=17/x. De az is elképzelhets, hogy
a hatvédnykitev6 nem 4llandé, hanem a fiiggetlen védliozo
4ll a kitevGben. Tehdt igy : y=a®. Akkor nem a kovetkezft
kérdezziik : «mi az eredmény, ha egy tetszésszerinti x érté-
‘ket az n-dik hatvinyra emelek?, hanem azt: «mi az ered-
mény, ha egy dllandd a szdmot tetszésszerinti & hatvdnyra
emelek ?» Ezt a fiiggvényt, amelynél a véltozo a kitevlben van,
exponencialis fiiggvénynek nevezzitk. De, hogy a dolog tel-
jesen vildgos legyen, vdlasszunk egy példdt. Mindkét esetben
vegye fel a fiiggetlen viltozd az 1, 2, 3, 4 értékeket. Az 4l-
land6 legyen mindkét esetben 5. Akkor a hatvdnyfiggvény,
y=x", n=5 esetén az 1°=1; 2B=32; 85=248 és 4°=1024
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értékeket veszi fel. Az exponencidlis fiiggvény, y=a*, a=5
esethen sorban az §5'=5; 52=25; 5°=125 b3 53—=625 érté-
keket adja. Vildgos, hogy y=a alapjdn, mondjuk y==1024
és n=>5 ismeretében az = értékét az ismert §1024=4 mibve-
lettel kiszdmithatjuk. Az exponencidlis figgvény, y=a®
megforditott mfiveletét keresd kérdés egészen més. Még
pedig: «milyen hatvényra kell az. ismert a=>5 d4llandét
emelni, hogy az y=125 eredményt kapjam? Az sem segit,
ha felirjuk, hogy {/125=>5. Mert z-edik gyokét semilyen
dltalunk ismert mtivelettel sem tudunk vonni. Teljesen egy-
szerli viszonyok kozott, kisérletezve, esetleg megtaldlhatndk
az eredményt. Am kiséreljik meg azt meghatdrozni, hogy
hdnyadik hatvényra kell a 10-et emelni, hogy az eredmény
2 legyen, azonnal tudatéra jutunk, hogy az exponenciflis
fuggvény probléméjdval szemben tehetetlenek vagyunk, ha
annak a litikus, megforditott, miveletérdi van szé.

Tehdt mégegyszer : y=a*, keressiik, mekkora az z, is-
mert a 68 y esetén. Bz a megforditott, litikus mévelet a loga-
ritmus. Ha y==a%, akkor z az y-nak az 4lland6 4 alapra vonat-
kozé logaritmusa. fgy frjuk: z=clog y. Bz a fiiggvény is
megfordithaté és a logaritmikus figgvényként y=clog x is
frhat6. Hzzel a kérdés is gy mddosul, hogy milyen ¢ hat-
véanykitevire kell az dllandé o alapot emelniink, hogy a sza-
badon vélasztott = legyen az eredmény. Példdul: milyen y
kitevére kell 10-et emelni, hogy a vilasztott 2 értéket kap-
juk eredményiil? Analitikai fogalmazdssal : mekkora ordindta,
tartozik az y="log z fuggvény x=2 abszcizszdjdhoz? El-
druljuk, hogy esetiinkben y»=080103... s ewzel mindaszt
megtudtuk, amit akartunk. Tehdt

0-80108. . .=Ylog 2 ég 100801039,

Tehdt a kovetkezbképpen egészithetjiik ki eldbbi tdbld-
gatunkat :

. Tetikus miveletek, Litikus miivelstek.
1. Osszeadds (a+b-+c...) Kivonds (a—b)
2. Szorzés (a.b.c...) Osztds (a:b).
8. Hatvényozés (a7) Gyokvonds (/@)

4. Exponencidlis fiiggvény (¢*) Logaritmus (“log ).

5. Integrélds ([ f (z) dx) Differencidlds (—?—:y’—:—.f’(a}]

oax
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Most mér ismerjiik a logaritmus operdtort, de az eljirdst,
a haszndlati médjat, a dogaritmus algoritmuséty még egydl-
taldn nem ismerjik.

Ahhoz, hogy ezt megismerhessitk, két dologra kell a
figyelmet felhivnunk. A logaritmus &ltaldban irraciondlis
szam, kivéve, ha az alap valamely raciondlis kitev4jd hatvé-
nyérol van szé. Kiszdmitdsuk bonyolult és messze talhaladja
kereteinket. De abban a szerencsés helyzetben vagyunk,
hogy olesé pénzen vésdrolhatunk dgynevezett logaritmus-
téblat, s ez a tdbla valamennyi, a gyakorlatban el8forduls
szdm logaritmusét tartalmazza. 86t benne vannak a szdg-
fuggvények logaritmusai is. Hdrom évszdzad rettenhetetlen
sz4mol6l mérhetetlon munkdt takaritanak meg szdmunkra.
Mert esak a logaritmus haszndlata teszi nekiink egyélta-
lén lehetévé bonyolult hatvédnyok és gyokok kiszdmitdsdt.
Egysltaldny természetesen Ggy értendd, hogy ilyen hatvé-
nyok és gyokok kiszdmitdsa logaritmus nélkil rendkivil
nagy munkdt jelentene.

Nem a mi feladatunk, hogy a logaritmus-tdbla szerkeze-
t6t és haszndlati modjat itt elmagyardzzuk. Csak arra uta-
lunk, hogy a logaritmus segitségével a szorzds Oszecaddsss,
az osztés kivondssd, a hatvinyozds szorzdssd, a gydkvonds
osztassd alakul, teh#t az el6bbi osszefoglalo t4bl4zat mésodik
és harmadik fokozatdban 4116 tetikus és a litikus mfveletek
eredménye eggyel alacsonyabb mfivelet elvégzése segitségé-
vel meghatdrozhato.

Logaritmusrendszer alapszdma, elvben bdrmely 0-t6l és
1-t8] kiilonboz6 egész szdm lehet. Gyakorlathan kizdrélag a
10 alapt, tgynevezett Briggs-iéle, és az e (2-7182818...) alapy,
ugynevezett Napier-féle, vagy természetes logaritmust hasz.
naljék. %log z nem a szokdsos irdsméd. Egyszerfien log «
mindenkor 10 alapd logaritmust jelent. A Napier-féle loga-
ritmust clogx, nz vagy lz jeloli. A Inx megjeltlés doga-
rithmus naturalis (természetes logaritmus) roviditése. Mi
azonban félreértések elkeriilésére a Vlog « szdmdira a log @
jelolést, a természetes logaritmus részére pedig az ¢log z
jelolést fogjuk haszndlni. Logaritmust dltaldban az slog =
jelentsen, ahol az u tetszésszernti dllando.

Az a trvény, hogy az egyenlség helyes marad, ha mind-
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két oldaldval ugyanazt a mfiveletet végezziik, a logaritmusra
is igaz. Ha e¢=d, akkor #log e="logd és viszont, ha *log c=
=tlog d, akkor e=d. Fzt a mésodik mlveletet a numerus
(8 szdm) keresésének, vagy egyszerfien visszakeresésének
hivjuk.

A logaritmus alaptulajdonsigdt a kovetkezs egyenldség
fojozi ki:

alog (¢.d) = “log ¢ - Ylog d,

tohdt az a tény, hogy szorzat logaritmusa egyenl§ a ténye-
z0k logaritmusdnak osszegével. Kzt az wlaptulajdonsigots
le 18 vezetjiik. Legyen két a alapt logaritmus ¢log b=2FB és
dog ¢=C. A logaritmus kelstkezési médja kovetkeztében
azonban (exponencidlis fiiggvény) igaz, hogy aB="b és at =c.
Mert hiszen a logaritmus nem egyéb, mint az a hatvénykitevé,
amelyre az a alapot fel kell emelnem, hogy a numerust (b és ¢)
kapjam. De ha b=aB és8 ¢=af, akkor be==aB+C, A be==qB+C
egyenlfséget szemlélve konnyen réjoviink, hogy belble Gjabb
o alapt logaritmus értékét hatdrozhatjuk meg. A kovetkezdt:
alog (be)=B--C. Mert B-+C az a kitevl, amelyre az a
dllandot fel kell emelniink, hogy b.¢ legyen az eredmény.
Tehdt B4-C a b.c logaritmusa. Ha az ¢log (b.¢)=B+C
egyenl@ségbe végil az els§ feltevésiink alapjan B és C-vel
jelolt B=tlog b és C=dlog ¢ értékeket behelyettesitjilk,
akkor megkapjuk az «wlaptulajdonsdgotn.

1. alog b.c==log b-+log c.

Gondolkodd olvasé agonnal réjon, hogy ez a hatvényok-
kal valé miiveletek szabdlyainak egyik folyomdnya. Nem is
esodalatos, hisz a logaritmus éppen az ismeretlen hatvinyki-
tev8b8l szarmazik.

A logaritmussal val szdmolés tovdbbi szabdlyait indoko-
148 nélkal frjuk fel

2. dlog -z- ==dlog b—*log ¢ (osztds logaritmussal).
8. dlog ¢? == d dlog ¢ (hatvdnyozds logaritmussal).
4. “logy o= —}Z- dog ¢ (gybkvonds logaritmussal).
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A negvedik szabdly val6jdban a harmadiknak kdzvetlen
kévetkezménye, hisz “log 1'"/5 == ¢ log o7 ez pedig a harmadik

szabdly alapjin is % olog ¢-nek adodik.
Felitletesen t4jékozddtunk a logaritmusrél. Szorgalmas
olvagd j6 logaritmustébla tanulmdnyozdsdval és gyakorlds-
“sal blvitheti ismereteit. Minden jo logaritmustdbla tartal-
maz részletes hagzndlati utasitdst. Mi azonban most a fel-
s6bb matematika kdzepében 4116 szdm, a természetes loga-
ritmus alapszéma, az e felé forditjuk figyelmiinket. Nem
szorul magyardzatra, hogy valamennyi, logaritmusra vonat-
koz6 szabdly az e alapi logaritmusra is érvényes, hisz fel-
tételeztitk, hogy az a (az alap) birmely, tetsz6leges szdm lehet.
fgy természetesen e is, tehdt clog b.c= clog b+ ¢log ¢ szin-
tén igaz.

Létszdlag teljesen indokolatlanul felvetjik a kévetkezd
‘problémét : valamilyen mennyiség, nyugodtan vehetjik,
hogy az egység, valamilyen rendkiviil kis mennyiséggel né.

Tehét valamilyen nagyon kiesi tért részével, irlT -nel; amikor

is az n nagyon nagy. De ez a névekedés wzervesem folyta-
t6djék, tehdt a megnovekedett mennyiség ugyanigy nove-
kedjék. Hs fgy tovdbb, hatértalanul. Kérdés, mekkorsra
ndvekszik fel az 1 ily médon. Els§ pillanatban azt gondol-
hatnoék, hogy az eredmény végtelen. De ez nem igaz, éppoly
kevéssé, mintahogy végtelen sok ordindta egymds mellett
nem ad feltétleniil végtelen teriiletet. Bzt mér a kvadratura
térgyaldsakor littuk. Ugyanezt ldttuk konvergens sorokndl.

Az Archimedes 4ltal alkalmazott sor (1 +7i_ + i‘lé +) is
végtelen sok tagot fliz egymdshoz s Gsszege mégis véges,
=g~ Ugysnigy viselkedik & dLeibniz-som is é o fogye

geometriai sorck dltaldban. De ldssuk esak, mi térténik &
novekvd 1-gyel. Tohdt ismételjilk : az 1 elfszér végtelen kis
tort részével novekszik, de ezt a novekedést, mintegy kér-
pétlésul, végtelen sokszor ismételheti meg.
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Ha tohdt 1 a tetezés szerint kicsi % értékkel né, akkor
belfle 14 % lesz. Jeloljiik ezt az értéket egyeldre a-val. Az a
névekedjék ugyanigy tovébb. Azaz szintén o nagyon kicsi,
tort részével novekedjék, vagyis —-nel Lesz bel6le a-l——, ]
ezt b-vel jeloljuk. Ha tovdbb megyiink, akkor b-bél b—|——n—
lesz stb. Most ldgsuk, mit jelentett mindez. Azt mondtuk,

hogy 1+ i =a. Azutén a-bol (a, + ) (an:—a) =

cont e o d) =24

n n

= (1 -+ —) lett, ha a helyébe értékét, 14 %, ijbol be-

frjuk. A mésodik kifejezés, (b + ) 'n+1 (_71 + l) =

noon
=} (1 + —717) . Ismét belrjuk, hogy b= (a + %) = (1 -+ %)2,
ezzel b (1 + -1—) = (1 -+ l)z (1 + l) = (1 + l)s az ered-
n n n n

mény. Mivel ezt a szdmitdst korldtlanul folytathatjuk, s
mér tudjuk, hogy a BZErves novekedes olab lépésének ered-
ménye 1 + - 8 mésodiké (1 - ) a harmadiké (1 +%)8
8 a képzés torvényének ketségtelen kovetkezménye, hogy
ez igy folytatédik, joggal kovetkeztethetiink arra, hogy n
lépés utdn az eredmény (1 +%—)n. Az nl irtékét tetazés
szerint nagynak vehetjik és az (1 +W) értékét bino-
midlis sorba fejtjilk. Az 1 minden hatvinya ujbél 1, igy
elhagyhaté, ha tényezéként lép fel.
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(= () G+ (5) G+
)G +HE) =

_ n(n —1) 1 n(n—1) (n—2) 1
Uy e+ =
n n——l n—2)(n—38) 1
+ )( 47 i

Ha az n a végtelen felé novekszik, akkor mellette a kivo-
nand6 tagok, 1, 2, 8 sth. elhanyagolhaték, vagyis (n—1),
(n—2), (n—3), stb. helyett nyugodtan irhatok n-et. Hzzel
binomidlis sorunk ilyen alakd lesz:

n.nm 1 nnn 1

<1+%)n=1+1' 7 T er 2' 'n2+ n3+

1
+T'F+."=l+ﬁ+—ﬂ+ﬁ+7ﬁ+."

A tagokat kiszdmitva ezt kapjuk :

1 )” 1 1 1 1 1
(=14 T+ 5+ 5o+ 5+
Most e sor végtelen sok tagjdnak Gsszege érdekel. Az Osszeg
bizonyosan nagyobb mint 2, hisz az elsd két tag egyiitt mdr
kettSt ad. Ha tovibb4 megfontoljuk hogy sorunkbél az els§
tag elhagyédsa utén 1+ + L + 214 4 e 150 + .o lesz,
akkor osszehasonhthatjuk egy ugynevezett «majordnsy sorral,

olyannal azonban, amelynek az 6sszegét ki tudjuk szdmi-
tani. Ilyen példdul egy fogy6é végtelen geometriai sor, az

(15 + 5+ & -+ g ++--) s0r. s & sor s el6bbinek

bizonyosan majordnsa, azaz minden tagja nagyobb a mésik
sor megfeleld tagjdndl. Az jellemzi ugyanis a majordns sort,
hogy minden tagja legaldbb egyenld, de 4ltaldban naoyobb
o vizegdland6 sor analég tagjéndl. Tehdt:
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vizsgdlandé sor : 1+ -[— -|- 24 R 120 Fune
majordns sor : 1+ TZ—-}- -4—-{— —8— + ‘176— e

A majordns sor definicidjabol kévetkezik, hogy végtelen sok

tagjdnak O6sszege, miként akdrhiny, véges szdmid tagjdnak
dsszege is nagyobb a vizsgdland6 sor megfelel§ Gsszegénél.

Egetiinkben a majordns sor 6sszege S,

=73

hogy a vizsgélandé sor elsd tagjat, 1-et, efha.gytuk, ozt a
végleges Osszehasonlitdsndl mind a majordnshoz, mind a
vizsgdland6 sorhoz hozzé kell adnunk. Ezek szerint az ered-
mény : majordns sor dsszege-+1>> vizsgdlandd sor 6sszege J-1.
De mivel a majordns odsszege - 1 =3, bizonyos, hogy

8> (1+ —;—;—)nha =00, Tehdt (l-l— %)n értéke ezek sze-

rint 2 és 8 kozt van, ha n eléggé nagy. Ezt akartuk éppen
megtudni.

Kell§ azdmi tdg kiszdmitdsa (1 —]——;—)n gzdmdra a

2:71828182845904. .. értéket adja.

Ez a szdm is, miként a 7 irraciondlis és Fuler nyomdn
az egész vildgon e betlivel jelolik. Rovidesen megtudjuk,
hogy miért jatszik a matematikdban olyan nagy szerepet.

Megint nem mondjuk meg, hogy miért adjuk azt a fel-
adatot, hogy fejtsiik sorba az e alapd exponencidlis fiiggvényt.
Felirjuk a kévetkezd feltétleniil helyes osszefiiggéseket :

=3

=[+3T

=4 5

ahol n természetesen véltozatlanul végtelen nagynak tekint.
@

het6. De a hatvédnyozds szabdlyai szerint [(1—|— %)n] =

és
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<1+ ) igy ez ismét binomidlis sorba fejthetd kifejezés.

o )= () 2 (5 2 5] 2+

ne 1 nz{na—1) 1
=i Y

I ero
+ oy W

Az eldbbihez hasonldo megfontoldsok utdn, s mivel azt is
tudjuk, hogy a végtelen felé tartd n-nel egyttt nx is a vég-
telenhez tart, az nz mellfl elhagyjuk a kivonandékat. Am
eredmény :

i\ na nez? 1 nir? 1
(4 5) =1 T+ G+ g o=
z  af
!

il
=1+57+ 57+ 57+

Bzt a sort exponencidlis sornak nevezziik. Visszatérve
eredeti egyenlfségiinkhoz, megallapitjuk, hogy

z | 2 4P x* g
e“=1—|—1—!+m‘+"ﬁ BT I i als s sl

Most megprébdljuk az exponencidlis sort differencidlni.
Bgysgerfi, mert tagonkint differencidlhatunk.

z  #x  2f azt
y=e¢=1+1'+2! i 3!+4!+
dy _ ,  d(e®) _ 82* 4x° _
"ﬂ""y— dr n+ 1'+ 2! ! n| + =

Ha rovidittink, akkor az eredmény :
(53

T z?
Hytigtiay e

de ez nem egyéb, mint az eredeti exponencidlis sor.

Colerus: 1X1. 21



Olyan fuggvényre bukkantunk tehdt, amelynek diffe-
reccidlhdnyadosa egyenld magdval & fiiggvénnyel. Most mér
érthetd, hogy miért olyan fontes az e a fels matematikdban.
e* az egyetlen olyan fiiggvény, amely differencidlhdnyadosa-
val egyenld. De ha a differencidlhdnyados egyenl$ az eredeti
fiiggvénnyel, akkor o differencidlhdnyados integrdlja is
d(e®)

ka
= &

egyenlé magival a differencidihdnyadossal. Tehdt

és [erdz =¥ +C. Most azt is felismerhetjiik, hogy mekkora
konnyebbséget jelent, ha valamilyen mennyiséget az e hat-
vényaként tudunk kifejezni. Bzt a fogdst a fels6 matematika
lépten-nyomon alkalmazza. De vissza kell térniink a logarit-
mushoz, miutdn most mdr a logaribmusrendszer alapjit és
exponencialis filggvényét letdrgyaltuk. Az e alapt logaritmus
figgvény
y=¢log =

Ha y az z-nek e alapt logaritrmusa akkor
T == e¥.

Ez ugyanannak az Osszeftggésnek mds frdsmoidja. It az
x és az y szevepet cserélt. Most y a fiiggetlen, z pedig a
fiiggl véltozé. Differencidljuk ezt a fiiggvényt, természete-
sen eztttal y szerint. Most léthatjuk 4j fogasunkat elGszor
miiksdésben. ev e alapli exponencidlis figgvény, tehdt diffe-
vencidlhdnyadosa «sajat magar. Tehdt

z=eY
& _
dy ~

Ha két mennyiség egyenld egjr harmadikkal, akkor egy-

més kot is egyenltk. fgy -%=a:. De mi nem -El-;v—-nak, ha-

dy
rem dij:/- -nek az értékét akarjuk tudni. Ez a feladat is meg-

oldhatdé most. —%— aritmetikai szempontboél nem egyéb mint
-{75 reciprok értéke, amint - reciprok értéke -g— De mive?
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egyenl6eég 41l elfttiink, mindkét oldaldn reciprok értékekre
kell 4ttérniink, hogy az egyenlGség érvényes maradjon. Ha
ugyanis két mennyiség egyenld egymdssal, reciprok értékeik

8 egyenldk. Ha —g— =3, akkor 2 _ % Ez szemmel lithatéan

6
igaz. Képezzik végre a reciprok értéket.
1. vagyis dy _ L
=z’ Ve e T
dy

Hossztt utunk végén ahhoz a felettébb megleps ered-
ményhez jutottunk, hogy y=¢log z differencidlhdnyadosa —i-.
A hatvényozds szabéilyai szerint ?=m—1. Az z~ ! eredményt
mint differencidthdnyadost hatvinyok differsncidldsdnak
d (z7)

dx
Mert 2® differencidlhdnyadosa 8a% 226, 2%, 286 1, %8
0.2%71=0, mivel 2°=1, vagyis 4llandd, ami a differencidlds-
nil eltfinik. Do z° utdn z—1 kivetkezik a lefelé halad6 sor-
rendben, ennek a differencidlhdnyadosa —liz—1- = —g—=2

gt képlet

= ngn—1 gzabdlya szerint sohasem kaphattunk volna.

Nem esoda tehdt, hogy az integrdldsndl az ml T
érvényességében folytonossigi hidnyt taldltunk aklkor, ami.
kot az z kitevfje m=—1 volt. Tudjuk ugyanis, hogy az a ki-
fojozés, amely az integrdl jele mogott 411, mindenkor valami-
lyen torzsfiiggvény F(z) differencidlhdnyadosdnak tekintendd
ég a torzsfiiggvényt kell meghatdroznunk. Kétségbeojtd hely-

zethen voltunk, mert m = —1 esetén az L zm+1 gzabily is
m--1

es6d6t mondott, nem akadt fiiggvény, amelynek z—* a diffe-

rencidlhdnyadosa lett volna és igy az y = —i— hiperbola kvadra-

turdjat sem tudtuk elvégezni.

De most mir megoldottuk a rejtélyt. #—1 torastiigg-
vénye y==¢log x, mivel az ehhez hozzitartoz6 y' vagy

Colerus: Ix1 21l
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7
7'(35):‘% = % =gl Igyakeresetty’-hoz tartozé y =°log .

Tehdt 2—1 hatdrozatlan integrdlia FF (@)= fa:‘ldx:elog z+4C.
A hatdrozott integrdl pedig Fi, = fu zldz=( logb+C)—
—{log a+C)=log b—+log a.

A logaritmus sajatsdgal k()'vetkeztében itt dtalakitdsok
lehetségosek. <log b—clog @ helyett clog % is {rhat6, & ennek

rovidités szempontjdboél jelentSsége lehet. Ha példdul az
integrélds hatdrai x==a és z=0a? akkor a hatdrozott integral

2
“log a?—¢log a ="*log % =¢log a. A hatdrozatian integriinl

az integraeids dlland6t egyszertiség kedvéért kovetkezbképpen
seokds kifejezni: F(z)= fa:—ldm =¢log z 4- 0 ==*log z -} eloge,
vagyis az &llandot, amely tetszés szerinti értékfl, valamely
¢ szém logaritmusdnak tekintjik. igy a hatdrozatlan integrdl,
mésképpen irva ¢log ¢x, mivel clog 24-¢log ¢=¢log cz.

Csak azt akarjuk még hozzdflizni, hogy egyik logaritmus-
rendszer atszdmithaté a mdsikba. A fels6bb matematika-
ban, mindaddig, amig a szdmitds csak dltaldnosan torténik
kizdrolag az e alapd rendszert haszndljuk. Az eddigiek ezt
részletesen megindokoljdk. De tekintve, hogy a logaritmus-
tdbldk legnagyobb része nem a természetes, hanem a 10 alapt
logaritmusokat tartalmazza, sokszor kell természetes loga-
ritmust 10 alaptra, vagy viszont dtszdmolnunk. Frre szolgdl
a modulus. A kepletet levezetés nélkil kozoljuk A modulust
n-mel jeloljiik és m=0-4542944819.... Ha 10 alapt logarit-

must e alapira szdmitunk 4%, akkor a "log = %mlog z kép-
letet haszrdljuk. Forditva log & =m elog . {rjuk ide még
az % értékét is: %:2'8025850929. ... Vildgos, hogy e

modulus csak természetes és tizes logaritmus dtszdmitdsira
vald, més (gyakorlatban szerepet nem jatszd) logaritmus-
rendszerekre més a szdmértéke.
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Végill rajacljult még fel az y="rlog x gsrbéjés, az dgyneve-
zett logaritraus-gérbét. Minthogy 1 logaritmusa minden
rendszerben 0, mert e?=z és z=1, 1 mint hatviny, 1-t8l
kitlénbozé alap esetén csak O hatvinykitevs esetén létezik,
a logaritrousgérbe az = tenﬁelyt az r=1 és y=0 pontban
metsm Ha z=e, akkor y==1, mert ev=x és r==e, teh‘it
et=e. Hasonl¢képpen z=¢* eoeten y=2 ég x=c® esetén y=3
sth. Altalaban, minden logaritmusrendszerben az a,lapszim
logaritmusa 1 é9 az alapszdm hatvédnydnak logaritmusa a ki-
tovl. Bz az utébbi a definicids egyenlethfl, y::“ log z, z=av,
kovetkezik. Tehdt az 1 tizes rendszerfi logaritmusa 0, 18
logaritmusa 1, 1000 loceuitmusa 8, 1,000.000 logaritmusa 6.

. .
g viszont —1, 1000 -6 pedig —8. Az alapszdm hatvi-

nvai kozé es6 szdmok logantmusal Irracionslis szdmok, ame-
iyek természetesen tartalmazzék a legkozelebbi alacsonyabl
hatviny logaritmusdt. Igy *log 105=2:02119.. .. Ezt a -t
nevezzitk karakterisztikdnak, a fennmaradd tizedes rész neve
pedig mantissza (mantissa=—=maradék). Kozelebbi adatok szem-
~ontjdbol ismét csak a logaritmus-tdbldzatokra utalunk.

. fes 2 ot 57 e B ®
.':;" / (2518 5 5 5590 B v
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HARMINCHETEDIK FEJEZET

interpolaciéo Extrapolacié Befejezés

Logaritmus kereséskor sokszor meriil fel az a feladat,
hogy kézbens§ értékeket kell meghatdroznunk, mert termé-
szetesen a logaritmustdbla nem tartalmazhatja s szdmvonal
végtelen sok szdmdnak logaritmusdt. KozbeesS értékek kere-
pését & matematika interpoldcidnak nevezi. (Interpolare—
kogheiktatni.)

Vildgitsuk meg réviden ezt a kifsjezést, tekintve, hogy a
matematikdban és a fizikdban, killonGsen pedig a matematikai
stat sztikdban rendkivill nagy szerepet jdtszik. Részletekbe
nem boesdtkozhatunk, til nehéz ehhez a probléma, hisz meg-
olddsa szinte 6nallé tudomdny. Arra a kérdésre, hogy mek-
kora egy kozbeiktatott érték, matematikai és geometriai
uton felelhetink. Matematikal szempontbdl egy mterpoldlt
érték két ismert érték kozéd esd szdm. De nem ceak vakidban
vilasztott kozbens szdm, hanem a szdmkéz meghatdrozott
helyére es§ érték. 1499 logaritmusa példdul 817580, 1500-6
pedig 8:17609. Ha 14995 logaritmusa érdekel, azt Ggynove-
zett Otjegyfl tdblizatban nem taldlom meg kozvetleniil.
A jbzan ész azt mondatja velem, hogy mivel 1499'5 1499 és
1500 kézott kozépen van, valészintileg a logaritmus is kézé-
pen legz. 8-17580 és 8°17609 Lkozépértékét kell tehit keres-
niink. Ha ezt a miveletet elvégezzik, az utolsd jegyét fel-
kerekitve y logaritmus szdmdra a 817595 értéket kapjuk.
Hasonléképpen lehetne méds helyen is interpoldlni. 1499-8
esetén példdul azt mondhatnék, hogy a logaritmusok dkdzéts
tiz részre kell osztani és a kisebbik logaritmushoz nyole ilyen
tizedrészt hozzd kell adni. A kéz 8:17609—8-17580, vagyis
0-00029, ennek tizede 0:000029. Nyole ilyen tized 6-000252,
tehdt 1499-8 logaritrmusa egyenlS 1499 logaritmusa plusz
nyole tized-kéz, vagyis 8-17580-4-0000232=3-17603.

Ilymédon torténik az interpolicié a logaritmustdblék
P.P. rovata segitségével is (P.P.=partes proportionales==
ardnyos részek). Ez a rovat éppen az el6bbi tizedeket tartal-
mazza. De itt valami igen fontos dolgot feltételeziink, ami
pedig, kiiléndsen kis szdmok logaritmusindl, nem 4ll fenn.
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Azt tételezziik fol ennél az ardnyos, dinedrisy interpoldciondl,
hogy a kozben a viszenyok végig linedrisak, ardnyosak. Eat
egészen vildgosan csak geometrial elképzelés magyardzata
nyomdn ldthatjuk. A szamokat, amelyeknek kozottes érté-
keit keressiik, ordindtékkal, ipszilonokkal jelképezziik. Szét-
sz6rt ordindtdkrdl beszéliink akkor, ha az ordindtdk kozotti
értékeket még nem ismerjik hidnytalanul. Abban a pillanat-
ban, amikor az egész gorbe egyenlotét megtudjuk, nines mdr
t0bb ismeretlen ordindta. Mert ekkor mdr minden ¢helyhezs,
itten z-hez, abszeisszdhoz, meg tudjuk adni az ordindtdt, csak
be kell helyettesiteniink. Analitikus geometriai szemponth6l
tehét interpoldcid esetén szétszért ordindtdkhoz tartozd fiigg-
vényt keresiink, s ez a fiiggvény olyan legyen, hogy vala-
mennyi ordindta végpontja a gbrbe egyenlete értelmében a
gorbén fekiidjék (pontja legyen a girbének). Mir futélagos
rajz is megmutatja, hogy tetszés szerinti ordindtavégpontok
kozt végtelen sok olyan gérbe lehetséges, amely valamennyi
végpontot Gsszekoti.
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Tehdt az interpoldeid problémdja dnmagdban véve meg-
oldhatatlan, hacsak bizonyos feltevésekkel nem élink. Ezek-
81 lesz most sz6. Tegyiik fel, hogy a még ismeretlen gbrbének
csak két pontja kozott kell interpolélnunk. (78. dbra.)

Vélasszuk az tgynevezett linedris interpoldeidt, akkor a
két pontot egyszerlien egyenessel kotjitk Gssze. Ha tehdt a
kozt valamennyi részkoz Osszegének tekintjitk, és Xdz-szel
jeloljik, akkor az ordindtakillénbség, ennek megtelelfen
Jdy. A kézt most egyenl6 4z részekre osztjuk. A rajzbol
kidert], hogy minden Jz-hez tartozik egy 4y, s a dy-ok
egyenlbk, ha a dz-ek azok. Fenndll tehdt a Idzx: Zdy=
=A% : 4y egyenlleég. A Az egyenl6 a 34z n-ed részével, ha

. ; e 2dT . ; y
n a részek szdma. Tehdt ~—= = 4z és ennek megfelelGen
n

i:-y« = fy. Az ardnyos interpoldcibnak ezt a médjdt csak
ott szabad alkalmagzni, ahol valéban joggal tekinthetjiik a
girbe ivét egyenesnek. Tekintve, hogy a linedris interpoldeiot
nagyobb szdmok logaritmusaira szoktdk alkalmazni, tekint-
sik meg a logaritmus-girbét. Latjuk, hogy nagy szdmok
esetén sem egyenes, de az egyeneshez annyira kozel 4ll, hogy

Y
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Ax Ay Ax Ax Ox Ax
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j6 kozelitéssel vehetjiik annak, vagyis az elkdvetett hiba
bizvést elhanyagolhatd. De az elméleti és gyakorlati statisz-
tika egyéltaldin nem ecsak linedris interpoldciét alkalmasz.
Feltételezheti és kovetelheti azt is, hogy a még ismeretlon
gorbe, amely valamennyi ponton keresztilmegy, n-ed rendd
parabola legyen, egyenlete pedig ilyen alakd:

@ g @B TR A e A G B G g8 6, 20= Y.

Adott pontokhoz tartozé ilyen egyenletek feldllitdsdra
igen szellemes és finom mdbdszerek é4llnak rendelkezésre.
Hasonlé modszerek adnak ama kérdésre is vélaszt, hogy mi-
 ként kell a mdr ismert gorbék alapjdn az interpoldcivt vé-
gezni. Az y névekménye itt mér egyaltaldn nem ardnyos a
kdz részeivel, hanem sokkal bonyolultabb Geszefiiggés szerint
adodik belGlik. Szerepet jatezik tovdbbd az is, hogy a meg-
adott pontok egylorma tévolsdgban vannak-e egymdstol,
ekvidisztdns pontok-e vagy sem. De a linedris és parabolikus
interpoldcién kiviill més igen finom moddszerek is vannak,
ezekre még csak utalni sem tudunk. Es igy, habdr végtelen
sok médja lehetséges az interpoldcionak, vagyis a probléma
teljesen nyilt, mégis sikeriil tudoményos és gyakorlati célok-
nak sokszor teljesen megfelel§ és igen pontos interpolécids
értékeket kiszdmitani.

Hogy rd ne unjurk a sok elméleti fejtegetésre, mutassuk
be gyakorlathdl vett példdkon az interpolicié céljat. Vala-
mely orszégban minden tiz évben van népszamlalds. Pénz
hijdn egyik id6pontot elmulasztottik. Tegyik fel, hogy az
1870, 1880, 1890, 1900, 1910 és 1980 években megtartottik a
népszamldldst. Minket azonban az orszdg 1885-ben, vagy
1907-ben, vagy 1914-ben, vagy 1921-ben élt lakosainak széma
érdekel. De érdekelhetne az 1920. évi lélokszdm is, amikor
a népszdmlilés elmaradt. Ea ndborutél, jérvdnyoktdl stb.
eltekintiink, akkor feladatunk interpoldei6val oldhatd meg.
Még pedig részben nem ekvidisztdns ordindtdk kozti inter-
poldcioval, mivel egyik koz hisz évre terjed. Erdekelhetne
ezen kiviil, hogy mernyi volt a lélekszdm 1870 elftt, mondjuk
1860-ban, vagy hogy mennyi lesz 1940-ben. Az adatok kozép
kivil es§ értékek szdmitdsdt extrapoléciénaks nevezaiik.
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Lényegében azt kutatja az extrapoléeid, hogy az egyes ordi-
ndtakbol nyert fiiggvény miként viselkedik a szélsd ording-
tékon kivill, feltéve, hogy az Gsszefiiggést létrehozé térvény-
srerliségek ott i3 érvényesek.

A mésik példat a esillagdszat nyujtja. Ismerjiik egy tistokos
pilydjanak egy részét, egyes kiilonailo megfigyelések alapjdn.
A pélya egyenletét még nem tudtuk meghatdrozni, még nincs
elegendd megfigyelési adatunk, azonban ki tudjuk szdmitani
interpoldei6 és extrapoldcié segitségével, hogy milyen a
palya valoszind slakja. S a megfigyelds kés6bb megmutatia,
mennyire volt helyes a feltevésiink. «Tobbtest probléma»
esetén, vagyis olyankor, amikor a pélya egyenletét t6bb mint
egy test vonzésa befolydsolja, mindenkor ilyen médszerekre
vagyunk utalva, mert ez a probléma mindméig csak sta-
tisztikai eszkézbk szdmdra hozzdférhetd.

Csak annyit akarunk még hozzéffizni, hogy az inter-
poldcié 63 az extrapoldcid jelentésége messze talterjed a
matematika és a statisztika kérén. Szdmtalanszor alkalmasz-
zuk mindkettdh, nem tudatosan, a politikdban, a térténelem-
ben, az fizleti élethen, orvostudoméanyban, amidbn egy jelen-
ség lefolydsdbdl a multra kovetkeztetiink vagy belSle josolni
prébdlunk. Helyes volna, ha a matematikus 6vatossdgival
alkalmagznd mindenki az extrapoldeiét a matematikdn kivili
életben, Gvatosabban, mint ahogyan dltaldban szokds. A je-
lenbdl a jovlre vont sok téves kovetkegtotést lehetne ezzel
megtakaritani.

Alaposan kimeritettith a vélasztott tdrgykort. Reméljiik
és hisszitk, hogy teljesttettitk igéretiinket: elvezettilk az
olvasét az egyszeregyt6l az integrdlig. 8 ha, f6képpen a maga-
sabb részeknél, mind gyakrabban kdvetkezett be az a ki nem
elégit8 dllapot, hogy ki kellett jelententink : ez a megoldés
is, amaz i3 messze meghaladja kereteinket, akkor — boesds-
sdk meg nekem — ez az ismételt utalds tehetetlenségiinkre
szdndékosan tortént. Képességeink batdrdnak vildgos fel-
ismerése soha sem lehet lesujté. A becsiiletes szellemet in-
kdbb arra 6szténzi, hogy a nemtudds szdlkédjdt mihamarabb
tdvolitsa el testébll. %]s csupén a tudatlansdg felismerése
hajszol arra, hogy a hidnyt munkéval eltintessitk. Minden
smber, minden nemzet é8 az egész emberisdg jovEje annyit
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ér, amennyi a megoldatlan problémdja, s amennyit igazdin
kinzénak érez. Mert a haladds befejezése mindenkor ecsak
szubjektiv ldtszat é3 az Ggynevezett beteljesiilés megmere-
vedést jelent. Valamennyl matematikus héroszunk, ha
Pythagoras, Kudoxus, Fuklides, Archimedes, pergai Apol-
fonius, Alehvarizmi, Kepler vagy Descartes volt i3 a neve,
abban a tévhitben volt, hogy vele a fejlédés lezdrult. Mégis
jott utdnuk Newton, jott Leibniz, Euler, Lagrange, Gauss,
Riemann, Weierstrass, Minkovszki, Hilbert. Mindenkor @jak
jonnek a régiek utdn. A matematikédban is. 8 habér az eddi-
giek sordn esak vajmi kevéssé hatoltunk be a matematikdba,
mégis biszkén mondhatjuk, hogy a lényeges dolgokat, leg-
aldbb is elvben tanulminyostuk. Es még egy igen fontos
dologra jottink rd. Ugyams mér tudjuk, mit érhetiink el a
matematikiban, mit tanulhatunk meg, s mit kutathatunk &t.
S ezzel elértitk a legfontosabbat : §szinte tiszteldi lettink a
szellemi nagysdgnak, Faust mondja: Megszoktuk mdr, hogy
az ember kiginyolja azb, amit nem érty. Ha Goethe szavainak
dnverz fiiggvényéts megalkotjuk, akkor azt fejeztik ki,
amit k6z0s munkdnk nyereségének akarunk tekinteni:
«Csak azt beestili az ember, amit megérts. S csak a becsilés
teszi a becses dolgokat értékeseklké. Hs az értékes feld kell
az egyénnek, a nemzetnek és az emberiségnek torekednie.
Nem 6nds érdekbdl, hanem Isten nagyobb dicsGségére.
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