Kristof Miklos
Matrixreprezentaciok



A Dodekaéder forgascsoportjanak matrixreprezentacioja

crer

fel tudjuk irni, eldszor is el kell helyezniink a Dodekaédert a Descartes — féle
koordinatarendszerben. Ennek legjobb modja az, ha a Dodekaédert ugy
helyezziik el, hogy hat ¢le egy kocka hat lapjara essen, és az élek a koordinéta —
tengelyekkel parhuzamosan helyezkedjenek el. Ezt mutatja az 1. abra.

1. abra.

A kovetkez0 feladat a csucsok koordinatainak meghatarozasa.

Ehhez valasszuk a Dodekaéder ¢lhosszat 1-nek, azaz pl. az ab tdvolsag = 1.

A koordinatatengelyek legyenek a kdvetkezOk:

Az x tengely az ih szakasz felezd merdlegese, amely a kockalapra is merdleges.
A —y tengely az ek szakasz felez6 merdlegese, amely a kockalapra is merdleges.
A z tengely az ab szakasz felez6 merblegese, amely a kockalapra is merdleges.

Kérdés, mekkora a kocka élhossza?

Ennek meghatarozasdhoz kell a 2. 4bra és a 3. abra.

2. abra. 3. abra.



Lathatjuk, hogya+b+a=h,ésa+b=1,techath=1 +a.
Hasonlé haromszogekbdl adodéana:b=(1+a):1=1+a=h,
b=1—-amiatta:(l —a)=1+a, atszorozva ( 1 —a)—val :

a=(l+a)(l-a)=1-a" ,azaz a°+a—1=0, ennck megoldasa a:%.

J5+1

h=1+a=
2

. Ez éppen az aranymetszés szama. Ertéke h = 1.618033989. ..

A tovébbiakban a h betlivel mindig ezt a szamot jel6ljiik (kivéve amikor a h
csucsot emlegetjik).

A h szam tulajdonséagai a kovetkezok:

h*=1+h,h’=1+2h, h*=2+3h, I/h=h—1,1/h*=2—h.

A k tavolsag meghatarozasa:
K14 =h=1+h k=34 +h, k= |2+h .

Ha a Dodekaédert egy ¢le feldl nézziik, ezt latjuk: (4. dbra)
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4. abra.

y =1+ 2x lesz a Dodekaédert befoglalo kocka élhossza.
(y2) +x*=k*, azaz (1/2 +x) >+ x*=3/4 +h, azaz

1/4 +2x*+x=3/4 +h,tehat 2x*+x—h—1/2 =0, ennek megoldasa
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mert 8h+5=(1+2h)Y?>=1+4h’>+4h=1+4+4h+4h,

felhasznaltuk, hogy h*=1+h.

y =1+ 2x=1 + h tehat a kocka ¢lhossza.

Ennek birtokaban meg tudjuk adni a kockalapokra esd csucsok koordinatait.

a=(-1/2,0,(1 +h)2)
b=(1/2,0,(1+h)2)
e=(0,— (1+h)/2, 1/2)
k= (0, (1 +h)2,-1/2)
h=((1+h)2,-1/2,0)
i=((1+h)y2,1/2,0)

A nem lathat6 oldalakon levo csticsok koordinatdja hasonlo.

A kockacsucsok iranyaban levd cstucsok a (i egységvektorok

1 1 1
ﬁ’iﬁ’iﬁ)

iranyaba esnek, hosszuk pedig annyi, amennyi a kockalapokon lev csticsok
tavolsaga az orig6tol, minden csucs ugyanolyan messze van az origotol.

Ez a tavolsag z, és 2" = (y/2)* + 1/4 , azaz 2 = (1 + h)*/4 + 1/4= (2 + 3h +1)/4
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azaz z> = 3/4 (1 + h), tehat z = Th’ ezzel szorozzuk a (i +
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egységvektorokat. Kapjuk: (i ] , azaz pl.
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A cstcsok birtokaban most mar meg tudjuk hatdrozni a forgatd6 matrixokat.
Azt kell csupan kifejezni, hogy az adott forgatdé matrix melyik csticsot hova
viszi. Ezzel egy linearis egyenletrendszert kapunk, amit meg tudunk oldani.
Van még egyszeriibb ut is azonban.

Ehhez azt kell tudni, hogy a forgaté matrix elsé oszlopa azt a vektort adja meg,
amibe a matrix az x irdnyu egységvektort viszi. A matrix masodik oszlopa azt a
vektort adja meg, amibe a matrix az y iranyt egységvektort viszi. Végiil a
matrix harmadik oszlopa azt a vektort adja meg, amibe a matrix a z irdnyu
egysegvektort viszi. Ha tehat ismerjiik e vektorokat, akkor oszloponként tudjuk
Osszerakni a matrixunkat!

Bizonyitas:

a; a, a; |l ay
ay Ay, ay |0 |=fay |,
ay ayp ay; |0 az
a; a;, a;|0 app
ay Ay Ay fl|=lay |,
ay Ay, Ay, |0 a3
a; a;, a;|0 a3
ay Ay Ay [0]=[ay
ay Ay ay |l as3

Egyszertien adhatok meg az x, az y és a z tengely kortili 180°—os forgatasok.

Az x tengely koriil forgatdé X matrix az x tengelyt helyben hagyja, az y —t
—y —T1a, a z—t pedig — z —re cseréli, ennek matrixa tehat

1 0 O
X=[{0 -1 O
0 0 -1



Hasonldan

-1 0 0
Y=[0 1 0| ¢és
0 0 -1
-1 0 0
z=|0o -1 0]

0 0 1

X? =Y?* = 7 = Egységmatrix.

A kockacsucsok koriili 120°—os forgatasok matrixai is egyszeriien adhatok meg.
A ¢ csucs koriil forgatd C matrix példaul az x tengelyt az y tengelybe, az y
tengelyt a z tengelybe és a z tengelyt az x tengelybe viszi, matrixa tehat

0 0 1

C=|1 0 0]
010
C? ugyane cstcs koriil forgat csak visszafelé:

010
C’=|0 0 1
1 0 0

Es természetesen C° = Egységmatrix.
Hasonldan adhat6 meg az f csucs koriil forgatd F matrix is:

F az x tengelyt a z tengelybe, az y tengelyt a —x tengelybe ¢€s a z tengelyt a —y
tengelybe viszi, matrixa tehat:

0 -1 0
F=10 0 -1].
1 0 O

F” ugyane cstics koriil forgat csak visszafelé:

0 0 1
FF=|-1 0 0
0 -1 0

Es természetesen F° = Egységmatrix.

A d,j, I, n csticsok kortili forgatas hasonléan adhat6 meg.



Ezzel azonban véget is ért az egyszerlien megadhat6 forgatasok sora.

Az a, b csucsok koriili haromfogast, az ab ¢él koriili kétfogast vagy az abfed lap
koriili 6tfogasu forgatds matrixanak megadasa mar komolyabb szamitasokat
igényel. Ehhez mindenekeldtt azt kell kiszdmolni, hogy az egyes ¢lek
felezOpontja hova esik. Mivelhogy az x, y és z tengely is felezOpontra, a hi, az
ek €és az ab ¢élek felezOpontjara esik. (pontosabban az ek felezGpont a —y—nak
felel meg). Az ab él felezOpontja nem mas, mint az a és a b csucs koordinatdinak
a,+b, a,+b, a,;+b,
2 7 2 7
csucs koordinatai és b=(b,,b,,b,) a b cstics koordinatai. Hasonloan kapjuk meg

, C a+b
szamtani kozepe, azaz = , ahol a=(a,,a,,a;) az a
2 1>%2 3

barmely mas ¢l felezOpontjat is. A felezOpont ismeretében meghatarozhatjuk a
felezOpont iranyaba mutatd egységvektort is, ami azért kell, mert az x, y, z
iranyba mutatd egységvektort a forgatdmatrix szintén egységvektorba fogja
vinni. Az egységvektor kiszamitdsdhoz meg kell hatidrozni az élkézéppontok
tavolsagat az orig6tdl, ez minden cslicsra ugyanannyi lesz, és mar kiszamoltuk,

ezazu= %+ X = % tavolsag, ami nem mas, mint a befoglald kocka

¢lhosszanak fele.

Az egységvektor kiszamitasa tehat ez:

at+b _ a,+b, a,+b, a;+b; ) (a,+b, a,+b, a,+b;
2u 2u ’ 2u  2u 1+h °~ 1+h ~ 1+h

Ellendrzésképpen az ab szakaszfelezd iranydba mutatd egységvektor éppen a z
iranyu egységvektor kell legyen, azaz a (0, 0, 1) egységvektor:

a=[L oM ) esp=(-L oD tenat
2 2 2 2

a+b_ 1 (1 1 I+h  1+h
2 2 2

=——|=—=,0+0,——+—— |=(0,0,1) valoban.
2u  1+h 2

Hatarozzuk meg az ef €l iranyaba mutat6 egységvektort!

e=(o 1t L) e (B _h b ops
2 2 222

ﬂ_L.(OJ,E _I+h b1 E)_L.(E _1+2h ﬂ)_(L _h
23
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Ko6zben ugye nem felejtettiik el a h algebrai tulajdonséagait?
h*=1+h,h’=1+2h, h*=2+3h,1/h=h—-1,1/h*=2—h.

A kapott vektor hossza természetesen 1 kell legyen, azaz

1Y (hY (1Y 2-h+l+h+l 4
2h 2 2 4 4

Most mar nekivaghatunk a nagy kalandnak, kiszamolhatjuk a cstcsok, élek és
lapok kortil forgatd matrixokat!

Hatarozzuk meg példaul a b cstcs koriil az 6ramutatoval ellentétes iranyba
forgato matrixot! Legyen ez a B matrix!

A B az ab élet a bf élbe viszi, az fe élet az th élbe, és az th élet az ab élbe viszi.
Node azt nézziik meg, hogy hova viszi az x, y, z irdnya egységvektort! ezzel
megkapjuk a matrixunk elsé, masodik és harmadik oszlopat!

A most kovetkezd szamitdsokhoz mar nem kevés térlatasi képesség kell, nem

art, ha van egy papirbdl késziilt Dodekaéder modelliink, amit kedviinkre

forgathatunk ide — oda! J6 ha a csticsait megjeloljiik a megfeleld betiikkel!

Az x tengelyt, azaz a hi élet az 1. dbran mar nem lathato (—%,%,%IO,%,%)
1

¢lbe viszi, az ennek iranydba mutatd egységvektor (— o

,E,l , ez tchat a B
22

matrix elsd oszlopa.

Az y tengelyt a [ —%,—%,%)[ —%,—%,0] ¢lbe viszi, melynek egységvektora

—h,—l,i , €z lesz a B matrix masodik oszlopa.
2" 2°2h

A z tengelyt (az ab ¢l felezOpontjat) az fb €l felezOpontjaba viszi, azaz a

h,_h,h l,o,ﬂ ¢lbe, amelynek egységvektora l,—L,h :
272202 2 2 2h'2

Ez lesz tehat a B matrix harmadik oszlopa. Ezzel a B matrix igy néz ki:



Lo hd
2h 2 2
B= % —% —i . Ez tehat egy harmadrend{i matrix kell hogy legyen.
1 h
2 2h 2

1 h® 1 1 h 1 1 1 h 1 h 1

———t— At | = = =

4h? 4 4 4 4 4h 4h 4 4 2h 2 2

gro|_ Ll h 1 B 1 1 h 1 1|} h 1 1
4 4 4h 4 4 4h 4 4h 4 2 2 2nl

t 1 h h 1 1 1 1 b r_1t h

4h 44 4 4h 4 4 40?4 2 2h 2

Latjuk, hogy B éppen a B transzponaltja.

Ennek igy is kell lennie, B ugyanis ortogonalis matrix, amelynek az inverze
éppen a transzpondltja lesz. B egységvektort egységvektorba visz. A forgatés
ugyanis nem valtoztatja meg a vektorok hosszat, csak az irdnyat.
Kiszamolhatjuk, hogy B - B> éppen az egységmatrix lesz.

Gyakorlasképpen végezziik is el 6nalloan ezt a szamitést!

B a b csucsot helyben kell hogy hagyja. Valdban,

1 1+h

w3 o2 |0 | (L
2 h 1 1 2 h h 2
Bl O =3 =3 730 272 []°
1+h 11 E 1+h l+1+2h 1+h
2 2 2n 2 2 4" 4 2

Gyakorlasképpen szamoljuk ki, hogy a B az a cstcsot az f cstucsba, az f cstcsot
a c csticsba ¢€s a ¢ csucsot az a csucsba viszi!

Na most a B matrix birtokdban, az X, Y, Z, C, F, stb. forgatadsok segitségével a
Dodekaéder 60 elemii forgascsoportjat, az As alternald csoportot teljes
egészeében generalni tudjuk. Két forgatas egymasutanja is forgatas, ezért
alkotnak a forgatdsok csoportot. Tehat az X, Y, Z, C, F, és B matrixok
szorozgatasaval megkaphatjuk mind a 60 csoportelemet:



A Dodekaédernek 12 lapja, 20 csucsa €s 30 ¢éle van, ennek megfeleléen

12-4/2 = 24 otfogéasa forgas, 20-2/2 = 20 haromfogasu forgas és 30/2 = 15
kétfogasii forgas van. Es természetesen a helybenhagyasnak megfeleld
egységmatrix a 60-adik elem. Igy 24 + 20 + 15 + 1 = 60 valoban.

Létezik egy joval komplikaltabb 1t is egy 6tfogasti matrixelem
meghatarozasahoz. Ezt most azért prezentdlom, hogy megmutassam, milyen
csodalatos dolog a matematika, ahogy a kezdeti kdoszbol kialakul a rend!

Buktassuk a Dodekaédert az x tengely koriil magunk felé¢ gy, hogy egy lapja
éppen az xy sikkal parhuzamos legyen! ezutan az xy sikban hajtsunk végre egy
72°—o0s forgatist az 6ramutatoval ellentétes iranyban, majd az x tengely koriil
buktassuk vissza ugyanazzal a szoggel! e 3 miivelet eredményeképpen egy
otfogasu forgatas jon létre.

Milyen szoggel kell a Dodekaédert buktatni? erre felel a 4. dbra. Ott egy olyan
derékszogli haromszoget lathatunk, amelynek az atfogoja k, a vizszintes
befogoja y/2, a fliggdleges befogdja pedig x hossziasagu. A buktatast tehat olyan

o szoggel kell végrehajtani, melyre sino :% , COSOL= % . Mivel x = % ,

y=1+h,és k=1/§+h , sinoczi, cosa:ﬁ,
4 2k 2k

szamszerlQen sin o0 = 0.525731112, oo = 31.7174744° .

A forgatd matrixunk igy néz ki:

1 0 0 ! 10h Oh
. +
= 0 — = 0 _ .
U . C.OSOC Sin o oK oK
Sin o cos O h 1+h
2k 2k

A k nem fejezhetd ki h — val raciondlisan. Na itt jon be a kaosz!

A 72°-0s forgatashoz sin 72° és cos 72° kell, ezeket a 2. abrabdl lehet

meghatarozni, tudniillik sin 72° = cos 18° :g ,C0872° =sin 18°= €

2h
3 3
h+= |h+>
cos 18°=E: 4 - 24: hes (2—h):\/2h+§—1—h—§h:\/l+lh:
h b h 4 2 4 2%

10



=cos 18° = \/%+ 1+8\B = \/ > +8\/§ , ha ez az az alak amire emlékeztem.

Latjuk, hogy kétszeres gyokvonas van benne, ezen nem lehet segiteni.
Mar csak abban a csodaban reménykedhetiink, hogy ezek az irracionalis
kifejezések a végeén valahogy eltiinnek.

A 72°-0s forgatd matrixunk igy fog kinézni:

1k
— -2
2h  h

v=| X L o}
h 2h
0 0 1

A buktatas, a 72°-os forgatas és a visszabuktatas igy fog kinézni:

U™ V U, amely természetesen forditott sorrendben értend6, azaz

el8szor U —val forgatunk, majd V-vel, végiil U'—gyel.

A matrixszorzas asszociativ, tehat tetszéleges sorrendben szorozhatunk.
Szorozzuk 0ssze eldszor az elsd kettdt, majd az eredménnyel szorozzuk a

harmadikat! Kapjuk:

Lk 1 _h 1
2h h 2h 2 2
. h h h h h h? h? b3
ulv=l 2 X 2| yiyu=| 2 - .
2 3k 2k | 2 8K Ak 8K 4Kkl
1 1 1+h 1 _h* h h  h
2 4k 2k B TERP TR TR

” . . 2 3 /4 . ri1: . . J4
A nevezdkben mindeniitt k” szerepel, ami mar racionalis kifejezés!

K*=h+ %, mi ennek a reciproka? Mondjuk a + bh. Szorozzuk meg vele:

11



(h+ %)-(a +bh) = 1 kell legyen.

3 3
+ Za+b+bh+ Zbh=I.
ah 4a b + bh 4bh 1

3 7
+b+ b= =_"b.
atb 4b 0,a 4b
3 3.7 21 16
2a+b= 2(=IYo+b= _Z )= =_2
Zatb=1, 2(-pb+b=1,  (I-<b=1, b=-=
3a-p,06_21 28
4 5 5° 5
Tehat =7 — 4 1 ezt kell betenni a matrixunkba:
k2 10 10 °

1 _h 1

2h 2 2
yy=| B T4 (- 7_4
U'vU= 5 (1+2h+2+2h)[10 1oh) ( 1 h+2+4h)(10 IOh

1 7 4 7 4

— (_1_h+2+4h)[ﬁ_ﬁh] (h+4+6h)[ﬁ_ﬁh]
Végezziik el a kijelolt szorzasokat!

7 4 _ 7_i _
(1+2h+2+2h)(ﬁ_ﬁh]_(3+4h)(10 loh]_
21 12, .28, 16 16, 5 _1
10 10 10 10 10 10 2°
7 4.\ 7_i _

(—1—h+2+4h)[m—mh)—(1+3h)[m loh)_
_ 42 2, 5 S5, 11,1
=10 10" 0" 10 100 1010 T 2T 2 T o

7 4
(h+4+6h)(ﬁ—mh

10 10

12

]:(4+7h)[l—ih

):

] .




_28,49, 16, 28 28 5,_1

16 lp_h
10 10 10 10 10 10 2 2

Ezzel a matrixunk igy alakul tehat:

1l b1
2h 2 2
ayy=| b L1
utvus 3 5 o).
11 h
2 2h 2

Nevezziik ezt a matrixot P-nek! Ez tehat egy 6todrendi forgatas.
Ellendrzésképpen szamitsuk ki a matrix determinénsat!

Ennek egynek kell lennie.

l(h 1 h(h?, 1), 1(1,1
DetP= —|—-————= H+=|—+-—+— [H+=| 5+ |=
€ 2h[4 4h2}+2(4+4h}+2(4+4)

:%((h—l)(h—2+h)+h(1+h+h—1)+2)=%(2+2h—2h—2h+2+2+2h+2):2:1

Szamoljuk ki P hatvanyait! Az eredmény:

h 11 h 1T 1 1l h 1
2 2 2h ) 2h 2h 2 2
o1 1 hio |1 1 h s b1 T
P_z 2h2’P_2 2h 2’P_222h’
1 h 1 1l h 1 1 1 h
2h 2 2 2h 2 2 2 2h 2

Latjuk, hogy P* éppen P transzponaltja, tehat inverze, és nem is csalodunk,
P* éppen az egységmatrix lesz. Ezzel igazoltuk, hogy P 6todrendi.
P az a cstuicsot a b csticsba, a b csticsot a ¢ csucsba viszi, és az e csucsot a h

csucsba viszi. ezzel 3 egyenletrendszert kapok, melybdl P meghatarozhatd!

13



Nézziik pl. a P-a = b cstucstranszformaciot!

I h 1 1 1+h
w2 2| e |
|h 11 | h,h | ..
_11oh |22 Lo | |20
2 2n 2 |\ 2 4 2
Lo _h 13, 1 1+h ) (h
2 2 2| 5 4h 4 2
|h 11 | n,n | |nl
Po= 5 7 35 1Oh_ s 3 [T|12[7°¢
IR I ey I U ES g
2 2n 2 |\ 2 4 2

Ebbdl a kovetkezd egyenletrendszer lesz:

2p11 ) P13 ok

2p11 ) P13 o

1

Az egyenletrendszer megoldasa: p,, =%, Pi3 =5

¢s tényleg annyi!

Hasonloképpen lehet a tobbi matrixelemet kiszdmolni.
A P forgatés az 6tszog kozéppontjat fixen hagyja.
Az 0tszog kozéppontjat pedig gy kapom meg, hogy a z iranyu egységvektort

— o szoggel buktatom az x tengely koriil. Igy az 6tszog tengelyét a

= (O,%,%} egységvektor hatarozza meg. Tehat P-p = p kell legyen.

(_.hh T1+h1 h 1 1+h I h hI+h h 1+h
P-p=|- =0

22k 2 2k ’2 2k 2h 2k ’2h 2k 2 2k 2k’ 2k

14



Valbban a p vektort kaptuk tehat.

Hatarozzuk meg azt a forgatast, amely aza—b — f—e —d — a cslicsokat
viszi egymasba! J6, ha kéznél van egy j6 papirmodell.

Nevezziik ezt a matrixot Q—nak! Tehat Q-a=b, Q-b =1, Q-f=e, stb.

Q a hi ¢let a kl élbe viszi, tehat az x tengelyt az

L (h_h _h) T fy I+h 1) (1 _h 1
I+h |2 2> 2/ 1+h| > 2 > 2] |2n” 2> 2

vektorba viszi, ez lesz tehat Q elsd oszlopa.

Q az ek ¢let a dg ¢lbe viszi, tehat a —y tengelyt az

I ((h hh) 1 (1+h 1\ ( h 1
—1+h'(‘§"§’5]+1+h'(‘ 2 "E’OH 2 2’0]

vektorba viszi, tehat ennek — 1 — szerese lesz Q masodik oszlopa.

Q az ab ¢let a bf €lbe viszi, tehat a z tengelyt az

1 (h hh) 1 (lyl+h) f1 1 h
I+h (2" 272 1+h (22772 | (27202

vektorba viszi, ez lesz tehat Q harmadik oszlopa. Kaptuk tehat:

1l h 1

2h 2 2

| n 1 1
=72 2 |

11 h

2 2h 2

Meglévo matrixaink szorozgatdsaval pedig a Dodekaéder forgascsoportjanak
mind a 60 elemét megkaphatjuk. Szorgalmi feladat: szamoljunk ki minél

tobbet! Probaljuk meg feltérképezni a 60 elemii csoportot!

15



Harmadfoku egyenletek

Sok olyan probléma létezik, amely harmadfoku egyenlethez vezet.
Eldszor vegylink egy egyszeriibb és ismertebb esetet, a Fibonacci sorozatot!

Ennek Maple 7 programja: (A tovabbiakban piros szin = Maple 7 program)

f[l]l:=1:f[2] :=1l:for n from 3 to 30 do f[n]:=f[n-11+£f[n-2] od:
seq(f[n],n=1..30);

i, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987,
1597, 2584, 4181, 6765, 10946, 17711, 28657, 46368, 75025,
121393, 196418, 317811, 514229, 832040

Amint latjuk, a Fibonacci sorozat elemeit ugy képezziik, hogy az el6zd kettot
osszeadjuk, pl. 13 =5+ 8, 144 =55 + 89, stb.

f[n+1]

f[n]

Képezziik két egymast kdvetd elem hanyadosat, azaz az hanyadost!

, % =1.66666..., és igy tovabb haladva kapom az

3
=2,==15
s 2 s

W |

Kapjuk: % =1

1,2, 1.5, 1.6666666, 1.6, 1.625, 1.615384615, 1.619047619, 1.617647059 . . .
szamsorozatot. Jol latszik hogy ezek a szamok mind jobban megkozelitenek

egy hatarértéket, ami 1.618033989... Vajon mi ez a szdm?

fn+1
Ha n elég nagy, akkor E‘[n] ] mar elég jol megkdzeliti ezt a szamot, pl.
832040 _ 12033989, Elckor mondhatom azt, hogy L — s
514229 ’ f[n] ’

f[n-1]
f[n]

. f[n+tl]=f[n]+f[n—-1], és osszuk ezt el f [n] —nel!

| =
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Kapjuk: X=1+%. Szorozzuk meg x — szel: x> =x+1, azaz x*—x—1=0.

1++/5
2

Ennek a masodfokt egyenletnek a megoldéasa: x =

Ez tehat a titokzatos 1.618033989... jelentése!

Ezt a szamot ugy nevezik, hogy aranymetszés. eldjon az 6taga csillagnal,
¢s a Pentagondodekaédernél is. A Régiek a sz&épség megtestesitdjét lattak
benne. Felbukkan az épitészetben, a szobrdszatban, s6t a zenében is.

Csinaljunk most egy masik sorozatot, ami hasonl6 a Fibonaccihoz:

al[ll:=1:a[2]:=1:a[3]:=1:for n from 4 to 40 do
a[n] :=a[n-2]+aln-3] od:
seq(aln],n=1..40);

i, 1, 1, 2, 2, 3, 4, 5, 7, 9, 12, 16, 21, 28, 37, 49, 65, 86,
114, 151, 200, 265, 351, 465, 616, 816, 1081, 1432, 1897,
2513, 3329, 4410, 5842, 7739, 10252, 13581, 17991, 23833,
31572, 41824

Itt nem a két kozvetlen megel6z6t adjuk 0ssze, hanem az eggyel elébbieket.
PL.28=12+ 16,86 =37 + 49, 114 =49 + 65, stb.

Nézziik meg, mi itt az egymast kovetd szdmok ardnya!
seq(evalf (aln+1l]/aln]),n=1..39);

1.,1., 2., 1., 1.500000000, 1.333333333, 1.250000000,
1.400000000, 1.285714286, 1.333333333, 1.333333333,
1.312500000, 1.333333333, 1.321428571, 1.324324324,
1.326530612, 1.323076923, 1.325581395, 1.324561404,
1.324503311, 1.325000000, 1.324528302, 1.324786325,
1.324731183, 1.324675325, 1.324754902, 1.324699352,
1.324720670, 1.324723247, 1.324711500, 1.324722139,
1.324716553, 1.324717562, 1.324718956, 1.324717128,
1.324718357, 1.324717915, 1.324717828, 1.324718105

Latjuk, hogy itt is van egy hatarérték, ami 1.324717... koriili.
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a[n+1]

a[n]

Vajon hogy kapjuk meg ezt a szdmot? Legyen most is =X, €s

a[n—l] =l, valamint a[n—2] =1

a[n] x aln] x*

Ekkor az a [nt1]=a[n— 1]+ a[n— 2] egyenletbdl a[n]-nel vald osztas utan

3

1 1 . , L
ez lesz : x=—+— , amibdl x* — tel vald szorzas utan ez lesz: x> =x+1.

X X

Ez bizony mar harmadfoku a javabol! Hogyan kell az ilyet megoldani?
Keressiik a megoldast 6sszeg alakban: x =u + v .

Ekkorx’=@u+v)=u’ + v +3uv’v+3uv’ =uv’ + v +3uv(@u+v).
Legyen u=3a+b,és v=3a—b !

Ekkoru® + v =a+b+a—-b=2a,

és3uv@u+v)= 3-3a2-b? (u+v)=3-Ja2 b2 -x

Tehdt x>=2a+ 3-3a?—b*-x leszaz egyenletiink.

Osszehasonlitva az eredetivel, azt latjuk, hogy 2a=1, 3-3Ja?-b? =1.

) S SRS SN N R _\/l_L_ 23
a=5, ai-bi=og=g-bl, b=y =o- = T8

1 23 1 [23
— 3| i 3 — [ == A
\/2+\/108+\/2 Viog = SXP!

Kiszdmolva /% =0.461479103, x = 0.986991206 + 0337726751

x = 1.324717957. x> =2.324717957 = 1 + x valdban!

Meg tudtuk tehat oldani a harmadfokt egyenletet, ezzel az egyszer triikkel!

18



Altalanosabb esetben x> =3 px+2q,

ekkorisx=u+v, u=3a+b,és v=3a—-b,x’=2a+ 3-Ja?—b?-x,
amibél q=a, p=4+a’-b*, amibdl b=,/q*—p’, és
x=q+a’ —p’ +Ja—a’-p’ .

Node mi térténik, ha q° — p° negativ? Akkor a gyokkifejezés képzetes lesz, és

komplex szambol kell kobgyokot vonni! Es ha mar a komplex szamok szoba
jottek, tudjuk hogy a harmadfoku egyenletnek mindig 3 gydke van, ebbdl
legalabb az egyik valds. Egész pontosan 3 eset van:

Ha a q° — p’ pozitiv, akkor egy valos és két konjugélt komplex gyok van.

Ha a q° — p° negativ, akkor harom val6s gyok van.

Ha a q° — p’ nulla, akkor harom valds gyok van, melybdl ketté megegyezik.
Préobaljuk most meghatarozni, mennyi sin (10°) !

Ha géppel szamoljuk ki, akkor sin (10°) = 0.173648177...

a 10° a 30° egyharmada, és mint tudjuk, a sz6gharmadolas éppen azért

nem szerkesztheté meg korzével €s vonalzoval, mert harmadfoku egyenletre
vezet! sin (30°) = 0.5, hax = 10°, akkor sin (30°) = sin (3 x).

sin ( 3 x) =sin (2 x + X) = sin (2 X) cos (x) + cos (2 X) sin (X) =

=2 sin (x) cos (x) cos (x) + (cos” (x) — sin” (x)) sin (x) =

=2 sin (x) cos” (x) + (1 — sin” (x) — sin”® (x)) sin (x) =

= sin (x) (2(1 — sin® (x)) + 1 — 2 sin* (x)) = sin (x) (3 — 4 sin® (x)) .
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Ha s = sin (x), akkor sin (3 x) =3 s — 4 s> = 0.5 az egyenletiink.

s 03 1 1 1 i/ ] 1 1 \/ ] 1 1
=28——,p= =, Q= ——, S=H——t e — Y [ —— .
ST T P T YT T T 16 V256 64 '\ 16 V256 64

Lathatjuk, hogy a négyzetgydk alatti kifejezeés, tehat a diszkrimindns negativ,

ezért 3 valos gyokot kell kapnunk. az 4m, de hogy vonunk a komplex szdmbol
kobgyokot? Nos, erre van egy mddszer.
A komplex szamot trigonometrikus alakba irjuk, €s ezutan mar konnyti a

dolgunk. Ha a komplex szam trigonometrikus alakja z =r (cos (o) + i sin (t)),
akkor a z kobgyoke ilyen lesz: 3z =3/r (cos (%) + 1 sin (%)).

Ha tehat a diszkriminans negativ, akkor az x igy néz ki:

x=3/a+ib+3a-ib.

Most azt mutatom meg, hogyha a+ib =c+id, akkor Ja—ib =c—id !
Valoban, emeljiik kobre mindkét kifejezést:

at+ib=(c+id)’=c —id’+3c*id—3 ¢ d*, innen

a=c¢’ —-3cd*, b=3c*d-d’.

(c—idy’=¢c’ +id> -3 c*id—3 ¢ d*, és ez valoban a — ib,

az eldbbi a, b kifejezéssel!

Akkor pedig x =c +1d + ¢ —1d =2 ¢ lesz az egyik valds gyokiink!

Mi lesz a masik két valos gyok?

Ha a komplex szam trigonometrikus alakja a +ib =z =r (cos (&) + 1 sin (Q)),

akkor a z kobgyoke ilyen lesz: 3/z =3/r (cos (%) + 1 sin (%)) =c+id.
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Node o0 +360° = o és o + 720° = o, miatt megoldas lesz a

¥z =3r (cos (%+120 °) + i sin (%+120°)) és a
3z =3 (cos (%+24o °) + 1 sin (%+24o°)) is!

Ez lesz tehat a masik két gyok!

Matematikailag ez azt jelenti, hogy 3z mellett megoldas a

Yz (cos (120°) +1sin (120°)) és a

Yz (cos (240°) + i sin (240°)) is!

cos (120°) + i sin (120 °)= € és cos (120°) + i sin (120 °) = € jeldléssel
a harom megoldas igy néz ki: 3z , Jz -€,és 3z - €.

Az ¢ az Ggynevezett harmadik egységgyok, €s az alabbi egyenletnek

engedelmeskedik: € +¢& +1=0.

Ha most beirjuk, hogy cos (120°) = —% és sin (120°) = g , valamint
cos (240°) = —% és sin (240°) = —g, akkor kapjuk:

— 1 . \/§ r 2 _ 1 . \/§
e=—gti-ésef=—o—i—

Lathatjuk, hogye +&* =—1, és & —¢&® =i-4/3.
Most azt mutatom, meg, hogyha az x; = u + v megoldésa az
X’ =3 px + 2 q egyenletnek, akkor az x, = e-u+ e>v és az x; =€-u +ev

is megoldésa lesz ugyanannak az egyenletnek!
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x°=@+v)’=0v’ + v 43 v+3uvi =u’ + V' +3uv(@u+v).
Tehatx,>=u’ + v +3uvx,.

X =Eu+tev)y=¢eu + v +3euPv+3euy =

=’ + v +3eviv+3duvi =’ + v +3uv(eu+ev).
Figyelembevettiik, hogy €’ =1 |

Tehatx,” =u’ + v +3uvx,.

X3 =Eutev)y=¢eu + v +3u’v+3etuv =
=’ + v +3eu’v+3euvi =u’ + v +3uv(etutev).
Tehatx; =u’ + v +3uvx;.

Amikor u=c +1id és v =c —id volt, akkor az els6 valos gyok
x; =c+id+c—1id=2c. Mia madsik két valds gyok?

X, =¢ (c+id) + &> (c—id) = (—%+i§)- (c+1d)+ (—%—i?)- (c—1d):

X, =—¢c —/3-d, ¢és
X; =€ (ctid)+e (c—1d) = (—%—ig)- (c+id) + (—%+i§)- (c—1d):

X3 =—C +\/§d

Most mar visszatérhetiink a sin (10°) meghataroz6 egyenletéhez!

1

_1 _1
8 b

33 _ B i/ 1 I 1 \/ ] T 1
=2 — = =t e = [ —
ST TP T YT T T T 16 V256 64 '\ 16 V256 64

I

NG \/ 1 .3
—3—__ v R] T
S \/16+116+ 16 16
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256 256 64° 8’ 2"
_ L1 _1h0e O _ 40
cos(o) = TR o=120", 3 40° .

c= Jr-cos (40°) = % cos (40°), x;=2c=cos (40°) =0.766044443 =
= §in(50°).

Hat ez elég meglepd! Nem sin (10°)—ot kaptunk, ahogy vartuk!

Node nézziik tovabb!
d = 3/r-sin (40°) = % sin (40°), és ezzel

1

5+ €05 (40°) - B in (40°) = — 0.93969262 = —sin (70 °)!

= — —_— 3 . d = — —_—
X7 C \/_ >
Ez még mindig nem a vart sin (10°) !

1

5+ €05 (40°) + B in (40°) = 0.173648177 = sin (10°) !

X3 =—c +/3-d = — -
Na végre, csak kijott!

Latjuk, hogy a megoldas nem mindig trivialis!

Miért éppen ezek a szogek jottek ki?

Az volt a kikotésiink, hogy sin (3 x) = 0.5 legyen. Milyen szdgekre
teljesiil ez? 3 x =30°, 150°, 390°, 510°, 750°, 870°, stb., ezek harmada:
x=10°,50°, 130°, 170°, 250°, 290° ,stb., ezek szinusza:

0.173648177, 0.766044443, 0.766044443, 0.173648177, — 0.93969262,

—0.93969262, stb., tehat a 3 gyokiink adodik ki igy valoban.
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Most nézziink egy olyan esetet, ahol mar tudjuk a gyokoket!

Legyen az egyenletiink ez: (x—1)(x—2)(x+3)=0"!

Ennek szemmel lathatéan 3 valos gyoke van: x; =1,x,=2,x3=-3 !
Szorozzuk most Ossze a 3 zarojeles kifejezést! Kapjuk:

X +(-1-2+3)x> +(12-13-23)x+12:3=0, azaz

X -7x+6=0.

Latjuk, hogy az x” —es tag egyiitthatdja nulla, megvallom, direkt igy
vettem fel a 3 gyokot!

Na az ember azt hinné, hogy ilyen egyszerii esetben a megoldas is egyszerii
lesz. De mint latni fogjuk, ez nem igy van!

X' -7x+6=0.

Csak ugy tesztelésképpen x=1 —-reez1 -7+ 6 =0,
x=2-reez8—-14+6=0ésx=-3-ra—27+21+6=0-tad,

tehat jol irtuk fel az egyenletet. Sosem art az 6vatossag!

343 . 10 . 10
X 3+J9—___+J J9—__-_J 3+L———+#—3—k——m
! J V27 V27

Na ez szép, de hogyan végezziik el?

2= 9+ 100 343 ‘/3247 \f cos(oc)——T:—O.84l697576,
27

0=147.3198161° . sin(0) =—L0_ = 0.539949247 .

V343
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X, :2-c=2-§/f-cos(%)=2-\/Z-cos(49.10660537°)=2 !

Na megvan akkor az egyik gyokiink!

Ebbdl rogton kideriil, hogy akkor

cos(%) =¢0s(49.10660537°) = \/g =0.65465367 !

Akkor pedigc=1"!

d=%r- sin(%) = \/Z -51n(49.10660537°) = \/2-0.755928946 =1.154700538.
X, =—c —/3-d = —1-1.732050808 - 1.154700538 =—1-2=-3.

X3 =—c¢ +/3-d = — 1 +1.732050808 - 1.154700538 =—1+2=1.

Hat, eléallt a harom gyokiink.

J3-d=2 miatt d = -2, és ebbdl lathatoan

J3

Ja+b = 3/—3+i% =1+i-% =c¢ +1d lesz a kobgyokvonas eredménye!

Valbéban, emeljiik kobre ezt a kifejezést:

3

) .2 .2 4 . 8 . 18—8 . 10
c+idP=[1+i = | =1431- 2322 = 34§ "= 34—,
©d [ V3 ) B T3 27 V27 V27

Abban a szerencsés helyzetben vagyunk tehat, hogy a komplex szdmbol
kobgyokot tudtunk vonni, €s az eredményt ki tudtuk fejezni gyokkifejezéssel!
De nem mindig van ez igy, a legtobbszor kénytelenek vagyunk a

trigonometrikus alakot hasznalni.
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Lattuk, hogy az egyik gyok 2 ¢, a masik gyok — ¢ —/3-d, a harmadik gyok
— ¢ +/3-d alaku.
2¢=2,—c—3-d==-3,-c+/3-d=1 volt a szereposztas.

Vajon ez az egyetlen lehetséges valasztas?

1 1 5
Legyenpl.2c=1,—c —/3-d =2 ! Akkor c==, —~—+/3-d=2, d=——"F.
—c+3.d= _l_ﬁ.i:_§=_3 lesz! Kijott a harmadik gyok!
2 23 2

Osszesen hatféle szerepkiosztas lehetséges, és mind a hat j6!

A gyokok és egyiitthatok osszefiiggései:

X|+X+x3=2c—c —/3-d —c¢ +/3-d =0, ez a masodfokil tag egyiitthatdja!
X1 Xo X X3+ Xy X3=

=2c¢c-(—c—3-d)+2c-(—c+/3-d)+(-c —/3:d) (—c+/3:d) =
=_32-3d=-3I2 =-3 p , az els6foku tag egyiitthatoja!

X "Xy X3=2c-(—c—/3-d)-(~c+/3-d)=2(’-3cd’)=

=2 a=2 q, anulladfokl tag egylitthatoja!

Most nézziink egy harmadfoku egyenletre vezetd példat:

hatarozzuk meg az egységnyi oldali hétszog két 4tlojanak a hosszat!

Abbdl, hogy a feladat harmadfoku egyenletre vezet, kideriil, hogy a hétszdget

nem lehet korzdével és vonalzoval megszerkeszteni!
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Tehat j6jj0n a szabalyos hétszog!

1. &bra 2. ébra
A hétszog oldala 1, a hosszl atlo hossza 1 + 1 + x = 2 + x, vékony piros

180°

vonal, Két hosszu atl6 altal bezart szog ¢ = =25.71428571°,

a hétszog két oldala altal bezart szo6g 5¢ = 9070 =128.57142857°,
a hosszu atlo hossza h = L 2.246979604 =2+x , ebbdl
2sin(‘2p)

x =0.246979604 adodik.
Ez az x, mint latni fogjuk, egy harmadfoku egyenletnek tesz eleget.
A rovid atlo hossza egy koszinusztételbdl adodik:

a’ =1+1-2-cos(5¢) =3.246979604 , vegyiik észre, hogy ez éppen x +3 !

a=1.801937736.
Most nézziik meg, milyen egyenlet hatarozza meg x—et!
A 2. 4bran lathat6 kék hasonld haromszogekbdl:

x_x+1 amibdl y=—>_
y 17 YA

A r6zsaszin haromszogekbol:
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I+x+y_2+x , ebbe betéve y — t:

X+2y 1
X
I+x+-"— 2
X +2x+1+x .

— 1+X 94, azaz > =2+x, atszorozva:

X X~ +X+2Xx
X+2-——

1+x

X2 +3x+1=(2+x)(x* +3x) =2x* +6x + x> +3x? =x* +5x? + 6x.
Rendezve:

x* +4x?+3x-1=0.

Ez lesz tehat az egyenletiink.

Kellemetlen vonasa, hogy van benne x’—es tag is.

ennek kikiiszobolésére vezessiik be az u Gj valtozot! x=u ~3

(u_gj+4(u_gj+3(u_g)_1=o.

3322 3,16 64 42,168 g I
u’—3u 3+3u9 27+4(u +9 3uJ+3(u 3J 1=0.
wl0y 04,04 32,30 5-0.

327 9 3

7 7 1323
P=g> A=gp VP —q’ =i~

9,
u=§/l+i*/l323 +i/l_. 1323 zli/z+i\/1323 +li/z_.\/1323
547 54 \sa sa 3\27 2 3V 2

r2=4749+%=¥=343, r=\343 =77, Yr=+7.
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=26.36886845°, cos[%]z 0.895953219,

u= 2%-%-005[%]=1.580312937 , X =u—g= 0.246979603 .

Megkaptuk tehat az x—iinket, ebbdl h = 2.246979603 a hosszl 4tlo.

3. abra

A rovid 4tl6 meghatarozasahoz a 3. dbra két fekete hasonld haromszogét

hivjuk segitségiil:
I+X+->
a _ 1 x4y I+X = x> +3x+1=1.801937736.
I+x+y 1-y l1-y 1—_X

I+x
x kozelitd meghatarozasa:
x> +4x? +3x —1=0, most elhanyagoljuk az x> — 6t:

4x? +3x—1=0, ennek megoldasa x = 3 3

N

elég jol kozeliti az x = 0.246979603—at.

Most azt igazoljuk, hogy a* =x + 3 !
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a=x>+3x+1, és x*=1-3x—4x>, ezzel

a? =(x>+3x+1)? =x* +9x? +1+6x> +2x> +6x =

=x*+6x* +11x* +6x +1=x(1-3x —4x?)+6(1-3x —4x?)+11x*> +6x +1=
=x-3x?-4(1-3x—4x?)+6(1-3x —4x?) +11x? + 6x +1=
=x-3x?—4+12x+16x* +6—18x —24x* +11x* +6x +1=3+x .

Tehat sikeriilt igazolni az a* = x + 3 képletet.

Az x egy algebrai szam, ami azt jelenti, hogy gyoke egy véges fokszamu
polinomnak. Ha a polinom legmagasabb fokszamu tagjanak az egyiitthatdja 1,
akkor x—et algebrai egésznek nevezziik.

Az x-bb] az alabbi algebrai egészek képezhetdk: z = a + bx + cx*, ahol

a, b és c egész szamok. Ezek az algebrai egészek gylriit képeznek az
Osszeadassal €s a szorzassal mint miiveletekkel. Ha megenged;jiik hogy az

a, b és c szamok racionalis szamok legyenek, és a gylrii nullosztdémentes,
akkor algebrai testet kapunk, amelyben elvégezhetd az osztds minden nem
nulla szammal. Mi most az algebrai egészek gytiriijét nézziik meg részletesen.
Ezt a kovetkezképpen tehetjiik meg: vessziik a z, az x-z és az x*-z szamokat,
¢s ezek egylitthat6ibol mint sorokbdl matrixot képeziink.

A z—nek megfelel6 sorvektor az (a, b, ¢) sorvektor lesz.

xz=ax+bx’+cx’ =ax +bx’ +c(l —3x—4x?)=c+ (a—3c)x + (b —4c)x”,

ennek megfelelden a matrix koz€pso sorvektora ez lesz: (¢, a— 3¢, b — 4c¢).
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x*z=x-(x>z)=cx+ (a—3c)x" + (b—4c) x’ =

=cx+ (a—3c)x” + (b —4c)(1 — 3x — 4x°) =
=(b-4c)+(-3b+13c)x + (a—4b+ 13¢) x*.

Ennek megfelelden a matrix harmadik sorvektora ez lesz:
(b—4c,-3b+13c,a—4b+ 13c).

fgy végiil ezt a matrixot kapjuk:

a b c
a+bx+cx’= C a—3c b—4c
b—4c -3b+13c a—4b+13c

Ez nem mas, mint

1 00 0O 1 O O 0 1
a-l0 1 OHb:]0 O 1 H+c|1 -3 —4|=a-1+b-x+c-x>.
0 01 1 -3 4 —4 13 13

Ha a b melletti matrixot négyzetre emeljiik, a ¢ melletti matrixot kapjuk,

tehat x-x = x> igaz rajuk. Ha pedig az x—et az x’—tel szorzom, kapom:

1 -3 4
x-x>=x>=|—-4 13 13 |=1-3x-4x>.
13 —43 -39

Most az x—et reprezentald matrix agy lett konstrualva, hogy kielégiti az
x> = 1 — 3x — 4x” harmadfoku egyenletet. De ennek az egyenletnek
harom gydke van! Most az igy kapott matrix melyik gyokot képviseli?

Hamarosan valaszt kapunk erre a kérdésre is!
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Most bevezetiink egy nagyon fontos fogalmat, a norma fogalmat.

A norma nem egy¢éb, mint a z szamot reprezentald matrix determinansa.

A determindns pedig a matrix 3 sorvektora altal kifeszitett paralelepipedon
térfogata. Ez a térfogat egész szam, mégpedig annyi, ahany egész racspont esik
a paralelepipedon belsejébe, ha a 8 csucsot egynek vessziik (ezek algebrai
szempontbdl ugyanazt a szdmot reprezentaljak) és ugyancsak egynek vessziik
a szemkozti oldalakra es6 racspontokat, ha vannak ilyenek.

Ezek a paralelepipedonba es6 racspontok adjak a z algebrai egész altal
1étesitett maradékosztalyt, tehat ha z—vel maradékosan osztok, akkor a
lehetséges maradékokat. A determinans tehat nem mas, mint a maradékosztaly
elemeinek a szama. Illetve a determinans abszolut értéke, mert a determinans
lehet negativ is, s6t nulla is. Ekkor nullosztordl beszéliink.

Most szamoljuk ki ezt a determinénst!

D=a(a—3c)(a—4b+ 13c) —a(b—4c)(—3b+ 13c) -bc(a—4b + 13¢c) +

+ b(b — 4c)(b — 4c) + c*(-3b + 13¢) — c(a— 3c)(b — 4c) =
=a’—4a’b+13a’c—3a’c+ 12abc—39ac’+3 ab>— 13 abc — 12 abc +

+ 52 ac® — abc +4 b°c — 13 be® + b’ — 4b’c —4b’c + 16 be® — 3bc” + 13 ¢ —abe +
+4ac’+3bc’—12¢:
D=a’+b’+c’—4a’b+3ab’°+10a’c+17ac’—4b°c+3 bc” — 15 abc

Ezt a szamot igy jeldljiik: D = N(a, b, ¢). Ez a norma tehat.
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Most ellendrzésképpen szamoljuk ki néhany z szdm norma;jat!
z=1+x:N(1+x)=N1,1,0)=1+1+0-4+3+0+0-0+0-0=1.

Ha a norma 1 vagy — 1, akkor a szamot gylriiegységnek nevezziik.

A gyliriegységek a szorzasra nézve csoportot alkotnak, két gyliriegység
szorzata szintén gytirtiegység. A norma legfontosabb tulajdonsaga az, hogy
szorzattartd, azaz két szam szorzatanak norméja = a normdk szorzataval!

Ennek belatasahoz elég azt tudni, hogy a determinans maga is szorzattartd!
w=1+x":N1+x)=N(,0,)=1+0+1-0+0+10+17-0+0-0=29
Mennyi N(z-w) ? A vart eredmény N(z) - N(w) = 1- 29 =29 kell legyen.
zw=(1+x)1+x)=1+x+x"+x=1+x+x"+1-3x—4x"=2—-2x - 3x’
zw=(2,-2,-3).
N2,-2,-3)=8-8-27+442+324-1043+1729+4.4.3 -
-329-15223=

=8-8-27+32+24—-120+ 306 +48 — 54— 180 = 29.
D=a’+b’+c’—4a’b+3ab’+10a’c+ 17 ac’ —4 b’c+ 3 bc® — 15 abe

tehat jonak tlinik. Bevallom, mikor ezt kiszdmoltam, el0szor egy szamolasi
hiba miatt N(1, -2, —3)—at szamoltam, ami 13—nak adodott, sehogy se értettem,
miért nem stimmel az eredmény. Ezért fontos az ellenérzés!

Miutan megismerkedtiink a norméval, szamoljuk ki a mar ismert

(x— 1)(x—2)(x + 3) = 0 egyenletiink gyokeit reprezental6 matrixot!

Itt x* = 7x — 6. Meg fogunk lepédni az eredményen, és Gj felismerésekre jutunk!

33



z=a+bx+cx, ennek megfelelden a matrix elsd sora (a, b, ¢) lesz.
x-z=ax + bx’ + cx’ =ax + bx’ + ¢(7x — 6) =— 6¢ + (a + 7c)x + bx’,
ennek megfelelden a matrix masodik sora (— 6¢, a + 7¢, b) lesz,
x*z=x%x-(xz) =x-(— 6¢c + (a+ 7c)x + bx’) =—6cx + (a + 7c)x* + bx’ =
=—6¢cx + (a+ 7¢)x” + b(7x — 6) =— 6b + (— 6¢ + Tb)x + (a + 7e)x° ,

ennek megfeleléen a matrix 3. sora (— 6b, — 6¢ + 7b, a + 7¢) lesz.

A matrixunk tehat:
a b C
z=|—-6¢c a+7c b

—6b —6¢+7b a+7c

Innen lathat6, hogy

0O 10 0O 0 1
x=l0 0 1|, x*=|-6 7 0
-6 7 0 0O -6 7

Az is lathaté, hogy det x = — 6, det x* = 36.

Egyszerti szamol4s meggy&z arrél, hogy x-x* = x> = 7x — 6 teljesiil.
Mennyi a z matrix determindnsa?

N(a, b, ¢) =D =a(a + 7c)(a + 7c) — ab(-6¢ + 7b) + 6bc(a + 7c) — 6b° —

— 6¢*(—6¢ +7b) + 6bc(a + Tc) =

= a’+49ac’+ 14 a’c+ 6 abc—7ab’ + 6abc + 42 bc* —6 b’ +36 ¢ —
—42bc” + 6 abe + 42 be’

N(a,b,c)=a’-6b’ +36 ¢’ — 7ab”> +49 ac*+ 14 a’c + 42 bc> + 18 abc .

Vegylink néhany konkrét példat!
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N(1,1,1)=1-6+36—-7+49+14+42+18=147=3-7-7.

Nemsokéra latni fogjuk, hogy ennek a szorzatrabontasnak jelentdsége van!
N(1,1,0)=1-6+0-7+0+0+0+0=—-12=2-3-(-2).
N@©,1,1)=0-6+36-0+0+0+42+0=72=2-66.
(1,1,0°=(1+x)’=1+2x+x*=(1,2, 1).

Mivel N(1, 1, 0) =— 12 volt, N(1, 2, 1) = 144 kell hogy legyen.
N(1,2,1)=1-68+36—-74+49+ 14 +42-2+ 18-2 = 144, oké!
N(1,-1,0)=1+6—-7=0, hoppa, itt nullosztdok is vannak!
(1,1,0)-(1,-1,0)=(1+x)-(1-x)=1-x>=(1,0,-1),

N(1, 0, 1) = 0 kell tehat legyen!

N(1,0,1)=1-36+49—-14 =0, valoban!

Amikor N(1 — x) = 0 volt, akkor az x ugy viselkedett, mintha x = 1 lenne!
Es most idézziik emlékezetiinkbe az x”* = 7x — 6 egyenlet gydkeit:
x1=1,x,=2,x3=—3!

Vajon ha az x ugy viselkedik, mint a 2, vagy a — 3, akkor is 0 lesz a norma?
N2 -x)=N(2,-1,0)=8+6—7-2=0 valoban!

N@B +x)=N(3,1,0)=27-6—-7-3 =0 ! reményeinkben nem csalodtunk!
z=a+Dbx+cx’milesz, hax = 1, x =2 vagy x =— 3? Nem mads, mint
z1=at+tb+c, z=at+2b+4c,észz;=a—-3b+9c!

Lehet, hogy a norma ebbdl a 3 faktorbol tevddik 6ssze? Nézziik meg!
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z1-72-7z3=(a+tb+c)-(a+2b+4c)-(a—3b+9c)=

(a’ + 2ab + 4ac + ab + 2b* + 4bc + ac + 2bc + 4¢” ) - (a—3b + 9¢c) =

= (a’ + 3ab + Sac + 2b” + 6bc + 4c?)- (a—3b + 9¢c) =
=a’+3a’b+5a’c+2ab’+6abc+4ac’—3a’b—9ab’— 15 abc —
—6b°— 18 b’°c —12bc*+9 a’c+ 27 abc +45 ac* + 18 b’c + 54 be> + 36 ¢ =
=a’+14a’c—7ab’+ 18 abc +49 ac® — 6b° + 42 bc*> + 36 ¢’ =N(a, b, ¢) !
Latjuk, a sorrendtdl eltekintve ugyanazt kaptuk valoban!

Ezzel egy nagy felismerésre jutottunk:

A normakifejezés altalanos alakja:

N(a, b, ¢) = (a + bx; + cx,°)(a + bx, + cx,°)( a + bx; + cx3°) !

Az, =a+bx; +cx,” algebrai egész konjugaltjainak nevezziik a

7, =a+bx, +cx,” algebrai egészt ésa z; =a + bx; + cX5” algebrai egészt,
ahol x,, X, €s x; ugyanannak az egyenletnek a gyokei.

Ha a fenti normakifejezést 0sszeszorozzuk, ilyen tagokat kapunk:

a’ , b3(X1-X2'X3) , abz(xl-xz + X1-X3 + X2X3) azb(xl + X, +X3), €s itt
rogton felismerhetjiik a gyokok és egyiitthatok osszefliggéseit!

Ha x’ + px” + qx + s = 0 az egyenletiink, és ezt ilyen alakban irjuk:

(x —x)(x —x)( x — x3) =0, akkor azt latjuk, hogy

x” egyiitthatdja — (x; + xo + x3) =p,

X egyitthatdja (X;-X; + X1-X3 + X-X3) = @, €S

a nulladfoku tag — x;-X,-x3 = s lesz, azaz nalunk x> — 7x + 6 = 0 miatt

X; + X, + X3 = 0, mert nincs masodfok tag, ezért az a’b egyiitthatdja a norméaban
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nulla lesz, és lathatjuk, hogy tényleg nincs benne a’b — s tag!

Az ab’—es tag egyiitthatoja (x,-X» + X;-X3 + Xp-X3) =q =— 7, és tényleg az!

A b%c egylitthatdja (X1~X2-x32 + X Xo X3+ xlz-x2~x3) = X" X2 X3(X] T Xp + X3) =sp
azaz 0, mert nalunk p = 0, és lathatjuk, hogy tényleg nincs b’c a normaban!
A bc? egylitthatgja (Xl-Xzz'X32 X2 Xy X+ X X0 Xs )=

= XXy X3(X1"Xp T X'X3 + X' X3) = —8-q = 6-7 =42, €s tényleg annyi!

Vannak olyan tagok, amiket egyenlére nem tudunk értelmezni:

Az abc egyiitthatdja (xl-xz2 + X X3S+ X0 X3E + X2 Xo + X X3 + X22-X3),

ezt most nem tudjuk a gyokok és egylitthatok osszefiiggéseivel megadni.

Az ac” egyiitthatdja (x17x,” + X, X5 + X,>X3°), ezt se tudjuk megadni.
Csinaljunk egy triikkkot: ha valami nulla, akkor a négyzete is nulla!

Tehat ha (x — x)( X — X2)( X — X3) = 0, akkor (x — x;) *( x — X2) (X — x3) > = 0!
Kifejtve: (x> + x,° — 2xx;) (x> + Xp” — 2XX) (x> + X5° — 2xx3) = 0.

Most ha 6sszeszorozzuk, akkor pl. az x* egyiitthatdja

(x12 + X, + X32) + 4 (XX, + X°X3 + X5-X3) lesz!

(X1'Xp + X1'X3 + X'X3) = q=— "7, és ha az egyenletet négyzetre emelem:

(X —7x+6)°=x"+49x’+36-14x*+12x’ - 84 x,

az x'—es tag egylitthatdja — 14 = (xlz-xz2 +x,5x3% + xzz-x32) — 28 tehat,

tehat (x,* + x,” + x5°) = 14 kell legyen. Ez, ha megnézziik, az a’c —s tag

egyiitthatdja, és az valoban 14!
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A gyokokbol képzett szimmetrikus polinomokkal tehat ki tudjuk fejezni

a normat! A Galois—elmélet éppen a szimmetrikus polinomokra épiil.

Most kivételesen ismerjiik magukat a gyokoket is, és azokkal kozvetlentil is
ki tudjuk szamolni a szimmetrikus hatvanydsszegeket:

x; =1, x, =2, x3 =-3, ezekkel

X +x°+x3)=1+4+9=14,

(X% X 5% X7 x30) = 14 + 1.9+ 4.9 = 49,

XX xst = 1-4:9 = 36.

Ezekkel meg tudjuk adni azt az egyenletet, amelynek a gydkei x,%, x»%, x3” !
Ez az egyenlet igy all el6: (x — x;%) - (X — X2°) - (X — X3°) = 0, azaz

X — (17 + %X+ %37) X (XX XX X TXT) XXX Xt =0
ebbdl x* — 14 x> + 49 x — 36 = 0 adodik.

Az x—et és az X'—et reprezentald métrixokbol is megkapjuk az egyenletet:
A matrix karakterisztikus egyenlete igy néz ki: det (A — A-E) = 0, ahol

A a sajatérték, és E a harmadrendii egységmatrix.

Tegyiik az A helyébe az x matrixot:

A 1 0
det(x—A-E)=det| 0 -A 1 |[==A*+7A—-6=0, tehat A*~7A+6=0!
-6 7 —A

Most mér vélaszt tudunk adni arra a kérdésre, hogy melyik gyokot képviseli
az X matrix: mind a harmat! Lattuk, hogy a norma kifejezésében mind a 3

gyok szerepel! Tehat az x matrix ugy viselkedik, mint a 3 gyok egyiittese!
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A 01
det(x>=A-E)=det| =6 7-A 0 |=—=A-(7-LA) +36=0, tehat
0 -6 7-A

A +14-A*—49-1+36=0, azaz A’ —14-A*>+49-A—-36=0.
Megkaptuk tehat az egyenletiinket.
Most irjuk fel a normat a szimmetrikus polinomokkal!
N(a, b, ¢) = (a + bx; + cx;?)(a+ bx, + cx,°)( a + bxs + cx3%) =

=2’ + XXXy b° F X X0 X35 ¢+ azb-(xl + X, +X3)+

2 2 2 2 2

+ab™ (X1 Xy +X1°X3 + XpX3) tate(x)” X" Hx37) +

+ acz-(xlz-xz2 +x2x + xzz-x32) + bzc-(xl-xz-x32 + X[ X0 X3+ xlz-xz-x3) +
+ e (XX X3+ XXXy XXy X ) F

+ abc-(xmq2 X X3 Xy Xs® + X5 Xy F X 2Xy xzz-x3).

Ha x’ + px” + qx + s = 0 az egyenletiink, akkor (x> + px* + gx +5)> =0,
azaz x° + p2X4 + q2x2 +50+ ZpX5 + 2qx4 +2sx° + 2pqx3 + ZpS.x2 + 2gsx =0,
rendezve:

6 5 2 4 3 2\ L2 2 _

X +2px° +(p"+2q)x +(2s +2pq) x” + (2ps+q°) x" +2gsx +s”=0.
2 2 2 _ Q.
(X=X (X —%X) (x—x3)" =0
2 2 2 2 2 2 _ TR
(X" +x;7 = 2xx;) (X" + %" —2x%xp) (x” +x37— 2xx3) = 0. Kifejtve:

6 5 2 2 2 4
X =2X X +x3) X+ (X "+ X +x37+4x X+4x X314 X, X3) X —
- (2()(12 Xa+ X2 X3+ Xo© X3+ X| Xo F X X352+ X X537 )+ 8 X| X3 X3) x> +
+ (X12 X2t + X% X352+ Xy Xyh 4()(1-x2-x32 + XX X3 X12-X2'X3)) o

2.2 2 2 2.2 222
=2 (XX X3T F XX X3 X X X3 ) X XU X7 X370 =0.
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Osszehasonlitva az egyiitthatokat, ezt kapjuk:

p=—(X; + X, T X3), ezt eddig is tudtuk.

PPH2q=x"+x "+ x4 X 0 +H4 X X34 X X3=X"+ X" T X5°+ 4 q,
amibdl x>+ x>+ x3°= pz— 2q . Nalunk ez 14.

2s+2pq=— 2(X12 Xo+ X2 X3+ X7 X3+ X; Xo2 + X| X52 + Xo X32)— 8 X| X, X3, ebbol
X2 X+ X2 X3+ Xo% X3+ Xy Xo2 + X X3°+ Xy X32= 38 — pq , nalunk 18.
Valéban, 1-22-13-43+14+1.9+2.9=18.

2ps + q2 =X 2 X+ X2 XXy Xyt 4()(1-x2-x32 + X X0 X3+ X12'X2'X3), azaz
2ps + q2 = X2 X+ X2 XXy Xyt 4ps, ebbdl

X2 X2+ X2 X2 Xy Xy = qz— 2ps, nalunk 49.

2qs=-2 (xl-xzz-x32 X2 Xy Xs + X X0 Xy ), ez 1s trivialitas.

s*=x,2 X" X5° , ez is trivialitas.

Megkaptuk tehat a minket érdeklé szimmetrikus hatvanydsszegeket.

Ha tehat z =a + bx + cx”, és x kielégiti az x° + px® + qx + s = 0 egyenletet,
akkor N(z) =N(a, b, c)=a’ —s- b’ + s> ¢’ —p- a’b + q ab’+ (p°— 2q)- a’c +
+(q°—2ps)- ac® + ps- b’c —gs- be*+ (3s — pq) - abe lesz a norma.

Legyen most x° = | — 3x — 4x” az egyenletiink. Mint lattuk, a norma ekkor
N=a’+b’ +c’—4a’b+3ab>+ 10a’c+ 17 ac’—4 b’c + 3 bc* — 15 abc.
Ellendrizziik a képletiinket!

p=4,q=3,s=-1, tehat

N=a’+b’+c’—4a’b+3ab’+ (16— 6)a’c+(9+8)ac’—4bc+

+3bc® + (=3 — 12) abc, és tényleg stimmel!
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Mint latjuk, a képleteink akkor is stimmelnek, ha a gyokok irracionalisak.
Akkor is stimmelnek, ha komplex gyokok is vannak!

Térjlink vissza a bevezetdben emlitett sorozathoz!

i, 1, 1, 2, 2, 3, 4, 5, 7, 9, 12, 16, 21, 28, 37, 49, 65, 86,
114, 151, 200, 265, 351, 465, 616, 816, 1081, 1432, 1897,
2513, 3329, 4410, 5842, 7739, 10252, 13581, 17991, 23833,
31572, 41824

Ennél két szomszédos szam hanyadosa ahhoz az x szdmhoz tart, amely kielégiti

1 L, [23 3J1_ (23 _
az X" —x — 1 =0 egyenletet. x \/2+ 108+ > 7\108 1.324717957...

Ez egy val6s gyok, és mellette még van két konjugalt komplex gyok is.
Mennyi itt a z=a + bx + cx* szim normaja?

p=0,q=-1,s=-—1, tehat

N=a’—s b +s> ¢’ —p-a’b+q ab>+ (p°—2q) a’c+

+(q°—2ps)- ac® + ps- b’c —gs- b’ + (3s — pq) - abe :

N=a'+b’+¢* —ab’*+2a’c+ac’—bc’— 3 abe,

nézziik meg, j61 szamoltunk — e?

N(1,1,0)=1+1-1 =1, na, talaltunk egy egységet!

(1,1,0y =(1,2, 1),

N(,2,1)=1+8+1-4+2+1-2-6=1, ez tehat rendben van.

Az egység minden hatvanya egység, ezért ebben a gylriiben végtelen sok
egység van! Nézziikk meg az egység hatvanyait!

(1,1,0° =1 +3x+3x> +x’ =2+ 4x + 3x* = (2, 4, 3)

(1,1,0) =2 +4x+3x° +2x + 4x> +3x’ = (5,7, 7)
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(1,1,0° =(5,7,7)+ (0,5, 7)+(7,7,0)= (12, 19, 14)

(1, 1,0)° =(12, 19, 14) + (0, 12, 19) + (14, 14, 0) = (26, 45, 33)
N(26,45,33)=17576 + 91125 + 35937 — 26-2025 +2:676-33 + 26-1089 —
—45-1089 — 3-26-45-33 = 83, ennek 1-nek kéne lennie!

N=a'+b’+¢* —ab’*+2a’c+ac’—bc’— 3 abe,

N(5,7,7)=125+343 +343 — 549 +2.25-7+ 549 - 7-49 - 3-5.7.7=83
tehat mar itt hiba van!

(1,1,0) =2 +4x +3x> +2x + 4x*> + 3x° = (5,9, 7) !
N(5,9,7)=125+729 + 343 — 5-81 +2:25-7+ 5-49 — 949 — 3.5.9.7=1.
Szandékosan hagytam benne ezt a hibat, hogy prezentaljam, hogyan szokott
az ember téveszteni, €s hogyan tudja a hibat lebuktatni!

Az elvarasom az volt, hogy az (a, b, ¢) szamban az a helyén all6 szam éppen
a sorozatunk eleme legyen, és a 26 kilogott, itt fogtam gyanut!

(1,1,00 =(5,9,7)+(0,5,9)+(7,7,0)= (12, 21, 16)

(1, 1,0)° = (12, 21, 16) + (0, 12, 21) + (16, 16, 0) = (28, 49, 37)

(1, 1,0) = (28, 49, 37) + (0, 28, 49) + (37, 37, 0) = (65, 114, 86)

Latjuk, hogy az algebrai szdmunk elso tagja, az a az alabbi sorozatot

alkotja: 1, 1,2, 5, 12, 28, 65, ... = a[-1], a[2], a[5], a[8], a[11], a[14], a[17], ...

itt feltettiik, hogy a[0] =0, és igy a[-1] = 1.

Az algebrai szam masodik tagja, a b szintén egy sorozatot alkot:
1,2,4,9,21,49, 114, ...itt 114=2-49+2.9-2 ,49=2.21+2:4 - 1,
azt varjuk, hogy ez a sorozat is engedelmeskedik valami szabalynak.
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Sorozatokkal kezdtiik ezt a cikket, és sorozatokkal fejezziik is be.

Ha jobban érdekelnek a sorozatok, a Sloane katalogusban tobb mint szazezret
talalhatsz. frd be a Google-ba azt hogy sloane’s on-line, és az els6 talalatot vedd.
Itt a keresdbe be lehet irni egy szamsorozat elsé néhany tagjat, és kiadja hogy
van — e ilyen a katalégusban. Ha nincs, és tudod, hogyan kell generalni, akkor
beirhatod mint 0j sorozatot, és ha elfogadjak, akkor a te neveden fut!

Ha beirod a Sloane keresdjébe azt hogy kristmikl, kiadja az én sorozataimat.

Hat mar tobb mint szdzat irtam be!

Vannak harmadfoku sorozatok is, azaz olyan sorozatok, amelyeknél a két
egymast kovetd elem hanyadosa egy harmadfokua egyenletnek engedelmeskedd

szdmhoz tart. Néhany példa ilyenre:

al[ll:=1:a[2]:=1:a[3]:=1:for n from 4 to 30 do
aln] :=a[n-1]1+a[n-3]1 od:
seq(aln],n=1..30);

i, 1, 1, 2, 3, 4, 6, 9, 13, 19, 28, 41, 60, 88, 129, 189, 277,
406, 595, 872, 1278, 1873, 2745, 4023, 5896, 8641, 12664,
18560, 27201, 39865

al[ll:=1:a[2]:=1:a[3]:=1:for n from 4 to 30 do
al[n] :=a[n-1]1+2*a[n-3] od:
seq(aln],n=1..30);

i, 1, 1, 3, 5, 7, 13, 23, 37, 63, 109, 183, 309, 527, 893,
1511, 2565, 4351, 7373, 12503, 21205, 35951, 60957, 103367,
175269, 297183, 503917, 854455, 1448821, 2456655

al[ll:=1:a[2]:=1:a[3]:=1:for n from 4 to 30 do
al[n] :=a[n-2]1+2*a[n-3] od:
seq(aln],n=1..30);

i, 1, 1, 3, 3, 5, 9, 11, 19, 29, 41, 67, 99, 149, 233, 347,

531, 813, 1225, 1875, 2851, 4325, 6601, 10027, 15251, 23229,
35305, 53731, 81763, 124341
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Most jovok csak ra, hogy egy kicsit figyelmetlen voltam. Az algebrai szam
masodik eleme altal alkotott 1, 2, 4,9, 21, 49, 114, ... sorozat nem egy¢éb, mint
a[1], a[4], a[7], a[10], a[13], a[16], a[19], ... ! Es a harmadik elem altal alkotott
0,1,3,7,16, 37, 86, 200, ... sorozat nem egyéb, mint a[0], a[3], a[6], a[9], ...!
Itt a[0] = 0 valasztassal éltiink.

De adjuk meg a sorozatot igy:

al[l]l:=1:a[2] :=0:a[3]:=0:for n from 4 to 40 do
a[n] :=a[n-2]+a[n-3] od:
seg(aln] ,n=1..40);

i, o, 0, 1, O, 1, 1, 1, 2, 2, 3, 4, 5, 7, 9, 12, 16, 21, 28,
37, 49, 65, 86, 114, 151, 200, 265, 351, 465, 616, 816, 1081,
1432, 1897, 2513, 3329, 4410, 5842, 7739, 10252

Ekkor mondhatjuk:

(1+x)"=(1,1,0)"=a[3n+ 1] +a[3n+3]x+a[3n+2]x*,n=0,1,2, ...
Igy valdban az alabbi hatvanysort kapjuk:

(1,1,00°=(1,0, 0)

(1,1,0)' =(1, 1, 0)

(1,1,07=(1,2,1)

(1, 1,0 =(2, 4, 3)

(1,1,0) =(5,9,7)

Na, most az a kérdés, hogy akkor az x egyenletének 3 gyokével l1étre lehet
hozni magét a sorozatot is? A valasz az, hogy igen!

El6szor szamoljuk ki a sorozat generatorfiiggvényét!
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A generatorfiiggvény: g(x) =a[0] + a[1]-x + a[2]-x* + a[3]-x’ + a[4]-x* + ...
Mennyi a[0] ? Nos, a[0] + a[1] = a[3], azaz a[0] + 1 = 0, tehat a[0] =— 1.

g(x) + x-g(x) = a[0] + (a[0]+ a[1])-x + (a[1]+ a[2])-x* + (a[2]+ a[3])x + ...=

= a[0] + a[3]x + a[4]-x> + a[5]-x° + a[6]x* + .= g(x)_a[g;_a[l]'x +a[0],
g(x)-(x’+x*— 1) =1 -x —x°, innen g(x) =_11%2_j:;.

Most ezt leteszteljiik a Maple 7 programmal:

restart:

G(x):=(1-%x-x72)/(-1+x"2+x73) :

£[0] :=G(x) :

for n from 1 to 30 do f[n] :=diff(£f[n-1],x) od:
x:=0:

seq(£f[n]/n!,n=0..30);

-1, 1, 0, O, 1, O, 1, 1, 1, 2, 2, 3, 4, 5, 7, 9, 12, 16, 21,
28, 37, 49, 65, 86, 114, 151, 200, 265, 351, 465, 616

Nagyon jo, megkaptuk a sorozatunkat, még a[0] is megvan az elején!
A sorozat igy szerepel a Sloane katalogusban:
A000931 Padovan sequence: a(n) = a(n-2) + a(n-3).

(Formerly M0284 N0102)

1,0,0,1,0,1,1,1,2,2,3,4,5,7,9, 12, 16, 21, 28, 37, 49, 65, 86, 114, 151,
200, 265, 351, 465, 616, 816, 1081, 1432, 1897, 2513, 3329, 4410, 5842, 7739,
10252, 13581, 17991, 23833, 31572, 41824, 55405, 73396, 97229, 128801,
170625
FORMULA G.f.: (1-x"2)/(1-x"2-x"3).

a(n) is asymptotic to r*n / (2*r+3) where r = 1.3247179572447..., the real root of
x"3 =x+ 1 .- DELEHAM Philippe (kolotoko(AT)wanadoo.fr), Jan 13 2004

a(n)"2+a(n+2)"2+a(n+6)"2 = a(n+1)*2+a(n+3)*2+a(n+4)"2+a(n+5)"2
(Barniville, Question 16884, Ed. Times 1911).
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a(n) = central and lower right terms in the (n-3)-th power of the 3 X 3 matrix
M=[010/001/110].E.g.a(13)=7.M"0=[354/475/597].
- Gary W. Adamson (qntmpkt(AT)yahoogroups.com), Feb 01 2004

G.f.: 1/(1-x"3-x"5-x"7-x"9-....) - Jon Perry (perry(AT)globalnet.co.uk),
Jul 04 2004

a(n+4)=sum{k=0..floor((n-1)/2), binomial(floor((n+k-2)/3), k)}.
- Paul Barry (pbarry(AT)wit.ie), Jul 06 2004

a(n)=sum{k=0..floor(n/2), binomial(k, n-2k)} - Paul Barry (pbarry(AT)wit.ie),
Sep 17 2004

a(n+3) is diagonal sum of A026729 (as a number triangle), with formula
a(n+3)=sum{k=0..floor(n/2), sum{i=0..n-k, (-1)*(n-k+1)C(n-k, 1)C(i+k, 1-k)} }
- Paul Barry (pbarry(AT)wit.ie), Sep 23 2004

a(n) = a(n-1)+a(n-5) = A003520(n-4)+A003520(n-13) =
= A003520(n-3)-A003520(n-9).
- Henry Bottomley (se16(AT)btinternet.com), Jan 30 2005

a(n+3)=sum{k=0..floor(n/2), C((n-k)/2, k)(1+(-1)*(n-k))/2};
- Paul Barry (pbarry(AT)wit.ie), Sep 09 2005

The sequence 1/(1-x"2-x"3) (a(n+3)) is given by the diagonal sums of the
Riordan array (1/(1-x"3), x/(1-x*3)). The row sums are A000930.
- Paul Barry (pbarry(AT)wit.ie), Feb 25 2005

a(n) = A023434(n-7)+1 for n>=7. - David Callan (callan(AT)stat.wisc.edu),
Jul 14 2006

a(n+5) corresponds to the diagonal sums of A030528. The binomial transform of
a(nt5) is A052921.

a(nt+5)=

=sum{k=0..floor(n/2), sum{k=0..n, (-1)"(n-k+1)C(n-k, 1)C(i+k+1, 2k+1)} }.

- Paul Barry (pbarry(AT)wit.ie), Jun 21 2004

(n-1) = (1/r)*a(n) + r*a(n+1) + a(n+2); where r = 1.32471... is the real root of

x"3 -x - 1 =0. Example: "8 = (1/r)*a(9) + r*a(10) + a(11) = (1/r)*2 + r*3 + 4 =
=9.4839009... - Gary W. Adamson (qntmpkt(AT)yahoo.com), Oct 22 2006
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a(n) = (r*n)/(2r+3) + (s"n)/(2s+3) + (t"n)/(2t+3) where 1, s, t are the three roots
of x*3-x-1 in any order. - Keith Schneider (schneidk(AT)email.unc.edu),

Sep 07 2007

EXAMPLE When run backwards gives (-1)"n*A050935(n).

MAPLE A000931 := proc(n) option remember; if n = 0 then 1 elif n <=2
then 0 else A000931(n-2)+A000931(n-3); fi; end;

A000931:=-(1+2)/(-1+z**2+z**3);
[Conjectured by S. Plouffe in his 1992 dissertation. ]

MATHEMATICA
CoefficientList[Series[(1 - x*2)/(1 - x*2 - x"3), {x, 0, 50}], x]

a[0]=1;a[1]=a[2] =0; a[n_]:=a[n] =a[n - 2] + a[n - 3]; Table[a[n], {n, O,
51}] (from Robert G. Wilson v (rgwv(at)rgwv.com), May 04 2006)

Na, ez van a Sloane katalogusban, sok érdekeset tudhatunk meg beldle.
Kiilon kiemelem a matrixra vonatkozd megjegyzést:

a(n) = central and lower right terms in the (n-3)-th power of the 3 X 3 matrix
M=[010/001/110].E.g.a(13)=7.M*"0=[354/475/597].

010
Itta|0 0 1| matrix van emlegetve, ami nem egyéb, mint az x> = 1 + x
1 10
010\ (354
egyenletet kielégitd gyokot reprezentald matrix. |0 0 1| =4 7 5.
1 10 597

Most legyen X, X, X3 az X’ = 1 + x egyenlet 3 gyoke! (kettd konjugalt komplex)
Nézziik, milyen sorozatot kapunk az a[n] = x; "+ x," + x3" hatvanyosszegbdl!

a[0]=1+1+1=3,a[l]=x; +Xx, +x3 =0, mert nincs masodfoku tag.
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a2]=x"+x " +x> =(u+v) +(utev) +(Eutev) =
=u’ +v +2uv+etut et v + 2 euelv+etut el v+ 2 fuev =
= +v +2uv+euttevi+2uv+tent +elvi +2uv=6uv = 2,

merte’ =1, 3-uv= 3-3a-b*=1a megoldoképlet alapjan.

Tehat a sorozatunk igy indul: 3, 0, 2, ...

sejtésiink az, hogy igy fog folytatddni: a[n] = a[n — 2] + a[n — 3],
tehat a sorozatunk: 3,0, 2, 3,2, 5,5,7, 10, 12, 17,22, 29, ...
Figyeljiik meg, hogy az a[n] = a[n— 1] + a[n — 5] szabaly is teljesiil!
Rakerestem a Sloane katalogusban:

A001608 Perrin (or Ondrej Such) sequence: a(n) = a(n-2) + a(n-3).
(Formerly M0429 N0163)

3,0,2,3,2,5,5,7,10, 12, 17, 22, 29, 39, 51, 68, 90, 119, 158, 209, 277, 367,
486, 644, 853, 1130, 1497, 1983, 2627, 3480, 4610, 6107, 8090, 10717, 14197,
18807, 24914, 33004, 43721, 57918, 76725, 101639, 134643, 178364, 236282,
313007

Asymptotically, a(n) ~ r*n, with r=1.3247179572447... the inverse of the real
root of 1-x"2-x"3=0

FORMULA G.f:: (3 -x*2)/(1 - x*2 - x"3).
a(n)=r1*n+r2”n+r3"n where rl, r2, r3 are three roots of x"*3-x-1=0.

a(n-1)+a(n)+a(n+1)=a(n+4), a(n)-a(n-1)=a(n-5). - Jon Perry
(perry(AT)globalnet.co.uk), Jun 05 2003

a(n) = the trace of M”n where M =the 3 X 3 matrix [0 1 0/001/110].
2. a(n) =2*A000931(n+3) + A000931(n)

E.g.a(10)=17= 3 + 7 + 7) = trace of M"10. - Gary W. Adamson
(qntmpkt(AT)yahoo.com), Feb 01 2004
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MAPLE A001608:=-z*(2+3*z)/(-1+z**2+z**3),
[Conjectured by S. Plouffe in his 1992 dissertation. ]

PROGRAM (PARI) a(n)=if(n<0, 0, polsym(x"3-x-1, n)[n+1])
A kékkel kiemelt két sor utal arra, hogy a[n] =x;" + x," + x3", illetve a mar
emlitett reprezentald matrix spurja, azaz a fo6atloban levd elemek Gsszege.

Végiil rakerestem arra a szora hogy Tribonacci sequence. Ez jott be:

A000073 Tribonacci numbers: a(n) = a(n-1) + a(n-2) + a(n-3).
(Formerly M1074 N0406)

0,0,1,1,2,4,7,13, 24, 44, 81, 149, 274, 504, 927, 1705, 3136, 5768, 10609,
19513, 35890, 66012, 121415, 223317, 410744, 755476, 1389537, 2555757,
4700770, 8646064, 15902591, 29249425, 53798080, 98950096, 181997601,
334745777

A000213 Tribonacci numbers: a(n) = a(n-1) + a(n-2) + a(n-3).
(Formerly M2454 N0975)

1,1,1,3,5,9, 17,31, 57, 105, 193, 355, 653, 1201, 2209, 4063, 7473, 13745,
25281, 46499, 85525, 157305, 289329, 532159, 978793, 1800281, 3311233,
6090307, 11201821, 20603361, 37895489, 69700671, 128199521, 235795681,
433695873

a(n)/a(n-1) tends to the tribonacci constant, 1.839286755...; an eigenvalue of M
and a root of X3 - x*2 -x - 1 =0. - Gary W. Adamson

MAPLE K:=(1-z"2)/(1-z-2"2-2"3):

Kser:=series(K, z=0, 45): seq((coeff(Kser, z, n)), n=0..34);

- Zerinvary Lajos (zerinvarylajos(AT)yahoo.com), Nov 08 2007
Latjuk, hogy ez is harmadfoku sorozat. Tehat a témankba vag.
Felbukkan Zerinvary Lajos neve is, akit évekkel ezel6tt én segitettem,

azota szorgalmasan ontja a sorozatokat.

Na, hat ennyit akartam elmondani, koszondm hogy elolvastatok.
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