Hatodik konyv

Definicidk

1. Sokszdgek hasonlék, ha a szogeik egyenként megegyeznek és az
egyenld szogek melletti oldalaik ardnyosak.

[2. Alakzatok forditottan aranyosak, ha mind a két alakzatban el6-
fordulnak egyenes és forditott aranyok is.]*

3. Azt mondjuk egy szakaszrol, hogy folytonos ardnyban van fel-
osztva, ha a nagyobb szelet igy ardnylik a kisebbhez, mint a teljes
szakasz a nagyobb szelethez.*

4. Egy alakzat magassdga a csticsarol az alapjara bocsatott merd-
leges.

[5. Azt mondjuk egy ardnyrdl, hogy ardnyokbdl tev8dik Ossze, ha
ezen aranyok nagysdgai egymdssal Gsszeszorozva alkotjak.]*

FIUVE 23

VL1 Tétel

Az ugyanazon magassdgi hdromszogek és paralelogrammadk gy
ardnylanak egymdshoz, mint az alapjaik.

Legyenek ugyanazon AC magassagii haromszogek ABC és ACD
s paralelogrammdak EC és CF. Azt éllitom, hogy az ABC hiromszog
az ACD haromszoghoz és az EC paralelogramma a CF paralelogram-
mahoz gy aranylik, mint a BC alap a CD alaphoz.

Hosszabbitsuk meg BD-t mind a két oldalen, a H, illetve L pontig,
és vegyiink fol tetszdleges sok a BC alappal egyenl§ BG, GH, s a
CD alappal egyenlé DK, KL szakaszt (I. 3.), és huzzuk meg AG-t,
AH-t, AK-t, AL-t.
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Minthogy a BC, BG, GH szakaszok egyenl8k egymadssal, egyenlSk az
AHG, AGB, ABC hiromszogek is egymadssal (I. 38.). Ahanyszorosa
tehat a HC alap a BC alapnak, ugyanannyiszorosa az AHC hirom-
szog is az ABC haromszognek. Ugyanigy ahdnyszorosa az LC alap a
CD alapnak, ugyanannyiszorosa az ALC haromszog is az ACD harom-
szognek; s ha egyenlé a HC alap az LC
alappal, egyenl6 az AHC haromszog is az E A
ACL haromszoggel (1. 38.), s ha nagyobb '
a HC alap az LC alapndl, az AHC harom-

szbg is nagyobb az ACL haromszognél, s
ha kisebb, kisebb. Van hat négy mennyi- \
ség, két alap, BC és CD, s két haromszog,

ABC és ACD, s ugyanannyiszorosatvettik HGB C D K L
a BC alapnak és az ABC haromszognek, a

HC alapot, illetve az AHC haromszoget, s tetsz6leges mésik ugyan-
annyiszorosat a CD alapnak €s az ADC haromszognek, az LC alapot
és az ALC haromszoget. Megmutattuk, hogy ha a HC alap nagyobb
az LC alapnal, az AHC haromszogis nagyobb az ALC haromszdgnél,
s ha egyenld, egyenld, s ha kisebb, kisebb. Az ABC haromszog tehat
tgy aranylik az ACD haromszoghdz, mint a BC alap a CD alaphoz.

Minthogy az EC paralelogramma kétszerese az ABC haromszognek
és az FC paralelogramma kétszerese az ACD haromszgnek (I. 34. v.
41.), a részek aranya viszont ugyanaz, mint az ugyanannyiszorosaiké
(V. 15.), az EC paralelogramma ugy aranylik az FC paralelogramma-
hoz, mint az ABC héaromszog az ACD haromszéghoz. Miként meg-
mutattuk, az ABC haromszog tgy ardnylik az ACD haromszoghoz,
mint a BC alap CD-hez, az EC paralelogramma pedig ugy aranylik a
CF paralelogrammahoz, mint az ABC haromszog az ACD harom-
szoghoz, az EC paralelogramma tehat ugy aranylik a CF paralelogram-
méhoz, mint a BC alap a CD alaphoz (V.11.).

Azu.m. h. & p. tehat. . . Eppen ezt kellett megmutatni.

F.:. VL. 02:, 14-15.,; 19-20., 235, 25.; X.-19-21.,22. L., 23-25.,:33.,
35., 38., 41., 44., 47., 54. L., 54-55., 57-63., 65., 71-72., 75., 78-19.,
81., 84., 91-94., 97., 99-100., 102., 104., 110., 114.; XI. 33-34.;
XIIL. 1-2.
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VI. 2. Tétel

Ha egy hdromszog egyik oldalaval huzunk egy pdrhuzamost, az
ardnyosan osztja a hdromszég mdsik két oldaldt; s ha egy hdromszog
két oldaldt ardnyosan osztjuk, az osztdspontokra illesztett egyenes
pdrhuzamos a hdromszég harmadik oldaldval *

Huzzunk ugyanis az 4ABC haromszog egyik oldaldval, BC-vel, egy
DE parhuzamost. Azt éllitom, hogy CE tigy aranylik EA4-hoz, mint
BD a DA-hoz.

Huzzuk meg ugyanis BE-t és CD-t.

Ekkor a BDE haromszog egyenl a CDE hiromszoggel, mivel
ugyanazon a DE alapon és ugyanazon DE, BC parhuzamosok k&zott

fekszenek (I. 37.); s valamely masik mennyiség
A az ADE haromszog. Egyenl6 mennyiségeknek
i ugyanahhoz a mennyiséghez valé ardnya viszont
ugyanaz (V. 7.), a CDE haromszdg tehat ugy

D E ardnylik az ADE hiromszdghoz, mint a BDE ha-

romszdg. De BD ugy ardnylik DA-hoz, mint a

B C BDE héaromszog ADE-hez, ugyanis mivel ugyanaz

a magassaguk, az E-b6l 4B-re bocsatandé mer6-

leges, gy aranylanak egymashoz mint az alapjaik (VI. 1.). Ugyanigy

CE ugy ardnylik EA-hoz, mint a CDE hiromszég ADE-hez; CE tigy
aranylik tehat EA4-hoz, mint BD a DA-hoz (V. 11.).

Osszuk most ardnyosan f6l az ABC haromszog AB és AC oldalat:
CE az EA-hoz, mint BD a DA-hoz, és htizzuk meg DE-t. Azt 4llitom,
hogy DE parhuzamos BC-vel.

Készitsiik el ugyanis ugyanazt az 4brat, mint az elébb. Ekkor
minthogy CE ugy arinylik EA-hoz, mint BD a DA-hoz, s a BDE
héromszég az ADE héromszoghdz, mint BD a DA-hoz, a CDE
haromszdg pedig az ADE haromszoghodz, mint CE az EA-hoz
(VL. 1.), a CDE haromszdg is ugy aranylik az ADE haromszéghoz,
mint a BDE héaromszdg (V. 11.). Mind a két BDE, CDE harom-
szognek ugyanaz az ardnya ADE-hez, egyenl8 tehat*a BDE harom-
sz0g a CDE hiromszoggel (V. 9.); s ugyanazonfa DE alapon fek-
szenek. Az ugyanazon az alapon fekvs egyenl8 haromszdgek viszont
ugyanazon parhuzamosok kozott is fekszenek (1. 39.), DE tehat par-
huzamos BC-vel.
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Ha tehét egy. .. Eppen ezt kellett megmutatni.
F.: VI. 3—4.,, 9-12, 24.; XI. 17., 23.; XII. 13., 17.

VI. 3. Tétel

Ha egy hdromszég egy szogét megfelezzitk és a szogfelezd szeli
az alapot is, az alap szeleteinek ardnya ugyanaz, mint a hdromszog
mdsik két oldalaé; s ha az alap szeleteinek ardnya ugyanaz, mint a
hdromszog mdsik két oldaldé, a csiicsbdl az osztépontba hiizott egyenes
Jelezi a szoget.

Legyen ABC egy haromszog, és felezziik meg a BAC szoget az AD
egyenessel (I. 9.). Azt allitom, hogy BA tigy ardnylik AC-hez, mint
BD a CD-hez.

Huzzuk ugyanis C-n 4t DA-val padrhuzamosan CE-t (1. 31.), és BA
meghosszabbitisa taldlkozzék vele az E pontban (5. P.).

Minthogy a parhuzamos DA, CE egyeneseket metszi AC, az ACE
szog egyenld CAD-vel (I. 29.). A CAD szbg viszont feltevés szerint
egyenld BAD-vel, BAD is egyenlS tehat az
ACE szbggel. Tovabba, minthogy a parhu- E
zamos DA, CE egyeneseket metszi BAE, a
BAD XkiilsS sz6g egyenl6 az AEC bels6 szog- A
gel (I. 29.). Megmutattuk, hogy ACE is
egyenlé a BAD szoggel, az ACE szog tehat
egyenl§ AEC-vel, tigyhogy az AE oldal is B D C
egyenl8 az AC oldallal (I. 6.). Minthogy a
BCE haromszog egyik oldalaval, CE-vel, par-
huzamosan halad DA, BA tigy arénylik AC-hez, mint BD a CD-hez
(VL 2)).

Arényuljék most B4 az AC-hez, mint BD a CD-hez, és huzzuk meg
DA-t. Azt allitom, hogy a DA egyenes felezi a BAC szoget.

Készitsiik el ugyanis ugyanazt az 4brat, mint az el6bb. Minthogy
BA gy arén'ylik AC-hez, mint BD a CD-hez és BA tigy aranylik AE-
hez, mint BD a CD-hez — a BCE haromszog egyik oldaléval, CE-vel
parhuzamosan halad ugyanis D4 (VL. 2.) -, BA gy aranylik 4E-hez,
mint AC-hez (V. 11.). AC tehéat egyenld AE-vel (V. 9.), Ggyhogy az
AEC szbg is egyenl8 az ACE szoggel (I. 5.). Az AEC szég viszont
egyenld a BAD kiils6, ACE pedig a CAD valtészoggel (1. 29.),
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BAD is egyenl8 tehit a CAD szoggel. A DA egyenes tehit felezi a
BAC szoget.
Ha tehét egy. .. Eppen ezt kellett megmutatni.

VI. 4. Tétel

Hdromszogeknek, melyek szogei egymdssal egyenlék, ardnyosak az
egyenld szogek melletti oldalaik, mégpedig az egyenld szégekkel szem-
kozti oldalak felelnek meg egymdsnak.

Legyenek az ABC, DCE haromszogek szdgei egyenl6k: az ABC
sz0g DCE-vel, BAC a CDE-vel és végiil ACB a CED-vel. Azt allitom,
hogy az ABC, DCE haromszdgeknek ardnyosak az egyenld szogek
melletti oldalaik, mégpedig az egyenlS szogekkel szemkozti oldalak
felelnek meg egymasnak.

Fekiidjék ugyanis BC a CE-vel egy egyenesen (L. 3.). Minthogy az
ABC, ACB szbgek osszege kisebb két derékszognél (1. 17.), s ACB
egyenl6 DEC-vel, az ABC, DEC szdgek Gsszege kisebb két derékszog-
nél; a B4, ED egyenesek meghosszabitdsai tehat talalkozni fognak
(5. P.). Hosszabitsuk meg Gket, és taldlkozzanak az F pontban.

Minthogy a DCE szdg egyenl8 ABC-vel, BF parhuzamos CD-vel
(I. 28.). Ismét, minthogy az ACB sz6g egyenlé DEC-vel, AC parhuza-
mos FE-vel. FACD tehat egy paralelogramma, igy F4 egyenld DC-vel,
AC az FD-vel (1. 34.). Minthogy az FBE haromszog egyik oldalaval,

FE-vel, parhuzamosan halad AC, BC ugy arany-

F  lik CE-hez, mint BA az AF-hez (V1. 2.). AF vi-

A szont egyenl6 CD-vel, BC tehat 1igy ardnylik

CE-hez, mint BA a CD-hez (V. 7., 11.), s folcse-

D rélve CD tgy aranylik CE-hez, mint BA a BC-

hez (V.16.). Ismét, minthogy CD pirhuzamos

B C E BF-fel, FD tgy aranylik DE-hez, mint BC a CE-

hez. FD viszont egyenlé AC-vel, AC tehat tigy

aranylik DE-hez, mint BC a CE-hez, s folcserélve CE tigy ED-hez,

mint BC az AC-hez. Mint megmutattuk, DC gy ardnylik CE-hez,

mint AB a BC-hez s CE az ED-hez, mint BC a CA4-hoz, egyenl§ (sok

tagon) 4t tehat CD Ugy aranylik DE-hez, mint BA az AC-hez (V. 22.).

Haromszogeknek tehat, ... Eppen ezt kellett megmutatni.

B VI 5-80:18.520.,24. 5 XI. 23,5 XL, 3.5 XIIL. 8. 10-11;
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VI. 5. Tétel

Ha két hdromszognek ardnyosak az oldalaik, egyenlk a hdromszégek
szogei, mégpedig azok a szogek egyenldk, melyekkel szemben a meg-
feleld oldalak fekszenek.

Legyen ABC és DEF két haromszog, melyek oldalai ardnyosak:
DE az EF-hez, mint AB a BC-hez, EF az FD-hez, mint BC a CA-hoz,
s végiil ED DF-hez, mint BA az AC-hez. Azt éllitom, hogy az ABC
hiromszognek a DEF haromszogéivel egyenlSk a szogei, mégpedig
azok a szogek egyenlGk, melyekkel szemben a megfelel§ oldalak fek-
szenek, ABC a DEF-fel, BC A az EFD-vel s végiil BAC az EDF-fel.

Szerkessziink az EF egyenesre, a rajta levd E, illetve F ponthoz,
egy ABC-vel egyenl8 FEG, illetve egy ACB-vel egyenl8 EFG szoget
(I. 23.). Ekkor a harmadik, 4-nil lev szog egyenl6 a harmadik, G-nél
lev szoggel (1. 32.).

Egyenl8k tehat az ABC haromszog szogei EGF-éivel. Az ABC, EGF
haromszogeknek aranyosak tehat az egyenlS sz6gek melletti oldalaik,
mégpedig az egyenld szogekkel szemkozti oldalak felelnek meg egy-
masnak (VI. 4.): GE az EF-hez, mint AB a BC-hez. DE viszont fel-
tevés szerint tigy ardnylik EF-hez, mint 4B a BC-hez, GE tehét Ggy
ardnylik EF-hez, mint DE (V. 11.). E két sza-
kasznak, DE-nek és GE-nek tehat ugyanazaz

A D
aranya EF-hez: egyenl6 tehat DE a GE-vel
(V.9.). Ugyanigy DF is egyenl6 GF-fel. Mint- ' F
hogy DE egyenl8 EG-vel, EF pedig kozos E
oldal, e két-két oldal, DE, EF és GE, EF B C v

egyenld; és a DF alap egyenl$ az FG alappal;

a DEF szOg tehat egyenlé a GEF szoggel

(I. 8.), és a DEF haromszdg egyenl6 a GEF héromszoggel, és a
tobbi szog is paronként egyenlS, amelyekkel szemben az egyenld
oldalak fekszenek (I. 4.). Egyenld tehat a DFE szog is GFE-vel, EDF
pedig EGF-fel. Minthogy az FED szog egyenld GEF-fel, GEF viszont
ABC-vel, az ABC szog is egyenlé DEF-fel. Ugyanigy ACB is egyenl
DFE-vel, s végiil az A-nal levé szog is a D-nél levs szoggel. EgyenlSk
tehat az ABC haromszog szogei a DEF haromszogéivel.

Ha tehat két. .. Eppen ezt kellett megmutatni.
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VI. 6. Tétel

Ha két haromszognek egy-egy szoge egyenld és az egyenld szdgek
melletti oldalak ardnyosak, egyenlék a hdromszégek szogei, mégpedig
a megfeleld oldalakkal szemkozti szogek egyenlik.

Legyen ABC és DEF két haromszog, melynek egy-egy szége, BAC
és EDF egyenl@, és az egyenl§ szogek melletti oldalak aranyosak:
ED a DF-hez, mint BA az AC-hez. Azt éllitom, hogy az ABC harom-
sz6g szogei egyenl6k a DEF haromszogéivel, mégpedig az ABC szbg
egyenlé DEF-fel, az ACB szog pedig DFE-vel.

Szerkessziink ugyanis a DF egyenesre, a rajta levé D, illetve F
ponthoz, egy mind a két, BAC, EDF sziggel egyenlé FDG, illetve egy
ACB-vel egyenlé DFG szoget (1. 23.). Ekkor a harmadik, B-nél levd
szog egyenlS a harmadik, G-nél lev8 szoggel (1. 32.).

EgyenlGSk tehat az ABC haromszog szogei a DGF haromszogéivel.
Arényosak tehat: GD a DF-hez, mint BA az AC-hez (V1. 4.). ED vi-
szont feltevés szerint uigy aranylik DF-hez, mint B4 az AC-hez; GD te-

hat tigy aranylik DF-hez, mint ED (V. 11.).

A D G Eeyenld tehit ED a DG-vel (V.9.); s DF

kozos oldal; igy e két-két oldal, ED, DF és

N GD, DF egyenl8; s az EDF szdg egyenld

7 a GDF szdggel; az EF alap tehét egyenld

a GF alappal, és a DEF haromszog egyenld

B G a GDF haromszoggel, és a tobbi szog

is paronként egyenlS, amelyekkel szem-

ben az egyenld oldalak fekszenek (I. 4.). Egyenl$ tehat a DFG szog

DFE-vel, a DGF szog pedig DEF-fel. A DFG szbg viszont egyen-

16 ACB-vel, ACB is egyenl8 tehdt DFE-vel. BAC pedig feltétel

szerint egyenlé EDF-fel, a harmadik, B-nél levé szog is egyenld tehat

a harmadik, E-nél levq szoggel (1. 32.); egyenlSk tehat az ABC ha-
romszdg szogei a DEF hiromszogéivel.

Ha tehat két. .. Eppen ezt kellett megmutatni.

B V120,325 06106 1. 4. 12,3 XTI 18,

E

VI. 7. Tétel
Ha két hdromszognek egy-egy szige egyenld, egy-egy mdsik szog -
koriili oldalak ardnyosak, a harmadik szogek pedig mindketten egy-
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szerre vagy kisebbek, vagy nem kisebbek egy derékszognél, egyenlék a
hdromszogek szogei, mégpedig az ardnyos oldalak dltal kozrefogott szé-
gek egyenlék.

Legyen ABC és DEF két haromszog, melynek egy-egy szdge, BAC
és EDF egyenlG, egy-egy masik szog, ABC és DEF koriili oldalak ara-
nyosak: DE az EF-hez, mint AB a BC-hez, a harmadik, C-nél, illetve
F-nél levs szogek pedig mindketten egyszerre el@szor kisebbek egy
derékszognél. Azt allitom, hogy az ABC hiromszdg szdgei egyenlSk
a DEF haromszogéivel, mégpedig az 4BC
szdg egyenld DEF-fel, s a harmadik, C-nél A D
levs szog nyilvan egyenlS a harmadik, F-nél
levs szdggel.

Ha ugyanis az ABC szdg nem egyenld E
DEF-fel, egyikiik nagyobb. Legyen ABC a E.
nagyobb, és szerkessziink az AB egyenesre, B G
a rajta levd8 B ponthoz, egy DEF-fel egyenld c
ABG szoget (1. 23.).

Minthogy az « szég egyenlS 6-val, az ABG szbg pedig DEF-fel,
a harmadik AGB sz6g egyenl6 a harmadik DFE szoggel (I. 32.).
Egyenl8k tehat az ABG haromszog szogei a DEF haromszogéivel.
DE tehat ugy aranylik EF-hez, mint AB a BG-hez (VI. 4.). AB viszont
feltétel szerint gy aranylik BC-hez, mint DE az EF-hez; AB-nek tehat
mind a két, BC, BG szakaszhoz ugyanaz az aranya (V. 11.); BC tehat
egyenld BG-vel (V. 9.), Ugyhogy a C-nél lev8 szdg is egyenl8 a BGC
szoggel (I. 5.). A C-nél levé szog feltétel szerint kisebb egy derékszog-
nél, BGC is kisebb tehat egy derékszognél, ugyhogy az AGB mellék-
szoge nagyobb egy derékszognél (I. 13.). Err6l megmutattuk, hogy
egyenlS az F-nél levd szoggel; az F-nél levS szog is nagyobb tehit egy
derékszognél. Feltétel szerint viszont kisebb egy derékszognél; ez
lehetetlen. Nem igaz tehat, hogy az ABC szdg nem egyenlé DEF-fel;
egyenls hat vele. Az A-nal levé sz6g is egyenlS a D-nél levGvel; a har-
madik, C-nél levé szog is egyenld tehat az F-nél levovel (1. 32.).
EgyenlGk tehat az ABC haromszog szdgei a DEF haromszdgéivel.

Masodszorra tegyiik fol, hogy mind a két, C-nél, illetve F-nél levé
szO0g nem kisebb egy derékszognél. Ismét azt allitom, hogy az ABC
haromszognek igy is egyenlSk a szogei a DEF haromszogéivel.
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Ugyanazt az abrat elkészitve hasonloképp mutathatnidnk meg, hogy
BC egyenld BG-vel, igyhogy a C-nél levs szog is egyenld a BGC szog-
gel. A C-nél lev8 szog nem kisebb egy derékszog-
A nél, a BGC szog sem kisebb tehit egy derékszdg-
G D nél. Igy a BGC héaromszog két szdgének Osszege
DF nem kisebb két derékszognél; ez viszont lehetetlen
C (I. 17.). Ismét csak nem igaz, hogy az ABC szog
nem egyenl§ DEF-fel; egyenl6 hét vele. Az 4-nél
E levd szog is egyenlS a D-nél levével, tehét a harma-
B dik, C-nél levd szog egyenld a harmadik, F-nél
levd szoggel (I. 32.). EgyenlSk tehat az ABC ha-
romszog szogei a DEF héaromszogéivel.
Ha tehat két. .. Eppen ezt kellett megmutatni,
E.: VI 20,532 s 2d¥el 4 12 XTIT18:

VI. 8. Tétel

Ha egy derékszogti hdromszogben a derékszdg csiicsdbdl az alapra
egy merdlegest bocsatunk, a merdleges melletti hdromszogek mind
a teljes hdromszoghoz, mind egymdshoz hasonldk.

Legyen ABC egy hiromszdg, melynek BAC szdge derékszog, és
bocsassuk A-bol BC-re az AD merd&legest. Azt allitom, hogy mind
a két, ABD, ADC haromszog hasonld a teljes ABC haromszoghoz és
egymashoz is.

Minthogy a BAC szdg egyenl8 ADB-vel — derékszdg ugyanis mind
a kettd — és e két haromszognek, 4ABC-nek és ABD-nek kozos szoge
a B-nél lev6, a harmadik, ACB sz6g egyenl§ a harmadik, BAD szoggel
(I. 32.); egyenl6k tehit az ABC haromszog
szogei az ABD haromszogéivel. Amint tehat az A
ABC héaromszog derékszogével szemkozti BC
az ABD haromszog derékszogével szemkozti
BA-hoz, Ugy aranylik az ABC haromszog C-nél
levs szogével szemkozti ugyanezen AB az ABD B D=6
héromszog egyenl szgével, BAD-vel szemkozti
BD-hez, s végiil a két hiromszog kozos szogével szemkoztl AC az
AD-hez (VL. 4.). Az ABC haromszdgnek tehat egyenlSk a szogei az
ABD héromszogéivel, és az egyenl§ szogek melletti oldalaik aranyo-
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sak. Hasonl6 tehat az ABC haromszog az ABD hiromszoghoz (VI
1. D.). Hasonléképp mutathatndnk meg, hogy az ADC héromszog-
hoz is hasonlé az ABC haromszog; mind a két, ABD, ADC harom-
sz6g hasonld tehat a teljes ABC haromszoggel.

Az 4llitom, hogy egymdshoz is hasonlék az ABD, ADC hirom-
szogek.

Minthogy ugyanis a BDA derékszog egyenlS az ADC derékszoggel
(4. P.) és — mint megmutattuk — a BAD szdg is egyenls a C-nél levs
szoggel, a harmadik, B-nél lev6 szog is egyenld a harmadik, DAC
szoggel (I. 32.); egyenl6k tehat az ABD haromszog szogei az ADC
hiromszdégéivel. Amint tehdt az ABD haromszogbeli BAD szbggel
szemkdzti BD az ADC haromszogbeli, a BAD szoggel egyenlé C-nél
lev8 szoggel szemkdzti DA-hoz, ugy ardanylik az ABD haromszogbeli
B-nél lev8 szoggel szemkozti ugyanezen AD az ADC haromszognek
a B-nél levé szoggel egyenlé DAC szbgével szemkozti DC-hez, s végiil
BA az AC-hez, melyek a derékszogekkel szemben fekszenek (VI. 4.);
hasonlo tehat az ABD haromszog az ADC hiromszéghoz.

Ha tehét egy. .. [Eppen ezt kellett megmutatni.]

F.: VL 31.; X. 33. L.; XIII. 15-16., 18.

Kaovetlkezmény

Ebbdl méar nyilvanvalé, hogy ha egy derékszogli hdromszégben
a derékszdg csticsabdl az alapra egy merd6legest bocsatunk, a meréleges
kodzépardnyosa az alap szeleteinek. Eppen ezt kellett megmutatni.
[S végiil az alapnak és barmely szeletének kozépardnyosa a szelet
- melletti oldal.]
F. 4 VL1835 X330 XIE 17, XIH. 13-16., 18.

VI. 9. Tétel
Vonjunk le adott szakaszbdl elGirt részt*!
Legyen AB az adott szakasz. Az AB szakasz elGirt részét kell tehat
levonni. C
Legyen a harmad elSirva. Hiuzzunk az A4 E
pontbdl egy AB-vel tetszlleges szoget bezard D
AC egyenest, vegyiink AC-n egy tetszGleges D
pontot, és mérjitk fol az AD-vel egyenlé6 DE-t, A F B
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EC-t (I. 3.). Hizzuk meg BC-t és D-n 4t vele parhuzamosan DF-et
@Ak

Minthogy az ABC haromszdg egyik oldalaval, BC-vel pArhuzamosan
halad FD, BF ugy aranylik FA-hoz, mint CD a DA-hoz (VI. 2.).
CD kétszerese DA-nak; BF is kétszerese tehat FA-nak; hiromszorosa
tehat BA az AF-nek.

Az adott AB szakaszbdl tehat levontuk az el&irt harmadrészt, 4F-et.
Eppen ezt kellett megtenni.

VI. 10. Tétel

Osszunk fol adott folosztatlan szakaszt adott folosztott szakaszhoz
hasonléan!

Legyen AB az adott felosztatlan szakasz, AC pedig a — D, E pontok-
ban — f6losztott, és fekiidjenek gy, hogy bezarjanak egy tetszéleges
szoget (I. 2.), hiizzuk meg CB-t és D-n, E-n BC-vel parhuzamosan
DF-et, EG-t, D-n 4t AB-vel parhuzamosan DHK-t (I. 31.).

Paralelogramma tehat mind a két, FH, HB idom, igy DH egyenld
FG-vel, HK pedig GB-vel (1. 34). Minthogy a DKC haromszog egyik

oldalaval, KC-vel parhuzamosan halad HE,

= C KH ugy ardnylik HD-hez, mint CE az ED-

hez (VL. 2.). KH viszont egyenlé BG-vel, HD

D K pedig GF-fel, BG tehat Gigy aranylik GF-hez,

mint CE az ED-hez (V. 7., 11.). Ismét, mint-

A = G B hogy az AGE haromszdg egyik oldaldval,

GE-vel parhuzamosan halad FD, GF ugy

aranylik FA-hoz, mint ED DA-hoz. Mint megmutattuk, BG ugy

aranylik GF-hez, mint CE az ED-hez; tehit: BG a GF-hez, mint CE
az ED-hez és GF az FA-hoz, mint ED a DA-hoz.

Az adott felosztatlan szakaszt tehat, 4B-t, az adott folosztott sza-
kaszhoz, AC-hez hasonléan osztottuk f5l. Eppen ezt kellett megtenni.

F.: XIIL. 13., 15-16.

VL. d1.Tétel
Keressiink két adott szakaszhoz harmadik ardnyost!
Legyen BA és AC az adott [két szakasz], és fekiidjenek tigy, hogy
bezarjanak egy tetszlleges szoget (L. 2.). A BA, AC szakaszokhoz kell
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tehat harmadik ardnyost keresni. Hosszabitsuk meg Sket a D, illetve E
pontig, mérjiink fol egy AC-vel egyenl6 BD-t (1. 3.),
htizzuk meg BC-t és D-n 4t vele parhuzamosan
DE-t (L. 31.).

Minthogy az ADE héromszdg egyik oldalaval, B C
DE-vel parhuzamosan halad BC, 4AC ugy aranylik
CE-hez, mint AB a BD-hez (VI. 2.). BD viszont
egyenlé AC-vel, AC tehat tgy ardnylik CE-hez, D E
mint 4B az AC-hez (V. 7., 11.).

Két adott szakaszhoz tehat, 4B-hez és AC-hez, harmadik ardnyost
talaltunk, CE-t. Eppen ezt kellett megtenni.

F.: VI.'19,; 20 2: KE 226X 96

VI. 12. Tétel
Keressiink hdrom adott szakaszhoz negyedik ardnyost!
Legyen a, b és ¢ a hirom adott szakasz. Az a, b, ¢ szakaszokhoz kell
tehéat negyedik ardnyost keresni.
Vegyiink fol két egyenest, DE-t és DF-et, melyek egy [tetszOleges]
EDF szoget zarnak be, mérjiink fol egy a-val
E egyenl8 DG-t, egy b-vel egyenl8 GE-ts végiil

L egy c-vel egyenlé DH-t (I. 3.), htizzuk meg
B G GH-t és vele parhuzamosan E-n 4t EF-et
ct i (I35 '

Minthogy a DEF hiromszog egyik oldala-
DM E val, EF-fel parhuzamosan halad GH, DH
ugy aranylik HF-hez, mint DG a GE-hez
(VL 2)). DG viszont egyenl$ a-val, GE a b-vel, DH pedig c-vel; ¢ te-
hét gy ardnylik HF-hez, mint a a b-hez (V. 7., 11.).
Adott harom szakaszhoz, a-hoz, b-hez és c-hez, negyedik arinyost
taldltunk tehat, HF-et. Eppen ezt kellett megtenni.
F.: VI. 22-23.; X. 27-28., 31-32., 104.; XI. 27.

N T80T cte]
Keressiink két adott szakaszhoz kézépardnyost!
Legyen AB és BC az adott két szakasz. AB-hez és BC-hez kell tehét
kozéparinyost keresni,
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Helyezziik Sket egy egyenesben el (1. 3.), irjunk AC f61é egy ADC fél-
kort, hizzuk a B pontbol az AC szakasszal derékszogben BD-t (1. 11.)
és kossiik ossze AD-t, DC-t.

Minthogy ADC félkorbeli szog, derékszog (III. 31.). S minthogy

az ADC derékszogli haromszogben a derékszog

D csucsabdl egy DB merGleges halad az alaphoz,
DB kozéparanyosa az alap szeleteinek, 4B-nek
és BC-nek (VL. 8. K.).
Adott két szakaszhoz, AB-hez és BC-hez ko-
A B C zéparanyost taldltunk tehat, DB-t. Eppen ezt

kellett megtenni.
F.: VL. 25.; X. 6. K., 10., 27-28., 31-32,

VI. 14. Tétel

Az egyenld ( teriiletii) és egyenld szogii paralelogrammdknak forditva
ardnyosak az egyenlé szégek melletti oldalaik; s amely egyenld szogii
paralelogrammdknak forditva ardnyosak az egyenld sziogek melletti
oldalaik, azok egyenld ( teriiletii)ek.

Legyenek AB és BC egyenld (teriiletii) és egyenlS szogll paralelog-
rammak, melyek B-nél levs szdge egyenld, €s helyezziik egy egyenesben
el DB-t és BE-t (1. 3., 31., 23.); ekkor FB és BG is egy egyenesben
lesz (I. 14.). Azt allitom, hogy az 4B, BC idomoknak forditva ar-
nyosak az egyenld szogek melletti oldalaik, azaz hogy GB tigy aranylik
BF-hez, mint DB a BE-hez.*

Egészitsiik ki az FE paralelogrammat. Minthogy az 4B paralelog-
ramma egyenlS (teriiletii) a BC paralelogram-
maval, FE pedig egy mdasik mennyiség, BC tigy E ¢
ardnylik FE-hez, mint 4B (V. 7.). Viszont amint E
AB az FE-hez, ugy aranylik DB a BE-hez és B G
amint BC FE-hez, igy GB a BF-hez (VI. 1.);
amint DB a BE-hez, Gigy aranylik tehat GB a BF- Ap
hez (V. 11.). Az 4B, BC paralelogrammaknak
tehdt forditva ardnyosak az egyenl6 szogek melletti oldalaik.

Arényuljéki most GB.a BF-hez, mint DB a BE-hez. Azt illitom, hogy
az AB paralelogramma egyenl§ (teriiletii) a BC paralelogrammadval.

Minthogy ugyanis GB tigy aranylik BF-hez, mint DB a BE-hez, s az
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AB paralelogramma az FE paralelogramméhoz, mint DB a BE-hez, a
BC paralelogramma pedig az FE paralelogrammdahoz, mint GB a BF-
hez, BC tgy aranylik FE-hez, mint AB (V. 11.); egyenlG tehat az AB
paralelogramma a BC paralelogrammaval (V. 9.).

Az egyenl§ (teriiletii) és egyenld szogii paralelogrammak tehat. . .
Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: VI. 16., 30.; X. 22.; XIL. 31., 33., 36.

VL. 15. Tétel

Egyenlé (teriiletii) hdromszogeknek, melyeknek egy-egy szogiik
egyenld, forditva ardnyosak az egyenld szogek melletti oldalaik ; s azok
a hdromszogek, melyeknek egy-egy szige egyenld és az egyenld szdgek
melletti oldalaik forditva ardnyosak, azok egyenld (terilletil)ek.

Legyenek ABC és ADE egyenld (teriiletii) haromszdgek, melyeknek
egy-egy szoge, BAC és DAE egyenlS. Azt allitom, hogy az ABC,
ADE haromszogeknek forditva ardnyosak az egyenl szogek melletti
oldalaik, azaz hogy EA tigy ardnylik AB-hez, mint CA4 az AD-hez.

Helyezziik Gket tgy el, hogy C4 egy egyenesen
legyen AD-vel (1. 3., 23.). Ekkor EA is egy egyenesen C
lesz AB-vel (1. 14.). Hizzuk meg BD-t.

Minthogy az ABC haromszog egyenldé az ADE B
hiromszoggel, BAD pedig egy masik mennyiség, az A
EAD haromszog ugy ardnylik a BAD haromszdg-
hoz, mint a CAB haromszog (V. 7.). Viszont amint
a CAB hdromszdg BAD-hez, Ggy ardnylik C4 az ) E
AD-hez és amint EAD a BAD-hez, tigy EA az AB-
hez (VL. 1.); amint tehdt CA az AD-hez, tigy arinylik EA AB-hez
(V. 11.). Az ABC, ADE héaromszogeknek tehat forditva ardnyosak
az egyenld szdgek melletti oldalaik.

Legyenek most forditva ardnyosak az ABC, ADE haromszdgek ol-
dalai, mégpedig EA4 az AB-hez, mint CA4 az AD-hez. Azt 4llitom, hogy
az ABC haromszdg egyenlS az ADE haromszoggel.

Ismét meghtizva BD-t, minthogy EA tgy arinylik A4B-hez, mint
CA az AD-hez, viszont amint CA az AD-hez, Ggy az ABC hiromszdg
a BAD haromszoghdz, s amint EA az AB-hez, gy az EAD haromszdg
a BAD haromszoghoz (V1. 1.), amint tehat az ABC hiromszog, tigy

185



aranylik az EAD haromszog a BAD haromszoghoz (V. 11.). Mind a

két, ABC, EAD haromszognek tehdt ugyanaz az ardnya BAD-hez;

egyenld tehat az ABC [hiromszog] az EAD haromszoggel (V. 9.).
Egyenl6 hiaromszogeknek tehét, ... Eppen ezt kellett megmutatni.
E.: VL 19

VI 16. Tétel

Ha négy szakasz ardnyos, akkor a kiiltagok altal kézrefogott téglalap
egyenld a beltagok dltal kozrefogott téglalappal; s ha a kiiltagok dltal
kozrefogott téglalap egyenld a beltagok dltal kézrefogott téglalappal,
akkor a négy szakasz ardnyos.

Legyen négy szakasz, AB, CD, e és f ardnyos: e az f-hez, mint
AB a CD-hez. Azt allitom, hogy az AB és f altal kozrefogott téglalap
egyenl a CD és e altal kozrefogott téglalappal.

Emeljiink [ugyanis] az A, C pontokban AB-re, illetve CD-re egy
AG, illetve CH mer6legest (I. 11.), és mérjiink f6l egy f-fel egyenld
AG-t és egy e-vel egyenlé CH-t (1. 3.). Egészitsiik ki a BG, DH para-
lelogrammakat (I. 31.).

Minthogy e tgy ardnylik fhez, mint AB a CD-hez, s e egyenlS
CH-val, f pedig AG-vel, CH tigy ardnylik AG-hez, mint 4B a CD-hez

(V. 7., 11.). A BC, DH paralelogramméknak

G H tehat forditva ardnyosak az egyenld szogek
melletti oldaldik. Amely egyenl$ szogii pa-
A B ralelogrammaéaknak viszont forditva aranyo-

& D sak az egyenl§ szdgek melletti oldalaik, azok

Bty Fopai egyenlSk (VI. 14.); egyenls tehat a BG para-

lelogramma a DH paralelogrammaval. S BG

az AB és f kozotti téglalap — egyenld ugyanis AG az f-fel -, DH pedig

a CD és e kozotti téglalap — egyenlS ugyanis e a CH-val —; az AB

és f altal kozrefogott téglalap tehat egyenlé a CD és e altal kozre-

fogott téglalappal.

Legyen most az 4B és f 4ltal kozrefogott téglalap egyenlS a CD és

e altal kozrefogott téglalappal. Azt 4llitom, hogy a négy szakasz ari-
nyos: e az f~hez, mint 4B a CD-hez.

Elkészitve ugyanis ugyanazt az abrat, mint az el6bb, minthogy az

AB és f kozotti téglalap egyenlS a CD és e kozottivel, s az AB és f
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kozotti téglalap BG — egyenld ugyanis AG az f-fel —, a CD és e kézotti
pedig DH — egyenlS ugyanis CH az e-vel -, BG egyenl6 DH-val.
S egyenld szogliek. Az egyenls és egyenls szogii paralelogrammaknak
viszont forditva ardnyosak az egyenld szogek melletti oldalaik (VI. 14.),
CH tehat gy aranylik AG-hez, mint 4B a CD-hez. CH viszont egyenld
e-vel, AG pedig f-fel; e tehat tigy ardnylik f~hez, mint AB a CD-hez
Ve Tasril 12):

Ha tehat négy. .. Eppen ezt kellett megmutatni.

B VIa s X 280032, 38 Fgy 11214 3:

VL. 17. Tétel

Ha hdrom szakasz ardnyos, akkor a kiiltagok dltal kézrefogott tégla-
lap egyenld a beltagra emelt négyzettel; s ha a kiiltagok dltal kézrefo-
gott téglalap egyenld a beltagra emelt négyzettel, akkor a hdrom szakasz
ardnyos.

Legyen harom szakasz, a, b és ¢ ardanyos: b a c-hez, mint a a b-hez.
Azt allitom, hogy az a és c altal kozrefogott téglalap egyenl a b-re
emelt négyzettel.

Vegyiink {6l egy b-vel egyenl§ d-t.

Minthogy b tigy ardnylik ¢-hez, mint @ a b-hez, s b egyenl8 d-vel, d
ugy aranylik c-hez, mint @ a b-hez (V. 7., 11.). Ha viszont négy szakasz
aranyos, akkor a kiiltagok altal kozrefogott
[téglalap] egyenld a beltagok 4ltal kozrefo- QF—
gott téglalappal (VI. 16.). Az a és ¢ kozotti D id+ 4
téglalap tehat egyenlS a b és d kozbttivel. A oy i
b és d kozotti téglalap viszont a b-re emelt
négyzet — egyenl8 ugyanis b a d-vel -, az a és c éltal kozrefogott
téglalap tehat egyenld a b-re emelt négyzettel.

Legyen most az a és ¢ kozotti téglalap egyenlS a b-re emelt négyzet-
tel. Azt éllitom, hogy b ugy ardnylik c-hez, mint a a b-hez.

Elkészitve ugyanis ugyanazt az 4brit, mint az el6bb, minthogy az
a és ¢ kozétti téglalap egyenlS a b-re emelt négyzettel, a b-re emelt
négyzet viszont a b és d kozotti téglalap — egyenlS ugyanis b a d-vel —,
az a és ¢ kozotti téglalap egyenld a b és d kozottivel. Ha viszont a kiil-
tagok kozotti téglalap egyenld a beltagok kozottivel, akkor a négy
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szakasz aranyos (V1. 16.). d tehat Ggy arénylik c-hez, mint @ a b-hez.
b viszont egyenlS d-vel; b tehit figy ardnylik c-hez, mint @ a b-hez
(VT

Ha tehat harom. .. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: X. 25., 27-28., 31-32., 33. L., 54., 60., 91., 97-98., 100.; XIII.
1-6., 10., 13,

VI. 18. Tétel

Emeljiink adott szakaszra adott sokszoghoz hasonlé és hasonldan
Jekvé sokszoget!

Legyen AB az adott szakasz, CE pedig az adott sokszog. Az AB
szakaszra kell tehat a CE sokszoghoz hasonlé és hasonléan fekvd
sokszoget emelni.

Huzzuk meg DF-et, és szerkessziink az 4B egyenesre, a rajta levs
A, illetve B ponthoz egy, a C-nél levd szdggel egyenld GAB, illetve
CDF-fel egyenl8 ABG szoget (I. 23.). Ekkor a harmadik, CFD sz6g
egyenlS az AGB szoggel (L. 32.); egyenl6k tehat az FCD haromszog
szogei a GAB haromszogéivel. Amint tehat FD a GB-hez, Gigy ardnylik
FC a GA-hoz és CD az AB-hez (VI. 4., V. 16.). Ismét, szerkessziink
a BG egyenesre, a rajta levé B, illetve G ponthoz egy DFE-vel egyenl6
BGH, illetve FDE-vel egyenl6 GBH szoget. Ekkor a harmadik, E-nél

levé sz6g egyenlé a harmadik, H-nal levs

E szoggel; egyenlSk tehdt az FDE haromszog

F, H szogeli a GHB hiromszdgéivel; amint tehat

G FD a GB-hez, tigy arénylik FE a GH-hoz és

ED HB-hez. Mint megmutattuk, tigy ardnylik

FC a GA4-hoz és CD az AB-hez, mint FD a

C DA B  GB-hez; amint tehdt FC az AG-hez, tgy

aranylik CD az AB-hez, FE a GH-hoz s vé-

giil ED a HB-hez (V. 11.). Minthogy a CFD szdg egyenl8 AGB-vel,

DFE pedig BGH-val, a teljes CFE szog egyenl6 a teljes AGH-val.

Ugyanigy CDE is egyenlé az ABH szoggel. A C-nél levé szog is

egyenl6 az A-nal levével, az E-nél levs pedig a H-ndl levivel; egyenlSk

tehat AH szbgei CE-éivel; s az egyenl§ szogek melletti oldalaik aré-
nyosak; hasonl6 tehat az AH sokszog a CE sokszéghoz.

Az adott 4B szakaszra tehdt az adott CE sokszdghoz hasonld és
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hasonléan fekv6 sokszoget emeltiink, 4H-t. Eppen ezt kellett meg-
tenni.
F.: VL 22, 25., 28-29.; XII. 11-12.

VI. 19. Tétel

Hasonld hdromszogek egymdssal a megfeleld oldalaikhoz viszonyitva
kétszeres ardnyban dllnak.

Legyenek ABC és DEF hasonl6é haromszégek, melyek B-nél, illetve
E-nél levS szoge egyenlS, és amint AB a BC-hez, gy ardnylik DE
EF-hez, tigyhogy BC megfelel EF-nek. Azt allitom, hogy az ABC
hiromszégnek a DEF haromszoghdz valé aranya kétszerese BC-nek
EF-hez val6 ardnydnak.*

Vegyiink ugyanis BC-hez és EF-hez egy BG harmadik aranyost,
ugyhogy amint BC az EF-hez, gy ardnyuljon EF a BG-hez (V1. 11.),
¢és hizzuk meg AG-t.

Minthogy DE ftigy aranylik EF-hez, mint 4B a BC-hez, felcserélve
BC tgy aranylik EF-hez, mint AB a DE-hez (V. 16.). Viszont amint
BC az EF-hez, Gigy aranylik EF a BG-hez. Amint tehat AB a DE-hez,
tgy aranylik EF a BG-hez (V. 11.); az ABG, DEF haromszogeknek
tehat forditva ardnyosak az egyenld szogek melletti oldalaik. Azok a
haromszogek viszont, melyeknek egy-egy sz06-

ge egyenld és az egyenld szogek melletti olda- A

laik forditva aranyosak, egyenl§ (teriiletii)ek D
(VL. 15.). EgyenlS (teriiletli) tehit az ABG

haromszog a DEF haromszoggel. S minthogy /\

amint BC az EF-hez, gy aranylik EF a BG-

hez, ha viszont hiarom mennyiség aranyos, B G CE 3
az els6 a harmadikkal a mésodikhoz viszonyitva kétszeres ardnyban
all, BC tehit BG-vel EF-hez viszonyitva kétszeres ardnyban 4ll.
Amint viszont BC a BG-hez, tigy ardnylik az ABC hiromszég az
ABG haromszoghdz (V1. 1.); az ABC haromszog is kétszeres ardny-
ban 4ll tehat 4BG-vel BC-nek EF-hez valé ardnyahoz képest. Az
ABG haromszog egyenlG (teriiletdi) a DEF haromszoggel; az ABC
hiromszog is kétszeres ardnyban 4ll tehat DEF-fel BC-nek EF-fel
valé ardnydhoz képest (V. 7., 11.).
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Hasonlé haromszogek tehét. . . [Eppen ezt kellett megmutatni. ]
F.: VI. 20.

Kovetkezmény*

Ebbdl mar nyilvanvald, hogy ha hirom szakasz arinyos, akkor
amint az els6 a harmadikhoz, Ggy ardnylik az els6re emelt alakzat a
masodikra emelt hasonl6 és hasonléan elhelyezett alakzathoz [mint-
hogy megmutattuk, hogy amint BC a BG-hez, gy aranylik az ABC
haromszog az ABG haromszdghtz, azaz DEF-hez]. Eppen ezt kellett
megmutatni.

o ML 2252 5031 5 X060 Ki:10.51112.: X111, 14-16.,:18:

VI. 20. Tétel

A hasonld sokszogek hasonld, ugyanolyan sok és a teljes sokszdgeké-
vel megegyezd ardnyu hdromszogekre esnek szét, s a sokszogek egy-
mdssal a megfeleld oldalakhoz képest kétszeres ardnyban dllnak.

Legyenek ABCDE és FGHKL hasonld sokszogek, AB és FG pedig
megfeleld oldalak. Azt allitom, hogy az ABCDE, FGHKL sokszogek
hasonl6, ugyanolyan sok és a teljes sokszdgekével megegyezs aranyti
haromszogekre esnek szét, s az ABCDE sokszog az FGHKL sokszdggel
kétszeres aranyban 4ll AB-nek FG-hez val6 ardnydhoz képest.

Huzzuk meg ugyanis BE-t, EC-t, GL-t és LH-t.

Minthogy az ABCDE sokszdg hasonlé az FGHKL sokszdghoz,
egyenl6 a BAE sz0g GFL-lel, s amint BA az AE-hez, gy aranylik
GF az FL-hez. Minthogy ABE és FGL
két haromszog, melyben egy-egy szog

F

B G egyenld, és az egyenld szdgek melletti
E | oldalak arényosak, egyenl6k az ABE

haromszog szbgei az FGL hiromszo-

géivel (VI. 6.), tfigyhogy hasonlé is

D'H K hozzé (VI. 4., 1.D.), az ABE szdg tehét

egyenl§ FGL-lel. A teljes ABC szog is

egyenlS a teljes FGH szbggel a sokszdgek hasonldsdga miatt, a ma-
radék EBC szog tehét egyenld LGH-val. S minthogy az ABE, FGL
héromszogek hasonlésdga miatt amint EB a BA-hoz, tigy aranylik
LG a GF-hez, valamint a sokszogek hasonlésdga miatt amint 4B
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a BC-hez, igy FG a GH-hoz, igy egyenlS§ (sok tagon) 4t amint
EB a BC-hez, gy aranylik LG GH-hoz (V. 22.), és az egyenl8 EBC,
LHG szogek melletti oldalak ardnyosak, egyenlSk tehdt az EBC hé-
romszog szogei az LGH hiromszogéivel (VI. 6.), tgyhogy hasonlé is
az EBC haromszog az LGH haromszoghoz (VI. 4.). Ugyanigy az ECD
hdromszog is hasonlé az LHK haromszoghéz. Az ABCDE, FGHKL
hasonlé sokszogeket tehat hasonlé és ugyanolyan sok haromszogre
bontottuk.

Azt allitom, hogy megegyez$ aranytiak a teljes sokszogekkel, azaz
ennélfogva aranyosak a haromszogek, mégpedig ABE, EBC, ECD az
el6tagok, FGL, LGH és LHK pedig az utétagjaik, s hogy az ABCDE
sokszog az FGHKL sokszoggel a megfelelé oldalakhoz, azaz AB-hez
és FG-hez képest kétszeres ardnyban 4ll.

Huzzuk meg ugyanis AC-t, FH-t.

Minthogy a sokszogek hasonlésdga miatt egyenl§ az ABC szog
FGH-val, s amint AB a BC-hez, gy aranylik FG a GH-hoz, egyenlGek
az ABC haromszog szogei az FGH haromszdgéivel (VI. 6.); a BAC
szOg tehat egyenlé GFH-val, BCA pedig GHF-fel. Minthogy a BAM
sz0g egyenlé GFN-nel és az ABM szog egyenlG FGN-nel, a harmadik,
AMB szdg is egyenld a harmadik: FNG szoggel (1. 32.); egyenlSk
tehat az ABM haromszog szogei az FGN hiromszogéivel. Hasonloképp
mutathatndnk meg, hogy a BMC hiromszognek is egyenlGk a szdgei
a GNH hiromszogéivel. Aranyosak tehat, amint AM az MB-hez, gy
FN az NG-hez és amint BM az MC-hez, igy GN az NH-hoz (VL. 4.),
ugyhogy egyenld (sok tagon) at amint AM az MC-hez, tigy aranylik
FN az NH-hoz (V. 22.). Masrészt amint AM az MC-hez, tgy aranylik
az ABM haromszég MBC-hez és AME az EMC-hez - tigy ardnylanak
ugyanis egymashoz, mint az alapjaik (VI. 1.). S amint barmelyik el8tag
az utotagjadhoz, uigy aranylik az elStagok Osszege az utdtagok Osszegé-
hez (V. 12.); amint tehit az AMB héromszég BMC-hez, tigy aranylik
ABE a CBE-hez. Viszont amint AMB a BMC-hez, tigy aranylik
AM az MC-hez, amint tehat AM az MC-hez, Ggy ardnylik az ABE
haromsz6g az EBC hiromszoghoz (V. 11.). Ugyanigy amint FN az
NH-hoz, gy aranylik az FGL haromsz6g a GLH hiromszoghtdz. FN
ugy aranylik NH-hoz, mint AM az MC-hez, amint tehdt az ABE
hdromszdg a BEC hdromszoghdz, \igy ardnylik az FGL hiromszog
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a GLH haromszoghoz (V. 11.) és foleserélve, amint az ABE haromszog
az FGL haromszoghoz, tigy a BEC haromszog a GLH héromszoghoz
(V. 16.). Hasonl6képp mutathatndnk meg BD-t és GK-t meghuzva
azt is, hogy amint a BEC haromszog az LGH haromszdghoz, ugy
aranylik az ECD haromszog az LHK hiromszogh6z. S minthogy
amint az ABE haromszog az FGL hiaromszoghtz, Gigy aranylik EBC
az LGH-hoz és ECD az LHK-hoz, amint barmelyik elStag az uté-
tagjdhoz, ugy aranylik az elStagok Osszege az utétagok dsszegéhez
(V. 12.); amint tehat az ABE hiromszdg az FGL haromszoghoz, ligy
aranylik az ABCDE sokszog az FGHKL sokszoghdz. Az ABE harom-
szog az FGL haromszoggel viszont kétszeres ardnyban 4ll a megfeleld
oldalakhoz, AB-hez és FG-hez képest — hasonld hdromszdgek ugyanis
a megfeleld oldalaikhoz képest kétszeres ardnyban 4llnak (VI. 19.).
Az ABCDE és FGHKL sokszogek is kétszeres aranyban allnak tehét
a megfelelé 4B, FG oldalaikéhoz képest (V. 11.).

A hasonl6 sokszogek tehat. .. [Eppen ezt kellett megmutatni.]

B X1 S8 K

Kovetkezmény

Ugyanigy mutathaté meg a [hasonlé] négyszogekrdl is, hogy a
megfeleld oldalakhoz képest kétszeres aranyban allnak. Ezt megmu-
tattuk a haromszdgekr6l is; tigyhogy altaldnossidgban is a hasonld
egyenes vonalil alakzatok egymassal a megfeleld oldalakhoz képest
kétszeres ardnyban 4llnak. Eppen ezt kellett megmutatni.

B g

(2. Kdvetkezmény )

[S ha vesziink AB-hez és FG-hez egy harmadik ardnyos o-t (VL. 11.),
akkor AB az o-val FG-hez képest kétszeres ardnyban 4ll. Viszont a
sokszogek, illetve négyszogek is kétszeres ardnyban allnak egymassal
a megfelelS oldalakhoz, azaz AB-hez és FG-hez képest. Ezt megmutat-
tuk a haromszégekrol is (VI. 19.), tgyhogy altalanossdgban is nyil-
vanvald, hogy ha harom szakasz ardnyos, akkor amint az elsé a har-
madikhoz tigy aranylik az elsére emelt alakzat a mdasodikra emelt
hasonlé és hasonldan elhelyezett alakzathoz.]
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VI. 21. Tétel
Az ugyanazon sokszoghdz hasonlo alakzatok egymdshoz is hason-
loak.
Legyen ugyanis mind a két, A, B sokszog hasonlé C-hez. Azt
allitom, hogy A4 és B is hasonlé.
Minthogy ugyanis A hasonlé C-hez, egyenlSk a szdgei az OGvéivel
¢s az egyenl§ szogek melletti oldalaik ardnyo-

sak. Ismét, minthogy B hasonlé C-hez, egyenidk @

a szbgei az ovéivel és az egyenld szogek mel-

letti oldalaik ardnyosak. Mind a két, 4, B alak-
zat szdgeil tehat egyenl6k €s az egyenlS szogek
melletti oldalaik ardnyosak az ovéivel [igyhogy

A-nak és B-nek is egyenlSk a szogei €és az
egyenld szogek melletti oldalaik ardnyosak (V. 11.)]. Hasonlé tehat 4
a B-hez. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: VI. 22,, 24., 28-29.

VI. 22. Tétel

Ha négy szakasz ardnyos, akkor a rdjuk emelt (ketténként) hasonl
és hasonldan elhelyezett sokszdgek is ardnyosak; s ha a négy sza-
kaszra emelt (kettonkeént) hasonlo és hasonloan elhelyezett sokszogek
ardnyosak, akkor maguk a szakaszok is ardnyosak.

Legyen | AB, CD, EF és GH négy ara-
nyos szakasz: amint AB a CD-hez, ugy
EF a GH-hoz, s emeljiikk az 4B, CD sza-

L
A A kaszokra a hasonldé és hasonléan fekvo
A D

KAB, LCD sokszogeket, EF-re és GH-ra
M N pedig a hasonlé és hasonléan fekv8 MF,
5 U NH sokszogeket. Azt allitom, hogy amint

F H KAB az LCD-hez, ugy aranylik MF az

o— S NH-hoz.

p i U Vegyiink ugyanis AB-hez és CD-hez egy

R  harmadik aranyos o-t, EF-hez és GH-hoz
pedig egy harmadik aranyos p-t (VL. 11.).

Minthogy amint 4B a CD-hez, Ggy arinylik EF a GH-hoz, s amint

CD az o-hoz, ugy GH a p-hez (V. 11.), egyenl§ (sok tagon) 4t amint
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AB az o-hoz, Ggy ardnylik EF a p-hez (V. 22.). Viszont amint 4B
az o-hoz, ugy aranylik KAB az LCD-hez, s amint EF a p-hez, tgy
MF az NH-hoz (VI. 19. K.), amint tehat KAB az LCD-hez, igy arany-
lik MF is NH-hoz (V. 11.).

Ardnyuljék most amint KA4B az LCD-hez, gy MF az NH-hoz. Azt
allitom, hogy amint AB a CD-hez, tigy aranylik EF a GH-hoz.

Ha ugyanis EF nem ardnylik ugy GH-hoz, mint 4B a CD-hez,
ardnyuljék QR-hez, mint AB a CD-hez (VI. 12.), és emeljiink QR-re
egy mind a két, MF, NH alakzathoz hasonlo és hasonldan fekvg SR
sokszoget (VI. 18., 21.).

Minthogy EF tigy ardnylik QR-hez, mint AB a CD-hez, és AB-re
és CD-re a hasonld és hasonléan fekvG KAB-t és LCD-t emeltiik s
EF-re és QOR-re a hasonlé és hasonldan fekvé MF-et és SR-t, amint
KAB az LCD-hez, ugy aranylik MF az SR-hez. Feltevés szerint MF
az NH-hoz is gy aranylik, mint K4AB az LCD-hez, amint tehat MF
az SR-hez, tigy ardanylik MF az NH-hoz (V. 11.). MF-nek tehat mind
a két NH, SR mennyiséghez ugyanaz az aranya, egyenld (teriiletii)
tehat NH az SR-rel (V. 9.). De hasonlé és hasonléan fekvd is hozza,
egyenld tehat a GH szakasz QR-rel (Lemma). S minthogy EF gy
aranylik QR-hez, mint AB a CD-hez, QR viszont egyenl§ GH-val,
amint 4B a CD-hez, ugy ardnylik EF a GH-hoz (V. 7.).

Ha tehéat négy szakasz. .. Eppen ezt kellett megmutatni.

B X 14.22.007.,166.,168.; XIT1:115:

Lemma

Azt pedig, hogy ha sokszdgek egyenlé (teriiletli)ek és hason-
16k, akkor a megfelel oldalaik egyenlSk egymadssal, igy mutathatjuk
meg:

Legyenek NH és SR egyenlG és hasonldé sokszogek, s ardnyuljék
amint HG a GN-hez, ugy RQO a OS-hez. Azt allitom, hogy RQ egyenld
HG-vel.

Ha ugyanis nem az, egyikiik nagyobb. Legyen RQ nagyobb HG-nél.
Minthogy HG tigy aranylik GN-hez, mint RQ a QS-hez, folcserélve is,
amint RQ a HG-hez, gy OS a GN-hez (V. 16.). OR nagyobb HG-nél,
OS is nagyobb tehat GN-nél (V. 14.), ugyhogy RS is nagyobb HN-nél
(8. Ax.). Azonban egyvenld is vele; ez viszont nem lehetséges. Nem
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igaz tehat, hogy OR nem egyenld GH-val; egyenld tehat vele. Eppen
ezt kellett megmutatni,

VI 23iFétel

Paralelogrammdk, melyeknek szogeik egyenlék, az oldalakéibol
dsszetevddd ardnyban dllnak egymdssal.

Legyenek AC, CF paralelogrammak, melyeknek egyenlSk a szogeik,
mégpedig legyen a BCD szdg egyenl8 ECG-vel. Azt éllitom, hogy az
AC paralelogramma a CF paralelogrammaval az oldalakéibdl Gssze-
tev8d6 ardnyban all.

Helyezziik Gket tigy el, hogy BC egy egyenesen legyen CG-vel.
Ekkor DC is egy egyenesen lesz CE-vel (1. 14.). Egészitsiik ki a DG
paralelogrammat, vegyiink fol egy k szakaszt, és ardnyuljék k az [-hez,
mint BC a CG-hez és [ az m-hez, mint DC a CE-hez (V1. 12.).

k-nak I-hez és I-nek m-hez val6 ardnya tehdt azonos az oldalak
ardanyaival: BC-nek a CG-hez és DC-nek a CE-hez val6 aranyaval.
k-nak m-hez valé ardnya viszont k-nak I-hez és l-nek m-hez val6
aranyabdl tevédik ossze, ugyhogy k az m-mel az oldalakéibol Gssze-
tev6d6 aranyban all. Minthogy az AC pa-
ralelogramma Gigy ardnylik CH-hoz, mint A D H
BC a CG-hez (VI. 1.), amint viszont BC a
CG-hez, ugy k az Il-hez, AC figy aranylik

CH-hotz; mint: e bhsg bV 11 ) demtt, B C G
minthogy a CH paralelogramma gy arany-

lik CFhez, mint DC a CE-hez, amint vi- £

szont DC a CE-hez, gy [ az m-hez, a CH K — F

paralelogramma tgy aranylik a CF para- { r—
lelogramméhoz, mint / az m-hez. Miutin /7 +———
megmutattuk, hogy amint k az [-hez, ugy
aranylik az AC paralelogramma a CH paralelogrammahoz s amint
| az m-hez, ugy a CH paralelogramma a CF paralelogramméhoz,
egyenld (sok tagon) 4t amint k az m-hez, Ggy aranylik AC a CF
paralelogrammdhoz (V. 22.). k az m-mel az oldalakéib6l Gsszetev6dd
aranyban all, AC és CF is az oldalakéibdl Osszetev6dd aranyban
all tehat (V. 11.).

Paralelogrammak tehat,. .. Eppen ezt kellett megmutatni.
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VI. 24, Tétel

Minden paralelogrammdban az dtlé melletti paralelogrammdk ha-
sonlék mind a teljes paralelogrammdhoz, mind egymdshoz.

Legyen ABCD egy paralelogramma, AC pedig egy atl6ja, s legyenek
az AC melletti paralelogrammak EG és HK. Azt allitom, hogy mind
a két, EG, HK paralelogramma hasonlé a teljes ABCD-hez és egymés-
hoz is.

Minthogy ugyanis az ABC hiromszdg egyik oldalaval, BC-vel par-
huzamosan huztuk EF-et, ardnyosak: amint BE az EA-hoz, ugy CF
az FA-hoz (VI. 2.). Ismét, minthogy az ACD hiromszog egyik oldala-
val, CD-vel padrhuzamosan htztuk FG-t, aranyosak: amint CF az
FA-hoz, Gigy DG a GA-hoz. De megmutattuk, hogy BE gy ardnylik
EA-hoz, mint CF az FA4-hoz, amint tehat BE az EA-hoz, tigy DG a
GA-hoz (V. 11.), és"6sszetéve, amint BA az AE-hez, igy DA az AH-hoz
(V. 18.), és folcserélve, amint BA az AD-hez, tgy EA az AG-hez (V. 16.)
Az ABCD, EG paralelogrammdknak tehat ardnyosak a kozos BAD
sz06g melletti‘'oldalaik. Minthogy GF parhuzamos DC-vel, az AFG szdg
egyenl6 DCA-val (I. 29.); s DAC kozds szdge a két, ADC, AGF
haromszognek; egyenlGk tehit az ADC hiromszog szdgei AGF-éivel
(I. 32.). Ugyanigy az ACB hiromszdgnek is egyenl8k a szdgei az AFE

haromszogéivel, s a teljes ABCD paralelogram-

Adk B ménak is egyenlSk a szdgei az EG paralelog-
rammééival. Ardnyosak tehdt: amint AD
G H DC-hez, Ggy AG a GF-hez, amint DC a CA-

hoz, gy GF az FA-hoz, amint AC a CB-hez,

tgy AF az FE-hez,s végiil amint CB a BA-hoz,

0 C Ugy FE az EA4-hoz (VI 4.). Miutdn megmutat-
tuk, hogy GF 1gy aranylik FA4-hoz, mint DC a

CA-hoz, s AF az FE-hez, mint AC a CB-hez, egyenl8 (sok tagon) 4t
GF tugy aranylik FE-hez, mint DC a CB-hez (V. 22.). Az ABCD,
EG paralelogrammaknak tehdt ardnyosak az egyenl6 szogek mel-
letti oldalaik; hasonlé tehat az ABCD paralelogramma az EG pa-
ralelogrammahoz. Ugyanigy az ABCD paralelogramma a KH pa-
ralelogrammahoz is hasonl6; mind a két, EG, HK paralelogramma-
hoz is hasonl6; mind a két, EG, HK paralelogramma hasonlé tehat
ABCD-hez. Az ugyanazon soksz6ghoz hasonl6k viszont egyméshoz is
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hasonl6k (VI. 21.); az EG paralelogramma is hasonl6 tehat a HK
paralelogrammahoz.

Tehat minden. . . Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: VI. 26., 29.

VI..25: Tétel

Szerkessziink adott sokszoghoz hasonlo és egyuttal egy mdsik adott
sokszoggel egyenld (terilletli) alakzatot!

Legyen az adott sokszdg, amelyhez hasonlét kell szerkeszteni, ABC,
amellyel pedig egyenlGt, D. ABC-hez hasonlé s egytttal D-vel egyenl6
alakzatot kell tehat szerkeszteni.

Illessziink hozz4 ugyanis a BC szakaszhoz egy az ABC haromszoggel
egyenl8 BE paralelogrammat (1. 44.), CE-hez pedig egy D-vel egyenld
és a CBL szbggel egyenl6 FCE szogli CM paralelogrammat (1. 45.).
Ekkor egy egyenesen lesz BC a CF-fel és LE az EM-mel (1. 29., 14.).
Vegyiink BC-hez és CF-hez egy GH kozéparanyost (VL. 13.), és emel-
jiink GH-ra egy ABC-hez hasonld és hasonléan fekvé KGH alakzatot
(VI. 18.).

Miutdn amint BC a GH-hoz, ugy ardnylik GH a CF-hez, és ha
hirom szakasz ardnyos, akkor amint az els6 a harmadikhoz, gy

Nl
i 2R

ardnylik az els6re emelt alakzat a masodikra emelt hasonlé és hason-
16an elhelyezett alakzathoz (VI. 19. K.), amint BC a CF-hez, gy
ardnylik az ABC haromszog a KGH hiaromszoghtz. Viszont amint
BC a CF-hez, Ggy aranylik a BE paralelogramma az EF paralelog-
rammdahoz (VI. 1.). Amint tehat az ABC hiromszog a KGH harom-
szoghdz, gy arnylik a BE paralelogramma az EF paralelogramméhoz
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(V. 1L.); foleserélve tehat amint az ABC haromszog a BE paralelog-
rammahoz, tigy a KGH hiromszog az EF paralelogramméhoz (V. 16.).
Az ABC héaromszog egyenl6 a BE paralelogrammaval, tehat a KGH
héromszdg is egyenl6 az EF paralelogrammaval (V. 14.). Az EF
paralelogramma viszont egyenlé D-vel; KGH is egyenl tehat D-vel.
S KGH egynuttal ABC-hez is hasonld.

Tehat egy, az adott ABC sokszoghdz hasonld és egyuttal a masik
adott D sokszoggel egyenl6 KGH alakzatot szerkesztettiink. Eppen
ezt kellett megtenni.

F.: VI. 28-29.

VI. 26. Tétel

Ha egy paralelogrammdbdl elvesziink egy ahhoz hasonlé és hasonldan
Jfekvd paralelogrammat, melynek van vele kézos szoge, akkor a para-
lelogrammdk ugyanazon dtlé mellett fekszenek.

Vegyiik el ugyanis az ABCD paralelogrammabol az 4ABCD-hez
hasonlé és hasonléan fekv8 AF paralelogrammdt, melynek DAB
szoge kozos vele. Azt allitom, hogy ABCD és AF ugyanazon atlo
mellett fekszik.

Ellenkez6 esetben legyen ugyanis AHC az atlo, és GF meghosszabbi-
tdsa messe H-ban, és huizzuk H-n 4t mind a két, 4D, BC oldallal
parhuzamosan HK-t (I. 31., 30.).

Minthogy 4BCD és KG ugyanazon atlé mellett fekszik, GA Ggy
ardnylik AK-hoz, mint DA az AB-hez (V1. 24.). Az ABCD, EG idomok

hasonlésaga miatt GA az AF-hez is 1gy

A G 0D aranylik, mint DA az AB-hez; GA tehat ngy
aranylik AE-hez, mint AK-hoz (V. 11.). GA4-

£ nak tehat mind a két 4K, AE mennyiséghez
K ugyanaz az aranya. EgyenlG tehat AF az AK-
val (V. 9.), a kisebb a nagyobbal; ez viszont

B C nem lehetséges. Nem igaz tehat, hogy 4ABCD

¢s AF nem fekszik ugyanazon atldé mellett:
az ABCD és az AF paralelogramma tehit ugyanazon 4tl6 mellett
fekszik.
Ha tehat egy. .. Eppen ezt kellett megmutatni.
F.: VI. 27-29.; X. 91., 95-96.
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VI. 27. Tétel

Egy szakaszhoz tigy illesztett dsszes paralelogramma kéziil, hogy egy,
a szakasz felére emelt paralelogrammdhoz hasonlo és hasonldan fekvd
paralelogramma marad fonn, a szakasz felére illesztett — s a fonnmara-
ddhoz hasonlé — a legnagyobb ( teriiletti).

Legyen AB egy szakasz s C a felezGpontja (I. 10.), és illessziink ugy
az AB szakaszhoz egy AD paralelogrammat, hogy az AB szakasz felére,
azaz CB-re emelt DB paralelogramma maradjon fénn. Azt allitom,
az AB-hez gy illesztett Osszes paralelogramma koziil, hogy egy
DB-hez hasonlé és hasonléan fekv$ paralelogramma marad fonn,
AD a legnagyobb. Illessziik ugyanis figy az 4B szakaszhoz az AF
paralelogrammat, hogy a DB-hez hasonlé és hasonléan fekvé FB
maradjon fonn. Azt dllitom, hogy AD nagyobb AF-nél.

Minthogy ugyanis a DB paralelogramma hasonl6 az F'B paralelog-
rammahoz, ugyanazon atlé koriil fekszenek

(VL. 26.). Hizzuk meg a DB 4tléjukat, és DN &
rajzoljuk meg az 4brat. m H
Minthogy CF egyenl8 FE-vel (1. 43.), FB "‘
pedig koz0s rész, a teljes CH egyenld a teljes \
KE-vel. CH viszont egyenlé CG-vel, mint- A CK B

hogy AC is egyenl6 CB-vel (1. 36.). GC is
egyenlS tehat EK-val. Adjuk hozzajuk kozos résznek CF-et: igy a
teljes AF egyenlé az LMN gnéménnal, tgyhogy a DB paralelog-
ramma, azaz AD (1. 36.), nagyobb az AF paralelogrammanal.

Tehat egy. .. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: VI. 28.

VI. 28. Tétel

Iilessziink gy adott szakaszhoz egy adoit sokszoggel egyenld para-
lelogrammdt, hogy egy adotthoz hasonlé paralelogramma maradjon
Jfonn. Sziikséges, hogy az adott sokszog [mellyel egyenlét kell oda-
illeszteni | ne legyen nagyobb a szakasz felére emelt — s a fonnmaraddhoz
hasonlé — paralelogrammdndl (V1. 27) [vagyis a felére emelt para-
lelogrammdnal, melyhez hasonlénak kell fonnmaradnia ].*

Legyen AB az adott szakasz, s az adott sokszog, amellyel egyenlSt
kell AB-hez illeszteni, C — mely nem nagyobb az 4B felére emelt, a
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fonnmaradohoz hasonlé paralelogrammanal —, amelyhez pedig
hasonlénak kell fonnmaradnia, D. Az adott AB szakaszhoz tehit az
adott C sokszoggel egyenlS paralelogrammat kell illeszteni tgy, hogy
egy D-hez hasonl6 paralelogramma maradjon fonn.

Legyen E az AB felezGpontja (I. 10.), emeljiink EB-re egy D-hez
hasonlé és hasonléan fekvé EBFG sokszbget (VI. 18.), és egészitsiik
kiaz AG paralelogrammé.t

Cpr

x

A E SB

Ha AG egyenlG C-vel, készen vagyunk a feladattal, hiszen az adoit
AB szakaszhoz az adottIC sokszoggel egyenld AG paralelogrammat
illesztettiink 1igy, hogy a D-hez hasonlé GB paralelogramma marad
fénn. Ha nem egyenld, legyen nagyobb HE a C-nél. HE egyenld
GB-vel (I. 36.), tehdt GB is nagyobb C-nél. Szerkessziink egy azon
tobblettel, mellyel GB nagyobb C-nél, egyenl§ és egyuttal D-hez
hasonl6 és hasonldéan fekvé KLMN alakzatot (VI. 25.). D viszont
hasonlé GB-hez: KM is hasonloé tehdt GB-hez (V1. 21.). Feleljen meg
KL a GE-nek és LM a GF-nek. Minthogy GB egyenl6 C meg KM-mel,
GB nagyobb]KM-nél, igy GE nagyobb KL-nél és GF LM-nél. Mérjiik
fol a KL-lel egyenl6 GO-t és az LM-mel egyenlé GP-t (I. 3.), és egé-
szitsiik ki az OGPQ paralelogrammat. Egyenld tehat ¢és hasonld
[GQ] KM-hez [KM viszont GB-hez hasonl6o]. GO is hasonlé tehat
GB-hez (VI. 21.), ugyanazon &tlé mellett fekszik tehit GQ és GB
(VL 26.). Legyen GQOB az 4tlojuk, és rajzoljuk meg az abréit.

Minthogy BG egyenlS C meg KM-mel, s ezek koziil KM-mel egyenld
GQ, a maradék UXV gnémén egyenlé a maradék C-vel. Miutin
PR egyenl§ OS-sel (1. 43.), adjuk hozzajuk kozos tagnak OB-t, igy a
teljes PB egyenl§ a teljes OB-vel. OB viszont egyenld TE-vel, minthogy
az AE oldal is egyenld EB-vel (I. 36.), TE is egyenld tehat PB-vel.
Adjuk hozzajuk kozos tagnak OS-t, igy a teljes T'S egyenls a teljes
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VXU gnéménnal. Viszont mint megmutattuk a ¥ XU gnémén egyenld
C-vel, TS is egyenld tehat C-vel.

Az adott AB szakaszhoz tehat az adott C sokszdggel egyenl6 ST
paralelogrammét illesztettiink ugy, hogy a D-hez hasonlé QB para-
lelogramma marad fonn [mivel QB hasonlé GQO-hoz (VI. 24.)] (VI.21.).
Eppen ezt kellett megtenni.

F.: X. 17-18., 33-35., 54-55., 57., 91-96., 98.

VI. 29, Tétel

Illessziink adott szakaszhoz adott sokszoggel egyenld paralelogram-
mdt gy, hogy egy adotthoz hasonld paralelogramma légjon ki.*

Legyen AB az adott szakasz, s az adott sokszog, amellyel egyenlSt
kell AB-hez illeszteni, C, amelyhez pedig hasonlénak kell kilégnia, D.
Az AB szakaszhoz tehat a C sokszoggel egyenlS sokszoget kell illesz-
teni 1igy, hogy egy D-hez hasonl6 paralelogramma 16gjon ki.

Legyen E az AB felezépontja (I. 10.), emeljiink EB-re egy D-hez
hasonl$ és hasonléan fekv8 BF paralelogrammat (VI. 18.), és szer-
kessziink egy BF és C osszegével egyenlS és egyuttal D-hez hasonld
és hasonldan fekv6 GH alakzatot (V1. 25.). Feleljen meg KH az FL-nek
és KH az FE-nek. Minthogy GH nagyobb FB-nél, KH nagyobb

sl MK H

PRcIANK
A [ &/P

N Q06

FL-nél és KG az FE-nél. Hosszabbitsuk meg FL-t, FE-t, KH-val legyen
egyenlG FLM, KG-vel pedig FEN (1. 3.), és egészitsitk ki MN-t. MN
tehat mind egyenld, mind hasonlé GH-val. GH viszont EL-hez hasonlé
(VI. 21.), MN is hasonlé tehat EL-hez, s EL és MN ugyanazon 4tl6
mellett fekszik (V1. 26.). Huzzuk meg FO atlojukat, és rajzoljuk meg
az abrat.
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Minthogy GH egyenl6 EL meg C-vel, GH viszont egyenl MN-nel,
MN is egyenlS EL meg C-vel. Vonjuk le a kozos EL-t: igy a maradék
YXV gnémoén egyenlé C-vel. Minthogy AE egyenld EB-vel, AN is
egyenld NB-vel (I. 36.), azaz LP-vel (I. 43.). Adjuk hozzajuk k&zos
tagnak EO-t: igy a teljes AO egyenl§ a VXY gnémdnnal. A VXY
gnémoén viszont egyenld C-vel, A0 is egyenl6 tehat C-vel.

Az adott AB szakaszhoz tehat az adott C sokszoggel egyenlé 40
paralelogrammat illesztettiink gy, hogy a D-hez hasonlé PQ para-
lelogramma 16g ki (VI. 21.), mivel EL is hasonlé PO-hoz (VI. 24.).
Eppen ezt kellett megmutatni.

E.: VI: 300

V1. 30. Tétel

Osszunk fol adott egyenesszakaszt folytonos ardnyban!

Legyen AB az adott egyenesszakasz. Az AB szakaszt kell tehat
folytonos ardnyban félosztani.

Emeljiink ugyanis AB-re egy BC négyzetet (1. 46.), és illessziink
AC-hez egy BC-vel egyenl6 CD paralelogrammat gy, hogy egy
BC-hez hasonlé AD alakzat 16gjon ki (VI. 29.).

BC négyzet, tehat 4D is az (V. 14.). Miutdn BC egyenld CD-vel,

vonjuk le a kozos CE-t: igy a maradék BF egyenl6 a

C F H maradék AD-vel. De a szogei is egyenlSk az dvéivel
(4. P.), BF-nek és AD-nek tehat forditva ardnyosak
az egyenl$ szogek melletti oldalaik (V1. 14.): amint
FE az ED-hez, Ugy aranylik AE az EB-hez. FE vi-
A B szont egyenls AB-vel (1. 34.), ED pedig AE-vel,
3 amint tehat BA az AE-hez, Gigy ardnylik AE az
D EB-hez (V. 7., 11.). S AB nagyobb AE-nél (8. Ax.),

AE is nagyobb tehat EB-nél (V. 14.).

Az AB szakaszt tehat folytonos aranyban osztottuk {6l az £ pont-

ban, és AE a nagyobb szelete. Eppen ezt kellett megtenni.

VI. 31. Tétel
A derékszégli hdromszogekben a derékszoggel szemkozti oldalra
emelt alakzat egyenld a deréksziget kizrefogd oldalakra emelt hasonlo
és hasonldan elhelyezett alakzatok dsszegével *
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Legyen ABC egy derékszogli haromszog, és benne BAC a derék:
sz0g. Azt 4llitom, hogy a BC-re emelt alakzat egyenl§ a BA-ra és
AC-re emelt hasonlé és hasonloan elhelyezett alakzatok osszegével.

Huizzuk meg az 4D mer6legest (I. 11.).

Minthogy az ABC derékszogli hAromszogben az A-nal levs derék-
szbg csticsabdl a BC alapra merélegesen bocsatottuk 4D-t, a merdleges
melletti ABD, ADC hiromszdgek hasonlék mind a teljes 4BC harom-
sz0ghdz, mind egyméshoz (V1. 8.). Minthogy ABC hasonlé ABD-hez,
amint CB a BA-hoz, Gigy ardnylik AB a BD-
hez. Minthogy hérom szakasz ardnyos, amint
az elsé a harmadikhoz, gy ardnylik az elsére
emelt alakzat a madsodikra emelt hasonld és
hasoniéan elhelyezett alakzathoz (VI 20. 2. p D C
K.). Amint tehdt CB a BD-hez, gy ardnylik a
CB-re emelt sokszdg a BA-ra emelt hasonlo ¢és
hasonléan elhelyezett sokszéghoz. Ugyanigy amint BC a CD-hez,
tgy aranylik a BC-re emelt sokszog a CA-ra emelthez, tigyhogy
amint BC a BD meg DC-hez, gy aranylik a BC-re emelt sokszdg a
BA-ra és AC-re emelt hasonldé és hasonléan elhelyezett sokszdgek
Ssszegéhez (V. 24.). BC egyenl§ BD meg DC-vel, tehat a BC-te
emelt sokszdg is egyenlS a BA-ra és AC-re emelt hasonl6é €és hason-
16an elhelyezett sokszogek osszegével (V. 14.).

A derékszogli hdromszogekben tehat... Eppen ezt kellett meg-
mutatni.

VI 82::1¢te]

Ha két hdromszoget, melynek két-két oldala ardnyos, egy-egy csi-
csdndl fogva ésszeillesztiink gy, hogy a megfeleld oldalaik pdrhuzamo-
sak is legyenek, akkor a hdromszégek harmadik oldala egy egyenesen
lesz.

Legyen ABC és DCE két héaromszdg, melynek két-két oldala,
BA, AC és DC, DE aranyos: amint 4B az AC-hez, ugy DC a DE-hez,
és AB parhuzamos DC-vel, AC pedig DE-vel. Azt allitom, hogy BC
és CE egy egyenesen van.

Minthogy ugyanis 4B pirhuzamos DC-vel, és az AC egyenes met-
szi Gket, a BAC, ACD valtészogek egyenlSk egyméssal (I. 29.).
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Ugyanigy a CDE szog is egyenld ACD-vel, tigyhogy BAC is egyenld
CDE-vel. Minthogy ABC és DCE két hiromszog, melynek egy-egy
szoge, az A-nal, illetve D-nél levs, egyenld, és az egyenlG szogek
melletti oldalak ardnyosak: amint B4 az AC-hez, gy CD a DE-hez,
az ABC haromszog szdgei egyenl6k a DCE ha-
D romszogéivel (VL. 6.), egyenlS tehat az ABC szog
DCE-vel. Mint megmutattuk, az ACD szdg egyenld
A BAC-vel, igy a teljes ACE szbg egyenl§ e két szog,
ABC és BAC Osszegével. Adjuk hozzdjuk kozos
tagnak ACB-t, igy ACE meg ACB egyenl6 BAC
meg ACB meg CBA-val. BAC meg ABC meg ACB
B E  viszont két derékszdggel egyenld (L. 32.), tehat
ACE meg ACB is két derékszdggel egyenld. A
valamely egyenesen, AC-n fekv8 C pontnal ekkor két egyenes, BC
és CE fekszik nem ugyanazon az oldalon, és két derékszoggel
egyenld ACE, ACB szogeket alkotnak egymas mellett, BC és CE
tehat egy egyenesen van (L. 14.).
Ha tehat két. .. Eppen ezt kellett megmutatni.
B XA Lal7.

VI. 33. Tétel

Egyenld korokben az ivek és a rajtuk nyugvd szégek ardnya ugyanaz,
akdr kéozéppontiak, akdr keriiletiek a szogek.*

Legyenek ABC és DEF egyenlS kordk, és legyenek bennitk kozép-
ponti szégek — G-nél, illetve H-ndl — BGC és EHF, keriiletiek pedig
BAC, EDF. Azt allitom, hogy amint a BC iv az EF ivhez, ugy arany-
lik mind a BGC sz6g EHF-hez, mind BAC az EDF-hez.

Vegyiink fol ugyanis egymas mellett tetszéleges sok, a BC ivvel
egyenlé CK, KL, s az EF ivvel egyenl6 FM, MN ivet, és hlizzuk meg
GK-t, GL-t, HM-et, HN-t.

Minthogy a BC, CK, KL ivek egyenl6k egymadssal, a BGC, CGK,
KGL szogek is egyenl6k egymassal (III. 27.), ahdnyszorosa tehét
a BL iv BC-nek, ugyanannyiszorosa a BGL szbg is BGC-nek. Ugyan-
igy ahanyszorosa az NE iv EF-nek, ugyanannyiszorosa az NHE szdg
is EHF-nek. Ha tehit a BL iv egyenl§ az EN ivvel, egyenlé a BGL
sz0g is EHN-nel (IIL. 27.), s ha nagyobb a BL iv az EN ivnél, a BGL
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szGg 1s nagyobb EHN-nél, s ha kisebb, kisebb. Van hit négy mennyi-
ség, két iv, BC és EF, s két szog, BGC és EHF, s ugyanannyiszorosat
vettitk a BC ivnek és a BGC szbgnek, a BL ivet, illetve a BGL szdget,
meg az EF ivnek és az EHF szognek, az EN ivet, illetve az EHN sz6-

get. Megmutattuk, hogy ha a BL iv nagyobb az EN ivnél, a BGL
szbg is nagyobb az EHN szognél, s ha egyenls, egyenld, s ha kisebb,
kisebb. A BGC szog tehat tgy aranylik az EHF szoghtz, mint a
BC iv az EF ivhez. Viszont amint a BGC sz6g EHF-hez, tigy aranylik
a BAC sz6g EDF-hez, mert mind a kett6 kétszerese a megfelel§
masiknak (III. 20., V. 15.). Amint tehat a BC iv az EF ivhez, figy
aranylik mind a BGC szdg EHF-hez, mind BAC az EDF-hez (V. 11.).

EgyenlS korokben tehét... Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: XIII. 8-9.
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Hetedik konyv

Definiciok

. Az egység az, ami szerint minden létez6t egynek mondunk.

. Szam az egységekbdl Gsszetev8ds sokasig.*

. Egy kisebb szimegy nagyobbnak hinyada*, ha osztja a nagyobbat.
. Tortrésze* pedig, ha nem osztja.

. Egy nagyobb szdm egy kisebbnek tobbszorose, ha a kisebb osztja.
. Paros a kettébonthatd szam.

. Paratlan pedig a ketté nem bonthatd, vagy masképp amelyik

egységben kiilonbozik egy paros szamtol.

. Parosszor paros az a szam, amelyik egy paros szam altal paros

szamian oszthato.

. Péarosszor paratlan pedig, amelyik egy péaros szam altal paratlan

szamuan oszthato.

Paratlanszor paros az a szam, amelyik egy paratlan szam altal
paros szamuan oszthato.*

Péaratlanszor paratlan szim pedig az, amelyik egy pératlan szdm
altal paratlan szimutian oszthatd.

Primszam, amelyik csak az egységgel oszthato.

Szamok egymashoz relativ primek, ha csak az egység kozos
osztojuk.

Osszetett az a szdm, amelyiket valamely szdm oszt.

Szamok relativ Osszetettek, ha valamely szam ko6zos osztojuk.
Azt mondjuk, hogy egy szdmmal megszorzunk egy masikat,
ha gy képeziink egy szamot, hogy annyiszor adjuk Gssze a szor-
zottat, ahany egység van a szorzéban.



17. A két szdm Osszeszorzasakor keletkez6 szdmot sikszdmnak
nevezziik, az Osszeszorzott szamokat pedig az oldalainak.

18. A hdrom szdm Osszeszorzdsakor keletkezd szam térszdm, az
Gsszeszorzott szamok pedig az oldalai.

19. Négyzetszam az egyenlGszor egyenlS alakd vagy méasképp a két
egyenlS szam altal kozrefogott szam.

20. Kobszdm az egyenl@szor egyenl8szor egyenld alakt, vagy mads-
képp a harom egyenld szam altal kézrefogott szam.

21. Szamok aranyosak, ha az elsé a mésodiknak ugyanannyiszorosa
vagy ugyanazon hdnyada, vagy ugyanazon tortrésze, mint a har-
madik a negyediknek.*

22. Sik- vagy térszamok hasonldak, ha az oldalaik ardnyosak.

23. Egy szam tokéletes, ha egyenld az osztdi* Gsszegével.

VII 1. Tétel

Ha van két nem egyenlé szdmunk, a kisebbet vdltakozva mindig
kivonjuk a nagyobbdl, és a maradék sosem osztja a megelézd szdmot,
mig csak nem az egység a mdaradék, akkor az eredeti szamok relativ
primek.*

Legyen AB és CD két [nem egyenlS] szam, €s a kisebbet valtakozva
mindig kivonvidn a nagyobbdl a maradék sose ossza a megel§z8
szamot. Azt allitom, hogy 4B és CD relativ
primek, azaz hogy AB-t és CD-t csak az egy- <2 ©— ______“
ség osztja. :

Ha ugyanis AB és CD nem relativ prim, C'___G:_____D
osztja ket valamely szdm. Ossza ket egy ¢ , »
szam. CD ossza BF-et, és legyen a nala kisebb
maradék FA, AF ossza DG-t, és legyen a nala kisebb maradék
GC, s GC ossza FH-t, és legyen a maradék a HA egység.

Minthogy e osztja CD-t, CD pedig osztja BF-et, e is osztja BF-et
(3. E.); de a teljes BA-t is osztja, tehat a maradék AF-et is osztja
(2. E.). AF viszont DG-t osztja, tehat e is osztja DG-t (3. E.); de a
teljes DC-t is osztja, tehdt a maradék CG-t is osztja. CG viszont
FH-t osztja, tehat e is osztja FH-t (3. E.); de a teljes FA-t is osztja,
tehat a maradék 4H egységet is osztja (2. E.), noha szam: ez pedig
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lehetetlen. Nem osztja tehat semelyik szdm az 4B és CD szdmokat,
AB és CD tehat relativ primek. Eppen ezt kellett megmutatni.
F. V2,

VIL 2. Tétel
Keressiik meg két adott nem relativ primszdm legnagyobb kozos
osztojdt!*
Legyen két adott nem relativ prim szdim AB és CD. Az 4B, CD
szdmoknak kell tehdt megkeresni a legna-

A E B gyobb kozos osztojat.
___________ Ha CD osztja AB-t — Onmagit szintén
CF omund) osztja -, akkor CD kozds oszt6ja CD-nek és
AB-nek. Es nyilvin a legnagyobb, egyetlen
g--7-- CD-nél nagyobb szdm sem osztja ugyanis
CD-t.

Ha pedig CD nem osztja AB-t, AB és CD koziil a kisebbet valtakozva
mindig kivonvan a nagyobbdl egy olyan szdm lesz a maradék, mely
osztja a megel6z6t. Nem az egység lesz ugyanis a maradék, mert
ellenkez8 esetben AB és CD relativ primek lennének (VII. 1.) fel-
tevésiink ellenére. Szam lesz tehat a maradék, mely osztja a meg-
el6z8t. CD ossza BE-t, és legyen a ndla kisebb maradék EA, EA
ossza DF-et, és legyen a nala kisebb maradék FC, s CF ossza AE-t.
Minthogy CF osztja AE-t, AE pedig osztja DF-et, CF is osztja
DF-et (3. E.); de 6nmagit is osztja, tehat a teljes CD-t is osztja (1. E.).
CD viszont BE-t osztja, tehat CF is osztja BE-t (3. E.); masrészt
EA-t is osztja, tehdt a teljes BA-t is osztja (1. E.). Viszont CD-t is
osztja, tehat CF osztja AB-t és CD-t. CF tehat kozos osztdja AB-nek
és CD-nek. Azt allitom, hogy a legnagyobb. Ha ugyanis CF nem a
legnagyobb ko6z0s osztdéja AB-nek és CD-nek, valamely CF-nél
nagyobb szdm osztja az AB és CD szamokat. Ossza Gket egy g szam.
Minthogy g osztja CD-t, CD pedig osztja BE-t, g is osztja BE-t
(3. E.); masrészt a teljes BA-t is osztja, tehat a maradék AE-t is
osztja (2. E.). AE viszont DF-et osztja, tehat g is osztja DF-et (3. E.);
mésrészt a teljes DC-t is osztja, tehdt a maradék CF-et'is/osztja
(2. E.), a nagyobba kisebbet, ami lehetetlen. Nem osztja tehat seme-
lyik CF-nél nagyobb szdm az AB, CD szidmokat, CF tehat AB-nek
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é CD-nek a legnagyobb kozos oszt6ja. [Eppen ezt kellett megmu-
tatni.]
F.: VIL 3-4.

Kovetkezmény

Ebbdl mar nyilvanvald, hogy ha egy szdm oszt két szdmot, akkor
a legnagyobb kozds osztéjukat is osztja. Eppen ezt kellett meg-
mutatni.

F.: VIL 3.
: VIL. 3. Tétel

Keressiik meg hdrom adott nem relativ primszam legnagyobb kdzds
osztojat!

Legyen az adott harom nem relativ primszdm a, b és c. a-nak,
b-nek és c-nek kell tehat megkeresni a legnagyobb ko6zds osztojat.

Vegyiik ugyanis kett6nek, a-nak és b-nek a d legnagyobb kézos
osztdjat (VIL. 2.). d vagy osztja c-t, vagy nem osztja. Ossza elGszor.
a-t és b-t is osztja, d tehat osztja a-t, b-t
és c-t, d kozods osztdja a-nak, b-nekésc- a— . ____

nek. Azt dllitom, hogy a legnagyobb. Ha d__
ugyanis d nem a legnagyobb kozos osz- b ____
téja a-nak, b-nek és c-nek, valamely gus

d-nél nagyobb szdm osztja a-t, b-t és c-t. c____

Ossza Gket egy e szam. Minthogy e

osztja a-t, b-t és c-t, a-t és b-t is osztja, tehat a és b legnagyobb
koz0s osztojat is osztja (VII. 2. K.). a és b legnagyobb kozds osz-
toja d, e tehat osztja d-t, a nagyobb a kisebbet, ami lehetetlen. Nem
osztja tehat semelyik d-nél nagyobb szam az a, b, ¢ szdmokat, d te-
hat a-nak, b-nek és c-nek a legnagyobb k6z6s osztdja.

Ne ossza most d a c-t. El6szor is azt allitom, hogy ¢ és d nem
relativ primek. Minthogy ugyanis a, b, és ¢ nem relativ primek,
valamely szam osztja Gket. Az a-t, b-t és c-t oszté szdm az a, b sz4-
mokat is osztja, és a-nak és b-nek legnagyobb kozds osztdjat, d-t
is osztja (VIL 2. K.), mdsrészt c-t is osztja, tehat a d, ¢ szamokat
osztja valamely szdm, d és ¢ nem relativ primek. Vegyiik hat a leg-
nagyobb kozds osztéjukat, e-t (VII. 2.). Minthogy e osztja d-t, d
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pedig osztja a-t és b-t, e is osztja a-t és b-t (3. E.); mésrészt c-t is
osztja, e tehat osztja az a, b, ¢ szdmokat, e koz6s osztéja a-nak,
b-nek és c-nek. Azt allitom, hogy a legnagyobb. Ha ugyanis e nem

a legnagyobb kozos osztbja
Qs Sl R disisy a-nak, b-nek és c-nek, vala-
mely e-nél nagyobb szdm
osztja a-t, b-t és c-t. Ossza
[ R Sy L f--?__  Oket, és nevezziik fnek. Mint-

hogy f osztja a-t, b-t és c-t,
az a, b szimokat is osztja, és a-nak és b-nek a legnagyobb kézos osz-
téjat is osztja (VIL. 2. K.). a-nak és b-nek a legnagyobb kozds osz-
toja d, f tehat osztja d-t; masrészt c-t is osztja, f tehét osztja a d,
¢ szamokat, és d-nek €&s c-nek a legnagyobb kozos osztdjat is osztja
(VIL 2. K.). d-nek és c-nek a legnagyobb kozds osztdja e, f tehat
osztja e-t, a nagyobb a kisebbet, ami lehetetlen. Nem osztja tehat se-
melyik e-nél nagyobb szdm az a, b, ¢ szimokat, e tehit g-nak, b-nek
és c-nek a legnagyobb kozds osztdja. Eppen ezt kellett megmutatni.

Fi: V1L 33,

VII. 4. Tétel

Bdrmely két szdm kozil a kisebb a nagyobbnak vagy hdnyada,
vagy tortrésze.

Legyen a és BC két szdm, és BC a kisebb. Azt allitom, hogy BC
az a-nak vagy hanyada, vagy tortrésze.

a és BC ugyanis vagy relativ primek, vagy nem. Legyenek el6szor
a és BC relativ primek. Ha BC-t foldbontjuk a benne levé egységekre,
akkor minden BC-ben lev6 egység egy bizonyos hé-
nyada lesz a-nak, ugyhogy BC tortrésze a-nak. ) S P

Ne legyenek most a és BC relativ primek. Ekkor B E F C
BC vagy osztja a-t, vagy nem osztja. Ha BC osztja ~~~~7~
a-t, BC hinyada a-nak. Ha nem, vegyiikk a-nak és d__
BC-nek a d legnagyobb kozds osztojat (VII 2.), és
bontsuk f61 BC-t a d-vel egyenl§ BE, EF, FC szdmokra. Minthogy
d osztja a-t, d hanyada a-nak. Masrészt d egyenl§ BE, EF, FC mind-
egyikével, tehdt BE, EF és FC mindegyike hanyada a-nak, ugyhogy
BC tértrésze a-nak,
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Barmely két szam koziil teh4t... Eppen ezt kellett megmutatni,
F.:VIL 20.

VIIL. 5. Tétel

Ha egy szam hdnyada egy mdsiknak, és egy harmadik ugyanaz a
hdnyada egy negyediknek, akkor az elsé és a harmadik ésszege is
ugyanaz a hdnyada a mdsodik és a negyedik dsszegének, mint az elsé
a mdsodiknak.*

Legyen ugyanis az a szdm hdnyada BC-nek, és a harmadik szam,
d, ugyanaz a hényada a negyedik EF-nek, mint a a BC-nek. Azt
allitom, hogy a és| d dsszege is ugyanaz a hdnyada BC és EF &ssze-
gének mint g a BC-nek.

Minthogy ugyanis amely hdnyada a a BC-nek, ugyanaz a hanyada
d az EF-nek, ahiny a-val egyenl6 szdm van BC-ben, annyi d-vel
egyenld szam van EF-ben. Bontsuk fol BC-t az ag-val egyenlé BG,
GC, EF-et pedig a d-vel egyenl6 EH,

HF szamokra. Ekkor a BG, GC szimok @———— d-
szdma egyenlS lesz az EH, HF szimok B G CE H F
szdmaval. Minthogy BG egyenl§ g-val, ~~~~~~== ~—=7-°-
EH pedig d-vel, BG meg EH egyenlS a

meg d-vel. Ugyanigy GC meg HF is egyenld a meg d-vel. Ah4ny a-val
egyenld szdm van tehat BC-ben, annyi a meg d-vel egyenld van BC
meg EF-ben. Ahédnyszorosa tehdt BC az a-nak, annyiszorosa BC
és EF Osszege a és d osszegének. Amely hidnyada tehat a a BC-nek,
vgyanaz a hdnyada a és d dsszege BC és EF osszegének. Eppen ezt
kellett megmutatni.

F.: VIL 6-7., 9-10., 12.

VILI. 6. Tétel

Ha egy szdm tortrésze egy mdsiknak, és egy harmadik ugyanaz
a tortrésze egy negyediknek, akkor az elsé és a harmadik osszege
is ugyanaz a tortrésze a mdsodik és a negyedik Osszegének, mint az
elsé a mdsodiknak.

Legyen ugyanis az AB szam tortrésze a ¢ szamnak, és egy harmadik
szam, DE, ugyanaz a tortrésze a negyedik fnek, mint AB c-nek. Azt
allitom, hogy 4B és DE Osszege is ugyanaz a tortrésze ¢ és f Osszegé-
nek, mint 4B a c-nek,
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Minthogy ugyanis amely tortrésze AB a c-nek, ugyanaz a tortrésze
DE az f-nek, ahany hanyada van c-nek 4B-ben, annyi hinyada van
Sfnek DE-ben. Bontsuk fol AB-t a c-nek AG, GB hanyadaira, DE-t

pedig az f-nek DH, HE héinyadaira.

A LGl D HE Ekkor az AG, GB szdmok szdma
"""" B egyenld lesz a DH, HE szdmok sz4-
Gl cri Jounic maval. Minthogy amely hédnyada

AG a c-nek, ugyanaz a hényada
DH az f-nek, amely hdnyada AG a c-nek, ugyanaz a hdnyada AG
és DH osszege ¢ és f osszegének (VIL. 5.). Ugyanigy amely hdnyada
GB a c-nek, ugyanaz a hinyada GB és HE Osszege c¢ és f Osszegé-
nek. Amely tortrésze tehat 4B a c-nek, ugyanaz a tortrésze AB és
DE osszege ¢ és f Osszegének. Eppen ezt kellett megmutatni.
F.: VIL 9-10., 12.

VII. 7. Tétel

Ha egy szam egy mdsiknak ugyanaz a hdnyada, mint egy kivonando
egy mdsik kivonandonak, akkor az egyik maradék is ugyanaz a hdnyada
a mdsik maradéknak, mint az egyik kisebbitendé a mdsik kisebbi-
tendbnek.* '

Legyen ugyanis az 4B szam a CD szamnak ugyanaz a hanyada,
mint az AE kivonand6 a CF kivonandénak. Azt 4llitom, hogy az EB
maradék is ugyanaz a hdnyada az FD maradéknak, mint az AB kisebbi-
tends a CD kisebbitendének.

Amely hdnyada AE a CF-nek, ugyanaz a hdnyada legyen EB a CG-
nek. Minthogy amely hanyada 4AE a CF-nek, ugyanaz a hdnyada
EB a CG-nek, amely hanyada 4E a CF-
nek, ugyanaz a hédnyada AB a GFnek A E B
(VIL 5.). Feltétel szerint viszont amely =~ =~
hinyada AE a CF-nek, ugyanaz a hdnya- G C_ x _F_ il D
da 4B a CD-nek, amely hanyada tehéat
AB a GF-nek, ugyanaz a hanyada CD-nek is; egyenl§ tehat GF a CD-
vel. Vonjuk le a kozos CF-et: igy a maradék GC egyenl6 a maradék
FD-vel. S minthogy amely hdnyada AF a CF-nek, ugyanaz a hinyada
EB a GC-nek, GC pedig egyenlS FD-vel, amely hinyada AE a CF-nek,
ugyanaz a hanyada EB az FD-nek. Viszont amely hdnyada AE a CD-
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nek, ugyanaz a hanyada AB is CD-nek, tehat az EB maradék is ugyanaz
a hdnyada az FD maradéknak, mint az AB kisebbitend§ a CD kisebbi-
tendének. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.VIL:8., Ll

VII. 8. Tétel

Ha egy szdm egy mdsiknak ugyanaz a tortrésze, mint egy kivonando
egy mdsik kivonanddnak, akkor az egyik maradék is ugyanaz a tort-
része a mdsik maradéknak, mint az egyik kisebbitendd a masik kisebbi-
tendonek.

Legyen ugyanis az 4B szdm a CD szdmnak ugyanaz a tortrésze,
mint az AE kivonandé a CF kivonandénak. Azt éllitom, hogy az EB
maradék is ugyanaz a tortrésze az FD maradéknak, mint az 4B
kisebbitend§ a CD kisebbitenddnek.

Vegyiink 6l egy AB-val egyenl6 GH-t. Amely tortrésze tehit GH
a CD-nek, ugyanaz a tortrésze AE a CF-nek. Bontsuk f6l GH-t a CD-
nek GK, KH héanyadaira, AE-t pedig a CF-nek AL, LE hinyadaira.
Ekkor a GK, KH szamok szdma egyen-

16 lesz az AL, LE szimok szamaval. C F D
Minthogy amely hdnyada GK a CD- ~~ "~~~ """ """777777
nek, ugyanaz a hanyada AL a CF-nek, G M K N H

s CD nagyobb CF-nél, GK nagyobb » ;:

AL-nél. Vegyiink fol egy AL-lel egyenld Ak B B

GMi-et. Amely hanyada tehdt GK a CD-

nek, ugyanaz a hdnyada GM a CF-nek, tehat a maradék MK is ugyan-
aza hanyada a maradék FD-nek, mint a GK kisebbitendd a CD kiseb-
bitend6nek (VIL. 7.). Ismét, minthogy amely hdanyada KH a CD-nek,
ugyanaz a hanyada EL a CF-nek, s CD nagyobb CF-nél, HK nagyobb
EL-nél. Vegyiink fol egy EL-lel egyenld KN-et. Amely hanyada tehét
KH a CD-nek, ugyanaz a hanyada KN a CF-nek, tehat a maradék
NH is ugyanaz a hdnyada a maradék FD-nek, mint a KH kisebbitendd
a CD kisebbitend6nek (VII. 7.). Mint megmutattuk, az MK maradék
is ugyanaz a hinyada az FD maradéknak, mint a GK kisebbitend8
a CD kisebbitend6nek, tehdt MK és NH Osszege ugyanaz a tortrésze
DF-nek, mint a HG kisebbitend8 a CD kisebbitendének. MK és NH
Osszege viszont egyenld EB-vel, HG pedig BA-val, tehat az EB mara-
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dék ugyanaz a tortrésze az FD maradéknak, mint az 4B kisebbitend8
a CD kisebbitendSnek. Eppen ezt kellett megmutatni.
F.: VIE 1L

VII. 9. Tétel

Ha egy szdm hdnyada egy mdsiknak, és egy harmadik ugyanaz a
hdanyada egy negyediknek, akkor folcserélve is, amely hdnyada vagy
tortrésze az elsé a harmadiknak, ugyanaz a hdnyada vagy tértrésze
a mdsodik is a negyediknek.*

Legyen ugyanis az a szdm hanyada BC-nek, és a harmadik szém,
d, ugyanaz a hanyada a negyedik EF-nek, mint g a BC-nek. Azt alli-
tom, hogy f6lcserélve is, amely hanyada vagy tortrésze a a d-nek,
ugyanaz a hanyada vagy tortrésze BC is EF-nek.

Minthogy ugyanis amely hidnyada a a BC-nek, ugyanaz a hdnyada

d az EF-nek, ahdny a-val egyenld szdm

e - van BC-ben, annyi d-vel egyenlS van EF-

BisnGo G E. H F ben. Bontsuk fol BC-t az a-val egyenlG

_____________ BG, GC, EF-et pedig a d-vel egyenld EH,

HF szimokra. Ekkor a BG, GC szamok szdma egyenl§ lesz az
EH, HF szamok szamaval.

Minthogy a BG, GC szamok egyenlSk egyméssal, az EH, HF sza-
mok is egyenlGk egymassal, és a BG, GC szamok szama egyenls az
EH, HF szdmok szamaval, igy amely hanyada vagy tortrésze BG az
EH-nak, ugyanaz a hanyada vagy tortrésze a BC Osszeg az EF Osszeg-
nek (VIL. 5-6.). BG viszont egyenl6 a-val, EH pedig d-vel, amely
hényada tehét vagy tortrésze a a d-nek, ugyanaz a hinyada vagy tort-
része BC az EF-nek. Eppen ezt kellett megmutatni.

PV 10NN 8

VII. 10. Tétel
Ha egy szdm tortrésze egy madsiknak, és egy harmadik ugyanaz
a tortrésze egy negyediknek, akkor folcserélve is, amely tortrésze vagy
hdnyada az elsé a harmadiknak, ugyanaz a térirésze vagy hdnyada
a mdsodik is a negyediknek.
Legyen ugyanis az AB szam tortrésze a ¢ szamnak, és egy harmadik
szam, DE, ugyanaz a tortrésze a negyedik fnek. Azt allitom, hogy
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folcserélve is, amely tortrésze vagy hinyada 4B a DE-nek, ugyanaz
a tortrésze vagy hanyada c is fnek.

Minthogy ugyanis amely tortrésze 4B a c-nek, ugyanaz a tortrésze
DE az f-nek, ahdny hdnyada van c-nek 4B-ben, annyi hanyada van
fnek DE-ben. Bontsuk f6l AB-t c-nek AG, GB héanyadaira, DE-t
pedig fnek DH, HE hanyadai-
ra. Bkkor az AG, GB szamok A G B P MRS - RSy 1
szédma ‘egyenlG lese a DEIMEE Slinc W oo T TT T T
szamok szdmdaval. Minthogy ¢ _ f
amely hinyada 4G a c-nek,
ugyanaz a hanyada DH az f-nek, folcserélve is, amely hdnyada
vagy tortrésze AG a DG-nek, ugyanaz a hdnyada vagy tortrésze c
is ffnek (VIL. 9.). Ugyanigy amely hédnyada vagy tortrésze GB
HE-nek, ugyanaz a hanyada vagy tortrésze c is f-nek, tgyhogy
amely hényada vagy tortrésze AG a DH-nak, ugyanaz a hanyada
vagy tortrésze GB a HE-nek, teh&t amely hényada vagy tortrésze
AG a DH-nak, ugyanaz a hanyada vagy tortrésze 4B is DE-nek (VII.
5-6.). Viszont, mint megmutattuk, amely hdnyada vagy tOrtrésze
AG a DH-nak, ugyanaz a hdnyada vagy tortrésze ¢ is f-nek, tehat
amely tortrésze vagy hdnyada AB a DE-nek, ugyanaz a tortrésze vagy
hanyada c is f:nek. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: VII. 13.

VIL 11, Tétel

Ha egy kisebbitendd (szdm) gy ardnylik egy mdsik kisebbitendd-
héz, mint egy kivonandd egy mdsik kivonanddhoz akkor az egyik mara-
dék is ugy ardnylik a mdsik maradékhoz, mint az egyik kisebbitendd
a mdsik kisebbitenddhoz.

Aréanyuljék az AE kivonand6 a CF kivonand6hoz, mint az AB ki-
sebbitend a CD kisebbitend6hoz. Azt 4llitom, hogy az EB maradék
is ugy aranylik az FD maradékhoz, mint az AB kisebbitend§ a CD

kisebbitend6hoz.
A E B Minthogy AE tgy ardnylik CF-hez,
_______________ mint AB a CD-hez, amely hényada vagy
C F D tortrésze AB a CD-nek, ugyanaz a hinya-

da vagy tortrésze AE a CF-nek. Az EB
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maradék is ugyanaz a hanyada vagy tortrésze tehdt az FD maradék-
nak, mint 4B a CD-nek (VII. 7-8.). Amint tehat EB az FD-hez, ugy
aranylik 4B a CD-hez. Eppen ezt kellett megmutatni.

E. 1 [X:35:

VII. 12. Tétel
Ha valahdny szdm ardnyos, akkor az eldtagok dsszege gy ardnylik
az utdtagok dsszegéhez, mint bdrmelyik elétag az utdtagjahoz.
Legyen valahdny szdm, a, b, ¢ és d ardnyos: ¢ a d-hez, mint a a b-hez.
Azt allitom, hogy a meg ¢ ugy ardnylik b meg

s d-hez, mint a a b-hez.

i A Minthogy ugyanis ¢ tigy aranylik d-hez, mint
a a b-hez, amely hinyada vagy tortrésze a a

L b-nek, ugyanaz a hanyada vagy tortrésze ¢ a d-

diushel i s nek. Tehat a és c Osszege is ugyanaz a hinyada

vagy tortrésze b és d Osszegének, mint a a b-nek
(VIL. 5-6.). Amint tehat a a b-hez, Gigy ardnylik ¢ meg ¢ a b meg
d-hez. Eppen ezt kellett megmutatni.
Ba VI 2S5 206305 35:

VIL. 13. Tétel

Ha négy szdm ardnyos, akkor foleserélve is ardnyos lesz.

Legyen négy szdm, a, b, ¢ és d ardnyos: amint a a b-hez, ugy ¢ a
d-hez. Azt allitom, hogy folcserélve is ardnyo-
sak lesznek: amint a a c-hez, Uigy b a d-hez.

Minthogy ugyanis ¢ ugy aranylik d-hez, p________
mint @ a b-hez, amely hdnyada vagy tortrésze
a a b-nek, ugyanaz a hinyada vagy tortrésze ¢
a d-nek. Folcserélve tehat: amely hdnyada vagy d______
tortrésze a a c-nek, ugyanaz a hanyada vagy
tortrésze b a d-nek (VIL. 9-10.). Amint tehat a a c-hez, Gigy arénylik
b a d-hez. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: VIL 14., 17., 20.; VIIL. 4., 18-20.; IX. 10., 17.
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VII. 14. Tétel

Ha van valahdny szdm és ugyanannyi mdsik, hogy kettesével mindig
ugyanabban az ardnyban dllnak, akkor egyenld (sok tagon) dt is
ugyanabban az ardnyban dllnak.*

Legyen a, b és ¢ valahiny szam, s d, e, f ugyanannyi masik, hogy
kettesével mindig ugyanabban az aranyban alljanak: d az e-hez,
mint @ a b-hez és e az f~hez, mint b a c-hez. Azt allitom, hogy egyenlé
(sok tagon) 4t d ugy ardnylik f~hez, mint @ a c-hez.

Minthogy ugyanis amint @ a b-hez, figy ardnylik d az e-hez, fol-
cserélve, amint a a d-hez, ugy b az

e-hez (VIL 13.). Ismét, minthogy 9-------- Ao
amint b a c-hez, Ggy ardnylik eaz b______ e _____
J-hez, folcseréive, amint b az e-hez, . foe

ugy ¢ az f~hez. Amint viszont b az
e-hez, ugy a a d-hez, amint tehat a a d-hez, Ggy ¢ az f-hez, s folcse-
rélve amint @ a c-hez, Ggy d az f-hez (VII. 13.). Eppen ezt kellett
megmutatni,

F.: VIIL 1., 5-6., 8,513, 21.; IX. 19., 36.

VII. 15. Tétel

Ha az egység ugyanannyiszor van meg egy szdmban, mint egy mdsik
szdm egy tovabbi szamban, akkor folcserélve az egység ugyanannyiszor
van meg a harmadik tagban — mely szdm —, mint a mdsodik tag a negye-
dikben.

Legyen ugyanis az a egység ugyanannyiszor meg a BC szdmban,
mint egy mésik szdm, d, egy tovabbi szdmban, EF-ben. Azt 4llitom,
hogy félcserélve az a egység ugyanannyiszor van meg a d szamban,
mint BC az EF-ben.

Minthogy ugyanis az a egység ugyanannyiszor van meg a BC szdm-

ban, mint d az EF-ben, ahiny egység

a_ do___ van BC-ben, annyi d-vel egyenlS szam

van EF-ben. Bontsuk f6l BC-t a benne

BGHC E._K L F 1ey§ BG, GH, HC egységekre, EF-et
pedig a d-vel egyenld EK, KL, LF sz4-

mokra. Ekkor a BG, GH, HC egységek szima egyenls lesz az EK, KL,
LF szdmok szdmaval. Minthogy a BG, GH, HC egységek egyenlSk
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egymassal, az EK, KL, LF szamok is egyenlSk egymassal, és a BG,
GH, HC egységek szama egyenl§ az EK, KL, LC szamok szdméval,
amint a BG egység az EK szimhoz, gy aranylik a GH egység a KL
szdmhoz és a HC egység az LF szamhoz, és amint barmely elGtag
az utétagjihoz, tigy az elStagok Osszege az utétagok Osszegéhez
(VII. 12.): amint tehat a BG egység az EK szamhoz, ugy BC az EF-
hez. Viszont a BG egység egyenl$ az a egységgel, az EK szam pedig a
d szdmmal, BC tehét tgy aranylik EF-hez, mint az a egység a d szam-
hoz. Az a egység tehat ugyanannyiszor van meg a d szdmban, mint
BC az EF-ben. Eppen ezt kellett megmutatni.
F.: VIL 16, 21., 24., 33., 37-38.; IX. 11.

VII. 16. Tétel
A két szdm osszeszorzdasakor keletkezd szdmok egyenlék egymdssal
(fiiggetleniil a sorrendtdl).
Legyen a és b két szam, és a-val b-t megszorozva keletkezzék c,
b-vel a-t megszorozva pedig d. Azt allitom, hogy ¢ egyenld d-vel,
Minthogy ugyanis a-val b-t szorozva keletkezett ¢, b annyiszor van
meg c-ben, ahany egység van a-ban. Egy e egység szintén annyiszor
van meg az a szamban, ahany egység abban

& van; az e egység tehdt ugyanannyiszor van
Ol il meg a-ban, mint b a ¢-ben. Folcserélve tehat
bata az e egység ugyanannyiszor van meg b-ben,
7 ol mint a a c-ben (VIL. 15.). Ismét, minthogy
e b-vel a-t szorozva keletkezett d, a annyiszor

van meg d-ben, ahdny egység van b-ben. Az
e egység szintén annyiszor van meg b-ben ahdny egység abban van;
az e egység tehat ugyanannyiszor van meg a b szdmban, mint a d-
ben. Viszont az e egység ugyanannyiszor volt meg b-ben, mint a ¢-ben;
a ugyanannyiszor van meg tehat c-ben és d-ben. ¢ tehat egyenl§
d-vel. Eppen ezt kellett megmutatni.
F.: VIL 18.,:34.5 VIIIL. 18.

VII. 17. Tétel
Ha két szamot megszorozunk egy szdammal, akkor a keletkezd szd-
mok ardnya ugyanaz, mint a megszorzottaké.*
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Keletkezzenek ugyanis a b, ¢ szamokat az a szimmal megszorozva
a d, e szamok. Azt 4llitom, hogy amint b a c-hez, ugy ardnylik d az
e-hez.

Minthogy ugyanis b-t a-val szorozva keletkezett d, b annyiszor
van meg d-ben, ahény egység van a-ban. Egy f egység az a szdimban
szintén annyiszor van meg, ahdny egység ab-
ban van; az f egység tehdt ugyanannyiszor a-— f-
van meg az a szdmban, mint b a d-ben. b d
Amint tehat az f egység az a szamhoz, tgy ~~~~ T~
aranylik b a d-hez. Ugyanigy amint az fegy- ¢ ___ e_______
ség az a szdmhoz, gy aranylik ¢ az e-hez is;
amint tehat b a d-hez, Ggy ¢ az e-hez. Folcserélve tehat amint b a
c-hez, tigy d az e-hez (VIL. 13.). Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: VIL. 18-19., 22,, 34.; VIIL. 2., 5., 10-12., 14-15., 18-21.; IX.
1-2., 4-5.

VII. 18. Tétel
Ha egy szdmot megszorzunk két szammal, akkor a keletkezett szd-
mok ardnya ugyanaz, mint a szorzoké.*
Keletkezzenek ugyanis a ¢ szdmot az a, b szamokkal megszorozva
a d, e szdmok. Azt 4llitom, hogy amint a a

a-__ b-hez, uigy ardnylik d az e-hez.
d S5 Minthogy c¢-t a-val szorozva keletkezett d,
b 7 a-t c-vel szorozva is d keletkezik (VIL 16.).
€ Ugyanigy b-t c-vel szorozva e keletkezik. Igy
c__ az a, b szdmokat megszorozva a ¢ szammal a d,

e szamok keletkeznek, amint tehat a a b-hez,
gy aranylik d az e-hez (VII. 17.). Eppen ezt kellett megmutatni.
B VIL A9 VHE 205 1019500418, 19-21: 4 13612,

VII. 19. Tétel
Ha négy szam ardnyos, akkor az elsé és a negyedik szorzata egyenlé
a mdsodik és a harmadik szorzatdval;: s ha az elsé és a negyedik szor-
zata egyenld a masodik és a harmadik szorzatdval, akkor a négy szdm
aranyos.*
Legyen négy szam, a4, b, ¢ és d arinyos: amint a a b-hez, gy c a
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d-hez, és a-val d-t szorozva keletkezzék e, b-vel c-t szorozva pedig f.
Azt 4llitom, hogy e egyenld f-fel.

Keletkezzék ugyanis a-val c-t szorozva g. Minthogy a-val c-t szo-
rozva keletkezett g, d-t szorozva pedig e, az a szammal a két, c, d
szdmot megszorozva keletkezett g és e. Amint tehat ¢ a d-hez, gy

aranylik g az e-hez (VIL. 17.).

oiEe e Amint viszont ¢ a d-hez, gy
(O Lo O R ardnylik a a b-hez, amint te-

Bt e hat a a b-hez, gy g az e-hez.
R o Ismét, minthogy a-val c-t szo-

Coie rozva keletkezett g, b-vel c-t
YL ST e szorozva pedig f, a két, a, b

dos szammal valamely ¢ szamot

szorozva keletkezett g és f.
Amint tehdt a a b-hez, ugy ardnylik g az fhez (VIL 18.). Amint
viszont a a b-hez, tgy aranylik g az e-hez, amint tehit g az e-hez,
Ugy g az f-hez. g-nek tehat e-hez és f-hez valé ardnya ugyanaz, e
tehat egyenld f-fel.

Legyen most e egyenld f-fel. Azt allitom, hogy amint a a b-hez, gy
aranylik ¢ a d-hez.

Az el8bbivel azonos konstrukcié révén, minthogy e egyenls f-fel,
amint g az e-hez, igy aranylik g az f-hez. Viszont amint g az e-hez,
ugy ardnylik ¢ a d-hez (VIL 17.), amint pedig g az f-hez, gy a a b-hez
(VIL 18.). Amint teh4t a a b-hez, gy c a d-hez. Eppen ezt kellett meg-
mutatni.

F.: VIL 24, 30., 33-34.; IX. 12-13,, 18, 36.

VII. 20. Tétel

Az ugyanazon ardnyi szamok kézill a legkisebbek osztjdk az ugyan-
ebben az ardnyban 4l szamokat, mégpedig a nagyobb ugyanannyiszor
van meg a nagyobban, mint a kisebb a kisebben.

Legyenek ugyanis azon szdmok koziil, melyeknek ugyanaz az
ardnya, mint g-nak és b-nek, CD, EF a legkisebbek. Azt allitom, hogy
CD ugyanannyiszor van meg a-ban, mint EF a b-ben.

CD ugyanis nem tortrésze a-nak. Tegyiik fel ugyanis, hogy az.
Ekkor EF ugyanaz a tortrésze b-nek, mint CD az a-nak (VIL. 13.).
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Ahény hanyada van tehdt g-nak CD-ben, annyi hanyada vanb-nek
EF-ben. Bontsuk f6l CD-t a-nak CG, GD, EF-ct pedig b-nek EH, HF
hdnyadaira. Ekkor a CG, GD szdmok szdma egyenl§ lesz az EH, HF
szamok szamaval. Minthogy a CG, GD szdmok egyenl6k egyméssal,
az EH, HF szdmok egyenl6k egymassal, és a CG, GD szdmok szdma
egyenld az EH, HF szimok szama-

val, GD tigy arinylik HF-hez, mint @____________ C G D
CG az EH-hoz. Amint teh4t bar- 77"
mely elftag az utétagjéhoz, tgy b---------- E H F

aranylik az elGtagok Osszege az uto6-
tagok osszegéhez (VIIL. 12.): amint CG az EH-hoz, ugy CD az EF-
hez. CG és EH arinya tehdt ugyanaz, mint CD-é és EF-¢, am ki-
sebbek niluk. Ez lehetetlen, mert féltevés szerint CD és EF a legki-
sebbek azon szdmok ko6zott, melyek ardnya ugyanaz, mint az 6vEékeé.
CD tehat nem tortrésze a-nak; hanyada tehat. EF is ugyanaz a ha-
nyada tehat b-nek, mint CD az a-nak; CD tehiat ugyanannyiszor van
meg ag-ban, mint EF a b-ben. Eppen ezt kellett megmutatni.®

F.: VIL 21., 24., 30., 33-34.; VIIL. 1., 4., 8., 20-21.; IX. 12,, 16-17.,
19., 36.

VII. 21. Tétel

A relativ primek az ugyanazon ardnyti szamok kézott legkisebbek.
Legyenek a, b relativ primszdmok. Azt allitom, hogy a és b az

ugyanezen aranyl szamok kozott legkisebbek.
Ellenkez8 esetben ugyanis léteznek a-nal és b-nél kisebb, ugyan-
abban az ardnyban 4ll6 szdmok mint a és b. Legyenek ezek c és d.
Minthogy az ugyanazon aranyu szamok koziil a legkisebbek oszt-
jak az ugyanebben az ardnyban 4ll6 szamokat,

l/ BENOLES. mégpedig a nagyobb ugyanannyiszor van meg
¢____ a nagyobban, mint a kisebb a kisebben (VII.
boe_o 20.), azaz az elGtag az elGtagban ugyanannyi-
d___ szor, mint az utétag az utétagban, ¢ ugyanannyi-
gor szor van meg a-ban, mint d a b-ben. Legyen e-ben

annyi egység, ahdnyszor megvan ¢ az a-ban. d
tehat annyiszor van meg b-ben, ahdny egység van e-ben. Minthogy
¢ annyiszor van meg a-ban, ahdny egység van e-ben, e annyiszor

221



van meg a-ban, ahdny egység van c-ben (VII. 15.). Ugyanigy e any-
nyiszor van meg b-ben, ahdny egység van d-ben. e tehit osztja a relativ
prim a-t és b-t; ami lehetetlen. Nincsenek teh4t a-nél és b-nél kisebb,
ugyanabban az ardnyban mint a és b 4ll6 szdmok, a és b az ugyanezen
aranyi szdmok kozott legkisebbek. Eppen ezt kellett megmutatni.
F.: VIL 24., 30., 33-34.; VIIL 1., 8., 21.;.1X. 12, 16-17., 19., 36.

VII. 22. Tétel

Az ugyanazon ardnyi szdmok koziil a legkisebbek relativ primek.*

Legyenek azon szdmok koziil, melyeknek ugyanaz az aridnyuk,
mint nekik, a és b a legkisebbek. Azt allitom, hogy a és b relativ pri-
mek.

Ha ugyanis nem relativ primek, osztja ket valamely szdm. Ossza
Gket egy e szam. Legyen annyi egység d-ben, ahdnyszor megvan c az
a-ban, e-ben pedig, ahanyszor megvan ¢ a b-ben.

Minthogy ¢ annyiszor van meg a-ban, ahdny egység van d-ben,

c-vel d-t szorozva a keletkezik. Ugyanigy

Ak e c-vel e-t szorozva b keletkezik. A ¢ szammal
d____ tehat a két, d, e szimot megszorozva a és b
biiiase keletkezik; a tehat ugy ardnylik b-hez, mint
e___ daz ehez (VIL 17.). dnek és e-nek tehat
Clis ugyanaz az aranya, mint g-nak és b-nek, am

kisebbek azoknal; ami lehetetlen. Nem osztja
tehdt semelyik szim az a, b szdmokat; a és b relativ primek. Ep-
pen ezt kellett megmutatni.
F.: VIIL 2-3.; IX. 15.

VII. 23. Tétel

Ha két szdm relativ prim, akkor az egyikiiket osztd szdm relativ prim
a mdsikhoz.

Legyenek a és b relativ primszamok, és a-t ossza valamely ¢ szam.
Azt allitom, hogy c és b is relativ primek.

Ha ugyanis ¢, b nem relativ primek, osztja Gket valamely szam.
Ossza egy d szam. Minthogy d osztja c-t, ¢
pedig osztja a-t, d is osztja a-t (3. E.). b-t is =
osztja; d tehét osztja a relativ prim a-t és b-t, b____ das
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ami lehetetlen. Nem osztja tehdt semelyik szdm c-t és b-t; ¢ és b
relativ primek. Eppen ezt kellett megmutatni.
F.: VIL. 24,

VII. 24. Tétel

Ha két szam relativ prim egy harmadikhoz, akkor a szorzatuk is
relativ prim hozzd.

Legyen ugyanis két szam, a és b, relativ prim valamely ¢ szdmhoz,
és a-val b-t szorozva keletkezzék d. Azt allitom, hogy c¢ és d relativ
primek.

Ha ugyanis ¢ és d nem relativ primek, osztja a c, d szdmokat vala-
mely szdm. Ossza egy e szim. Minthogy ¢ és a relativ primek, és c-t
osztja valamely e szam, a €s e relativ primek (VII. 23.). Legyen annyi
egység f~ben, ahanyszor megvan e a d-ben; f tehat annyiszor van meg
d-ben, ahany egység van e-ben (VIL 15.).
e-vel feet szorozva tehat d keletkezik. a-—- d . _____
Azonban a-val b-t szorozva is d keletke-
zik; egyenld tehat e és f szorzata a és b
szorzatdval. Ha viszont a kiiltagok szor- ___________ e
zata egyenld a beltagok szorzatival, ak-
kor a négy szdm ardnyos (VIL 19.): b tehét Ggy ardnylik f~hez, mint
e az a-hoz. a és e viszont relativ primek, a relativ primek pedig
legkisebbek (VII. 21.), az ugyanazon ardnyu szamok koziil a leg-
kisebbek pedig osztjak az ugyanebben az ardnyban 4llé6 szamokat,
mégpedig a nagyobb ugyanannyiszor van meg a nagyobban, mint
a kisebb a kisebben (VIL. 20.), azaz az elGtag az elStagban ugyan-
annyiszor, mint az utétag a mésik utétagban; e tehat osztja b-t. Vi-
szont c-t is osztja; e tehat osztja a relativ prim b-t és c-t, ami lehetet-
len. Nem osztja tehat semelyik szdm a ¢, d szdmokat, ¢ és d relativ
primek. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: VIIL 25-26.; IX. 15.

VIIL. 25. Tétel
Ha két szdm relativ prim, akkor az egyik négyzete is relativ prim a
madsikhoz.
Legyen a és b két relativ primszdm, és a-t Onmagdval szorozva
keletkezzék c. Azt 4llitom, hogy b és c relativ primek,
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- Vegyiink ugyanis egy a-val egyenl6 d-t. Minthogy a és b relativ
primek s a egyenlG d-vel, d és b is relativ primek. Mind a két, d, a szdm
relativ prim tehat b-hez, d és a szorzata is relativ prim lesz tehat b-hez

(VIIL. 24.). d és a szorzata viszont c; ¢ és b te-

goit pi il Ll hat relativ primek. Eppen ezt kellett megmu-
tatni.
boo d— F.: VIL 27.; IX. 15.

VII. 26. Tétel

Ha két szam egyszerre relativ prim két mdsik szdm bdrmelyikéhez,
akkor a két-keét szam szorzata is relativ prim.

Legyen ugyanis két szdm, a és b, egyszerre relativ prim két masik
szam, c¢ €s d barmelyikéhez, és a-val b-t szorozva keletkezzék e, c-vel
d-t szorozva pedig f. Azt allitom, hogy e és f relativ primek.

Minthogy ugyanis a és b barmelyike relativ prim c-hez, a és b szor-
zata is relativ prim c-hez (VIIL.

24.). a és b szorzata viszont e; e d—— CLESE S
és ¢ tehat relativ primek. Ugyan-

; St ki p b
igy d és e is relativ primek. c és d
mindegyike relativ prim tehat » ___ FB. SPET
e-hez. Tehat ¢ és d szorzata is

relativ prim e-hez (VII. 24.). ¢ €s d szorzata viszont f. e és f tehat re-
lativ primek. Eppen ezt kellett megmutatni.

] S Bl

VII. 27. Tétel

Ha két szam relativ prim, és mindkettét megszorozzuk énmagdval,
akkor a szorzatok relativ primek lesznek, és ha a szorzatokat megszo-
rozzuk az eredeti szamokkal, akkor ismét relativ primek keletkeznek [és
ez mindig (azaz bdrhdanyadik hatvdny esetében) igy van az utdbbiakkal |.

Legyen a és b két relativ primszam, és a-val 6nmagéat szorozva kelet-
kezzék c, c-t szorozva pedig d, s b-vel Gnmagit szorozva e, e-t szorozva
pedig f. Azt allitom, hogy mind ¢ és e, mind d és f relativ primek.

Minthogy ugyanis a és b relativ primek, és a-t 6nmagéval szorozva
keletkezett c, ¢ és b relativ primek (VIIL. 25.). Minthogy ¢ és b relativ
primek, és b-t 6nmagdval szorozva keletkezett e, c és e relativ primek
(VII. 25.). Ismét, minthogy a és b relativ primek, és b-t onmagaval
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szorozva keletkezett e, a és e relativ primek. Minthogy két szam, a és
¢, egyszerre relativ prim két masik szdm, b és e barmelyikéhez, a és ¢
szorzata is relativ prim b és

e szorzatdhoz (VII.26.). Sa %--- C-—-—----- d..27-. .
és ¢ szorzata d, b és e szorza-
ta pedig f. d és f tehat relativ
primek. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: VIII. 2-3.

VII. 28. Tétel

Ha két szém relativ prim, akkor az dsszegiik relativ prim bdrmelyik
taghoz; s ha az ésszeg relativ prim az egyik taghoz, akkor az eredeti
szdmok relativ primek.

Adjunk ossze ugyanis két relativ primszamot, 4B-t és BC-t. Azt 4l-
litom, hogy az AC &sszeg relativ prim 4B, BC barmelyikéhez.

Ha ugyanis"C4, AB nem relativ primek, osztja valamely szdm a

CA, AB szimokat. Ossza egy d szdm. Minthogy d

A B C osztja CA-t és AB-t, a maradék BC-t is osztja (2. E.).

"""""" Viszont BA-t is osztja; d tehat osztja a relativ prim

@5 AB-t és BC-t, ami lehetetlen. Nem osztja tehat seme-

lyik szdm a CA, AB szdmokat, CA4 és AB relativ pri-

mek. Ugyanigy AC és CB is relativ primek, CA4 tehit AB, BC mind-
egyikéhez relativ prim.

Legyenek most CA4 és AB relativ primek. Azt &llitom, hogy 4B
és BC relativ primek.

Ha ugyanis AB és BC nem relativ primek, osztja valamely szidm
AB-t és BC-t. Ossza egy d szam. Minthogy d az AB, BC mindegyikét
osztja, a teljes CA4-t is osztja (1. E.). Viszont AB-t is osztja; d tehét
osztja a relativ prim CA4-t és AB-t, ami lehetetlen. Nem osztja tehat
semelyik szdm”A4B-t és BC-t, AB és BC relativ primek. Eppen ezt
kellett megmutatni.

F.:IX.15.

VII. 29. Tétel
% Bdrmely primszam bdrmely szdmhoz, melyet nem oszt, relativ prim.
' ¥Legyen a primszam és ne ossza b-t. Azt 4llitom, hogy b és a relativ
primek.
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Ha ugyanis b és a nem relativ primek, osztja Gket valamely szam.

Ossza Gket ¢. Minthogy ¢ osztja b-t, a viszont nem osztja b-t, ¢ nem

ugyanaz a szdm, mint . Minthogy ¢ osztja b-t és a-t,

a___ c__ osztja az a primszamot is, noha nem ugyanaz, mint az;

ez viszont lehetetlen. Nem osztja tehat semelyik szdm

b - sem a b, a szdmokat, a és b relativ primek. Eppen ezt
kellett megmutatni.

B VIS0 TRRSE 50

VIL. 30. Tétel

Ha két szamot megszorzunk egymdssal, és a szorzatukat osztja vala-
mely primszdm, akkor a tényezdk egyikét is osztja.

Keletkezzék ugyanis két szdmot, a-t és b-t dsszeszorozva c, és ossza
c-t valamely d primszam. Azt allitom, hogy d osztja a és b egyikét.

Ne ossza ugyanis a-t. d primszam, tehdt a és d relativ primek
(VII. 29.). Legyen annyi egység e-ben, ahdnyszor megvan d c-ben.
Minthogy d annyiszor van meg c-ben, ahdny egység van e-ben, d-vel
e-t szorozva ¢ keletkezik. Viszont a-val b-t szorozva is ¢ keletkezik;
egyenld tehdt ¢ és d szorzata a €s b szorzataval,
amint tehat d az a-hoz, Ugy aranylik b az e-hez @-—— b____
(VIL. 19.). d és a viszont relativ primek, a re-
lativ primek pedig legkisebbek (VIL. 21.), a leg-
kisebbek pedig osztjak az ugyanebben az ardny- 4_ e
ban 4ll6 szdmokat, mégpedig a nagyobb ugyan-
annyiszor van meg a nagyobban, mint a kisebb a kisebben (VII.
20.), azaz az egyik elStag a mdsik elStagban ugyanannyiszor, mint
az egyik utétag a masik utétagban; d tehat osztja b-t. Hasonloképp
mutathatndnk meg azt is, hogy ha b-t nem osztja, akkor a-t osztja.
d tehat osztja a és b egyikét. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.:1X. 14.

VIIL. 31. Tétel
Bdrmely dsszelett szdmot oszt valamely primszdm.
Legyen a egy Osszetett szam. Azt allitom, hogy a-t osztja valamely
primszam.
Minthogy a Osszetett szam, osztja valamely szam. Ossza egy b szam.
Ha b prim, készen vagyunk a tétellel. Ha Osszetett, osztja valamely
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szam. Ossza egy c szam. Minthogy ¢ osztja b-t, b pedig a-t, ¢ is osztja
a-t (3. E.). Ha ¢ prim, kész vagyunk a tétellel. Ha Gsszetett, osztja vala-
mely szdm. Folytatva ezt a vizsgilatot taldlni fogunk egy prim-
szamot, mely osztja [a megel6z6 szamot, igy
a-t is osztja (3.E.)]. Ha ugyanis nem taldlndnk,
akkor végtelen sok szdm osztana az a szamot, b
melyek koziil a kovetkezé mindig kisebb az el6-
zGnél, ami a szamok korében lehetetlen. Talalni fogunk tehat egy
primszdmot, mely osztja a megel6z8 szdmot, igy a-t is osztja.

Tehat barmely. . . Eppen ezt kellett megmutatni.

F.:VIIL.:32.; X183 20 ;

VIIL. 32. Tétel
Bdrmely szam vagy prim, vagy osztja egy primszdm.
Legyen a egy szam. Azt 4llitom, hogy a vagy prim, vagy osztja
valamely primszam.
[ RN Ha a prim, készen vagyunk a tétellel. Ha Osszetett,
osztja valamely primszam (VII. 31.).
Tehét barmely szdm. . . Eppen ezt kellett megmutatni.

VII. 33. Tétel

Keressiik meg valahdny adott szamhoz a legkisebbeket, melyek
ugyanabban az ardnyban dllnak, mint 6k !

Legyen a valahdny adott szim a, b és ¢. A legkisebb szdmokat
kell tehat megkeresni, melyek ugyanabban az ardnyban 4llnak, mint
a,b,ésc.

a, b és c ugyanis vagy relativ primek, vagy nem. Ha a, b és c relativ
primek, akkor a legkisebbek az ugyanezen ardnyu szdmok kozott
(VIL 21.). Ha nem, vegyiik a-nak, b-nek és c-nek a d legnagyobb kozos
osztdjat (VII. 3.), és legyen annyi egység e-ben, f-ben, illetve g-ben,
ahanyszor megvan d az a-ban, b-ben, illetve c-ben. Ekkor e, f, illetve g
annyiszor van meg a-ban, b-ben, illetve ¢-ben, ahdny egység van d-ben.
e, f, illetve g tehit ugyanannyiszor van meg a-ban, b-ben, illetve c-ben;
e, f és g tehat ugyanabban az ardnyban 4ll, mint a, b és ¢. Azt 4llitom,
hogy legkisebbek is. Ha ugyanis e, fés g nem legkisebbek azon szamok
kozott, melyeknek ardnya ugyanaz, mint a-é, b-€ és c-é, akkor vannak
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e-nél, f~nél és g-nél kisebb szamok, melyek ardnya ugyanaz, mint a-é,
b-6 és c-é. Legyenek ezek h; k és . Ekkor h ugyanannyiszor van meg
a-ban, mint k, illetve / a b-ben, illetve c-ben (VIL. 20.). Legyen annyi
egység m-ben, ahanyszor meg-
a - e-—  h__  van haza-ban. Ekkor k, illetve
Bioi g f___ k___ [lannyiszor van meg b-ben, il-
letve c-ben, ahiny egység van
m-ben. Minthogy h annyiszor
d___ m___ van meg a-ban, ahdny egység
van m-ben, m annyiszor van meg
a-ban, ahiny egység van h-ban (VIL 15.). Ugyanigy m annyiszor van
meg b-ben, illetve c-ben, ahdny egység van k-ban, illetve I-ben; m
tehét osztja a-t, b-t és c-t. Minthogy h annyiszor van meg a-ban,
ahdny egység van m-ben, h-val m-et szorozva a-t kapunk. Ugyanigy
e-vel d-t szorozva is a-t kapunk. e és d szorzata tehat egyenl8 h és m
szorzatdval. Amint tehit e a h-hoz, Ggy ardnylik m a d-hez (VIL.
19.). e nagyobb h-nél, tehat m is nagyobb d-nél; és osztja a-t, b-t és
c-t; ami lehetetlen, feltevés szerint ugyanis d a legnagyobb kdzds
osztéja a-nak, b-nek és c-nek. Nem léteznek tehit e-nél, f~nél és g-nél
kisebb szdmok, melyek ugyanabban az ardnyban 4llnak, mint a, b és
c. e, f é g tehat a legkisebbek, melyek ugyanabban az ardnyban
llnak, mint @, b & c. Eppen ezt kellett megmutatni.
F.: VIIL 34.; VIIL. 2-3,, 6., 8., 20-21., 26.; IX. 15.

VII. 34. Tétel
Keressiik meg két adott szdm legkisebb kiézos tobbszordsét!*
Legyen a és b a két adott szam. A legkisebb kozos tobbszordsii-
ket kell tehat megkeresni.
a és b vagy relativ primek, vagy nem. Legyenek a és b el8szor relativ
primek, és a-val b-t szorozva kapjuk c-t. Ekkor b-vel a-t szorozva is ¢c-t
kapjuk (VIIL. 16.). a és b tehit osztjak c-t.

Azt allitom, hogy ¢ a legkisebb ilyen. El- Senn dermen
lenkez8 esetben ugyanis a és b osztanak b____ e___
valamely c-nél kisebb szamot. Osszak d-t. K f

Legyen e-ben annyi egység, ahdnyszor
megvan a a d-ben, f~ben pedig annyi egység, ahdnyszor megvan b a
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d-ben. a-val e-t szorozva, b-vel pedig f-et szorozva tehat d-t kapunk:
egyenls tehat a és e szorzata b és fszorzatdval. Amint tehat a a b-hez,
ugy aranylik f az e-hez (VII. 19.). a és b viszont relativ primek, a
relativ primek pedig legkisebbek (VII. 21.), a legkisebbek pedig oszt-
jak az ugyanabban az aranyban 4llé6 szdmokat, mégpedig a nagyobb
ugyanannyiszor van meg a nagyobban, mint a kisebb a kisebben
(VIL 20.); b tehat osztja e-t, az egyik utétag a masik utétagot. Mint-
hogy a-val b-t, illetve e-t szorozva c-t, illetve d-t kapjuk, ¢ ugy aranylik
d-hez, mint b az e-hez (VIIL. 17.). b osztja e-t, tehat ¢ is osztja d-t, a
nagyobb a kisebbet, ami lehetetlen. Nem osztanak tehit a és b sem-
milyen ¢-nél kisebb szdmot; ¢ az a és b legkisebb k6zos tobbszorose.

Ne legyenek most a és b relativ primek, és vegyiik a legkisebb
szamokat, melyek ardnya ugyanaz, mint a-é és b-é, f-et és e-t (VII. 33.).
Ekkor a és e szorzata egyenld b és f szorzatdval (VII. 19.). a-val e-t
szorozva keletkezzék c; igy
b-vel f-etszorozva is c-t kap- @----—- pi i
juk; a és b tehat osztja c-t. p e s g
Azt éllitom, hogy ¢ a legki-
sebb ilyen. Ellenkezs esetben
ugyanis a és b osztana vala- 4
mely c-nél kisebb szamot.
Osszak d-t. Legyen annyi egység g-ben, ahanyszor megvan a a d-ben,
h-ban pedig annyi, ahdnyszor megvan b a d-ben. a-val g-t szorozva,
b-vel pedig h-t szorozva tehat d-t kapunk; egyenld tehat a és g szorzata
b és h szorzatival; amint tehat a a b-hez, tigy ardnylik 4 a g-hez (VIL
19.). Amint viszont @ a b-hez, gy aranylik f az e-hez, amint tehat f az
e-hez, tigy aranylik h a g-hez. f és e viszont legkisebbek, a legkisebbek
pedig osztjak az ugyanebben az ardnyban 4ll6 szdmokat, mégpedig
a nagyobb ugyanannyiszor van meg a nagyobban, mint a kisebb a
kisebben (VII. 20.); e tehat osztja g-t. Minthogy a-val e-t, illetve g-t
szorozva c-t, illetve d-t kapjuk, amint e a g-hez, gy ardnylik ¢ a
d-hez (VIL 17.). e viszont osztja g-t, tehat c is osztja d-t, a nagyobb a
kisebbet, ami lehetetlen. Nem osztanak tehét a és b semmilyen c-nél
kisebb szdmot; ¢ az a és b legkisebb kozds tobbszorose. Eppen ezt
kellett megmutatni.

F.: VIL 36.; VIIL 4.
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VIL 35. Tétel
Ha két szam oszt valamely szdmot, akkor a legkisebb kézos tobb-
szorosiik is osztja.
Osszon ugyanis két szdm, a és b, valamely CD szamot, és legyen e a
legkisebb k6z0s tobbszorosiik. Azt allitom, hogy e is osztja CD-t.
Ha ugyanis e nem osztja CD-t, ossza e a DF-et és legyen a néla
kisebb maradék CF. Minthogy a és b
diaiian B e T T osztja e-t, e pedig osztja DF-et, a és b
is osztja DF-et (3. E.). Viszont a teljes
__________________ CD-t is osztjak, tehat a maradék CF-et
is osztjak (2. E.), mely kisebb, mint e,
ami lehetetlen. Nem igaz tehat, hogy e nem osztja CD-t; osztja
tehat. Eppen ezt kellett megmutatni.
F.: VILI. 36.; VIIL. 4.

VII. 36. Tétel

Keressiik meg hdrom adott szdm legkisebb kizds tébbszordsét!

Legyen a, b és ¢ a harom adott szdm. A legkisebb k6z6s tobbszors-
siiket kell tehat megkeresni.

Vegyiik ugyanis két szadm, a és b legkisebb kozos tobbszorosét

(VIL. 34.), d-t. ¢ vagy osztja d-t, vagy nem osztja. Ossza el8szor.
Maésrészt a és b is osztjak d-t; a, b
és c tehat osztjak d-t. Azt allitom, 9%---
hogy d a legkisebb ilyen. Ellenkez&
esetben ugyanis a, b és ¢ osztanak
valamely d-nél kisebb szdmot. Osz-
szak e-t. Minthogy a, b és c osztjae-t,
a és b is osztja e-t. Tehat a és b legkisebb kozds tobbszorose is osztja
[e-t] (VIL. 35.). a és b legkisebb kozos tobbszordse viszont d; d tehat
osztja e-t, a nagyobb a kisebbet, ami lehetetlen. Nem osztanak tehat a,
b és ¢ semmilyen d-nél kisebb szdmot; a, b és ¢ legkisebb k6zds tobb-
szorose d.

Ne ossza most ¢ a d-t, és vegyiik c és d legkisebb kozos tobbszorosét,
e-t (VIL. 34.). Minthogy a és b osztja d-t, d pedig osztja e-t, a és b is
osztja e-t (3. E.). Viszont ¢ is osztja [e-t], tehdt a, b és ¢ osztjik e-t.
Azt 4llitom, hogy e a legkisebb ilyen. Ellenkez6 esetben ugyanis a, b és
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¢ osztanak valamely e-nél kisebb szdmot. Osszak f-et. Minthogy a, b és
¢ osztjak f-et, a és b is osztjak f-et, tehat a és b legkisebb kozos tobb-
szorose is osztja fret (VIL 35.). a és b legkisebb k6z0s tobbszorose
viszont d; d tehat osztja f-et. Masrészt
¢ is osztja f-et, tehat d és c osztjdk a__ d
fet, tigyhogy d és c¢ legkisebb kozos
tobbszorose is osztja fet (VIL 35.). ¢
és d legkisebb kozos tobbszordse vi- ¢ fo?-L
szont e; e tehat osztja f-et, a nagyobb
a kisebbet, ami lehetetlen. Nem osztanak tehat a, b és ¢ semmilyen
e-nél kisebb szdmot; a, b és ¢ legkisebb kozds tobbszordse e. Eppen
ezt kellett megmutatni.

F.: VIIL 39.

VII. 37. Tétel

Ha egy szamnak osztéja valamely szdm, akkor a szamnak, melynek
ez osztdja, van annyiad része, amennyi az oszto.

Ossza ugyanis az a szamot valamely b szim. Azt allitom, hogy a-nak
van annyiad része, amennyi b.

Legyen ugyanis annyi egység c-ben, ahdnyszor megvan b az a-ban.
Minthogy b annyiszor van meg a-ban, ahdny egység van c-ben, s a d
egység annyiszor van meg c-ben, ahdny egység
van ebben, a d egység ugyanannyiszor van meg
b__ d_ c-ben, mint b az a-ban. Folcserélve tehat a d

egység ugyanannyiszor van meg b-ben, mint ¢
az a-ban (VIIL. 15.); amely hanyada tehat a d egység a b szdmnak,
ugyanaz a hanyada c¢ az a-nak. A d egység viszont annyiad része
b-nek, amennyi b, tehat ¢ az a-nak szintén annyiad része, amennyi b;
tehat ¢ annyiad része a-nak, amennyi b. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: VIL 39.

(. [ LI

VII. 38. Tétel
Ha egy szamnak Iétezik valamelyik hdnyada, akkor a szdmot osztja az
a szdm, ahdnyad része a hanyad a szamnak.
Legyen ugyanis a-nak b valamely hanyada, és ¢ az a szdm, ahanyad
része b az a-nak. Azt llitom, hogy c osztja a-t.
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Minthogy ugyanis b annyiad része a-nak, amennyi c, és a d egység
is annyiad része c-nek, amennyi ¢, amely hdnyada a d egység a ¢ szdm-
nak, ugyanaz a hanyada b az a-nak; a d egység te-
g = €--  hit ugyanannyiszor van meg a ¢ szémban, ahany-
B d_  szor b a c-ben. Folcserélve tehét, a d egység ugyan-
annyiszor van meg a b szamban, ahinyszor ¢ az
a-ban (VIL 15.). ¢ tehat osztja a-t. Eppen ezt kellett megmutatni.
F.: VIL. 39,

VIL. 39. Tétel

Keressiik meg a legkisebb szdmot, melynek léteznek adott hdnyadail*

Legyenek az adott hdnyadok a, b és c. A legkisebb szdmot kell
tehat megtalalni, melynek 1éteznek az 4, b, ¢ hanyadai.

Legyenek ugyanis d, e illetve f azok a szdmok, ahdnyad része a, b,
illetve c, és vegyiik d, e és flegkisebb kozds tobbszorosét, g-t (VIL. 36.).

g-nek tehat 1éteznek annyiad részei, amennyi d, e, illetve f(VIIL. 37.).
Az annyiad részek viszont, amennyi d, e, illetve f, a, b, illetve c.
g-nek tehat léteznek az a, b, ¢ ha-

nyadai. Azt allitom, hogy g a leg- a__ b Co
kisebb ilyen. Ellenkez6 esetben d . f
ugyanis létezik valamilyen g-nél 77777 T 0T
kisebb szdm, melynek léteznek az g____________ h__?2__

a, b, ¢ hanyadai. Legyen ez h.

Minthogy h-nak léteznek az a, b, ¢ hinyadai, h-t osztjak azok a sz4-
mok, ahdanyad részek a, b és c¢ (VIL 38.). Azok a szdmok viszont,
ahdnyad részek a, b és ¢, d, e és f. h-t tehét osztja d, e és f, és kisebb
g-nél, ami lehetetlen. Nincs tehat semmilyen g-nél kisebb szam, mely-
nek léteznek az a, b, ¢ hdnyadai. Eppen ezt kellett megmutatni.
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Nyolcadik konyv

VIIL 1. Tétel
Ha egy tetszdleges sok tagi mértani sorozat szélso tagjai relativ pri-
mek, akkor a sorozat tagjai legkisebbek azon szdmok kozétt, melyek-
nek ugyanaz az ardnya, mint nekik.
Legyen a, b, ¢, d egy tetszGleges sok tagl mértani sorozat, és a sz€lsé
tagjaik, a és d, legyenek relativ primek. Azt allitom, hogy @, b, césda
legkisebbek azon szamok ko6zott, melyek ardnya ugyanaz, mint nekik.

ol L e___ _

bl e of il
G g
disadi- 4 ! TN U LY SETOIEE

Ellenkezd esetben ugyanis legyenek e, f, g és h az g-nél, b-nél, c-nél
és d-nél kisebb szdmok, melyek aranya ugyanaz, mint ezeknek. Mint-
hogy az a, b, ¢, d szamok ardnya ugyanaz, mint az e, f, g, h szimoké,
és [az a, b, ¢, d szamok] szdma egyenl§ [az e, f, g, h szdmok] szdmdval,
egyenld sok tagon 4t amint a a d-hez, igy ardnylik e a h-hoz (VII. 14.).
a és d viszont relativ primek, a relativ primek pedig legkisebbek
(VIL. 21.), a legkisebbek pedig osztjik az ugyanabban az ardnyban
4ll6 szdmokat, mégpedig a nagyobb ugyanannyiszor van meg a na-
gyobban, mint a kisebb a kisebben (VII. 20.), azaz az egyik elStag
ugyanannyiszor a méasik elStagban, mint az egyik utétag a mésik uté-
tagban. Osztja tehdt a az e-t, a nagyobb a kisebbet, ami lehetetlen.
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Nem 4llnak tehat az a, b, ¢, d szimoknél kisebbként az e, f, g, h sz4-
mok ugyanabban az ardnyban, mint azok, a, b, ¢ és d a legkisebbek
azon szamok kozott, melyek ardnya ugyanaz, mint nekik. Eppen ezt
kellett megmutatni.

F . VIIL 2.9,

VIIL. 2. Tétel

Keressiik meg tetszélegesen kijelolt tagszam esetére az adott ardny
mellett legkisebb tagokbdl dllé mértani sorozatot.*

Legyen a — legkisebb szdmokkal (VIL. 33.) — adott ardny a-é b-hez.
Tetsz6legesen kijelolt tagszam esetére meg kell tehat keresni az a a b-
hez ardny mellett legkisebb tagokbdl 4116 mértani sorozatot.

acz b i oo e

Legyen a négy tagszAmnak kijeldlve, és a-val onmagit szorozva
keletkezzék ¢, b-t szorozva pedig d, b-t nmagéval szorozva keletkez-
z€k e, a-val c-t, d-t, illetve e-t szorozva f, g, illetve h, végiil b-vel e-t
szorozva keletkezzék k.

Minthogy a-val dnmagit szorozva kaptuk c-t, b-t szorozva pedig
d-t, ¢ igy aranylik d-hez, mint a a b-hez (VII. 17.). Ismét, minthogy
b-t a-val szorozva kaptuk d-t, 6nmagaval szorozva pedig e-t, b-t a-val,
illetve b-vel szorozva d-t, illetve e-t kapunk, tehat d gy ardnylik
e-hez, mint a a b-hez (VIL 18.). Mésrészt ¢ tigy aranylik d-hez, mint
a a b-hez, tehat amint ¢ a d-hez, Gigy aranylik d az e-hez. Minthogy
a-val c-t, illetve d-t szorozva kapjuk f-et, illetve g-t, f Gigy ardnylik
g-hez, mint ¢ a d-hez (VII. 17.). Viszont a ugy aranylott b-hez, mint
¢ a d-hez, tehat amint a a b-hez, Gigy aranylik fa g-hez. Ismét, mint-
hogy a-val d-t, illetve e-t szorozva kaptuk g-t, illetve h-t, g igy arany-
lik h-hoz, mint d az e-hez (VII. 17.). Mésrészt a Ggy aranylik b-hez,
mint d az e-hez, amint tehat a a b-hez, gy aranylik g a h-hoz. Mint-
hogy e-t a-val, illetve b-vel szorozva kaptuk h-t és k-t, h gy ardnylik
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k-hoz, mint a a b-hez (VIL. 18.). Mésrészt amint a a b-hez, tgy ardny-
lik mind f a g-hez, mind g a h-hoz, amint tehét f a g-hez, tigy mind
g a h-hoz, mind h a k-hoz; ¢, d,eésf, g, h, k mértani sorozat tehét az
a a b-hez aranyban. Azt édllitom, hogy a legkisebb ilyenek. Minthogy
ugyanis a €és b legkisebbek azon szdmok kozott, melyek ardnya
ugyanaz, mint nekik, az ugyanazon aranyt szdmok kozott a legkiseb-
bek pedig relativ primek (VIIL. 22.), a és b relativ primek. S a-val,
illetve b-vel 6nmagdt szorozva kaptuk c-t és e-t, c-t, illetve e-t szo-
rozva pedig f-et, illetve k-t; ¢, e és f, k tehat relativ primek (VII.
27.). Ha viszont egy tetszGleges sok tagi mértani sorozat széls6
tagjai relativ primek, akkor a sorozat tagjai legkisebbek azon szamok
kozott, melyek ardnya ugyanaz, mint az 6véké (VIIL. 1.). ¢, d, e és
f» g h, k tehét a legkisebbek azon szdmok kozott, melyek ardnya
ugyanaz, mint a-é és b-é. Eppen ezt kellett megmutatni.
F.: VIIL 3., 8., 9., 21., 27.

Kovetkezmény

Ebbd6l mar nyilvanval6, hogy ha egy haromtagli mértani sorozat
tagjai legkisebbek azon szdmok kozott, melyek ardnya ugyanaz, mint
az ovéké, akkor a széls6 tagok négyzetszamok, négytagu sorozat ese-
tén pedig kdbszamok.

F.: VIIL. 3, 9., 26-27.; IX. 15.

VIII. 3. Tétel

Ha egy tetszdleges sok tagit mértani sorozat tagjai legkisebbek azon
szdmok kozott, melyek ardnya ugyanaz, mint az ovéké, akkor a szélsé
tagok relativ primek.

Legyen a, b, ¢, d egy tetszOleges sok tagi mértani sorozat, melynek
tagjai legkisebbek azon szamok kozott, melyek ardnya ugyanaz, mint
az ovéké. Azt allitom, hogy a szé€ls§ tagok, a és d, relativ primek.

Vegyiink ugyanis az a, b, ¢, d sorozat arAnyaban két legkisebb sz4-
mot, e-t és f~et (VII. 33.), hdrmat, g-t, h-t és k-t, és sorban mindig eggyel
tobbet (VIIL. 2.), amig a nyert tagszdm egyenl6 nem lesz a, b, c, d
tagszdméval. Vegyiik ezeket, és legyenek /, m, n, o.

Minthogy e és f legkisebbek azon szdmok kozott, melyek ardnya
ugyanaz, mint az 6véké, relativ primek (VIL. 22.). Minthogy e-vel,
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illetve f-fel bnmagat szorozva kaptuk g-t, illetve k-t, g-t, illetve k-t
szorozva pedig l-et, illetve o-t, g, k és I, o is relativ primek (VIL 27.).
Minthogy a, b, c és d a legkisebbek azon szdmok kozott, melyek ara-

e B e C7 S I S ISR NN M i
[ SRR St S e T Y MR W . LK
[t i G m_-___ - ..
digeiin SRR fpiln: o < c w | Fioi suin g
PR ey s g-——_ ho_____ ko _

nya ugyanaz, mint az 6véké, I, m, n és o is legkisebbek azon szimok

kozott, melyek ugyanabban az ardnyban allnak, mint a, b, ¢ és d, és

a, b, c, d tagszama egyenlds /, m, n, o tagszamaval, a, b, ¢, dés I, m, n, o

tagonként egyenld; egyenld tehat a az [-lel, d pedig o-val, I és o relativ

primek, tehét a és d is relativ primek. Eppen ezt kellett megmutatni.
E.: VIII. 6., 8:,21.

VIIL. 4. Tétel
Tetszdlegesen sok — legkisebb szdmokkal — adott ardnyhoz keressiik
meg a legkisebb szdmokat, melyek rendre az adott ardnyokban dllnak.
Legyenek a legkisebb szaimokkal adott arAnyok a-é b-hez, c-é d-hez,
s végiil e-€ f~hez. Meg kell tehat keresni a legkisebb szdmokat, melyek
rendre az a a b-hez, c a d-hez s végiil e az f-hez ardnyban &llnak.

h___ n__
a_ DER:

g )
e e e

fodisn o Dol Hp LAk .
ey il .

hod 0k o teemeds £BS Pk Aech o 1

Vegyiik ugyanis b és ¢ legkisebb kozos tobbszorosét, g-t (VII. 34.).
Legyen a annyiszor meg h-ban, ahanyszor megvan b a g-ben, slegyen
annyiszor meg d a k-ban, ahdnyszor megvan ¢ a g-ben. e vagy osztja
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k-t, vagy nem osztja. Ossza elGszor. Legyen annyiszor meg f az I-ben,
ahdnyszor megvan e a k-ban. Minthogy a ugyanannyiszor van meg
h-ban, mint b a g-ben, amint a a b-hez, Gigy ardnylik & a g-hez (VII.
13.). Ugyanigy amint ¢ a d-hez, tigy ardnylik g a k-hoz, s végiil amint
e az f-hez, gy k az l-hez. h, g, k és I tehat rendre az a a b-hez, ¢ a d-hez,
s végiil e az f~hez ardnyban allnak. Azt allitom, hogy a legkisebb ilye-
nek. Ha ugyanis A, g, k, [ nem a legkisebb szamok, melyek rendre az
a a b-hez, ¢ a d-hez, s e az f-hez ardnyban 4llnak, legyenek n, o, m, p
azok. Minthogy n tigy ardnylik o-hoz, mint a a b-hez, a és b pedig leg-
kisebbek, a legkisebbek pedig osztjdk az ugyanabban az ardnyban
4ll6 szamokat, mégpedig a nagyobb ugyanannyiszor van meg a na-
gyobban, mint a kisebb a kisebben (VII. 20.), azaz az egyik elGtag
ugyanannyiszor a masikban, mint az egyik utétag a masik utétagban,
b tehat osztja o-t. Ugyanigy c is osztja o-t, b és ¢ tehéat osztjik o-t,
tehat b és ¢ legkisebb kozos tobbszorose is osztja o-t (VIL. 35.). b és ¢
legkisebb kozos tobbszorose viszont g, g tehat osztja o-t, a nagyobb a
kisebbet, ami lehetetlen. Nincsenek tehat semmilyen, a h, g, k, I sz4-
moknadl kisebb szdmok rendre az a a b-hez, ¢ a d-hez, s végiil e az f-hez
aranyban.

Ne ossza most e a k-t. Vegyiik e és k legkisebb k6zos tobbszordsét,
m-et (VII. 34.). Legyen h, illetve g ugyanannyiszor meg n-ben, illetve

n: e '
a D
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i foiiid
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o-ban, ahdnyszor megvan k az m-ben, s legyen meg f annyiszor p-ben,
ahanyszor megvan e az m-ben.* Minthogy h ugyanannyiszor van meg
n-ben, mint g az o-ban, n igy aranylik o-hoz, mint s a g-hez (VII. 13.).
Amint viszont h a g-hez, gy ardanylik a a b-hez, amint tehat a a b-hez,
tgy aranylik n az o-hoz. Ugyanigy amint ¢ a d-hez, tigy o az m-hez.
Masrészt, minthogy e ugyanannyiszor van meg m-ben, mint f'a p-ben,
m ugy ardnylik p-hez, mint e az f-hez (VII. 13.), n, o, m és p tehat
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rendre az a a b-hez, ¢ a d-hez, s végiil e az f~hez aranyban allnak. Azt

allitom, hogy a legkisebbek az ab, cd, ef arAnyokban.** Ellenkez§
esetben ugyanis léteznének valamely n-nél, o-nal, m-nél és p-nél kisebb
szamok, melyek rendre az ab, cd, ef aranyban allnak. Legyenek ezek
g, r, s és t. Minthogy a tigy aranylik b-hez, mint g az r-hez, a és b pedig
legkisebbek, a legkisebbek pedig osztjak az ugyanabban az aranyban
all6 szamokat, mégpedig az egyik elStag ugyanannyiszor van meg a
masik elStagban, mint az egyik utétag a mésik utétagban (VIL. 20.),
b tehat osztja r-et. Ugyanigy c is osztja r-et, b és ¢ tehat osztjak r-et.
b és ¢ legkisebb kozos tobbszorose is osztja tehat r-et (VIL 35.). bés ¢
legkisebb kozos tobbszorose viszont g, g tehit osztja r-et. k tigy arany-
lik s-hez, mint g az r-hez (VII. 13.), k osztja tehdt s-et. Viszont e is
osztja s-et, e és k tehat osztjak s-et. e és k legkisebb kdzos t6bbszordse
is osztja tehat s-et (VII. 35.). e és k legkisebb kozos tobbszordse viszont
m, m tehat osztja s-et, a nagyobb a kisebbet, ami lehetetlen. Nincsenek
tehat semmilyen az n, o, m, p szamoknal kisebb szimok rendre az a a
b-hez, c a d-hez, s végiil e az fhez ardnyban; n, o, m és p tehat a leg-
kisebb szdmok, melyek rendre az ab, cd, ef aranyban allnak. Eppen
ezt kellett megmutatni.
B Vot e o
VIIL 5. Tétel
A sikszamok az oldalakéibol osszetevddd ardanyban dllnak egymdssal.
Legyenek a és b sikszdmok, s a oldalai legyenek a c, d, b-€ pedig az
e és f szamok. Azt allitom,

L O hogy a a b-vel az oldalakéi-

Y. e fo__ bdl Osszetev6dS ardnyban
all.

e Ao ke Vegyiik ugyanis az adott

Diviasiien srieaiibp i s e ¢ az e-hezés d az f-hez ara-

nyokhoz a legkisebb sza-

mokat, g-t, h-t és k-t, melyek rendre a ce, df arinyokban &llnak

(VIIL. 4.), ugyhogy amint ¢ az e-hez, gy ardnylik g a h-hoz, amint
pedig d az f-hez, agy h a k-hoz. e-t d-vel szorozva keletkezzék /.

Minthogy d-vel c¢-t szorozva kaptuk a-t, e-t szorozva pedig /l-et,
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a ugy aranylik /-hez, mint ¢ az e-hez (VIL. 17.). Amint viszont ¢ az
e-hez, igy g a h-hoz, amint tehat g a h-hoz, gy a az I-hez. Mésrészt,
minthogy e-vel d-t szorozva kaptuk I-et, f-et szorozva pedig b-t (VII.
16.), I gy ardnylik b-hez, mint d az f-hez (VII. 17.). Viszont amint
d az f-hez, gy h a k-hoz, amint tehat h a k-hoz, gy / a b-hez. Meg-
mutattuk, hogy amint g a h-hoz, tigy a az l-hez, egyenld sok tagon at
tehdt amint g a k-hoz, tigy a a b-hez (VII. 14.); g a k-val viszont az
oldalakéibol Ssszetev8d8 ardnyban 4ll, a és b is az oldalakéib6l Gssze-
tev6dS ardnyban 4ll tehat. Eppen ezt kellett megmutatni.

VIIL 6. Tétel

Ha egy tetszdleges sok tagii mértani sorozat elsé tagja nem osztja a
mdsodikat, akkor egyetlen tag sem oszt semmilyen mdsikat.

Legyen a, b, ¢, d, e egy tetsz6leges sok tagli mértani sorozat, és a ne
ossza b-t. Azt 4llitom, hogy egyetlen tag sem oszt semmilyen masikat.

Hogy a, b, ¢, d és e rendre nem osztjik egymast, az nyilvanvalo,
a sem osztja ugyanis b-t. Azt 4llitom, hogy egyetlen tag sem oszt sem-
milyen mésikat. Tegyiik fel ugyanis, hogy a osztja c-t. Vegyiik annyi
szamhoz, ahanyan vannak a,
b és c, a legkisebbeket f-et,g-t a__I16_._. b__24__ c__36__
és h-t, melyek ugyanabban az
ardnyban allnak, mint a, b és d-_J4__ e -8l _
¢ (VIL 33.). Minthogy f,gés f--—- g ___ ho ________
h ugyanabban az ardnyban
4llnak, mint a, b és ¢, és a, b, ¢ tagszdma egyenld f, g, h tagszamdval,
egyenld sok tagon 4t f gy ardnylik A-hoz, mint @ a ¢-hez (VIL 14.).
Minthogy f tigy ardnylik g-hez, mint a a b-hez, s a nem osztja b-t, f
sem osztja g-t. f teh4t nem egység, az egység ugyanis minden szdmot
oszt. f és h relativ primek (VIIL. 3.) [nem osztja tehat f a h-t sem].
a ugy aranylik c-hez, mint f a h-hoz, a sem osztja tehét c-t. Hasonls-
képpen mutathatnidnk meg, hogy egyetlen tag sem oszt semmilyen
mésikat. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: VIIL 7.

VIIL. 7. Tétel

Ha egy tetszdleges sok tagit mértani sorozat elsé tagja osztja az utol-

sot, akkor a mdsodikat is osztja.*
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Legyen a, b, ¢, d egy tetszGleges sok tagi mértani sorozat, és a ossza
d-t. Azt allitom, hogy a a b-t is osztja.

ol biv gt EOm e TR

L S

Ha ugyanis a nem osztja b-t, akkor egyetlen tag sem oszt semmilyen
mésikat (VIIL. 6.), a viszont osztja d-t. Tehét a a b-t is osztja. Eppen
ezt kellett megmutatni.

F.: VIIL. 14-15.

VIIL 8. Tétel

Ha két szdam kozé mértani sorban beillesztheték szamok, akkor bdr-
mely két ugyanazon ardnyu szdm kézé is beillesztheté mértani sorban
annyi szdm, amennyi az el6zé szamok kozé.

Legyenek ugyanis két szam, a és b kozé beilleszthet6k mértani sor-
ban a ¢, d szamok, és ardnyuljék tigy e az f~hez, mint a a b-hez. Azt
éllitom, hogy az e, fszdmok kozé€ is beilleszthetd mértani sorban annyi
szAm, amennyi a és b kozé.

gi==, Co d________
bootand L L

e s Mo
N R S

g_ Hte] kl_ix% (g = i dois

Vegyiink ugyanis azon szdmok koziil, melyek ardnya ugyanaz,
mint az g, ¢, d, b szamoké, annyi legkisebbet, ahdnyan vannak a, b, ¢
és d, g-t, h-t, k-t és l-et (VIIL. 2.). Ekkor a sz€ls6 tagjaik, g és [ relativ
primek (VIII. 3.). Minthogy a, ¢, d, b ugyanabban az ardnyban 4ll-
nak, mint g, h, k, I, és az a, c, d, b sorozat tagszdma egyenl6a g, h, k, [
sorozat tagszdmaval, egyenlS sok tagon 4t g ugy ardnylik /-hez, mint
a a b-hez (VII. 14.). Amint viszont a a b-hez, ugy e az f-hez, amint
tehét g az I-hez, \igy e az f~hez. g és [ viszont relativ primek, a relativ
primek pedig legkisebbek (VII. 21.), a legkisebbek pedig osztjdk az
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ugyanabban az ardnyban all6 szimokat, mégpedig a nagyobb ugyan-
annyiszor van meg a nagyobban, mint a kisebb a kisebben (VII. 20.),
azaz az egyik el6tag ugyanannyiszor a masik el6tagban, mint az egyik
utétag a méasik utétagban, g tehdt ugyanannyiszor van meg e-ben,
mint / az f~ben. Legyen h, illetve k annyiszor meg m-ben, illetve n-ben,
ahanyszor megvan g az e-ben. Ekkor g, A, k, illetve / ugyanannyiszor
van meg e-ben, m-ben, n-ben, illetve f-ben. g, h, k, I és e, m, n, f tehat
ugyanabban az ardnyban éllnak (VII. 9.). Mésrészt ugyanabban az
aranyban éallnak g, h, k, [ €s a, ¢, d, b, tehéit a, ¢, d, b és e, m, n, fis
ugyanabban az ardnyban allnak. a, c, d, b viszont egy mértani sorozat,
tehdt e, m, n, f is mértani sorozat. Beillesztettiink tehét e és fkozé mér-
tani sorban annyi szdmot, amennyi a és b k6zott van. Eppen ezt kellett
megmutatni.
F.: VIII. 24-25.; TX. 1-6.

VIII. 9. Tétel

Ha két szam relativ prim, és kizéjiikk mértani sorban beilleszthetdk
szdmok, akkor bdrmelyikiik és az egység kozé is beilleszthetd mértani
sorban annyi szdm, amennyi az elézé szamok kozé.

Legyen ugyanis a €s b két relativ primszam, legyenek kozéjiik mér-
tani sorban beilleszthetSk a ¢, d szdmok, €s vegyiik az e egységet. Azt
allitom, hogy a és b barmelyike és az egység kozé is beilleszthetd mér-
tani sorban annyi szam, amennyi a és b kozé.

Vegyiink ugyanis az a, ¢, d, b sorozat aranyaban két legkisebb sza-
mot, f-et és g-t (VIL. 33.), hdrmat, A-t, k-t és l-et, és sorban mindig
eggyel tobbet (VIII. 2.), amig a nyert tagszam egyenlS nem lesz a, ¢, d,
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b tagszdmdval. Vegyiik ezeket, és legyenek m, n, o, p. Nyilvanvalo,
hogy f-fel 6nmagét szorozva kapjuk h-t, h-t szorozva pedig m-et, és
hogy g-vel 6nmagat szorozva kapjuk l-et, l-et szorozva pedig o-t
(VIIL 2. K.). Minthogy m, n, o, p legkisebbek azon szdmok kozétt,
melyek ardnya ugyanaz, mint f~¢ és g-¢, és a, ¢, d, b is legkisebbek azon
szdmok kozott, melyek ardnya ugyanaz, mint /- és g-€ (VIIL. 1.), és m,
n, o, p tagszdma egyenld a, c, d, b tagszdmaval, m, n, o, pés a, ¢, d, b
tagonként egyenld, egyenlS tehat m az a-val, p pedig b-vel. Minthogy
fet onmagéval szorozva kapjuk h-t, f annyiszor van meg h-ban,
ahdny egység van f-ben. Tovabba az e egység is annyiszor van meg
fben, ahany egység van abban; az e egység tehit ugyanannyiszor
van meg az f'szdmban, mint fa h-ban. ftehat tigy aranylik h-hoz, mint
az e egység az f szdmhoz. Mésrészt, minthogy f-fel h-t szorozva kap-
juk m-et, h annyiszor van meg m-ben, ahdny egység van f-ben. Viszont
az e egység is annyiszor van meg f-ben, ahdny egység abban van; az
e egység tehat ugyanannyiszor van meg az f szdmban, mint & az m-ben.
h tehat Gigy aranylik m-hez, mint az e egység az f'szdmhoz. Megmutat-
tuk, hogy f gy ardnylik h-hoz, mint az e egység az f szdmhoz; amint
tehit az e egység az f szamhoz, gy ardnylik f a h-hoz és h az m-hez.
m viszont egyenl8 a-val; amint tehit az e egység az f szdmhoz, gy
aranylik fa h-hoz és h az a-hoz. Ugyanigy amint az e egység a g szdm-
hoz, gy g az I-hez és I a b-hez. Beillesztettiink tehat a, b mindegyike
és az e egység kozé mértani sorban annyi szimot, amennyi a és b
kozott volt. Eppen ezt kellett megmutatni.

VIII. 10. Tétel

Ha két szdm barmelyike és az egység kozé mértani sorban beilleszt-
hetdk szdmok, akkor a két szdm kozé is beilleszthetd mértani sorban
annyi szdm, amennyi bdrmelyikiik és az egység kézé.

Legyenek ugyanis két szam, g, illetve b, és a ¢ egység k6zé mértani
sorban beilleszthetdk a d, e, illetve f, g szimok. Azt 4llitom, hogy a és
b kozé is beilleszthetd mértani sorban annyi szdm, amennyi a és b
barmelyike és a ¢ egység kozé.

Keletkezzék ugyanis d-vel f-et szorozva h, d-vel, illetve f-fel h-t szo-
rozva pedig k, illetve I.

Minthogy d figy aranylik e-hez, minta c egységa d szdmhoz, ¢ ugyan-
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annyiszor van meg a d szdmban, mint d az e-ben. A ¢ egység viszont
annyiszor van meg a d szamban, ahany egység van d-ben, a d szidm
teh4t annyiszor van meg e-ben, mint ahdny egység van d-ben, d-t
onmagéval szorozva tehat e-t kapunk. Tovabba, minthogy e ligy ardny-

lik a-hoz, mint a c [egység] a d szdmhoz, a ¢ egység ugyanannyiszor
van meg a d szdmban, mint e az a-ban. A ¢ egység viszont annyiszor
van meg a d szimban, ahdny egység van d-ben, e tehét annyiszor van
meg a-ban, ahdny egység van d-ben, d-vel e-t szorozva tehat a-t ka-
punk. Ugyanigy f-fel 6nmagét szorozva g-t kapjuk; g-t szorozva pedig
b-t. Minthogy d-vel 6nmagat szorozva kaptuk e-t, f-et szorozva pedig
h-t, e ugy ardnylik h-hoz, mint d az fhez (VII. 17.). Ugyanigy amint
d az f-hez, igy h a g-hez (VII. 18.), amint teh4t e a h-hoz, ugy h a g-hez.
Ismét, minthogy d-vel e-t, illetve A-t szorozva kapjuk a-t, illetve k-t,
a gy aranylik k-hoz, mint e a h-hoz (VIL. 17.). Mésrészt amint e a h-
hoz, igy d az f~hez, amint tehdt d az f~hez, tigy a a k-hoz. Ismét, mint-
hogy h-t d-vel, illetve f-fel szorozva kapjuk k-t, illetve l-et, k tigy ardny-
lik -hez, mint d az f~hez (VII. 18.). Amint viszont d az f-hez, tigy a a k-
hoz, amint tehit a a k-hoz, ugy k az /-hez. Végiil minthogy f-fel A-t,
illetve g-t szorozva kapjuk l-et, illetve b-t, / igy ardnylik b-hez, mint
h a g-hez (VIL. 17.). Amint viszont & a g-hez, tigy d az f-hez, amint
tehat d az f~hez, gy [ a b-hez. Megmutattuk, hogy amint d az f-hez,
ugy mind a a k-hoz, mind k az [-hez, amint tehat a a k-hoz, ugy k az
I-hez és I a b-hez. a, k, 1, b tehat mértani sorozat. Beillesztettiink tehat
a és b kozé mértani sorban annyi szamot, amennyi a és b barmelyike
és a ¢ egység kozott van. Eppen ezt kellett megmutatni.

VIII. 11. Tétel
Két négyzetszam kozott van egy kéozépardnyos szam, és a négyzet-
szdmok egymdssal az oldalaikhoz képest kétszeres ardnyban dllnak.*
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Legyenek a és b négyzetszamok, és a oldala c, b-¢€ pedig d. Azt 3]i-
tom, hogy a és b kozott van egy kozépardnyos szam, és a a b-vel két-
szeres ardnyban 4ll c-nek d-hez valé ardnyidhoz képest.

Keletkezzék ugyanis c-vel d-t szorozva e. Minthogy @ négyzetszdm
és ¢ oldala, c-t dnmagaval szorozva a-t kapunk. Ugyanigy d-t 6n-

magaval szorozva b-t kapjuk. Minthogy
. b ___ c-vel e-t, illetve d-t szorozva a-t, illetve e-t
el @l o rvesRd b kapjuk, a gy ardnylik e-hez, mint ¢ d-hez

(VIL 17.). Ugyanigy amint ¢ a d-hez, tgy
aranylik e a b-hez (VIL 18.). Amint tehat a az e-hez, ugy arinylik e
a b-hez. a és b kozott van tehét egy kozéparanyos szdm.

Azt 4llitom, hogy a a b-vel kétszeres ardnyban all ¢-nek d-hez valé
ardnydhoz képest. Minthogy ugyanis hdrom sz4dm, a, e és b ardnyos,
a a b-vel kétszeres ardnyban 4ll a-nak e-hez valé ardnydhoz képest.
Amint viszont a az e-hez, gy aranylik ¢ a d-hez. a a b-vel kétszeres
ardnyban 4ll teh4t c-nek d-hez valé ardny4hoz képest. Eppen ezt kel-
lett megmutatni.

B VIIEd3:01 555X, 9.

VIII. 12. Tétel

Két kébszdm kozott van két kozépardnyos szdm, és a kobszdmok egy-
mdssal az oldalaikhoz viszonyitva hdromszoros ardnyban dllnak.*

Legyenek a és b kobszdmok, és a oldala ¢, b-€ pedig d. Azt 4llitom,
hogy a és b kdzott van két kézépardnyos szdm, és a a b-vel hdromszo-
ros ardnyban 4ll c-nek d-hez valé ardanydhoz képest.

Keletkezzék ugyanis c-vel 6nmagét szorozva e, d-t szorozva pedig
f, d-t dbnmagéval szorozva g, és c-vel, illetve d-vel f-et szorozva h,
illetve k.

Minthogy a kdbszadm és c egy oldala, és c-t onmagdval szorozva e-t
kapjuk, ¢-vel 6nmagét szorozva e-t kapjuk, e-t szorozva pedig a-t.
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Ugyanigy d-vel 6nmagét szorozva g-t kapjuk, g-t szorozva pedig b-t.
Minthogy c-vel c-t, illetve d-t szorozva e-t, illetve f-et kapjuk, e tgy
ardnylik fhez, mint ¢ a d-hez (VII. 17.). Ugyanigy amint ¢ a d-hez,
ugy fa g-hez (VII. 18.). Ismét, minthogy c-vel e-t, illetve f~et szorozva
a-t, illetve h-t kapjuk, a ugy aranylik h-hoz, mint e az f~hez. Amint
viszont e az f~hez, Gigy ¢ a d-hez, amint tehat c a d-hez, tigy a a h-hoz.
Ismét, minthogy c-vel, illetve d-vel f-et szorozva h-t, illetve k-t kapjuk,
h tigy aranylik k-hoz, mint ¢ a d-hez. Ismét, minthogy d-vel f-et, illetve
g-t szorozva kapjuk k-t, illetve b-t, k ugy aranylik b-hez, mint f a
g-hez. Amint viszont f a g-hez, gy ¢ a d-hez, amint tehat ¢ a d-hez,
ugy mind a a h-hoz, mind % a k-hoz, mind k a b-hez. h és k tehat két
kozépardnyos szam a és b kozott.

Azt allitom, hogy a a b-vel hiromszoros aranyban 4all ¢-nek d-hez
val6é ardnydhoz képest. Minthogy ugyanis négy szdm, a, h, k és b
ardnyos, a a b-vel hdromszoros ardnyban 4ll a-nak h-hoz valé ardnya-
hoz képest. Amint viszont a a h-hoz, gy ¢ a d-hez és a a b-vel harom-
szoros ardnyban 4ll c-nek d-hez valé ardnyihoz képest. Eppen ezt
kellett megmutatni.

H::VIHI 13.. 15/

VIII. 13. Tétel

Ha egy tetszéleges sok tagii mértani sorozat minden egyes tagjdt
megszorozzuk onmagdval, akkor az igy keletkezett szdmok ardnyosak
lesznek; s ha a kapott szdmokat megszorozzuk az eredeti szdmokkal,
a keletkezd szdmok ismét ard-
nyosak [és ez mindig igy van q____ b______ Ay WO
az utébbiakkal ].

Legyen a, b, c egy tetszble- d_16-- e-_36__ f_.81 _
ges sok tagl mértani sorozat: g__64__ h__216__ k__729__
amint a a b-hez, ugy b a c-hez,
és keletkezzenek a-val, b-vel, feffe- m--96-- n-_14._
illetve c-vel 6nmagat megszo- o-_-54__ p__324__ q__486_._
rozva d, e, illetve f, d-t, e-t,
illetve f-et szorozva pedig g, h, illetve k. Azt 4llitom, hogy mind d,
e, f, mind g, h, k mértani sorozat.

Keletkezzék ugyanis a-val b-t szorozva I, a-val, illetve b-vel l-et
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szorozva pedig m, illetve n. Ismét, keletkezzék b-vel c-t szorozva o,
b-vel, illetve c-vel o-t szorozva pedig p, illetve g.

Az elGbbiekhez hasonléan bizonyithatd, hogy d, I, e és g, m, n, h
mértani sorozat az g a b-hez aranyban, s e, o, f és h. p, q, k mértani
sorozat a b a c-hez aranyban (VIII. 11-12.). b ugy ardnylik c-hez,
mint @ a b-hez, tehat d, [, e és e, o, f, valamint g, m, n, h és h, p, g, k
ugyanabban az arAnyban allnak. d, /, e tagszima egyenld e, o, f tag-
szadmaval, g, m, n, h tagszdma pedig egyenl§ h, p, g, k tagszdmaval,
egyenl sok tagon 4t tehat e tgy aranylik fhez, mint d az e-hez, h pedig
k-hoz, mint g a h-hoz (VII. 14.). Eppen ezt kellett megmutatni.

VIII. 14. Tétel

Ha egy négyzetszdm oszt egy mdsikat, akkor az oldala is osztja a
mdsiknak az oldaldt; s ha az egyiknek az oldala osztja a mdsiknak az
oldalat, akkor az egyik négyzetszdm is osztja a mdsik négyzetszdmot.

Legyenek a, b négyzetszamok, ¢, d az oldalaik, és a ossza b-t.
Azt allitom, hogy c s osztja d-t.

Keletkezzék ugyanis c-vel d-t szorozva e. Ekkor a, e, b mértani
sorozat a ¢ a d-hez ardnyban (VIII. 11.). Minthogy a, e, b mértani

sorozat, és a osztja b-t, a az
8 ——- b oo e-t is osztja (VIIL 7.). ¢ gy
hspr sl il Aten e aranylik d-hez, mint a az e-
hez, tehat c is osztja d-t.

Maésodszor ossza c a d-t. Azt allitom, hogy a is osztja b-t.

Azonos konstrukcioval hasonléképp mutathatnank meg ugyanis,
hogy a, e, b mértani sorozat a ¢ a d-hez aranyban. Minthogy a gy
aranylik e-hez, mint ¢ a d-hez, és ¢ osztja d-t, a is osztja e-t.

S a, e, b mértani sorozat, tehat a a b-t is osztja (3. E.).

Hatehategy. .. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: VIIL 16.

VIII. 15. Tétel

Ha egy kobszam oszt egy mdsikat, akkor az oldala is osztja a mdsik-
nak az oldaldt; s ha az egyiknek az oldala osztja a mdsiknak az olda-
lat, akkor az egyik kiébszdm is osztja a mdasik kobszdmot.

Ossza ugyanis az a kobszdm a b kobszamot, és legyen a oldala c,
b-€ pedig d. Azt allitom, hogy ¢ osztja d-t.
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Keletkezzék vgyanis ¢-t 6nmagéval megszorozva e, d-t Snmagaval
megszorozva g, valamint c-vel d-t szorozva f, c-vel, illetve d-vel f-et
szorozva pedig h, illetve k. Nyilvanvalo, hogy e, f, g és a, h, k, b mértani
sorozatok a ¢ a d-hez arany-
ban (VIIL. 11-12.). Minthogy a--27__ bic2le.

a, h, k, b mértani sorozat, és . S i
a osztja b-t, h-t is osztja (VIII.

7). S ¢ tgy ardnylik d-hez, €--9-- f--18-. g__36__
mint a a h-hoz, tehdtcisoszt- p 54 k__108_ _

ja d-t.

Most ossza ¢ a d-t. Azt 4llitom, hogy a is osztja b-t.

Azonos konstrukciéval hasonléképp mutathatnank meg ugyanis,
hogy a, h, k, b mértani sorozat a ¢ a d-hez ardnyban. Minthogy ¢
osztja d-t, és a tgy aranylik h-hoz, mint ¢ a d-hez, a is osztja h-t,
agyhogy b-t is osztja a. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: VIIL 17.

VIII. 16. Tétel
Ha egy négyzetszdm nem oszt egy mdsik négyzetszdmot, akkor az
oldala sem osztja a mdsiknak az oldaldt; s ha az egyiknek az oldala nem
osztja a mdsiknak az oldaldt, akkor az egyik négyzetszdm sem osztja a
mdsikat,
Legyenek a, b négyzetszamok, ¢, d az oldalaik, és a ne ossza b-t.
Azt 4llitom, hogy ¢ sem osztja d-t.
R Crimn Ha ugyanis ¢ osztja d-t, a is osztja b-t
b d___ (VIIL 14)). a viszont nem osztja b-t, tehét ¢
sem osztja d-t.
Maisodszor ¢ ne ossza d-t. Azt allitom, hogy a sem osztja b-t.
Ha ugyanis a osztja b-t, ¢ is osztja d-t (VIII. 14.). ¢ viszont nem
osztja d-t, tehat @ sem osztja b-t. Eppen ezt kellett megmutatni.

VIIL. 17, <Tétel
Ha egy kobszdm nem oszt egy mdsik kébszdmot, akkor az oldala sem
osztja a mdsiknak az oldaldt; s ha az egyiknek az oldala nem osztja a
mdsiknak az oldaldt, akkor az egyik kiobszdm sem osztja a mdsikat.
Ne ossza ugyanis az a kobszdm a b kébszamot, és legyen a oldala
¢, b-é pedig d. Azt 4llitom, hogy ¢ nem osztja d-t.
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Ha ugyanis ¢ osztand d-t, a is osztana b-t (VIIL. 15.). a viszont nem
osztja b-t, tehat c sem osztja d-t.

Most ¢ ne ossza d-t. Azt allitom, hogy a sem osztja b-t.

Ha ugyanis a osztana b-t, ¢ is osztana d-t (VIIL. 15.). ¢ viszont nem
osztja d-t, tehat @ sem osztja b-t. Eppen ezt kellett megmutatni.

VIIL. 18. Tétel

Két hasonlo sikszdm kozott van egy kozépardnyos szdm, és a sikszd-
mok egymassal a megfelelé oldalaikhoz képest kétszeres ardnyban
dllnak.

Legyen a és b két hasonl6 sikszam, és a oldalai legyenek ¢, d, b-é
pedig e, f. Minthogy azok a sikszdmok hasonlok, melyeknek az
oldalaik ardnyosak, e gy aranylik f~hez, mint ¢ a d-hez. Azt allitom,
hogy a és b kozott van egy kozéparanyos szam, és a a b-vel kétszeres
ardnyban 4ll c-nek e-hez vagy d-nek f~hez val6 ardnydhoz képest,
azaz a megfelel6 oldalak aranydhoz képest.

Minthogy amint ¢ a d-hez, igy aranylik e az f~hez, f6lcserélve amint
¢ az e-hez, ugy d az f-hez (VIL 13.). Minthogy a sikszam, és ¢, d az
oldalai, d-vel c-t szorozva a-t kapjuk. Ugyanigy e-vel f-et szorozva b-t
kapjuk. Keletkezzék d-vel e-t szorozva g. Minthogy d-vel c-t szorozva
a-t kapjuk, e-t szorozva pedig g-t, a igy aranylik g-hez, mint ¢ az e-
hez (VIL 17.). Amint viszont ¢ e-hez \igy d az f~hez, amint tehat d az
f~hez, gy a a g-hez. Ismét, minthogy e-vel d-t szorozva g-t, f-et szoroz-
va (VIL. 16.) pedig b-t kapjuk, g tgy aranylik b-hez, mint d az f-hez
(VIL. 17.). Megmutattuk viszont, hogy amint d az f-hez, igy a a g-hez,
amint tehdt a a g-hez, tigy g a b-hez. a, g, b tehat mértani sorozat,
a és b kozott van egy kozépardnyos szam.
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Most azt 4llitom, hogy a a b-vel kétszeres ardnyban 4ll a megfelel8
oldalak aridnydhoz képest, azaz c-nek e-hez vagy d-nek f-hez vald
aranyahoz képest. Minthogy ugyanis a, g, b mértani sorozat, a a b-vel
kétszeres aranyban 4ll g-hez képest. S amint a a g-hez, tigy aranylik
mind ¢ az e-hez, mind d az f-hez, tehat a a b-vel kétszeres aranyban 4ll
c-nek e-hez vagy d-nek f~hez valé ardnyéhoz képest. Eppen ezt kellett
megmutatni.

F.:VIIL 19., 24., 26.; I1X. 1-2.

VIII. 19. Tétel

Két hasonld térszdm kizé beilleszthetd két kozépardnyos szdam, és a
hasonlo térszdmok egymdssal a megfelelé oldalaikhoz képest hdrom-
szoros ardnyban dlinak.

Legyen a és b két hasonl6 térszam, és legyenek a oldalai c, d, e, b-é
pedig f, g, h. Minthogy azok a térszimok hasonl6k, melyeknek az
oldalaik ardnyosak, f1lgy aranylik g-hez, mint ¢ a d-hez, g pedig h-hoz,
mint d az e-hez. Azt 4llitom, hogy a és b k6z¢ beilleszthet6 két kozép-
ardnyos szdm, €s a a b-vel haromszoros ardnyban 4ll c-nek j~hez,
d-nek g-hez s végiil e-nek h-hoz val6 ardny4hoz képest.

’a__30_ o g g AN

b L2405 S0 sk A e s 10 VI
k__6__ L Al 24

nElg0E s o 120- -

Keletkezz€ék ugyanis c-vel d-t szorozva k, f-fel g-t szorozva pedig /.
Minthogy ¢, d és f, g ugyanabban az aranyban 4llnak, s ¢ és d szorzata
k, f-é és g-é pedig I, k és [ hasonl6 sikszamok, tehit k és [ kozott van
egy kozéparanyos szam (VIII. 18.). Legyen ez m. m a d és f szorzata,
amint az ezel6tti tételben megmutattuk. Minthogy d-vel c¢-t szorozva
k-t kapjuk, f-et szorozva pedig m-et, k Gigy ardnylik m-hez, mint ¢ az
fhez (VIIL. 17.). Amint viszont k az m-hez, ugy m az I-hez, k, m, I teh4t
egy mértani sorozat a ¢ az fhez ardnyban. Mivel amint ¢ a d-hez, Ggy
ardnylik fa g-hez, folcserélve amint ¢ az f-hez, tigy d a g-hez (VI1I. 13.).
Ugyanigy amint d a g-hez, tigy e a h-hoz. k, I, m tehat mértani sorozat
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4z akér c 4z f-hez, akar d a g-hez, akér e a h-hoz dranyban. Keletkezzék
e-vel, illetve h-val m-et szorozva n, illetve o. Minthogy a térszam,
melynek c, d és e az oldalai, ¢ és d szorzatat e-vel szorozva a-t kapjuk.
¢ és d szorzata viszont k, tehét e-vel k-t szorozva a-t kapjuk. Ugyanigy
h-val l-et szorozva b-t kapjuk. Minthogy e-vel k-t szorozva a-t, m-et
szorozva ellenben n-et kapjuk, a tigy ardnylik n-hez, mint k az m-hez
(VIL 17.). Amint viszont k az m-hez, igy mind ¢ az f~hez, mind d a g-
hez, mind e a h-hoz, amint tehat c az fhez, d a g-hez és e a h-hoz, tigy
a az n-hez. Ismét, minthogy e-vel, illetve h-val m-et szorozva n-et,
illetve o-t kapjuk, n ugy ardnylik o-hoz, mint e a h-hoz (VII. 18.).
Amint viszont e a h-hoz, ugy mind ¢ az f~hez, mind d a g-hez, amint
tehat ¢ az f~hez, d a g-hez és e a h-hoz, ugy mind a az n-hez, mind n az
o-hoz. Ismét, minthogy h-val m-et szorozva o-t kapjuk, /-et szorozva
ellenben b-t, o gy aranylik b-hez, mint m az [-hez. Amint viszont
m az l-hez, igy mind ¢ az f~hez, mind d a g-hez, mind az e a h-hoz.
Amint tehat c az f~hez, d a g-hez és e a h-hoz, igy nemcsak o a b-hez,
hanem a is n-hez és n az o-hoz. a, n, o, b tehiat mértani sorozat az olda-
lak font emlitett arAnyaban.

Azt allitom, hogy a a b-vel haromszoros ardnyban 4ll a megfeleld
oldalak aranydhoz képest, azaz c-nek f-hez vagy d-nek g-hez vagy
e-nek h-hoz valé ardnydhoz képest. Minthogy ugyanis négy szdm,
a, n, o és b mértani sorozatot alkot, a a b-vel haromszoros aranyban
all a-nak n-hez valé aranyihoz képest. Megmutattuk viszont, hogy
amint @ az n-hez, tgy mind ¢ az f~hez, mind d a g-hez, mind e a h-hoz.
a a b-vel tehat haromszoros ardnyban 4ll a megfelel§ oldalak ardny4-
hoz képest, azaz c-nek f-hez, d-nek g-hez és e-nek h-hoz valé ardnya-
hoz képest. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: VIIL 25., 27.; IX. 4-6.

VIII. 20. Tétel
Ha két szdm kozé beilleszthetd egy kozépardnyos szam, akkor a szd-
mok hasonld sikszdamok.*
Legyen ugyanis két szam, a és b koz¢€ beilleszthetd egy kbzéparanyos
szam, c. Azt allitom, hogy a és b hasonl6 sikszamok.
Vegyiik a legkisebb szdmokat, melyek ardnya ugyanaz, mint a-é
és c-é, d-t és e-t (VII. 33.). Ekkor d ugyanannyiszor van meg a-ban,
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mint e a ¢-ben (VIL 20.). Legyen annyi egység f~-ben, ahdnyszor reg-
van d az a-ban. Ekkor ffel d-t szorozva a-t kapjuk, tgyhogy a sik-
szam, melynek oldalai d és f. Ismét, minthogy d és e a legkisebbek

deee- oo foee .

azon szdmok kozdott, melyek aranya ugyanaz, mint c-é és b-€, d ugyan-
annyiszor van meg ¢-ben, mint e a b-ben. Legyen annyi egység g-ben,
ahdnyszor megvan e a b-ben. Ekkor e a b-t a g-beli egységek szdmaszor
osztja, tehét g-vel e-t szorozva b-t kapjuk. b tehat sikszam, melynek
oldalai e és g. a és b tehat sikszdmok. Azt allitom, hogy hasonléak.
Minthogy ugyanis f-fel d-t szorozva a-t, e-t szorozva pedig c-t kapjuk,
amint d az e-hez, Gigy ardnylik a a c-hez (VII. 17.), azaz c a b-hez.
Ismét, minthogy e-vel f-et, illetve g-t szorozva c-t, illetve b-t kapjuk, ¢
ugy ardnylik b-hez, mint f a g-hez. Amint viszont ¢ a b-hez, Ugy d az
e-hez, amint tehat d az e-hez, ugy f a g-hez, és folcserélve amint d az
f-hez, Ggy e a g-hez (VII. 13.). a és b tehat hasonlo sikszimok, hiszen
az oldalaik ardnyosak. Eppen ezt kellett megmutatni.
F.: VIIL 21-22.; IX. 2.

VIII. 21. Tétel

Ha két szam kozé beillesztheté két kozépardnyos szdm, akkor a
szdmok hasonld térszamol.*

Legyen ugyanis két szam, a és b kozé beilleszthet6 két kozéparanyos
szam, ¢ és d. Azt allitom, hogy a és b hasonlé térszimok.

Vegyiik ugyanis a hdrom legkisebb szdmot, e-t, f-et és g-t, melyek
ardnya ugyanaz, mint az a, ¢, d szamoké (VIL. 33.). Ekkor a szélsé
tagok, e és g relativ primek (VIIL 3.). Minthogy e és g kozé beilleszt-
het§ egy f kozéparanyos szam, e és g hasonl6 sikszamok (VIIL. 20.).

a__120__ co 80 v a2 270> b__405__
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Legyenek e oldalai h és k, g-é pedig [ és m. Az el6z8 tételbdl nyilvan-
vald, hogy e, f, g mértani sorozat az akar h az I-hez, akar k az m-hez
aranyban. Miutan e, f, g a legkisebbek azon szamok kozott, melyek
ardnya ugyanaz, mint az «, ¢, d szamoké, és e, f, g tagszdma egyenld
a, ¢, d tagszdmaval, egyenlS sok tagon 4t amint e a g-hez, igy ardnylik
aa d-hez (VIL. 14.). e és g viszont relativ primek, a relativ primek pedig
legkisebbek (VII. 21.), a legkisebbek pedig osztjak az ugyanazon ara-
nyld szamokat, mégpedig a nagyobb ugyanannyiszor van meg a
nagyobban, mint a kisebb a kisebben (VII. 20.), azaz az egyik elGtag
ugyanannyiszor a masik elStagban, mint az egyik utétag a mdsik
utétagban; e tehat ugyanannyiszor van meg a-ban, mint g a d-ben.
Legyen annyi egység n-ben, ahdnyszor megvan e az a-ban. n-nel e-t
szorozva tehat a-t kapjuk. e viszont & és k szorzata ; n-nel megszorozva
h és k szorzatat tehat a-t kapjuk. a tehat térszam, és h, k, n az oldalai.
Ismét, minthogy e, f, g a legkisebbek azon szamok kozott, melyek
ardnya ugyanaz, mint a ¢, d, b szamoké, e ugyanannyiszor van meg c-
ben, mint g a b-ben. Legyen annyi egység o-ban, ahdnyszor megvan e a
c-ben. Ekkor g az o-beli egységek szerint van meg b-ben, o-val g-t
szorozva tehat b-t kapjuk. g viszont / és m szorzata, o-val megszorozva
1 és m szorzatat tehat b-t kapjuk. b tehat térszdm, és /, m, o az oldalai;
a és b tehat térszamok.

Azt 4llitom, hogy hasonlék. Minthogy ugyanis s-nel, illetve o-val
e-t szorozva a-t, illetve ¢-t kapjuk, amint n az o-hoz, tigy ardnylik a a
c-hez (VII. 18.), azaz e az f-hez. Amint viszont e az f~hez, gy h az I-
hez és k az m-hez, amint tehat h az [-hez, gy k az m-hez és n az o-hoz.
S h, k, n az a oldalai, o, / és m pedig b oldalai. a és b tehat hasonld
térszamok. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: VIII. 23.

VIIL 22. Tétel
Ha egy hdromtagu mértani sorozat elsé tagja négyzetszdm, akkor a
harmadik is négyzetszdm.
a4l Legyen a, b, ¢ egy haromtagli mértani sorozat, és
legyen a négyzetszam. Azt allitom, hogy a harmadik
tag, ¢ is négyzetszam.
e PR i Minthogy ugyanis a és ¢ kozott van egy b kozéparé-



nyos szdm, a és ¢ hasonlé sikszdmok (VIIL. 20.). a viszont négyzet-
szAm, tehat ¢ is négyzetszdm.* Eppen ezt kellett megmutatni.
F.: VIII. 24.;IX. 1., 8-9.

VIII. 23. Tétel .

Ha egy négytagii mértani sorozat elsé tagja kobszdm, akkor a negye-
dik is kébszdm.

Legyen a, b, ¢, d egy négytagh mértani sorozat, és legyen a kobszam.
Azt éllitom, hogy d is kobszadm.

Minthogy ugyanis a és d kozott van két kézépardnyos szdm, a és d
hasonlé térszamok (VIIL. 21.). a viszont kob-
szdm, tehat d is kobszam.* Eppen ezt kellett o 8 _ b__12__
megmutatni.

F.:VIIL. 25.; IX. 3-6., 8-9. : d--27-_ c__I8_

VIII. 24. Tétel

Ha két szdmmak az egymdshoz valo ardnya olyan, mint egy négyzet-
szdmnak egy mdsik négyzetszdmhoz, és az elsé szdm négyzetszdm,
akkor a masodik is négyzetszdm.

Legyen ugyanis két szdmnak, a-nak és b-nek az egymdishoz val6é
ardnya olyan, mint a ¢ négyzetszamnak a d négyzetszimhoz, és legyen a
négyzetszam. Azt allitom, hogy b is négyzetszam.

Minthogy ugyanis ¢ és d négyzetszamok, ¢ és d hasonlé sikszdmok,

tehat®c és d koz€ beilleszthetS egy kozép-
a-_16__c ardnyos szém (VIIL 18.). a'tgy ar4nylik
b 736 o d i b-hez, mint ¢ a d-hez, tehit a és b kozé is

beilleszthetd egy kdzépardnyos szdm (VIIL.
8.). S @ négyzetszdm, tehat b is négyzetszdm (VIIIL. 22.). Eppen ezt
kellett megmutatni.”

F.:X.29-30.

VIII. 25. Tétel
Ha két szdmnak az egymdshoz vald ardnya olyan, mint egy kob-
szdmnak egy madsik kobszdmhoz, és az elsé szdm kobszdm, akkor a
mdsodik is kobszdm.
Legyen ugyanis két szamnak, a-nak és b-nek az egyméshoz valé
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aranya olyan, mint a ¢ kbszdmnak a d kobszamhoz, és legyen a kob-
szam. Azt 4llitom, hogy b is kébszam.
Minthogy ugyanis ¢ és d kobszamok, ¢ és d hasonlé térszamok,
tehit ¢ és d kozé beilleszthet8 két kozéparanyos szdm (VIIL. 19.).
Viszont ahdny szdm c €s d kozé beilleszthetd
a__64__ b__216__ mértani sorban, annyi az ugyanazon aranyu
.8 4. 27 szamok kozé is beilleszthetd (VIIL 8.), ugy-
i ~~7 77 hogy a és b kozé is beilleszthetd két kozépara-
e__96__ f__144__ nyosszam. Legyenek ezek e és f. Minthogy a,
e, f, b egy négytagi mértani sorozat és a
kobszém, b is kobszam (VIIL 23.). Eppen ezt kellett megmutatni.
F,:1X.10.

VIIL. 26. Tétel

Hasonlo sikszdmok egymdshoz valo ardnya olyan, mint egy négyzet-
szdmnak egy mdsik négyzetszamhoz.

Legyenek a és b hasonld sikszdmok. Azt éllitom, hogy a-nak b-hez
valé aranya olyan, mint egy négyzetszamnak egy masik négyzet-
szamhoz.

Minthogy ugyanis a és b hasonld sikszimok, a és b kozé beilleszt-
het6 egy kozéparanyos szam (VIIIL. 18.). Illessziink be egy ¢ szdmot,
és vegyiik a legkisebb szdmokat, .

d-t, e—}; és f-et, melyek arinya a.-20-_ c..30-_ b“Jﬁ:“
ugyanaz, mint az a, ¢, b szdamo- 4____ e______ Fo e
ké (VIL 33.). Ekkor a szélsS ta-

gok négyzetszamok (VIII. 2. K.). Minthogy a tgy aranylik b-hez,
mint d az f~hez, s d és f négyzetszamok, a-nak b-hez val6 ardnya
olyan, mint egy négyzetszimnak egy masik négyzetszdmhoz. Eppen
ezt kellett megmutatni.

E X 100E,

VIIIL. 27. Tétel
Hasonld térszdmok egymdshoz valé ardnya olyan, mint egy kobszdm-
nak egy mdsik kébszdmhoz.
Legyenek a és b hasonlo térszamok. Azt 4llitom, hogy a-nak b-hez
valé ardnya olyan, mint egy kébszdmnak egy masik kobszdmhoz.
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Minthogy ugyanis a és b hasonlé térszamok, a és b kozé beilleszthetd
két kozépardnyos szam (VIIL. 19.). Illessziik be c-t és d-t, és vegyiik a
legkisebb szamokat, melyek ardnya ugyanaz, mint az a, c, d, b sza-
moké és ugyanannyian vannak, mint ezek, e-t, f-et, g-t és h-t (VIL. 33.).
Ekkor a sz€Is6 tagok kdbszamok (VIIL 2. K.). a gy ardnylik b-hez,
mint e a h-hoz, a-nak b-hez vald ardnya tehat olyan, mint egy kob-
szamnak egy masik kobszdmhoz. Eppen ezt kellett megmutatni.

a..40_. ¢..60.. d..90__ b__I35__
e 8 f JouEEEs o f 227

255



Kilencedik kényv

IX. 1. Tétel

A két hasonlo sikszdam osszeszorzdsakor keletkezd szam négyzetszdm.

Legyen a és b két hasonl6 sikszdm, és a-val b-t szorozva keletkez-
zék c. Azt éllitom, hogy ¢ négyzetszam.

Keletkezzék ugyanis a-t 6nmagaval szorozva d. Ekkor d négyzet-
szam. Minthogy a-val dnmagat szorozva d-t, b-t szorozva pedig c-t
kapjuk, d ugy aranylik c-hez, mint ¢ a b-hez (VII. 17.). Minthogy

a és b hasonld sikszamok, beilleszthet§ ko-
a--8-_  b__I8 _ 4k eoy kizéparinyos szdm (VIIL 18.). Ha
c__ 144 d__64__ viszont két szam kozé mértani sorban beil-

leszthetS8k szdmok, akkor barmely két ugyan-
azon ardnyu szdm kozé is beilleszthet6 annyi szdm, amennyi az
el6z8 szamok kozé (VIIL. 8.),"igyhogy d és ¢ kozé is beilleszthetd egy
kozépardnyos szam. S d négyzetszdm; tehat ¢ is négyzetszdm (VIIIL.
22.). Eppen ezt kellett megmutatni.

E.2X. 2801 I

IX. 2. Tétel

Ha két szam dsszeszorzdsakor négyzetszam keletkezik, akkor a szd-
mok hasonld sikszdmok.

Legyen a és b két szam, és keletkezzék a-val b-t szorozva a ¢ négy-
zetszam. Azt allitom, hogy a és b hasonlé sikszdmok.

Keletkezzék ugyanis a-t 6nmagéval szoroz-
va d. Ekkor d négyzetszim. Minthogy a-val a-_8__ by 18-
dnmagit szorozva d-t, b-t szorozva pedig c-t c__I44__ d__64__
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kapjuk, d Gigy aranylik c-hez, mint a a b-hez (VII. 17.). Minthogy
d négyzetszam, masrészt c is, d és ¢ hasonlo sikszamok, d és ¢ kozé
tehat beilleszthetS egy kozéparanyos szam (VIIL. 18.). a ugy aranylik
b-hez, mint d a c-hez, tehét a és b kozé is beilleszthets egy kozépara-
nyos szam (VIIL. 8.). Ha viszont két szdm kozé beilleszthets egy kozép-
aranyos szdm, akkor a szimok hasonlé sikszdmok (VIII. 20.); a és b
tehat hasonlé sikszamok. Eppen ezt kellett megmutatni.
B 2. X 29 Lislis

IX. 3. Tétel

Ha egy kobszdmot megszorzunk dénmagaval, kébszdm keletkezik.

Keletkezzék ugyanis az a kobszdmot 6nmagaval megszorozva b. Azt
allitom, hogy b kobszam.

Vegyiik ugyanis a ¢ oldalat, és keletkezz¢k c-t Gnmagaval szorozva
d. Nyilvanvald, hogy c-vel d-t szorozva a-t kapjuk. Minthogy c-t 6n-
magéval szorozva kapjuk d-t, ¢ a benne levS egységek szerint van meg
d-ben. Mésrészt az egység is az abban levs
egységek szerint van meg c¢-ben, amint tehét a--8__ b__64_
az egység c-hez, ligy ¢ a d-hez. Ismét, mint- ,__ Aaigil
hogy c-vel d-t szorozva a-t kapjuk, d a c-ben
levS egységek szerint van meg a-ban. Viszont az egység is az abban
lev egységek szerint van meg c-ben, tehat amint az egység c-hez,
ngy d az a-hoz. Amint viszont az egység c-hez, Ugy ¢ a d-hez, amint
tehat az egység c-hez, Gigy ¢ a d-hez és d az a-hoz. Az egység és az a
szdm kozé tehat két szamot illesztettiink mértani sorban, c-t és d-t.
Ismét, minthogy a-t 6nmagéval szorozva kapjuk b-t, @ a benne levG
egységek szerint van meg b-ben. Viszont az egység is az abban lev§
egységek szerint van meg g-ban, tehat amint az egység a-hoz, igy aa
b-hez. Az egység és a kozé viszont beillesztettiink két kozépardnyos
szamot; a és b kozé is beilleszthetd tehat két kozépardnyos szam
(VIIL. 8.). Ha viszont két szdm ko6zé beilleszthetd két kozéparanyos,
és az els6 szam kobszam, akkor a masodik is kobszam (VIII. 23.). S a
kobszam, tehat b is kobszam. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: IX. 4-5., 9.
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1X. 4. Tétel
Ha egy kobszamot megszorzunk egy mdsik kobszdmmal, kobszdm
keletkezik.
Keletkezzék ugyanis az a kobszammal a b kdbszamot megszorozva
c. Azt allitom, hogy ¢ kobszam.
Keletkezzék ugyanis a-t 6nmagéval szorozva d. Ekkor d kébszdm
(IX. 3.). Minthogy a-val 6nmagat szorozva d-t, b-t szorozva pedig
c-t kapjuk, d ugy aranylik c-hez, mint a a b-
a--8_ - b-_27__ ez (VIL 17.). Minthogy a és b kobszamok, a
c. 216 _ d__64__ ¢ésbhasonld térszamok, tehat a és b kozé be-
illeszthet6 két kozéparanyos szam (VIII. 19.),
ugyhogy d és ¢ kozé is beilleszthet§ két kdzépardnyos szam (VIIL.
8.). S d kobszam, tehat ¢ is kobszam (VIII. 23.). Eppen ezt kellett
megmutatni.

IX. 5. Tétel

Ha egy kobszdmmal megszorozva egy szdmot kébszdm keletkezik,
akkor a megszorzott szdm is kobszdm.

Keletkezzék ugyanis az a kdbszdmmal a b szdmot megszorozva
a ¢ kobszam. Azt allitom, hogy b kobszam.

Keletkezzék ugyanis a-t onmagéval szorozva d. Ekkor d kdbszam
(IX. 3.). Minthogy a-val 6nmagat szorozva d-t, b-t szorozva pedig
c-t kapjuk, d ugy aranylik c-hez, mint a a
b-hez (VIL. 17.). Minthogy d és ¢ kobszdmok, 9--8--  0--27--
hasonld térszdmok, tehat d és ¢ kozé beil- ¢ 216 d__64__
leszthet6 két kozéparanyos szam (VIIL 19.).

a gy aranylik b-hez, mint d a c-hez, tehat a és b kozé is beilleszthetd
két kozéparanyos szam (VIII. 8.). S a kobszdm, kobszam tehat b is.
Eppen ezt kellett megmutatni.

IX. 6. Tétel
Ha egy szdmot dnmagdval megszorozva kobszdm keletkezik, akkor
maga a szdm is kobszdam.
Keletkezzék ugyanis az a szamot onmagaval megszorozva a b kob-
szdm. Azt allitom, hogy a is kobszadm.
Keletkezzék ugyanis a-val b-t megszorozva ¢. Minthogy a-val 6n-
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magat szorozva kapjuk b-t, b-t szorozva pedig c-t, ¢ kébszam. Mint-
hogy a-t 6nmagdaval szorozva kapjuk b-t, a a benne levS egységek sze-
rint van meg b-ben. Mésrészt az egység is az abban levS egységek
szerint van meg a-ban, amint tehat az egység a-hoz, Ugy a a b-hez.
Minthogy a-val b-t szorozva c-t kapjuk, b az a-ban
lev egységek szerint van meg c-ben. Viszont az egység a_ _8_ _
a-ban szintén az abban levl egységek szerint van meg, b. 64
amint tehat az egység a-hoz, ugy b a ¢-hez. Minthogy b ~ =7 7~
és ¢ kdbszamok, hasonld térszdmok, tehat b és ¢ kozott ¢ _512_ _
van két kozépardnyos szam (VIIL. 19.). a gy aranylik
b-hez, mint b a c-hez, tehat a és b kozott is van két kdzéparanyos
szdm (VIIL 8.). S b kébszam, tehat a is kobszam (VIIL 23.). Eppen
ezt kellett megmutatni.

F.: IX. 10.

IX. 7. Tétel

Ha egy osszetelt szammal megszorzunk egy mdsik szamot, akkor
térszam keletkezik.

Keletkezzék ugyanis az a Osszetett szammal a b szamot megszorozva
c. Azt éllitom, hogy ¢ térszam.

Minthogy ugyanis a Osszetett, osztja valamely szdm. Ossza d, és

legyen annyi egység e-ben, ahdnyszor megvan
(il Di ok d az a-ban. Minthogy d az e-ben levs egysé-
gek szerint osztja a-t, e-vel d-t szorozva a-t
kapjuk. S minthogy a-val b-t szorozva c-t kap-
d._ e___ juk, a viszont d és e szorzata, d és e szorzata-
val b-t szorozva c-t kapjuk. ¢ tehat térszam,

és d, e, b az oldalai. Eppen ezt kellett megmutatni.

IX. 8. Tétel

Ha van egy egységgel kezdodd valahdny tagu mértani sorozat, akkor
az egységtdl szamitott harmadik tag és az egy tag kihagydsdval kovet-
kezdk négyzetszdmok, a negyedik tag és az dsszes két tag kihagydsdval
kovetkezd kobszdm, a hetedik pedig és az ot tag kihagydsdval kovetke-
zok egyszerre kob- és négyzetszamok.

Alkosson valahadny szam, a, b, ¢, d, e és f az egységgel kezd6dGen
mértani sorozatot. Azt 4llitom, hogy az egységtdl szamitott harmadik

259



tag, b, és az Osszes egy tag kihagyasaval kovetkezd négyzetszam,
a negyedik tag, c, és az Gsszes két tag kihagyasaval kovetkez8 kébszam,
a hetedik tag pedig, f; és az Osszes ot tag kihagyasdval kovetkezs egy-
szerre kOob- €s négyzetszdm.

Mivel amint az egység a-hoz, gy aranylik a a b-hez, az egység
ugyanannyiszor van meg g-ban, mint a a b-ben. Az egység az a szam-
ban az abban levs egységek szerint van meg, tehat a a b-ben szintén
az a-ban levl egységek szerint van meg. a-val 6nmagit szorozva tehat

b-t kapjuk; b négyzetszam. Minthogy b, c,

qc d__16__ d mértani sorozat, s b négyzetszdm, d is
b Siiim négyzetszam (VIII. 22.). Ugyanigy f is

SEioy TT77TT  négyzetszam. Hasonl6képp mutathatndnk
LR f--64__ meg, hogy az Osszes egy tag kihagydsival

kovetkezd is négyzetszam.* Azt is allitom,
hogy az egységt6l szamitott negyedik tag, ¢, és az Gsszes két tag kiha-
gyasaval kovetkezd kobszdm. Minthogy ugyanis amint az egység a-
hoz, ugy aranylik b a c-hez, az egység ugyanannyiszor van meg az a
szamban, mint b a c-ben. Az egység viszont a-ban az a-ban levé egy-
ségek szerint van meg, tehat b a c-ben szintén az a-ban levs egységek
szerint van meg, a-val b-t szorozva tehat c-t kapjuk. Minthogy a-val
onmagat szorozva kapjuk b-t, b-t szorozva pedig c-t, ¢ kobszam.
Minthogy ¢, d, e, f mértani sorozat, és ¢ kdbszam, f is kobszam
(VIIL 23.). Megmutattuk azt is, hogy négyzetszdm; az egységt6l sza-
mitott hetedik tag tehit mind kdbszdm, mind négyzetszdm, Hasonl6-
képp mutathaté meg, hogy az Gsszes ot tag kihagyasdval kovetkezd
is mind k&bszdm, mind négyzetszdm.* Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: IX. 9-10., 12-13.

IX. 9. Tétel

Ha az egységgel kezdddben valahdny szdm mértani sorozatot alkot,
és az egység utdni tag négyzetszdm, akkor az dsszes tobbi tag is négy-
zetszdm; s ha az egység utdni tag kobszdm, akkor az dsszes tobbi tag is
kobszam.

Alkosson az egységgel kezd6dGen valahdny szdm, a, b, ¢, d, e és f
mértani sorozatot, és legyen az egység utdni tag, a, négyzetszam. Azt
allitom, hogy az Osszes tobbi tag is négyzetszam,
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Hogy az egységt6l szdmitott harmadik tag, b, és az Osszes egy tag
kihagyédsdval kovetkez8 négyzetszdm, mar megmutattuk (IX. 8.). Azt
allitom, hogy az Gsszes t6bbi is négyzetszdm. Minthogy ugyanis a, b, ¢
mértani sorozat, és a négyzetszdm, c is
négyzetszam (VIIL. 22.). Ismét, minthogy a__64__ d__64%__
b, ¢, d mértani sorozat, s b négyzetszim, b 64 . 645
d is négyzetszam.** Hasonléképp mutat- ~~~  ~~ T
hatnidnk meg, hogy az Osszes tobbi tag c__64°__ f__64%__
is négyzetszam.*

Legyen most a kobszdm. Azt allitom, hogy az dsszes tobbi tag is
kobszam.

Hogy az egységtdl szamitott negyedik tag, ¢, és az 6sszes két tag ki-
hagyésaval kovetkez6 kobszam, mar megmutattuk (IX. 8.). Azt 4lli-
tom, hogy az Osszes tobbi is kobszdm. Minthogy ugyanis amint az
egység a-hoz, tigy ardnylik a a b-hez, az egység ugyanannyiszor van
meg g-ban, mint @ a b-ben. Az egység viszont a-ban az abban levd
egységek szerint van meg, a a b-ben tehat szintén az 6nmagaban levd
egységek szerint van meg, a-t dnmagaval szorozva tehat b-t kapjuk.
S a kobszdm. Ha viszont egy kobszdmot megszorzunk Snmagéval,
kobszdm keletkezik (IX. 3.), b is kobszdm teh4t. Minthogy négy szdm,
a, b, ¢ és d mértani sorozatot alkot, és a kobsz4m, d is kobszam (VIII.
23.). Ugyanigy e is kobszdm, és hasonl6képp az Gsszes tobbi tag is
kébszam.* Eppen ezt kellett megmutatni.

IX. 10. Tétel

Ha az egységgel kezdddden valahdny szdam mértani sorozatot alkot,
és az egység utdni tag nem négyzetszdm, akkor egyetlen mdsik tag sem
négyzetszdm, kivéve az egységtdl szamitott harmadikat és az dsszes
egy tag kihagydsdval kovetkezdt; s ha az egység utdni tag nem kébszdm,
akkor egyetlen mdsik tag sem kobszdm, kivéve az egységtél szamitott
negyediket és az osszes két tag kihagydsdval kovetkez6t.

Alkosson az egységgel kezdG6dGen valahdny szdm, a, b, ¢, d, e és f
mértani sorozatot, és az egység utdni tag, a, ne legyen négyzetszam.
Azt allitom, hogy egyetlen masik tag sem négyzetszam, kivéve az egy-

ségtdl szdmitott harmadikat [és az egy tag kihagydsdval kovetkezs-
ket].
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Tegyiik fel ugyanis, hogy ¢ négyzetszam. b is négyzetszam (IX. 8.),
b-nek és c-nek egymashoz valo ardnya tehat olyan, mint egy négyzet-
szamnak egy masik négyzetszamhoz. a ugy ardnylik b-hez, mint b a c-

hez, tehat a-nak és b-nek egymashoz vald

aa d__I6__ arinya olyan, mint egy négyzetszimnak

b Feadl egy masik négyzetszdmhoz, iigyhogy a és

i i T77777 b hasonld sikszdmok. S b négyzetszam,

L N f-_64__ négyzetszam tehat a is, aminek az ellen-

kezgjét tettiikk fol. ¢ tehat nem négyzet-

szdm. Hasonloképpen mutathatnink meg, hogy egyetlen masik tag

sem négyzetszam, kivéve az egységtdl szamitott harmadikat és az egy
tag kihagyasdval kovetkezbket.

Ne legyen most a kobszam. Azt allitom, hogy egyetlen masik tag
sem kobszdm, kivéve az egységtdl szdmitott negyediket és a két tag
kihagyasaval kovetkezOket.

Tegyiik fol ugyanis, hogy d kébszam. ¢ is kobszidm, ugyanis az egy-
ségtdl szamitott negyedik tag (IX. 8.). b gy ardnylik c-hez, mint ¢ a d-
hez, b-nek c-hez vald aranya tehat olyan, mint egy kdbszamnak egy
masik kobszamhoz. S ¢ kobszdm, b is kobszam tehat (VIII. 25.).
Minthogy a tgy aranylik b-hez, mint az egység a-hoz, és az egység
a-ban azabban levé egységek szerint van meg, g a b-ben szintén az
onmagaban levd egységek szerint van meg; a-val dnmagat szorozva
tehdt a b kobszamot kapjuk. Ha viszont egy szdmot dnmagival meg-
szorozva kobszdm keletkezik, akkor maga a szdm is kobszam (IX.
6.), tehat a is kébszam, aminek az ellenkez6jét tettiik fol. d tehdt nem
kobszdm. Hasonléképp mutathatndnk meg, hogy egyetlen masik tag
sem kobszam, kivéve az egységt6l szdmitott negyediket és a két tag
kihagyasdval kovetkezSket. Eppen ezt kellett megmutatni.

IX. 11. Tétel
Ha az egységgel kezdddden valahdny szdm mértani sorozatot alkot,
akkor egy kisebb tag egy nagyobban valamely, a sorozatban eldfordulé

szdm szerint van meg.

Alkosson az a egységgel kezdS6dden valahdny szé.m, b, ¢,d és e mér-
tani sorozatot. Azt allitom, hogy a b, ¢, d és e tagok legkisebbike, b, ¢
¢és d valamelyike szerint van meg e-ben.
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Minthogy ugyanis d gy ardnylik e-hez, mint az a egység b-hez, az a
egység ugyanannyiszor van meg a b szamban, mint d az e-ben; fol-
cserélve tehdt az a egység ugyanannyiszor van meg d-ben, mint b az
e-ben (VIIL. 15.). Az a egység viszont az
abban levé egységek szerint van meg d-
ben, tehat b az e-ben szintén a d-benlevé 4 8§ piint JEE
egységek szerint van meg, ugyhogy a ki-
sebb tag, b, a nagyobb tagban, e-ben, valamely, a sorozatban el§-
fordulé szdm szerint van meg.

F.: IX. 12-13.

q . b i iy s

Kovetkezmény

Es nyilvanval6, hogy ahanyadik helyen van az oszté az egységtdl,
ugyanannyiadik helyen van a hdnyados az osztott szdmtol visszafelé
szdmitva. Eppen ezt kellett megmutatni.

IX::12.Tétel
Ha az egységgel kezdddden valahdny szdm mértani sorozatot alkot,
akkor ugyanazok a primek az egység melletti tagot is osztjdk, amelyek
az utolsot.
Alkosson az egységgel kezd6d6en valahany szam, a, b, ¢ és d mér-
tani sorozatot. Azt éllitom, hogy ugyanazon primek a-t is osztjik,
amelyek d-t.

a. 6. B .36+ a5 ] 1296 _
gtk fopls o 2 R _12.°

Ossza ugyanis d-t valamely e prim. Azt 4llitom, hogy e osztja a-t.
Ellenkezd esetben ugyanis: e prim, és barmely primszdm barmely
szamhoz, melyet nem oszt, relativ prim (VII. 29.), e és a tehat relativ
primek. Miutdn e osztja d-t, legyen meg f-szer benne. e-vel f-et szo-
rozva tehét d-t kapjuk. Ismét, minthogy a a c-ben levS egységek szdma-
szor van meg d-ben (IX. 11.), a-val c-t szorozva d-t kapjuk. Viszont
e-vel f-et szorozva is d-t kapjuk, tehdt a és ¢ szorzata egyenld e és f
szorzatéval. f tehat tigy ardnylik c-hez, mint @ az e-hez (VII. 19.). a és
e viszont relativ primek, a relativ primek pedig legkisebbek (VII. 21.),
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a legkisebbek pedig osztjik az ugyanabban az arnyban 4116 szdmokat
(VIL 20.), mégpedig az egyik elGtag ugyanannyiszor van meg a masik
el6tagban, mint az egyik utétag a masik utdtagban; e tehat osztja
c-t. Legyen meg benne g-szer; e-vel g-t szorozva tehét c-t kapjuk. Az
el6z8 tétel szerint viszont a-val b-t szorozva is c-t kapjuk, a és b szor-
zata tehat egyenld e és g szorzataval. g tehat Ggy aranylik b-hez, mint
a az e-hez (VIL. 19.). a és e viszont relativ primek, a relativ primek
pedig legkisebbek (VIL. 21.), a legkisebbek pedig osztjik az ugyan-
abban az ardnyban 4ll6 szamokat (VII. 20.), mégpedig az egyik elGtag
ugyanannyiszor van meg a mésik elStagban, mint az egyik utétag a
maésik utétagban; e tehat osztja b-t. Legyen meg benne h-szor. e-vel h-t
szorozva tehat b-t kapjuk. Masrészt a-t Snmagaval szorozva is b-t
kapjuk (IX. 8.), tehét e és h szorzata egyenlS a négyzetével, a tehat ugy
aranylik h-hoz, mint e az a-hoz (VIL. 19.). a és e viszont relativ primek,
a relativ primek pedig legkisebbek, a legkisebbek pedig osztjik az
ugyanabban az ardnyban 4ll6 szdmokat, mégpedig az egyik elGtag
ugyanannyiszor van meg a masikban, mint az egyik utétag a masik
utdtagban; e tehat osztja a-t, az egyik elGtag a masik elGtagot. Viszont
nem is osztja; ami lehetetlen. e és a teh4t nem relativ primek. Relativ
Osszetettek tehat. A relativ Gsszetett szdmokat viszont osztja valamely
[prim] szdm. Minthogy e a feltétel szerint prim, a primet pedig més
szdm nem osztja, csak 6nmaga, e osztja az a, e szamokat, igyhogy
e osztja a-t. [d-t is osztja, tehdt e osztja az a, d szamokat.] Hasonl6-
képp mutathatnink meg, hogy ugyanazon primek a-t is osztjak,
amelyek d-t. Eppen ezt kellett megmutatni.
F.: IX. 13.

IX. 13. Tétel

Ha az egységgel kezdddben valahdny szdm mértani sorozatot alkot,
és az egység utdni szdm prim, akkor a legnagyobb tagot egyetlen [mds ]
szdm sem osztja, kivéve a sorozatban eléforduldkat.

Alkosson az egységgel kezd6dGen valahdny szam, a, b, ¢ és d mér-
tani sorozatot, és az egység utni tag, a, legyen prim. Azt allitom, hogy
legnagyobbikukat, d-t, egyetlen mas szam sem osztja, csak a, b és c.

Tegyiik fol ugyanis, hogy e osztja, és e nem azonos az a, b, ¢ szé-
mok egyikével sem. Nyilvanval6, hogy e nem primszam. Ha ugyanis

264



e prim lenne és osztana d-t, a-t is osztana (IX. 12.), mely prim és nem
azonos vele, ami lehetetlen. e tehat nem prim. Osszetett tehat. Viszont
barmely dsszetett szamot oszt valamely primszam (VIL 31.), e-t tehat
osztja valamely primszam. Azt 4llitom, hogy egyetlen mas prim sem
osztja, csak a. Ha ugyanis egy masik osztand e-t, e pedig osztana d-t,

7 b9 (i d_281 54
(et e ViR o e h__?__

ez a szam is osztana d-t, ugyhogy a-t is osztana (IX. 2.), mely prim és
nem azonos vele, ami lehetetlen. a osztja tehat e-t. Miutdn e osztja
d-t, legyen meg benne f-szer. Azt llitom, hogy f nem azonos az a, b, ¢
szamok egyikével sem. Ha ugyanis f azonos lenne az a, b, ¢ szimok
egyikével és e-szer lenne meg d-ben, az a, b, c szdmok egyike is e-szer
lenne meg d-ben. Azonban az a, b, ¢ szamok egyike az a, b, ¢ szamok
valamelyikeszer van meg d-ben (IX. 11.), e tehat azonos lenne az a, b,
¢ szamok valamelyikével, aminek az ellenkezGjét tettiik fol. f tehat
nem azonos az a, b, ¢ szamok egyikével sem. Hasonloképp mutathaté
meg, hogy a osztja f-et, megmutatvin, hogy f sem primszdm. Ha
ugyanis az lenne és osztana d-t, a-t is osztand, mely prim és nem azo-
nos vele, ami lehetetlen. ftehat nem prim; Gsszetett szam tehat. Viszont
barmely Osszetett szamot oszt valamely primszam, fet tehat osztja
valamely primszim. Azt 4liitom, hogy mds prim nem osztja, csak a.
Ha ugyanis valamely masik prim osztana f-et, f pedig d-t, ez a szdm
is osztand d-t, igyhogy a-t is osztand, mely prim és nem azonos vele,
ami lehetetlen. a tehat osztja f~et. Minthogy e a d-ben f-szer van meg,
e-vel f-et szorozva d-t kapjuk. Masrészt a-val c-t szorozva is d-t kap-
juk (IX. 11.); a és ¢ szorzata tehét egyenl§ e és f szorzatdval. f teh4t
ugy ardnylik c-hez, mint a az e-hez (VII. 19.). a viszont osztja e-t,
tehat fis osztja c-t. Legyen meg benne g-szer. Hasonléképp mutat-
hatndnk meg, hogy g nem azonos az a, b szimok egyikével sem, és
hogy a osztja. Minthogy f ¢-ben g-szer van meg, f-fel g-t szorozva c-t
kapjuk. Masrészt a-val b-t szorozva is c-t kapjuk; a és b szorzata tehat
egyenld fés g szorzatdval. g tehat tigy ardnylik b-hez, mint a az f-hez.
a viszont osztja f-et, tehdt g is osztja b-t. Legyen meg benne h-szor.
Hasonléképp mutathatnank meg, hogy h nem azonos a-val. Mint-
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hogy g a b-ben h-szor van meg, g-vel h-t szorozva b-t kapjuk. Masrészt
a-t dnmagaval szorozva is b-t kapjuk (IX. 8.), h és g szorzata tehat
egyenld a négyzetével. a tehat Gigy aranylik g-hez, mint h az a-hoz.
a viszont osztja g-t, tehdt h is osztja a-t, mely prim és nem azonos vele,
ami lehetetlen. Nem osztja tehat a legnagyobb tagot, d-t, mas szam,
csak a, b és c. Eppen ezt kellett megmutatni.

E.: IX. 32.,.36,

IX. 14, Tétel
Primszdmok legkisebb kozos tobbszordsét egyetlen mds primszdm
sem osztja, csak amelyek eredetileg is osztjak.
Legyen ugyanis a a b, ¢, d primszamok legkisebb kozos tobbszorose.
Azt éllitom, hogy a-t egyetlen mas primszam sem osztja, csak b, ¢ és d.
Tegyiik fel ugyanis, hogy osztja az e primszam, és e nem azonos a b,
¢, d szamok egyikével sem. Miutdn e osztja a-t, legyen meg benne
J-szer. e-vel f-et szorozva tehit a-t kapjuk. S
@530 1 a-t osztjak a b, ¢, d primszdmok. Ha viszont
két szamot megszorzunk egymassal, és a szor-
zatukat osztja valamely primszdm, akkor a
Biainins e R P tényezOk egyikét is osztja (VIL. 30.); b, c és d
tehat osztjak e és f egyikét. e-t nem osztjak,
mert e prim és nem azonos a b, c, d szimok egyikével sem. f-et osztjak
tehat, mely kisebb a-ndl, ami lehetetlen, a ugyanis feltétel szerint b,
¢ és d legkisebb koz0s tobbszorose. Nem osztja tehat a-t mas prim-
szam, csak b, ¢ és d. Eppen ezt kellett megmutatni.

IX. 15. Tétel

Ha mértani sorban dllo hdrom szdm legkisebb azon szamok kozott,
melyek ardnya ugyanaz, mint az 6véké, akkor bdarmely kettd dsszege
relativ prim a harmadikhoz.

Legyen harom mértani sorban 4allé szam, a, b és ¢, legkisebb azon
szamok kozott, melyek ardnya ugyanaz, mint az 6véké. Azt allitom,
hogy az a, b, ¢ szamok koziil barmely kett6nek az osszege relativ prim
a harmadikhoz, a meg b a c-hez, b meg c az a-hoz, végiil a meg c a
b-hez.

Vegyiink ugyanis két legkisebb szamot, DE-t és EF-et, melyek ardnya
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ugyanaz, mint az a, b, ¢ szamoké (VIL. 33.). Nyilvanval6, hogy DE-
vel 6nmagat szorozva a-t kapjuk, EF-et szorozva b-t kapjuk, s vé-
giil EF-et 6nmagaval szorozva c-t kapjuk (VIII. 2.). Minthogy DE
és EF legkisebbek, relativ primek (VII. 22.). Ha viszont két szdm
relativ prim, akkor az Ossze-

giik relativ prim barmelyik a4____ b______ e st
taghoz (VII. 28.); DF is rela- DE F

tiv prim tehat DE-hez és EF- ~__—--_

hez. Mésrészt DE is relativ

prim EF-hez, tehat DF és DE relativ primek EF-hez. Ha viszont két
szam relativ prim egy harmadikhoz, akkor a szorzatuk is relativ prim
hozza (VIIL. 24.), Ggyhogy FD és DE szorzata relativ prim EF-hez,
ugyhogy FD és DE szorzata EF négyzetéhez is relativ prim [ha ugyanis
két szam relativ prim, akkor az egyik négyzete is relativ prim a masik-
hoz (VIL. 25.)]. FD és DE szorzata azonban DE négyzetének meg DE
és EF szorzatinak az Osszege (II. 3.), tehat DE négyzetének meg DE
és EF szorzatdnak Osszege relativ prim EF négyzetéhez. S DE négy-
zete a, DE és EF szorzata b, EF négyzete pedig ¢, tehit a és b osszege
relativ prim c-hez. Hasonléképp mutathatndnk meg, hogy b és ¢
Osszege is relativ prim a-hoz. Azt allitom, hogy a és ¢ Gsszege is relativ
prim b-hez. Minthogy ugyanis DF relativ prim DE és EF barmelyi-
kéhez, DF négyzete relativ prim DE és EF szorzatdhoz (VII. 24-25.).
DF négyzetével azonban egyenlS8 DE és EF négyzeteinek meg DE és
EF kétszeres szorzatdnak az osszege (I1. 4.), tehat DE és EF négyzetei-
nek meg DE és EF kétszeres szorzatanak Osszege relativ prim DE és EF
szorzatdahoz. Szétbontvan, DE és EF négyzeteinek meg DE €és EF
egyszeres szorzatinak Gsszege relativ prim DE és EF szorzatihoz.
Ujra szétbontvdn DE és EF négyzetosszege relativ prim DE és EF
szorzatdhoz. S DE négyzete a, DE és EF szorzata b, EF négyzete
pedig c. a és ¢ Osszege tehét relativ prim b-hez. Eppen ezt kellett
megmutatni.

IX. 16. Tétel
Ha két szam relativ prim, akkor nem lehetséges, hogy amint az elsd
szdm a mdsodikhoz, ugy ardnyuljék a mdsodik valamely harmadikhoz.
Legyen ugyanis két szam, a és b, relativ prim. Azt 4llitom, hogy
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nem lehetséges, hogy amint a a b-hez, gy aranyuljék b valamely har-
madik szdmhoz.

Tegyiik fol ugyanis, hogy b tigy aranylik c-hez, mint @ a b-hez. a
és b relativ primek, a relativ primek pedig legkisebbek (VII. 21.),
a legkisebbek pedig osztjik az ugyanabban az ardnyban 4ll6 szdmokat
(VIL 20.), mégpedig az egyik el6tag ugyanannyi-
szor van meg a madsik el6tagban, mint az egyik
c i utétag a masik utétagban; osztja tehdt a a b-t, az

egyik elStag a mésikat. De onmagat is osztja: a te-
hét osztja az a, b relativ primeket, ami lehetetlen. Nem aranylik te-

hét gy b a c-hez, mint a a b-hez. Eppen ezt kellett megmutatni.
B, X8

S S

IX. 17. Tétel

Ha valahdny szdm mértani sorozatot alkot, és a szélsé tagok relativ
primek, akkor nem lehetséges, hogy amint az elsé tag a mdsodikhoz,
ugy ardnyuljék az utolso valamely mdsik szdmhoz.

Alkosson valahdny szdm, a, b, ¢ és d mértani sorozatot, €s legyenek
a sz€Is6 tagok, a és d relativ primek. Azt allitom, hogy nem lehetséges,
hogy amint a a b-hez, tigy ardnyuljék d valamely mdsik szdmhoz.

Tegyiik f6l ugyanis, hogy d agy aranylik e-hez, mint a a b-hez.
Foleserélve tehét amint a a d-hez, gy b az e-hez (VII. 13.). a és d
viszont relativ primek, a relativ primek pedig legkisebbek (VII. 21.),
a legkisebbek pedig osztjak az
ugyanabban azardnyban 4ll6 sz~ 9--8-- b--12-- c__18__
mokat, mégpedig az egyik el6tag 4__27__ e B
ugyanannyiszor van meg a ma-
sikban, mint az egyik utétag a mdsik utétagban (VII. 20.), a tehét
osztja b-t. b ugy ardnylik c-hez, mint a a b-hez, tehat b is osztja c-t,
ugyhogy a is osztja c-t. Minthogy ¢ ugy ardnylik d-hez, mint b a c-
hez, és b osztja c-t, c¢ is osztja d-t. a azonban osztotta c-t, igyhogy
a a d-t is osztja. Viszont 6nmagét is osztja, a tehdt osztja az a, d rela-
tiv primszdmokat, ami lehetetlen. Nem aranylik tehat tigy d valamely
mésik szdmhoz, mint @ a b-hez. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.:IX. 19.
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IX. 18. Tétel

Két adott szdm esetén vizsgdljuk meg, lehetséges-e hozzdjuk harmadik
ardnyost taldlni!

Legyen a és b a két adott szdm, és kelljen azt megvizsgilni, lehet-
séges-e hozzajuk harmadik ardnyost taldlni.

a és b vagy relativ primek, vagy nem. A relativ primek esetére meg-
mutattuk, hogy nem lehet hozzajuk harmadik ardnyost taldlni (IX.
16.).

Most a és b ne legyenek relativ primek, és b-t dnmagéval szorozva
keletkezzék c¢. Marmost a vagy osztja c-t, vagy nem osztja. Legyen
meg el6szor benne, mégpedig d-szer. a-val

d-t szorozva tehét c-t kapjuk. Mésrészt , 4 b ik pus
b-t 5nmagéval szorozva is c-t kapjuk, te- g
héat a és d szorzata egyenl8 b négyzeté- C--144__ o] B

vel. b tehat ugy aranylik d-hez, mint a
a b-hez (VII. 19.): az a, b szamokhoz tehat harmadik aranyost ta-
laltunk, d-t.

Ne ossza most a a ¢-t. Azt allitom, hogy az a, b szamokhoz nem
lehet harmadik ardnyost taldlni. Tegyiik f6l ugyanis, hogy lehet, és
legyen d az. Ekkor a és d szorzata egyenlé b négyzetével (VIL. 19.).
b négyzete viszont ¢, tehat a és d szorzata egyenld c-vel, igyhogy a-val
d-t szorozva c-t kapjuk, a tehat c-ben megvan d-szer. Azonban a
foltétel szerint nem osztja: ez ellentmondas. Nem lehet tehit az a,
b szdmokhoz harmadik ardnyost taldlni, ha a nem osztja c-t. Eppen
ezt kellett megmutatni.

IX. 19. Tétel

Hdrom adott szdm esetén vizsgdljuk meg, lehetséges-e hozzdjuk ne-
gyedik ardnyost taldini!

Legyen a, b és ¢ a hdrom adott szam, és kelljen megvizsgalni, hogy
lehetséges-e hozzdjuk negyedik ara-
nyost taldlni.
dAi3@eniy gl S ipgisnal Ekkor vagy nem alkotnak mér-

tani sorozatot, és a széls6 tagok
relativ primek, vagy mértani sorozatot alkotnak, és a széls6 tagok nem
relativ primek, vagy sem nem alkotnak mértani sorozatot, sem a szél-
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s8 tagok nem relativ primek, vagy mind mértani sorozatot alkotnak,
mind a szélso tagok relativ primek.

Arra az esetre, ha a, b és ¢ mértani sorozatot alkot, és a széls6 tagok
relativ primek, mar megmutattuk, hogy nem lehetséges hozzajuk
negyedik ardnyos szamot talalni (IX. 17.).

Ne alkossanak most a, b és ¢ mértani sorozatot, 4m a sz€Is6 ta-
gok legyenek ismét relativ primek. Azt allitom, hogy ekkor sem le-
het hozzijuk negyedik ardnyost talalni.* Tegyiik f6l ugyanis, hogy
lehet, és legyen d az, tigyhogy amint @ a b-hez, Gigy aranyuljék ¢ a
d-hez, és amint b a c-hez, Ugy d az e-hez. Mivel amint a a b-hez, Ggy
aranylik c a d-hez, amint pedig b a c-hez, igy d az e-hez, egyenl§ sok
tagon 4t amint a a c-hez, Ggy ¢ az e-hez (VII. 14.). a és c viszont
relativ primek, a relativ primek pedig legkisebbek (VII. 21.), a leg-
kisebbek pedig osztjak az ugyanabban az aranyban 4ll6 szidmokat
(VII. 20.), mégpedig az egyik elStag ugyanannyiszor van meg a masik
elStagban, mint az egyik utétag a masik utétagban. Osztja tehdt a
a c-t, az egyik el6tag a masik elStagot. De 6nmagat is osztja: a tehat
osztja a-t és c-t, melyek relativ primek, ami lehetetlen. Nem lehet
tehat az a, b, ¢ szamokhoz negyedik aranyost talalni.

Alkossanak most ismét mértani sorozatot a, b és ¢, s a és ¢ ne le-
gyenek relativ primek. Azt allitom, hogy lehetséges hozzajuk negyedik
aranyost talalni. Keletkezzék ugyanis b-vel c-t szorozva d. Ekkor a
vagy osztja d-t, vagy nem osztja. Legyen meg el8szor benne, mégpedig
e-szer. a-val e-t szorozva tehat d-t kapjuk. Masrészt b-vel ¢-t szorozva
is d-t kapjuk, tehat a és e szorzata egyenld b és ¢ szorzatdval. ¢ tehat
ugy aranylik e-hez, mint a a b-hez (VIIL. 19.): az a, b, ¢ szamokhoz
tehat negyedik aranyost talaltunk, e-t. Ne ossza most @ a d-t. Azt
allitom, hogy nem lehet az a, b, ¢ szimokhoz negyedik ardnyost ta-
l4lni. Tegyiik ugyanis f6l, hogy lehet, és legyen e az. Ekkor a és e
szorzata egyenld b és c szorzatival (VII. 19.). b és ¢ szorzata viszont
d, tehat a és e szorzata is egyenlS d-vel. a-val e-t szorozva tehat d-t
kapjuk. a tehat megvan d-ben e-szer, tigyhogy a osztja d-t. Azonban
nem is osztja, ami ellentmond4s. Nem lehet tehit az a, b, ¢ szamokhoz
negyedik ardnyost taldlni, ha @ nem osztja d-t.

Most pedig az a, b, ¢ szimok se zmértani sorozatot ne alkossanak,
se a sz€Is6 tagok ne legyenek relativ primek, és b-vel c-t szorozva
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keletkezzék d. Hasonloképp mutathatndnk meg, hogy ha a osztja
d-t, lehet hozzajuk negyedik ardnyost taldlni, ha pedig nem osztja,
nem lehet. Eppen ezt kellett megmutatni.

IX. 20. Tétel

Primszdmbdl primszdmok bdrmely adott sokasdgdndl tobb van.

Legyenek az adott primszdmok a, b és c. Azt éllitom, hogy tébb
primszdm van, mint a, b és c.

Vegyiik ugyanis a, b és ¢ legkisebb kozos tobbszordsét (VII. 36.),
legyen ez DE, és adjuk hozzd DE-hez a DF egységet. Ekkor EF vagy
prim, vagy nem. Legyen el6szor prim. Talaltunk tehat az a, b, ¢
szamoknal tobb primet, a-t, b-t, c-t

és EF-et. as seishe o g it
Ne legyen most EF prim. Ekkor DF
osztja valamely primszdm (VIL. 31.). E__105__=" &--

Ossza a g prim. Azt allitom, hogy

g az a, b és c egyikével sem azonos. Tegyiik fol ugyanis, hogy az. a,
b és c osztjdk DE-t, tehat g is osztja DE-t. Viszont EF-et is osztja,
tehit a maradék DF egységet is osztja g (2. E.), noha szam, ami el-
lentmondas. g tehit nem azonos az a, b, ¢ szamok egyikével sem. S
feltétel szerint prim, tehat taldltunk az adott a, b, ¢ primeknél tobb
primet, a-t, b-t, c-t és g-t. Eppen ezt kellett megmutatni.

IX. 21. Tétel
Bdrhdny pdros szamot adunk éssze, az dsszeg pdros.*
Adjunk &ssze ugyanis valahany paros szimot, AB-t, BC-t, CD-t és
DE-t. Azt éllitom, hogy az AE Gsszeg péa-
A BC D E [os.

________________ Minthogy ugyanis 4B, BC, CD ¢és DE
mindegyike paros, van fele része, tigyhogy az AE Osszegnek is van
fele része. Paros pedig a ketté bonthat6 szdm: AE tehat paros. Eppen
ezt kellett megmutatni.

F.: IX. 22-23., 28.
IX. 22, Tétel
Ha osszeadunk valahdny pdratlan szdamot, melyek pdros sokan van-
nak, akkor az dsszeg pdros.
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Adjunk Ossze ugyanis valahdny paratlan szamot, melyek paros
sokan vannak, 4B-t, BC-t, CD-t és DE-t. Azt éllitom, hogy az AE
Ssszeg paros.

Minthogy ugyanis 4B, BC, CD és DE mindegyike paratlan, ha

mindegyikb6l kivonunk egy egységet,
4. By d C D E akkor minden maradék péros lesz,

tgyhogy azok Osszege is paros lesz
(IX. 21.). Mésrészt az egységek szdma is péros, tehéat az AE Osszeg is
paros (IX. 21.). Eppen ezt kellett megmutatni.

B BX. 23

IX. 23. Tétel

Ha dsszeadunk valahdny pdratlan szdmot, melyek pdratlan sokan
vannak, akkor az dsszeg is paratlan lesz.

Adjunk Ossze ugyanis valahdny paratlan szdmot, melyek pdaratlan
sokan vannak, AB-t, BC-t és CD-t. Azt
allitom, hogy az 4D Osszeg paratlan. Asvinind B _C_ s 3,0 B,

Vonjuk ki CD-b6l a DE egységet. Ek-
kor a CE maradék paros. Viszont AC is paros (IX. 22.), tehat az
AE Osszeg is paros (1X. 21.). S DE egy egység, tehat 4D paratlan.
Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: IX. 29-30.; X. 27. Fiiggelék

IX. 24. Tétel
Ha egy pdros szdmbdl pdrosat vonunk ki, a maradék pdros.
Vonjuk ugyanis ki az 4B paros szambol a paros BC-t. Azt éllitom,
hogy a C4 maradék péros.
Minthogy ugyanis 4B paros, van fele része. Ugyanigy BC-nek is van
fele része, tigyhogy a maradék [CA4-nak] is [van fele
A C B része, tehat] AC péros. Eppen ezt kellett megmutatni.
““““ ELaIX, 25 07.X:29.7, L.

IX. 25. Tétel
Ha egy pdros szambdl pdratlant vonunk ki, a maradék pdratlan.
Vonjuk ugyanis ki az AB péros szdmbdl a pératlan
BC-t. Azt éllitom, hogy a C4 maradék pdratlan, ~  “-------
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Vonjuk ugyanis ki BC-b6l a CD egységet. Ekkor DB péaros. Viszont
AB is péros, tehat az AD maradék is paros (IX. 24.). S CD egység,
tehdt CA paratlan. Eppen ezt kellett megmutatni.

IX. 26. Tétel

Ha egy pdratlan szdmbdl pdratlant vonunk ki, a maradék pdros.

Vonjuk ugyanis ki az AB pératlan szdmbdl a paratlan BC-t. Azt
allitom, hogy a CA4 maradék pdros.

Miutdn ugyanis AB pératlan, levonva a BD egysé-
get a maradék 4D paros. Ugyanigy CD is paros, tigy-
hogy a CA maradék is paros (IX. 24.). Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: X 29 1L,

IX. 27. Tétel
Ha egy pdratlan szambdl pdrosat vonunk ki, a maradék pdratlan.
Vonjuk ugyanis ki az AB paratlan szdmbdl a paros BC-t. Azt alli-
tom, hogy a CA maradé€k péaratlan.
AD CB  vyopjuk ki az AD egységet. Ekkor DB péaros. Vi-
szont BC is paros, tehat a CD maradék is paros (IX.
24.). CA tehat pératlan. Eppen ezt kellett megmutatni.

IX. 28. Tétel

Ha egy pdratlan szammal megszorzunk egy pdrosat, a szorzat pdros
lesz.

Keletkezzék ugyanis a paros b-t az @ paratlan szammal megszorozva
c. Azt allitom, hogy ¢ péros.

Minthogy ugyanis a-val b-t szorozva kaptuk c-t, ¢
annyi b-vel egyenlS szambol tevddik Gssze, ahdny egy- ¢
ség van a-ban. S b paros, tehdt ¢ paros szamokbol te-
vOdik Ossze. Barhdny péros szamot adunk viszont Ossze, az Osszeg
péaros (IX. 21.), tehét ¢ paros. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: IX. 31.

P AR Ly i

IX. 29. Tétel
Ha egy pdratlan szdmmal megszorzunk egy pdratlant, a szorzat
pdratlan lesz.
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Keletkezzék ugyanis az a paratlan szimmal megszorozva a paratlan
b-t c. Azt édllitom, hogy ¢ paratlan.

Minthogy ugyanis a-val b-t szorozva kaptuk
¢-t, ¢ annyi b-vel egyenl8 szdmbdl tev8dik &ssze,
o e ahdny egység van g-ban. S a és b mindegyike

paratlan, ¢ tehat paratlan szdmokbdl tevddik
Ossze, melyek paratlan sokan vannak, tigyhogy ¢ pératlan (IX. 23.).
Eppen ezt kellett megmutatni.

IX. 30. Tétel

Ha egy pdratlan szdm oszt egy pdrosat, akkor a felét is osztja.

Ossza ugyanis az a paratlan szdm a paros b-t. Azt allitom, hogy a
felét is osztja.

Miutdn ugyanis a osztja b-t, legyen meg benne c-szer. Azt allitom,
hogy ¢ nem paratlan. Tegyiik fol ugyanis, hogy az. Minthogy a a b-
ben c-szer van meg, a-val c-t szorozva b-t kap-
juk. b tehat paratlan szamokbdl tevddik dssze, 9--- Sz
melyek paratlan sokan vannak. b tehat parat- p_
lan (IX. 23.), ami ellentmondéas, mert feltétel
szerint paros. ¢ tehdt nem pératlan; péros tehit ¢, tigyhogy a a b-
ben pérosszor van meg. Ezért aztdn a felét is osztja. Eppen ezt kel-
lett megmutatni.

F.:TX 31

IX. 31. Tétel
Ha egy pdratlan szam relativ prim valamely szdmhoz, akkor a két-
szereséhez is relativ prim.*
Legyen ugyanis az a paratlan szam valamely szimhoz, b-hez relativ
prim, és legyen b kétszerese c. Azt allitom, hogy
A et b 4 relativ prim c¢-hez [is].
it di Ha ugyanis [a és ¢] nem relativ primek, osztja
Gket valamely szam. Ossza, s legyen d az. a pa-
ratlan, tehét d is paratlan (IX. 28.). Minthogy a pératlan d osztja c-t,
és c paros, c-nek a felét is osztja [d] (IX. 30.). ¢ fele viszont b, tehat
d osztja b-t. Masrészt a-t is osztja. d tehat osztja a relativ prim a-t és
b-t, ami lehetetlen. Nem igaz tehat, hogy @ nem relativ prim c-hez. a
és c teh4t relativ primek. Eppen ezt kellett megmutatni,
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IX. 32. Tétel

A diadbol* kétszerezéssel nyert dsszes szam csak pdrosszor pdros
alakban dil eld.

Kapjuk ugyanis az a diadbol kétszerezéssel a tetszdleges sok b, c,
d szamot. Azt allitom, hogy a b, ¢, d szamok csak parosszor paros
alakban allnak el6.

Hogy [a b, ¢, d szamok] mindegyike elGall parosszor paros alakban,
az nyilvanvald, hiszen a diadbol kétszerezéssel kaptuk Gket. Azt alli-
tom, hogy csak ilyen alakban allnak
el6. Vegyiink ugyanis egy egységet.
Minthogy ekkor az egységgel kez- 4.
d6dden valahdny szam mértani so-
rozatot alkot, és az egység utani szam, a, prim, az a, b, ¢, d szamok
legnagyobbikat, d-t, egyetlen mas szam sem osztja, kivéve a-t, b-t és
c-t (IX. 13.). S a, b és ¢ mindegyike paros, tehat d csak parosszor paros
alakban 4ll el6. Hasonloképp mutathatnank meg, hogy b és ¢ mind-
ketten [szintén] csak parosszor paros alakban allnak el6. Eppen ezt
kellett megmutatni.

Gyt

IX. 33. Tétel

Ha egy szdm fele pdratlan, akkor a szdm csak pdrosszor paratlan
alakban dll elé.

Legyen ugyanis az a szam fele paratlan. Azt allitom, hogy a csak
parosszor paratlan alakban all el6.

Hogy pérosszor pératlan alakban el6all, az nyilvdnvalo, hiszen a
fele, mely paratlan, parosszor van meg benne. Most azt dllitom, hogy
csak ilyen alakban 4ll el§. Ha ugyanis a el6éllna paros-
szor paros alakban, akkor egy paros szam paros szam-
szor lenne meg benne, Ggyhogy a felét is osztand egy paros szam,
noha az paratlan, ami ellentmondés. a tehat csak parosszor paratlan
alakban 4ll el8. Eppen ezt kellett megmutatni.

IX. 34, Tétel
Ha egy szdm sem nem a diddbdl kétszerezéssel nyertek kozill valo,
sem a fele nem pdratlan, akkor mind pdrosszor pdros, mind pdrosszor
pdratlan alakban eldall,
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Ne legyen ugyanis az a szdm sem a diddbol kétszerezéssel nyertek
koziil vald, sem a fele ne legyen paratlan. Azt dllitom, hogy a mind
péarosszor paros, mind parosszor paratlan alakban elGall.

Hogy a parosszor paros alakban el64ll, az nyilvanvald, hiszen a fele
nem pdaratlan. Most azt 4llitom, hogy parosszor paratlan alakban is
el6all. Ha ugyanis a-t megfelezziik és a felét meg-
felezziik és igy tovabb, valamely paratlan szam-
hoz Jutunk mely paros szdmszor van meg a-ban. Ellenkez6 esetben
ugyanis a diddhoz jutnank, és a a diddbdl kétszerezéssel nyertek
koziil valo lenne, aminek az ellenkezgjét tettiik fol, Ggyhogy a el8all
péarosszor paratlan alakban. Megmutattuk, hogy péarosszor péros
alakban is elGall. a tehat mind parosszor paros, mind parosszor pa-
ratlan alakban el64ll. Eppen ezt kellett megmutatni.

IX. 35. Tétel

Ha valahdny szdm meértani sorozatot alkot, és mind a mdsodik, mind
az utolso tagbdl az elsovel egyenld szdmot vonunk ki, akkor amint a
madsodik tag maradéka az elsé taghoz, uigy aranylik az utolso maradéka
az elétte dllo tagok osszegéhez.*

Alkosson valahdny szdm, a, BC, d és EF — kezdve a legkisebbel,
a-val — mértani sorozatot, és vonjuk ki BC-b6l és EF-b3l az a-val
egyenl6 BG-t, illetve FH-t. Azt allitom, hogy amint GC az a-hoz, gy
aranylik EH az a meg BC meg d-hez.

Vegyiink ugyanis egy BC-vel egyenl8 FK-t és egy d-vel egyenld
FL-t. Minthogy FK egyenl6 BC-vel, s ezekb6l FH egyenl6 BG-vel,
a maradék HK egyenl@ a maradék GC-vel. Mivel amint EF a d-hez,
ugy aranylik d a BC-hez, és BC az a-hoz, és d egyenl6 FL-lel, BC az
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FK-val, a pedig FH-val, amint EF az FL-hez, tigy aranylik LF az FK-
hoz és FK az FH-hoz. Szétbontvan, amint EL az FL-hez, ugy LK az
FK-hoz és KH az FH-hoz (VII. 11., 13.). Amint tehat az egyik el6tag
az utétagjahoz, tgy aranylik az elGtagok Osszege az utétagok Osszegé-
hez (VII. 12.), amint tehat KH az FH-hoz, igy EL meg LK meg KH az
LF meg FK meg HF-hez. KH viszont egyenl6 CG-vel, FH az a-val,
LF meg FK meg HF pedig d meg BC meg a-val, amint tehat CG az
a-hoz, gy ardnylik EH a d meg BC meg a-hoz. Amint tehat a masodik
tag maradéka az els6hoz, ugy ardnylik az utolsé tag maradéka az
eldtte 4116 tagok Gsszegéhez. Eppen ezt kellett megmutatni.
F.: 1X: 36.

IX. 36. Tétel

Ha az egységtdl kezdve kétszeres ardnyban* képziink egy mértani
sorozatot, amig a sorésszeg prim nem lesz, és az 6sszeggel megszorozzuk
az utolsé tagot, akkor a szorzat tokéletes szam lesz.**

Képezziink ugyanis az egységtll kezdve kétszeres ardnyban egy
mértani sorozatot, amig a sordsszeg prim nem lesz, a, b, c, d-t, legyen
e egyenls az Osszeggel, és keletkezzék e-vel d-t szorozva FG. Azt alli-
tom, hogy FG tokéletes szam.

ai biiie e e diilGas
e 31 @ U 5 G

H 3y N 3¢ KEE J0f m_ 248
Pl g

Vegyiink ugyanis kétszeres aranyban e-vel kezdve annyi szdmot
e-t, HK-t, l-et és m-et, ahanyan vannak a, b, ¢ és d. Ekkor egyenld
sok tagon 4t e ugy aranylik m-hez, mint a a d-hez (VII. 14.). e és d szor-
zata tehat egyenlG a és m szorzataval (VII. 19.). e és d szorzata FG,
tehét a és m szorzata egyenl8 FG-vel. a-val m-et szorozva tehat FG-t
kapjuk, m tehat megvan FG-ben az a-ban levs egységek szerint. a diad,
tehat FG kétszerese m-nek. Viszont m, I, HK és e is rendre egymads két-
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szeresel, tehat e, HK, I, m és FG mértani sorozatot alkot a kétszeres
aranyban. Vonjuk ki a masodik tagbdl, HK-bdl és az utols6bol, FG-
bdl, az els6vel, e-vel egyenl8 HN-t, illetve FO-t. Ekkor amint a méso-
dik tag maradéka az els6hoz, igy ardnylik az utolsé tag maradéka az
elStte 4ll6 tagok Osszegéhez (IX. 35.), tehat amint NK az e-hez, tigy
OG az m meg [ meg KH meg e-hez. NK egyenl§ e-vel, tehat OG is
egyenld m meg / meg HK meg e-vel. Mésrészt FO is egyenld e-vel,
e pedig a meg b meg ¢ meg d meg az egységgel. A teljes I'G tehal
egyenld e meg HK meg | meg m meg a meg b meg ¢ meg d meg az egy-
séggel; és ezek osztjik. Azt is allitom, hogy FG-t egyetlen mas szam
sem osztja, csak a, b, ¢, d, e, HK, I, m és az egység. Tegyiik fol ugyanis,
hogy FG-t osztja valamely p szam, és p nem azonos az a, b, ¢, d, e, HK,
I, m szamok egyikével sem. Legyen annyi egység g-ban, ahanyszor
megvan p az FG-ben. Ekkor g-val p-t szorozva FG-t kapjuk. Viszont
e-vel d-t szorozva is FG-t kapjuk, tehdt p tigy ardnylik d-hez, mint
e a g-hoz (VII. 19.). Minthogy az egységgel kezdéddben a, b, ¢ és d
mértani sorozatot alkotnak, d-t egyetlen més szdm sem osztja, csak
a, b és ¢ (IX. 13.). Foltettiik, hogy p nem azonos a, b, ¢ egyikével sem,
tehdt p nem osztja d-t. Viszont e uigy aranylik g-hoz, mint p a d-hez,
tehdt e sem osztja g-t. e primszadm, barmely primszdm viszont barmely
szamhoz, melyet nem oszt, relativ prim (VIIL. 29.). e és g tehat relativ
primek. A relativ primek viszont legkisebbek (VII. 21.), a legkisebbek
pedig osztjdk az ugyanabban az ardnyban 4llé6 szdmokat (VII. 20.),
mégpedig az egyik elStag ugyanannyiszor van meg a masik elStagban,
mint az egyik utétag a mésik utétagban. S p tigy aranylik d-hez, mint
e a g-hoz, tehat e ugyanannyiszor van meg p-ben, mint g a d-ben.
d-t viszont egyetlen mds szAm sem osztja, csak a, b és ¢, tehat g azonos
a, b és c egyikével. Legyen b-vel azonos. Vegyiink e-vel kezdGdGen
annyi tagot, e-t, HK-t és I-et, ahdnyan vannak b, ¢, d. e, HK, [ és b, ¢, d
ugyanabban az aranyban allnak, tehat egyenlS sok tagon at e ugy
aranylik [-hez, mint b a d-hez (VIL 14.). b és [ szorzata tehat egyenl6
d és e szorzataval (VII. 19.). d és e szorzata viszont egyenlG p és ¢
szorzatival, tehat p és g szorzata is egyenld b és [ szorzataval. / tehat
agy ardnylik p-hez, mint ¢ a b-hez (VII. 19.). g azonos b-vel, tehat [ is
azonos p-vel, ami lehetetlen, mivel foltettiik, hogy p nem azonos az
adott szimok egyikével sem. Nem osztja tehat FG-t egyetlen szam sem,

278



csaka, b, c,d, e, HK, I, m és az egység. Megmutattuk, hogy FG egyenl§
a meg b meg ¢ meg d meg e meg HK meg / meg m meg az egységgel.
Egy szam viszont tokéletes, ha egyenlS az osztdi Gsszegével: FG tehat
tokéletes szam. Eppen ezt kellett megmutatni.
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Tizedik konyv

Definicidok

1. Mennyiségeket 6sszemérhetGknek mondunk, ha ugyanazon mérték-
kel mérhetdk, 6sszemérhetetleneknek pedig, ha nem taldlhaté hoz-
zajuk kozos mérték.

2. Szakaszok négyzetesen Osszemérhet8k, ha a négyzeteik ugyanazon
idommal mérhetbk, 6sszemérhetetlenek pedig, ha a négyzeteikhez
nem taldlhaté idom, mely kdzos mérték lenne.*

3. Ezek alapjan megmutatjuk, hogy adott szakasszal végtelen sok
Osszemérhetd és — akar csak linedrisan, akar négyzetesen is — Gssze-
mérhetetlen szakasz 1étezik (vo. X. 10.)*. Nevezziik az adott szakaszt
racionalisnak, és a vele — akdr linedrisan és négyzetesen, akar csak
négyzetesen — Osszemérhetd szakaszokat raciondlisoknak, a vele
Osszemérhetetleneket pedig irraciondlisoknak.**

4, Es nevezziik az adott szakasz négyzetét raciondlisnak, és az azzal
Osszemérhetd feliileteket raciondlisoknak, az azzal Osszemérhetet-
leneket pedig irracionalisoknak, és az Gket elG4llité szakaszokat — ti.
ha a feliiletek négyzetek, magukat az oldalakat, ha pedig valamely
mas sokszogek, a veliik egyenld négyzeteket folrajzold szakaszo-
kat* — irracionalisoknak.

X. 1, Tétel
Ha adva van két nem egyenld mennyiség, és a.nagyobbdl levonunk a
felénél tobbet, és a maradékbdl a felénél tobbet, és igy tovabb, akkor egy
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olyan mennyiség fog megmaradni, mely kisebb az adott mennyiségek
kisebbikénél.

Legyen AB és c két nem egyenid mennyiség, és koziilik AB a na-
gyobb. Azt allitom, hogy ha AB-bél levonunk a felénél tébbet, és a
maradékbdl a felénél tobbet, és igy tovabb, akkor egy olyan mennyi-
ség fog megmaradni, mely kisebb az adott mennyiségek kisebbikénél.

¢ valamely tobbszorose ugyanis nagyobb lesz AB-nél (v6. V. 4. D.).
Tobbszorozziik, és legyen DE a c-nek tobb-

sz0r0se és AB-nél nagyobb, bontsuk {61 DE-t K H c
a c-vel egyenl6 DF, FG, GE mennyiségekre, Al 18—

vonjuk le 4B-bGl a felénél nagyobb BH+t, p, £ G | E
AH-bél a felénél nagyobb HK-t, és igy to-

vabb, mig az AB-beli osztilyok szdma egyenl6 nem lesz a DE-
beliekével.

Legyen az AK, KH, HB osztilyok szdma egyenl6 a DF, FG, GE
osztalyokéval. Minthogy DE nagyobb AB-nél, és DE-bdl a felénél
kisebb EG-t, AB-bdl pedig a felénél nagyobb BH-t vontuk le, a GD
maradék nagyobb a HA maradéknal. Minthogy GD nagyobb HA-nél,
és GD-bél a felét, GF-et, HA-bol pedig a felénél nagyobb HK-t von-
tuk le, a DF maradék nagyobb az AK maradéknal. DF viszont egyenld
c-vel, tehat c is nagyobb AK-nal. AK tehat kisebb c-nél.

Az AB mennyiségbdl tehit egy olyan AK mennyiség marad meg,
mely kisebb az adott mennyiségek kisebbikénél, c-nél. Eppen ezt kel-
lett megmutatni. — Hasonlo a bizonyitds, ha a fele részeket vonjuk le.

B Xe 28006 9 eSta10:. 12 .16,

X. 2. Tétel

Ha van két nem egyenld mennyiség, a kisebbet valtakozva mindig ki-
vonjuk a nagyobbdl, és a maradék sosem méri az eldzot, akkor a mennyi-
ségek osszemérhetetlenek.

Legyen AB és CD két nem egyenl6 mennyiség, AB a kisebb, és a
kisebbet valtakozva mindig kivonvan a nagyobbdl, a maradék sose
mérje az el6zGt. Azt allitom, hogy az 4B, CD mennyiségek dsszemér-
hetetlenek.

Ha ugyanis OsszemérhetSk, méri Gket valamely mennyiség. Mérje
Oket egy e mennyiség. 4B mérje FD-t, és legyen a nala kisebb maradék
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CF, CF mérje BG-t és legyen a néla kisebb maradék 4G, és igy tovabb,
amig egy olyan mennyiség nem marad, mely kisebb e-nél (X. 1.). Tor-
tént légyen ez meg, és legyen AG az e-nél kisebb maradék. Minthogy
e méri AB-t, AB viszont méri DF-et, e is

Fhats A,_,G_,_, p  méri FD-t (3. E.). Méstészt a teljes CD-t is
£ méri, tehat a maradék CF-et is méri (2. E.).
CHt ; 1D CI' viszont méri BG-t, tehat e is méri

BG-t. Mésrészt a teljes AB-t is méri, tehat
a maradék AG-t is méri, a nagyobb a kisebbet, ami lehetetlen. Nem
méri tehat semelyik mennyiség az AB, CD mennyiségeket: osszemér-
hetetlenek tehat az 4B, CD mennyiségek.
Ha tehat van két nem egyenl8 mennyiség. .. s a tobbi.
E. X3 vio Il 9:*

X. 3. Tétel

Keressiik meg két adott osszemérhetd mennyiség legnagyobb kézis
mértékét!

Legyen az adott két 6sszemérheté mennyiség AB és CD, s koziilik
AB a kisebb. Az AB, CD mennyiségeknek kell tehat megkeresni a leg-
nagyobb kozos mértékét.

Az AB mennyiség vagy méri CD-t, vagy nem. Ha méri — dnmagét
szintén méri — akkor AB kozos mértéke

AB-nek és CD-nek. Es nyilvan a legna- g F
gyobb, AB-nél nagyobb mennyiség ugyan- Bl B
is nem osztja AB-t. Ch E $ 1D

Ne mérje most AB a CD-t. Ekkor a
kisebbet valtakozva mindig kivonva a nagyobbdl a maradék egyszer
mérni fogja az el6z6t, mivel 4B és CD nem &sszemérhetetlen (X. 2.).
AB mérje ED-t, és legyen a néla kisebb maradék EC, EC mérje F'B-t,
és legyen a ndla kisebb maradék AF, s AF mérje CE-t.

Minthogy AF méri CE-t, CE viszont méri FB-t, AF is méri FB-t
(3. E.). Masrészt 6nmagat is méri, tehat a teljes AB-t is méri AF.
Viszont AB méri DE-t, tehat AF is méri ED-t. Masrészt CE-t is méri,
tehat a teljes CD-t is méri: AF tehat kozos mértéke AB-nek és CD-
nek. Azt 4llitom, hogy a legnagyobb. Ellenkezs esetben ugyanis Iéte-
zik egy AIF-nél nagyobb mennyiség, mely méri AB-t és CD-t. Legyen
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ez g. Minthogy g méri AB-t, AB pedig méri ED-t, g is méri ED-t. Més-
részt a teljes CD-t is méri, g tehat méri a maradék CE-t. CE viszont
méri FB-t, tehat g is méri FB-t. Méasrészt a teljes 4B-t is méri, igy a
maradék AF-et is méri, a nagyobb a kisebbet, ami lehetetlen. Nem
méri tehat semelyik AF-nél nagyobb mennyiség AB-t és CD-t: AF
tehiat AB-nek és CD-nek a legnagyobb kozos mértéke.

Megtalaltuk tehdt két adott Gsszemérhet6 mennyiség, AB és CD
legnagyobb kozos mértékét. Eppen ezt kellett megmutatni,

F.: X. 4.

Kovetkezmény

Ebbd6l mar nyilvanvald, hogy ha egy mennyiség mér két mennyisé-
get, akkor a legnagyobb kozos mértékiiket is méri.

F.: X. 4.

X. 4. Tétel
Keressiik meg hdrom adott 6sszemérheté mennyiség legnagyobb kiozds
mériékét!

‘Legyen az adott hdrom Gsszemérhet§ mennyiség a
a, b és c. a-nak, b-nek é c-nek kell tehdt megke- ’
resni a legnagyobb kozos mértékét. b

Vegyiik ugyanis kettOnek, a-nak és b-nek a leg-
nagyobb kozds mértékét (X. 3.). Ez legyen d. d .5
vagy méri c-t, vagy nem [méri]. d

Meérje el6szor. Minthogy d méri c-t, és méria-t &, ,_i,
és b-t is, d méri a-t, b-t és c-t. d tehat kozés mér-
téke a-nak, b-nek és c-nek. S nyilvanval6 az is, hogy a legnagyobb,
d-nél nagyobb mennyiség ugyanis nem méri a-t és b-t.

Ne mérje most d a ¢-t. Azt éllitom elBszor is, hogy ¢ és d Osszemér-
hetd. Minthogy ugyanis 4, b és ¢ dsszemérhet6k, méri Gket valamely
mennyiség, mely nyilvdn a-t és b-t is méri, ugyhogy a és b legnagyobb
kozos mértékét, d-t is méri (X. 3. K.). Masrészt ¢-t is méri, ugyhogy az
emlitett mennyiség méri ¢-t és d-t: Osszemérhetd tehat ¢ és d. Vegyiik
hat a legnagyobb k6zds mértékiiket (X. 3.). Ez legyen e. Minthogy
e méri d-t, d ellenben méri a-t és b-t, e is méri a-t és b-t. Viszont c-t is
meéri, tehat e méri a-t, b-t &s c-t: e kozos mértéke a-nak, b-nek és c-nek.
Azt éllitom, hogy a legnagyobb. Ellenkez6 esetben ugyanis legyen
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fvalamely e-nél nagyobb mennyiség, mely méri a-t, b-t és c-t. Minthogy
f méri a-t, b-t és c-t, a-t és b-t is méri, meg a és b legnagyobb kozos
mértékét is méri. a és b legnagyobb kozos mértéke viszont d, f tehat
méri d-t. Masrészt c-t is méri, tehat f méri c-t és d-t, tehat c és d leg-
nagyobb k6z6s mértékét is méri f. Ez viszont e, tehat f méri e-t, a na-
gyobb a kisebbet, ami lehetetlen. Nem méri tehat semelyik e-nél na-
gyobb mennyiség a-t, b-t és c-t: e tehat a legnagyobb kézos mértéke
a-nak, b-nek és c-nek, ha d nem méri c-t, ha pedig méri, maga c.

Megtalaltuk tehat hirom adott 6sszemérhet8 mennyiség legnagyobb
kozos mértékét. [Eppen ezt kellett megmutatni.]

Kovetkezmény

Ebbdl mér nyilvanvald, hogy ha egy mennyiség mér harom mennyi-
séget, akkor a legnagyobb kozos mértékiiket is méri.

Hasonloképp nyerhetS tobb mennyiség esetén is a legnagyobb
kozos mérték, és a kovetkezmény is igaz marad.

X. 5. Tétel
Osszemérhetd mennyiségek tgy ardnylanak egymdshoz, mint egy
szdm egy mdsikhoz.*
Legyenek a és b Osszemérhet6 mennyiségek. Azt allitom, hogy
a ngy aranylik b-hez, mint egy szdm egy mésikhoz.
Minthogy ugyanis a és b 6sszemérhetd, méri

a b or i 2 _
'E! okf:t valamely menn)flség. ’Mérje egy ¢ meny

nyiség. Legyen annyi egység d-ben, ahanyszor

: d : l_f_' megvan ¢ az a-ban, s annyi egység legyen e-

ben, ahdnyszor megvan ¢ a b-ben.

Minthogy c a d-beli egységek szdmaszor van meg a-ban, s az egység
d-ben szintén az abban levé egységek szamaszor van meg, az egység
ugyanannyiszor van meg a d szamban, mint a ¢ mennyiség a-ban.
Amint tehdt ¢ az a-hoz, Ggy ardnylik az egység d-hez, s forditva,
amint @ a c-hez, Ugy d az egységhez (V. 7. K.). Ismét, minthogy ¢ az
e-beli egységek szamaszor van meg b-ben, s az egység e-ben szintén

" az abban levs egységek szdmaszor van meg, az egység ugyanannyiszor
van meg e-ben, mint ¢ a b-ben. Amint tehat ¢ a b-hez, Gigy aranylik az
egység e-hez. Megmutattuk, hogy amint a a c¢-hez, ugy ardnylik d az
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egységhez, egyenld sok tagon 4t tehdt amint a a b-hez, gy aranylik
a d szam e-hez (V. 22.).

Az a, b 6sszemérhetd mennyiségek tehat tigy ardnylanak egymashoz,
mint a d szdm az e szamhoz. Eppen ezt kellett megmutatni,

F.: X. 89, 11-12.

X. 6. Tétel -

Ha két mennyiség vigy ardnylik egymdshoz, mint egy szdm egy mdsik-
hoz, akkor dsszemérheték a mennyiségek.

Aranyuljék ugyanis gy egyméshoz két mennyiség, a és b, mint a
d szam az e szamhoz. Azt allitom, hogy 0sszemérhetSk az a, b mennyi-
ségek.

Ahény egység van d-ben, annyi egyenlG részre bontsuk 6l a-t*, és az
egyikiikkel legyen egyenlG c, és ahany egység van e-ben, annyi c-vel
egyenlS mennyiségbdl alljon f.

Minthogy tehat a-ban annyi c-vel egyenlé mennyiség van, ahany
egység van d-ben, ¢ ugyanaz a hanyada a-nak, mint az egység d-nek.
Az egység osztja a d szdmot, tehdt ¢ méri

a-t. Minthogy az egység ugy ’aranylfk d-hez, a i| !S'
mint ¢ az a-hoz, forditva d ugy aranylik az

egységhez, mint a a c-hez (V. 7. K.). Ismét, ,,H,L .
minthogy f~ben annyi c-vel egyenlé mennyi- f

ség van, ahdny egység e-ben, az egység tigy -

aranylik e-hez, mint ¢ az f~hez. Megmutat-
tuk, hogy d tgy aranylik az egységhez, mint a a c-hez, igy egyenlS
sok tagon 4t d ugy ardnylik e-hez, mint @ az fhez (V. 22.). Amint
viszont d az e-hez, tigy ardnylik a a b-hez, a tehat ugy aranylik f~hez,
mint b-hez (V. 11.). a-nak tehat b, f mindegyikéhez ugyanaz az ara-
nya, b tehét egyenl8 f-fel (V. 9.). ¢ viszont méri f-et, tehat b-t is méri.
Mésrészt a-t is méri; ¢ tehat méri a-t és b-t: a és b Gsszemérhetd.
Ha tehat két mennyiség ugy aranylik egymdshoz... s a tobbi.
F.:X.7,9,9.K,, 11-12,, 18, 26., 29., 34., 36., 38-40., 44., 48-55.,
57., 75., 85-87., 89-90.; XIII. 6.

Kovetkezmény
Ebbdl mar nyilvanvald, hogy ha van két szam, d és e, és egy szakasz,
a, akkor elérhet8, hogy a szakasz tigy ardnyuljék egy masik szakasz-
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hoz, mint a d szdm az e szamhoz. Ha pedig vessziik a és f kozéparanyo-
sat (VL 13.), b-t, akkor amint a az f-hez, ugy ardnylik @ négyzete b
négyzetéhez, azaz amint az els szakasz a harmadikhoz, Ggy az elsGre
emelt (sokszog) a mésodikra emelt hasonlé és hasonléan elhelyezkedd
(sokszog)hoz (VI. 19. K.). Amint viszont a az f-hez, igy aranylik a
d szam az e szamhoz. Elértiik tehdt, hogy amint a d szdm az e szam-
hoz, Ugy ardnylik a négyzete b négyzetéhez. Eppen ezt kellett meg-
mutatni.
F.: X. 10,, 29-30., 48-53., 86-88.

X. 7. Tétel

Osszemérhetetlen mennyiségek nem 1igy ardnylanak egymdshoz, mint
egy szdm egy mdsikhoz.

Legyenek a és b Osszemérhetetlen mennyiségek. Azt allitom, hogy
a nem ugy aranylik b-hez, mint egy szdm egy mdsikhoz.

Ha ugyanis a gy aranylik b-hez, mint egy szdm egy maésikhoz,
akkor a 6sszemérhet6 b-vel (X. 6.). De nem az, tehat @ nem gy arany-
lik b-hez, mint egy szdm egy mdsikhoz. ‘

Osszemérhetetlen mennyiségek tehdt nem tgy ardnylanak egymaés-
hoz, stb.

151285, C 1

X. 8. Tétel

Ha két mennyiség nem ugy ardnylik egymdshoz, mint egy szam egy
madsikhoz, akkor osszemérhetetlenck a mennyiségek.

Ne aranyuljék ugyanis egymashoz két mennyiség, a és b tigy, mint
egy szam egy masikhoz. Azt allitom, hogy az a és a b mennyiség Gssze-
mérhetetlen.

Ha ugyanis 6sszemérheték, a Ggy aranylik b-hez, mint egy szam
egy masikhoz (X. 5.). De nem ugy aranylik, tehét az a és a b mennyiség
osszemérhetetlen.

Floooeoils

X. 9. Tétel
A linedrisan osszemérhetd szakaszokra emelt négyzetek vgy ardny-
lanak egymdshoz, mint egy négyzetszdm egy mdsikhoz; és az oly négy-
zeteknek, melyek gy ardnylanak egymdshoz, mint egy négyzetszdm
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egy mdsikhoz, linedrisan ésszemérheték az oldalaik. A linedrisan dssze-
mérhetetlen szakaszokra emelt négyzetek viszont nem 1gy ardnylanak
egymdshoz, mint egy négyzetszdm egy mdsikhoz; és az oly négyzetek-
uek, melyek nem ugy ardnylanak egymdshoz, mint egy négyzetszdm egy
mdsikhoz, az oldalaik sem linedrisan osszemérhetdk.

Legyen ugyanis a és b linedrisan 6sszemérhets. Azt allitom, hogy a
négyzete Uigy ardnylik b négyzetéhez, mint egy négyzetszam egy masik-
hoz.

Minthogy ugyanis a linearisan osszemérhetd b-vel, a tigy aranylik

b-hez, mint egy szdm egy masikhoz (X. 5.). Aranyuljék tigy, mint
¢ a d-hez. Minthogy amint a a b-hez, Ggy ardnylik
¢ a d-hez, és a-nak b-hez valo aranyanak kétszerese a b
a négyzetének b négyzetéhez val6 ardnya — hasonlé =
sokszogek ugyanis egymassal a megfelelS oldalak- c 'i|
hoz képest kétszeres ardnyban dllnak (VI. 20. 1.
K.) —, e-nek d-hez valé ardnydnak pedig kétszerese ¢ négyzetének
d négyzetéhez vald ardnya - két négyzetszam k6zott ugyanis van egy
kozéparanyos szdm, és a négyzetszimok egymadssal az oldalaikhoz
képest kétszeres ardnyban allnak (VIII. 11.) —, amint tehat a négy-
zete b négyzetéhez, Gigy ardnylik ¢ négyzete d négyzetéhez.

Arédnyuljék most amint a négyzete b négyzetéhez, igy a ¢ szam
négyzete a d szam négyzetéhez. Azt allitom, hogy a linedrisan Gssze-
mérhetS b-vel.

Minthogy ugyanis amint a négyzete b négyzetéhez, uigy ardnylik
c négyzete d négyzetéhez, és a négyzetének b négyzetéhez val6 arinya
kétszerese a-nak b-hez val6 ardnydnak, ¢ négyzetének d négyzetéhez
valé arénya pedig kétszerese c-nek d-hez valb ardnyé4nak, amint a a b-
hez, gy ardnylik ¢ a d-hez. a tehit figy ardnylik b-hez, mint a ¢ szdm
a d szdmhoz; linedrisan 6sszemérhetd tehat a a b-vel (X. 6.).

Legyen most a linedrisan Gsszemérhetetlen b-vel. Azt allitom, hogy
a négyzete nem gy ardnylik b négyzetéhez, mint egy négyzetszam
egy négyzetszimhoz.

Ha ugyanis a négyzete Ggy aranylik b négyzetéhez, mint egy négy-
zetszam egy négyzetszamhoz, akkor a 6sszemérhetd b-vel. De nem az,
a négyzete tehat nem 1gy ardnylik b négyzetéhez, mint egy négyzet-
szam egy négyzetszamhoz,
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Megforditva, most ne aranyuljék Ugy a négyzete b négyzetéhez,
mint egy négyzetszdm egy négyzetszimhoz. Azt dllitom, hogy a line4-
risan osszemérhetetlen b-vel.

Ha ugyanis a osszemérhetS b-vel, a négyzete tigy ardnylik b négy-
zetéhez, mint egy négyzetszam egy négyzetszimhoz. De nem tigy ardny-
lik, teh4t @ nem mérhet8 Gssze linedrisan b-vel.

Tehét a linedrisan 6sszemérhetd. . . stb.

F.: X. 10., 29-30., 48-53., 85-90., 114.; XIII. 6., *1.

Kovetkezmeény

S a bizonyitottakbdl vilagos, hogy a linearisan Osszemérhetd szaka-
szok négyzetesen is Osszemérhet8k, a négyzetesen OsszemérhetGk
viszont 4ltaldban nem mérhet6k ossze linearisan is [minthogy a
line4risan osszemérhetd szakaszokra emelt négyzetek tigy ardnylanak
egymiashoz, mint egy négyzetszdm egy négyzetszamhoz, s mennyiségek,
melyek tigy ardnylanak, mint egy szdm egy mésikhoz, 6sszemérhet8k
(X. 6.); tgyhogy a linedrisan Gsszemérhetd szakaszok nemcsak lined-
risan, hanem négyzetesen is 6sszemérhetdk.

Masrészt, minthogy amely négyzetek tigy ardnylanak egyméshoz,
mint egy négyzetszdm egy négyzetszamhoz, mint megmutattuk, linea-
risan OsszemérhetSk, és négyzetesen is OsszemérhetSk, mivel tgy
aranylanak, mint egy szdm egy szdmhoz, igy amely négyzetek nem
ugy aranylanak, mint egy négyzetszdm egy négyzetszdmhoz, hanem
csak mint egy szdm egy szdmhoz, maguk ugyan négyzetesen Ossze-
mérhet8k, de linedrisan nem; tgyhogy a linedrisan Osszemérhetd
négyzetek négyzetesen is OsszemérhetSk, a négyzetesen OsszemérhetSk
viszont altaldban nem mérhet8k Gssze linedrisan is, hacsak nem ugy
ar4dnylanak, mint egy négyzetszAm egy négyzetszamhoz.

Azt allitom, hogy a linedrisan &sszemérhetetlen szakaszok 4ltala-
ban nem négyzetesen is Osszemérhetetlenek, minthogy el6fordulhat,
hogy a négyzetesen Osszemérhet8 szakaszok nem ugy aranylanak,
mint egy négyzetszdm egy négyzetszdmhoz, és ezért — noha négyzetesen
Osszemérhet8k — linedrisan dsszemérhetetlenek; tigyhogy a linedrisan
Osszemérhetetlen szakaszok 4ltaldban nem négyzetesen is Gsszemérhe-
tetlenek,” hanem — noha’linedrisan 6sszemérhetetlenck — négyzetesen
lehetnek mind Osszemérhetetlenek, mind dsszemérhetGk.
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A négyzetesen Osszemérhetetlen szakaszok viszont mind linedrisan
is Osszemérhetetlenek; ha ugyanis line4risan Osszemérhet6k, akkor
négyzetesen is OsszemérhetSk. De feltevés szerint dsszemérhetetlenek,
ami ellentmondds. A négyzetesen Osszemérhetetlen szakaszok tehét
linedrisan is 6sszemérhetetlenck.

F.: X190

X. 10, Lemma

Megmutattuk az aritmetikai konyvekben, hogy hasonlé sikszdmok
ugy ardnylanak egymashoz, mint két négyzetszdm (VIII. 26.), és
hogyha két szam tgy ardnylik egymdshoz, mint két négyzetszam,
akkor hasonlo sikszamok.* S ebbdl vilagos, hogy nem hasonld sik-
szamok — azaz amelyeknek nem ardnyosak az cldalaik — nem tgy
aranylanak egymdashoz, mint két négyzetszam. Ha ugyanis tigy ardny-
lanak, akkor hasonl6 sikszdmok, aminek az ellenkez§jét tettiik fol.
A nem hasonlé sikszdmok tehdt nem 1igy ardnylanak egymdshoz,
mint két négyzetszam.

X. 10. Tétel

Adott szakaszhoz keressiink két mdsikat, melyek egyike csak lined-
risan, mdsika négyzetesen is dsszemérhetetlen vele!

Legyen a az adott szakasz. Két szakaszt kell tehat keresni, melyek
egyike csak linedrisan, mésika négyzetesen is Gsszemérhetetlen a-val.

Vegyiink ugyanis két szdmot b-t és c-t, melyek nem 1tigy ardnylanak
egymdéshoz, mint két négyzetszam, azaz nem hasonl6 sikszdmok (L.),
és aranyuljék amint b a c-hez, gy a négyzete d négyzetéhez — ezt el
tudjuk érni (X. 6. K.). Ekkor a négyzete ssze-

r'nerhetES d pegyzetével ‘(X. 6.). Minthogy b nem a
ugy ardnylik c-hez, mint egy négyzetszam egy
négyzetszamhoz, a négyzete sem Ugy ardnylik d | d

négyzetéhez, mint egy négyzetszdm egy négyzet-

szdmhoz, tehdt a linedrisan Osszemérhetetlen " .
d-vel (X. 9.). Vegyiik a és d kozépardnyosat, e-t b
(VI 13.). Ekkor amint a a d-hez, gy ardnylika = = |
négyzete e négyzetéhez (VI. 19. K.). a linei-

risan Osszemérhetetlen d-vel, tehdt a négyzete is Gsszemérhetetlen e
négyzetével (X. 11.), tehét a négyzetesen Gsszemérhetetlen e-vel.
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Talaltunk tehat az adott a szakaszhoz két szakaszt, melyek egyike,
d, csak lineArisan, masika, e, négyzetesen és nyilvan linedrisan is
osszemérhetetlen vele. [Eppen ezt kellett megmutatni.]

F.: X.27-28.

X. 11. Tétel
Ha négy mennyiség aranyos, és az elsg dsszemérhetd a masodikkal,
akkor a harmadik is ésszemérhetd a negyedikkel; és ha az elsé dssze-
mérhetetlen a mdasodikkal, akkor a harmadik is dsszemérhetetlen a
negyedikkel.
Legyen a, b, ¢ és d négy aranyos mennyiség: amint ¢ a b-hez, tigy
¢ a d-hez, és legyen a Gsszemerhetd b-vel. Azt alli-

a b tom, hogy c is dsszemérhetd d-vel.
Minthogy ugyanis a 6sszemérhetd b-vel, a ugy
¢ d aranylik b-hez, mint egy szam egy szamhoz (X.

5.). ¢ gy ardanylik d-hez, mint @ a b-hez, tehat ¢
szintén ugy aranylik d-hez, mint egy szdm egy szdmhoz (V. 11.);
¢ tehat osszemérhet§ d-vel (X. 6.).

Ne legyen most a 6sszemérhet6 b-vel. Azt allitom, hogy ¢ sem dssze-
mérhet8 d-vel. Minthogy ugyanis a Gsszemérhetetlen b-vel, a nem
gy aranylik b-hez, mint egy szam egy szdmhoz (X. 7.), ¢ gy aranylik
d-hez, mint a a b-hez, tehit ¢ a d-hez szintén nem figy aranylik, mint
egy szam egy szdmhoz (V.11.); ¢ tehat Gsszemérhetetlen d-vel (X. 8.).

Ha tehdt négy mennyiség aranyos. . . stb.

F.: X. 10,, 12,, 14., 19-20., 22-24., 26-28., 31-35., 38,, 41., 44., 47.,
54-55., 57-63., 65-68., 71-73., 75., 78., 81., 84., 91-94., 97., 99-105.,
110., 112-114.

X. 12. Tétel

Az ugyanazon mennyiséggel dsszemérhetd mennyiségek egymassal is
osszemérhetdk.,

Legyenek ugyanis a €és b mindketten 6sszemérhetSk c-vel. Azt alli-
tom, hogy a a b-vel szintén Gsszemérhetd.

Minthogy ugyanis a osszemérhetd c-vel, a tgy aranylik c-hez,
mint egy szam egy szamhoz (X. 5.). Aranyuljek mint d az e-hez.
Ismét, minthogy ¢ dsszemérhetd b-vel, ¢ tgy aranylik b-hez, mint egy
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szam egy szadmhoz. Aranyuljék mint f a g-hez, és vegyiink e valahiny
adott aranyhoz, d-nek e-hez és f~nek g-hez valé ardnyahoz, szamokat,
melyek rendre az adott ardnyokban allnak, h-t, k-t és l-et, Gigyhogy
amint d az e-hez, igy h a k-hoz, amint pedig
fa g-hez, ugy k az I-hez (VIIL. 4.).

Minthogy amint @ a c-hez, tigy aranylik d
az e-hez, amint pedig d az e-hez, gy h a k-
hoz, h ugy arinylik k-hoz, mint a a ¢-hez
(V. 11.). Ismét, minthogy amint ¢ a b-hez,
ugy ardnylik f a g-hez, amint pedig f a g-hez,
ugy k az l-hez, k gy ardnylik /-hez, mint ¢
a b-hez. Mdsrészt h gy aranylik k-hoz, mint
a a c-hez, egyenl6 sok tagon at tehdt i dgy
ardnylik /-hez, mint @ a b-hez (V. 22.). a tehat
ugy aranylik b-hez, mint a h szam az [ szamhoz; a tehat 6sszemér-
hetd b-vel (X. 6.).

Az ugyanazon a mennyiséggel Osszemérhet6 mennyiségek tehat
egyméssal is 6sszemérhetSk. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: X. 13, 17,, 19., 22, 54., 58., 66., 69., 91., 103., 111-114.

c b
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2 13: Tétel
Ha két mennyiség dsszemérhetd, és az egyikiik Osszemérhetetlen
valamely mennyiséggel, akkor a masik is sszemérhetetlen ugyanezzel a
mennyiséggel.
Legyen a és b két Osszemérheté mennyiség, és legyen az egyikiik, a,
Osszemérhetetlen valamely harmadik ¢ mennyiséggel. Azt

a allitom, hogy a masik mennyiség, b is 6sszemérhetetlen c-vel.
Ha ugyanis b Osszemérhetd c-vel, és a 6sszemérhet§ b-vel,
' b' akkor a is Osszemérhetd c-vel (X. 12.). Viszont Osszemér-

hetetlen is vele, ami lehetetlen, b tehat nem Osszemérhets
,__C._.4 c-vel: Osszemérhetetlen tehat.
Ha tehat két mennyiség 6sszemérhetd. . . stb.
F.: X. 18., 21., 22-23., 26., 35-36., 38., 44., 54-61., 63-64., 66., 68.,
75., 81.,92-93., 99., 103-105., 108-109., 111., 113.
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X. 14. Lemma

Két adott nem egyenlS szakaszhoz keressitk meg, mennyivel na-
gyobb a négyzetértéke a nagyobbnak a kisebbnél.

Legyen a két adott nem egyenlS szakasz 4B €és c, és koziililk 4B a
nagyobb. Meg kell tehat keresni, mennyivel nagyobb a négyzetértéke
AB-nek c-nél.

Emeljiink 4B-re egy ADB félkort, illessziink bele egy c-vel egyenld
AD szakaszt (IV. 1.), és huzzuk meg DB-t. Ekkor nyilvanvald, hogy az
ADB sz5g derékszdg (IIL. 31.), és hogy AB-nek AD-nél, azaz c-nél
DB-vel nagyobb a négyzetértéke (1. 47.).

Hasonléképp, két adott szakaszhoz sszegiikkel négyzetesen egyen-
16t igy talalhatjuk meg:

Legyen a két adott szakasz 4D és DB, és kelljen megkeresni az
Osszeglikkel négyzetesen egyenlS szakaszt. Helyezziik ket ugy el,
hogy AD és DB derékszoget fogjon kozre, és hizzuk meg AB-t.
Ismét nyilvanvald, hogy AD és DB négyzetesen vett Osszege AB.
Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: X. 14.,48., 85-90., XIII. 11.

X. 14. Tétel

Ha négy szakasz ardnyos, és az elsd négyzetértéke egy vele [linedri-
san] osszemérhetd szakasz négyzetével nagyobb a mdsodikéndl, akkor
a harmadik négyzetértéke is egy vele [linedrisan ] ésszemérhetd szakasz
négyzetével nagyobb a negyedikénél. S ha az elsé négyzetértéke egy vele
[linedrisan] dsszemérheltetlen szakasz négyzetével nagyobb a mdsodiké-
ndl, akkor a harmadik négyzetértéke is egy vele [linedrisan] dssze-
meérhetetlen szakasz négyzetével nagyobb a negyedikénél *

Legyen a, b, c €és d négy ardnyos szakasz: amint a a b-hez, igy c a d-
hez, és legyen a négyzetértéke e négyzetével nagyobb b-énél, ¢ négyzet-
értéke pedig f négyzetével nagyobb d-énél (L.). Azt allitom, hogy ha
a dsszemérhetd e-vel, akkor c¢ is Gsszemérhet6 f-fel, ha pedig a Ossze-
mérhetetlen e-vel, akkor ¢ is 6sszemérhetetlen f-fel.

Minthogy ugyanis amint @ a b-hez, tigy aranylik ¢ a d-hez, amint a
négyzete b négyzetéhez, gy aranylik ¢ négyzete d négyzetéhez (V1. 22.).
a négyzetével viszont egyenld e és b négyzetdsszege, c-ével pedig dés f
négyzetosszege. Amint tehit e és b négyzetdsszege b négyzetéhez, ugy
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ardnylik d és f négyzetosszege d négyzetéhez. Szétbontva tehét, amint
e négyzete b négyzetéhez, igy fnégyzete d négyzetéhez (V. 17.); amint
tehat e a b-hez, tigy f a d-hez (VI. 22.); invertalva
tehat amint b az e-hez, ugy d az fhez (V. 7. K.).
Masrészt amint a a b-hez, Ggy c¢ a d-hez,
egyenl§ sok tagon &t tehat amint a az e-hez,
dgy ¢ az f~hez (V. 22.). Ha teh4t a 6sszemérhets

: ] f

cd

]
L}

e-vel, ¢ is OsszemérhetS ffel, ha pedig a Osz-
szemérhetetlen e-vel, ¢ is Osszemérhetetlen f-fel
e Ty
Ha tehat. . . stb. 1
F.: X. 31-32, 66., 103., 112-113. a b

xola Tétel

Ha osszeadunk két dsszemérheté mennyiséget, akkor az oOsszeg
mindkettejiikkel dsszemérhetd; s ha az dsszeg egyikiikkel dsszemérhetd,
akkor a tagok is 6sszemérheték.

Adjunk Gssze ugyanis két GsszemérhetS mennyiséget, AB-t és BC-t.
Azt allitom, hogy az AC 6sszeg az AB, BC mennyiségek mindegyikével
Osszemérhetd.

Minthogy ugyanis az AB, BC mennyiségek dsszemérhetSk, méri ket

valamely mennyiség. Mérje egy d mennyiség. Mint-

B hogy d méri az AB, BC mennyiségeket, az AC Osz-
A ¢ szeget is méri (1. E.). Viszont AB-t és BC-t is méri;
g' d tehat méri AB-t, BC-t és AC-t: 6sszemérhetd

tehat AC az AB, BC mennyiségek mindegyikével.

Legyen most AC Gsszemérhet6 AB-vel. Azt 4llitom, hogy AB és
BC is Gsszemérhetsk.

Minthogy ugyanis az AC, AB mennyiségek osszemérhet6k, méri
Gket valamely mennyiség. Mérje egy d mennyiség. Minthogy d méri a
CA, AB mennyiségeket, a maradék BC-t is méri (2. E.). Viszont AB-t
is méri; d tehat méri AB-t és BC-t: 6sszemérhet8k tehat az AB, BC
mennyiségek.

Ha tehat 6sszeadunk két. . . stb.

F.: X. 17., 26., 36., 38., 54-55., 60-62., 73., 75., 91-93., 98-99.,
111-113.
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X. 16. Tétel

Ha ésszeadunk két osszemérhetetlen mennyiseget, akkor az osszeg
mindkettejiikkel dsszemérhetetlen; s ha az dsszeg egyikiikkel oOssze-
mérhetetlen, akkor a tagok is osszemérhetetlencek.

Adjunk 6ssze ugyanis két Osszemérhetetlen mennyiséget, AB-t és
BC-t. Azt allitom, hogy az AC Gsszeg az AB, BC mennyiségek mind-
egyikével sszemérhetetlen.

Ha ugyanis nem Osszemérhetetlenck a C4, AB mennyiségek, akkor
méri Sket valamely mennyiség. Tegyiik fol, hogy mériegy d mennyiség.

Minthogy d méri a C4, AB mennyiségeket, a ma-

radék BC-t is méri. Viszont AB-t is méri; d tehat

AT"C méri AB-t és BC-t: Gsszemérhetd tehat AB és BC.

[jd_l Feltétel szerint viszont Osszemérhetetlenek is, ami

lehetetlen. Nem méri teh4t semmilyen mennyiség

a CA, AB mennyiségeket: CA és AB Osszemérhetetlenek. Hasonl4-

képp mutathatndnk meg, hogy AC és CB is Osszemérhetetlenek. AC
tehat osszemérhetetlen az AB, BC mennyiségek mindegyikével.

Legyen most AC osszemérhetetlen az AB, BC mennyiségek egyiké-
vel, méghozz4 elGszor AB-vel. Azt allitom, hogy az 4B, BC mennyisé-
gek is 6sszemérhetetlenek.

Ha ugyanis 6sszemérhetSk, méri Sket valamely mennyiség. Mérje
egy d mennyiség. Minthogy d méri az AB, BC mennyiségeket, az AC
Osszeget is méri. Viszont AB-t is méri; d tehat méri CA-t és AB-t:
Osszemérhet tehdt CA és AB. Feltétel szerint viszont 6sszemérhetetle-
nek is, ami lehetetlen. Nem méri tehdt semmilyen mennyiség az AB,
BC mennyiségeket: AB és BC Gsszemérhetetlenek.

Ha tehat osszeadunk két. . . stb.

F.: X. 18., 26., 36-37., 39-40., 73-74., 76-71.

X. 17. Lemma
Ha egy szakaszhoz gy illesztiink egy paralelogrammat, hogy egy
négyzet marad fonn, akkor az odaillesztett paralelogramma egyenl§ a
szakasznak az illesztés révén keletkezett szeletei kozotti téglalappal.
Illessziink ugyanis Gigy az 4B szakaszhoz egy AD paralelogrammat,
hogy egy DB négyzet maradjon fonn, Azt dllitom, hogy AD egyenls az
AC és CB kozotti téglalappal.
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Ez eleve nyilvanvalé: minthogy ugyanis DB négyzet, DC egyenld
CB-vel, és AD az AC és CD, azaz AC és CB kozotti téglalap.

Ha tehat egy szakaszhoz. . . stb.

F.: X 17-18.

X. 17. Tétel

Ha van két nem egyenld szakasz, és a kisebb négyzetének negyed-
részével egyenld paralelogrammdt illesztiink a nagyobbhoz 1igy, hogy egy
négyzet marad fonn, és e szakasz linedrisan ésszemérheté darabokra
bomlik, akkor a nagyobb szakasz négyzetériéke egy vele [linedrisan]
osszemérhetd szakasz négyzetével nagyobb a kisebbénél; s ha a nagyobb
szakasz négyzetértéke egy vele [linedrisan] dsszemérhetd szakasz
négyzetével nagyobb a kisebbénél, és a kisebb négyzetének negyedével
egyenld paralelogrammat illesztiink a nagyobbhoz 1igy, hogy egy négyzet
marad fonn, akkor e szakasz linedrisan ésszemérhetd darabokra bomlik.*

Legyen a és BC két nem egyenls szakasz, koziilitk BC a nagyobb, €s
illessziink a kisebb a négyzetének negyedével, azaz a felének négyzeté-
vel egyenld paralelogrammat BC-hez tgy, hogy egy négyzet maradjon
fénn (VI 28.). Legyen az odaillesztett alakzat a BD és DC kozotti
téglalap (L.), és BD linedrisan Gsszemérhets
DC-vel. Azt allitom, hogy BC négyzetértéke a
egy vele Osszemérhet§ szakasz négyzetével ! '
nagyobb a-éndl.

Legyen ugyanis BC felez6pontja E (1. 10.), és g . i\c
mérjiink fol egy DE-vel egyenl$ EF-et (1. 3.). F E D
Ekkor a maradék DC egyenlé BF-fel. Mint-
hogy a BC szakaszt kettéosztottuk egyenls részekre az E és nem egyen-
16kre a D pontban, a BD és DC kozotti téglalapnak és £D négyzetének
az Osszege egyenls EC négyzetével (11. 5.), szintiigy a négyszeresek: a
BD és DC kozotti téglalap négyszerese meg DE négyzete négyszerese
egyenld EC négyzetének négyszeresével. Viszont a BD és DC kozotti
téglalap négyszeresével egyenlS a négyzete, DE négyzetének négysze-
resével egyenl6 DF négyzete — DF ugyanis kétszerese DE-nek -, EC
négyzetének négyszeresével pedig egyenlé BC négyzete — ismét mert
BC kétszerese CE-nek. a és DF négyzetosszege tehat egyenls BC négy-
zetével, ligyhogy BC négyzete DF négyzetével nagyobb a négyzeténél,
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BC négyzetértéke tehat DF-fel nagyobb a-énal. Azt kell még megmutat-
ni, hogy BC 6sszemérhet6 DF-fel. Minthogy BD linedrisan osszemér-
heté DC-vel, BC is linedrisan Gsszemérhet6 CD-vel (X. 15.). Mésrészt
CD linearisan OsszemérhetS CD és BIF Osszegével, mert CD egyenld
BF-fel. BC is linearisan OsszemérhetS tehdt BF és CD Osszegével
(X. 12.), tgyhogy az FD maradék is linedrisan dsszemérhet6 BC-vel:
BC négyzetértéke tehat egy vele Gsszemérhet§ szakasz négyzetével
nagyobb a-éndl.

Legyen most BC négyzetériéke egy vele Osszemérhet8 szakasz
négyzetével nagyobb a-éndl, és illessziink egy a négyzetének negyedé-
vel egyenl$ paralelogrammat BC-hez ugy, hogy egy négyzet maradjon
fonn. Legyen az odaillesztett alakzat a BD és DC kozotti téglalap.
Azt kell megmutatni, hogy BD linearisan Gsszemérhet§ DC-vel.

Az el6bbiekkel azonos Iépésekkel hasonléképp mutathaté meg,
hogy BC négyzetértéke FD négyzetével nagyobb a-énal. BC négyzet-
értéke viszont egy vele Osszemérhet§ szakasz négyzetével nagyobb
a-éndl, tehat BC linearisan 6sszemérhetS I'D-vel, tigyhogy a maradék
BF meg DC 6sszeggel is linedrisan sszemérhetd BC (X. 15.). BF és DC
Osszege viszont [linedrisan] Osszemérhet6 DC-vel (X. 6.), ugyhogy
BC is linearisan 6sszemérhetd CD-vel (X. 12.), és szétbontva BD line4-
risan Osszemérhet6 DC-vel (X. 15.).

Ha tehat van két nem egyenl§ szakasz. . . stb.

F.: X. 54-55., 60-62., 91-93., 97-98.

X. 18. Tétel

Ha van két nem egyenld szakasz, és a kisebb négyzetének negyed-
részével egyenld paralelogrammat illesztiink a nagyobbhoz gy, hogy
egy négyzet marad fonn, és e szakasz [linedrisan] dsszemérhetetlen
darabokra bomlik, akkor a nagyobb szakasz négyzetértéke egy vele
osszemérhetetlen szakasz négyzetével nagyobb a kisebbénél; s ha a na-
gyobb szakasz négyzeléricke egy vele dsszemérheletlen szakasz négyze-
tével nagyobb a kisebbénél, és a kisebb négyzetének negyedével egyenld
paralelogrammadt illesztiink a nagyobbhoz ugy, hogy egy négyzet marad
fonn, akkor a szakasz [linedrisan | sszemérhetetlen darabokra bomlik.*

Legyen a és BC két nem egyenlG szakasz, koziiliik BC a nagyobb, és
illessziink egy, a kisebb a négyzetének negyedével egyenld paralelog-
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rammat BC-hez Ugy, hogy egy négyzet maradjon fénn (VI. 28.). Le-
gyen az odaillesztett alakzat a BD és DC kozotti téglalap (X. 17. L.), és
BD linearisan 6sszemérhetetlen DC-vel. Azt allitom, hogy BC négyzet-
értéke egy vele Osszemérhetetlen szakasz négyzetével nagyobb a-éndl.

Az el6z6 tételbeliekkel azonos 1épések sordn hasonloképp mutat-
haté meg, hogy BC négyzetértéke FD négyzetével nagyobb a-énal.
Azt kell megmutatni, hogy BC linedrisan
Osszemérhetetlen DF-fel. Minthogy BD li- a
nearisan Osszemérhetetlen DC-vel, BC is ’
line4risan Gsszemérhetetlen CD-vel (X. 16.). : ) R
DC viszont dsszemérhetd BF és DC $sszegé- B! F e D IC
vel (X. 6.), tehat BC a BF és DC Osszegével
is osszemérhetetlen (X. 13.), igyhogy a maradék FD-vel is lineédrisan
osszemérhetetlen BC (X. 16.). S BC négyzetértéke FD négyzetével
nagyobb a-éndl: BC négyzetértéke tehat egy vele Osszemérhetetlen
szakasz négyzetével nagyobb a-énal.

Megforditva, legyen most BC négyzetértéke egy vele Gsszemérhetet-
len szakasz négyzetével nagyobb a-éndl, ¢s illessziink egy a négyzeté-
nek negyedével egyenl6 paralelogrammat BC-hez tigy, hogy egy négy-
zet maradjon fonn. Legyen az odaillesztett alakzat a BD és DC kozotti
téglalap. Azt kell megmutatni, hogy BD linedrisan Osszemérhetetlen
DC-vel.

Az el6bbiekkel azonos lépések sordn hasonloképp mutathat6
meg, hogy BC négyzetértéke FD négyzetével nagyobb a-éndl. BC
négyzetéricke viszont egy vele osszemérhetetlen szakasz négyzetével
nagyobb a-€éndl, tehat BC linedrisan dsszemérhetetlen FD-vel, igyhogy
a maradék BF meg DC Osszeggel is 6sszemérhetetlen BC (X. 16.).
BF és DC 0sszege viszont linedrisan osszemérhet§ DC-vel (X. 6.),
tehat BC DC-vel is linedrisan Gsszemérhetetlen (X. 13.), tigyhogy
szétbontva BD linedrisan dsszemérhetetlen DC-vel (X. 16.).

Ha tehat van két nem egyenld. . . stb.

F.:X. 33-34., 57-58., 63-65., 94-96., 100-102.

X. 19. Lemma
Miutdn megmutattuk, hogy a linedrisan Osszemérhet§ szakaszok
négyzetesen is OsszemérhetSk, a négyzetesen OsszemérhetSk viszont
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altalaban nem mérhet6k 6ssze linedrisan is, hanem line4risan lehetnek
mind dsszemérheték, mind sszemérhetetlenek (X. 9. K.), nyilvanvald,
hogy ha valamely szakasz az adott racionélissal linedrisan Gsszemér-
hetd, akkor raciondlisnak €s azzal nemcsak linedrisan, hanem négy-
zetesen is Osszemérhetének mondjuk, minthogy a linedrisan Ossze-
mérheté szakaszok négyzetesen is azok; ha pedig valamely szakasz
négyzetesen osszemérhet az adott raciondlissal, akkor ha linedrisan
is az vele, raciondlisnak és azzal linearisan és négyzetesen dsszemérhe-
té6nek mondjuk, ha pedig valamely szakasz — noha ismét négyzetesen
osszemérhet az adott racionalissal — linedrisan 6sszemérhetetlen vele,
csak négyzetesen Osszemérhetd racionalisnak mondjuk.

X. 19, Tétel
Linedrisan dsszemérhetd és a font emlitett mddok valamelyikén racio-
ndlis szakaszok dltal kozrefogott téglalap raciondlis.
Fogjak ugyanis kozre a linedrisan Gsszemérhet6 4B, BC racionalis
szakaszok az AC téglalapot. Azt allitom, hogy AC racionalis.
Emeljiik ugyanis AB-re az AD négyzetet. Ekkor
AD racionalis. Minthogy AB linedrisan Gsszemér-
C et BC-vel és AB egyenl§ BD-vel, BD linerisan
osszemérhet6 BC-vel. S amint BD a BC-hez, tgy
aranylik DA az AC-hez (VI. 1.). DA tehat Ossze-
A B mérhet6 AC-vel (X. 11.). DA viszont racionalis,
tehat AC is racionalis (X. 12.).
Tehat linedrisan dsszemérhet6 és. . . stb.
F.: X. 25., 54-55., 57., 71., 91-92., 94.

-

X. 20. Tétel

Ha egy raciondlis szakaszhoz raciondlis feliiletet illesztiink, a széles-
sége raciondlis lesz és linedrisan osszemérhetd azzal a szakasszal, amely
mellé helyeztiik.

Mlessziik ugyanis az — ismét a [6nt emlitett mdédok valamelyikén -
raciondlis AB szakaszhoz az AC racionlis feliiletet, melynek legyen
BC a szélessége. Azt allitom, hogy BC raciondlis és linearisan &ssze-
mérhetl BA-val.

Emeljiik ugyanis AB-re az AD négyzetet. Ekkor AD racionalis.
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AC is racionilis, tehat DA osszemérheté AC-vel (X. [
12.). Amint DA az AC-hez, Ggy ardnylik DB a BC-hez
(VL 1.), tehdt DB is dsszemérhetS BC-vel (X. 11.). DB p ;-
viszont egyenl8 BA-val, tehat AB is osszemérhet6 BC-
vel. AB viszont raciondlis, tehat BC is racionélis és li-
nearisan osszemérhetd AB-vel.

Ha tehat egy raciondlis szakaszhoz raciondlis... C
stb.

F.: X. 26., 38., 60-61., 63-64., 75., 8., 97., 100-101., 108., 112-113.,
115.

X210 Tetel
Csak négyzelesen dsszemérhetd raciondlis szakaszok dltal kozre-
fogott téglalap irraciondlis, és a szakasz, melynek négyzetértéke, irra-
ciondlis*, mégpedig nevezziik medidlisnak.
Fogjak ugyanis kozre a csak négyzetesen Osszemérhet§ 4B, BC
racionalis szakaszok az AC téglalapot. Azt allitom, hogy AC irra-
cionalis, és a szakasz, melynek négyzetértéke, irracio-

D nalis, mégpedig nevezziik medidlisnak.
Emeljiik ugyanis AB-re az AD négyzetet. Ekkor
B A AD racionalis. Minthogy AB line4risan Osszemérhe-

tetlen BC-vel — feltettiik ugyanis, hogy csak négyzete-
sen Osszemérhet6k —, és AB egyenlé BD-vel, DB is
linedrisan Gsszemérhetetlen BC-vel. S amint DB BC-
¢ hez, ugy aranylik AD az AC-hez (V1. 1.), DA tehat
osszemérhetetlen AC-vel (X. 11.). DA viszont racionélis, tehat AC
irraciondlis (X. 13.), tgyhogy a szakasz, melynek négyzetértéke AC
[azaz melynek négyzete egyenlé AC-vel], szintén irracionalis, mégpe-
dig nevezziik medidlisnak. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: X. 22-23., 25., 27-28., 31-33., 55-61., 79., 81., 91., 93., 96-97.

X. 22. Lemma
Ha van két szakasz, akkor amint az elsé a masodikhoz, tigy aranylik
az els6 négyzete a két szakasz kozotti téglalaphoz.
Legyen FE és EG két szakasz. Azt dllitom, hogy amint FE az EG-
hez, ugy ardnylik FE négyzete az FE és EG kozotti téglalaphoz.
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Emeljiik ugyanis FE-re a DF négyzetet, és egészitsiik ki a GD tégla-
lapot. Minthogy amint FE az EG-hez, gy aranylik FD a DG-hez (VL.
1.), és FD az FE négyzete, DG pedig a DE és EG kozotti, azaz az FE és
EG kozotti téglalap, amint tehat FE az EG-hez, ugy aranylik FE négy-
zete az FE és EG kozotti téglalaphoz. Hasonloképp amint a GE és EF
kozotti téglalap EF négyzetéhez, azaz amint GD az FD-hez, ugy GE
az EF-hez. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: X. 22, 26., 31-32., 35-36., 38., 44., 47., 60., 62., 67., 71., 73., 97.,
102., 104.

X. 22. Tétel

Ha egy medidlis négyzetét raciondlis szakaszhoz illesztjiik, akkor
a keletkezd idom szélessége raciondlis lesz és linedrisan dsszemérhetet-
len azzal a szakasszal, amely mellé helyeztiik.

Legyen ugyanis a egy medialis, CB egy racionilis, és illessziik BC-
hez az a négyzetével egyenlS BD téglalapot (1. 44.), melynek legyen CD
a szélessége. Azt allitom, hogy CD raciondlis €s linedrisan Osszemér-
hetetlen CB-vel.

Minthogy ugyanis @ medidlis, a négyzetériéke egy csak négyzetesen
Osszemérhetd racionalisok altal kdzrefogott idom. Legyen GF a négy-

zetértéke. BD is négyzetértéke, tehat BD

B G egyenlG GF-fel. Masrészt egyenld szbgil

is vele, viszont az egyenlé és egyenlS szo-
a gili paralelogrammaknak forditva ardnyo-
sak az egyenl6 szogek melletti oldalaik

£ (VL lé}.), amint tehat BC az EG-]J_ez, ngy
C D £ aranylik EF a CD-hez, igy amint BC
négyzete EG négyzetéhez, igy EF négyze-

te CD négyzetéhez (VL. 22.). CB négyzete Osszemérhetd EG négyzeté-
vel — raciondlis ugyanis mindkét szakasz —, tehdt EF négyzete szintén
8sszemérhet8 CD négyzetével (X. 11.). EF négyzete raciondlis, tehat CD
négyzete is raciondlis (X. 12.), igy CD raciondlis. Minthogy EF lineari-
san Osszemérhetetlen EG-vel ugyanis csak négyzetesen GsszemérhetGk
—és amint EF az EG-hez, Ggy aranylik EF négyzete az FE és EG kozotti
téglalaphoz (L.), EF négyzete dsszemérhetetlen az FE és EG kozotti
téglalappal (X. 11.). EF négyzetével viszont Osszemérhetd CD négy-
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zete — a szakaszok ugyanis négyzetértékben racionalisok —, az FE és EG
kozotti téglalappal pedig Gsszemérhet8 a DC és CB kozotti téglalap —
egyenl6k ugyanis a négyzetével, tehat CD négyzete Osszemérhetetlen
a DC és CB kozotti téglalappal (X. 13.). Amint viszont CD négyzete a
DC és CB kozotti téglalaphoz, Ggy ardnylik DC a CB-hez (L.), DC
tehdt linedrisan 6sszemérhetetlen CB-vel (X. 11.). CD tehat racionalis
és linedrisan Osszemérhetetlen CB-vel. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: X. 23, 25-26., 38., 41., 44., 47., 61-65., 72., 75., 78., 81., 84., 97.,
99-102., 108., 110-111.

X 23, Tetel
Medidlissal dsszemérheté*® szakasz medidiis.
Legyen a medidlis és b az a-val Osszemérhetd. Azt allitom, hogy b is
medidlis.
Vegyiink ugyanis egy C'D raciondlist, ¢s illessziik CD-hez az a négy-
zetével egyenlS CE téglalapot, melynek legyen ED a szélessége. Ekkor
ED racionalis és linedrisan Osszemérhetetlen

CD-vel (X. 22.). lllesszilk még €D-heza b, @ b
négyzetével egyenlé CF téglalapot (I. 44.), C i

melynek legyen DF a szélessége. Minthogy a
GsszemérhetS b-vel, a négyzete is Osszemeér-
het6 b négyzetével. a négyzetével viszont
egyenlé EC, b-ével pedig egyenlé CF, tehat
EC 8sszemérhetd CF-fel. S amint EC a CF-
hez, ugy aranylik ED DF-hez (VL. 1.), ED E D F
tehat linedrisan 6sszemérheté DF-fel (X. 11.).
ED raciondlis és linedrisan Osszemérhetetlen DC-vel, tehat DF is
raciondlis és linedrisan Osszemérhetetlen DC-vel (X. 13.). CD és
DF tehat csak négyzetesen Osszemérhet6 raciondlisok. Az a sza-
kasz viszont, melynek négyzetértéke egy csak négyzetesen Osszemér-
het6 szakaszok kozotti téglalap, medialis, tehat az a szakasz, melynek
négyzetértéke a CD és DF kozotti téglalap, medidlis. b-nek négyzet-
értéke a CD és DF kozotti téglalap, b tehat medidlis.

F.: X. 27-28,, 31-32,, 67., 97., 104,
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Kovetkezmény

Ebb6l mér nyilvanvalo, hogy medialis idommal Gsszemérhetd idom
medialis. [Ugyanis olyan szakaszok négyzetértékei, melyek négyzete-
sen OsszemérhetSk és egyikiik medidlis, igyhogy a masik is medidlis.]

F.: X. 24., 33, 39., 61-62., 67-69., 75., 81., 98-99., 104-105.

Kovetkezetesen jarunk el, ha ugyantigy, mint a racionélisok eseté-
ben (X. 19. L.), a medidlissal linedrisan dsszemérhetd szakaszt media-
lisnak és azzal nemcsak linearisan, hanem négyzetesen is 6sszemérhe-
tének mondjuk, minthogy éltaldnossagban a linedrisan 6sszemérhetd
szakaszok négyzetesen is azok; ha pedig valamely szakasz négyzetesen
osszemérhetd a medidlissal, akkor ha linedrisan is az vele, medidlisok-
nak és linearisan és négyzetesen dsszemérhetGknek mondjuk Sket, ha
pedig csak négyzetesen, akkor csak négyzetesen dsszemérhetd medidli-
soknak mondjuk 6ket.

X. 24. Tétel
A [font emlitett modok valamelyikén]* medidlis és linedrisan ossze-
mérhetd szakaszok dltal kézrefogott téglalap medidlis.
Fogjak ugyanis kozre az AB, BC linearisan Ossze-

D mérhet8 medidlisok az AC téglalapot. Azt allitom,
hogy AC mediilis.
B A Emeljiik ugyanis AB-re az AD négyzetet. Ekkor

AD medialis. Minthogy 4B linearisan Gsszemérhetd
BC-vel és AB egyenlé BD-vel, DB is linedrisan Ossze-
mérheté BC-vel, ugyhogy DA is Gsszemérheté AC-vel

¢ (VL. 1., X. 11.). DA viszont medialis, tehat AC is
medialis (X. 23. K.). Eppen ezt kellett megmutatni.
F.: X. 80.

X. 25. Tétel
Csak négyzetesen dsszemérhetd medidlis szakaszok dltal kozrefogott
téglalap vagy raciondlis, vagy medidlis.*
Fogjak kozre ugyanis az AB, BC csak négyzetesen Gsszemérhetd
medialis szakaszok az AC téglalapot. Azt allitom, hogy AC vagy
raciondlis, vagy medialis,
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Emeljiik ugyanis 4B-re és BC-re az AD, illetve BE négyzetet. Ekkor
mind 4D, mind BE medialis. Vegyiink egy FG racionalist, és illessziik
FG-hez az AD-vel egyenl6 GH téglalapot, melynek legyen FFH a széles-
sége, illesszitk HM-hez az AC-vel egyenld
MK téglalapot, melynek legyen HK a szé- A F G

lessége, és végiil hasonloképp illessziik

KN-hez a BE-vel egyenlé NL-t, melynek

legyen KL a szélessége (I. 44.). Ekkor I'H, C H M
HK és KL egy egyenesen van. Minthogy b B ]

AD és BE mindketten mediélisok, és AD 0 K N
egyenld GH-val, BE pedig NL-lel, GH és L

NL is mindketten medialisok. Es a racio-

nalis F'G mellé illesztettitk 6ket: FH és KL tehat mindketten racio-
nalisok és linedrisan osszemérhetetlenek FG-vel (X. 22.). Mint-
hogy AD osszemérhetd BE-vel, GH is 6sszemérhet6 NL-lel. S amint
GH az NL-hez, ugy aranylik FH a KL-hez (VI. 1.), FH tehat linea-
risan Osszemérheté KL-lel (X. 11.). FH és KL tehat linedrisan Ossze-
mérhet6 raciondlisok, tehat az FH és KL kozotti téglalap raciond-
lis (X. 19.). Minthogy DB egyenld B4-val, OB pedig BC-vel, amint
DB a BC-hez, tigy arnylik AB a BO-hoz. Amint viszont DB a BC-hez,
ugy aranylik DA az AC-hez, amint pedig 4B a BO-hoz, ugy AC a CO-
hoz (VI. 1.), amint tehat DA az AC-hez, tigy AC a CO-hoz (V. 11.).
AD egyenl8 GH-val, AC az MK-val, CO pedig NL-lel, tehat amint GH
az MK-hoz, tigy aranylik MK az NL-hez, tehat amint FH a HK-hoz,
ugy HK a KL-hez (VI. 1., V. 11.), tehit az FH és KL kozottitéglalap
egyenld HK négyzetével (VI. 17.). Az FH és KL kozotti téglalap
viszont racionalis, tehat HK négyzete is racionélis, tehat HK raciona-
lis. S ha linearisan 6sszemérheté FG-vel, akkor HN racionalis (X. 19.),
ha pedig linearisan osszemérhetetlen FG-vel, akkor KH és HM csak
négyzetesen Osszemérhetd racionalisok, igy HN medialis. HN tehat
vagy raciondlis, vagy medialis. HN viszont egyenl6 AC-vel, tehat AC
vagy racionalis, vagy medidlis.

Tehat csak négyzetesen dsszemérhets medialis. . . stb.
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X. 26. Tétel
Két medidlis feliilet kiillonbsége nem lehet raciondlis.
Tegyiik fol ugyanis, hogy az AB mediélis feliilet a DB racionalis
feliilettel nagyobb az AC medidlisndl, vegyiink egy EF racionilis
szakaszt, €s illessziink EF-hez egy AB-vel egyenld
A FH téglalapot, melynek legyen EH a szélessége, és
vonjunk le bel6le egy AC-vel egyenl8 FG-t (. 44.).
D Ekkor a maradék BD egyenld a maradék KH-val.
DB racionalis, tehat KH is racionélis. Minthogy AB
= E és AC mindketten medidlisok, és 4B egyenl6 FH-
val, AC pedig FG-vel, FH és FG is mindketten
medidlisok. S a raciondlis EF szakasz mellé illesz-
tettiik Gket, tehat HE és EG mindketten racionali-
K G sok és linedrisan Gsszemérhetetlenek EF-fel (X. 22.).
H Minthogy DB raciondlis €s egyenld KH-val, KH is
raciondlis. S a raciondlis EF mellé illesztettiik, tehat
GH racionalis és linedrisan 6sszemérhets EF-fel (X. 20.). Mésrészt EG
raciondlis és linedrisan Osszemérhetetlen EF-fel, tehidt EG lineérisan
Gsszemérhetetlen GH-val (X. 13.). EG négyzete tigy aranylik az EG és
GH kozotti téglalaphoz, mint EG a GH-hoz (X. 22. L.), tehat EG
négyzete dsszemérhetetlen az EG és GH kozotti téglalappal (X. 11.).
Misrészt EG négyzetével Osszemérhetd EG és GH négyzeteinek dssze-
ge — ugyanis mind a kett& racionalis feliilet (X. 15.) -, az EG és GH
kozotti téglalappal pedig GsszemérhetS a kétszer vett EG és GH ko-
zotti téglalap — a kétszerese ugyanis (X. 6.) —, tehiat EG és GH négy-
zetosszege Osszemérhetetlen a kétszer vett EG és GH kozotti téglalap-
pal (X. 13.), igy EG és GH négyzeteinek meg a kétszer vett EG és GH
kozotti téglalapnak az 6sszege, ami EH négyzete (I1. 4.), dsszemérhe-
tetlen EG és GH négyzetosszegével (X. 16.). EG és GH négyzetisszege
viszont raciondlis, tehat EH négyzete irraciondlis (X. 13.), tehat az
EG szakasz irracionalis. Masrészt raciondlis is, ami lehetetlen.
Két medidlis feliilet kiilonbsége tehat nem lehet racionélis. Eppen ezt
kellett megmutatni.
F.: X. 42-43., 45-46., 79-80., 82.

o O
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X. 27. Tétel

Keressiink olyan, csak négyzetesen dsszemérhetd medidlis szakaszo-
kat, melyek raciondlis téglalapot fognak kozre!

Legyen a és b két, csak négyzetesen osszemérhet§ racionalis (X. 10.),
vegyiik a ¢ kozéparanyosukat (VI. 13.), és aranyuljék amint a a b-hez,
tgy c a d-hez (V1. 12.).* _

Minthogy a és b csak négyzetesen 6sszemérhetS racionalisok, az a
és b kozotti téglalap, azaz ¢ négyzete (VI. 17.), mediélis. ¢ tehat media-
lis szakasz. Minthogy ¢ tGgy ardnylik d-hez,
mint @ a b-hez, és a meg b csak négyzetesen
Osszemérhet6k, ¢ és d is csak négyzetesen
osszemérhet8k (X. 11., VL. 22)). S ¢ medialis, | |
tehat d is medidlis (X. 23.). ¢ és d tehat csak
négyzetesen 6sszemérhet6 medialis szakaszok. | :
Azt allitom, hogy raciondlis téglalapot fognak d
lfozrc. Mu_lthogy ugyanis amn}t aa _b-hez, | |
ugy ardnylik ¢ a d-hez, folcserélve amint g a
c-hez, tigy aranylik b a d-hez (V. 16.). Amint viszont a a c-hez, tigy ¢
a b-hez,"amint tehét c a b-hez, tigy b a d-hez (V. 11.), tehat a ¢ és d
kozotti téglalap egyenlG b négyzetével (VI. 17.). b négyzete viszont
racionélis, tehat a"c és d kozétti téglalap is raciondlis.

Talaltunk tehat olyan, csak négyzetesen Osszemérheté medidlis
szakaszokat,"melyek racionalis téglalapot fognak kozre.

Eppen ezt kellett megmutatni.
| EED St

a

X. 28. Tétel

Keressiink olyan, csak négyzetesen osszemérhetd medidlis szakaszo-
kat, melyek medidlis téglalapot fognak kozre!

Legyen a, b és ¢ [harom] (paronként) csak négyzetesen Osszemér-
het8 raciondlis (X. 10.), vegyiik a és b kdzéparanyosat, d-t (V1. 13.),
és ardnyuljon amint b a c-hez, tigy d az e-hez (VI. 12.).* !

Minthogy a és b csak négyzetesen Osszemérhetd raciondlisok, az a
és b kozotti téglalap, azaz d négyzete (VI. 17.), medidlis. d tehat media-
lis szakasz. Minthogy b és ¢ csak négyzetesen 6sszemérhetdk, és d tgy
aranylik e-hez, mint b a c-hez, d és e is csak négyzetesen 6sszemérhetSk
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(X. 11., VL. 22.). d medialis, tehat e is medidlis (X. 23.). d és e tehat
csak négyzetesen Osszemérhetd medidlis szakaszok. Azt llitom, hogy
medialis téglalapot fognak kozre. Minthogy

,___..c.!.._...._.q ugyanis amint b a c-hez, gy arénylik d az

b e-hez, f6lcserélve amint b a d-hez, Ggy ¢ az

AL 1 e-hez (V. 16.). Amint viszont b a d-hez, Ggy

ps d az a-hoz (V. 7. K.), amint tehit d az a-hoz,

paosilsiial sy ugy ¢ az e-hez (V. 11.), tehat az a és ¢ kozotti

d téglalap egyenld a d és e kozottivel (VI. 16.).

| 1 Az a és ¢ kozotti téglalap viszont medialis,
7 tehat a d és e kozotti is medialis.

fL S PR Taldltunk tehat olyan, csak négyzetesen
Osszemérhet8 medidlis szakaszokat, melyek
medidlis téglalapot fognak kozre. Eppen ezt kellett megmutatni.

X.29. 1. Lemma

Keressiink két olyan négyzetszamot, melyek Osszege is négyzetszim !

Vegyiink két szdmot, AB-t és BC-t, melyek legyenek egyszerre
vagy parosak, vagy paratlanok. Minthogy akar paros szimbdl parosat,
akar paratlanbél paratlant vonunk le, a mara-
dék paros (IX. 24., 26.), az AC maradék paros. D C
Legyen D az AC felez8pontja. Legyenek még 4 H——"t——+— R
AB és BC vagy hasonlé sikszamok, vagy négy-
zetszamok — melyek maguk is hasonlé sikszamok. Ekkor 4B és BC
szorzatinak meg CD négyzetének az Osszege egyenlé BD négyze-
tével (vo. II. 6.). S AB és BC szorzata négyzetszdm, mert mint meg-
mutattuk, ha két hasonld sikszdmot szorzunk Gssze, négyzetszdmot
kapunk (IX. 1.). Taldltunk tehdt két olyan négyzetszdmot, 4B és BC
szorzatat meg CD négyzetét, melyek 6sszeadva BD négyzetét adjak.

Es nyilvdnval6, hogy talaltunk két olyan négyzetszdmot, BD négy-
zetét és CD négyzetét, melyek kiildnbsége, AB és BC szorzata, négyzet-
szam, ha AB és BC hasonlé sikszdmok. Ha pedig nem hasonlé sik-
szamok, akkor taldltunk két olyan™négyzetszamot,” BD négyzetét és
DC négyzetét, melyek kiilonbsége, AB és”BC szorzata, nem négyzet-
szam (IX. 2.). Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: X. 29., 48-53., 85-87., 89-90.
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X. 29. 2. Lemma

Keressiink két olyan négyzetszamot, melyek Osszege nem négyzet-
szam!

Legyen ugyanis — mint féntebb — AB és BC szorzata négyzetszam,
CA paros, €s C A felez6pontja D. Ekkor nyil-
van AB és BC szorzatanak meg CD négyze- G H DF G
tének az Osszege egyenlS BD négyzetével. Al E'
Vonjunk le (CD-bdl) egy DE egységet. Ekkor
AB és BC szorzatdnak meg CE négyzetének az Osszege kisebb BD
négyzeténél. Azt allitom, hogy AB és BC szorzatdnak meg CE négyze-
tének az Gsszege nem négyzetszam.

Ha ugyanis foltessziik, hogy négyzetszam, akkor vagy egyenlé BE
négyzetével, vagy kisebb n4la, de nem nagyobb, mert akkor részekre
oszlana az egység. Tegyiik fol elGszor, hogy AB és BC szorzatianak meg
CE négyzetének az Osszege egyenlS BE négyzetével, és legyen GA a DE
egyseg kétszerese. Minthogy a teljes AC kétszerese a teljes CD-nek, s
ezekbll AG kétszerese DE-nek, a maradék GC is kétszerese a maradék
EC-nek. E tehit felezi GC-t. GB és BC szorzatinak meg CE négyzeté-
nek az sszege tehat egyenl8 BE négyzetével (II. 6.). Masrészt feltétel
szerint AB és BC szorzatanak meg CFE négyzetének az 6sszege is egyen-
16 BE négyzetével, tehit GB és BC szorzatinak meg CE négyzetének
az Osszege egyenl6 AB és BC szorzatinak meg CE négyzetének az
Ssszegével, s ha levonjuk a kozos CE négyzetet, kovetkezik, hogy 4B
egyenl8 GB-vel, ami ellentmond4s. Nem egyenl8 tehat AB és BC szor-
zatdnak meg CE négyzetének az Osszege BE négyzetével. Azt allitom,
hogy nem is kisebb BE négyzeténél. Tegyiik fol ugyanis, hogy az, le-
gyen BF négyzetével egyenls, és DF-nek kétszerese HA. Ismét kovet-
kezik, hogy HC kétszerese CF-nek, tigyhogy F a CH felez6pontja, és
igy HB és BC szorzatinak meg FC négyzetének az Osszege egyenld
BF-fel (11. 6.). Feltétel szerint AB és BC szorzatanak meg CE négyzeté-
nek az Gsszege is egyenld BF négyzetével, igyhogy HB és BC szorza-
tdnak meg CF négyzetének az dsszege egyenlS AB és BC szorzatdnak
meg CF négyzetének az 6sszegével, amiellentmondéas. AB és BC szorza-
tanak meg CE négyzetének az Gsszege tehat nem egyenl§ BE négyzeté-
nél kisebb szdmmal. Megmutattuk,”hogy* [magaval] BE négyzetével
sem egyenld. AB és BC szorzatinak meg CE négyzetének az Osszege
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tehat nem négyzetszam. [Noha még tobbféle modon is el6 lehet allitani
fonti tulajdonsdgt szamokat, elégedjiink meg az elmondottakkal, ne-
hogy ttlzott hosszadalmassdgunkkal tovabb nytjtsuk a targyalst.]
Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: X. 30., 87., 89-90.

X. 29. Tétel
Keressiink ket olyan, csak négyzetesen dsszemérhetd raciondlis sza-
kaszt, melyek koziil a nagyobb négyzetértéke egy vele linedvisan ossze-
meérhetd szakasz négyzetével nagyobb a kisebbénél!*
Vegyiink ugyanis valamely 4B racionalis szakaszt, két olyan négyzet-
szamot, CD-t és DE-t, melyek kiilonbsége, CE,
e nem négyzetszdm (1. L.), emeljiink AB-re egy

AFB félkort, aranyuljon tgy BA négyzete AF
négyzetéhez, mint DC a CE-hez (X. 6. K.), és
A B htzzuk meg FB-t.

= Minthogy DC tgy aranylik CE-hez, mint BA
CrH————[ négyzete AF négyzetéhez, BA négyzete ugy
aranylik AF-éhez, mint egy szam, DC, egy
masik szdmhoz, CE-hez; BA négyzete tehat Gsszemérhet6 AF négyze-
tével (X. 6.). AB négyzete racionalis, tehat AF négyzete is racionalis
(X. 12.), igy AF is raciondlis. Minthogy DC nem tgy ardnylik CE-hez,
mint egy négyzetszam egy masik négyzetszimhoz (VIII. 24.), BA
négyzete sem ugy aranylik AF négyzetéhez, mint egy négyzetszam
egy masik négyzetszamhoz, tehat 4B linedrisan 6sszemérhetetlen AF-
fel (X.9.): BA és AF tehat csak négyzetesen 6sszemérhetd raciondlisok.
Minthogy amint DC a CE-hez, Gigy aranylik B4 négyzete AF négyzeté-
hez, folforgatva amint CD a DE-hez, igy AB négyzete BF négyzetéhez
(V. 19. K, IIL. 31., L. 47.). CD viszont Ggy aranylik DE-hez, mint egy
négyzetszam egy masik négyzetszamhoz, tehat AB négyzeteis gy arany-
lik BF négyzetéhez, mint egy négyzetszam egy masik négyzetszimhoz,
AB tehat linedrisan 6sszemérhet6 BF-fel (X. 9.). S AB négyzete egyenld
AF és FB négyzetosszegével, tehat AB négyzetértéke a vele Gsszemér-
het6 BF-fel nagyobb AF-énél.
Talaltunk tehat két olyan, csak négyzetesen dsszemérhetd raciondlis
szakaszt, BA4-t és AF-ct, melyek koziil a nagyobb, 4B négyzetértéke
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e¢gy vele linedrisan Osszemérhet8 szakasz, BF négyzetével nagyobb
AF-énél. Eppen ezt kellett megmutatni.
F.: X. 31-32.

X. 30. Tétel

Keressiink két olyan, csak négyzetesen dsszemérhetd raciondlis sza-
kaszt, melyek kozill a nagyobb négyzetértéke egy vele linedrisan dssze-
mérhetetlen szakasz négyzetével nagyobb a kisebbénél!

Vegyiink ugyanis egy AB racionalis szakaszt, két olyan négyzet-
szamot, CE-t és ED-t, melyek 6sszege, CD, nem négyzetszam (X. 29. 2.
L.), emeljiink 4B-re egy AFB félkort, aranyuljék tgy BA négyzete
AF négyzetéhez, mint DC a CE-hez (X. 6. K.), és hiizzuk meg FB-t.

Az el6z6 tételhez hasonléan bizonyithat-

nank, hogy BA és AF csak négyzetesen dssze- F

meérhet racionalisok. Minthogy BA négyzete

dgy ardnylik AF négyzetéhez, mint DC a CE- @
hez, folforgatva amint CD a DE-hez, gy AB A B
négyzete BF négyzetéhez (V. 19. K., III. 31., &=

1. 47.). CD viszont nem gy aranylik DE-hez, C b——F————pD
mint egy négyzetszam egy masik négyzetszam-

hoz (VIII. 24.), tehat AB négyzete sem ugy ardnylik BF négyzetéhez,
mint egy négyzetszdm egy madsik négyzetszdmhoz, AB tehat linedri-
san osszemérhetetlen BF-fel (X. 9.). S AB négyzetértéke a vele Gssze-
mérhetetlen FB négyzetével nagyobb AF-énél.

AB és AF tehat csak négyzetesen Gsszemérhet6 racionalisok, és AB
négyzetértéke a vele linedrisan Osszemérhetetlen FB négyzetével na-
gyobb AF-énél. Eppen ezt kellett megmutatni.

Fi:-X 31 433

X. 31. Tétel
Keressiink két olyan, csak négyzetesen osszemérheté medidlis sza-
kaszt, melyek raciondlis téglalapot fognak kozre, és a nagyobb négyzet-
értéke egy vele linedrisan Osszemérhetd szakasz négyzetével nagyobb
a kisebbénél!
Vegyiink két olyan, csak négyzetesen OsszemérhetS raciondlis sza-
kaszt, a-t és b-t, melyek koziil a nagyobb a négyzetértéke egy vele lined-
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risan Osszemérhet$ szakasz négyzetével nagyobb a kisebb b-énél
(X. 29.). Az a és b kozotti téglalappal legyen egyenld ¢ négyzete (1.
14.). Az a és b kozotti téglalap medialis, tehat ¢ négyzete is medidlis,

tehat a ¢ szakasz is medialis. b négyzetével

- a 4 legyen egyenld a c és d kozoiti téglalap (VI.
11., 17.). b négyzete racionalis, tehit a ¢ és d

b kozotti téglalap is raciondlis. Mivel amint «

a b-hez, gy ardanylik az a és b kozotti tégla-

: c ; lap b négyzetéhez (X. 22. L.), és az a és b
; ' kozotti téglalappal egyenld ¢ négyzete, b négy-
e zetével pedig egyenld a ¢ és d kozotti tégla-

lap, amint a a b-hez, ugy aranylik ¢ négyze[f
a ¢ ¢és d kozotti téglalaphoz. Amint viszont ¢ négyzete a ¢ és d ko-
zotti téglalaphoz, gy ¢ a d-hez (ua.), amint tehat a a b-hez, Ggy c a
d-hez. a csak négyzetesen Osszemérhetd b-vel, tehit ¢ a d-vel szintén
csak négyzetesen osszemérhetd (X. 11.). ¢ medialis, tehat d 1s medialis
(X. 23.). S minthogy amint a a b-hez, ligy aranylik ¢ a d-hez, és a négy-
zetértéke egy vele OsszemérhetS szakasz négyzetével nagyobb b-énél,
¢ négyzetériéke is egy vele Gsszemérhetd szakasz négyzetével nagyobb
d-énél (X. 14.).

Talaltunk tehat két, csak négyzetesen Gsszemérhet6 medialis sza-
kaszt, c-t €s d-t, melyek racionalis téglalapot fognak kozre, és ¢ négy-
zetértéke egy vele linedrisan GsszemérhetG szakasz négyzetével nagyobb
d-énél. :

Hasonl6 a bizonyitds az sszemérhetetlen szakasz négyzetének ese-
tére, azaz amikor ¢ négyzetértéke egy vele Gsszemérhetetlen szakasz
négyzetével nagyobb b-énél (X. 30.).

F.: X. 34.

X. 32. Tétel

Keressiink két olyan, csak négyzetesen dsszemérhetd medidlis sza-
kaszt, melyek medialis téglalapot fognak kozre, és a nagyobb négyzet-
értéke egy vele osszemérhetd szakasz négyzeiével nagyobb a kisebbénél!

Vegylink hdrom olyan, csak négyzetesen Gsszemérhets raciondlis
szakaszt, a-t, b-t és c-t, hogy a négyzetértéke egy vele Gsszemérhet§
szakasz négyzetével nagyobb c-énél (X. 29.), és legyen az a és b kozotti
téglalappal egyenld d négyzete (I1. 14.). d négyzete tehat medidlis, igy
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dis medialis (X. 21.). Masrészt, legyena b és ¢ kozotti téglalappal egyen-
16 a d és e kozotti téglalap (1. 41. és 44.). Mivel amint az a és b kbzotti
téglalap a b és ¢ kozotti téglalaphoz, tigy aranylik a a c-hez (VI. 1.), és
az a és b kozotti téglalappal egyenl§ d négy-

zete, a b és ¢ kozotti téglalappal pedig egyenld | a ;
a d és e kozotti téglalap, amint a a c-hez, [ :
ugy aranylik d négyzete a d és e kozotti tégla- ! b |
laphoz. Amint viszont d négyzete a d és e ko-

zotti téglalaphoz, Ugy d az e-hez (X. 22. L.), | c |
amint tehat a a c-hez, gy d az e-hez. a [csak]

négyzetesen Osszemérhetd c-vel, tehat d az | d :
e-vel szintén csak négyzetesen Osszemérhet§ '
(X. 11.). d medidlis, tehat e is medialis (X. e ;

23.). Mivel amint a a c-hez, tgy aranylik d
az e-hez, és a négyzetértéke egy vele Gsszemérhet6 szakasz négyzeté-
vel nagyobb c-énél, d négyzetértéke is egy vele Gsszemérhetd szakasz
négyzetével nagyobb e-énél (X. 14.).

Azt is éllitom, hogy a d és e kozotti téglalap medidlis. Minthogy
a b és ¢ kozotti téglalap egyenlS a d és e kozotti téglalappal és a b és ¢
kozotti téglalap medidlis [ — b és ¢ ugyanis csak négyzetesen Osszemér-
het§ raciondlisok — ] (X. 21.), a d és e kozotti téglalap is medialis.

Talaltunk tehat két, csak négyzetesen Osszemérhet8 medialis sza-
kaszt, d-t és e-t, hogy a nagyobb négyzetértéke egy vele Gsszemérhetd
szakasz négyzetével nagyobb a kisebbénél.

Ismét hasonlé a bizonyitds az 6sszemérhetetlen szakasz négyzetének
esetére, azaz amikor a négyzetértéke egy vele dsszemérhetetlen szakasz
négyzetével nagyobb c-énél (X. 30.).

F2:X585;

X. 33. Lemma
Legyen ABC egy derékszogli haromszog, melynek A4-nal levd szoge
derékszog, és htizzuk meg az AD merGlegest. Azt 4llitom, hogy a CB és
BD kozotti téglalap egyenld BA négyzetével, a BC és CD kozotti tégla-
lap egyenl6 CA négyzetével, a BD és DC kozotti egyenlS AD négyzeté-
vel, és végiil a BC és AD kozotti egyenld a BA és AC kozotti téglalap-
pal.
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El8szor is, hogy a CB és BD kozotti téglalap egyenld BA négyzetével,

Minthogy ugyanis egy derékszogli hdromszogben a derékszog csu-
csabol azalapra egy 4D merdlegest bocsatottunk, az ABD, ADC harom-
szogek hasonléak mind a teljes ABC haromszoghdz, mind egymashoz
(VL 8.). Minthogy az ABC haromszdg hasonl6 az ABD hiromszoghoz,
amint CB a BA4-hoz, tigy ardnylik B4 a BD-hez, a CB és BD koz6tti
téglalap tehat egyenlS AB négyzetével (VI. 17.).

Ugyanigy a BC és CD kozotti téglalap egyenld AC négyzetével.

Minthogy ha egy derékszogii haromszogben a derékszog csticsabol
az alapra egy merGlegest bocsatunk, a merdleges kozépardnyosa az
alap szeleteinek, BD ftgy aranylik DA-hoz, mint AD a DC-hez
(VL 8. K.), a BD és DC kozotti téglalap tehat egyenld DA négyze-
tével (VL. 17.).

Azt is 4llitom, hogy a BC és AD kozotti téglalap egyenld a BA és AC
kozottivel. Minthogy ugyanis — mint lattuk — az ABC hiromszog
hasonlé 4ABD-hez, BC tugy ardnylik CA4-hoz, mint BA az AD-hez.
[Ha viszont négy szakasz aranyos, akkor a kiiltagok kozotti téglalap
egyenld a beltagok kozottivel], a BC és AD kozotti téglalap tehat
egyenlS a BA és AC kozottivel (VI. 16.). Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: X. 33-35.

X. 33. Tétel

Keressiink két olyan, négyzetesen dsszemérhetetlen szakaszt, melyek

négyzetisszege raciondlis, és medidlis téglalapot fognak kozre!
Vegyiink két olyan, csak négyzetesen OsszemérhetS raciondlis sza-
kaszt, AB-t és BC-t, melyek koziil a nagyobb 4B négyzetértéke egy
vele linedrisan 6sszemérhetetlen szakasz négyzetével nagyobb a kisebb
BC-énél (X. 30.), legyen BC felez6pontja D (I. 10.), illessziink tgy
AB-hez egy BD vagy DC négyzetével egyenl$ paralelogrammat — le-
gyen ez az AE és EB kozotti téglalap —, hogy egy négyzet maradjon
fonn (VI. 28.), irjunk AB f6lé egy AFB félkort, emeljiink AB-re egy EF

merdlegest (I. 11.), és htizzuk meg AF-et és FB-t.

. Minthogy 4B és BC két, nem egyenlS
Q“F szakasz, AB négyzetértéke egy vele Ossze-
A D i1C meérhetetlen szakasz négyzetével nagyobb

EB BC-énél, BC négyzetének negyedével, azaz




BC felének négyzetével egyenl$ paralelogrammat illesztettiink AB-
hez tgy, hogy egy négyzet maradt fonn, és az AE és EB kozdtti
téglalapot kaptuk AE 6sszemérhetetlen EB—Vei (X. 18.). Amint AE
az EB-hez, Gigy ardnylik a BA és AE kozotti téglalap az 4B és BE
kozottihez (VI. 1.), a BA és AE kozotti téglalap egyenl6 AF négyze-
tével, az AB és BE kozotti pedig BF négyzetével (L.), tehat AF
négyzete Osszemérhetetlen FB négyzetével (X. 11.), vagyis AF és FB
négyzetesen Osszemérhetetlenek. Minthogy 4B racionalis, 4B négy-
zete is raciondlis, Ggyhogy AF és FB négyzetosszege is racionalis
(III. 31., I. 47.). Tovabba minthogy az AE és EB kozotti téglalap egyen-
18 EF négyzetével (L.), és feltétel szerint az AE és EB kozotti téglalap
egyenld BD négyzetével, FE egyenl6 BD-vel, BC kétszerese FE-nek,
tgyhogy az AB és BC kozotti téglalap is OsszemérhetS az AB és EF
kozottivel (VL. 1., X. 6.). Az AB és BC kozotti téglalap medialis, tehat
az AB és EF kozotti is medidlis (X. 23. K.). Az 4B és EF kozotti tégla-
lap egyenlG az AF és FB kozottivel (L.), tehat az AF és FB kozotti
téglalap is medidlis. Azt is megmutattuk, hogy a négyzetdsszegiik
racionalis.

Talaltunk tehit két olyan, négyzetesen Osszemérhetetlen szakaszt,
AF-et és FB-t, melyek négyzetosszege racionalis és medidlis tégla-
lapot fognak kozre. Eppen ezt kellett megmutatni.

FoiX 80 576"

X. 34. Tétel

Keressiink két olyan négyzetesen dsszemérhetetlen szakaszt, melyek
négyzetosszege medidlis, és raciondlis téglalapot fognak kozre!

Vegyiink két olyan, csak négyzetesen Osszemérheté medidlis sza-
kaszt, AB-t és BC-t, melyek racionalis téglalapot fognak kozre, és AB
négyzetértéke egy vele Osszemérhetetlen e
szakasz négyzetével nagyobb BC-énél (X. / %\D
31.), irjunk 4B f&1é egy ADB félkért (I. =
10.), legyen BC felezlpontja E (ua.), és |
illessziink ugy 4AB-hez egy BE négyzetével
egyenld paralelogrammat — az AF és FB kozottit —, hogy egy négyzet
maradjon fénn (V1. 28.). Ekkor AF lineérisan 6sszemérhetetlen FB-vel
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(X. 18.). Emeljiink 4B-re F-ben egy FD merdlegest (1. 11.) és huizzuk
meg AD-t, DB-t. :

Minthogy AF 6sszemérhetetlen FB-vel, a BA és AF kozotti téglalap
is 6sszemérhetetlen az AB és BF kozottivel (VI. 1., X. 11.). A BA és AF
kozotti téglalap viszont egyenl8 AD négyzetével, az AB és BF kozotti
pedig DB négyzetével (X. 33. L.), tehat AD négyzete is sszemérhetet-
len DB négyzetével. Minthogy AB négyzete medialis, AD és DB négy-
zetosszege 1s medialis (I11. 31., 1. 47.). Minthogy BC kétszerese DF-nek,
az AB és BC kozotti téglalap is kétszerese az AB és FD kozottinek.
Az AB és BC kozotti téglalap raciondlis, tehat az AB és FD kozitti is
raciondlis (X. 6., 12.). Az AB és FD kozotti téglalap viszont egyenld
az AD és DB kozottivel (X. 33. L.), tigyhogy az AD és DB kozotti tégla-
lap is racionalis.

Talaltunk tehat két olyan, négyzetesen dsszemérhetetlen szakaszt,
AD-t és DB-t, melyek négyzetosszege medialis, és racionalis téglalapot
fognak kozre. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: X.:40,, 77.

X1 35wlétel

Keressiink ket olyan, négyzetesen osszemérhetetlen szakaszt, melyelk-
nek mind négyzetosszege medidlis, mind medidlis — és a négyzetisszeggel
osszemérhetetlen — téglalapot fognak kozre!

Vegyiink két olyan, csak négyzetesen Osszemérheté medidlis sza-
kaszt, AB-t és BC-t, melyek medialis téglalapot fognak kozre, és AB
négyzetértéke egy vele 6sszemérhetetlen szakasz négyzetével nagyobb
BC-énél (X. 32.), irjunk AB folé egy ADB félkort (1. 10.) és igy tovabb,
mint az el6z6 tételben.

Minthogy AF linearisan osszemérhetetlen FB-vel, AD négyzetesen

Osszemérhetetlen DB-vel (vo. X. 34.). Mint-

Q\D hogy AB négyzete mediélis, AD és DB négy-
{': , ~ ZetOsszege is medialis (I1I. 31., 1. 47.). Mint-
FB IC hogy az AF és FB kozotti téglalap egyenld

BE és DF barmelyikének négyzetével, BE
egyenl6 DI-fel, BC tehat kétszerese FD-nek, Ugyhogy az AB és BC
kozotti téglalap is kétszerese az AB és FD kozottinek. Az AB és BC
kozotti téglalap viszont mediélis, tehat az AB és FD kozotti is medialis
314
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(X. 6., 23. K.). Ez egyenld az 4D és DB kozotti téglalappal (X. 33. L.),
tehat az AD és DB kozotti téglalap is medialis. Minthogy 4B linedrisan
osszemérhetetlen BC-vel, CB viszont osszemérhetd BE-vel, 4B linedri-
san Osszemérhetetlen BE-vel (X. 13.), tigyhogy 4B négyzete is Ossze-
mérhetetlen az 4B és BE kozotti téglalappal (X. 22. L., 11.). 4B négy-
zetével viszont egyenld AD és DB négyzetdsszege, az AB és BE kozotti
téglalappal pedig egyenl6 az AB és F'D kozotti, azaz az AD és DB
kozotti téglalap, tehat AD és DB négyzetdsszege Osszemérhetetlen az
AD és DB kozotti téglalappal. :

Talaltunk tehat két olyan, négyzetesen Osszemérhetetlen szakaszt,
AD-t és DB-t, melyeknek mind négyzetosszege medidlis, mind medialis
— és a négyzetosszeggel Osszemérhetetlen — téglalapot fognak kozre.
Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: X. 41., 78.

X. 36. Tétel

Ha két, csak négyzetesen dsszemérhetd raciondlis szakaszt ossze-
adunk, az dsszeg irraciondlis, mégpedig nevezziik binomidlisnak.*

Adjunk 6ssze ugyanis két, csak négyzetesen Osszemérhets raciond-
list, AB-t és BC-t. Azt 4llitom, hogy az osszeg, AC, irracionalis.

Minthogy ugyanis AB lineérisan osszemérhetet-
len BC-vel — hiszen csak négyzetesen Osszemérhe- B
t8k — és amint AB a BC-hez, tigy aranylik az 4B A F———+—C
és BC kozotti téglalap BC négyzetéhez (X. 22. L.),
az AB és BC kozotti téglalap 6sszemérhetetlen BC négyzetével (X. 11.).
Az AB és BC kozotti téglalappal viszont dsszemérhetS az AB és BC
kozotti téglalap kétszerese (X. 6.), BC négyzetével pedig 6sszemérheto
AB és BC négyzetosszege — hiszen AB és BC csak négyzetesen Ossze-
mérhetd raciondlisok (X. 15.) —, tehat az 4B és BC kozotti téglalap
kétszerese Gsszemérhetetlen 4B és BC négyzetosszegével (X. 13.). Es
Osszetéve, az AB és BC kozotti téglalap kétszerese meg AB és BC négy-
zetosszege, azaz AC négyzete (11. 4.), 6sszemérhetetlen AB és BC négy-
zetOsszegével (X. 16.). AB és BC négyzetisszege viszont racionalis,
AC négyzete tehat irracionalis (X. 13.), tigyhogy AC is irracionélis,
mégpedig nevezziik binomidlisnak. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: X, 38., 41-42,, 44.,:47-53., 60-61., 64., 66., 71-72., 112-113.
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X137 Tetel

Ha két olyan, csak négyzetesen osszemérhetd medidlis szakaszt
asszeadunk, melyek raciondlis téglalapot fognak kézre, akkor az dsszeg
irraciondlis, mégpedig nevezziik elsd bimedidlisnak.*

Adjunk Ossze ugyanis két olyan, csak négyzetesen Osszemérhetd
medidlis szakaszt, AB-t és BC-t, melyek racionalis téglalapot fognak
kozre (X. 27.). Azt allitom, hogy az sszeg, AC, irraciondlis.

Minthogy ugyanis AB linedrisan Osszemérhetetlen BC-vel, AB

és BC négyzetosszege is Osszemérhetetlen az 4B és

BC kozotti téglalap kétszeresével (vo. X. 36.). Es
4 ————C Osszetéve, AB és BC négyzetosszege meg az AB és

BC kozotti téglalap kétszerese, ami AC négyzete
(I1. 4.), osszemérhetetlen az AB és BC kozotti téglalappal (X. 16.,
6., 13.). Az AB és BC kozotii téglalap viszont raciondlis — hiszen
foltettiik, hogy AB és BC racionilis téglalapot fog kézre —, AC
négyzete tehat irracionalis (X. 13.), AC tehat irraciondlis, mégpedig
nevezziik els6 bimedialisnak.

F.: X8, 95561, 167,

X. 38. Tétel

Ha ésszeadunk két olyan csak négyzetesen osszemérheté medidlis
szakaszt, melyek medidlis téglalapot fognak kozre, akkor az dsszeg
irraciondlis, mégpedig nevezziik mdsodik bimedidlisnak.*

Adjunk Ossze ugyanis két olyan, csak négyzetesen Osszemérhetd
medidlis szakaszt, AB-t és BC-t, melyek medialis téglalapot fognak
kozre (X. 28.). Azt allitom, hogy AC irracionalis.

Vegyiik ugyanis a DE racionalist, és il-
lessziink DE-hez egy AC négyzetével egyen- B
16 DG szélességli DF téglalapot (1. 41. 44.). Al IC
Minthogy AC négyzete egyenl8 AB és BC D H G
négyzetosszegével megaz AB és BC kozot-
ti téglalap kétszeresével (II. 4.), ha DE-hez
AB és BC négyzetosszegével egyenld EH £ I
téglalapot illesztiink, akkor a maradék HF
egyenlS az AB és BC kozotti téglalap kétszeresével. Minthogy AB és
BC medidlisok, AB és BC négyzetisszege is medidlis (X. 15., 23. K.).
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Feltétel szerint az AB és BC kozotti téglalap kétszerese is medidlis
(X. 6., 23. K.). AB ¢és BC négyzetosszegével egyenls EH, az AB és BC
kozotti téglalap kétszeresével pedig egyenlé FH, EH és FH tehat
mediilis idomok. S a DE racionalishoz vannak illesztve, DH és HG
tehét racionalisok és linedrisan Osszemérhetetlenck DE-vel (X. 22.).
Minthogy AB linearisan Osszemérhetetlen BC-vel és amint 4B a BC-
hez, tigy aranylik 4B négyzete az AB és BC kozotti téglalaphoz (X. 22.
L.), AB négyzete Osszemérhetetlen az AB és BC ko6zotti téglalappal
(X. 11.). AB négyzetével viszont dsszemérhetS AB és BC négyzetdssze-
ge (X. 15.), az AB és BC kozotti téglalappal pedig dsszemérhet8 az
AB és BC kozotti téglalap kétszerese (X. 6.), AB és BC négyzetdsszege
tehat osszemérhetetlen az AB és BC kozotti téglalap kétszeresével
(X. 13.). 4B és BC négyzetosszegével viszont egyenlé EH, az AB és
BC kozotti téglalap kétszeresével pedig egyenlé HF, EH tehat dssze-
mérhetetlen HF-fel, tigyhogy DH is line4risan Gsszemérhetetlen HG-
vel (VI. 1., X. 11.). DH és HG tehat csak négyzetesen Osszemérhet8
raciondlisok, ugyhogy DG irraciondlis (X. 36.). DE raciondlis, az
irraciondlis és racionélis szakasz 4ltal kozrefogott téglalap pedig irra-
ciondlis (X. 20.), DF tehét irracionilis idom, és a szakasz, melynek
négyzetértéke, irracionalis. DF az AC négyzetértéke, AC tehat irracio-
nélis, mégpedig nevezziik mésodik bimedidlisnak. Eppen ezt kellett
megmutatni.
F.: X. 44., 67.

£ 30 Tetel

Ha dsszeadunk két olyan, négyzetesen dsszemérhetetlen szakaszt,
melyek négyzetdsszege raciondlis és medidlis téglalapot fognak kizre,
akkor az dsszeg irraciondlis, mégpedig nevezzitk maiornak.*

Adjunk Gssze ugyanis két olyan, négyzetesen Osszemérhetetlen sza-
kaszt, AB-t és BC-t, melyek kielégitik a feltételeket (X. 33.). Azt
allitom, hogy AC irracionalis.

Minthogy ugyanis az AB és BC kozotti téglalap medidlis, az AB és
BC kozotti téglalap kétszerese is medidlis (X. 6., 23. K.). AB és BC
négyzetdsszege viszont racionalis, az 4B és BC
kozotti téglalap kétszerese tehdt Gsszemérhetetlen B
AB és BC négyzetosszegével (X." 13.), tigyhogy AB A by C



és BC négyzetosszege meg az AB és BC kozotti téglalap kétszerese,
ami AC négyzete (Il. 4.), szintén Osszemérhetetlen 4B és BC négy-
zetosszegével (X, 16.). [AB és BC négyzetGsszege viszont racionalis]
AC négyzete tehat irraciondlis (X. 13.), Gigyhogy AC is irracionalis,
mégpedig nevezziik maiornak. Eppen ezt kellett megmutatni.

Fis e douioy s 68 268,

X. 40. Tétel
Ha oésszeadunk két olyan, négyzelfesen osszemérhetetlen szakaszt,
melyek négyzetosszege medidlis és raciondlis téglalapot fognak kézre,
akkor az dsszeg irraciondlis, mégpedig nevezziik négyzetértékben racio-
ndlis plusz medidlisnak.*
Adjunk 8ssze ugyanis két olyan, négyzetesen Gsszemérhetetlen sza-
kaszt, AB-t és BC-t, melyek kielégitik a feltételeket (X. 34.). Azt
. 4llitom, hogy AC irracionalis.
Minthogy ugyanis AB és BC négyzetosszege medialis, az AB és
BC kozotti téglalap kétszerese pedig raciondlis (X.
6., 12.), AB és BC négyzetosszege Osszemérhetetlen
A ————C az AB és BC kozotti téglalap kétszeresével (X. 13.),
tgyhogy AC négyzete is dsszemérhetetlen az AB és
BC kozotti téglalap kétszeresével (X. 16.). Az AB és BC kozotti
téglalap kétszerese viszont racionélis, AC négyzete tehat irracionalis
(X. 13.), AC tehét irraciondlis, mégpedig nevezziik négyzetértékben
raciondlis plusz mediélisnak. Eppen ezt kellett megmutatni.
F.: X. 46., 64., 69.

X. 41, Tétel

Ha ésszeadunk két olyan, négyzetesen osszemérhetetlen szakaszt, me-
lyeknek mind négyzetisszege medidlis, mind medidlis — és a négyzetisz-
szeggel sszemeérhetetlen — téglalapot fognak kozre, akkor az dsszeg irra-
ciondlis, mégpedig nevezziik negyzetértékben két medidlis dsszegének.®

Adjunk 0Ossze ugyanis két olyan, négyzetesen Osszemérhetetlen
szakaszt, AB-t és BC-t, melyek kielégitik a feltételeket (X. 35.). Azt
allitom, hogy AC irracionalis.

Vegyiik a DE racionalist, és illessziink DE-hez egy AB és BC négy-
zetosszegével egyenlS DF és egy, az AB és BC kozotti téglalap két-
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szeresével egyenlS GH téglalapot (1. 41., 44.). Ekkor a teljes DH egyen-
16 AC négyzetével (1. 4.). Minthogy AB és BC négyzetOsszege media-
lis és egyenl6 DF-fel, DF is medialis. S a DE

raciondlishoz illesztettiik, DG tehat raciona- B
lis és linedrisan Osszemérhetetlen DE-vel Ar———C
(X. 22.). Ugyanigy GK is racionilis és line- D G K

arisan oOsszemérhetetlen GF-fel, azaz DEFE-
vel. Minthogy AB és BC négyzetGsszege
Osszemérhetetlen az AB és BC kozotti tég-
lalap kétszeresével (X. 6., 13.), DF &ssze- E F H
meérhetetlen GH-val, igyhogy DG is Ossze-

mérhetetlen GK-val (VI. 1., X. 11.). S raciondlisok, DG és GK tehat
csak négyzetesen osszemérhetS racionalisok, DK tehat irracionilis,
1n. binomidalis (X. 36.). DE racionalis, DH tehat irracionalis (X. 20.),
és a szakasz, melynek négyzetértéke, irraciondlis. HD az AC négyzet-
értéke, AC tehat irracionalis, mégpedig nevezziik negyzetéxtékben
két medidlis Ssszegének. Eppen ezt kellett megmutatni.

E. X 47,5916 0

X. 42. Lemma

Hogy pedig a nevezett irraciondlisok egyértelmiien esnek szét
olyan szakaszok Osszegére, melyek teljesitik a feltételeket, eme lem-
macska elSrebocsatdsa utdn mutatjuk meg:

Vegyiink egy AB szakaszt, osszuk f6l nem egyenlS részekre a
C, D pontokban, és tegyiik f6l, hogy AC nagyobb DB-nél. Azt allitom,
hogy AC és CB négyzetosszege nagyobb AD és DB négyzetdsszegénél.

Legyen ugyanis AB felez6pontja E (I. 10.). Minthogy AC nagyobb

DB-nél, ha levonjuk a koézés DC-t, akkor a

DE C maradék 4D nagyobb a maradék CB-nél. AE
Abr———+———1 B egyenl6 EB-vel, DE techat kisebb EC-nél, a
C, D pontok tehat nincsenek egyforma tévol a

felez8ponttol. Minthogy az AC és CB kozotti téglalapnak és EC négy-
zetének az Osszege egyenld EB négyzetével (II. 5.), és az AD és DB
kozotti téglalapnak és DE négyzetének az Gsszege szintén egyenld EB
négyzetével, az AC és CB kozotti téglalapnak és EC négyzetének az
Osszege egyenlS az AD és DB kozotti téglalapnak és DE négyzetének
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az Osszegével. A tagok koziil DE négyzete kisebb EC négyzeténél,
a maradék AC és CB kozotti téglalap tehat kisebb az AD és DB ko-
zoOtti téglalapnél, igyhogy az AC és CB kozotti téglalap kétszerese
is kisebb az 4D és DB kozotti téglalap kétszeresénél. AC és CB ma-
radék négyzetosszege tehat nagyobb AD és DB négyzetsszegénél
(I1. 4.). Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: X. 42-45,

X. 42. Tétel

Binomidlis csak egy pontban esik szét a kiilonbozd tagokra.

Legyen AB egy binomidlis, mely a C pontban esik szét a kiilonb6z8
tagokra. Ekkor AC és CB csak négyzetesen 6sszemérhetd racionilisok.
Azt dllitom, hogy AB mas pontban nem esik szét két, csak négyze-
tesen Osszemérhetd raciondlis Gsszegére. '

Teeyiik fol ugyanis, hogy szétesik a D pontban is, igyhogy AD

és DB is csak négyzetesen Osszemérhetd racio-

DC . nélisok. Nyilvdnval6, hogy AC nem ugyanaz,
AF———p  nint DB. Tegyiik f5l ugyanis, hogy az. Ekkor AD
is ugyanaz, mint CB és AC ngy aranylik CB-hez,

mint BD a DA-hoz, és" AB a C-beli félosztissal megegyezSleg bomlik
fol D-ben, aminek az ellenkezbjét tettiik f6l. AC tehat nem ugyanaz,
mint DB. Ezérta C, D pontok nincsenek egyforma tévol a felez&pont-
tél. Amennyivel kiilonbozik teh4t AC és'CB négyzetésszege AD és DB
négyzetosszegétdl, annyival kiilonbozik az AD és DB kozotti téglalap
kétszerese is az AC és CB kozotti téglalap kétszeresét6l, mivel mind
AC és CB négyzetdsszege meg az AC és CB kozotti'téglalap’kétszerese,
mind 4D és DB négyzetdsszege meg az AD és"DBkozott” téglalap két-
szerese egyenld AB négyzetével (11. 4.). AC és"CB négyzetosszege vi-
szont racionalis feliilettel'kiilonbozik AD és DB négyzetdsszegétsl'- hi-
szen mindketten racionalisok —, az 4D és*DB kdzotti téglalap kétsze-
rese is raciondlis feliilettel kiilonbozik tehit'az AC és'CB kozotti tégla-
lap kétszeresétSl, noha medialisok (X. 6., 22. K.), ami ellentmonds4s,
mert két medidlis feliilet kiilonbsége nem lehet raciondlis (X. 26.).

Binomidlis tehdt nem esik szét kiilonb6z8 pontokban; csak egy
pontban teh4t. Eppen ezt kellett megmutatni.

F. X. 44., 47.
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X. 43. Tétel

Elsé bimedialis csak egy pontban esik szét.

Essék szét az AB els6 bimedidlis a C pontban, tugyhogy AC és CB
csak négyzetesen Osszemérhetd medidlis szakaszok, melyek racionalis
téglalapot fognak kozre. Azt allitom, hogy 4B mas pontban nem esik
szét.

Tegyiik f6l ugyanis, hogy szétesik a D pontban is, ugyhogy AD
és DB is csak négyzetesen dsszemérhetd medidlisok, melyek raciondlis
téglalapot fognak kozre. Minthogy AC és CB négy-
zetdsszege annyival kiilonbozik 4D és DB négyzet- DC
OsszegétSl, amennyivel az AD é DB kozotti tég- A———B
lalap kétszerese az AC és CB kozotti téglalap két-
szeresétdl, és az AD és DB kozotti téglalap kétszerese racionalis felii-
lettel kiilonbozik az AC és CB kozotti téglalap kétszeresétSl — hiszen
mindketten raciondlisok (X. 6., 12.) —, AC és CB négyzetSsszege is
racionalis feliilettel kiilonbozik tehdt 4D és DB négyzetGsszegétdl,
noha medidlisok (X. 15., 23. K.), ami ellentmondas (X. 26.).

Els8 bimedialis tehit nem esik szét tagokra kiilénb6z8 pontokban;
tehat csak egy pontban. Eppen ezt kellett megmutatni.

X. 44. Tétel

Mdsodik bimedidlis csak egy pontban esik szét.

Essék szét az AB mdasodik bimedidlis a C pontban, tgyhogy AC
és CB csak négyzetesen OsszemérhetS medialis szakaszok, melyek
medidlis téglalapot fognak kozre (X. 38.). Nyilvanvalé, hogy C nem

a felez6pont, mivel a szakaszok nem linea-

Iy & risan OsszemérhetSk. Azt allitom, hogy 4B
Ar——— B més pontban nem esik szét.
E MH N Tegyiik f6l ugyanis, hogy szétesik a D pont-

ban is, tigyhogy AC nem ugyanaz, mint DB,
hanem példdul AC nagyobb. Vilagos, hogy
ekkor — mint fént megmutattuk — 4D és DB
F LG K négyzetisszege kisebb AC és CB négyzetdssze-

2énél (X.42.L.), s AD és DB csak négyzetesen
osszemérhet6 medidlisok, melyek medidlis téglalapot fognak kozre.
Vegyiik az EF raciondlist, illessziink EF-hez egy 4B négyzetével egyen-
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18 EK téglalapot, és vonjuk le az AC és CB négyzetosszegével egyenld
EG téglalapot (1. 41., 44.). Ekkor a maradék HK egyenl§ az AC és
CB kozétti téglalap kétszeresével (I1. 4.). Ismét, vonjunk le egy 4D és
DB négyzetosszegével, mely mint megmutattuk, kisebb AC és CB
négyzetdsszegénél, egyenl6 EL téglalapot. Ekkor a maradék MK
egyenl§ az AD és DB kozotti téglalap kétszeresével. Minthogy
AC és CB négyzetdsszege medidlis (X. 15., 23. K.), EG [is] medilis.
S az EF raciondlis mellé illesztettiik, EH tehat racionélis és linearisan
osszemérhetetlen EF-fel (X. 22.). Ugyanigy HN is racionalis és line4ri-
san Osszemérhetetlen EF-fel. Minthogy AC és CB csak négyzetesen
osszemérhet§ medidlisok, AC linedrisan Osszemérhetetlen CB-vel.
AC négyzete lgy aranylik az AC és CB kozotti téglalaphoz, mint
AC a CB-hez (X. 22. L.), AC négyzete tehat dsszemérhetetlen az AC
és CB kozotti téglalappal (X. 11.). AC négyzetével viszont Ossze-
mérhet8 AC és CB négyzetosszege — hiszen AC és CB négyzetesen
osszemérhetk (X. 15.) —, az AC és CB kozotti téglalappal pedig
dsszemérhet8 az AC és CB kozotti téglalap kétszerese (X. 6.), AC és
CB négyzettsszege tehat Osszemérhetetlen az AC és CB kozotti
téglalap kétszeresével (X. 13.). AC és CB négyzetdsszegével viszont
egyenl8 EG, az AC és CB kozotti téglalap kétszeresével pedig egyenld
HK, EG tehat Gsszemérhetetlen HK-val, tgyhogy EH is linedrisan
dsszemérhetetlen HN-nel (V1. 1., X. 11.). S raciondlisok, EH és HN
teh4t csak négyzetesen Osszemérhetd raciondlisok. Ha viszont két,
csak négyzetesen Osszemérhet8 raciondlist Osszeadunk, az Osszeg
irracionalis, in. binomidlis (X. 36.), EN tehit egy binomidlis, mely a
H pontban esik szét. Ugyanigy mutathaté meg, hogy EM és MN is
csak négyzetesen OsszemérhetS raciondlisok, és az EN binomidlis
kiildnb6z8 pontokban esik szét, mind H-ban, mind M-ben, és EH
nem ugyanaz, mint MN, mert AC és CB négyzetOsszege nagyobb
AD és DB négyzetOsszegénél, AD és DB négyzetsszege pedig nagyobb
az AD és DB kozotti téglalap kétszeresénél (X. 60. L.), AC és CB
négyzetdsszege, azaz EG, annél nagyobb tehat az 4D és DB kozotti
téglalap kétszeresénél, azaz MK-nil, Ggyhogy EH is nagyobb MN-nél.
EH tehat nem ugyanaz, mint MN. Eppen ezt kellett bizonyitani
(X. 42)).
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: X. 45. Tétel

Maior csak ugyanabban a pontban esik szét.

Essék szét az AB maior a C pontban, tgyhogy AC és CB négyze-
tesen dsszemérhetetlen szakaszok, AC és CB négyzetOsszege racionalis,
és az AC és CB kozotti téglalap medidlis (X. 39.). Azt allitom, hogy
AB més pontban nem esik szét.

Tegyiik f6l ugyanis, hogy a D pontban is szétesik, ugyhogy AD
é DB négyzetesen Osszemérhetetlenek, AD és DB négyzetOsszege
raciondlis, az 4altaluk kozrefogott téglalap pedig
mediilis. Minthogy az 4D és DB kozotti téglalap DC
kétszerese annyival kiilonbozik az AC és CB ké- ArF—+—+—R
zotti téglalap kétszeresét8l, amennyivel AC és CB
négyzetdsszege AD és DB négyzetosszegétdl (11. 4.), és AC és CB
négyzetosszege raciondlis feliilettel kiilonbozik AD és DB négyzetbsz-
szegét8l — hiszen mindketten racionélisok —, az AD és DB kozotti
téglalap kétszerese is racionélis feliilettel kiilonbdzik az AC és CB
kozotti téglalap kétszeresétSl, noha mediélisok (X. 6., 23. K.), ami
ellentmondés (X. 26.). Maior teh4dt nem esik szét kiilénb6z8 pontok-
ban; tehit csak ugyanabban. Eppen ezt kellett megmutatni.

X. 46. Tétel

Négyzetértélkben raciondlis plusz medidlis szakasz csak egy pontban
esik szét.

Essék szét a négyzetértékben raciondlis plusz medidlis AB a C
pontban, tgyhogy AC és CB négyzetesen Gsszemérhetetlenek, AC és
CB négyzetosszege medialis, az AC és CB kozotti téglalap kétszerese
racionélis (X. 6., 12.). Azt dllitom, hogy 4B més pontban nem esik szét.

Tegyiik f6l ugyanis, hogy szétesik a D pontban is, Ggyhogy AD és

- DB is négyzetesen Osszemérhetetlenek, AD és DB

négyzetosszege medidlis, az AD és DB kozotti tég-

AP—+—— 8 lalap kétszerese pedig racionélis. Minthogy AD és
DB négyzetosszege annyival kiilonbozik AC és

CB négyzetdsszegétol, amennyivel az AC és CB kozotti téglalap
kétszerese kiilonbozik az AD és DB kozotti téglalap kétszeresétdl,
és az AC és CB kozotti téglalap kétszerese racionalis feliilettel kiilon-
bozik az AD és DB k6zotti téglalap kétszeresét6l, AD és DB négyzet-
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Osszege is racionalis feliilettel kiilonbozik AC és CB négyzetosszegétsl,
noha medidlisok, ami ellentmondés (X. 26.). Nem esik szét tehat
négyzetértékben racionélis plusz medidlis szakasz kiilonb6z6 pontok-
ban; tehat csak egy pontban esik szét. Eppen ezt kellett megmutatni.

X. 47. Tétel
Négyzetértékben két medidlis Gsszege csak egy pontban esik szet.
Essék szét egy négyzetértékben két medidlis Gsszege, AB, a C pont-
ban, ugyhogy AC és CB négyzetesen osszemérhetetlenck, AC és CB
négyzetosszege medialis, az AC és CB kozotti téglalap medidlis és
Osszemérhetetlen a négyzetdsszegiikkel (X. 41.). Azt allitom, hogy
AB a feltételek mellett mas pontban nem esik szét.
Tegyiik fol ugyanis, hogy D-ben is szétesik, tigyhogy AC nyilvan
ismét nem ugyanaz, mint DB, hanem példaul
Al D C, B legyen AC a nagyobb, vegyiik az EF racio-
nalist, és illessziink EF mellé egy AC és CB
E MH N  négyzetdsszegével egyenld EG s egy, az AC
és CB kozotti téglalap kétszeresével egyenld
HK téglalapot (I. 41., 44.). Ekkor a teljes
= G K EK egyenl§ AB négyzetével (II. 4.). Ismét,
illessziink EF mellé egy AD és DB négy-
zetOsszegével egyenlé EL téglalapot. Ekkor a maradék, az AD és
DB kozotti téglalap kétszerese, egyenl8 az MK maradékkal. Mint-
hogy AC ésCB négyzetisszege foltevés szerint medidlis, EG is medi-
alis. S az EF racionalis mellé illesztettiik, HE tehat raciondlis és
linedrisan 6sszemérhetetlen EF-fel (X. 22.). Ugyanigy HN is raciondlis
és linedrisan Osszemérhetetlen EF-fel. Minthogy AC és CB négyzet-
Osszege Osszemérhetetlen az AC és CB kézotti téglalap kétszeresével
(X. 6., 13.), EG is Osszemérhetetlen GN-nel, tigyhogy EH is Ossze-
mérhetetlen HN-nel (VL. 1., X. 11.). S racionilisok, EH és HN tehat
csak négyzetesen OsszemérhetS raciondlisok, EN tehit binomiAlis,
mely szétesik H-ban. Hasonl6képp mutathatjuk meg, hogy M-ben
is szétesik. EH nem ugyanaz, mint MN (X. 60. L.), a binomiilis
tehat kiilonb6zé pontokban esik szét, ami ellentmondis (X. 42.).
Nem esik tehat szét négyzetértékben két medidlis osszege kiilonbdz8
pontokban; tehdt csak egy [pontban] esik szét.
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2.1.

2i2;

2:3:

2.4.

2t
2.6.

Definiciék. Misodik rész

Legyen adva a raciondlis és egy tagjaira bontott binomialis;
melynek nagyobbik tagjanak négyzetértéke egy vele linedrisan
Osszemérhet6 szakasz négyzetével nagyobb a kisebbénél. Ha a
nagyobbik tag linedrisan &sszemérhet8 az adott raciondlissal,
nevezziik [az Osszeget] els6 binomialisnak.

Ha a kisebb tag linearisan 0sszemérhetG az adott racionalissal,
nevezziik (az dsszeget) masodik binomiilisnak.

Ha egyik tag sem linedrisan 0sszemérhetd az adott racionalissal,
nevezziik harmadik binomialisnak.

Legyen most a nagyobb tag négyzetértéke egy vele linearisan
dsszemérhetetlen szakasz négyzetével nagyobb [a kisebbénél].
Ha a nagyobbik tag linedrisan 6sszemérhet8 az adott racionalis-
sal, nevezziik (az Osszeget) negyedik binomidlisnak.

Ha a kisebb, 6todiknek.

Ha pedig egyik sem, hatodiknak.

X. 48. Tétel

Keressiink elsé binomidlist!*

Vegyiink két szamot, AC-t és CB-t, melyek Osszege, AB, BC-hez
ugy ardnylik, mint négyzetszam négyzetszamhoz, C A-hoz viszont nem
ugy aranylik, mint négyzetszam négyzetszimhoz, vegyiink egy d racio-
ndlist, és legyen EF lineérisan osszemér-

het§ d-vel. Ekkor EF is racionalis (X. 9. lil h

K., 12.). Aranyuljék amint a B4 szim

AC-hez, ugy EF négyzete FG négyzetéhez El F G
(X. 6. K.). AB ugy arénylik AC-hez, mint

szam szamhoz, EF négyzete tehit szintén Al C Y-

ugy ardnylik FG négyzetéhez, mint szim

szamhoz, tGgyhogy EF négyzete osszemérhet6 FG négyzetével (X.
6.). EF racionalis, tehdt FG is raciondlis (X. 12.). Minthogy BA
nem ugy ardnylik 4C-hez, mint négyzetszdm négyzetszimhoz, EF
négyzete sem ugy aranylik FG négyzetéhez, mint négyzetszam négy-
zetszamhoz, EF tehat linedrisan Osszemérhetetlen FG-vel (X. 9.). EF
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és FG tehat csak négyzetesen Osszemérhet8 racionalisok, EG tehét
binomidlis.

Azt allitom, hogy elsé.

Minthogy ugyanis EF négyzete ugy ardnylik FG négyzetéhez, mint
a BA szam AC-hez, és BA nagyobb AC-nél, EF négyzete is nagyobb FG
négyzeténél (V. 14.). Legyen EF négyzetével egyenlS FG és h négyzet-
osszege (X. 14. L.). Minthogy EF négyzete ugy ardnylik FG négyzeté-
hez, mint BA az AC-hez, folforgatva EF négyzete tgy aranylik h
négyzetéhez, mint AB a BC-hez (V. 19. K.). 4B viszont figy aranylik
BC-hez, mint négyzetszdm négyzetszdmhoz, tehat EF négyzete szintén
ugy aranylik h négyzetéhez, mint négyzetszdm négyzetszdmhoz. EF
tehat linedrisan Osszemérhets h-val (X. 9.), EF négyzetértéke egy vele
Osszemérhet6 szakasz négyzetével nagyobb FG-énél. S EF és FG ra-
ciondlisok, és EF linedrisan 6sszemérhetd d-vel.

EG tehét els§ binomialis. Eppen ezt kellett megmutatni.

X. 49. Tétel

Keressiink mdsodik binomidlist!*

Vegyiink két szamot, AC-t és CB-t, melyek Osszege, AB, BC-hez
ugy aranylik, mint négyzetszdm négyzetszdmhoz, AC-hez viszont nem
ugy aranylik, mint négyzetszdm négyzetszdmhoz, vegyiink fol egy d

racionalist, €s legyen EF linearisan Ossze-

b siobo mérhetd d-vel. Ekkor EF raciondlis. Aré-
nyuljék amint a C4 szam AB-hez, Ggy EF

£ L |G Déeyeete FG négyzetéhez (X. 6. K.). Ekkor
EF négyzete 0sszemérhetS FG négyzetével

C (X. 6.), tehat FG is raciondlis (X. 12.).

P -
A i Minthogy a CA szam nem tigy aranylik

AB-hez, mint négyzetszam négyzetszdmhoz, EF négyzete sem tgy
ardnylik FG négyzetéhez, mint négyzetszdm négyzetszimhoz, EF
tehat linedrisan 6sszemérhetetlen FG-vel (X. 9.). EF és FG tehit csak
négyzetesen Osszemérhet§ raciondlisok, EG tehdt binomialis.

Azt kell még megmutatni, hogy masodik.

Minthogy ugyanis forditva GF négyzete tgy aranylik FE négyzeté-
hez, mint a BA szdm AC-hez, és BA nagyobb AC-nél, GF négyzete [is]
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nagyobb FE négyzeténél (V. 14.). Legyen GF négyzetével egyenld Ei
és h négyzetosszege (X. 14. L.). Folforgatva FG négyzete ugy aranylik
h négyzetéhez, mint AB a BC-hez (V. 19. K.). AB viszont gy aranylik
BC-hez, mint négyzetszam négyzetszdmhoz, tehat FG négyzete is ugy
aranylik h négyzetéhez, mint négyzetszim négyzetszimhoz. FG tehit
linedrisan osszemérhetd h-val (X. 9.), tigyhogy FG négyzetértéke egy
vele 8sszemérhet6 szakasz négyzetével nagyobb FE-énél. S FG és FE
csak négyzetesen Osszemérhetd raciondlisok, és a kisebb tag, EF, li-
nedrisan Osszemérhetd a folvett racionalissal, d-vel.
EG tehat masodik binomialis. Eppen ezt kellett megmutatni.

X. 50. Tétel

Keressiink harmadik binomidlist!*

Vegyiink két szimot, AC-t és CB-t, melyek Osszege, 4B, BC-hez
ugy ardnylik, mint négyzetszim négyzetszamhoz, AC-hez viszont nem
ugy aranylik, mint négyzetszim négyzetszimhoz, vegyiink valamely
masik nem négyzetszamot, d-t, mely sem BA-

hoz, sem AC-hez nem ugy ardnylik, mint C d
négyzetszim négyzetszdmhoz, vegyiink fol A F P ey
valamely e raciondlist, és ardnyuljék amint d e k

az AB-hez, ugy e négyzete FG négyzetéhez A =

(X. 6. K.). Ekkor e négyzete 6sszemérhet§ FG
négyzetével (X. 6.). e raciondlis, tehat FG is F FH————H
racionalis. Minthogy d nem ugy aranylik
AB-hez, mint négyzetszdm négyzetszimhoz, e négyzete sem Ugy
ardnylik FG négyzetéhez, mint négyzetszam négyzetszdmhoz, e tehat
linedrisan 6sszemérhetetlen FG-vel (X. 9.). Ismét, ardnyuljék amint a
BA szam AC-hez, ugy FG négyzete GH négyzetéhez. Ekkor FG négy-
zete 6sszemérhet8 G H négyzetével. FG raciondlis, tehat GH is raciona-
lis (X. 12.). Minthogy B4 nem tgy ardnylik AC-hez, mint négyzet-
szam négyzetszdmhoz, FG négyzete sem tigy aridnylik HG négyzetéhez,
mint négyzetszim négyzetszamhoz, FG tehét linedrisan osszemérhetet-
len GH-val. FG és GH tehat csak négyzetesen dsszemérhetd raciondli-
sok, FH tehét binomialis.

Azt dllitom még, hogy harmadik.

Minthogy ugyanis d gy ardnylik AB-hez, mint e négyzete FG négy-
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zetéhez, és BA az AC-hez, mint FG négyzete GH négyzetéhez, egyenls
sok tagon at d gy aranylik AC-hez, mint e négyzete GH négyzetéhez
(V. 22.). d viszont nem ugy ardnylik AC-hez, mint négyzetszim négy-
zetszamhoz, tehat e négyzete sem ugy aranylik GH négyzetéhez, mint
négyzetszam négyzetszamhoz, e tehat linedrisan Osszemérhetetlen
GH-val. Minthogy FG négyzete tigy ardnylik GH négyzetéhez, mint
BA az AC-hez, FG négyzete nagyobb, mint GH négyzete (V. 14.).
Legyen FG négyzetével egyenld GH ¢és k négyzetosszege (X. 14. L.).
Folforgatva FG négyzete ugy aranylik k& négyzetéhez, mint AB a BC-
hez (V. 19. K.). 4B viszont ugy aranylik BC-hez, mint négyzetszam
négyzetszamhoz, tehiat FG négyzete is Ugy aranylik k négyzetéhez,
mint négyzetszam négyzetszimhoz. FG tehat linedrisan 6sszemérhet8
k-val. FG négyzetértéke tehat egy vele Osszemérheto szakasz négyzeté-
vel nagyobb GH-énédl. S FG és GH csak négyzetesen osszemérhetd
racionalisok, és egyikiik sem linedrisan 6sszemérhet6 e-vel.
GH tehat harmadik binomiélis. Eppen ezt kellett megmutatni.

X 51. Tétel

Keressiink negyedik binomialist!*

Vegyiink ugy két szamot, AC-t és CB-t, hogy 4B se BC-hez, se AC-
hez ne Gigy ardnyuljék, mint négyzetszam négyzetszamhoz (pl. X. 29.
2. L., VIII. 24.). Vegyiink f6l egy d racionalist, és legyen EF line4risan

osszemérhetS d-vel. Ekkor EF is racionalis.

C Aranyuljék amint a BA szdm AC-hez, tgy
Ar————B  EF négyzete FG négyzetéhez (X. 6. K.). Ek-
d h kor EF négyzete Gsszemérhet6 FG négyzeté-
—— - vel (X. 6.), tehat FG is racionalis (X. 12.).
E Minthogy BA nem tgy ardnylik AC-hez,

E+———+——G mint négyzetszam négyzetszamhoz, EF négy-
. zete sem Ugy ardnylik FG négyzetéhez, mint
négyzetszam négyzetszdmhoz, EF tehat linedrisan dsszemérhetetlen
FG-vel (X. 9.). EF és FG tehat csak négyzetesen dsszemérhet§ raciond-
lisok, tigyhogy EG binomidlis.
Azt allitom még, hogy negyedik.
Minthogy ugyanis EF négyzete tigy aranylik FG négyzetéhez, mint
BA az AC-hez [és BA nagyobb AC-nél], EF négyzete nagyobb FG
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négyzeténél (V. 14.). Legyen EF négyzetével egyenls FG és h négyzet-
osszege (X. 14. L.). Folforgatva EF négyzete ugy ardnylik h négyzeté-
hez, mint az 4B szdm BC-hez (V. 19. K.). 4B viszont nem ugy arany-
lik BC-hez, mint négyzetszdm négyzetszamhoz, tehat EF négyzete sem
ugy ardnylik A négyzetéhez, mint négyzetszam négyzetszdmhoz. EF
tehat linedrisan osszemérhetetlen h-val (X. 9.). EF négyzetértéke tehat
egy vele osszemérhetetlen szakasz négyzetével nagyobb GF-énél. S EF
és FG csak négyzetesen GsszemérhetS racionalisok, €s EF linedrisan
Osszemérhetd d-vel.
EG tehat negyedik binomidlis. Eppen ezt kellett megmutatni.

X. 52. Tétel
Keressiink otodik binomidlist!*
Vegyiink tgy két szamot, AC-t és CB-t, hogy AB egyikdjiikhoz se
aranyuljék tgy, mint négyzetszam négyzetszamhoz (pl. X. 29. 2. L.,
VIIL 24.). Vegyiink {6l valamilyen d raciona-

lis szakaszt, és legyen EF [linedrisan] Ossze- C
mérhet d-vel. Ekkor EF is raciondlis. Ard- Ar———— B
nyuljék amint CA4 az AB-hez, Ggy EF négy- d A
zete FG négyzetéhez (X. 6. K.). C4 nem tgy = b=
aranylik AB-hez, mint négyzetszam négyzet- F

szamhoz, tehat EF négyzete sem Ugy ardnylik £ FH——+——(G
FG négyzetéhez, mint négyzetszim négyzet-

szamhoz. EF és FG tehat csak négyzetesen Osszemérhetd racio-
nalisok (X. 12., 9.). EG tehat binomialis.

Azt dllitom még, hogy otodik.

Minthogy ugyanis EF négyzete tigy aranylik FG négyzetéhez, mint
CA az AB-hez, forditva FG négyzete Ggy aranylik FE négyzetéhez,
mint B4 az AC-hez (V. 7. K.), GF négyzete tehat nagyobb FE négy-
zeténél (V. 14.). Legyen GF négyzetével egyenlS EF és h négyzetosszege
(X. 14. L.). Folforgatva GF négyzete Ugy aranylik & négyzetéhez, mint
az AB szam BC-hez (V. 19. K.). 4B viszont nem gy aranylik BC-hez,
mint négyzetszdm négyzetszamhoz, tehat FG négyzete sem 1igy arany-
lik & négyzetéhez, mint négyzetszam négyzetszamhoz. FG tehat lineéri-
san osszemérhetetlen A-val, igyhogy FG négyzetértéke egy vele Ossze-
mérhetetlen szakasz négyzetével nagyobb FE-énél. S GF és FE csak
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négyzetesen dsszemérhetd racionalisok, és a kisebb tag, EF, linedrisan
Osszemérhetd a folvett raciondlissal, d-vel.
EG tehat 6todik binomidlis. Eppen ezt kellett megmutatni.

X. 53. Tétel
Keressiink hatodik binomidlist!*
Vegyiink tigy két szdmot, AC-t és CB-t, hogy AB egyikdjiikhoz se
ardnyuljék gy, mint négyzetszam négyzetszamhoz (pl. X. 29. 2. L.,
VIIIL. 24.). Legyen d egy masik szam, mely

c d  nem négyzetszdm és sem BA-hoz, sem AC-
At————B H  hez nem tgy arinylik, mint négyzetszdm
e k négyzetszamhoz (va.). Vegyiink fél valami-

L P, lyen e racionélis szakaszt, és ardnyuljék

G amint d az AB-hez, Ugy e négyzete FG négy-

FH————H zetéhez (X. 6. K.). Ekkor e négyzete Gssze-
mérhet§ FG négyzetével (X. 6.). e raciondlis,
tehit FG is raciondlis. Minthogy d nem ugy aranylik AB-hez, mint
négyzetszim négyzetszamhoz, e négyzete sem tigy aranylik FG négyze-
téhez, mint négyzetszdm négyzetszimhoz, e tehat linearisan Gsszemér-
hetetlen FG-vel (X. 9.). Ismét, ardnyuljék amint BA az AC-hez, Ggy
FG négyzete GH négyzetéhez. Ekkor FG négyzete Osszemérhetd HG
négyzetével, tehat HG négyzete racionalis (X. 12.), tehat HG racioné-
lis. Minthogy BA nem tigy ardnylik AC-hez, mint négyzetszdm négyzet-
szamhoz, FG négyzete sem igy aranylik GH négyzetéhez, mint négyzet-
szam négyzetszdmhoz, FG tehat linedrisan Gsszemérhetetlen GH-val.
FG és GH tehét csak négyzetesen Osszemérhet8 raciondlisok, FH tehéat
binomialis.

Azt kell még megmutatni, hogy hatodik.

Minthogy ugyanis e négyzete tigy aranylik FG négyzetéhez, mint
d az AB-hez és FG négyzete tigy aranylik GH négyzetéhez, mint BA
AC-hez, egyenld sok tagon 4t e négyzete tigy arinylik GH négyzetéhez,
mint d az AC-hez (V. 22.). d viszont nem ugy aranylik AC-hez, mint
négyzetszdm négyzetszamhoz, tehat e négyzete sem gy aranylik GH
négyzetéhez, mint négyzetszam négyzetszimhoz, e tehit linedrisan
dsszemérhetetlen GH-val. Megmutattuk, hogy FG-vel is 6sszemérhe-
tetlen, tehat mind FG, mind GH linedrisan osszemérhetetlen e-vel.
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Minthogy FG négyzete tigy ardnylik GH négyzetéhez, mint BA az AC-
hez, FG négyzete nagyobb GH négyzeténél (V. 14.). Legyen FG négy-
zetével egyenl6 GH és k négyzetosszege (X. 14. L.). Folforgatva tehat
FG négyzete ugy ardnylik k négyzetéhez, mint AB a BC-hez (V. 19. K.).
AB viszont nem 1gy ardnylik BC-hez, mint négyzetszdm négyzetszdm-
hoz, ugyhogy FG négyzete sem ugy aranylik k& négyzetéhez, mint
négyzetszam négyzetszimhoz. FG tehét linedrisan Osszemérhetetlen
k-val, FG négyzetértéke tehat egy vele dsszemérhetetlen szakasz négy-
zetével nagyobb GH-éndl. S FG és GH csak négyzetesen Osszemérhetd
raciondlisok, és egyik@jilk sem linedrisan Osszemérhet§ a folvett
raciondlissal, e-vel.
FH tehét hatodik binomiélis. Eppen ezt kellett megmutatni.

X. 54. Lemma

Legyen AB és BC két négyzet, melyek tigy vannak elhelyezve, hogy
DB egy egyenesen van BE-vel. Ekkor FB és BG is egy egyenesen van.
Egészitsiik ki az AC paralelogrammat. Azt allitom, hogy AC négyzet,
AB-nek és BC-nek kdzéparanyosa DG, s végiil AC-nek és CB-nek ko-
zépardnyosa DC.

Minthogy ugyanis DB egyenlé BF-fel, BE pedig BG-vel a teljes
DE egyenl@ a teljes FG-vel. DE viszont egyenl6 AH és KC, FG pedig
AK és HC barmelyikével (1. 34.), tehat 4AH és KC barmelyike egyenlé
AK és HC barmelyikével. Az AC paralelogramma tehat egyenlS
oldali; s derékszogli, AC tehat négyzet. Minthogy DB ugy aranylik
BE-hez, mint FB a BG-hez, AB a DG-hez, mint FB a BG-hez és DG a
BC-hez, mint DB a BE-hez (V1. 1.), AB ugy aranylik DG-hez, mint
DG a BC-hez (V. 11.). DG tehat kozépardnyosa AB-nek és BC-nek.

Még azt 4llitom, hogy DC kozéparanyosa AC-nek és CB-nek.

Minthogy ugyanis 4D tgy aranylik DK-hoz, mint KG a GC-hez
— hiszen péronként egyenl6k (V. 7.) —, Osszetéve AK Tigy ardnylik
KD-hez, mint KC a CG-hez (V. 18.). Amint viszont AK a KD-hez, tigy
AC a CD-hez, amint pedig KC a CG-hez, ugy DC a CB-hez, amint te-
hat AC a DC-hez, gy DC a BC-hez. DC tehét kdzépardnyosa AC-nek
és CB-nek. Ezt volt feladatunk megmutatni.

F.: X. 54-55., 60., 92.
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X. 54. Tétel

Ha egy idomot egy raciondlis és egy elsé binomidlis szakasz fog
kozre, akkor a szakasz, melynek az idom négyzetértéke, irraciondlis, vn.
binomialis.*

Fogja ugyanis kozre az AC idomot az AB raciondlis és az AD elsé
binomidlis. Azt allitom, hogy a szakasz, melynek négyzetértéke AC,
irracionalis, Gin. binomialis.

Miutén AD elsd binomidlis, essék hat szét E-ben a tagjaira, és legyen
AE a nagyobb tag. Nyilvanvalo, hogy AE és ED csak négyzetesen

Osszemérhet§ racionalisok, AE négyzet-
A GE F D értéke egy vele Osszemérhet szakasz
négyzetével nagyobb ED-énél és AE line-
arisan osszemérheté az adott AB raciond-
¢ lissal. Legyen F ED felez6pontja (I. 10.).
Q Minthogy AE négyzetértéke egy vele Osz-
0

B HK
R

szemérhetS szakasz négyzetével nagyobb
ED-énél, ha a kisebb tag négyzetének ne-
gyedével, azaz EF négyzetével egyenls
paralelogrammat illesztiink a nagyobb
S P AEFE-hez tigy, hogy egy négyzet marad fonn,
akkor (AE) 6sszemérhet8 darabokra bom-

lik (X. 17.). Illessziik tehat AE-hez az EF négyzetével egyenld AG és GE
kozotti téglalapot (VI. 28.). Ekkor AG linearisan 6sszemérhet§ EG-vel.
Hizzuk meg G-n, E-n, illetve F-en at AB-vel és CD-vel parhuzamosan
GH-t, ER-t, illetve FL-t (I. 31.), szerkessziink egy, az AH paralelogram-
maval egyenlé SN és egy GK-val egyenld NQ négyzetet (II. 14.), és
helyezziik Gket ugy el, hogy MN egy egyenesen legyen NO-val. Ekkor
RN is egy egyenesen van NP-vel. Egészitsiik ki az SQ paralelogrammat.
Ekkor SO négyzet (L.). Minthogy az AG és GE kozotti téglalap egyenld
EF négyzetével, AG ugy aranylik EF-hez, mint FE az EG-hez (V1. 17.),
AH tehat Ggy aranylik EL-hez, mint EL a KG-hez (VI. 1.), EL tehat
kozéparanyosa AH-nak és GK-nak. AH viszont egyenld SN-nel, GK
pedig egyenl§ NQ-val, SN-nek és NQ-nak tehat kozéparanyosa EL.
Ugyanazon SN-nek és NQ-nak MR is kozéparanyosa (L.), EL tehat
egyenl6 MR-rel, igyhogy PO-val is egyenlS (I. 43.). AH meg GK

M—x
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egyenld SN meg NQ-val, a teljes AC tehat egyenlS a teljes SQ-val,
azaz MO négyzetével. AC tehat MO négyzetértéke.

Azt allitom, hogy MO binomialis.

Minthogy ugyanis AG Gsszemérhetd GE-vel, AE az AG és GE bér-
melyikével Osszemérhetd (X. 15.). AE feltétel szerint Gsszemérhetd
AB-vel, tehat AG és GE Osszemérheté AB-vel (X. 12.). AB raciondlis,
tehat AG és GE racionalis, tehat AH és GK raciondlis (X. 19.), és AH
osszemérhetd GK-val. AH egyenl6 SN-nel, GK pedig NO-val, tehat SN
és NQ, azaz MN négyzete és NO négyzete, racionalisok és osszemér-
hetéek. Minthogy AF linedrisan osszemérhetetlen ED-vel, AE 6ssze-
mérhetd AG-vel, DE dsszemérhetd EF-fel, AG 6sszemérhetetlen EF-fel
(X. 13.), Gigyhogy AH is dsszemérhetetlen EL-lel (VI. 1., X. 11.). AH
egyenld SN-nel, EL pedig MR-rel, tehat SN is dsszemérhetetlen MR-
rel. PN tgy aranylik NR-hez, mint SN az MR-hez, tehat PN Gsszemér-
hetetlen NR-rel. PN egyenld MN-nel, NR pedig NO-val, tehit MN
dsszemérhetetlen NO-val. MN négyzete Osszemérhet§ NO négyzetével,
és mindkett8§ racionalis, MN és NO tehat csak négyzetesen Gsszemér-
hetd raciondlisok.

MO tehat binomialis, és négyzetértéke AC. Eppen ezt kellett meg-
mutatni.

| A el )

X. 55. Tétel

Ha egy idomot egy raciondlis és egy mdsodik binomidlis szakasz
fog kézre, akkor a szakasz, melynek az idom négyzetériéke, irracio-
ndlis, un. elsd bimedidlis.

Fogja ugyanis kozre az ABCD idomot A GE F D
az AB racionalis és az AD masodik bino-
mialis. Azt 4llitom, hogy a szakasz, mely-
nek négyzetértéke AC, irraciondlis, tn. els§ B HK
bimedialis. R

AD masodik binomidlis, essék hat szét
gy E-ben a tagjaira, hogy AE legyen a M N
nagyobb tag. AE és ED tehat csak négy-
zetesen Osszemérhet6 raciondlisok, AFE
négyzetértéke egy vele Osszemérhetd sza- S P

=

L
Q
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kasz négyzetével nagyobb ED-énél, és a kisebb tag, ED, linedrisan
OsszemérhetS AB-vel. Legyen F az ED felez6pontja (I. 10.), és illesz-
sziik igy AE-hez az EF négyzetével egyenl6 AGE paralelogrammit,
hogy egy négyzet maradjon fonn (VI. 28.). Ekkor AG lineérisan
Ssszemérhet6 GE-vel (X. 17.). Huzzuk meg G-n, E-n, illetve F-en
4t AB-vel és CD-vel parhuzamosan GH-t, EK-t, illetve FL-t (I. 31.),
szerkessziink egy, az AH paralelogrammaval egyenl6 SN és egy GK-
val egyenl8 NQ négyzetet (II. 14.), és helyezziik Gket gy el, hogy
MN egy egyenesen legyen NO-val. Ekkor RN is egy egyenesen van
NP-vel (1. 14.). Egészitsiik ki az SQ négyzetet. Az el6bb bizonyitottak-
bél viligos, hogy MR kidzéparanyosa SN-nek és NQ-nak, és egyenld
EL-lel, és hogy az AC idom MO négyzetértéke. Azt kell még megmu-
tatni, hogy MO elsG bimedialis. Minthogy AFE linedrisan &sszemér-
hetetlen ED-vel és ED osszemérhet6 AB-vel, AE &sszemérhetetlen
AB-vel (X. 13.). Minthogy AG GsszemérhetS EG-vel, AE az AG és
GE barmelyikével 6sszemérhetd (X. 15.). AE viszont linearisan 6ssze-
mérhetetlen AB-vel, tehat AG és GE oOsszemérhetetlenek AB-vel
(X. 13.). BA, AG és GE tehét csak négyzetesen Gsszemérhet§ raciona-
lisok, tgyhogy mind 4H, mind GK medialis, tgyhogy mind SN,
mind NQ medialis. Tehdt az MN, NO szakaszok is medidlisok.
Minthogy AG linearisan &sszemérhet6 GE-vel, AH is Gsszemérhetd
GK-val (VL. 1., X. 11.), azaz SN az NQ-val, azaz MN négyzete NO
négyzetével [tigyhogy MN és NO négyzetesen OsszemérhetSk]. Mint-
hogy AE linearisan Gsszemérhetetlen ED-vel, AE 6sszemérhet8 AG-
vel és ED osszemérhetS EF-fel, AG Gsszemérhetetlen EF-fel, tigyhogy
AH is 8sszemérhetetlen EL-lel, azaz SN az MR-rel, azaz PN az NR-rel,
azaz MN linearisan &sszemérhetetlen NO-val. Megmutattuk, hogy
MN és NO medidlisok és négyzetesen OsszemérhetSk, MN és NO
tehdt csak négyzetesen Osszemérhet§ medidlisok. Még azt 4llitom,
hogy raciondlis téglalapot fognak kdzre. Minthogy ugyanis DE feltétel
szerint Osszemérhet8 AB-vel és EF-fel, EF &sszemérhet8 EK-val.
Mindketten racionélisok, tehat EL, azaz MR, raciondlis (X. 19.). MR
pedig az MN és NO kozotti téglalap. Ha viszont dsszeadunk két
olyan, csak négyzetesen OsszemérhetS medidlis szakaszt, melyek
racionélis téglalapot fognak kdzre, akkor az §sszeg irraciondlis, és a
neve els8 bimediélis (X. 37.),

334



MO tehit els8 bimedislis. Eppen ezt kellett megmutatni.
135h Gt b

X. 56. Tétel

Ha egy idomot egy raciondlis és egy harmadik binomidlis szakasz
fog kozre, akkor a szakasz, melynek az idom négyzetértéke, irracio-
ndlis, tn. mdsodik bimedidlis.

Fogja ugyanis kozre az ABCD idomot az AB raciondlis és az 4D
harmadik binomidlis, mely E-ben szétesik a tagjaira, melyek koziil
AE a nagyobb. Azt allitom, hogy a szakasz, melynek négyzetértéke
AC, irracionalis, 1in. masodik bimedialis.

Végezziik el ugyanazokat a konstrukcidkat, mint az el6bb. Mint-
hogy AD harmadik binomidlis, AE és ED csak négyzetesen Ossze-
mérhetS raciondlisok, AF négyzetértéke
egy vele sszemérhetd szakasz négyzetével A GE F D
nagyobb ED-énél és sem AE, sem ED
nem linedrisan OsszemérhetG6 AB-vel. Az
el6bbiekhez hasonléan mutathatjuk meg, B HK
hogy MO négyzetértéke AC és MN, NO R
csak négyzetesen OsszemérhetS medidlisok
(v6. X. 54-55.), ugyhogy MO bimedilis. M

Azt kell még megmutatni, hogy mésodik.

Minthogy DE linedrisan 0sszemérhetet-
len AB-vel, azaz EK-val, és DE 8sszemér- S P
het6 EF-fel, EF line4risan Osszemérhetet-
len EK-val (X. 13.). S racionélisok, FE és EK tehat csak négyzetesen
OsszemérhetS raciondlisok. Medialis tehat EL, azaz MR, s MN és
NO fogja kozre, az MN és NO kozotti téglalap tehat medidlis.

MO tehat mésodik bimedislis. Eppen ezt kellett megmutatni.

Ei:2XL T2,

c
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X. 57. Tétel
Ha egy idomot egy raciondlis és egy negyedik binomidlis szakasz fog
kozre, akkor a szakasz, melynek az idom négyzetértéke, irraciondlis,
un. maior.
Fogja ugyanis kozre az AC idomot az AB raciondlis és az AD
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negyedik binomidlis, mely E-ben szétesik a tagjaira, melyek koziil
AE a nagyobb. Azt éllitom, hogy a szakasz, melynek négyzetértéke
AC, irracionalis, in. maior.
Minthogy ugyanis 4D negyedik binomiélis, AE és ED csak négy-
zetesen Osszemérhet8 raciondlisok, AE
A GE F [ négyzetértéke egy vele Osszemérhetetlen
szakasz négyzetével nagyobb ED-énél, és
AE linedrisan 8sszemérhet8 AB-vel. Le-
1 (¢ &enDE felez8pontja F, és illessziink AE-
Q hezegy EF négyzetével egyenld paralelog-
0

B HK
R

rammat, az AG és GE kozottit (VI. 28.).
Ekkor AG linedrisan 0sszemérhetetlen
GE-vel (X. 18.). Huzzuk meg AB-vel par-
huzamosan GH-t, EK-t, FL-t és igy to-
S P vébb, mint az el6z8 tételben. Vildgos,
hogy az AC idom MO négyzetértéke. Azt
kell még megmutatni, hogy MO irraciondlis, un. maior. Minthogy
AG linedrisan Osszemérhetetlen EG-vel, AH is Osszemérhetetlen GK-
val (VL. 1., X. 11.), azaz SN az NQ-val. MN és NO tehit négyzetesen
osszemérhetetlenek. Minthogy AE linedrisan Gsszemérhetd AB-vel,
AK racionélis (X. 19.), s egyenl8 MN és NO négyzetosszegével, tehat
MN és NO négyzetdsszege is racionalis. Minthogy DE linedrisan
osszemérhetetlen AB-vel, azaz EK-val, és DE Osszemérhetd EF-fel
(X. 6.), EF linedrisan Osszemérhetetlen EK-val (X. 13.). EK és EF
tehat csak négyzetesen OsszemérhetG raciondlisok, medialis tehat
LE, azaz MR. S MN és NO fogja kozre; az MN és NO kozotti tégla-
lap tehat medidlis. MN és NO négyzettsszege racionalis, és MN, NO
négyzetesen Osszemérhetetlenek. Ha viszont osszeadunk két olyan,
négyzetesen Osszemérhetetlen szakaszt, melyek négyzetdsszege raciona-
lis és medialis téglalapot fognak kozre, akkor az Gsszeg irracionlis,
mégpedig maior a neve (X. 39.).
MO tehat irraciondlis, Gn. maior, és négyzetértéke az AC idom.
Eppen ezt kellett megmutatni.
e DEaitls

Mi=g
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X. 58. Tétel

Ha egy idomot egy raciondlis és egy otodik binomidlis szakasz fog
kozre, akkor a szakasz, melynek az idom négyzetértéke, irraciondlis,
un. négyzetértékben raciondlis plusz medidlis.

Fogja ugyanis kozre az AC idomot az AB raciondlis és az AD
otodik binomidlis, mely E-ben tgy esik szét a tagjaira, hogy AE a
nagyobb tag. Azt dllitom, hogy a szakasz, melynek négyzetértéke
AC, irracionalis, Gn. négyzetértékben racionalis plusz medialis.

Végezziik el ugyanazokat a lépéseket,
mint az el6bbi bizonyitdsban. Viligos, A GE F D
hogy az AC idom MO négyzetértéke. Azt
kell még megmutatni, hogy MO négyzet-
értékben raciondlis plusz medidlis. Mint- B HK
hogy ugyanis AG Gsszemérhetetlen GE-vel R
(X. 18.), AH is osszemérhetetlen HE-vel
(VL 1., X. 11.), azaz MN négyzete NO M
négyzetével. MN és NO tehat négyzete-
sen Osszemérhetetlenek. Minthogy AD
otodik binomidlis és ED a kisebb szelete, S F
ED linedrisan Osszemérhet6 AB-vel. AE
, 0sszemérhetetlen ED-vel, tehat AB is line4risan Osszemérhetetlen AFE-
vel (X. 13.). B4 és AE csak négyzetesen sszemérhetd racionélisok, AK
tehat, azaz MN és NO négyzetosszege, medialis. Minthogy DE linea-
risan osszemérhet8 AB-vel, azaz EK-val, és DE osszemérhet6 EF-fel
(X. 6.), EF is 6sszemérhet8 EK-val (X. 12.). EK raciondlis, tehat racio-
nalis EL is (X. 19.), azaz MR, azaz az MN és NO kozotti téglalap.
MN és NO tehat két olyan, négyzetesen Gsszemérhetetlen szakasz,
melyek négyzetosszege medialis és racionalis téglalapot fognak kozre.

MO tehat négyzetértékben racionalis plusz medialis, és négyzet-
értéke az AC idom. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: X. 59., 71.

c
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X. 59. Tétel
Ha egy idomot egy raciondlis és egy hatodik binomidlis szakasz fog
kazre, akkor a szakasz, melynek az idom négyzetértéke, irraciondlis,
un. négyzetértékben két medidlis osszege. :
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Fogja ugyanis kozre az ABCD idomot az AB racionélis és az AD
hatodik binomiélis, mely E-ben tgy esik szét a tagjaira, hogy AE a
nagyobb tag. Azt allitom, hogy a szakasz, melynek négyzetértéke
AC, irracionalis, uin. négyzetértékben két medidlis Gsszege.

i Végezziik el ugyanazokat a lépéseket,
A GE F [ mintazel6z6 bizonyitasban. Vilagos, hogy
az AC idom MO négyzetértéke, és MN
négyzetesen  Osszemérhetetlen NO-val,
PO Minthogy EA linearisan Osszemérhetetlen
Q AB-vel, EA és AB csak négyzetesen Ossze-
0

Ba i HE
R

mérhet6 racionalisok, AK tehat, azaz MN
és NO négyzetosszege, medidlis. Ismét,
minthogy ED linearisan osszemérhetetlen
AB-vel, FE is osszemérhetetlen EK-val
S P (X. 6., 13.), FE és EK tehat csak négy-
zetesen Osszemérhet6 raciondlisok, EL
tehat, azaz MR, azaz az MN és NO kozotti téglalap, medialis.
Minthogy AE Gsszemérhetetlen EF-fel, AK is Gsszemérhetetlen EL-lel
(VL 1., X. 11.). AK viszont MN és NO négyzetosszege, EL pedig az
MN és NO kozotti téglalap, MN és NO négyzetdsszege tehat 6sszemér-
hetetlen az MN és NO kozotti téglalappal. S mindkét idom medidlis,
és MN, NO négyzetesen Osszemérhetetlenek.
MO tehat négyzetértékben két medidlis Osszege, €s négyzetértéke
AC. Eppen ezt kellett megmutatni.
Fi X. 72,

Mo

X. 60. Lemma

Ha egy egyenesszakaszt nem egyenlG részekre osztunk, akkor a
nem egyenl§ részek négyzetosszege nagyobb a nem egyenld részek
altal kozrefogott téglalap kétszeresénél.

Legyen AB egy szakasz, osszuk nem egyenlG részekre C-ben, és
legyen AC a nagyobb. Azt éllitom, hogy AC és CB négyzetdsszege
nagyobb az AC és CB kozotti téglalap kétszeresénél.

Legyen ugyanis AB felez6pontja D (I. 10.). Minthogy igy egy
egyenesszakaszt egyenlG részekre osztottunk D-ben és nem egyenlSkre
C-ben, az AC és CB kozotti téglalapnak és CD négyzetének az dsszege
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egyenlé AD négyzetével (II. 5.), ugyhogy az AC és CB kozotti
téglalap kisebb AD négyzeténél, tehat az AC és CB kozotti téglalap
kétszerese kisebb, mint AD négyzetének a kétszerese. AC és CB
négyzetosszege viszont egyenldé AD és DC négyzetOsszegének a
kétszeresével (II. 9.), tehat AC és CB négyzetOsszege nagyobb az
AC és CB kozotti téglalap kétszeresénél. Eppen ezt kellett meg-
mutatni.]
F.: X. 44., 47., 60-61.

X. 60. Tétel

Ha egy binomidlis négyzetét raciondlis szakaszhoz illesztjiik, akkor
a keletkezé idom szélessége elsé binomidlis lesz.

Legyen AB egy binomidlis, mely C-ben ugy esik szét a tagjaira,
hogy AC a nagyobb tag, vegyiik a DE racionalist, és illessziik DE-hez
az AB négyzetével egyenld DEFG téglalapot (L. 41., 44.), melynek
legyen DG a szélessége. Azt allitom, hogy DG elsG binomidlis.

Illessziik ugyanis DE-hez az AC négyze-
tével egyenl6 DH-t és a BC négyzetével P KM N G
egyenl6 KL-t. Ekkor a maradék, az AC és
CB kozotti téglalap kétszerese, egyenlé MF-
fel (II. 4.). Legyen MG felez8pontja N, és E HL O F
hiazzuk MIL-lel és GF-fel parhuzamosan cC
NO-t (I. 31.). MO és NF tehit egyenl§ az A ———— B
AC és CB kozotti téglalap egyszeresével.

Minthogy AB binomidlis, mely C-ben szétesik a tagjaira, AC és CB
csak négyzetesen dsszemérhetd raciondlisok. AC és CB négyzete tehat
raciondlis és osszemérhetSk, tigvhogy AC és CB négyzetosszege is
[0sszemérhet6 AC és CB négyzetével (X. 15.), AC és CB négyzet-
Osszege tehat raciondlis (X. 12.)]. S egyenl6 DL-lel, DL tehat racio-
nélis. S a DE raciondlis mellé illesztettitkk, DM tehat raciondlis és
line4risan Gsszemérhetd DE-vel (X. 20.). Masrészt, minthogy AC és
CB csak négyzetesen dsszemérhetd racionalisok, az AC és CB kozotti
téglalap kétszerese, azaz MF, medidlis (X. 6., 23. K.). S a racionalis
ML -hez illesztettiik, MG tehat racionalis és linedrisan osszemérhetet-
len ML-lel, azaz DE-vel (X. 22.). MD is raciondlis, és linedrisan ossze-
mérhet6 DE-vel, DM tehat linedrisan &sszemérhetetlen MG-vel
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(X. 13.). S raciondlisok, DM é MG tehat csak négyzetesen Ossze-
mérhetd racionalisok, DG tehat binomialis.

Azt kell még megmutatni, hogy elsd.

Minthogy AC és CB négyzetének kdzéparanyosa az AC és CB kozot-
ti téglalap (X. 54. L.), DH-nak és KL-nek is kozéparanyosa MO.
Amint tehat DH az MO-hoz, ugy aranylik MO a KL-hez, azaz amint
DK az MN-hez, ugy MN az NK-hoz (V1. 1.), a DK és KM kozotti
téglalap tehat egyenlé MN négyzetével (VI. 17.). Minthogy AC négy-
zete Osszemérhet6 CB négyzetével, DH is Osszemérheté KL-lel,
ugyhogy DK is Osszemérhet6 KM-mel (VI. 1., X. 11.). Minthogy
AC és CB négyzetosszege nagyobb az AC és CB kozotti téglalap
kétszeresénél (L.), DL is nagyobb MF-nél, igyhogy DM is nagyobb
MG-nél (VI. 1., V. 14.). S a DK és KM kozotti téglalap egyenld MN
négyzetével, azaz MG négyzetének negyedével, és DK osszemérhets
KM-mel. Ha viszont van két nem egyenld szakasz €s a kisebb négy-
zetének negyedrészével egyenls paralelogrammat illesztiink a nagyobb-
hoz tigy, hogy egy négyzet marad fonn, és e szakasz linedrisan Ossze-
mérhetd darabokra bomlik, akkor a nagyobb szakasz négyzetértéke
egy vele Osszemérhetd szakasz négyzetével nagyobb a kisebbénél
(X. 17.), DM négyzetértéke tehat egy vele Osszemérheté szakasz
négyzetével nagyobb MG-énél. S DM és MG racionélisok, és a na-
gyobb tag, DM, linedrisan 6sszemérhetd a folvett racionalissal, DE-vel.

DG tehat elsé binomidlis. Eppen ezt kellett megmutatni.

B X2 il

X. 61. Tétel

Ha egy elsé bimedidlis négyzetét a raciondlishoz illesztjitk, akkor a
keletkezd idom szélessége mdsodik binomidlis lesz.

Essék szét az AB els§ bimedidlis C-ben a medialisokra, melyek
koziil AC a nagyobb, vegyiik a DE raciondlist, és illessziik DE-hez
az AB négyzetével egyenl§ DG szélességli DF paralelogrammat
(I. 41., 44.). Azt allitom, hogy DG masodik binomialis.

Végezziik el ugyanis ugyanazokat a lépéseket, mint az elSbb.
Minthogy AB elsé bimedialis, mely C-ben szétesik, AC és CB olyan,
csak négyzetesen Osszemérheté medidlisok, melyek raciondlis tégla-
lapot fognak kozre, tigyhogy AC és CB négyzetosszege is medialis
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(X. 15., 23. K.), tehat DL medialis. S a DE racionélis mellett fekszik,
MD tehat raciondlis és linedrisan Osszemérhetetlen DE-vel (X. 22.).
Masrészt, minthogy az AC és CB kozotti téglalap kétszerese racionalis
(X. 6., 12.), MF is racionalis. S a raciondlis

ML mellett fekszik, MG is racionalis tehit p KM N G
és linedrisan osszemérheté ML-lel (X. 20.),
azaz DE-vel, DM tehat linedrisan Gsszemér-

hetetlen MG-vel (X. 13.). S racionalisok, DM g T
és MG tehat csak négyzetesen Osszemérhets C
raciondlisok. DG tehat binomialis. Ar———p

Azt kell még megmutatni, hogy méasodik.

Minthogy ugyanis AC és CB négyzetisszege nagyobb az AC és CB
kozotti téglalap kétszeresénél (X. 60. L.), DL is nagyobb MF-nél,
agyhogy DM is MG-nél (VI. 1., V. 14.). Minthogy AC négyzete
Osszemérheté CB négyzetével, DH is 6sszemérheté KIL-lel, tigyhogy
DK is dsszemérhet8 KM-mel (VI. 1., X. 11.). S a DK és KM kozotti
téglalap egyenlé MN négyzetével, DM négyzetértéke tehat egy vele
Ssszemérhetd szakasz négyzetével nagyobb MG-€énél (X. 17.). S MG
linedrisan Gsszemérhetd DE-vel.

DG tehat masodik binomialis.

B0 6D [0

X. 62. Tétel

Ha egy mdsodik bimedidlis négyzetét a raciondlishoz illesztjiik, akkor
a keletkezd idom szélessége harmadik binomidlis les:z.

Legyen AB egy masodik bimedidlis, mely C-ben tgy esik szét,
hogy AC a nagyobb szelete, legyen DE a racionalis, és illessziik DE-hez
az AB négyzetével egyenlS DG szélességii DF paralelogrammat (1. 41.,
44.). Azt éllitom, hogy DG harmadik binomidlis.

Végezziik el ugyanis ugyanazokat a 1épé-
D KM N G seket, mint az el6bbi bizonyitdsban. Mint-
hogy AB masodik bimedidlis, mely szétesik
C-ben, AC és CB olyan, csak négyzetesen

E HL 0 F Osszemérhetd medidlisok, melyek medialis
B téglalapot fognak kozre, ugyhogy AC és CB
ArH———B négyzetosszege is medialis (X. 15., 23. K.).
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S egyenl8 DI-lel, tehat DL is medidlis. S a raciondlis DE mellett
fekszik, tehat MD is racionalis €s linearisan Gsszemérhetetlen DE-vel
(X. 22.). Ugyanigy MG is racionalis és linearisan Osszemérhetetlen
MI-lel, azaz DE-vel. DM és MG tehat racionalisok és linedrisan
Osszemérhetetlenek DE-vel. Minthogy AC linedrisan 6sszemérhetetlen
CB-vel és AC négyzete gy aranylik az AC és CB kozotti téglalap-
hoz, mint AC a CB-hez (X. 22. L.), AC négyzete is dsszemérhetetlen
az AC és CB kozotti téglalappal (X. 11.), ugyhogy AC és CB négyzet-
Osszege is Osszemérhetetlen az AC és CB kozotti téglalap kétszeresé-
vel (X. 15, 6., 13.), azaz DL az MF-el, Ggyhogy DM is Gsszemérhe-
tetlen MG-vel (V1., 1., X. 11.). S racionalisok, DG tehit binomialis.

Azt kell még megmutatni, hogy harmadik.

Az el6z6ekhez hasonldan lathatjuk be, hogy DM nagyobb MG-nél
és DK Osszemérhet6 KM-mel. A DK és KM kozotti téglalap egyenld
MN négyzetével, DM négyzetértéke tehat egy vele Gsszemérhet§
szakasz négyzetével nagyobb MG-énél (X. 17.). S sem DM, sem MG
nem linedrisan Gsszemérhet8 DE-vel.

DG tehat harmadik binomialis. Eppen ezt kellett megmutatni.

F:i:eX 72,

X. 63. Tétel

Ha egy maior négyzetét a raciondlishoz illesztjiik, akkor a keletkezd
idom szélessége negyedik binomidlis lesz.*

Legyen AB egy maior, mely tgy esik szét C-ben, hogy AC nagyobb
CB-nél, legyen DE a racionalis, és illessziik DE-hez az AB négyzetével
egyenlé DG szélességili DF paralelogrammat (1. 41., 44.). Azt allitom,
hogy DG negyedik binomialis.

Végezziik el ugyanis ugyanazokat a lépéseket, mint az el6bbi
bizonyitasban. Minthogy AB maior, mely szétesik C-ben, AC és

CB két olyan Osszemérhetetlen szakasz,
D KM N G melyek négyzetdsszege raciondlis és medialis
téglalapot fognak kozre. Minthogy AC és
CB négyzetosszege racionalis, DL raciona-

E HlLw0inE lis, DM tehdt racionalis és linedrisan ossze-
C mérhet6 DE-vel (X. 20.). Madsrészt, mint-

Ar————5 hogy az AC és CB kozotti téglalap két-



szerese, azaz MF, medialis (X. 6., 23. K.) és a racionalis ML mel-
lett fekszik, MG is racionalis és linedrisan Osszemérhetetlen DE-vel
(X. 22), tehat DM is linedrisan Osszemérhetetlen MG-vel (X. 13.).
DM és MG tehat csak négyzetesen Osszemérhetd raciondlisok, DG
tehat binomialis.

Azt kell még megmutatni, hogy negyedik.

Az el6z6ekhez hasonléan mutathatjuk meg, hogy DM nagyobb
MG-nél és hogy a DK és KM kozotti téglalap egyenlé MN négyzetével.
Minthogy AC négyzete Osszemérhetetlen CB négyzetével, DH is
osszemérhetetlen Kl-lel, tgyhogy DK is Osszemérhetetlen KM-mel
(VI 1., X. 11.). Ha viszont van két nem egyenl§ szakasz, és a kisebb
négyzetének negyedrészével egyenld paralelogrammat illesztiink a
nagyobbhoz tigy, hogy egy négyzet marad fonn, és e szakasz Ossze-
mérhetetlen darabokra bomlik, akkor a nagyobb szakasz négyzet-
értéke egy vele osszemérhetetlen szakasz négyzetével nagyobb a kiseb-
bénél (X. 18.), DM négyzetértéke tehat egy vele Osszemérhetetlen
szakasz négyzetével nagyobb MG-énél. S DM és MG csak négyzetesen
osszemérhetd racionalisok és DM Gsszemérhet§ az adott raciondlissal,
DE-vel.

DG tehat negyedik binomidlis. Eppen ezt kellett megmutatni.

Faeq3;

X. 64. Tétel

Ha egy négyzetértékben raciondlis plusz medidlis négyzetét a racio-
ndlishoz illesztjiik, akkor a keletkezd idom szélessége otodik binomidlis
lesz.*

Legyen AB négyzetértékben raciondlis plusz mediélis, mely C-ben
gy esik szét, hogy AC a nagyobb, vegyiik a DE raciondlist, és illessziik
DE-hez az AB négyzetével egyenlS DG szélességii DF paralelogram-
mat (I. 41., 44.). Azt allitom, hogy DG
otodik binomidlis. D KM N G

Végezziik el ugyanazokat a lépéseket,
mint az eldbbiekben. Minthogy 4B négy-
zetértékben raciondlis plusz medialis, mely
C-ben szétesik, AC és CB két olyan, négy- 2 g ot anl
zetesen Osszemérhetetlen szakasz, melyek A +———— 8
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négyzetosszege medidlis, és raciondlis téglalapot fognak kozre.
Minthogy AC és CB négyzetosszege medidlis, DL medialis, tigyhogy
DM racionélis és linedrisan Osszemérhetetlen DE-vel (X. 22.). Mas-
részt, minthogy az AC és CB kozotti téglalap kétszerese, azaz MF,
racionalis (X. 6., 12.), MG racionalis és 6sszemérhet8 DE-vel (X. 20.).
DM tehat 6sszemérhetetlen MG-vel (X. 13.), DM és MG tehat csak
négyzetesen Osszemérhetd racionalisok, DG tehat binomidlis.

Azt allitom még, hogy 6todik.

Hasonloképp mutathaté meg, hogy a DK és KM kozotti téglalap
egyenlé MN négyzetével, és DK linedrisan Gsszemérhetetlen KM-mel,
DM négyzetértéke tehat egy vele dsszemérhetetlen szakasz négyzetével
nagyobb MG-énél (X. 18.). S DM és MG csak négyzetesen Osszemér-
heté [racionalisok], és a kisebb MG linearisan Osszemérhetd DE-vel.

DG tehat 6todik binomialis. Eppen ezt kellett megmutatni.

EL X0

X. 65. Tétel

Ha egy négyzetértékben két medidlis osszegének négyzetét a raciond-
lishoz illesztjik, akkor a keletkezd idom szélessége hatodik binomidlis
lesz.*

Legyen AB négyzetértékben két mediélis Gsszege, mely szétesik C-
ben, legyen DE a raciondlis, és illessziik DE-hez az 4B négyzetével
egyenlS DG szélességli DF paralelogrammat (1. 41., 44. ). Azt allitom,
hogy DG hatodik binomidlis.

Végezziik el ugyanis ugyanazokat a lépéseket, mint fontebb. Mint-

hogy AB négyzetértékben két medidlis 6sz-
D KM N G szege és C-ben esik szét, AC és CB olyan
négyzetesen Osszemérhetetlen szakaszok,
melyeknek mind a négyzetdsszege medialis,

E HL 0 F mind medidlis téglalapot fognak kézre és
G négyzetosszegiik 6sszemérhetetlen az altaluk
Ar———R kozrefogott téglalappal, igyhogy a fontebb

bizonyitottak szerint mind DL, mind MF
medi4lis. S az DE racionalis mellett fekszenek, tehat mind DM, mind
MG racionélis és line4risan 6sszemérhetetlen DE-vel (X. 22.). Mint-
hogy AC és CB négyzetisszege Osszmérhetetlen az AC és CB kozotti
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téglalap kétszeresével (X. 6., 13.), DL Osszemérhetetlen MF-fel, tehat
DM is Osszemérhetetlen MG-vel (VI. 1., X. 11.), DM és MG tehat
csak négyzetesen Osszemérhetd racionalisok, tehdt DG binomialis.

Azt dllitom még, hogy hatodik.

Ismét hasonléan mutathatjuk meg, hogy a DK és KM kozotti tégla-
lap egyenlé MN négyzetével, és hogy DK linedrisan 6sszemérhetetlen
KM-mel, és ugyanugy DM négyzetértéke egy vele linearisan 6sszemér-
hetetlen szakasz négyzetével nagyobb MG-énél (X. 18.). S sem DM,
sem MG nem linearisan 6sszemérhetd az adott racionalissal, DE-vel.

DG tehat hatodik binomialis. Eppen ezt kellett megmutatni.

EiiXe i

X. 66. Tétel

Binomidlissal linedrisan osszemérhetd szakasz maga is binomidlis,
meégpedig ugyanannyiadik.*

Legyen AB binomialis, €s legyen CD linedrisan 6sszemérhet8 AB-
vel. Azt éllitom, hogy CD binomialis, mégpedig ugyanannyiadik,
mint A8.

AB binomialis, essék hat szét E-ben a tagjaira, és legyen AE a na-
gyobb tag. AE és EB tehat csak négyzetesen osszemérhetd racionélisok.
Aranyuljék amint 4B a CD-hez, tigy AE a
CF-hez (V1. 12.). Ekkor a maradék EB tgy E
aranylik a maradék FD-hez, mint ABa CD- A————1 8
hez (V. 16., 19. K.). AB linearisan ossze- F
mérhet6 CD-vel, tehat AE is dsszemérhet§ CrH———+—— D
CF-fel, EB pedig FD-vel (X. 11.). AE és EB
raciondlisok, tehat CF és FD is racionalisok (X. 12.). [Minthogy] AE
ugy ardnylik CF-hez, mint EB az FD-hez (V. 11.), folcserélve AE ugy
aranylik EB-hez, mint CF az FD-hez (V. 16.). AE és EB csak négyzete-
sen OsszemérhetSk, tehat CF és FD is csak négyzetesen 9sszemérhe-
t6k (X. 11.). S racionalisok, CD tehat binomialis.

Azt allitom még, hogy ugyanannyiadik, mint AB.

AE négyzetértéke ugyanis egy vele vagy Osszemérhetd, vagy Ossze-
mérhetetlen szakasz négyzetével nagyobb EB-énél. Ha AFE négyzetértéke
egy vele 6sszemérhetd szakasz négyzetével nagyobb EB-énél, akkor CF
négyzetértéke is egy vele Osszemérhetd szakasz négyzetével nagyobb
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FD-énél (X. 14.). S ha AE 6sszemérhetd a folvett raciondlissal, akkor
CF is 0sszemérhetd vele (X. 12.), és ezért mind AB, mind CD els6, azaz
ugyanannyiadik binomiélis. Ha EB Osszemérhet az adott raciondlis-
sal, akkor FD is OsszemérhetS vele, és ezért ismét ugyanannyiadik,
mint 4B, hiszen mindketten mdasodik binomidlisok. Ha AE és EB
egyike sem Osszemérhetd az adott raciondlissal, akkor CF és FD sem
osszemérhetd vele (X. 13.), és mindketté harmadik.* Ha AE négyzet-
értcke egy vele Gsszemérhetetlen szakasz négyzetével nagyobb EB-énél,
akkor CF négyzetértéke is egy vele Gsszemérhetetlen szakasz négyzeté-
vel nagyobb FD-énél (X. 14.). S ha AF 6sszemérhet6 az adott racioné-
lissal, akkor CI” is 0sszemérhet$ vele, és mindkett6 negyedik. Ha vi-
szont EB, akkor FD is, és mindkett§ 6todik. Ha pedig AE és EB egyike
sem, akkor CF és FD sem Osszemérhetd az adott racionélissal, és
mindkettd hatodik, tgyhogy binomidlissal linedrisan Osszemérhetd
szakasz binomidlis, mégpedig ugyanannyiadik. Eppen ezt kellett meg-
mutatni.

X. 67. Tétel
Bimedidlissal linedrisan osszemérhetd szakasz maga is bimedidlis,
meégpedig ugyanannyiadik.*
Legyen AB bimedialis, és legyen CD linedrisan 6sszemérhetd 4B-vel.
Azt 4llitom, hogy CD bimedidlis, mégpedig ugyanannyiadik, mint AB.
AB bimedidlis, essék hat szét E-ben a me-

E didlisokra. AE és EB tehat csak négyzetesen
A el Osszemérhet8 medidlisok. Ardnyuljék amint
F AB a CD-hez, igy AE a CF-hez (V1. 12.).

C+———+— D Ekkor a maradék EB tgy aranylik a maradék
FD-hez, mint AB a CD-hez (X. 16., 19. K.).
AB linedrisan 6sszemérhet6é CD-vel, tehat AE, illetve EB is 0ssze-
mérhet6 CF-fel, illetve FD-vel (X. 11.). AE és EB mediélisok, tehat
CF és FD is medialisok (X. 23.). Minthogy CF gy aranylik FD-hez,
mint AE az EB-hez (V. 11., 16.), és AE meg EB csak négyzetesen
osszemérhetSk, CF és FD is csak négyzetesen osszemérhetdk (X. 11.).
Megmutattuk azt is, hogy medidlisok, CD tehat bimedialis.
Azt allitom még, hogy ugyanannyiadik, mint 4B.
Minthogy AE tigy aranylik EB-hez, mint CF az FD-hez, AE négyzete

346



ugy ardnylik az AE és EB kozotti téglalaphoz, mint CF négyzete a CF
és FD kozotti téglalaphoz (X. 22. L.), folcserélve tehat AE négyzete ugy
aranylik CF négyzetéhez, mint az AE és EB kozotti téglalap a CF és FD
kozottihez (V. 16.). AE négyzete 6sszemérhetS CF négyzetével, tehat
az AE és EB kozotti téglalap is dsszemérhet6 a CF és FD kozottivel
(X. 11.). Ha tehat az AE és EB kozotti téglalap racionalis, akkor a CF és
FD kéz6tti is raciondlis (X. 12.) [és ezért a szakasz els6 bimedidlis],
ha pedig medialis, akkor mediélis (X. 23. K.), és mindkét szakasz
mdsodik.

Es ezért CD ugyanannyiadik, mint AB. Eppen ezt kellett megmu-
tatni.

X. 68. Tétel
Maiorral dsszemerhetd szakasz maga is maior.
Legyen AB maior és legyen CD 6sszemérhets AB-vel. Azt éllitom,
hogy CD maior.
Essék szét AB az E-ben. AE és EB tehat olyan, négyzetesen oOssze-
mérhetetlen szakaszok, melyek négyzetosszege raciondlis és medidlis
téglalapot fognak kozre. Hajtsuk végre az

elébbiekkel azonos lépéseket. Mivel AE a CF- E
hez és EB az FD-hez tgy aranylik, mint ABa A+FH——— B
CD-hez, AE tgy aranylik CF-hez, mint EB az ' =y

FD-hez (V. 11.). AB 6sszemérheté6 CD-vel,te- C+H——+— D
hat AE, illetve EB is 6sszemérhet6 CF-fel, il-

letve FD-vel (X. 11.). Mivel amint AF a CF-hez, gy aranylik EB az FD-
hez, és folcserélve amint AE az EB-hez, ugy CF az FD-hez (V. 16.), 0sz-
szetéve amint AB a BE-hez, igy CD a DF-hez (V. 18.), amint tehat AB
négyzete BE négyzetéhez, tigy CD négyzete DF négyzetéhez (V1. 22.).
Hasonloképp mutathatjuk meg azt is, hogy amint AB négyzete AE
négyzetéhez, ugy ardnylik CD négyzete CF négyzetéhez. Amint tehat
AB négyzete AE és EB négyzetosszegéhez, tigy CD négyzete CI és FD
négyzetosszegéhez (V. 7. K., 24.), folcserélve tehat amint AB négyzete
CD négyzetéhez, tigy AE és EB négyzetosszege CF és FD négyzet-
Osszegéhez (V. 16.). AB négyzete dsszemérhet6 CD négyzetével, tehit
AE és EB négyzetosszege is 6sszemérhets CF és FD négyzetosszegével
(X. 11.). AE és EB négyzetosszege racionalis, tehat CF és FD négyzet-
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oOsszege 1s racionélis (X. 12.). Hasonloképp az AE és EB kozotti tégla-
lap kétszerese is 0sszemérhet6 a CF és FD kozotti kétszeresével (V. 16.,
19. K., II. 4.). Az AE és EB kozotti téglalap medialis (X. 6., 23. K.),
teh4t a CF és FD kozotti téglalap kétszerese is medidlis. CF és FD
tehat olyan, négyzetesen Gsszemérhetetlen szakaszok, melyek négyzet-
Osszege racionalis és az altaluk kézrefogott téglalap kétszerese medi-
lis. A CD Gsszeg tehat irracionalis, iin. maior.

Maiorral 6sszemérhetd szakasz tehat maior. Eppen ezt kellett meg-
mutatni.

X. 69. Tétel

Négyzetértékben raciondlis plusz medidlis szakasszal dsszemérheid
szakasz [maga is | négyzetertekben raciondlis plusz medidlis.

Legyen AB négyzetértékben raciondlis plusz medidlis, és legyen CD
oOsszemérhetd AB-vel. Azt kell megmutatni, hogy CD is négyzetérték-
ben raciondlis plusz medilis.

Essék szét AB az E-ben a szakaszaira. AF és EB tehat két olyan, négy-

zetesen Osszemérhetetlen szakasz, melyek

E négyzetosszege medidlis és raciondlis téglala-
Al s pot fognak kézre. Végezziik el ugyanazokat
= a lépéseket, mint az elébb. Ekkor hasonlé-

CH———+— [ képp mutathatnink meg, hogy CF és FD is
négyzetesen osszemérhetetlenek, és dsszemér-
het6 AE és EB négyzetosszege CF és FD négyzetosszegével, az AE
és EB kozotti téglalap pedig a CF és FD kozotti téglalappal, ugyhogy
CF és FD négyzetosszege is medidlis (X. 23. K.), a CF és FD kozotti
téglalap pedig racionalis (X. 12.).
CD tehat négyzetértékben racionalis plusz medidlis. Eppen ezt kel-
lett megmutatni.

X. 70. Tétel
Négyzetértékben két medidlis dsszegével dsszemérhetd szakasz négy-
zetértékben két medidlis osszege.
Legyen AB négyzetértékben két medidlis 6sszege, €s CD Gsszemér-
het8 AB-vel. Azt kell megmutatni, hogy CD is négyzetértékben két
medidlis Osszege.
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AB négyzetértékben két medialis Gsszege, essék hat szét E-ben.
AE és EB tehat olyan, négyzetesen Osszemérhetetlen szakaszok,
melyeknek mind a négyzettsszege medialis, mind medialis téglalapot
fognak kozre, és AE és EB négyzetOsszege
osszemérhetetlen az AE és EB kozotti tégla- =
lappal. Hajtsuk végre ugyanazokat a Iépése- A+H——— 2
ket,"mint az el8bb. Ekkor hasonl6képp mu- =
tathatnank meg, hogy CF és FD is négyze- CrH——+— D
tesen Osszemérhetetlenek, €s Gsszemérhetd
AE és EB négyzetosszege CF és FD négyzetosszegével, az AE és EB
kozotti téglalap pedig a CF és FD kozotti téglalappal, ugyhogy CF
medialis (X. 23. K.), és CF és FD négyzetosszege Gsszemérhetetlen a
CF és FD kozotti téglalappal (X. 13.).

CD tehat négyzetértékben két medialis osszege. Eppen ezt kellett
megmutatni.

X1 Tétel

Ha egy raciondlis és egy medidlis teriiletet dsszeadunk, négyféle
irraciondlist kaphatunk : vagy binomidlist, vagy elsé bimedidlist, vagy
maiort, vagy négyzeteriékben raciondlis plusz medidlist.

Legyen AB egy racionalis, CD pedig egy medidlis teriilet. Azt alli-
tom, hogy a szakasz, melynek négyzetértéke az AD idom, vagy bino-
midlis, vagy els8 bimedidlis, vagy maior, vagy négyzetértékben raciona-
lis plusz medialis.

AB ugyanis vagy nagyobb CD-nél, vagy kisebb ndala. Legyen el8szor

nagyobb. Vegyiik az EF racionalist, és

AC E H K ilessziik EF-hez az AB-vel egyenld EH
szélességii EG-t és a DC-vel egyenl6 HK
szélességii HI-t (1. 41., 44.). Minthogy AB
F Gisaef raciondlis és egyenlé EG-vel, EG is racio-
BD néalis. Az EF [raciondlis]hoz illesztve szé-
lessége EH, EH tehat racionalis és linedri-

san Osszemérhet§ EF-fel (X. 20.). Ismét, minthogy CD medialis és
egyenlé HI-vel, HI is medidlis. Az EF racionalishoz illesztve széles-
sége HK, HK tehat raciondlis és linedrisan dsszemérhetetlen EF-fel
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(X. 22.). Minthogy CD medialis, AB pedig racionalis, AB dsszemérhe-
tetlen CD-vel, tigyhogy EG is 6sszemérhetetlen HI-vel. Amint viszont
EG a HI-hez, ugy aranylik EH a HK-hoz (V1. 1.), tehat EH is linedrisan
Osszemérhetetlen HK-val (X. 11.). Mind a kett6 racionalis, EH és HK
tehat csak négyzetesen 6sszemérhetd racionalisok, EK tehit binomidlis,
mely H-ban esik szét. Minthogy AB nagyobb CD-nél és AB egyenld
EG-vel, CD pedig HI-vel, EG is nagyobb HI-nél, tehat EH is nagyobb
HK-nal (V. 14.). EH négyzetértéke tehat egy vele linedrisan vagy ossze-
mérhetd, vagy dsszemérhetetlen szakasz négyzetével nagyobb HK-énal.
Legyen el8szor egy vele OsszemérhetS négyzetével nagyobb. A na-
gyobb tag, HE, osszemérhet6 az adott raciondlissal, EF-fel, EK tehat
elsé binomidlis. EF raciondlis, ha viszont egy idomot egy racionalis
és egy els6 binomidlis fog kozre, akkor a szakasz, melynek az idom
négyzetértéke, binomialis (X. 54.). A szakasz tehat, melynek négyzet-
értéke EI, binomialis, igyhogy az is binomidlis, melynek 4D a négy-
zetértéke. Most pedig legyen EH négyzetértéke egy vele Osszemér-
hetetlen szakasz négyzetével nagyobb HK-énal. A nagyobb tag, EH,
line4risan Osszemérhetd az adott raciondlissal, EF-fel, EK tehit ne-
gyedik binomidlis. EF racionalis, ha viszont egy idomot egy raciona-
lis és egy negyedik binomidlis fog kozre, akkor a szakasz, melynek az
idom négyzetértéke, irracionalis, in. maior (X. 57.). A szakasz tehat,
melynek négyzetértéke EI, maior, tgvhogy az is maior, melynek AD a
négyzetértéke.

Most pedig legyen AB kisebb CD-nél. EG is kisebb tehat HI-nél,
ugyhogy EH is kisebb HK-nal (VL. 1., V. 14.). HK négyzetértéke egy
vele vagy OsszemérhetS, vagy Osszemérhetetlen szakasz négyzetével
nagyobb EH-éndl. Legyen el6szor egy vele linedrisan Gsszemérhets
négyzetével nagyobb. A kisebb tag, EH, linedrisan Osszemérhets az
adott raciondlissal, EF-fel, EK tehat masodik binomidlis. EF racionalis,
ha viszont egy idomot egy racionalis és egy masodik binomialis fog
kozre, akkor a szakasz, melynek az idom négyzetértéke, elsG bimedialis
(X. 55.). A szakasz tehat, melynek négyzetértéke EI, elsG bimedialis,
ugyhogy az is els6 bimedialis, melynek AD a négyzetértéke. Most
pedig legyen HK négyzetértéke egy vele dsszemérhetetlen szakasz négy-
zetével nagyobb HE-énél. A kisebb tag, FH, Osszemérhet6 az adott
raciondlissal, EF-fel, EK tehdt otodik binomiélis. EF racionalis, ha
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viszont egy idomot egy racionalis és egy 6todik binomidlis fog kozre,
akkor a szakasz, melynek az idom négyzetértéke, négyzetértékben ra-
ciondlis plusz medidlis (X. 58.). A szakasz tehdt, melynek négyzet-
értéke EI, négyzetértékben racionalis plusz medidlis, ugyhogy az is
négyzetértékben raciondlis plusz medialis, melynek 4D a négyzetértéke.

Ha tehét egy raciondlis és egy medidlis teriiletet 6sszeadunk, négy-
féle irraciondalist kaphatunk: vagy binomialist, vagy elsé bimedialist,
vagy maiort, vagy négyzetértékben racionalis plusz mediélist. Eppen
ezt kellett megmutatni.

Xi, 72 Tetel

Ha két, egymdssal osszemérhetetlen medidlis teriiletet dsszeadunk,
a maradék két irraciondlist kapjuk: vagy mdsodik bimedidlist, vagy
négyzetértékben két medidlis dsszegét.

Adjunk Ossze ugyanis két, egymassal osszemérhetetlen medialist,
AB-t és CD-t. Azt allitom, hogy a szakasz, melynek négyzetértéke
az AD idom, vagy masodik bimediélis, vagy négyzetértékben két me-
dialis Osszege.

AB ugyanis vagy nagyobb CD-nél, vagy kisebb néla. Legyen elGszor
példdul AB nagyobb CD-nél, vegyiik az
EF raciondlist, és illesszink EF-hez egy A C E H K
AB-vel egyenlé EH szélességii EG és egy
CD-vel egyenlé HK szélességii HI téglala-
pot (1. 41., 44.). Minthogy AB és CD me- Fesdals silf
didlisok, EG és HI is medialisok. Az FE B D
raciondlishoz illesztve szélességiik EH,
illetve HK, EH és HK tehat racionalisok és linedrisan Osszemér-
hetetlenek EF-fel (X. 22.). Minthogy AB Gsszemérhetetlen CD-vel és
AB egyenl6 EG-vel, CD pedig HI-vel, EG is 6sszemérhetetlen HI-vel.
Amint viszont EG HI-hez, tgy aranylik EH a HK-hoz (VI. 1.), EH
teh4t linedrisan Osszemérhetetlen HK-val (X. 11.). EH és HK tehat
csak négyzetesen OsszemérhetS raciondlisok, EK tehat binomidlis.
EH négyzetértéke egy vele vagy dsszemérhetd, vagy Osszemérhetetlen
szakasz négyzetével nagyobb HK-énal (V. 14.). Legyen elGsz0r egy
vele linearisan Gsszemérhetl szakasz négyzetével nagyobb. Sem EH,
sem HK nem linedrisan Osszemérhetd az adott racionalissal, EF-fel,
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EK tehat harmadik binomialis. EF racionalis, ha viszont egy idomot egy
racionélis és egy harmadik binomiélis fog kdézre, akkor a szakasz,
melynek az idom négyzetértéke, masodik bimedialis (X. 56.). A sza-
kasz tehat, melynek négyzetértéke EI, azaz AD, masodik bimedialis.
Legyen most EH négyzetértéke egy vele linedrisan Osszemérhetetlen
szakasz négyzetével nagyobb HK-énil. Mind EH, mind HK linedrisan
osszemérhetetlen EF-fel, EK tehat hatodik binomidlis. Ha viszont egy
idomot egy raciondlis és egy hatodik binomidlis fog kozre, akkor a
szakasz, melynek az idom négyzetértéke, négyzetértékben két medialis
Osszege (X. 59.), ugyhogy az a szakasz is négyzetértékben két medidlis
Osszege, melynek négyzetértéke az AD idom.

[Hasonloképp mutathatnank meg, hogy ha AB kisebb CD-nél, a
szakasz, melynek négyzetérté¢ke az 4D idom, akkor is vagy masodik
bimedialis, vagy négyzetértékben két medialis Osszege.]

Ha tehat két, egymassal 6sszemérhetetlen medidlis teriiletet Ossze-
adunk, a maradék két irracionalist kapjuk: vagy masodik bimedidlist,
vagy négyzetértékben két medialis 6sszegét.

A binomialis és az azutani irracionalis szakaszok sem a medialissal,
sem egymadssal nem egyeznek meg. Ha ugyanis egy medidlis négyzetét
raciondlis szakaszhoz illesztjitk, akkor a keletkez& idom szélessége
racionalis lesz és linedrisan 0sszemérhetetlen azzal a szakasszal, amely
mellé helyeztiik (X. 22.). Ha egy binomialis négyzetét illesz(jiik racio-
nalis szakaszhoz, akkor a keletkezd idom szélessége elsd binomiélis
lesz (X. 60.). Ha egy elsG bimedialis négyzetét illesztjiik a racionélis-
hoz, akkor a keletkez6 idom szélessége masodik binomidlis lesz
(X. 61.). Ha egy masodik bimedialis négyzetét illesztjiik a raciondlis-
hoz, akkor a keletkez6 idom szélessége harmadik binomialis lesz
(X. 62.). Ha egy maior négyzetét illesztjiik a raciondlishoz, akkor a
keletkezd idom szélessége negyedik binomidlis lesz (X. 63.). Ha egy
négyzetértékben raciondlis plusz mediélis négyzetét illesztjiik a racio-
nalishoz, akkor a keletkez§ idom szélessége 6todik binomialis lesz
(X. 64.). Ha pedig egy négyzetértékben két medidlis Osszegének
négyzetét illesztjiik a racionalishoz, akkor a keletkezd idom szélessége
hatodik binomidlis lesz (X. 65.). Ezek a mondott szélességek mind az
els6tél, mind egymadstél kiilonboznek, az els6tol, mivel raciondlis,
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egymast6l pedig, mivel nem ugyanannyiadikok,* igyhogy maguk az
irracionalis szakaszok is kiilonb6znek egymastol.

Xi 73 Tetel

Ha egy raciondlis szakaszbol kivonunk egy vele csak négyzetesen
osszemérhetd raciondlist, akkor a maradék irraciondlis, mégpedig
nevezzitk apotoménak.*

Vonjuk ki ugyanis az AB racionalisbdl a vele csak négyzetesen
dsszemérhet8 BC raciondlist. Azt 4llitom, hogy a maradék AC irra-
cionalis, in. apotomé.

Minthogy ugyanis 4B linedrisan 6sszemérhetetlen BC-vel és AB
négyzete tigy aranylik az 4B és BC kozotti tég-
lalaphoz, mint AB BC-hez (X. 22. L.), AB négyzete a4
dsszemérhetetlen az AB és BC kézotti téglalappal A H———B
(X. 11.). AB négyzetével Osszemérhet6 AB és BC
négyzetosszege (X. 15.), az AB és BC kozotti téglalappal pedig dssze-
mérhetd az AB és BC kozotti téglalap kétszerese (X. 6.). Minthogy 4B
és BC négyzetosszege egyenlS az AB és BC kozotti téglalap kétszere-
sének és CA négyzetének az osszegével (11. 7.), a maradék AC négy-
zettel 6sszemérhetetlen AB és BC négyzetosszege (X. 13., 16.). AB és
BC négyzetosszege racionalis (X. 15., 12.), AC tehét irraciondlis (X.
13.), mégpedig nevezziik apotoménak. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: X. 75., 78-79., 81., 84-87., 89-102., 108-113.; XIIIL. 11.

X. 74. Tétel
Ha egy medidlis szakaszbdl kivonunk egy vele csak négyzetesen
osszemérhetd medidlist, mely a teljes szakasszal raciondlis téglalapot
fog kozre, akkor a maradék irraciondlis, mégpedig nevezziik elsé
medidlapotoménak.

Vonjuk ki ugyanis az 4B medidlisb6l a BC mediélist, mely csak
négyzetesen Gsszemérhet6 AB-vel és AB-vel racio-
C nalis téglalapot fog kozre (X. 27. vagy 31.). Azt
A k18 allitom, hogy a maradék AC irracionalis, mégpedig

nevezziik els6 medidlapotoménak.
Mmlhogy ugyanis AB és BC medidlisok, 4B és BC négyzetisszege is
medialis (X. 15., 23. K.). Az 4B és BC kozotti téglalap kétszerese
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racionalis (X. 6., 12.), tehat 4B és BC négyzetOsszege Osszemérhetetlen
az AB és BC kozotti téglalap kétszeresével (X. 13.), tehat a maradék
AC négyzettel osszemérhetetlen az AB és BC kozotti téglalap két-
szerese (II. 7.), minthogy ha az Gsszeg egyikiikkel Gsszemérhetetlen,
akkor a tagok is Osszemérhetetlenek (X. 16.). Az AB és BC kozotti
téglalap raciondlis, AC négyzete tehat irracionalis (X. 13.), AC tehat
irracionalis, mégpedig nevezziik elsé medialapotoménak.
F.: X. 80.,92., 98., 104.

X. 75. Tétel

Ha egy medidlis szakaszbol kivonunk egy vele csak négyzetesen
osszemérheté medidlist, mely a teljes szakasszal medidlis téglalapot
Jfog kazre, akkor a maradék irraciondlis, mégpedig nevezziik mdsodik
medidlapotoménalk.

Vonjuk ki ugyanis az 4B medidlisbol a CB medidlist, mely csak
négyzetesen Osszemérhet§ a teljes 4B-vel és a teljes AB-vel medialis
téglalapot fog kozre (X. 28. vagy 32.). Azt allitom, hogy a maradék
AC irraciondlis, mégpedig nevezziik mésodik medialapotoménak.

Vegyiik ugyanis a DI racionalist, és illesz-

A P__Q___| B sziink DI-hez egy AB és BC négyzetisszegé-
vel egyenlé DG szélességli DE, és egy, az AB
D F G & BC kbzotti téglalap kétszeresével egyenld

DF szélességli DH téglalapot (I. 41., 44.).
Ekkor a maradék FE egyenld AC négyzeté-
/ H £  vel (Il. 7.). Minthogy 4B, illetve BC négy-

zete medidlisok és Osszemérhet6k, DE is
medidlis (X. 15., 23. K.). A DI racionélishoz illesztve DG a szélessége,
DG tehat raciondlis és linedrisan Osszemérhetetlen DI-vel (X. 22.).
Ismét, minthogy az 4B és BC kozotti téglalap medialis, az 4B és BC
kozotti téglalap kétszerese is medidlis (X. 6., 23. K.); s egyenld DH-
val, tehdt DH is medidlis. A DI racionélishoz illesztve DF a szélessége,
DF tehét raciondlis és linedrisan Osszemérhetetlen DI-vel (X. 22.).
Minthogy 4B és BC csak négyzetesen OsszemérhetSk, 4B linedrisan
osszemérhetetlen BC-vel, tehat AB négyzete is dsszemérhetetlen az
AB és BC kozotti téglalappal (X. 22. L., 11.). AB négyzetével viszont
Osszemérhets 4B és BC négyzetosszege (X. 15.), az AB és BC kozotti
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téglalappal pedig 6sszemérhetd az AB és BC kozotti téglalap kétszerese
(X. 6.), az AB és BC kozotti téglalap kétszerese tehat osszemérhetetlen
AB ¢és BC négyzetosszegével (X. 13.). AB és BC négyzetOsszegével
egyenld DE, az AB és BC kozotti téglalap kétszeresével pedig DH, DE
tehat osszemérhetetlen DH-val. Amint viszont DE a DH-hoz, Ggy
aranylik GD a DF-hez (VI. 1.), GD tehét 6sszemérhetetlen DF-fel
(X. 11.). Mindketten raciondlisok, GD és DF tehat csak négyzetesen
Osszemérhets racionalisok, FD tehat apotomé. DI racionalis, a racio-
nalis és irracionalis (X. 73.) szakasz altal kozrefogott téglalap viszont
irraciondlis, és a szakasz, melynek négyzetértéke, irraciondlis (X. 20.).
FE az AC négyzetértéke, AC tehat irraciondlis, mégpedig nevezziik
masodik medidlapotoménak. Eppen ezt kellett megmutatni.
F.: X. 81.,93., 99., 104.

X. 76. Tétel

Ha egy szakaszbdl kivonunk egy vele négyzetesen dsszemérhetetlen
szakaszt, melynek a teljes szakasszal vett négyzetosszege raciondlis
és medidlis téglalapot fog kozre vele, akkor a maradék irraciondlis,
mégpedig nevezziik minornak.

Vonjuk ki ugyanis az AB szakaszbdl a vele négyzetesen Osszemérhe-
tetlen BC szakaszt, mely teljesiti a feltételeket (X. 33.). Azt allitom,
hogy a maradék AC irraciondlis, Gin. minor.

Minthogy ugyanis AB és BC négyzetGsszege racionalis, az AB és BC
kozotti téglalap kétszerese viszont irracionalis (X.

6., 13.), AB és BC négyzetOsszege Osszemérhetetlen C

az AB és BC kozotti téglalap kétszeresével (X. 13.), A —=—dlB
és folforgatva, a maradék AC négyzettel (II. 7.)

Osszemérhetetlen 4B és BC négyzetosszege (X. 16.). AB és BC négyzet-
dsszege racionalis, AC négyzete teh4t irracionalis (X. 13.), AC tehét
irracionalis, mégpedig nevezziik minornak. Eppen ezt kellett megmu-
tatni.

F.: X. 82.,94., 100., 105.; XIII. 11.

Xi: 77, Tétel
Ha egy szakaszbdl kivonunk egy vele négyzetesen dsszemérhetetlen
szakaszt, melynek a teljes szakasszal vett négyzetisszege medidlis
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és a vele kozrefogott téglalap kétszerese raciondlis, akkor a maradék
irraciondlis, mégpedig nevezziik négyzetértékben medidlis minusz
raciondlisnak.

Vonjuk ki ugyanis az 4B szakaszbdl a vele négyzetesen Osszemér-
hetetlen BC szakaszt, mely teljesiti a feltételeket (X. 34.). Azt 4llitom,
hogy a maradék 4C irracionélis, neve mint font.

Minthogy ugyanis AB és BC négyzetosszege medidlis, az AB és

BC kozotti téglalap kétszerese viszont irracionalis,

C AB és BC négyzetosszege Osszemérhetetlen az AB

A+———B & pC kozotti téglalap kétszeresével (X. 13.), tehat

a maradék AC négyzet (II. 7.) is sszemérhetetlen az

AB és BC kozotti téglalap kétszeresével (X. 16.). Az AB és BC kozotti

téglalap kétszerese racionilis, AC négyzete tehat irraciondlis (X. 13.),

AC tehat irraciondalis, mégpedig nevezziik négyzetértékben medidlis
minusz racionélisnak. Eppen ezt kellett megmutatni,

F.: X. 83.,95., 101., 106., 108.

X. 78. Tétel

Ha egy szakaszbdl kivonunk egy vele négyzetesen osszemérhetetlen
szakaszt, melynek mind a teljes szakasszal vett négyzetdsszege medidlis,
mind a vele kizrefogott téglalap kétszerese medidlis, és a négyzetossze-
gitk dsszemérhetetlen az dltaluk kizrefogott téglalap kétszeresével,
akkor a maradék irraciondlis, mégpedig nevezziik négyzetértékben
medidlis minusz medidlisnak.

Vonjuk ki ugyanis az 4B szakaszbdl a vele négyzetesen Gsszemérhe-
tetlen BC szakaszt, mely teljesiti a feltételeket (X. 35.). Azt allitom,
hogy a maradék AC irraciondlis, Gin. négyzetértékben medialis minusz
medialis.

Vegyiik ugyanis a DI racionalist, illessziink DI-hez egy AB és BC

C négyzetdsszegével egyenld DG szélességli DE

Pl ay o) téglalapot, és vonjunk le bel6le egy, az AB
és BC kozotti téglalap kétszeresével egyenld
D F G [DF szélesséoti] DH téglalapot (1. 41., 44.).

Ekkor a maradék FE egyenlé AC négyze-
tével (II. 7.), Ggyhogy FE AC négyzetér-
/ H E téke. Minthogy AB és BC négyzetdsszege




medialis és egyenlé DE-vel, DE medidlis. A DI racionalishoz
illesztve DG a szélessége, DG tehat racionalis és linedrisan 6ssze-
mérhetetlen DI-vel (X. 22.). Ismét, minthogy az AB és BC ko-
zotti téglalap kétszerese medidlis és egyenlé DH-val, DH media-
lis. A DI raciondlishoz illesztve DF a szélessége, tehdt DF is
racionalis €s linedrisan Osszemérhetetlen DI-vel (X. 22.). Mint-
hogy AB és BC négyzetOsszege Osszemérhetetlen az AB és BC
kozotti téglalap kétszeresével, DE is 6sszemérhetetlen DH-val. Amint
viszont DE DH-hoz, Ggy ardnylik DG a DF-hez (V1. 1.), DG tehit
gsszemérhetetlen DF-fel (X. 11.). Mindketten racionalisok, GD és DF
tehat csak négyzetesen Osszemérhet8 racionalisok, FG tehat apotomé.
FH raciondlis, a raciondlis és apotomé 4ltal kozrefogott téglalap
viszont irracionalis (X. 73., 20.), és a szakasz, melynek négyzetértéke,
irracionalis. FE az AC négyzetértéke, AC tehat irracionalis, mégpedig
nevezziik négyzetértékben medidlis minusz mediélisnak. Eppen ezt
kellett megmutatni.
F.: X. 84.,96., 102, 107.

X. 79. Tétel

Apotoméhoz [csak] egy olyan raciondlis szakasz illik, mely csak
négyzetesen osszemeérhetd az dsszeggel.

Legyen AB egy apotomé, és illeszkedjék hozzd BC. AC és CB teh4t
csak négyzetesen Osszemérhet§ raciondlisok (X. 12.). Azt allitom,
hogy AB-hez nem illeszkedik més olyan raciondlis szakasz, mely csak
négyzetesen dsszemérhet az dsszeggel.

Tegyiik fol ugyanis, hogy illeszkedik egy BD. AD és DB tehAt szintén
csak négyzetesen Osszemérhet§ raciondlisok. Mint-
hogy AD és DB négyzetosszege annyival nagyobb B C
az AD és DB kozotti téglalap kétszeresénél, ameny- A ——H D
nyivel AC és CB négyzetosszege az AC és CB kozotti
téglalap kétszeresénél — hiszen mind a kett§ ugyanazzal az AB négy-
zettel nagyobb (II. 7.) —, folcserélve tehat, AD és DB négyzetdsszege
annyival nagyobb AC és CB négyzettsszegénél, amennyivel az AD és
DB kozotti téglalap kétszerese az AC és CB kozotti téglalap kétszeresé-
nél. AD és DB négyzetisszege racionalis teriilettel nagyobb AC és CB
négyzetosszegénél — hiszen mind a kettd racionalis (X. 15., 12.)) —,
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tehdt az AD és DB kozotti téglalap kétszerese is raciondlis teriilettel
nagyobb az AC és CB kozotti téglalap kétszeresénél, ami lehetetlen,
hiszen mind a ketté medialis (X. 6., 23. K.) és két medidlis feliilet
kiilénbsége nem lehet racionalis (X. 26.). AB-hez tehat nem illeszkedik
mds olyan raciondlis, mely csak négyzetesen dsszemérhetd az 6sszeggel.

Apotoméhoz tehat egyetlenegy olyan raciondlis illeszkedik, mely
csak négyzetesen Osszemérhet8 az sszeggel. Eppen ezt kellett meg-
mutatni.

F.: X.81., 84.

X. 80. Tétel

Els¢ medidlapotoméhoz csak egy olyan medidlis szakasz illeszkedik,
mely csak négyzetesen osszemérhetd az dsszeggel és raciondlis téglalapot
Jog kozre vele.

Legyen ugyanis AB egy elsé medidlapotomé, és illeszkedjék AB-
hez BC. AC és CB tehat olyan, csak négyzetesen sszemérhet§ medid-
lisok (X. 23.), melyek racionalis téglalapot fognak kézre. Azt allitom,
hogy AB-hez nem illeszkedik mas olyan mediélis, mely csak négyzete-
sen Osszemérhetl az Gsszeggel és racionalis téglalapot fog kozre vele.

Tegyiik fol ugyanis, hogy DB is illeszkedik hozza.
AD és DB tehat olyan, csak négyzetesen sszemér-
Al——+ D hetS medialisok (ua.), melyek raciondlis téglalapot
fognak kozre. Minthogy AD és DB négyzetOsszege
annyival nagyobb az AD és DB kozotti téglalap kétszeresénél, ameny-
nyivel AC és CB négyzetosszege az AC és CB kozotti téglalap két-
szeresénél — hiszen [ismét] ugyanazzal az AB négyzettel nagyobbak
(I1. 7.) -, folcserélve tehat, AD és DB négyzetosszege annyival nagyobb
AC és CB négyzetosszegénél, amennyivel az AD és DB kozotti tégla-
lap kétszerese nagyobb az AC és CB kozotti téglalap kétszeresénél.
Az AD és DB kozotti téglalap kétszerese raciondlis teriilettel nagyobb
az AC ¢és CB kozotti téglalap kétszeresénél — hiszen mind a kettd
raciondlis (X. 6., 12.) —, tehat AD és DB négyzetdsszege is raciondlis
teriilettel nagyobb AC és CB négyzetosszegénél, ami lehetetlen, hi-
szen mind a kett6 medidlis (X. 15., 23. K.), és két medialis feliilet
kiilonbsége nem lehet racionalis (X. 26.).
Els6 medidlapotoméhoz tehat csak egy olyan medidlis szakasz
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illeszkedik, mely csak négyzetesen dsszemérhetd az Osszeggel és racio-
nalis téglalapot fog kozre vele. Eppen ezt kellett megmutatni.

X. 81. Tétel

Madsodik medidlapotoméhoz csak egy olyan medidlis szakasz illesz-
kedik, mely csak négyzetesen Osszemérhetd az ésszeggel és medidlis
téglalapot fog kozre vele.

Legyen AB egy masodik medidlapotomé, és illeszkedjék AB-hez BC.
AC és CB tehit olyan, csak négyzetesen osszemérhet§ medidlisok
(X. 23.), melyek medidlis téglalapot fognak koézre. Azt allitom, hogy
AB-hez nem illeszkedik mas olyan medialis, mely csak négyzetesen
Osszemérhet§ az Osszeggel, és medidlis téglalapot fog kozre vele.

Tegyiik fol ugyanis, hogy BD is igy illesz-
kedik h'OZZfl. AD és"])B teflzit s?’imén _cfl}"“" A 8L D
csak négyzetesen Osszemérhet6 medidlisok
(ua.), melyek mediélis téglalapot fognak & H M N
kozre. Vegyiik az EF racionalist, illessziink
EF-hez egy AC és CB négyzetosszegével
egyenl6 EM szélességli EG téglalapot, és G~
vonjunk le belble egy, az AC és CB kozotti
téglalap kétszeresével egyenlé HM szélességli HG téglalapot (1. 41.,
44.). Ekkor a maradék EL egyenl6 AB négyzetével (I1. 7.), igyhogy
EL az AB négyzetértéke. Ismét, illessziink EF-hez egy AD és DB
négyzetosszegével egyenlé EN szélességli EI téglalapot. EL egyenld
AB négyzetével, tehat a maradék HI egyenld az AD és DB kozotti
téglalap kétszeresével (II. 7.). Minthogy AC és CB medialisok, AC és
CB négyzetosszege is medialis (X. 15., 23. K.), s egyenld EG-vel,
tehat EG is medidlis. Az EF raciondlishoz illesztve szélessége EM,
EM tehat raciondlis és linedrisan Osszemérhetetlen EF-fel (X. 22.).
Ismét, minthogy az AC és CB ko6z6tti téglalap medidlis, az AC és CB
kozotti téglalap kétszerese is medialis (X. 6., 23. K.), s egyenld HG-vel,
tehdt HG is medidlis. Az EF racionalis mellé illesztve szélessége HM,
HM tehét raciondlis és linedrisan Osszemérhetetlen EF-fel (X. 22.).
Minthogy AC és CB csak négyzetesen dsszemérhetSk, AC linedrisan
Osszemérhetetlen CB-vel. Amint viszont AC a CB-hez, tigy ardnylik
AC négyzete az AC és CB kozotti téglalaphoz (X. 22. L.), AC négyzete
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tehat osszemérhetetlen az AC és CB kozotti téglalappal (X. 11.).
AC négyzetével Osszemérhet6 AC és CB négyzetosszege (X. 15.), az
AC és CB kozotti téglalappal pedig 0sszemérhetS az AC és CB kdzotti
téglalap kétszerese (X. 6.), AC és CB négyzetosszege tehat Ossze-
mérhetetlen az AC és CB kozotti téglalap kétszeresével (X. 13.).
AC és CB négyzetosszegével egyenlS EG, az AC és CB kozotti téglalap
kétszeresével pedig egyenlé GH, EG tehat 6sszemérhetetlen HG-vel.
Amint viszont EG a HG-hez, gy ardnylik EM a HM-hez (V1. 1.),
EM tehat linedrisan Osszemérhetetlen M H-val (X. 11.). Mindkettd
racionalis, EM és MH tehat csak négyzetesen dsszemérhets racionali-
sok, EH tehit apotomé és HM illeszkedik hozza. Hasonléképp mu-
tathatndnk meg, hogy HN is illeszkedik hozzi. Egy apotoméhoz
tehat kiilonb6zd olyan szakaszok illeszkednek, melyek csak négyze-
tesen OsszemérhetSk az osszeggel, ami lehetetlen (X. 79.).

Masodik medidlapotoméhoz tehat csak egy olyan medidlis sza-
kasz illeszkedik, mely csak négyzetesen Osszemérhet6 az Osszeggel
és medidlis téglalapot fog kozre vele. Eppen ezt kellett megmutatni.

X. 82. Tétel

Minorhoz csak egy olyan szakasz illeszkedile, mely négyzetesen
osszemérhetetlen az osszeggel és az Gsszeggel vett négyzetosszege

raciondlis, a vele kozrefogott téglalap kétszerese pedig medidlis.
Legyen AB egy minor, és illeszkedjék AB-hez BC. AC és CB tehit
olyan négyzetesen Osszemérhetetlen szakaszok, melyek négyzetosszege
racionalis, az altaluk kozrefogott téglalap kétszerese pedig medidlis.
Azt allitom, hogy AB-hez nem illeszkedik mas, e feltételeket teljesitd

szakasz.

Tegyiik fol ugyanis, hogy illeszkedik egy BD. AD és DB tehat szin-
tén olyan négyzetesen Osszemérhetetlen szakaszok, melyek teljesitik a
fontieket. Minthogy AD és DB négyzetosszege
B C annyival nagyobb AC és CB négyzetGsszegénél,
Ar——+HD amennyivelaz AD és DB kozotti téglalap kétszerese
nagyobb az AC és CB kozitti téglalap kétszeresé-
nél (II. 7.) és AD és DB négyzetosszege racionalis (eriilettel nagyobb
AC és CB négyzetdsszegénél — hiszen mind a kettS raciondlis —, te-
hat az AD és DB kozotti téglalap kétszerese is raciondlis teriilettel
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nagyobb az AC & CB kozotti téglalap kétszeresénél, ami lehetetlen
(X. 26.), mert mind a kett8 medialis.

Minorhoz tehit csak egy olyan szakasz illeszkedik, mely négyzetesen
Osszemérhetetlen az Osszeggel és a vele vett négyzetdsszege racionalis,
a vele kozrefogott téglalap kétszerese pedig medidlis. Eppen ezt kellett
megmutatni.

X. 83. Tétel

Négyzetériekben medidlis minusz raciondlishoz csak egy olyan sza-
kasz illeszkedik, mely négyzetesen dsszemérhetetlen az dsszeggel és az
osszeggel velt négyzetosszege medidlis, a vele kézrefogott téglalap két-
szerese pedig raciondlis.

Legyen AB egy négyzetértékben medialis minusz racionalis, és illesz-
kedjék AB-hez BC. AC és CB tehat olyan négyzetesen Osszemérhetet-
len szakaszok, melyek teljesitik a feltételeket. Azt 4llitom, hogy 4B-
hez masik ugyanezeket a feltételeket kielégitl szakasz nem illeszkedik.

Tegyiik fol ugyanis, hogy illeszkedik egy BD. AD és DB tehat szin-
tén olyan négyzetesen Osszemérhetetlen szakaszok,
melyek kielégitik a feltételeket. Minthogy — az el&b- B C
biek mint4jara — AD és DB négyzetosszege annyival A b———+ D
nagyobb AC és CB négyzetiosszegénél, amennyivel
az AD és DB kozotti téglalap kétszerese nagyobb az AC és CB kozotti
téglalap kétszeresénél (IL. 7.), és az AD és DB kozotti téglalap kétsze-
rese raciondlis teriilettel nagyobb az AC és CB kozotti téglalap két-
szeresénél — hiszen mind a kettd raciondlis —, tehat AD és DB négyzet-
Osszege szintén racionalis teriilettel nagyobb AC és CB négyzetdsszegé-
nél, ami lehetetlen (X. 26.), mert mind a ketté medidlis. Nem illesz-
kedik tehat AB-hez mas olyan szakasz, mely négyzetesen Osszemér-
hetetlen az Osszeggel és az Osszeggel kielégiti a fontieket. Csak egy
illeszkedik tehat. Eppen ezt kellett megmutatni.

X. 84. Tétel
Négyzetértékben medidlis minusz medidlishoz egyetlenegy olyan sza-
kasz illeszkedik, mely négyzetesen osszemérhetetlen az ésszeggel, és
mind az osszeggel velt négyzetosszege, mind az azzal kozrefogott tégla-
lap kétszerese medidlis, és ésszemérhetetlen a négyzetosszeggel.
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Legyen AB egy négyzetértékben medidlis minusz medidlis, és illesz=
kedjék hozza BC. AC és CB tehat olyan, négyzetesen dsszemérhetetlen
szakaszok, melyek kielégitik a fontieket. Azt allitom, hogy 4AB-hez
nem illeszkedik mas, a fontieket kielégité szakasz.

Tegyiik fol ugyanis, hogy illeszkedik egy BD, tigyhogy AD és DB

is olyan, négyzetesen Gsszemérhetetlen sza-

B G kaszok, hogy mind AD és DB négyzetdsz-
Al ) szege, mind az AD és DB kozotti téglalap
EH M N Kétszerese medidlis, és AD és DB négyzet-

Osszege Osszemérhetetlen az AD és DB ko-
zotti téglalap kétszeresével. Vegyiik az EF
racionalist, €s illessziink EF-hez egy AC és
Gk G I cB négyzetisszegével egyenlé EM széles-
ségli EG és cgy, az AC és CB kozotti tég-
lalap kétszeresével egyenl6 HM szélességli HG téglalapot (1. 41.,
44.). Ekkor a maradék AB négyzet egyenl§ EL-lel (II. 7.), EL
tehat AB négyzetértéke. Ismét, illessziink EF-hez egy 4D és DB
négyzetosszegével egyenl8 EN szélességli EI téglalapot. AB négyzete
egyenl6 EL-lel, tehat a maradék, az AD és DB kozétti téglalap
kétszerese, egyenl6 HI-vel. Minthogy AC és CB négyzetdsszege
medidlis és egyenl6 EG-vel, EG is medidlis. Az EF racionalishoz
illesztve szélessége EM, EM tehét raciondlis és linedrisan 6sszemér-
hetetlen EF-fel (X. 22.). Ismét, minthogy az AC és CB kozotti téglalap
kétszerese medidlis és egyenlS HG-vel, HG is medialis. Az EF raciona-
lishoz illesztve szélessége HM, HM tehat racionalis és line4risan Gssze-
mérhetetlen EF-fel. Minthogy AC és CB négyzetOsszege Osszemér-
hetetlen az AC és CB kozotti téglalap kétszeresével, EG is Osszemér-
hetetlen HG-vel, tehat EM linedrisan 6sszemérhetetlen MH-val (VI. 1.,
X. 11.). Mind a kettS raciondlis, EM és MH tehat csak négyzetesen
Osszemérhetd racionalisok, EH tehat apotomé és HM illeszkedik
hozzi. Hasonl6képp mutathatndnk meg, hogy EH ismét apotomé és
HN illeszkedik hozzi. Egy apotoméhoz tehat kiilénb5z8 olyan racion4-
lisok illeszkednek, melyek csak négyzetesen Osszemérhet8k az Ssszeg-
gel, amir6l kimutattuk, hogy lehetetlen (X. 79.). 4B-hez tehat nem
illeszkedik méasik szakasz.
AB-hez tehat csak egy olyan szakasz illeszkedik, mely négyzetesen
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osszemérhetetlen az sszeggel, mind az Osszeggel vett négyzetdsszegé,
mind az azzal kozrefogott téglalap kétszerese medidlis, és a négyzet-
Osszeg Osszemérhetetlen a téglalap kétszeresével. Eppen ezt kellett
megmutatni.

< H &

3.2,

33

3.4.

S5
3.6.

Definiciék. Harmadik rész

Legyen adva a raciondlis és egy apotomé. Ha a teljes szakasz
négyzetért€ke egy vele linedrisan Gsszemérhets szakasz négyzeté-
vel nagyobb az (apotoméhoz) illeszkedd szakaszéndl, és a teljes
szakasz linedrisan 6sszemérhetd az adott racionalissal, akkor elsé
apotomérol beszéliink.

Ha az illeszked6 szakasz linedrisan 6sszemérhetd az adott racio-
nalissal, és a teljes szakasz négyzetértéke egy vele Gsszemérhets
szakasz négyzetével nagyobb az illeszked§ szakaszénal, akkor
mésodik apotomérdl beszéliink.

Ha egyik sem linedrisan 6sszemérhetd az adott raciondlissal, és
a teljes szakasz négyzetértéke egy vele dsszemérhet szakasz négy-
zetével nagyobb az illeszked§ szakaszéndl, akkor harmadik
apotomérol beszéliink.

Misrészt, ha a teljes szakasz négyzetértéke egy vele [linedrisan]
Osszemérhetetlen szakasz négyzetével nagyobb az illeszkedd sza-
kaszéndl, akkor ha a teljes szakasz linedrisan ©sszemérhetd az
adott racionalissal, negyedik apotomérdl beszéliink.

Ha az illeszkedd szakasz, 6todikrél.

Ha pedig egyik sem, hatodikrél.

X. 85. Tétel

Keressiink elsé apotomét!

Vegyiik az a raciondlist, és legyen BG linedrisan 6sszemérhet6 a-val.
Tehat BG is raciondlis. Vegyiink két négyzetszdmot, DE-t és EF-et,
melyek kiilonbsége, D, nem négyzetszam (X. 29. 1. L.). ED tehat
nem tgy aranylik DF-hez, mint négyzetszdm négyzetszamhoz (VIII.
24.). Aranyuljék amint ED a DF-hez, Gigy BG négyzete GC négyzeté-
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hez (X. 6. K.). BG négyzete tehat sszemérhetS GC négyzetével (X. 6.).
BG négyzete racionalis, tehat GC négyzete is raciondlis (X. 12.), tehat
GC is racionalis. Minthogy ED nem gy arany-

a A lik DF-hez, mint négyzetszdm négyzetszamhoz,
—— F———- BG négyzcte sem ugy aranylik GC négyzetéhez,

C mint négyzetszam négyzetszamhoz, BG tehat

B —+————G linedrisan dsszemérhetetlen GC-vel (X. 9.). Mind

5 a kettd racionalis, BG és GC tehat csak négyzete-

E ——+—— D ~ sen 6sszemérhetd racionalisok, BC tehat apotomé.
Azt is allitom, hogy elss.

Legyen ugyanis i négyzete az, amivel BG négyzete nagyobb GC
négyzeténél (X. 14. L.). Minthogy BG négyzete tigy aranylik GC négy-
zetéhez, mint ED az I'D-hez, folforgatva GB négyzete ugy aranylik
h négyzetéhez, mint DE az EF-hez (V. 19. K.). DE gy aranylik EF-hez,
mint négyzetszdm négyzetszamhoz — hiszen mind a kett§ négyzet-
szam —, tehat GB négyzete is Uigy ardnylik i négyzetéhez, mint négyzet-
szam négyzetszdmhoz, BG tehdt linedrisan 6sszemérhetd h-val (X. 9.).
BG négyzetértéke h négyzetével nagyobb GC-énél, BG négyzetértéke
tehat egy vele linedrisan OsszemérhetG szakasz négyzetével nagyobb
GC-énél. A teljes szakasz, BG, linearisan 6sszemérhet8 az adott ra-
cionélissal, a-val, BC tehat els6 apotomé.

Tal4ltunk tehat elsé apotomét, BC-t. Eppen ezt kellett keresni.

X. 86. Tétel

Keressiink mdsodik apotomét!

Vegyiik az a racionalist és az a-val linearisan 6sszemérhet6 GC-t. GC
tehdt raciondlis. Vegyiink két négyzetszdmot, DE-t és EF-et, melyek
kiilénbsége, DF, ne legyen négyzetszam (X.

29. 1. L.). Aranyuljék amint FD a DE-hez, a h

igy CG négyzete GB négyzetéhez (X. 6. K.). - ' 5
CG négyzete tehat Osszemérhetd GB négy-

zetével (X. 6.). GC négyzete raciondlis, B '__!F G
tehat GB négyzete is raciondlis (X. 12.), | |
tehdt BG racionalis. Minthogy GC négyzete 3 b
nem ugy aranylik GB négyzetéhez, mint négyzetszdm négyzetszadm-
hoz, CG linedrisan Osszemérhetetlen GB-vel (X. 9.). Mind a kett6
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raciondlis, CG és GB tehit csak négyzetesen Osszemérhet8 racio-
nalisok, BC tehat apotomé.

Azt is éllitom, hogy masodik.

Legyen ugyanis h négyzete az, amivel BG négyzete nagyobb GC
négyzeténél (X. 14. L.). Minthogy az ED szam tgy aranylik a DF szdm-
hoz, mint BG négyzete GC négyzetéhez, folforgatva DE {igy ardnylik
EF-hez, mint BG négyzete h négyzetéhez (V. 19. K.). Mind DE, mind
EF négyzetszam, BG négyzete tehat tigy aranylik h négyzetéhez, mint
négyzetszim négyzetszamhoz, BG tehét linearisan dsszemérhetd h-val
(X. 9.). BG négyzetértéke h négyzetével nagyobb GC-énél, és az illesz-
kedd szakasz, CG, osszemérhetd az adott a racionalissal, BC tehat
masodik apotomé.

Taldltunk tehat masodik apotomét, BC-t. Eppen ezt kellett meg-
mutatni.

X. 87. Tétel
Keressiink harmadik apotomét!
Vegyiik az a racionalist, és vegyiink harom szédmot, e-t, BC-t és
CD-t, melyek nem tgy aranylanak egymdshoz, mint négyzetszam
négyzetszdmhoz, CB viszont gy ardnylik BD-

hez, mint négyzetszdm négyzetszdmhoz (X.29. @ k ;
1. L., VIII. 24.), és arinyuljék amint ¢ a BC- “Farial ¥
hez, igy a négyzete FG négyzetéhez, amint pe- = H G

dig BC a CD-hez, Ggy FG négyzete GH négyze- D
téhez (X. 6. K.). Minthogy a négyzete ugy |
ardnylik FG négyzetéhez, mint e a BC-hez, a B ¢
négyzete Gsszemérhet6 FG négyzetével (X. 6.). e
a négyzete raciondlis, tehat FG négyzete is ra- s
ciondlis, tehat FG racionélis. Minthogy e nem ugy aranylik BC-hez,
mint négyzetszam négyzetszimhoz, a négyzete sem ugy aranylik FG
négyzetéhez, mint négyzetszdm négyzetszdmhoz, a tehat linedrisan
Osszemérhetetlen FG-vel (X. 9.). Ismét, minthogy FG négyzete ugy
aranylik GH négyzetéhez, mint”’BC a CD-hez, FG négyzete $sszemér-
het§ GH négyzetével. FG négyzete raciondlis, tehat GH négyzete. is
raciondlis (X. 12.), tehdt GH raciondlis. Minthogy BC nem tligy ardny-
lik CD-hez, mint négyzetszam négyzetszamhoz, FG négyzeie sem gy
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aranylik GH négyzetéhez, mint négyzetszam négyzetszamhoz, FG
tehat linearisan Gsszemérhetetlen GH-val. Mind a kettd racionlis,
FG és GH tehat csak négyzetesen Osszemérhets raciondalisok, FH tehat
apotomé.

Azt is allitom, hogy harmadik.

Mivel amint e a BC-hez, Gigy aranylik a négyzete FG négyzetéhez,
amint pedig BC a CD-hez, tgy FG négyzete HG négyzetéhez, egyenlG
sok tagon 4t tehat amint e a CD-hez, ligy a négyzete HG négyzetéhez
(V. 22)). e nem tgy ardnylik CD-hez, mint négyzetszim négyzetszim-
hoz, tehat a négyzete sem tigy ardnylik GH négyzetéhez, mint négyzet-
szam négyzetszimhoz, a tehat linedrisan Osszemérhetetlen GH-val
(X. 9.). Tehat sem FG, sem GH nem linedrisan 6sszemérhetS az adott
racionalissal, a-val. Legyen k négyzete az, amivel FG négyzete nagyobb
GH négyzeténél (X. 14. L.). Minthogy FG négyzete ugy aranylik GH
négyzetéhez, mint BC a CD-hez, folforgatva FG négyzete tigy ardny-
lik k négyzetéhez, mint BC a BD-hez (V. 19. K.). BC viszont Gigy arany-
lik BD-hez, mint négyzetszim négyzetszamhoz, tehat FG négyzete is
ugy aranylik k négyzetéhez, mint négyzetszam négyzetszamhoz, FG
tehat linedrisan 6sszemérhet§ k-val (X. 9.), és FG négyzetértéke egy
vele Osszemérhetd szakasz négyzetével nagyobb GH-énal. Sem FG,
sem GH nem linedrisan Osszemérhet8 az adott racionalissal, g-val,
FH tehat harmadik apotomé.

Talaltunk tehat harmadik apotomét, FH-t. Eppen ezt kellett meg-
mutatni.

X. 88. Tétel
Keressiink negyedik apotomét!
Vegyiik az a raciondlist és az a-val linedrisan 6sszemérheté BG-t.
BG tehét racionalis. Vegyiink tigy két szamot, DF-et és FE-t, hogy a
DE 0sszeg sem DF-hez, sem EF-hez ne ugy

a h aranyuljék, mint négyzetszam négyzetszam-
t—1  b————] hoz. Aranyuljék amint DE az EF-hez, ugy
c BG négyzete GC négyzetéhez (X. 6. K.). BG
Br——6 négyzete tehat dsszemérhet§ GC négyzetével
7 (X. 6.). BG négyzete racionalis, tehat GC

Dt 4 |E négyzete is raciondlis (X. 12.), tehidt GC




raciondlis. Minthogy DE nem gy aranylik EF-hez, mint négyzetszam
négyzetszamhoz, BG négyzete sem ugy aranylik GC négyzetéhez,
mint négyzetszam négyzetszamhoz, BG tehit linedrisan Gsszemér-
hetetlen GC-vel (X. 9.). Mind a kett6 racionalis, BG és GC tehat
csak négyzetesen Gsszemeérhetd racionalisok, BC tehit apotomé.

[Azt is allitom, hogy negyedik.]

Legyen ugyanis h négyzete az, amivel BG négyzete nagyobb GC
négyzeténél (X. 14. L.). Minthogy BG négyzete tigy aranylik GC négy-
zetéhez, mint DE az El-hez, folforgatva GB négyzete Ugy aranylik
h négyzetéhez, mint ED a DF-hez (V. 19. K.). ED nem ugy aranylik
DF-hez, mint négyzetszam négyzetszamhoz, tehat GB négyzete sem
agy ardnylik A négyzetéhez, mint négyzetszdm négyzetszimhoz, BG
tehét linedrisan Osszemérhetetlen h-val (X. 9.). BG négyzetértéke h
négyzetével nagyobb GC-énél, BG négyzetértéke tehit egy vele Ossze-
mérhetetlen szakasz négyzetével nagyobb GC-énél. A teljes BG lineari-
san Osszemérhet6 az adott racionalissal, a-val, BC tehat negyedik
apotomé.

Talaltunk tehat negyedik apotomét. Eppen ezt kellett megmutatni.

X. 89. Tétel

Keressiink otodik apotomet!

Vegyiik az a racionalist, és legyen CG linedrisan 6sszemérhetd a-val.
CG tehat racionalis. Vegyiink ugy két szamot, DF-et és FE-t, hogy
ismét DE sem DF-hez, sem FE-hez ne gy aranyuljék, mint négyzet-
szam négyzetszamhoz, és aranyuljék amint

FE az ED-hez, ugy CG négyzete GB négyze- a h
téhez (X. 6. K.). Ekkor GB négyzete is racio- +H—— ! J
nélis (X. 6., 12.), tehat GB is raciondlis. Mint- c

hogy BG négyzete tgy ardnylik GC négyzeté- B H—+———G
hez, mint DE az EF-hez, és DE nem ugy F
aranylik EF-hez, mint négyzetszAm négyzet- D' — £

szamhoz, BG négyzete sem ugy aranylik GC
négyzetéhez, mint négyzetszam négyzetszamhoz, BG tehat linedrisan
osszemérhetetlen GC-vel (X. 9.). Mind a ketté raciondlis, BG és GC
tehat csak négyzetesen Osszemérhetd raciondlisok, BC tehat apotomé.
Azt is allitom, hogy 6todik.
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Legyen ugyanis h négyzete az, amivel BG négyzete nagyobb GC
négyzeténél (X. 14. L.). Minthogy DE tigy aranylik EF-hez, mint BG
négyzete GC négyzetéhez, folforgatva BG négyzete tigy ardnylik h négy-
zetéhez, mint ED a DF-hez (V. 19. K.). ED nem ftigy aranylik DF-hez,
mint négyzetszam négyzetszamhoz, tehat BG négyzete sem gy ardny-
lik h négyzetéhez, mint négyzetszdm négyzetszamhoz, BG tehat lineari-
san Osszemérhetetlen h-val (X. 9.). BG négyzetértéke h négyzetével
nagyobb GC-énél, GB négyzetértéke tehat egy vele linedrisan Ossze-
mérhetetlen szakasz négyzetével nagyobb GC-énél. Az illeszkedé CG
linedrisan 6sszemérhet§ az adott raciondlissal, a-val, BC tehit 6todik
apotomé.

Talaltunk tehat 6todik apotomét, BC-t. Eppen ezt kellett meg-
mutatni. \

X. 90. Tétel

Keressiink hatodik apotomét!

Vegyiik az a racionalist és harom szamot, e-t, BC-t és CD-t, melyek
nem Ugy ardnylanak egymashoz, mint négyzetszam négyzetszamhoz,
tovabba CB a BD-hez sem 1igy aranyuljék, mint négyzetszém négy-
zetszdmhoz. Aranyuljék amint e a BC-hez, gy a négyzete FG négy-
zetéhez, amint pedig BC a CD-hez, gy FG négyzete GH négyzetéhez
(X. 6. K.).

Minthogy a négyzete tgy aranylik FG négyzetéhez, mint e a BC-

hez, a négyzete 6sszemérheté FG négyzetével

a k (X. 6.). a négyzete racionalis, tehiat FG négy-

e 1 zete is raciondlis, tehat FG is racionélis. Mint-
hogy e nem tigy aranylik BC-hez, mint négy-

F ———( zetszam négyzetszamhoz, a négyzete sem gy

e aranylik FG négyzetéhez, mint négyzetszdm

B F——+—{ 1 négyzetszamhoz, a tehat linedrisan Ossze-
mérhetetlen FG-vel (X. 9.). Ismét, minthogy

FG négyzete Ggy aranylik GH négyzetéhez, mint BC a CD-hez,
FG négyzete GsszemérhetS GH négyzetével. FG négyzete raciona-
lis, tehat GH négyzete is raciondlis (X. 12.), tehadt GH is racionalis.
Minthogy BC nem ugy aranylik CD-hez, mint négyzetszam négyzet-
szdmhoz, FG négyzete sem ugy aranylik GH négyzetéhez, mint négy-
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zetszam négyzetszamhoz, FG tehat linedrisan Osszemérhetetlen GH-
val. Mind a kettd racionalis, FG és GH tehat csak négyzetesen Ossze-
mérhetd racionalisok, FH tehat apotomé.

Azt is allitom, hogy hatodik.

Mivel amint e a BC-hez, ugy ardnylik a négyzete I'G négyzetéhez,
amint pedig BC a CD-hez, gy FG négyzete GH négyzetéhez, egyenld
sok tagon At tehat amint e a CD-hez, gy ¢ négyzete GH négyzetéhez
(V. 22.). e nem tigy aranylik CD-hez, mint négyzetszdm négyzetszam-
hoz, tehat a négyzete sem ugy aranylik GH négyzetéhez, mint négyzet-
szdm négyzelszdmhoz, a tehat linedrisan Osszemérhetetlen GH-val
(X. 9.). Tehat sem FG, sem GH nem linearisan 6sszemérhetd az a ra-
cionalissal. Legyen k négyzete az, amivel FG négyzete nagyobb GH
négyzeténél (X. 14. L.). Minthogy FG négyzete tigy aranylik GH négy-
zetéhez, mint BC a CD-hez, félforgatva FG négyzete tigy aranylik &
négyzetéhez, mint CB a BD-hez (V. 19. K.). CB viszont nem ugy ardny-
lik BD-hez, mint négyzetszam négyzetszamhoz, tehat FG négyzete
sem ugy aranylik k négyzetéhez, mint négyzetszam négyzetszamhoz,
I'G tehat linearisan Osszemérhetetlen k-val (X. 9.). FG négyzetértéke
k négyzetével nagyobb GH-énél, FG négyzetéricke tehit egy vele line-
arisan Gsszemérhetetlen szakasz négyzetével nagyobb GH-énél. Sem
FG, sem GH nem linearisan dsszemérhets az adott racionélissal, a-val,
FH tehat hatodik apotomé.

Taldltunk tehat hatodik apotomét, FH-t. Eppen ezt kellett meg-
mutatni.

DAl O EaTete]

Ha egy idomot a raciondlis és egy elsd apotomé fog kdzre, akkor a
szakasz, melynek az idom négyzetértéke, apotomé.

Fogja ugyanis kozre az AB idomot az AC racionélis és egy AD els6
apotomé. Azt allitom, hogy a szakasz, melynek négyzetértéke 4B,
apotomé.

Miutan AD els6 apotomé, illeszkedjék hat hozzd DG. Ekkor AG és
GD csak négyzetesen dsszemérhetd raciondlisok, a teljes AG Gssze-
mérhetd az adott raciondlissal, 4C-vel, és AG négyzetértéke egy vele
linedrisan Gsszemérhet8 szakasz négyzetével nagyobb GD-énél, ha
tehat DG négyzetének negyedrészével egyenld paralelogrammat illesz-
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tiink AG-hez ugy, hogy egy négyzet marad fonn, akkor AG 6sszemér-
het8 darabokra bomlik (X. 17.). Legyen E a DG felezGpontja (I. 10.),
és illessziink AG-hez egy EG négyzetével egyenlS paralelogrammat

— legyen ez az AF és FG kozotti — gy, hogy
D EF G ©gy négyzet maradjon fnn (VL. 28.). AF tehat
Osszemérhet6 FG-vel. Huzzuk meg az E, F, il-
letve G pontokon at AC-vel parhuzamosan EH-t,
C K Frt, illetve GK-t (1. 31.).

N Minthogy AF linearisan dsszemérheté FG-vel,

L P AG linedrisan 6sszemérhet6 mind AF-fel, mind
skWlo  FG-vel (X.15). AG Ssszemérhet§ AC-vel, tehat
X ar mind AF, mind FG linedrisan Gsszemérhetd AC-

R - M vel (X. 12.). AC racionélis, tehat mind AF, mind

FG racionalis, ugyhogy mind AI, mind FK
raciondlis (X. 19.). Minthogy DE linedrisan &sszemérhet8 EG-vel,
DG is lineérisan 0sszemérhet6 DE-vel és EG-vel (X. 15.). DG racio-
nalis és linedrisan &sszemérhetetlen AC-vel (X. 13.), DE és EG
tehat raciondlis és linedrisan dsszemérhetetlen AC-vel (X. 12-13.), DH
és EK tehat medialis.

Vegyiink egy AI-vel egyenld LM négyzetet, €s vonjunk le belGle gy
egy FK-val egyenl8 NO négyzetet, hogy az LPM szogiik k6zos legyen
(IL. 14.). Ekkor az LM, NO négyzetek ugyanazon 4tl6 mellett feksze-
nek (VL. 26.). Legyen PR az atlojuk, és rajzoljuk meg az abrat. Mint-
hogy az AF és FG kozotti téglalap egyenl6 EG négyzetével, AF tugy
aranylik EG-hez, mint EG az FG-hez (VI. 17.). Amint viszont AF az
EG-hez, ugy aranylik AI az EK-hoz, amint pedig EG az FG-hez, tgy
EK a KF-hez (VI. 1.), AI-nek és KF-nek tehat kozépardnyosa EK
(V. 11.). LM-nek és NO-nak MN a kozépardnyosa — mint fontebb
megmutattuk (X. 54. L.) -, Al egyenl8 az LM négyzettel és KF egyenl6
NO-val, MN tehét egyenl EK-val. EK egyenl6 DH-val, MN pedig
egyenl8 LO-val (I. 43.), DK tehat egyenld az UVX gnémoén és NO
Osszegével. AK egyenlS az LM, NO négyzetek dsszegével, az AB kii-
16nbség tehat egyenld ST-vel. ST az LN négyzete, LN négyzete tehat
egyenl6 AB-vel, azaz AB az LN négyzetértéke.

Azt llitom, hogy LN apotomé,
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Minthogy AI és FK racionalis és egyenlé LM-mel, illetve NO-val,
LM és NO, azaz LP, illetve PN négyzete racionilis, tehdt LP és PN
is raciondlis. Masrészt, minthogy DH mediilis és egyenlé LO-val,
LO is medidlis. Minthogy LO mediélis NO pedig racionélis, LO &ssze-
mérhetetlen NO-val (X. 13.). LP ugy ardnylik PN-hez, mint LO az
NO-hoz (VI. 1.), LP tehat linearisan Osszemérhetetlen PN-nel (X.
11.). Mind a ketté racionalis, LP és PN tehit csak négyzetesen
Osszemérhets racionalisok, LN tehat apotomé. S négyzetértéke az AB
idom, a szakasz tehat, melynek négyzetértéke az AB idom, apotomé.

Ha tehat egy idomot egy raciondlis. . . stb.

F.: X. 108.

Xe90Fere]
Ha egy idomot a raciondlis és egy mdsodik apotomé fog kozre, ak-
kor a szakasz, melynek az idom négyzetértéke, elsé medidlapotomé.
Fogja kozre ugyanis az 4B idomot az AC racionalis és egy 4D méso-
dik apotomé. Azt allitom, hogy a szakasz, melynek négyzetértéke az
AB idom, elsd medidlapotomé.
Illeszkedjék ugyanis AD-hez DG. Ekkor AG és GD csak négyzete-
sen Osszemérhet6 racionalisok, az illeszkedd

DG dsszemérhets az adott AC raciondlissal, és 4 2 & F -
a teljes AG négyzetértéke egy vele Osszemérhetd

szakasz négyzetével nagyobb GD-énél. Minthogy c K
AG négyzetértéke egy vele OsszemérhetS szakasz B H/
négyzetével nagyobb GD-énél, ha GD négyze- N

tének negyedrészével egyenlS paralelogrammét L P
illesztiink AG-hez ugy, hogy egy négyzet marad  § - 0
fonn, akkor AG osszemérhetd darabokra bom- Xk

: _ : u

lik (X. 17.). Legyen E a DG felezGpontja (1. 10.), R T M

és illessziink AG-hez egy EG négyzetével egyen-

18 paralelogrammat — legyen ez az AF és FG kozotti — ugy, hogy egy

négyzet maradjon fonn (VI. 28.). AF tehat linedrisan Gsszemérhetd

FG-vel és AG lineérisan Gsszemérhetd AF-fel és FG-vel (X. 15.). AG

raciondlis és linedrisan dsszemérhetetlen AC-vel (X. 13.), AF és I'G

tehat szintén raciondlis és linearisan osszemérhetetlen AC-vel (va.),

Al és FK tehat medidlis, Masrészt, minthogy DE OsszemérhetS EG-
3



vel, DG is 0Osszemérhet6 DE-vel és EG-vel (X. 15.). DG lineérisan
oOsszemérhetd AC-vel, [DE és EG tehat raciondlis és linedrisan Osz-
szemérhet6 AC-vel (X. 12.)] DH és EK tehat racionalis (X. 19.).

Szerkessziink egy AI-vel egyenld LM négyzetet, és vonjunk le beldle
ugy egy FK-val egyenl6 NO négyzetet, hogy az LPM szogiik kozds
legyen (I1. 14.). Ekkor az LM, NO négyzetek ugyanazon atlé mellett
fekszenek (VI. 26.). Legyen PR az atlojuk, és rajzoljuk meg az 4brat.
Minthogy AI és FK medialis €s egyenld LP, illetve PN négyzetével, LP
és PN négyzete is medialis, tehat LP és PN is medidlisok és négyzetesen
osszemérhetdk (V1. 1., X. 11.). Minthogy az AF és FG kozotti tégla-
lap egyenlé EG négyzetével, AF hgy aranylik EG-hez, mint EG az
FG-hez (V1. 17.). Amint viszont AF az EG-hez, tigy aranylik AJ az
EK-hoz, amint pedig EG az FG-hez, gy EK az FK-hoz (V1. 1.), AI-nek
és FK-nak tehat kozépardnyosa EK (V. 11.). Az LM, NO négyzetek-
nek kozéparanyosa MN (X. 54. L.), Al egyenl6 MN-nel és FK az
NO-val, tehit MN is egyenl6 EK-val. EK-val egyenl6 DH, MN-nel
pedig egyenlé LO (1. 43.), a teljes DK tehat egyenlS az UVX gnémon
és NO Osszegével. Minthogy a teljes AK egyenlé LM és NO Osszegével
s ebbdl DK egyenl6 az UV X gnémdn és NO Osszegével, a maradék AB
egyenld T'S-sel. T'S az LN négyzete, LN négyzete tehat egyenlS az AB
idommal, LN négyzetértéke tehat az 4B idom.

Azt allitom, hogy LN elsé medidlapotomé.

Minthogy ugyanis EK racionalis és egyenlé LO-val, LO, azaz az LP
és PN kozotti téglalap racionalis. NO-rél megmutattuk, hogy medialis,
LO tehat Osszemérhetetlen NO-val (X. 13.). Amint viszont LO az
NO-hoz, tgy ardnylik LP a PN-hez (VL. 1.), LP és PN tehat linearisan
osszemérhetetlenek (X. 11.). LP és PN tehat olyan csak négyzetesen
Osszemérhetd medidlis szakaszok, melyek raciondlis téglalapot fognak
kozre, LN tehat elsG medidlapotomé, s négyzetértéke az AB idom.

A szakasz tehit, melynek az AB idom négyzetértéke, els6 medidl-
apotomé. Eppen ezt kellett megmutatni.

HisaXa )Y dilels

X. 93. Tétel
Ha egy idomot a raciondlis és egy harmadik apotomé fog kézre, ak-
kor a szakasz, melynek az idom négyzetértéke, masodik medialapotomé,
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Fogja ugyanis kozre az AB idomot az AC racionélis és egy AD
harmadik apotomé. Azt allitom, hogy a szakasz, melynek négyzet-
értéke az AB idom, masodik medidlapotomé.

Illeszkedjék ugyanis AD-hez DG. Ekkor AG és GD csak négyzetesen
osszemérhet8 raciondlisok, sem AG, sem GD
nem linedrisan Gsszemérhet$ az adott AC racio- A D EF G
nalissal, és a teljes AG négyzetérteke egy vele
Osszemérhetl szakasz négyzetével nagyobb az

illeszkeds DG-énél. Minthogy AG négyzetér- C —5 7 K
téke egy vele Osszemérheté szakasz négyzeté- N

vel nagyobb GD-énél, ha DG négyzetének L AP
negyedrészével egyenld paralelogrammit illesz- g £l 0
tink AG-hez gy, hogy egy négyzet marad X

fonn, akkor AG Osszemérhet8 darabokra fog R UT M
bomlani (X. 17.). Legyen hit E a DG felezG-

pontja (I. 10.) és illessziink AG-hez egy EG négyzetével egyenld
paralelogrammaét — legyen ez az AF és FG kozotti — gy, hogy egy
négyzet maradjon fonn (VI. 28.). Huzzuk az E, F, illetve G ponto-
kon 4t AC-vel parhuzamosan EH-t, FI-t, illetve GK-t (I. 31.).
AF és FG tehat OsszemérhetSk, tehat Al is OsszemérhetG FK-val
(VL 1., X. 11.). Minthogy AF és FG linedrisan 6sszemérhetSk, AG
linearisan OsszemérhetG AF-fel és FG-vel (X. 15.). AG raciondlis és
linedrisan dsszemérhetetlen AC-vel, tgyhogy AF és I'G is az (X. 13.).
AI és FK tehat medialis. Mdsrészt, minthogy DF linedrisan Gsszemér-
het6 EG-vel, DG is linedrisan 6sszemérhet8 DE-vel és EG-vel (X. 15.).
GD raciondlis és linedrisan Osszemérhetetlen AC-vel, DE és EG is
racionalis tehat és linedrisan Osszemérhetetlen AC-vel, DH és EK
tehat medidlis. Minthogy AG és GD csak négyzetesen OsszemérhetG,
AG lineérisan Osszemérhetetlen GD-vel. AG linearisan Osszemérhetd
AF-fel, DG pedig EG-vel, AF tehat linearisan osszemérhetetlen £G-vel
(X. 13.). Amint viszont AF az EG-hez, Ggy ardnylik Al az EK-hoz
(VL. 1.), AI tehat Gsszemérhetetlen EK-val (X. 11.).

Szerkessziink hat egy Al-vel egyenlé LM négyzetet, és vonjunk le
beldle tgy egy FK-val egyenlé NO négyzetet, hogy az egyik szdge kozos
legyen LM-mel (11. 14.). Ekkor LM és NO ugyanazon atlé6 mellett
fekszenek (VI. 26.). Legyen PR egy atljuk, és rajzoljuk meg az abrat.
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Minthogy az AF és FG kozotti téglalap egyenlé EG négyzetével, AF
agy aranylik EG-hez, mint EG az FG-hez (V1. 17.). Amint viszont
AF az EG-hez, ugy aranylik Al az EK-hoz, amint pedig EG az FG-hez,
gy EK az FK-hoz (VI. 1.), amint tehat AI az EK-hoz, ugy EK az FK-
hoz (V. 11.), AI-nek és FK-nak tehat kozéparanyosa EK. Masrészt
az LM, NO négyzeteknek kozépardnyosa MN (X. 54. L.) és Al
egyenl6 LM-mel, FK pedig NO-val, EK tehat egyenl6 MN-nel. MN
egyenl6 LO-val (1. 43.), EK egyenlé DH-val, a teljes DK tehat egyenld
az UV X gnémon €s NO Osszegével. AK egyenlé LM és NO Osszegével,
a maradék 4B tehat egyenlS ST-vel, azaz LN négyzetével, LN négyzet-
értéke tehat az AB idom.

Azt allitom, hogy LN masodik medidlapotomé.

Minthogy ugyanis megmutattuk, hogy A7 és FK medialis és egyenld
LP, illetve PN négyzetével, LP és PN négyzete medialis, LP és PN
tehat medialis. Minthogy Al 6sszemérhet8 FK-val (VI. 1., X. 11.), LP
négyzete is Osszemérhet6 PN négyzetével. Viszont, minthogy meg-
mutattuk, hogy A4I Gsszemérhetetlen EK-val, LM is 6sszemérhetetlen
MN-nel, azaz LP négyzete az LP és PN kozotti téglalappal, tgyhogy
LP is osszemérhetetlen PN-nel (X. 22. L., 11.), LP és PN tehit csak
négyzetesen Osszemérhetd medialisok.

Azt is allitom, hogy medidlis teriiletet fognak kozre.

Minthogy ugyanis megmutattuk, hogy EK medidlis és egyenl§ az
LP és PN kozotti téglalappal, az LP és PN kozotti téglalap is medialis,
ugyhogy LP és PN olyan, csak négyzetesen Osszemérhet§ medialisok,
melyek medialis téglalapot fognak kodzre, LN tehat méasodik medial-
apotomé; s négyzetértéke az 48 idom.

A szakasz tehdt, melynek négyzetértéke az AB idom, mdasodik
medidlapotomé. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: X. 110.

X. 94. Tétel
Ha egy idomot a raciondlis és egy negyedik apotomé fog kozre,
akkor a szakasz, melynek az idom négyzetértéke, minor.
Fogja kozre ugyanis az AB idomot az AC raciondlis és egy AD
negyedik apotomé. Azt allitom, hogy a szakasz, melynek négyzet-
értéke az AB idom, minor.
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Illeszkedjék ugyanis AD-hez DG. Ekkor AG és GD csak négyzete-
sen osszemérhets raciondlisok, AG linearisan Osszemérhet8 az adott
AC raciondlissal és a teljes AG négyzetértéke egy vele linedrisan dssze-
mérhetetlen szakasz négyzetével nagyobbazillesz-
ked6 DG-¢énél. Minthogy AG négyzetértéke egy A DVYESS G
vele linedrisan Osszemérhetetlen szakasz négyze-
tével nagyobb GD-énél, ha DG négyzetének ne-
gyedrészével egyenld paralelogrammat illesztiink ¢ K
& B HI

AG-hez tigy, hogy egy négyzet marad fénn, akkor N

AG 8sszemérhetetlen darabokra fog bomlani (X. L 7P
18.). Legyen hét E a DG felezGpontja (1. 10.), és S £ 0
illessziink AG-hez egy EG négyzetével egyenl§ pa- X U =

M

ralelogrammat — legyen ez az AF és FG kozotti — R
ugy, hogy egy négyzet maradjon fonn (VI. 28.). T

AF tehat linearisan 6sszemérhetetlen FG-vel. Hazzuk E-n, F-en, illetve
G-n at AC-vel és BD-vel parhuzamosan EH-t, FI-t, illetve GK-t (1. 31.).
Minthogy AG raciondlis és linedrisan Osszemérhet6 AC-vel, a teljes
AK is racionalis (X. 19.). Masrészt, minthogy DG linedrisan 6sszemér-
hetetlen AC-vel és mind a kett§ raciondlis, DK medialis. Tovibba,
minthogy AF linedrisan Gsszemérhetetlen FG-vel, Al is Gsszemérhe-
tetlen FK-val (VI. 1., X. 11.). Szerkessziink egy Al-vel egyenlé LM
négyzetet, és vonjunk le belSle tigy egy FK-val egyenld NO négyzetet,
hogy az LPM szogiik kozos legyen (II. 14.). Ekkor az LM, NO négy-
zetek ugyanazon atlé mellett fekszenek (VI. 26.). Legyen PR az 4atlo6-
juk, és rajzoljuk meg az abrat. Minthogy az AF és FG kozotti téglalap
egyenld EG négyzetével, AF Ggy aranylik EG-hez, mint EG az FG-hez
(V1. 17.). Amint viszont AF az EG-hez, Gigy arénylik AI az EK-hoz,
amint pedig EG az FG-hez, tigy EK az FK-hoz (V1. 1.), AI-nek és FK-
nak tehat kozéparanyosa EK. Az LM, NO négyzeteknek kozépara-
nyosa MN (X. 54. L.) és AI egyenl6 LM-mel, FK pedig NO-val, EK
tehat egyenl6 MN-nel. EK egyenl8 DH-val, MN egyenl§ LO-val (I.
43.), a teljes DK tehdt egyenl6 az UV X gnémoén és NO Osszegével.
Minthogy a teljes AK egyenl6 az LM, NO négyzetek Osszegével, s
ebb6l DK egyenld az UVX gnémén és az NO négyzet Osszegével, a
maradék 4B egyenld ST-vel, azaz LN négyzetével, LN négyzetértéke
tehat az AB idom.
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Azt 4llitom, hogy LN irracionalis, un. minor.

Minthogy ugyanis 4K racionalis és egyenl6 LP és PN négyzetGssze-
gével, LP és PN négyzetosszege raciondlis. Masrészt, minthogy DK
medidlis és DK egyenlS az LP és PN kozotti téglalap kétszeresével,
az LP és PN kozotti téglalap kétszerese medidlis. Minthogy megmutat-
tuk, hogy AI 6sszemérhetetlen FK-val, LP négyzete is Osszemérhetet-
len PN négyzetével. LP és PN tehat olyan négyzetesen Gsszemérhetet-
len szakaszok, melyek négyzetisszege racionalis, az altaluk kozre-
fogott téglalap kétszerese pedig medidlis, LN tehat irraciondlis (X.
76.), un. minor; s az AB idom a négyzetértéke.

A szakasz tehat, melynek négyzetértéke az 4B idom, minor. Eppen
ezt kellett megmutatni.

F.: X 1085 XHI. 11.

X. 95, Tétel

Ha egy idomot a raciondlis és egy 6tddik apotomé fog kozre, akkor a
szakasz, melynek az idom négyzetértéke, négyzetértékben medidlis
minusz raciondlis.

Fogja kozre ugyanis az AB idomot az AC racionalis és egy AD 6t6-
dik apotomé. Azt 4llitom, hogy a szakasz, melynek négyzetértéke az
AB idom, négyzetértékben medialis minusz racionalis.

Tlleszkedjék ugyanis AD-hez DG. Ekkor AG és GD csak négyzetesen

dsszemérhet6 raciondlisok, az illeszked6 GD li-
0 a5 G nearisan Osszemérhetd az adott AC raciondlissal
és a teljes AG négyzetértéke egy vele Osszemér-
hetetlen szakasz négyzetével nagyobb az illesz-

Crpny K keds DG-énél. Ha tehat DG négyzetének ne-
N gyedrészével egyenl§ paralelogrammat illesz-

L P tink AG-hez ugy, hogy egy négyzet marad
A fonn, akkor AG Osszemérhetetlen darabokra

S XU»-" fog bomlani (X. 18.). Legyen hat E a DG
R M felez6pontja (I. 10.) és illessziink AG-hez egy

T EG négyzetével egyenl0 paralelogrammat —
legyen ez az AF ¢és FG kozotti — ugy, hogy egy négyzet marad-
jon fonn (VI. 28.). AF tehat linearisan Osszemérhetetlen FG-vel.
Minthogy AG linedrisan Osszemérhetetlen CA-val és mind a kettd

376




racionélis, AK medidlis. Masrészt, minthogy DG racionalis és linedrisan
Osszemérhet6 AC-vel, DK racionalis (X. 19.). Szerkessziink egy AI-
vel egyenl6 LM négyzetet, és vonjunk le belGle gy egy FK-val egyenld
NO négyzetet, hogy az LPM szogiik kozos legyen (I1. 14.). Ekkor az
LM, NO négyzetek ugyanazon atldo mellett fekszenek (VI. 26.). Le-
gyen PR az atlgjuk, és rajzoljuk meg az abrat. Hasonloképp mutathaté
meg, hogy LN négyzetértéke az AB idom.

Azt allitom, hogy LN négyzetértékben medialis minusz racionalis.

Minthogy ugyanis megmutattuk, hogy 4K medialis és egyenlé LP
és PN négyzetosszegével, LP és PN négyzetosszege medidlis. Mdsrészt,
minthogy DK raciondlis és egyenls az LP és PN kozotti téglalap két-
szeresével, ez is racionalis. S minthogy Al 6sszemérhetetlen FK-val
(VL 1., X. 11.), LP négyzete is Osszemérhetetlen PN négyzetével. LP
és PN tehat olyan négyzetesen Osszemérhetetlen szakaszok, melyek
négyzetosszege medidlis, az altaluk kozrefogott téglalap kétszerese
pedig raciondalis, az LN maradék tehat irracionalis (X. 77.), Un.
négyzetértékben medidlis minusz raciondlis; s négyzetértéke az 4B
idom.

A szakasz tehit, melynek négyzetértéke az AB idom, négyzet-
értékben medidlis minusz racionalis. Eppen ezt kellett megmutatni.

X. 96. Tétel

Ha egy idomot a raciondlis és egy hatodik apotomé fog kozre, akkor
a szakasz, melynek az idom négyzetéricke, négyzetértékben medidlis
minusz medidlis.

Fogja kozre ugyanis az 4B idomot az AC racionalis és egy AD hato-
dik apotomé. Azt allitom, hogy a szakasz, mely- e
nek négyzetértéke az AB idom, négyzetértékben A4 G
mediélis minusz medialis.

llleszkedjék ugyanis AD-hez DG. Ekkor AG és K
GD csak négyzetesen dsszemérhetd raciondlisok, B
egyikdjiik sem linedrisan Osszemérhetl az adott N
AC racionélissal és a teljes AG négyzetértéke egy L
vele line4risan 0sszemérhetetlen szakasz négyze- S X/1-
tével nagyobb DG-énél. Minthogy AG négyzetér- Ul M
téke egy vele linedrisan 0sszemérhetetlen szakasz R




négyzetével nagyobb GD-énél, ha DG négyzetének negyedrészével
egyenld paralelogrammat illesztiink AG-hez tigy, hogy egy négyzet ma-
rad fonn, akkor AG sszemérhetetlen darabokra fog bomlani (X. 18.).
Legyen hat E a DG felez6pontja (1. 10.), és illessziink AG-hez egy EG
négyzetével egyenld paralelogrammdt — legyenezaz AF és FG kozotti
— ugy, hogy egy négyzet maradjon fonn (VI. 28.). AF tehat line4risan
Osszemérhetetlen FG-vel. Amint viszont AF az FG-hez, ugy ardnylik
Al az FK-hoz (V1. 1.), AI tehat Osszemérhetetlen FK-val (X. 11.).
Minthogy AG és AC csak négyzetesen 8sszemérhetd raciondlisok,
AK medialis. Ismét, minthogy AC és DG raciondlisok és linedrisan
osszemérhetetlenek, DK is medidlis. Minthogy AG és GD csak négy-
zetesen Osszemérhet8k, AG linearisan Osszemérhetetlen GD-vel.
Amint viszont 4G a GD-hez, Ugy aranylik AK a KD-hez (VL. 1.),
AK tehat osszemérhetetlen KD-vel (X. 11.). Szerkessziink egy Al-vel
egyenlé LM négyzetet, és vonjunk le belble ugy egy FK-val egyenld
NO-t, hogy egy szogiik kozos legyen (II. 14.). Ekkor az LM, NO
négyzetek ugyanazon 4atl6 mellett fekszenek (VI. 26.). Legyen PR
az atléjuk, és rajzoljuk meg az abrit. A fontebbiekhez hasonldan
mutathaté meg, hogy LN négyzetértéke az AB idom.

Azt éllitom, hogy LN négyzetértékben medidlis minusz medilis.

Minthogy ugyanis megmutattuk, hogy AK medialis és egyenl8 LP
és PN négyzetosszegével, LP és PN négyzetosszege medidlis. Ismét
minthogy megmutattuk, hogy DK medidlis és egyenl8 az LP és PN
kozotti téglalap kétszeresével, az LP és PN kozotti téglalap kétszerese
is medidlis. S minthogy megmutattuk, hogy AK &sszemérhetetlen
DK-val, LP és PN négyzetosszege is Osszemérhetetlen az LP és PN
kozotti téglalap kétszeresével. Minthogy Al dsszemérhetetlen FK-val,
LP négyzete is 6sszemérhetetlen PN négyzetével. LP és PN tehat olyan
négyzetesen Osszemérhetetlen szakaszok, melyek négyzetdsszege me-
didlis, az altaluk kozrefogott téglalap kétszerese is medialis, és a
négyzetosszeg Osszemérhetetlen a téglalap kétszeresével. LN tehat
irraciondlis (X. 78.), un. négyzetértékben medidlis minusz medialis; s
négyzetértéke az AB idom.

A szakasz tehat, melynek négyzetértéke az idom, négyzetértékben
medialis minusz medi4lis. Eppen ezt kellett megmutatni.

BaiXa 140:
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X. 97. Tétel

Ha egy apotomé négyzetét a raciondlishoz illeszijiik, akkor a kelet-
kezd téglalap szélessége elsd apotomé lesz.

Legyen AB egy apotomé, CD a raciondlis, €s illessziink CD-hez egy
AB négyzetével egyenlé CF szélességli CE téglalapot (1. 41., 44.).
Azt allitom, hogy CF elsé apotomé.

Tlleszkedjék ugyanis 4B-hez BG. Ekkor AG és GB csak négyzetesen
osszemérhetS raciondlisok. Illessziink CD-hez

egy AG négyzetével egyenlé CH és egy BG B
négyzetével egyenlé KL tégialapot (va.). Ekkor Ar——iG

a teljes CL egyenlé AG és GB négyzetosszegé- F NK
vel, s ebb6l CE egyenl6 AB négyzetével, a ma- C M
radék FL tehat egyenl6 az AG és GB kozotti

téglalap kétszeresével (II. 7.). Legyen N az FM D L

felez8pontja (1. 10.) és htizzuk meg N-en 4t CD- E Q-H
vel parhuzamosan NO-t (I. 31.). Ekkor FO és
LN egyenlé az AG és GB kozotti téglalappal. Minthogy AG és GB
négyzetodsszege raciondlis (X. 15., 12.) és AG és GB négyzetosszegével
egyenlé DM, DM racionalis. A CD raciondlishoz illesztve CM a
szélessége, CM tehdt racionalis és linedrisan Gsszemérheté CD-vel
(X. 20.). Mésrészt, minthogy az AG és GB kozotti téglalap kétszerese
medialis és az AG és GB kozotti téglalap kétszeresével egyenlé FL,
FL medialis. A CD racionalishoz illesztve szélessége FM, FM tehat
racionalis é€s linedrisan Osszemérhetetlen CD-vel (X. 22.). Minthogy
AG ¢és GB négyzetosszege racionalis, az AG ¢és GB kozotti téglalap
kétszerese pedig medialis, AG és GB négyzetisszege Osszemérhetetlen
az AG és GB kozotti téglalap kétszeresével (X. 13.). AG és GB négy-
zetosszegével egyenld CL, az AG és GB kozotti téglalap kétszeresével
egyenlS FL, DM tehat 6sszemérhetetlen FL-lel. Amint viszont DM az
FL-hez, ugy aranylik CM az FM-hez (VI. 1.), CM tehat linearisan
Gsszemérhetetlen FAM-mel (X. 11.). Mind a ketts racionalis, CM és FM
tehat csak négyzetesen Osszemérhetd raciondlisok, CF tehat apotomé.

Aztis allitom, hogy elsé.

Minthogy ugyanis AG és GB négyzetének kozépardnyosa az AG és
GB kozotti téglalap (X. 54. L.), é AG négyzetével egyenl6 CH, BG
négyzetével egyenlS KL, az AG és GB kozotti téglalappal pedig egyenld
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NL, CH-nak és KL-nek kozéparanyosa NL, CH tehat tgy aranylik
NL-hez, mint NL a KL-hez. Amint viszont CH az NL-hez, gy ardny-
lik CK az NM-he¢z, amint pedig NL a KL-hez, ugy NM a KM-hez
(VL. 1), a CK és KM kozotti téglalap tehat egyenld NM négyzetével
(V. 11., VL. 17.), azaz FM négyzetének negyedrészével. Minthogy AG
négyzete Osszemérheté GB négyzetével, CH is Gsszemérhetd KL-lel.
Amint viszont CH a KL-hez, gy ardnylik CK a KM-hez (VI. 1.),
CK tehat osszemérhet§ KM-mel (X. 11.). Minthogy CM és MF két
nem egyenlé szakasz, F'M négyzetének negyedrészével egyenld para-
lelogrammat — a CK és KM kozotti téglalapot — illesztettiink CM-hez
ugy, hogy egy négyzet marad fonn, és CK Osszemérhet6 KM-mel,
CM négyzetértéke egy vele linedrisan 0sszemérhets szakasz négyzeté-
vel nagyobb MF-énél (X. 17.). CM linedrisan 8sszemérhetd az adott
CD racionélissal, CF tehat els6 apotomé.

Ha tehat egy apotomé négyzetét a racionalishoz illesztjiik, akkor a
keletkezd téglalap szélessége elsG apotomé lesz. Eppen ezt kellett meg-
mutatni.

B ol s dilile K XTI 6.

X. 98. Tétel
Ha egy elsé medidlapotomé négyzetét a raciondlishoz illesztjiik, akkor
a keletkezd téglalap szélessége mdsodik apotomé lesz.
Legyen AB egy els6 medidlapotomé, CD a racionalis, és illessziink
CD-hez egy AB négyzetével egyenld CF szélességli CE téglalapot
(1. 41., 44.). Azt éllitom, hogy CF masodik

B apotomé.
Ar——G Illeszkedjék ugyanis 4B-hez BG. Ekkor AG és
EPL N GB olyan, csak négyzetesen Gsszemérhetd me-

e

M dialisok, melyek racionalis téglalapot fognak koz-
re. Illessziink CD-hezegy AG négyzetével egyenld

D L CK szélességli CH és egy GB négyzetével egyen-
E-0H 16 KM szélességli KL téglalapot (ua.). Ekkor a
teljes CL egyenld AG és GB négyzetisszegével,

tehdt CL is medidlis (X. 15., 23. K.). A CD raciondlishoz illesztve szé-
lessége CM, CM tehat raciondlis és linedrisan Gsszemérhetetlen CD-vel
(X. 22.). Minthogy CL egyenl8 AG és GB négyzetosszegével és ebbdl
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AB négyzete egyenld CE-vel, a maradék, az AG és GB kozotti téglalap
kétszerese (II. 7.), egyenlS FL-lel. Az AG és GB kozotti téglalap két-
szerese racionalis (X. 6., 12.), FL tehat racionalis. Az FE racionalishoz
illesztve szélessége FFM, tehat FM is raciondlis €s linearisan Gsszemér-
heté CD-vel (X. 20.). Minthogy AG és GB négyzetdsszege, azaz CL,
medialis és az AG és GB kozotti téglalap kétszerese, azaz FL, racio-
nélis, CL tsszemérhetetlen FL-lel (X. 13.). Amint viszont CL az FL-
hez, Ggy ardnylik CM az FM-hez (V1. 1.), CM tehat linearisan Ossze-
mérhetetlen FM-mel (X. 11.). Mind a ketté raciondalis, CM és MF
tehat csak négyzetesen Osszemérhets racionalisok, CF tehat apotomé,

Azt is allitom, hogy masodik.

Legyen ugyanis N az FM felez6pontja (I. 10.) és hizzuk N-en at
C D-vel parhuzamosan NO-t (1. 31.). Ekkor mind FO, mind NL egyenld
az AG és GB kozotti téglalappal. Minthogy AG és GB négyzetének
kozéparanyosa az AG és GB kozotti téglalap (X. 54. L.), AG négyzete
egyenl6 CH-val, az AG és GB kozotti téglalap NL-lel, BG négyzete
pedig KL-lel, igy CH-nak és KL-nck kozéparanyosa NL, amint tehat
CH az NL-hez, gy aranylik NL a KL-hez. Amint viszont CH az NL-
hez, Gigy aranylik CK az NM-hez, amint pedig NL a KL-hez, gy NM az
MK-hoz (VI. 1.), amint tehdt CK az NM-hez, tigy NM a KM-hez
(V. 11.), a CK és KM kozotti téglalap tehat egyenl6 NM négyzetével
(VI. 17.), azaz FM négyzetének negyedrészével. [Minthogy AG négy-
zete Osszemérhetd BG négyzetével, CH is Osszemérhet6 KL-lel, azaz
CK a KM-mel (VI. 1., X. 11.).] Minthogy CM és MF két, nem egyenld
szakasz, FM négyzetének negyedrészével egyenld téglalapot —a CK és
KM kozottit — illesztettiink a nagyobb CM-hez tgy, hogy egy négyzet
maradt fonn és CM &sszemérhetS darabokra bomlik, CM négyzet-
értéke egy vele linedrisan dsszemérhetd szakasz négyzetével nagyobb
MF-énél (X. 17.). Az illeszkedd FM linedrisan dsszemérhetd az adott
CD racicnalissal, CF tehat masodik apotomé.

Ha tehat egy elsd medidlapotomé négyzetét a racionalishoz illeszt-
jiik, akkor a keletkezd téglalap szélessége mdasodik apotomé lesz.
Eppen ezt kellett megmutatni.

{ 95 G BRI

381



: X. 99. Tétel
Ha egy masodik medidlapotomé négyzetét a raciondlishoz illesztjiik,
akkor a keletkezd téglalap szélessége harmadik apotomé lesz.
Legyen AB egy masodik medidlapotomé, CD a raciondlis, és il-
lessziink CD-hez egy AB négyzetével egyenlé CF szélességli CE tégla-
lapot (I. 41., 44.). Azt allitom, hogy CF harmadik apotomé.
Hleszkedjék ugyanis AB-hez BG. Ekkor AG és GB olyan, csak négy-
zetesen Osszemérhet§ medidlisok, melyek me-
B didlis téglalapot fognak kozre. Illessziink CD-
Ar—+—G hez egy AG négyzetével egyenlé CK szélességl
E Nk CH és KH-hoz egy BG négyzetével egyenld
G M KM szélességii KL téglalapot (ua.). Ekkor a
teljes CL egyenld AG és GB négyzetisszegével
D | [és AG és GB négyzetdsszege medidlis (X. 15.,
£ O H 23. K.)], tehat CL is medialis. A CD racio-
nalishoz illesztve szélessége CM, CM tehat
racionalis €s linedrisan 6sszemérhetetlen CD-vel (X. 22.). Minthogy a
teljes CL egyenlS AG €és GB négyzetosszegével, s ebbdl CE egyenld
AB négyzetével, a maradék LF egyenl6 az AG és GB kozotti téglalap
kétszeresével (I1. 7.). Legyen N az FM felez6pontja (I. 10.), és hlizzuk
CD-vel parhuzamosan NO-t (1. 31.). Ekkor mind FO, mind NL egyenl6
az AG és GB kozotti téglalappal. Az AG és GB kozotti téglalap medié-
lis, tehat FL is medialis. Az EF racionalishoz illesztve szélessége FM,
FM tehat racionalis és linedrisan Osszemérhetetlen CD-vel (X. 22.).
Minthogy AG és GB csak négyzetesen Osszemérhet8, AG linearisan
osszemérhetetlen GB-vel, tehdt AG négyzete is Osszemérhetetlen az
AG ¢és GB kozotti téglalappal (X. 22. L., 11.). AG négyzetével Ossze-
mérhetd AG és GB négyzetosszege (X. 15.), az AG és GB kozétti
téglalappal pedig Osszemérhetd az AG ¢és GB kozotti téglalap két-
szerese (X. 6.), AG és GB négyzetisszege tehat Osszemérhetetlen az
AG és GB kozotti téglalap kétszeresével (X. 13.). AG és GB négyzet-
Osszegével egyenlé CL, az AG és GB kozotti téglalap kétszeresével
pedig FL, CL tehat Gsszemérhetetlen FL-lel. Amint viszont CL az
FL-hez, ugy ardnylik CM az FM-hez (VI. 1.), CM tehat linearisan
osszemérhetetlen FFM-mel (X. 11.). Mind a kettd racionalis, CM és MF
tehat csak négyzetesen Osszemérhetd raciondlisok, CF tehat apotomé,
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Aztis 4llitom, hogy harmadik.

Minthogy ugyanis AG négyzete OsszemérhetS GB négyzetével, CH
is osszemérhetd KL-lel, igyhogy CK is KM-mel (ua.). Minthogy AG és
GB négyzetének kozépardnyosa az AG és GB kozotti téglalap (X. 54.
L.), AG négyzetével egyenlé CH, GB négyzetével egyenlS KL, az AG
és GB kozotti téglalappal pedig egyenld NL, CH-nak és KL-nek k6zép-
ardnyosa NL, amint tehat CH az NL-hez, ugy ardnylik NL a KL-hez.
Amint viszont CH az NL-hez, gy ardnylik CK az NM-hez, amint
pedig NL a KL-hez, tigy NM a KM-hez (V1. 1.), amint tehat CK az
MN-hez, Gigy MN a KM-hez (V. 11.), a CK és KM kozotti téglalap
tehat egyenlS [MN négyzetével (V. 17.), azaz] FM négyzetének negyed-
részével. Minthogy CM és MF két nem egyenl szakasz, FM négyzeté-
nek negyedrészével egyenld téglalapot illesztettiink CM-hez gy, hogy
egy négyzet maradt fonn és CM Gsszemérhet6 darabokra bomlik,
CM négyzetértéke egy vele 6sszemérhets szakasz négyzetével nagyobb
MF-énél (X. 17.). Sem CM, sem MF nem linedrisan 6sszemérhet§ az
adott CD racionalissal, CF tehat harmadik apotomé.

Ha tehat egy masodik medidlapotomé négyzetét a raciondlishoz
illesztjitk, akkor a keletkezs téglalap szélessége harmadik apotomé
lesz. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.:X.111.K.

X. 100. Tétel
Ha egy minor négyzetét a raciondlishoz illesztjiik, akkor a keletkezd
téglalap szélessége negyedik apotomé lesz.
Legyen AB egy minor, CD a raciondlis, és illessziink CD-hez egy AB
négyzetével egyenlé CF szélességii CE téglala-

pot (I. 41., 44.). Azt allitom, hogy CF negyedik B

apotomé. Ar——G
Illeszkedjék ugyanis AB-hez BG. Ekkor AG F NK

és GB olyan négyzetesen Osszemérhetetlen sza- C M

kaszok, hogy AG és GB négyzetGsszege racio-

nalis, az AG és GB kozotti téglalap kétszerese D L

pedig medialis. Illessziink CD-hez egy AG négy- E OH
zetével egyenld CK szélességli CH és egy BG
négyzetével egyenld KM szélességli KL téglalapot (ua.). Ekkor a teljes
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CL egyenld AG és GB négyzetosszegével. AG és GB négyzetOsszege
raciondlis, tehat CL is raciondlis. A CD racionalishoz illesztve széles-
sége CM, CM tehat raciondlis és linedrisan osszemérhet8 CD-vel
(X. 20.). Minthogy a teljes CL egyenl§ 4G és GB négyzetisszegével,
és ebbdl CE egyenld AB négyzetével, a maradék FL egyenlS az AG és
GB kozotti téglalap kétszeresével (I1. 7.). Legyen N az FM felezGpontja
(I. 10.) és htizzuk N-en 4t CD-vel és ML-lel parhuzamosan NO-t
(I. 31.). Ekkor mind FO, mind NL egyenls az AG és G B kozotti tégla-
lappal. Minthogy az AG és GB kozotti téglalap kétszerese mediélis és
egyenld FL-lel, FL is medialis. Az FE racionalishoz illesztve szélessége
FM, FM tehat raciondlis és linedrisan Osszemérhetetlen CD-vel
(X. 22.). Minthogy AG és GB négyzetisszege racionalis, az AG és GB
kozotti téglalap kétszerese pedig medialis, AG és GB négyzetosszege
Osszemérhetetlen az AG és GB kozotti téglalap kétszeresével (X. 13.).
CL egyenld AG ¢s GB négyzetdsszegével, az AG és GB kozotti téglalap
kétszeresével pedig egyenlé FL, CL tehat Gsszemérhetetlen FL-lel.
Amint viszont CL az FL-hez, tugy aranylik CM az MF-hez (V1. 1.),
CM tehat linedrisan sszemérhetetlen MF-fel (X. 11.). Mind a kettd
racionalis, CM és MF tehat csak négyzetesen Osszemérhet6 raciondli-
sok, CF tehat apotomé.

Azt s allitom, hogy negyedik.

Minthogy ugyanis AG és GB négyzetesen Osszemérhetetlenek, AG
négyzete is Gsszemérhetetlen GB négyzetével. AG négyzetével egyenld
CH, GB négyzetével egyenld KL, CH tehat Osszemérhetetlen KL-lel.
Amint viszont CH a KL-hez, igy ardnylik CK a KM-hez, CK tehat
linedrisan dsszemérhetetlen KM-mel (ua.). Minthogy AG és GB négy-
zetének kozéparanyosa az AG €s GB kozotti téglalap (X. 54. L.), AG
négyzete egyenlé CH-val, GB négyzete KL-lel, az AG és GB kozotti
téglalap pedig NL-lel, CH-nak és KL-nek kozéparanyosa NL, amint
tehat CH az NL-hez, tigy aranylik NL a KL-hez. Amint viszont CH az
NL-hez, tgy aranylik CK az NM-hez, amint pedig NL a KL-hez, Ggy
NM a KM-hez (VI. 1.), amint tehat CK az NM-hez, ugy MN a KM-
hez (V. 11.), a CK és KM kozotti téglalap tehat egyenlé MN négyzeté-
vel (VL. 17)), azaz FM négyzetének negyedrészével. Minthogy CM és
MF két, nem egyenld szakasz, MF négyzetének negyedrészével egyenld
téglalapot — a CK és KM kozottit — illesztettiink CM-hez tigy, hogy egy
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négyzet maradt fonn és CM Osszemérhetetlen darabokra bomlik,
CM négyzetéricke egy vele Osszemérhetetlen szakasz négyzetével
nagyobb MF-énél (X. 18.). A teljes CM linearisan OsszemérhetS az
adott CD racionalissal, CF tehat negyedik apotomé.

Ha tehat egy minor négyzetét. . . stb.

Foa Xdlak.

X. 101. Tétel

Ha egy négyzetértékben medidlis minusz raciondlis négyzetét a
raciondlishoz illesztjitk, akkor a keletkezé téglalap szélessége otédik
apotomé.

Legyen AB egy négyzetértékben medidlis minusz racionalis, CD a
raciondlis, és illessziink CD-hez egy AB négyzetével egyenlé CF
szélességli CFE téglalapot (I. 41., 44.). Azt 4llitom, hogy CF 6t6dik
apotome.

Nleszkedjék ugyanis AB-hez BG. Ekkor AG és GB olyan négyzetesen
osszemérhetetlen szakaszok, melyek négyzetdsszege medidlis, az 4lta-
luk kozrefogott téglalap kétszerese pedig ra-

ciondlis. Illessziink C'D-hez egy AG négyzetével B

egyenl§ CH és egy GB négyzetével egyenls ArH——G
KL téglalapot (ua.). Ekkor a teljes CL egyenld F NK
AG és GB négyzetosszegével. AG és GB négy- C M
zetosszege medialis, tehat CL medidlis. A CD

raciondlishoz illesztve szélessége CM, CM te- ) L

hat raciondlis & Osszemérhetetlen CD-vel (X. E---0-H
22.). Minthogy a teljes CL egyenl6 AG és GB
négyzetosszegével, s belble CE egyenl8 4B négyzetével, a maradék FL
egyenl6 az AG és GB kozotti téglalap kétszeresével (II. 7.). Legyen
N az FM felez6pontja (I. 10.) és htizzuk N-en 4t CD-vel és ML lel
parhuzamosan NO-t (I. 30-31.). Ekkor mind FO, mind NL egyenl$
az AG és GB kozotti téglalappal. Minthogy az AG és GB kozotti
téglalap kétszerese raciondlis és egyenld FL-lel, FL raciondlis. Az EF
racionélishoz illesztve szélessége FM, FM tehat racionalis és linearisan
Osszemérhets CD-vel (X. 20.). Minthogy CL medidlis, FL pedig racio-
nalis, CL osszemérhetetlen FL-lel (X. 21., 13.). Amint viszont CL az
FL-hez, tgy aranylik CM az MF-hez (VI. 1.), CM tehat linedrisan
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osszemérhetetlen MF-fel (X. 11.). Mind a kettG racionalis, CM és
MF tehat csak négyzetesen Osszemérhetd raciondlisok, CF tehat
apotomeé.

Aztis dllitom, hogy 6todik.

Hasonléképp mutathaté meg, hogy a CK és KM kozotti téglalap
egyenldé NM négyzetével, azaz FM négyzetének negyedrészével.
Minthogy AG négyzete Osszemérhetetlen GB négyzetével, AG négyzete
egyenlé CH-val és GB négyzete KL-lel, CH Osszemérhetetlen KL-lel.
Amint viszont CH a KL-hez, tigy aranylik CK a KM-hez (V1. 1.),
CK tehat linedrisan 0sszemérhetetlen KA-mel (X. 11.). Minthogy CM
€s MF két, nem egyenld szakasz, FM négyzetének negyedrészével
egyenld téglalapot illesztettiink CM-hez tigy, hogy egy négyzet marad
fénn és CM Osszemérhetetlen darabokra bomlik, CM négyzetértéke
egy vele Osszemérhetetlen szakasz négyzetével nagyobb MF-énél
(X. 18.). Az illeszkedd FM osszemérhet6 az adott CD racionélissal,
CF tehét 6todik apotomé. Eppen ezt kellett megmutatni.

B X THEK:

X. 102. Tétel
Ha egy négyzetértékben medidlis minusz medidlis négyzetét a raciond-
lishoz illesztjiik, akkor a keletkezd téglalap szélessége hatodik apotomé.
Legyen AB egy négyzetértékben medialis minusz medidlis, CD a
raciondlis, és illessziink CD-hez egy AB négy-
B zetével egyenld CF szélességii CE téglalapot (I.
Ar——G 41., 44.). Azt allitom, hogy CF hatodik apotomé.
llleszkedjék ugyanis AB-hez BG. Ekkor AG

3 e o M ¢és GB olyan négyzetesen Osszemérhetetlen
szakaszok, hogy a négyzetosszegiik medialis, az
D L AG és GB kozotti téglalap kétszerese medialis,

E-OHN és AG és GB négyzetdsszege Osszemérhetetlen

az AG és GB kozotti téglalap kétszeresével.

Illessziink CD-hez egy AG négyzetével egyenlS CK szélességli CH és
egy BG négyzetével egyenld KL téglalapot (ua.). Ekkor a teljes CL
egyenl6 AG és GB négyzetosszegével, tehdt CL is medidlis. A CD
racionalishoz illesztve szélessége CM, CM tehat racionalis és linedrisan
Osszemérhetetlen CD-vel (X. 22.). Minthogy CL egyenl8 AG és GB

386



négyzetdsszegével, s bel6le CE egyenl6 AB négyzetével, a maradék FL
egyenlS az AG és GB kozotti téglalap kétszeresével (II. 7.). Az AG és
GB kozotti téglalap kétszerese medidlis, tehat FL is medidlis. Az FE
raciondlishoz illesztve szélessége FM, FM tehat racionalis €s linedrisan
asszemérhetetlen CD-vel (X. 22.). Minthogy AG és GB négyzetisszege
osszemérhetetlen az AG és GB kozotti téglalappal, és AG és GB négy-
zetosszegével egyenld CL, az AG és GB kozotti téglalap kétszeresével
pedig FL, CL 6sszemérhetetlen FL-lel. Amint viszont CL az FL-hez,
ugy ardnylik CM az MF-hez (VI.1.), CM tehat linedrisan Gsszemér-
hetetlen MF-fel (X. 11.). Mind a kett§ racionalis, CM és MF tehat
csak négyzetesen OsszemérhetS racionalisok, CF tehat apotomé.

Aztis allitom, hogy hatodik.

Minthogy ugyanis FL egyenl6 az AG és GB kozotti téglalap két-
szeresével, legyen hit FM felez6pontja N (I. 10.) és htizzuk N-en 4t
CD-vel parhuzamosan NO-t (I. 31.). Ekkor mind FO, mind NL egyenlG
az AG és GB kozotti téglalappal. Minthogy AG és GB négyzetesen
Osszemérhetetlenek, AG négyzete Osszemérhetetlen GB négyzetével.
AG négyzetével egyenls CH, GB négyzetével egyenlé KL, CH tehat
Osszemérhetetlen KZ-lel. Amint viszont CH KL-hez, gy aranylik
CK a KM-hez (VI. 1.), CK tehat dsszemérhetetlen KM-mel (X. 11.).
Minthogy AG és GB négyzetének kozépardnyosa az AG és GB kozotti
téglalap (X. 54. L.), AG négyzetével egyenlé CH, GB négyzetével
egyenl8 KL, az AG és GB kozotti téglalappal pedig egyenl NL, |CH-
nak és KL-nek k6zéparanyosa NL, amint tehat CH az NL-hez, Ggy
ardnylik NL a KL-hez. Es ugyanigy CM négyzetértéke egy vele
osszemérhetetlen szakasz négyzetével nagyobb MF-énél, és egyikdjiik
sem dsszemérhetS az adott C'D racionalissal, CF tehat hatodik apoto-
mé. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.:X.111. K.
X. 103. Tétel
Apotomeéval linedrisan oOsszemérhetd szakasz apotomé, mégpedig
ugyanannyiadik.

Legyen AB egy apotomé, és legyen CD linedrisan Osszemérhetd
AB-vel. Azt llitom, hogy CD is apotomé, mégpedig ugyanannyiadik,
mint AB,
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AB apotomé, illeszkedjék hat hozza BE. Ekkor AE és EB csak négy-
zetesen Osszemérhetd racionalisok. Legyen BE-nek DF-hez val6 ardnya
ugyanaz, mint AB-€ CD-hez (VI.12.). Amint egy-egy tag, ugy arany-
lanak az 6sszegek (V. 12.), AE tehat szintén tigy ardnylik CF-hez, mint

AB a CD-hez. AB linedrisan dsszemérhetd CD-vel,

B tehat AFE is osszemérheté CF-fel, BE pedig DF-fel

Ar———E (X.11.). AE és EB csak négyzetesen osszemérhetd

D racionalisok, tehat CF és FD is csak négyzetesen

CH—+——F {&sszemérhetd racionalisok (X. 12-13.). [CD tehat
apotomé.

Aztis allitom, hogy ugyanannyiadik, mint 4B].

Mivel AE gy ardnylik CF-hez, mint BE a DF-hez (V. 11.), folcserél-
ve AE ugy aranylik EB-hez, mint CF a FD-hez (V. 16.). AE négyzet-
értéke egy vele vagy Osszemérhet8, vagy Osszemérhetetlen szakasz
négyzetével nagyobb EB-énél. Ha AE négyzetértéke egy vele Ossze-
mérhetd szakasz négyzetével nagyobb EB-énél, akkor CF négyzet-
értéke is egy vele Osszemérhetd szakasz négyzetével nagyobb FD-énél
(X. 14.). S ha AE linearisan Osszemérhet6 az adott raciondlissal,
akkor CF is (X. 12.), ha EB, akkor DF is, ha pedig sem AF, sem EB,
akkor sem CF, sem FD (X. 13.). Ha AE négyzetértéke egy vele Ossze-
mérhetetlen szakasz négyzetével nagyobb [EB-énél], akkor CF négyzet-
értéke is egy vele Osszemérhetetlen szakasz négyzetével nagyobb FD-é-
nél (X. 14.). Ha AE linedrisan &sszemérheté az adott racionilissal,
akkor CF'is, ha BE, akkor DF is, ha pedig sem AE, sem EB, akkor sem
CF,sem FD.

CD tehat apotomé, mégpedig ugyanannyiadik, mint 4B. Eppen ezt
kellett megmutatni.

X. 104. Tétel

Medidlapotoméval ésszemérhetd szakasz medidlapotomé, mégpedig
ugyanannyiadik.

Legyen AB egy medialapotomé, és legyen CD linearisan Gsszemér-
het6 AB-vel. Azt allitom, hogy CD medialapotomé, mégpedig ugyan-
annyiadik, mint 4B.

AB medidlapotomé, legyen hat a hozza illeszkedé szakasz EB.
Ekkor AE és EB csak négyzetesen Osszemérheté medidlisok. Ardnyul-
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jék amint AB a CD-hez, ugy BE a DF-hez (V1. 12.). AEis 6sszemérhetd
tehat CF-fel, BE pedig DF-fel (V. 12., X. 11.). AE és EB csak négyzete-
sen Osszemérhet8 medidlisok, tehat CF és FD is
csak négyzetesen Osszemérhet6 medialisok (X. B
12-13., 23.), CD tehat mediélapotomsé. Apr——iF

Azt is 4llitom, hogy ugyanannyiadik, mint 4B. D

Mivel amint AE az EB-hez, ugy aranylik CF Cr—+——F
az FD-hez (V. 11., 16.), amint viszont AFE az
EB-hez, Ggy AE négyzete az AE és EB kozotti téglalaphoz,
amint pedig CF az FD-hez, Ggy CF négyzete a CI' és FD kozotti
téglalaphoz (X. 22. L.), amint tehat AE négyzete az AE és EB
kozotti téglalaphoz, tigy CF négyzete a CF és FD kozotti téglalaphoz
(V. 11.), és folcserélve amint AE négyzete CF négyzetéhez, igy az AE
és EB kozotti téglalap a CF és FD kozotti téglalaphoz (V. 16.). AE
négyzete Osszemérheté CF négyzetével, tehat az AE és EB kozotti
téglalap is Osszemérheté a CF és FD kozotti téglalappal (X. 11.).
Ha tehat az AE és EB kozotti téglalap racionalis, akkor a CF és FD
kozotti is racionalis, ha pedig az AE és EB kozotti téglalap medidlis,
akkor a CF és FD kozotti is medidlis (X. 23. K.).

CD tehat medidlapotomé, mégpedig ugyannyiadik, mint AB. Eppen
ezt kellett megmutatni.

X. 105. Tétel

Minorral dsszemérhetd szakasz minor.

Legyen ugyanis AB egy minor és CD Osszemérhetd 4B-vel. Azt alli-
tom, hogy CD is minor.

Jarjunk el ugyanugy. Minthogy AE és EB négyzetesen Osszemérhe-
tetlenek, CF és FD is négyzetesen Gsszemérhetet-
B lenek (X. 13.). Mivel amint AE az EB-hez, ngy
A+———E aranylik CF az FD-hez (V. 11-12., 16.), CF négy-
D zete ugy ardnylik FD négyzetéhez, mint AE négy-
Crt———F zete EB négyzetéhez (V1. 22.). Osszetéve tehat
amint AE és EB négyzetosszege EB négyzetéhez,
tgy CF és FD négyzetdsszege FD négyzetéhez (V. 18.) [és flcse-
rélve (V.16.)]. BE négyzete viszont Osszemérhet6 DF négyzetével,
tehat AE és EB négyzetosszege is Osszemérhet6 CF és FD négyzet-
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osszegével (X. 11.). AE és EB négyzetosszege racionalis, tehat CF és
FD négyzetosszege is racionalis (X. 12.). Ismét, mivel amint AE
négyzete az AE és EB kozotti téglalaphoz, uigy aranylik CF négyzete a
CF és FD kozotti téglalaphoz (X. 22. L.), és AE négyzete 6sszemérhetd
CF négyzetével, az AE és EB kozotti téglalap is 6sszemérhet§ a CF
és F'D kozotti téglalappal (V. 16., X. 11.). Az AE és EB kozotti téglalap
medialis (X. 76., D.), tehat a CF és FD kozotti téglalap is medidlis
(X. 23. K.), CF és FD tehat olyan, négyzetesen Osszemérhetetlen
szakaszok, melyek négyzetOsszege raciondlis, az altaluk koézrefogott
téglalap pedig medialis.
CD tehat minor. Eppen ezt kellett megmutatni.

X. 106. Tétel

Négyzetértékben medidlis minusz raciondlissal osszemérhetd szakasz
négyzetértélkcben medidlis minusz raciondlis.

Legyen AB egy négyzetértékben medidlis minusz racionalis, és CD
dsszemérhet8 AB-vel. Azt allitom, hogy CD is négyzetértékben me-
dialis minusz racionalis.

Legyen ugyanis BE az AB-hez illeszked$ szakasz. Ekkor AE és EB
olyan négyzetesen Osszemérhetetlen szakaszok,
hogy AE és EB négyzetdsszege medialis, az 4ltaluk

Ar———E szrefogott téglalap pedig raciondlis. Végezziik el
D ugyanazokat a Iépéseket. Az el6z8ekhez hasonléan
CH———F mutathaté meg, hogy CF és FD arinya ugyanaz,
mint AE-é és EB-é, és Osszemérhet6 AE és EB
négyzetosszege CF és FD négyzetosszegével, az AE és EB kozotti
téglalap pedig a CF és FD kozottivel, tigyhogy CF és FD is olyan,
négyzetesen Osszemérhetetlen szakaszok, hogy CF és FD négyzet-
Osszege medialis, az altaluk kozrefogott téglalap pedig racionalis.

CD tehét négyzetértékben medialis minusz racionslis. Eppen ezt

kellett megmutatni.

X. 107. Tétel
Négyzetértékben medidlis minusz medidlissal dsszemérhetd szakasz
maga is négyzetértékben medidlis minusz medidlis.
Legyen 4B egy négyzetértékben medialis minusz medidlis, és legyen
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CD o6sszemérhetS AB-vel. Azt allitom, hogy CD is négyzetértékben
medidlis minusz medialis.

Legyen ugyanis BE az AB-hez illeszkedd szakasz, és végezziik el
ugyanazokat a 1épéseket. Ekkor AE és EB olyan négyzetesen Ossze-
mérhetetlen szakaszok, hogy mind a négyzetossze-

giik, mind az 4altaluk kozrefogott téglalap media- B
lis, é a négyzetosszegiik Osszemérhetetlen az 4l- A F———E
taluk kozrefogott téglalappal. S mint megmutat- D

tuk, AE és EB Osszemérhet8 CF-fel, illetve FD- (bF—+——F
vel, AE és EB négyzetosszege CF és FD négyzet-
Osszegével, az AE és EB kozotti téglalap pedig a CF és FD
kozottivel, tehdt CF és FD is olyan, négyzetesen sszemérhetetlen
szakaszok, hogy mind a négyzetosszegiik, mind az altaluk kozrefogott
téglalap medidlis, és a négyzetosszegiik Osszemérhetetlen az 4ltaluk
kozrefogott téglalappal.

CD teh4t négyzetértékben medidlis minusz medidlis. Eppen ezt
kellett megmutatni.

X. 108. Tétel

Ha egy raciondlisbol egy medidlis teriiletet vonunk ki, akkor a szakasz,
melynek négyzetértéke a maradék, két irraciondlis egyike: vagy apo-
tomé, vagy minor.

Vonjuk ki ugyanis a BC racionalisb6l a BD medialist. Azt allitom,
hogy a szakasz, melynek négyzetértéke a maradék EC, két irracionalis
egyike: vagy apotomé, vagy minor.

Vegyiik ugyanis az FG raciondlist, és illessziink FG-hez egy BC-vel

egyenlé GH, majd vonjunk ki ebbdl egy
A £ B L .G DB-vel egyenld GK téglalapot (I. 44.).
Ekkor a maradék EC egyenlS LH-val.
Minthogy BC raciondlis, BD mediilis,
H ™" F BC egyenl6 GH.val és BD a GK-val,
¢ D GH racionilis, GK pedig medidlis. Az

FG racionalishoz illesztettiik ket, tehat
FH raciondlisan és linedrisan dsszemérhet8 FG-vel (X. 20.), FK pedig
raciondlis és line4risan 6sszemérhetetlen FG-vel (X. 22.) FH tehat line-
risan Osszemérhetetlen FK-val (X. 13.). FH és FK tehat csak négyzetesen
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osszemérhetSk (X. 12.), KH tehat apotomé és KF a hozza illeszked8
szakasz. Ekkor HF négyzetértéke vagy egy Osszemérhetl szakasz
négyzetével nagyobb FK-énal, vagy sem.

Legyen elGszor egy osszemérhet8 négyzetével nagyobb. A teljes HF
linedrisan ©6sszemérhetd az adott FG racionalissal, KH tehat els§
apotomé. Ha viszont egy idomot a raciondlis és egy els6 apotomé fog
kozre, akkor a szakasz, melynek az idom négyzetértéke, apotomé (X.
91.). A szakasz tehat, melynek négyzetértéke LH, azaz EC, apotomé.

Ha pedig HF négyzetértéke egy vele Osszemérhetetlen szakasz
négyzetével nagyobb FK-énil, akkor mivel a teljes FH lincérisan
osszemérhet§ az adott FG raciondlissal, KH negyedik apotomé. Ha
viszont egy idomot a raciondlis €s egy negyedik apotomé fog kdzre,
akkor a szakasz, melynek az idom négyzetértéke, minor (X. 94.).
Eppen ezt kellett megmutatni.

X. 109. Tétel

Ha medidlisbdl raciondlis teriiletet vonunk ki, mdsik két irraciondlist
kapunk: vagy elsd medidlapotomét, vagy négyzetértékben medidlis
minusz raciondlist.

Vonjuk ki ugyanis a BC medialisbol a BD racionalist. Azt allitom,
hogy a szakasz, melynek négyzetértéke a maradék EC, két irraciondlis
egyike: vagy els6 medidlapotomé, vagy négyzetértékben medialis mi-
nusz racionalis.

Vegyiik ugyanis az FG raciondlist, és illessziink hozz4 hasonléképp

téglalapokat. Ekkor az elGbbiek szerint

B = F K H  FH racionlis és linearisan &sszemér-

hetetlen FG-vel, KF pedig racionélis és

linedrisan dsszemérheté FG-vel, FH és

G L FK tehat csak négyzetesen Gsszemérhetd

DC racionalisok (X. 12-13.), KH tehat apo-

tomé, és a hozzd illeszkedd szakasz FK.

HF négyzetértéke egy vele Osszemérhetd vagy sszemérhetetlen sza-
kasz négyzetével nagyobb FK-énAl.

Ha HF négyzetértéke egy vele Osszemérhetd szakasz négyzetével
nagyobb FK-€éndl, akkor mivel az illeszked§ FK linedrisan &sszemér-
het6 az adott FG racionalissal, KH mdasodik apotomé. FG racionalis,
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ugyhogy a szakasz, melynek négyzetériéke LH, azaz EC, els6 medial-
apotomé (X. 92.).

Ha pedig HF négyzetértéke egy Osszemérhetetlen szakasz négyzet-
értékével nagyobb FK-éndl, akkor mivel az illeszked$ FK linedrisan
OsszemérhetS az adott FG racionalissal, KH 6todik apotomé, tigyhogy
a szakasz, melynek négyzetértéke EC, négyzetértékben medialis mi-
nusz racionalis. Eppen ezt kellett megmutatni.

X. 110. Tétel

Ha medidlisbol vele dsszemérhetetlen medidlis teriiletet vonunk ki,
a maradék két irraciondlist kapjuk: vagy mdsodik medidlapotomét,
vagy négyzetértékben medidlis minusz medidlist.

Vonjunk ki ugyanis, miként az el6z6 abrakon, egy BC medialisbdl
egy vele dsszemérhetetlen BD medidlist. Azt allitom, hogy a szakasz,
melynek négyzetértéke EC, két irraciondlis egyike: vagy mdsodik
medidlapotomé, vagy négyzetértékben medidlis minusz medialis.

Minthogy ugyanis BC és BD medidlis, -
és BC Osszemérhetetlen BD-vel, azelSb- B E F K H
biek szerint FH és FK raciondlis és li-
nearisan ¢sszemérhetetlen FG-vel. Mint-
hogy 0Osszemérhetetlen BC a BD-vel, G L
azaz GH a GK-val, HF is 6sszemérhetet- A DC
len FK-val (VI. 1., X. 11.), FH és FK
tehat csak nwyzetesen Osszemérhetd racionalisok, KH tehat apotomé
és FK a hozzi illeszked6 szakasz. FH négyzetértéke egy vele ossze-
mérhetd vagy osszemérhetetlen szakasz négyzetével nagyobb FK-énal.

Ha FH négyzetértéke egy vele Osszemérhet§ szakasz négyzetével
nagyobb Fi&-énal, akkor mivel sem FH, sem FK nem linedrisan dssze-
mérhei§ az adott I'G raciondlissal, KH harmadik apotomé. KL racio-
nalis. A racionalis és egy harmadik apotomé 4ltal kézrefogott téglalap
viszont irraciondlis, és a szakasz, melynek négyzetértéke, irracionélis,
mégpedig masodik medidlapotomé a neve (X. 93.), ugyhogy a szakasz,
melynek négyzetértéke LH, azaz EC, masodik medidlapotomé.

Ha pedig FH négyzetértéke egy vele linedrisan Osszemérhetetlen
szakasz négyzetével nagyobb FK-énil, akkor mivel sem HF, sem FK
nem linedrisan Osszemérhet8 FG-vel, KH hatodik apotomé. A szakasz
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viszont, melynek négyzetértéke egy, a racionélis és egy hatodik apo-
toméaltal kozrefogott téglalap, négyzetértékben medialis minusz media-
lis (X. 96.). A szakasz tehat, melynek négyzetértéke LH, azaz EC, négy-
zetértékben medidlis minusz medialis. Eppen ezt kellett megmutatni.

X. 111. Tétel
Apotomé nem egyezik meg egy binomidlissal.
Legyen AB egy apotomé. Azt allitom, hogy 4B nem egyezik meg
semmilyen binomidlissal.
Tegyiik 6l ugyanis, hogy megegyezik. Vegyiik a DC raciondlist,
és illessziink CD-hez egy AB négyzetével egyenld
A——B  DE szélességii CE téglalapot (I. 44.). Minthogy AB
or apotom'é, DE elfb' apotomé (X. 97.). Le,gyen EF a
D ; | F hozzi illeszkedS szakasz. Ekkor DF és FE csak
négyzetesen Osszemérhet$ racionalisok, DF négy-
zetértéke egy vele OsszemérhetS szakasz négyzeté-
c vel nagyobb FE-énél és DF linearisan 0sszemérhet6
az adott DC racionalissal. Masrészt, minthogy AB
binomialis, DE els§ binomialis (X. 60.). Essék szét G-ben a tagjaira, és
legyen DG a nagyobb tag. Ekkor DG és GE csak négyzetesen Gsszemér-
het6 raciondlisok, DG négyzetértéke egy vele Gsszemérhetl szakasz
négyzetével nagyobb GE-énél, és a nagyobb DG lineérisan 6sszemérhet6
az adott DC raciondlissal. DF is linedrisan dsszemérhetd tehat DG-vel
(X. 12.), tehat a maradék GF is linedrisan dsszemérhetd DF-fel (X. 15.).
[Minthogy DF 6sszemérheté GF-fel és DF racionalis, GF is raciondlis.
Minthogy DF linearisan 6sszemérhet6 GF-fel és] DF lineérisan dssze-
mérhetetlen EF-fel, FG is linearisan 6sszemérhetetlen EF-fel (X. 13.).
GF és FE tehat csak négyzetesen 6sszemérhetd racionalisok, EG tehat
apotomé. Viszont raciondlis is. Ez nem lehetséges (X. 73.).
Apotomé tehat nem egyezik meg egy binomi4lissal. Eppen ezt kel-
lett megmutatni.
E.: X Ak

Kovetkezmény
Az apotomé és az utdna kovetkezd irracionéalisok sem a medidlissal,
sem egymassal nem egyeznek meg.
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Ha ugyanis egy medidlis négyzetét illesztjiik a racionalishoz, akkor
a keletkezd téglalap szélessége raciondlis és linedrisan dsszemérhetetlen
azzal a szakasszal, amely mellé helyeztiik (X. 22.), ha egy apotomé
négyzetét illesztjiitk a raciondlishoz, akkor a keletkezs téglalap széles-
sége els6 apotomé (X. 97.), ha egy elsé medidlapotomé négyzetét
illesztjiik a racionalishoz, akkor a keletkez6 téglalap szélessége maso-
dik apotomé (X. 98.), ha egy misodik medialapotomé négyzetét il-
lesztjiik a racionalishoz, akkor a keletkezd téglalap szélessége harma-
dik apotomé (X. 99.), ha egy minor négyzetét illesztjiik a raciondlis-
hoz, akkor a keletkezd téglalap szélessége negyedik apotomé (X. 100.),
ha egy négyzetértékben medidlis minusz racionalis négyzetét illesztjiik
a raciondlishoz, akkor a keletkezé téglalap szélessége 6t6dik apotomé
(X. 101.), ha pedig egy négyzetértékben medidlis minusz medialis
négyzetét illesztjiik a raciondlishoz, akkor a keletkezd téglalap széles-
sége hatodik apotomé (X. 102.). Minthogy a mondott szélességek
kiilonboznek mind az els6tdl, mind egymastol — az els6tdl, mivel az
raciondlis, egymadstdl, mivel ugyanannyiadikak —, nyilvanval6, hogy
maguk az irracionalisok is kiilonboéznek egymadstol.

Minthogy megmutattuk, hogy apotomé nem egyezik meg binomié-
lissal (X. 111.), és ha az apotomé uténi irracionélisokat a raciondlis-
hoz illesztjiik, akkor a keletkezd téglalap szélessége annyiadik apo-
tomé, ahdnyadik az illetd irraciondlis a sorban, ha pedig a binomidlis
utaniakat, akkor annyiadik binomiélis, ahanyadik az illeté irracio-
nélis a sorban, kiilonbozdek az apotomé utani és kiilonbozek a bino-
midlis utdni irracionalisok, tigyhogy Gsszesen 13 tagl az irracionalisok
sora:

medidlis,

binomialis,

elsG bimedialis,

masodik bimedialis,

maior,

négyzetértékben raciondlis plusz medidlis,

négyzetértékben két medidlis Osszege,

apotomé,

els6 medidlapotomé,

masodik medidlapotomé,
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minor,
négyzetértékben medialis minusz raciondlis,
négyzetértékben medidlis minusz medialis.

X. 112, Tétel
Ha egy raciondlis négyzetét binomidlishoz illesztjiik, akkor a kelet-
kezd téglalap szélessége apotomé, s ennek tagjai 6sszemérhetdk a bino-
midlis tagjaival és ugyanabban az ardnyban

,..__c_!__, dllnak, és a keletkezd apotomé ugyanany-
nyiadik, mint a binomidlis.*

B D| C Legyen a egy raciondlis BC pedig egy

binomialis. Ennek nagyobb tagja legyen

| J | DC, és legyen a négyzetével egyenld a BC

és EF kozotti téglalap (1. 44.). Azt allitom,

K E ’..- 1 H hogy EF apotomé, a tagjai 0sszemérhetSk
CD-vel, illetve DB-vel és ugyanabban az
aranyban dlinak, és EF ugyanannyiadik, mint BC.

Legyen ugyanis ismét a négyzetével egyenlé a BD és g kozotti
téglalap. Minthogy a BC és EF kozotti téglalap egyenld a BD és g
kozottivel, CB Ggy ardnylik BD-hez, mint g az EF-hez (VI. 16.).
CB nagyobb BD-nél, tehit g is nagyobb EF-nél (V. 16., 14.). Legyen
EH egyenlS g-vel. Ekkor amint CB a BD-hez, tigy aranylik HE az
EF-hez (V. 7., 11.), szétbontva tehat amint CD a BD-hez, tigy HF az
FE-hez (V. 17.). Aranyuljék amint HF az FE-hez, Gigy FK a KE-hez
(VL. 11. HF-FE : FE = FE : KE, V. 18.). Ekkor a teljes HK tigy ardny-
lik a teljes KF-hez, mint FK a KE-hez, az elGtagok Osszege ugyanis
ugy aranylik az utotagok Osszegéhez, mint barmely elStag az utétag-
jahoz (V. 12.). Amint viszont FK a KE-hez, Gigy aranylik CD a DB-hez
(V. 11.), amint tehat HK a KF-hez, gy CD a DB-hez (ua.). CD négy-
zete OsszemeérhetS DB négyzetével, tehat HK négyzete is 6sszemérhetd
KF négyzetével (VI. 22., X. 11.). Amint HK négyzete KF négyzetéhez,
gy aranylik HK a KE-hez, minthogy e harom szakasz, HK, KF és KE
aranyos (VI. 19. K.), HK tehat linedrisan Osszemérhet6 KE-vel,
tgyhogy HE is linearisan GsszemérhetG EK-val (X. 15.). Minthogy a
négyzete egyenlé az EH és BD kozotti téglalappal és a négyzete ra-
cionélis, az EH és BD kozotti téglalap is raciondlis. A racionalis
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BD-hez illesztettiik, EH tehat racionalis és linedrisan Osszemérhetd
BD-vel (X. 20.), Ggyhogy a vele 8sszemérhet6é EK is raciondlis €s
linedrisan Osszemérhet6 BD-vel (X. 12.). Mivel amint CD a DB-hez,
ugy aranylik FK a KE-hez, s CD és DB csak négyzetesen Osszemér-
het6k, FK és KE is csak négyzetesen OsszemérhetSk (X. 11.). KE ra-
ciondlis, tehat FK is racionalis. FK ¢s KE tehat csak négyzetesen dssze-
mérhetd raciondlisok, EF tehit apotomé.

CD négyzetértéke egy vele Gsszemérhetd vagy osszemérhetetlen
szakasz négyzetével nagyobb DB-énél.

Ha CD négyzetértéke egy [vele] dsszemérhet6 szakasz négyzetével
nagyobb DB-énél, akkor FK négyzetértéke is egy vele Gsszemérhetd
szakasz négyzetével nagyobb KE-énél (X. 14.). Ha CD linearisan
osszemérhetd az adott raciondlissal, akkor FK is, ha BD, akkor KFE is,
ha pedig sem CD, sem DB, akkor sem FK, sem KE (V. 16., X. 12-13.).

Ha pedig CD négyzetértéke egy vele Osszemérhetetlen szakasz
négyzetével nagyobb DB-énél, akkor FK négyzetértéke is egy vele
osszemérhetetlen szakasz négyzetével nagyobb KE-énél (X. 14.). Ha
CD lineirisan Osszemérhet8 az adott raciondlissal, akkor FK is,
ha BD, akkor KE is, ha pedig sem CD, sem BD, akkor sem FK, sem
KE, Ugyhogy FE apotomé, a tagjai, FK és KE ¢sszemérhet6k a bino-
mialis tagjaival, CD-vel, illetve DB-vel és ugyanabban az ardnyban
allnak, és FE ugyanannyiadik, mint BC.

Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: X. 114.

GL13: Teétel

Ha egy raciondlis négyzetét apotoméhoz illesztjiikc, akkor a keletkezd
téglalap szélessége binomidlis, ennek tagjai dsszemérheték az apotomé
tagjaival és ugyanabban az ardnyban dllnak, és a keletkezd binomidlis
ugyanannyiadik, mint az apotomé.

Legyen a egy raciondlis BD pedig egy apotomé, és legyen a négyze-
tével egyenlS a BD és KH kozotti téglalap (1. 44.), igyhogy az a racio-
nalis négyzetének szélessége a BD apotoméhoz illesztve KH. Azt 4llitom,
hogy KH binomiélis, a tagjai 6sszemérhet6k BD tagjaival és ugyan-
abban az ardnyban éllnak, és végiill KH ugyanannyiadik, mint BD.

Legyen DC a BD-hez illeszkedd szakasz. Ekkor BC és CD csak
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négyzetesen osszemérhet§ racionalisok. Legyen a BC és g kozotti
téglalap is egyenl§ a négyzetével (ua.). @ négyzete raciondlis, tehat a BC
és g kozotti téglalap is raciondlis. A BC

d by D ¢ racionalis mellett fekszik, g tehat racioné-

lis és linedrisan 6sszemérhet6 BC-vel (X.
o i £E K 20 Minthogy a BC és g kozdti téglalap

egyenld a BD és KH kozottivel, CB ugy
aranylik BD-hez, mint KH a g-hez (VI. 16.). BC nagyobb BD-nél,
tehdt KH is nagyobb g-nél (V. 16., 14.). Legyen KE egyenlG g-vel.
Ekkor KE linearisan 0sszemérhet6 BC-vel. Mivel amint CB a BD-hez,
ugy aranylik HK a KE-hez, folforgatva amint BC a CD-hez, tgy
KH a HE-hez (V. 19. K.). Aranyuljék amint KH a HE-hez, tgy HF az
FE-hez (VI. 10.). Ekkor a maradék KF gy ardnylik FH-hoz, mint KH
a HE-hez (V. 19.), azaz mint BC a CD-hez (V. 11.). BC és CD csak
négyzetesen OsszemérhetSk, tehat KF és FH is csak négyzetesen
osszemérhet6k (X. 11., VI. 22.). Mivel amint KH a HE-hez, 0gy
aranylik KF az FH-hoz, és amint KH a HE-hez, Ggy HF az FE-hez,
amint tehat KF az FH-hoz, tgy HF az FE-hez (V. 11.), ugyhogy amint
az elsd szakasz a harmadikhoz, ugy az els6 négyzete a masodik négy-
zetéhez (VI. 20. 2. K.), amint tehat KF az FE-hez, tigy KF négyzete
FH négyzetéhez. KF négyzete dsszemérhet FH négyzetével — KF és FH
ugyanis négyzetesen Gsszemérhet6k —, KF tehat linearisan Osszemér-
het6 FE-vel (X. 11.), tgyhogy KE-vel is linedrisan dsszemérhet8 KF
(X. 15.). KE racionalis és linearisan 6sszemérhetd BC-vel, tehat KF is
racionalis és linedrisan dsszemérhet6 BC-vel (X. 12.). Mivel BC tigy
aranylik CD-hez, mint KF az FH-hoz, folcserélve BC tgy aranylik
KF-hez, mint DC az FH-hoz (V. 16.). BC 6sszemérhets KF-fel, tehat
FH is linearisan 6sszemérhet8 CD-vel (X. 11.). BC és CD csak négy-
zetesen osszemérhetd racionalisok, tehat KF és FH is csak négyzetesen
Osszemérhetd raciondlisok, KH tehat binomilis.

Ha BC négyzetértéke egy vele Osszemérhetl szakasz négyzetével
nagyobb CD-énél, akkor KF négyzetértéke is egy vele Osszemérhetd
szakasz négyzetével nagyobb FH-énal (X. 14.). Ha BC linedrisan
osszemérhetd az adott raciondlissal, akkor KF is, ha CD linedrisan
dsszemérhetd az adott raciondlissal, akkor FH is, ha pedig sem BC,
sem CD, akkor sem KF, sem FH (X. 12-13.).
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Ha BC négyzetértéke egy vele 0sszemérhetetlen szakasz négyzetével
nagyobb CD-¢énél, akkor KF négyzetértéke is egy vele Osszemérhetetlen
szakasz négyzetével nagyobb FH-énal (X. 14.). Ha BC linearisan
Osszemérhetd az adott raciondlissal, akkor KF is, ha CD, akkor FH is,
ha pedig sem BC, sem CD, akkor sem KF, sem FH (X. 12-13.).

KH tehat binomialis, tagjai, KF és FH osszemérhet6k az apotomé
tagjaival, BC-vel, illetve CD-vel és ugyanabban az aranyban allnak,
és végiil KH ugyanannyiadik, mint BC. Eppen ezt kellett megmutatni.

X. 114. Tétel

Ha egy idomot egy apotomé és egy binomidlis fog kozre, és ennek
tagjai osszemérhetok az apotomé tagjaival és ugyanabban az ardnyban
dllnak, akkor a szakasz, melynek az idom négyzetértéke, raciondlis.

Fogja kozre ugyanis az AB és CD kozotti idomot az AB apotomé
és a CD binomialis, ennek nagyobb tagja legyen CE, és legyenek a
binomialis tagjai, CE és ED, Gsszemérhet6k az apotomé tagjaival,
AF-fel és FB-vel és alljanak ugyanabban az ardnyban. Legyen a sza-
kasz, melynek négyzetértéke az AB és CD kozotti téglalap, g. Azt alli-
tom, hogy g racionalis.

Vegyiik a h racionalist, és illessziink CD-hez egy h négyzetével
egyenlé KL szélességii téglalapot (I. 44.).

Ekkor KL apotomé, a tagjai — legyenek B g
ezek KM és ML — SsszemérhetSk a bino- A F——+— F i
midlis tagjaival, CE-vel, illetve ED-vel és £ h
ugyanabban az ardnyban 4llnak (X. 112.). C'1 —i D 1
CE és ED viszont dsszemérhetok AF-fel, L

illetve FB-vel, és ugyanabban az ardnyban K —t—M
allnak, amint tehat AF az FB-hez, ugy

aranylik KM az ML-hez (V. 11.). Folcserélve tehat amint AF a KM-
hez, ugy BF az LM-hez (V. 16.), a maradék 4B tehat tgy aranylik a
maradék KL-hez, mint AF a KM-hez (V. 19.). AF Gsszemérhet§
KM-mel (X. 12.), AB is 6sszemérhetS tehat KL-lel (X. 11.). Amint
AB a KL-hez, Gigy ardnylik a CD és AB kozotti téglalap a CD és KL
kozéttihez (VI. 1.), a CD és AB kozotti téglalap tehat dsszemérhets a
CD és KL kozottivel (X. 11.). A CD és KL koézotti téglalap egyenlS h
négyzetével, a CD és AB kozotti téglalap tehat osszemérhet6 h négy-
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zetével. A CD és AB kozotti téglalappal egyenlé g négyzete, g
négyzete tehit 6sszemérhetd h négyzetével. h négyzete raciondlis, g
négyzete is raciondlis tehét, g tehat racionalis. S négyzetéricke a CD
és AB kozotti téglalap.

Ha tehat egy idomot egy apotomé €s egy binomialis fog kozre,
és ennek tagjai OsszemérhetSk az apotomé tagjaival és ugyanabban
az aranyban 4llnak, akkor a szakasz, melynek az idom négyzetértéke,
racionélis.

Kovetkezmény
Ezaltal is nyilvanval6 lett szamunkra, hogy irraciondlis szakaszok
kozrefoghatnak racionalis idomot. Eppen ezt kellett megmutatni.

X. 115. Tétel
Egy medidlisbol végtelen sok irraciondlist kapunk, és egyik sem egye-
zik meg semelyik kordabbival.*
Legyen a egy medidlis. Azt allitom, hogy a-bol végtelen sok irra-
cionélist kapunk, és egyik sem egyezik meg semelyik korabbival.
Vegyuk a b racionélist, és legyen a b és a kozotti téglalappal egyenld
¢ négyzete (II. 14.). Ekkor ¢ irracionilis, mert irra-
r . cionalis (X. 21.) és racionalis szakasz 4ltal kozrefogott
téglalap irraciondlis (X. 20.), és egyik korabbival sem
' | egyezik meg, mert egyetlen kordbbi irracionalis négy-
zetét a raciondlishoz illesztve sem kapunk medidlis

| c b szélességet’()(. 225 60-6?., 97’—102.,“151.. K) Tsmét,
legyen d négyzete egyenld a b és ¢ kozotti téglalappal.
| d Ekkor d négyzete irracionalis, d tehat irracionélis, és

egyik korabbival sem egyezik meg, mert egyetlen korab-
bi irraciondlis négyzetét a racionalishoz illesztve sem kapjuk c-t széles-
ségként. Ha ezt a sort a végtelenségig hasonloképp folytatjuk, nyilvan-
vald, hogy egy medidlisbol végtelen sok irracionalist kapunk, és egyik
sem egyezik meg semelyik korabbival. Eppen ezt kellett megmutatni.

X. 27. Fiiggelék
Mutassul meg, hogy a négyzetekben az atlo linedrisan dsszemérhetet-
len az oldallal!*
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Legyen ABCD egy négyzet és AC egy atloja. Azt allitom, hogy CA4
linedrisan Osszemérhetetlen AB-vel.

Tegyiik 6] ugyanis, hogy osszemérhetS. Azt allitom, hogy ugyanaz
a szdm parosnak €és paratlannak fog mutat-

kozni. Nyilvanval6, hogy AC négyzete két- A B
szerese AB négyzetének (I. 47.). Minthogy

CA Gsszemérhet6 AB-vel, CA Gigy ardnylik D o
AB-hez, mint szam szdmhoz (X. 5.). Aranyul- H

janak mint EF a g-hez, és legyenek EF és g E F
a legkisebb szamok, melyek ugyanabban az

ardnyban 4llnak, mint 6k (VII. 33.). Ekkor g

EF nem egység. Ha ugyanis EF egység, tigy

aranylik g-hez, mint AC az AB-hez és AC nagyobb AB-nél, akkor EF
is nagyobb a g szamnal (V. 14.), ami ellentmondés. EF tehat nem egy-
ség, szam tehat. Mivel amint CA4 az AB-hez, Ggy ardnylik EF a g-hez,
amint CA négyzete AB négyzetéhez, igy ardnylik EI négyzete g négy-
zetéhez (vo. VI. 20. K., VIIL 11.). CA4 négyzete kétszerese AB négyze-
tének, tehat EF négyzete is kétszerese g négyzetének, EF négyzete tehat
paros, ligyhogy maga EF is péros, ha ugyanis paratlan lenne, akkor a
négyzete is paratlan lenne, minthogy ha osszeadunk valahdny pérat-
lan szamot, melyek pédratlan sokan vannak, akkor az dsszeg paratlan
(IX. 23.), EF tehit paros. Felezziik meg H-ban. Minthogy EF és g a
legkisebbek az ugyanezen aranyu szamok kozott, relativ primek (VIL.
22.). EF péros, g tehat paratlan. Ha ugyanis paros lenne, akkor EF-et
és g-t osztand a didd - hiszen minden paros szamnak van fele része —,
noha relativ primek, ami lehetetlen. g tehdt nem paros, paratlan tehat,
Minthogy EF kétszerese EH-nak, EF négyzete négyszerese EH négy-
zetének. EF négyzete kétszerese g négyzetének, g négyzete tehat két-
szerese EH négyzetének, g négyzete tehat paros. Ekkor a mondottak
miatt g paros. Viszont paratlan is, ami lehetetlen. C A tehat nem lined-
risan Osszemérhetd AB-vel. Eppen ezt kellett megmutatni,
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