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ELOSZO.

A mathematika a gorig tudoméanyos élethen mindig fonfos
tényezé volt; a filozéfiai gondolkod4s legtobbszor reatdmaszkodott
e tndomanyra rendszereinek felallitdsanal. A pythagoreusok egész
metafizikai jelentéséget tulajdonitottak a mathematikinak (a Kr. e.
V. szizadban), Plato pedig (élt Kr. e. 429—347) a filozdfiai gondol-
kodas képz6 eszkozének, a megismerés sziikségszerli lépeséjének
tekintette, mely nélkiil senki sem juthav el az igazi filozofiahoz.
B felfogas kovetkeztében a mathematika el6kelé helyet foglall el
a kozoktatasban, a kézmiivelddésben és a tudomanyos élethben. Ki-
tartoan kutato és éleselméju férfiak egész csapata foglalkozott azok-
kal a problemakkal, melyeket a platoi iskolaban felvetettek, neve-
zetesen: a kor négyszogesitésével, a szégnek harom részre valo
osztasaval és féleg a kocka megkétszeresitésével, az u. n. delosi
probleméval.

Plato haldla utdn nemsokéra azonban a makedoniai beavat-
kozas a gorogok politikai életébe meglehefdsen meggyengitette ast
a hatalmas szellemi tevékenységet is, melynek eredménye a nagy
gorog kultura volt, de mivel a makedonok meghajoltak a gorog
szellem fensége elott és kotelességiiknek tartoftak, hogy azt minden
leheté mddon terjesszék, ez a nagy makedoniai birodalom &sszes
orszagaiban valéban olyannyira erds gyokeret vert, hogy tulajdon-
képen ez orszdgok -egyike-masika lett a gordg miiveltség és tudo-
many székhelye, igy elsd sorban a Nagy Sandor altal alapitott
Alexandria. : TG ST

Itt tiint fel a Kr. e. IIL ‘szézad “clejént, nem ugyan személyi-
gégével, de tudomanyos tefteivel szinte meteorszeriileg az a tudés,
kinek oriasi tudomanyos alkotdsdt immér 2200 év 6ta csoddljak
meg a generaciok, itt tette orokéletiivé a nevét Euklides. Meglepd,
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varatlan, bamulatba ejté volt megjelenése, mint Danteé és Shakes-
peareé és miikodése nem volt oly fejlédésszert, a viszonyok el6-
készitett voltdbél majdnem sziikségszertien folyd kévetkezmeny,
mint Michelangeloé, Goetheé, Beethovené, Wagneré és mas ily
szellemi titdénoké. Nem ok nélkil hasonlitjuk 6ssze Euklidest a mi-
vészekkel, mert alkotasaban ugyanaz a divindeié mutatkozik, ugyanaz
az isteni szikra csillan fel, mint azokéban. Hp oly teremts erd,
mint azok, mert abb6l a bar gazdag. de azért mégis még kaotikus
rendszertelengégti tudoméanyos anyaghbdél, melyet a platoi iskola
kés6bbi koroknak érokségképen hagyott, oly hatalmas, Gsszefliggo.
szilard szintetikus alkotméanyt épitett fel, melynek nemecsak részle-
tes behaté tanulmanyozésakor, de mar elsd, altalanos attekintese-
kor is okvetetleniil az az érzés fog el benniinket. melyet csakis
ihletben, mintegy latnoki erében megfogamzott, szellemiinket meg-
igéz6 koltéi avagy tudoményos nagyaranyu kompozieid kelt.
Fuklides miivének kifejezhetetlen nagy értéke csak akkor
tiinik fel szemiink elétt tiszta vildgitdsban, ha azt tudomanytorté-
neti vonatkozdsaiban, torféneti magaslatrol itéljik meg és ezaltal
megértjiik, mit jelentett az Klemek megalkotisa abban a korban,
melyben megsziiletett és felfogjuk azt az Gsszeftiggést, melyben
mind mai napig és 6r6k idékig a mathematikai tudomannyal van.
Mélyen és kritikailag kell bepillantanunk abba a helyzetbe, mely-
ben a mathematikai tudomény Huklides elétt és Euklides kordban
volt. Mind a gyakorlati élet, mind a fudomanyos szempont kivete-
lései folytdn megindult mathematikai vizsgaléddsok kizepette a-
szambeli Osszeftiggések és geometriai tételek meg szerkesaztések
bamulatosan gazdag tomege tdmadt, de mindezek az ismeretek leg-
nagyobbrészt Osszefiiggéstelenek, lazdk vagy viszont nagyon ig egy
pont koré csoportosulék voltak; tudoményos rendszer nem volt
benniik, Egyes modszeres eljarasok is kezdtek ugyan mar kialakulni
a szigorian tudomanyos elvii és filozofiai nevelésii platoi iskola
rendgzeréhdl kifolydlag, de ezek is csak sziikebb kordkre szoritkoz-
tak és dltalanos mathematikai modszerekké még ki nem fejlédtek.
Végre pedig az a viszony is, mely a mathematika és a filozdfia ko-
zOtt volt, inkabb gétlélag, semmint elésegitéleg hatott a mathe-
matika 6ndll6, rendszeres fejlédésére: bar a filozétfia a mathemati-
kara, mint fontos segédeszkozére tamaszkodott, mégis lenyiigozte. :
mert tisztdn csak a sajiat céljainak szolgald agaiban érdeklédott ki-
fejlédése irdnt, tisztdn mathematikai kiépitésre célzd torekvéseket
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azonban nem istapolt. A platoi iskola tagjai megelégediek azzal és
azt helyesnek is tartottak, hogy 6k filozéfusok, akik a mathematiké-
hoz is értenek és nem palyistak arra a dieséségre. hogy mathema-
tikusok legyenek, akiknek filozofiai képzettségiik is van. [gy tehat
a platoi iskola mathematikai foglalkozdsa mai szemponthél meg-
itélve sok tekintethen bizonyos miikedvelés jellegét oltotte fel,
aminek egyik f6 ismerteté vondsa az volt, hogy csak egyes kedvel-
tebb kérdésck (mint a mar elébb emlitett kornégyszigesités, szog-
harmadozas és delosi problema) korén belil maradt és ott bamula-
tos eredményeket ért el, a feljes mathematikai rendszer 6riasi gon-
dolkodasi jelentéségének felismerése azonban még nem igen nyilat-
kozik meg benne.

Ilyen viszonyok kozétt talalta luklides a mathematikat a Kr. e.
300. év koriil és tudomanyos tettének értéke abban rejlik, hogy mind-
azoktol az akadalyoktol, hézagoktél, egyoldalusigoktol, lazasidgoktol,
melyek a mathematika eddigi fejlédésében észlelheték voltak, fel-
szabaditotta e nagy tudomanyt és 6nallo, szerves, rendszeres, bizo-
nyité erejii észbeli diszeiplindvd tette. Nagy és merész lépést tett

-azzal, hogy mathematikal rendszerét minden filozofiai hehatastol

menten épitette fel ; nem fogadott el semmiféle filozéfiai ttmutatdst,
nem engedett meg semmiféle megszoritdst, hanem mivét tisztdn,
mint mathematihus, mint szakember allitotta Ossze. Azzal pedig,
hogy tudoményanak bizfos alapokra tamaszkodd. céltudatosan ha-
lado, szigoru kovetkezefességll szervezefet adott, a mathematilat
egyszerre oly magaslatra emelte, melyet a tobbi tudomany leg-

" tavolabbrél sem ért el. A mathematika Fuklides miive révén a

legkomolyabb tudomany lett, minden kalandossdgtol. kétségtol,
kivételtdl menten és kritikai erejével az egész tudoményos gondol-
kodasra fegyelmez6 és neveld hatdsuva valt.

Fuklides sajat koraban valészintileg még nem igen mutatko-
zott ez a hatas, az akkori irodalmi kériilmények, az irdsok sokszo-
rosité modszerel és a kozlekedési viszonyok nem voltak alkalmasak
irodalmi termékek gyors megismerésére és igy Huklides életében a
vilag aligha sejtette, mily mérhetetlen kines rejlik az alexandriai
Muzeum kényvtaraban; hogy azonban kés6bbi korok felfogtak az
Elemel: becsét, azt az az élénk irodalom mutatja, mely a mi koriil
kommentarok, tanulmanyok, s6t egyes, bar szerény, javitdsi kisér-
letek alakjaban is keletkezett. Iuklides munkéja egyszeriben a
mathematikugoknak szinte eléirt, a szé legnemesebb értelmében



VII1

vett tankonyve lett, Fuklides pedig megtamadhatatlan tekintélyi
tanito-mestere.

: Az FElemel; tekintélyéhez a mti szerves, harmonikus voltdn,
bizonyos befejezettségén kiviil nem esekély mértékben jarult annak
mddszere is: a szintetilus targyalds.

Minden tudomdny fejlédésének els6 idejében az eredmények
elére bejelentett mdédszer nélkiil, valtakozva. esetlegesen sziilettek
meg; igy a mathematikiban is mind a szerkesztések megoldasai
mind a tételekk hol analitikus, hol szintetikug mdédon szarmaztak.
Azt mondhatjuk, hogy féleg a mathematikiban az analitikal vagy
szintetikai eljards bizonyos egyéni hajlanddésagtél is fiigg ; némelyik
kutaté elme szivesebben indul ki valamely adott alakzatbél és azt
részeire bontva, tanulméanyozza, masik viszont inkébb az alapele-
meket mintegy kisérletileg, bizonyos kombinalé mddszerrel esopor-
tositja, mikozben esefleg sok sikertelenség kozepette is egyes ese-
tekben hasznos végeredményekhez jut. Elhamarkodott dolog lenne.
ha rovidesen itéletet akarndank mondani, hogy a ketté koziil melyik
a helyesebb modszer? Mindkettének egyenlé jogosultsiga van a
mathematikai kutatdsban, hacsak konnyedén, mesterkéletleniil és
meggy6zden vezet az eredményre. Hogy pedig ez mikor all be, erre
mar inkabb megkockaztathatjulk ezt a kijelentést: egyszertibb és
kevesebb szamu elem esetében, amikor tehat a kombindlis leheto-
sége is korlatoltabb. a szintetikus eljards vezethet kénnyen sikerre,
ellenben komplikaltabb szerkezeteknél inkabb az analitikai mdéd-
szertél varhaté eredmény ; altalanossaghan tehat az analitikai méd-
szernek van tagabb tere. A két médszer alkalmazdsira utalok egy
tipikus példara, melyet egyszertiség kedvéért a modern algebra
anyagabdl veszek. Tegyiik fel, hogy az

apxe-l-g=—0

misodfokud egyenletnek kiszamitottuk a két gyokeét:

/" 72 5
Ty =-- {_)) S ‘f «‘;_ —
; Y . e
.I‘ﬂ:— 9_ =2 .-'" ._‘2‘_ e q_

Latjuk, hogy a gyokok konjugdlt szamok és i;tg.y nagyon kozel-
tekvo az a gondolat, hogy a két gyokot valami mdédon dsszekapesol-
juk, nevezetesen. hogy megalkossuk 0Osszegiiket' és szorzatukat;
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ezeket valéban elvégezve, kapjuk ezeket:

7ty =—p
e,

H két nevezetes eredményt tehat szintetikus tton kaptuk meg,

Ha a most nyert eredményekbdl az egyiitthatékat:

p=- (r+a)
q=0y,

behelyettesitjiik a masodfokt egyenletbe és a kovetkezd atalakita-
sokat elvégezriik :

A prtg—a o tr)aet e —
=0t — 2 — X B+ Xy = A — ) — L (L=, )= (X —;) (£ — ),

azt latjuk, hogy a masodfoku egyenlet két tényezd szorzatdra bont-
hato fel, melyek az ismeretlennek és a gydkoknek bizonyos kap-
csolatal (a gyoktényezdk).

Iiz az eredmény tehdt analitikai médon szarmazott.

Es el sem képzelhets, hogy valaki valaha is elsd hutatdsd-
ban, tehat a gyoktényezdk kapesolatinak ismerete nélkiil, igy jar-
hatott volna el: alkossuk meg az ismeretlennek és egy-egy gyoknek
a kiilonbségét és szorozzuk meg ezeket egymdssal :

(e o) — et = sl Lo e —

a
s

=x?—(x, —,—B_,) atwx, =x - pe+tg.

A gyoktényezck tétele tehdt nem keletkezheteft szintetikus
maddon, mert nem tehetd fel, hogy valaki taldlomra épen az x—ux,

‘w—ux, elemekre gondolt volna.

Tanitds celjdabol azonban igenis lehet az analizis utjan vég-
eredményképen nyert elemekbél kiindulni és szintézis révén a tétel-
hez jutni. A szintézis tehat esetleg igénybe veheti azokat az Ossze-

fiiggéseket, amelyeket az analizis ismertetett meg és a forditott utat

koveti ; ilyenkor azonban a szinfézis nem mutatja be a tudoményos
kutatas fejlédésszertt menetét, hanem csak gyors lépésben, biztos,

-de nem igen megokolt tton haladva, bizonyos bizalmat és tekintélyt

kovetelve maginak és némi szellemi gydmkodas ala helyezve a ko-
vetst, vezet el a végeredményhez, széval: tanit és ezaltal esetleg
kigsé szkolasztikussd valik.

Huklides médszere altalanossaghan ilyen reproduktiv szintézis,
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mely analitikai eredményeket szintetikus alakba atgydr; ilyennek
ismerte meg mér Newton is.* Miivének elsé szava a legegyszeriibb
geometriai elem: a pont, azutén nagy eldrelifdssal és koriiltekin-
téssel megismerteti mindazokat az elemeket, melyekre sziiksége
van. Majdnem az oOsszes feladatokban és tételekben lathatjuk a
szintézist: mindig az elemek (az eldzmények) csoportositisabil fej-
16dik ki a végeredmény. Legjellemzébb példak erre egyszertiségiik-
nél fogva az 1. konyv 9., 10. és 11. feladata, melyekbél leginkabb
kittinik az eredetileg csak analiiikai médon nyerheté eredmények
szintetikus ufon valo elérése. Fgyes feladatokban és tételekben
azonban az altaldanos szintetikus meneten kiviil més eljards is ve-
gyiil a targyaldsba: amikor Euklides egy felvett megoldast elemezve,
megvizsgalja, vajjon helyes-e ez? Kzek az 6 apagogikus bizonyitdsai,
melyek tehat tulajdonképen analitikaiak és melyeknek egyik tipikus
példaja az I konyv 6. feladata. {gy tehit egyes esetekben lehet sz6
Euklides miivében analitikai mdédszerrél is.

A mi egészében azonban szigortian szintetikus tton épiilt fel,
nyilvéanvaléan didaktikai célzattal. Es ez a szintetikus médszer adja
meg a miinek azt a hamulatos szildrdsidgat, hatarozottsagit, lanco-
latossdgat, melyet mas tudomanyos mii egyhamar el nem ért. A mii-
vel vald elsé foglalkozas elkalmaval talan némi kishitiség vesz erdt
a tanitvanyon, mert nem lafja mindjart maga eldtt a végeélokat,
melyekhez a szintetikus mddszer vezet, de ha az igazi tudomany-
szeretet kitartasdval a miibe mélyebben behatol és visszafelé tekint,
lelkét megigézi a hatalmas mi — mondhatni — ¢é16 szervezetének
.megismerése, Fs aki erre a magaslatra emelkedett, megérzi és meg-
érti azt, hogy igazan nagyszabasu fudomdnyos mii ép ugy képes az
emberi lelket elragadni, mint valamely mtvészi alkotas.

¥

Hgészen mas megitélés ala esik az a kérdés, vajjon manapsag
.18 hasznédljuk-e a mathematika fanitdsira Euklides miuvét eredeti
alakjaban ? E tekintetben habozas nélkiil nemmel felelhetiink, mert
 nyilvanvaléan az [Klemek jelentésége méas mint uttord, modszert
megadé irodalmi termék és mas az ujabbkori mathematikai szem-
pontokkal, médszerekkel és jelolésekkel szemben. Modern didaktikai

* Wundt: Methodenlehre 1883 (p. Y.).
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szempont szerint a mathematikai anyagot inkdbb analitikailag 6ssze-
fiigg6é esoportokba rendezziik, midltal mar elézetesen is nagyobb
attekintést adunk az egészrél. Ma pl. kittizott célképen kiilon tar-
gyaljuk az idomok és féleg a haromszigek egybevagésagat, mig
Fuklides erre az osszefiiggé diszeiplindra nem volt tekintettel ; csak
annyiban térgyalta, amennyiben sziiksége volt késGbbi bizonyita-
sokra, azért keriiltek a haromszig egybevigésagi esebei szétiszirtan
és higmyosan az Flemelkbe. Az antik és a modern szempontok e
kiilonbsége mar is magival hozza a médszerek igénybevételének
kiilonbségét is; a szintézist lehetéleg mellézziik és a szabadabb,
mert attekintést nyujté és a mathematikai kutatiasolk folyamatat.
feltaro analizist alkalmazzuk. Végre pedig semmiképen sem volna
kivinatos, hogy egyszerti, attekint6 modern algebrai jeloléseinket
mellézziik és az FElemelnek azokat a tételeit, melyek lényegileg
algebrai természetliek (mint pl. a II. kényv identitdsai), Fuklides-
nek manapsag mar nehézkesnek feltiiné mddszerében targyaljuk.
Mindezekhez hozzajarul még a tudoményos nyely kifejlddése is,
mely a mi idénkben szamos egyszerdi, rovid, de tarfalmas mathe-
matikai kifejezést adott rendelkezésiinkre, melyeknek hidnydban
Euklides gyakran kénytelen volt kortilményes, néha nem is egészen
gzabatos magyarazatokat hasznalni.

Mi teszi tehat mégis oly becsessé az [lemeket még mai ko-
1unkban is. melynek tudomanyos moédszere pedig némi ellentéthen
all az dkori miivel ? Els6 sorban mindenesetre az a koriilmény is,
hogy az elsé tudomanyos és moddszeres mathematikai fankényv,
de még fontosabb az, hogy 6rok idéknek tantsigaul érvényesiil
benne a szoros kapesolat és lancolatossag, mely a mathematikai
tételek kozott fenndll és a szigoru logikai bizonyitis, mely semmi
kétséget, semmi félremagyardzast meg nem enged. Bs féleg a tisz-
tan geometriai konyvekben a bizonyitis oly mintaszert, hogy akar-
hany esethen még ma is valtozatlanul hasznaljuk azt.

A geometriai konyveknek ez a talan ordk idékre szolé minta-
szerlisége a bizonyitdsban egyszersmind oka annak, hogy féleg
ujabb idében az Elemeknek csak elsé hat konyvét szoktik kiadni,
vagyis a planimetriai konyveket; ezek koziil ugyan ketté lényegileg
algebrai (a IL és az V.), de ezek oly szoros kapcsolatban allanak a
IIL. és IV. meg a VL konyvvel, hogy sz6é sem lehet mellézésiikrol.
A tobbi, tisztan geometriai (XL, XII. és XIIL) konyvbol pedig
mar nem annyira vagy helyenkint csak ismétlésképen alakul ki
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juklides bizonyitdsi mddszere és igy ezeket sem szokas kozre-
boesatani.

Ez szolgaljon megokolasdul annak a kériilménynek, hogy a
jelen kiadds is esak az Elemel elsé hat konyvét foglalja magéban.

*

Végre még a forditasrdl akarok néhany széban beszamolni.
Liehetéleg szdészerint forditottam a széveget; legfeljebb oly helye-
ken valtoztattam, ahol szdszerinti forditasban a megértés nehézseé-
gekbe iitkdéznek; ftovabba. minthogy mathematikai nyelviink ugy
allapodott meg, hogy a tébbes szdam elsé személyében fejezddnek
ki a mennyiségtani operacidk, a géroghen hasznalt szenvedd alako-
kat az egész fordifott rész folyamén magyar szélasmdédunk értelmé-
ben alakitottam at. Egyébképen arra torekedtem, hogy a mi régies
zomanca épségben maradjon és taldn ez is hozzajarul ahhoz, hogy
a magyar tudoméanykedvelé kozonség lehetdleg kozvetlenil ismer-
hesge meg Huklides mestermiivét, melynek jelentésége a mathema-
tikal gondolkozasban idétlen iddkre kihaf,

Budapest, 1905. jan. 9.

Bawmgartner Alajos.



BEVEZETES.

A régi Alexandria.

Hgyiptom az utolso faradjanak, II1. Pszammenitnek a pelusioni
ceataban valé clestével perzsa provincia lett Kr. e. 525-hen. A per-
zeak kegyetlenkedése azonban az egyiptomiak gyalori folkelését
okozta, melynek egyike Iigyiptomot révid idére (405—340 Kr. e.)
ismét fiiggetlenné tette. 340-ben Ohosz perzsa kirdly djra leigasta,
mig veégre 332-ben az 6-kor egyik legérdekesebb egyénisége, Nagy
Sandor makedéniai kiraly hoditotta meg Egyiptomot elég konnyt
szerrel, mert az egyiptomiak maguk akadalyoztdk meg Megazest, a
pverzsa szatrapat abban, hogy a héditoval szemben keményebb ellen-
allast kifejthessen. Nagy Sandor ismerte Egyiptomnalk és népének
becsét, azért egyik legmiiveltebb hadvezérét, Ptolemaios Liagost tette
meg az orszag helytartéjava, kivel egytitt minden téren gazdagitotta
és megszildrditotta Afrikdnak ezt az ertékes teriiletét.

Nagy Sdndor mindenekel6tt fényes varost alapitott a tenger
és a Mareotis tava kozott fekvd partszegélyen és az eldtte fekvo
Pharos szigeten (melyet egy késébbi kiraly a szarazfolddel egy hét
stadium (1290 m) hosszti gattal, a heptastadion dltal kotott ossze).
A vérost pedig sajat nevérol Alexandrianak nevezte el. Az uj varos
kozepében egy hatalmas tér teriilt el, amelyen kéf, 30 m-nél szé-
lesebb féutca metszette egymast. A véros legelékelobb negyede annak
északkeleti része lett, a Bruheion, melyet a legdiszesebb palotik
alkottak. De a varos egyéb helyein is monumentalis épiiletek emel-
kedtek. A legnevezetesebb épiiletek ezek voltak: a kiralyi palota, a
Muzeum, a szinhdz, a gimndzium, a paneum, a Szerapeion, a pharosi
vilagité torony stb.

Ez volt Alexandria kiilsé képe, mely ilyenné f6leg Nagy San-
dor halala utan (323 Kr. e.) Plolemaios Lagos uralkoddsa alatt ala-
kult ki. Egyiptom ugyanis Kr. e. 305-ig még makedoniai fenhatosfg

Eulklides : Elemek. 1
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alatt allott, ekkor azonban Ptolemaios Lagos, eddigi helytartoja fel-
vette a kirdlyi cimet és mint kiraly Kr. e. 285-ig uralkodott. Ez
évben lemondott a trénrdl fia javara és meghalt Kr. e. 283-ban.
Ptolexﬁaios Lagos azonban a fényben és gazdagsagban 1szé
Alexandriat, melyet a vérosok véarosinak és a Kelet kiralynéjanak
neveztek, még a tudomany székhelyévé is felavatta. A Muzeum a
legkivalobb tudosoknak gondtalan és kényelmes otthont adott, ugy
hogy ezek zavartalanul a tudomanynak élhettek. Ugyancsak a tudo-
many mtivelésére pedig két nagy konyvtart is épittetett a kiraly ;

200 ]
méter

A régi Alexandria térképe.

az egyik Szerapeion néven a Szerapisz templomahoz tartozott, a
masik a Muzeumhoz. Mindkét helyen a mésolék nagy szdma fira-
dozott a konyvtar kéziratainak gyarapitasan. A Muazeum a kiralyi
palotaval &llt Osszekottetésben, tgy hogy a kirdly és a tuddsok
konnyen folkereshették egymast. Az épiilet nagy oszlopos csarnokai-
ban és folyoséiban a tudosok tanitvanyaikkal jartak fel s ald, mert
a tanitds gorog moédon folyt le. A Muzeumban, melynek legnagyobb
részét a konyvtar foglalta el, voltak egyszersmind a tudosok lakésai
is. A mésoldkon kiviil még korrektorok és konyvtari munkdisok allot-
tak a tudésok rendelkezésére. A kéltségeket terjedelmes birtokok
jovedelmei fedezték.

Alexandridba a gorég miiveltség és tudomany vonult be, amit
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az Osszes koriilmények elésegitettek. Nagy Sandor maga gorég neve-
lésben részesiilt ; nem kisebb ember, mint Aristoteles, volt egyik
késébbi neveldje. Bar a gorogoket fiiggetlenségiiktél megfosztotta,
egész uralkoddsa alatt a gorog szellemet és miiveltséget terjesstette.
Ptolemaios Lagos hasonléképen gérég miiveltségti ember volt és
ezért f6leg gorog tudosokat hivott a Muzeumba. Ily médon 6ssze is
gytilekeztek Alexandridban a legkivalobb gordg bolesészek, filolégu-
sok, orvosok, mathematikusok és esillagaszok.

Euklides.

Az alexandriai Muzeumnak, mindjart ennek elsé idejében,
egyik mathematikusa Fuklides volt, kit a kirdly maga hivott e
helyre. Itt fejtette ki a mathematika rendszerét és helyezte ezt a
tudomanyt a vele rokon tudomanyok kozott az elsd helyre. Eletrajzé-
b6l azonban alig tudunk adatokat; sziiletésének sem helyét, sem
idejét nem ismerjitk. Némelyek szerint Egyiptomban, arab forrasok
szerint azonban a sziriabeli Tyrus varosaban ssiiletett, mint egy
Damaszkuszbol szarmazé, de Tyrusban megtelepedett Naukrates nevii
gordg ember fia. Naukrates valdsziniileg Athenébe kiildotte fiat
tanulmanyttra és Euklides onnan keriilhetett Alexandridba. Kz Kr. e.
300 koriil lehetett ; munkdssdganak korszakat pedig a Kr. e. 300 és
980 kozotti évekbe tehetjiik. Ugy latszik teljesen csak hivatéasénak
élt és élete végéig a Muzeumban dolgozott; haldla évét sem ismer-
juk. Személyérél utobb teljesen megfeledkeztek ; még a nevét sem
igen ismerték, hanem szazadokon keresztiil a stovyeia ([Klemek) cimt
miive révén csak igy emlitették meg: a Ecorystdrne. A Kr. u, elsé
szazadokban meg épen Osszetévesztették a megarabeli Huklidesszel,
aki Sokrates halala utan (399 Kr. e.) ennek tanifvanyait maga koré
gytijtve, megalapitotta a megarai iskolét.

Csak Proklos (élt 412—485 Kr. u.) emelte ki ismét az isme-
retlenségb6l Euklides személyét és oszlatta el a hozzaja fiizédé téve-
seket. Proklos ezeket irja réla Kr. u. 450 koriil :

Nem sokkal fiatalabb ezeknél ¥ Buklides, ki az I[Klemeket
osszeallitotta, mikozben sokat, ami Eudoxustdl ¥* szarmazik,

* Hermion és Philippos, Plato tanitvinya.

** Hudoxus (élt Kr. e. 408—355) az aranyoknak egész altalanos tdrgyalasat
adta meg ; szamos mértani tétele koziil pedig a legfontosabb ez a stereome-
triai tétel: a ghla harmadrésze a vele egyenld alapt és magassdagti hasibnak,

1*



rendszeres Osszefiiggésbe hozott, sokat, amit Theaitetos * meg-
kezdett, befejezett és azonkiviil sokat, amit régebben a sziik-
géges szigorusag nélkil bizonyitottak, megtamadhatatlan bizo-
nyitdsokra visszavezetett. E férfi virdgzdasanak kora pedig
I. Ptolemaios alatt volt. Mert Archimedes,** kinek élete az
elgd Ptolemaios alatt kezdédik, megemliti Fuklidest és pedig
ezt mondja el: Ptolemaios egyszer azt kérdezte Huklidestsl,
vajjon nincs-e kényelmesebb 1t a geometridhoz, mint az [Kle-
meken at? Ez azonban ezt felelte: «A geometriahoz kiralyok
szamara sincs kiilon ut.»
Egy mésik adomaszerti adatot Stobaios (élt 500 kéril Kr. u.)
egyik munkajabdl ismeriink :
Valaki, aki Euklidestél geometriat kezdett tanulni, azt kér-
dezte, miutan (az Elemekbél) az elsé tételt megtanulta: «Mi
hasznom van most abbol, hogy ezt megtanultam ?» Euklides
el6éhivta rabszolgajat és ezt mondta : «Adj neki harom oboloszt,
mert 6 azért tanul, hogy haszna legyen.»
Buklides jellemérsl tovabba alexandriai Pappostél (élt a Kr. u.
ITI. szazad végén) tudunk meg néhany vonast. Leirdsa szerint Eukli-
des szelid és szerény volt, jo akarattal mindenki irant, aki mathe-
matikat valamiképen fejleszteni volt képes és kordabbi vivmanyokon
szandékosan lehetbleg keveset valtoztatott.
Mindezek a jelek arra mutatnak, hogy Euklides szerény, de
onérzetes, emberi hiusagok nélkil vald, tisztén a tudomanynak é16
igazi tudos volt.

Euklides mfivei.

Euklides legnagyobb miive, mely mar egymagaban is &6rok
hirnevet biztositott szerzéjének, a Erovycio, az Elemek 13 konyve.
Korszakalkoté munkaval allunk szemben e miiben, a mely a mathe-
matikdnak elsd tokéletes tankonyve. Csak ennek a miinek alapjan
lehetett utébb ezt a tudoményt hiztosan, vilagosan tovabb fejlesz-
teni. Az Elemek bévebb ismertetése a kiovetkezd fejezetek feladata.

Fuklidesnek més két, kisebb mive targyilag az Elemekkel all
kapesolatban. Az els6 ezek koziil a As8épeve, az Adatok cimi md,

* A Kr. o. IV. szézadban élt és féleg a szamok tulajdonsigait meg az
6t szabélyos testet tanulmanyozta. ;
** Bt Kr. o. 287212,
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mely az Klemel atismétlésére szolgalé definicidk és tételek gytijte-
ménye. A definicick megmondjak, hogy a nagysag szerinti adatok:
a tér, a vonal és a szog, a helyzet szerinti adatok pedig: a pont és
ismét a vonal meg a szbg, ha ugyanis mindig ugyanazon a helyen
vannak. A definiciok utdn 95 tétel kovetkezik, melyek megallapitjdk,
hogy ha bizonyos dolgok adottak, egyidejiileg més dolgok is adot-
tak. Szolgaljon mutatéil e néhany tétel ;

1. Adott mennyiségek eqymdshoz adott ardnyban vannak.

2. Ha egy adott mennyiséy eqy mdsikkal adott ardnyban
dll, @ mdsik is adolt.

25. Ha két adott vonal eqymdst metszi, melszési pontjul
is adolt.

40. Ha a hdromszigben mindeqyik szig nagysdg szerint
adott, a hdromszég fajdra nézve adotl.

A mésik mi a [lépopa (a porizmak) harom konyve, melyek
azonban elvesztek ; tartalmukat csak Pappos adataibol ismeyjiik.
Porizma alatt oly tételt kell értentink, mely valamely osszeftiggést
allapit meg bizonyos adott és mas, ezek révén meghatarozott, habar
még ismeretlen dolgok kozott. Ennek vildgosabb magyardzatiara
nagyon alkalmas az a példa, melyet mar Proklos felemlit, hogy egy
adott kérnek egyszersmind a kézéppontja is meg van hatarozva, de
csak bizonyos szerkesztés elvégzése dltal talalhaté meg. A porizmak
konyveiben 171 tétel volt, melyek az FKlemelk tételeinek 6nallé alkal-
mazasal voltak. Pappos 29 csoportba osztotta be e tételeket, muta-
toul azonban szoszerint csak egyetlen egyet kozolt, mely a teljes
négyszig egyeneseinek metszési viszonyairdl szol.

Nagyon érdekes targyat tartalmazé miive még a Ilept drarpésemy
(A felosztdsokrdl) ciml konyv, mely arab forditdsban maradt meg.
1563 koriil John Dee taldlta meg és forditotta latinra ezt a mivet,
melyet a Gregory-féle Euklides-kiadasban madr felvettek. A mitben
foglalt feladatok koziil ezek emlitendék meg: felosztandék harom-
szogek 68 négyszogek adott irdanyu vonallal adott ardnyban; fel-
osztando az otszog vagy az egyik cstcspontjan atmendé vagy pedig
egyik oldaldval parhuzamos vonallal ugyancsak adott ardnyban :
megfelezendd egy korivbhél és két egyeneshél allo idom a koriv
kozéppontjan dtmend vonallal sth.

Euklides a kupszeletekrdl is irt négy konyvet (Kwvend), melyek
azonban eclvesztek. Pappos emliti meg azokat és azt is, hogy Hukli-
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desnek erre a miivére tdmaszkodik lényegében Apollonius (61t Kr. e.
247—200 koriil) hasonlo cimli miivének négy elsé konyve.

~ Hasonloképen elveszett Tuklidesnek még két mas miive ; ezek
a Wevddpro (Alkovetkeztetések) és a Témor mpoc émupdvetay (Helyek a
feliileten) cimt iratok. Pappos nyilatkozataibol azt kovetkeztethet-
jik, hogy ez utébbi mtiben henger-, esetleg kupfeliilleteken fekvé
gorbéket targyalt FEuklides.

Fenmaradt azonban Huklidesnek egy Pawépeva cimi miive
csillagdszati tartalommal, mely f6leg bevezeté gombtani tételei miatt
fontos.

Egy Oplika cimti miben Euklides a tavlattan alaptételeit tar-
gyalta, melyek kiillonboz6 mérések eszkozlésére alkalmasak. A Ka-
toptrika cimti mtivet is Huklidesnek tulajdonitottak, ujabb idében
azonban kétségbe vontik, hogy Euklides a szerzdje.

Végre pedig megemlitendé Euklidesnek a hangkozokrol szolo
hangtani miive : a Kataropi] novévoe. gy masik zenei miirél (Beve-
zetés az osszhangzattanba) azonban mar a XVL szézad végén ki-
mutattik, hogy az nem Euklides mitive, mint addig hitték, hanem a
Kr. e. IV. szazadbeli Kleionidesé.

Az Elemek.

Euklides f6 mitive, melynek cime Xrotycio, az Elemek, maga-
ban foglalja az egész elemi mathematikat egészen a kupszeletekig
és teljes képet ad a gorogok addigi mathematikai ismereteirdl. Mert,
mig az Buklides el6tti id6kbél csak egyes adatokat, problémakat,
magukban allé tételeket ismertink, most e mtiben egy egész alkot-
ményt ldtunk, teljes rendszerben, hézagok és ugrasok nélkiil. Ossze-
gyiijtétte mindazokat a dolgokat, melyeket Thalestél (élt Kr. e.
624 543) és Pythagorastol (élt Kr. e. 569—A470) kezdve egészen a
platoi és aristotelesi iskoldkig (a Kr. e. IV. szazadban) feldolgoztak
és ezeket elrendezve, paratlan tudomanyos éleslatdssal, szigort ko-
vetkeztetéssel és vildgos attekinthetdséggel oly tokeéletes munkat
alkotott, melyrél minden kornak mathematikusai a legnagyobb cso-
dalattal nyilatkoztak és mely a mathematikai irodalomnak egyik
orokbeesti gyongye. '

A 13 konyvet tartalmi oOsszefiiggésiik szerint négy csoportba
lehet beosztani. Az elsé hal kényv a sik mértant tdrgyalja. Az 1.
konyv tartalma : a haromszog oldalainak és szdgeinek fonfosabb té-
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telei, haromszogek szerkesziése, merdleges és parhuzamos vonalok
tételei, négyszogek és Jgromszogek teriilete. A IL konyv terjedelemre
nézve a legkisebb, de tartalom tekintetében a mi legtanulsagosabb
részeinek egyike, mert anyaga révén bepillantast nyeriink az egész
gordg mathematikai felfogasba és modszerbe. Nem csekélyebb dolog-
gal ismerkediink meg a IL. konyvben, mint a gorogok algebrajaval,
melyben azonban minden mathematikai fejtegetésiiknek geometriai
mezt adtak és ez altal megteremtették a geometriai algebrdt. A IIL
konyv a kort, a IV. pedig a korbe és a kor koré irt idomokat tar-
gyalja. Az V. kényv az ardanylatok tana, melyet mar Hudoxus tar-
gyalt egész dltalanossigban. Bar ennek a konyvnek az anyaga is
lényegében algebra, mégis beletartozik a sikmértanba, mert egyrészt
az alakja geometriai, masrészt pedig el6készitésiil szolgdl a VL. konyv-
nek, mely az ardanylatoknak féképen a hasonld idomokra vonatkozo
alkalmarzagit foglalja magaban.

A masodik esoportot alkotja a kovetkezé harom arithmetikai
konyv. Hzek koziil a VII. konyv a kozos osztot és a legnagyobb
kozos osztot, tovabba azokat a tételeket targyalja, melyek a szamok
oszthatésdgdra vagy nem oszthatosagara vonatkoznak, ha azokat
kiilonbozé miiveletekkel véaltoztatjuk. Ugyancsak e kinyvben talél-
juk a relativ primszamok kiilonbozé tételeit. A VIII. és IX. konyv
anyaga legnagyobbrészt a mértani haladvannyal foglalkozik antik
alakjaban : mint folytonos aranylattal.

Kilonallo kényv a X., mely az FKlemelnek legterjedelmesebb
konyve. Huklides ebben 6sszegylijtotte mindazt, amit Plato iskolajé-
ban, f6leg annak egyik tagja, Theaitetos az Gsszemérhetetlen meny-
nyiségekrél megallapitott.

A negyedik csoportba végre tartozik a XI., XII. és XIIL kényv,
melyeknek targya a testmértan.

Euklides 13 kionyvéhez idével még két konyv csatlakozott, me-
lyek a szabalyos testeket targyaljdk. Az elsd ezek koziil alexandriai
Hypsikles, a Kr. e. II. szdzadban él6 csillagdsz mive ; a masodikat
is sokaig Hypsikles munkdjénak tartottdk, ujabb kutaték azonban
arra a meggyo6zodésre jutottalk, hogy azt damaszkuszi Damaseius irta
a Kr. u. VL szdazad els6 felében.

*

Euklides & mathematikai anyagot 6sszes konyveiben mind tar-
talmi elrendezés, mind kiils6 alak tekintetében egyontetiien dolgozta
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fel. Minden konyv elején vagy legalabb is minden csoport elsé kony-
vének elején definicickat talalunk. A hat elgé konyv mindegyikének
megvannak a maga definiciti; a VII. konyv definiciéi a VIIL és IX.
konyvnek is gzélnak ; a X. konyvben ismét az ebben sziikséges el-
nevezéseket és alapfogalmakat taldljuk meg, a XI. konyv definicioi
viszont a XIL és XIII. konyv anyagahoz is tartoznak. Az I. konyv-
ben azonban a definiciék utdn még posztuldtumolkal és axiomdkkal
ismerkediink meg, melyekre az egész mii anyaga tamaszkodik. A tu-
lajdonképeni mathematikai anyag pedig feladatok alakjiba van fog-
lalva, melyek, hol hizonyos Gsszefiiggéshen, hol pedig mint egyma-
gukban 4ll6 szerkesztések avagy tételek kovetkeznek egymés utdn.

A definicidlk.

A szigort kritika Fuklides nagy miivébél kivaléan a definicio-
kat és ezek koziil is f6leg az 1. konyv definiciéit vette boneolé kése
ald és tett is ezekben legtobbszir erds kifogasokat. Euklides defini-
¢i6it a néha kizsé skolasztikus jzii kritika egyszer-mdsszor mar na-
gyon is élesen itélte el, felvetve elleniik azt, hogy legtobbje negativ
természetii és meg sem mondja azt, amit tulajdonképen feladataul
kitiizott magdnak

A definiciok értékéhez mindenesetre sz6 fér. Nem lehet tagadni,
hogy egyik-mésik nem is hatdrozza meg az illeté dolgof, hanem
csak egy-egy (néha tényleg csak negativ) tulajdonsagdat emliti fel
(mint pl. mindjart az 1. kényv L definicidja: pont az, a minek nines
reésze; hasonlék ehhez a vonal és a lap meghatdrozdsai is); talalunk
viszont nagyon is bébeszédli és felesleges dolgokat is tartalmazd
definiciokat (mint pl. a XVIIL, mely felemliti, hogy a félkior kizép-
pontja ugyanaz, a melyik a koré); vannak tovabbd kissé homdlyos
definicidk is, melyeknek értelme esak bizonyos magyardzatok utén
vilaglik ki (mint pl. a IV., mely szerint egyenes vonal az, amelyik
a benne elhelyezett pontjain eqyenldhépen fekszik; ugyanilyen a
VIL, mely a sik laprél szol).

Ujabb idében azonban Euklides definicidival szemben mind
enyhébb felfogds kezd érvényesiilni, mely szem el6tt tartja azt, hogy
teljesen kifogastalan definicié megszerkesztése tulajdonképen nagyon
nehéz, és nem ritkan anndl nehezebb, minél elemibb és egyszeriibb
az illeté dolog. Legtobbszor meg kell elégedniink, ha valamely do-
logrol esak bizonyos jellemzé tulajdonsagokat vagyunk képesek ki-



emelni és esetleg teljesen le kell mondanunk arrél, hogy valamely
dologrol esakis puszta szavak segitségével teljes fogalmat nyujtsunk.
Ennek az enyhébb és mindenesetre helyesebb felfogdsnak mdr a
XVIIIL szdzadban akadt szészéléja Joh. Heinr. Lambert személyé-
ben (élt 1728—1777), ki igy nyilatkozott:

Hogy Euklides definicioit elérebocsatja és felhalmozza, az
mintegy nomenklatura. Nem tesz annal egyebet, mint a mit
pl. az ords vagy méas mester tesz, amikor azzal kezdi, hogy
inasdval eszkézeinek nevét ismerteti meg.

Mindenesetre legeélszertibb, ha tgy fogjuk fel a do]got ‘hogy
Euklides eldrelatashol és attekinthetéség céljabol a targyalandd
anyagnak mintegy tartalomjegyzékét és a mértani elemek tulajdon-
sagait akarta a definicidiban megadni.

A posztuldtumole.

A definiciok utén Fuklides oly mértani tételeket emlit fel, me-
lyek a jozan ész kovetelésén alapulnak és melyeket nem sziikséges,
de tulajdonképen nem is lehet bizonyitani; e tételeket, melyekre az
anyag targyalasakor gyakran hivatkozik, posztuldtumoknak, kivetel-
ményeknek (atfpore) neveste.

Euklides posztulatumai szészerinti forditdsban gy szélnak:

I. Kéveteltessék, hogy minden ponttél minden ponthoz egyenes vonal
vezettessék.

TI. 1% a hatdrolt egyenes irAnyéban folytatélagosan meghosszabbit-

tassék. :
IIL. Es minden kézéppont koril minden sughrral kor rajzoltassék.
IV. Hs az osszes derékszogek egymassal egyenlék legyenck.
V. Ils, ha két egyenest metsz8 egyenes ugyanazon az oldalan két
derékszognél kisebb belsé szogeket alkot, a két egyenes hatdrtalanul meg-
hosszabbitva, azon az oldalon talilkozzék, melyen a szdgek két deréksziognél
kisehbek.

Nyilvanvald, -hogy ebben a fogalmazashan feltiinik a logikai kapesolat
hidnya az 6t posztulatum kozott, mert mig az elsé haromhoz még illik a be-
vezetés 1 wkdveteltessék, hogyv, a IV. posztulitumhoz fiizve, nem egykonnyen
litjuk be ennek az értelmét: ckoveteltessék, hogy az osszes derdkszigek
egymassal egyenlék legyeneks ; ép oly kevéssé illik a bevezetés az V. posztu-
litumhoz.

Alexandriai Theon (élt a Kr. u, IV. szdazad misodik felében) is meg-
akadhatott ezen a nehérségen, mert valésziniileg 6§ vette el a posztulitnmok-
bél a IV. és V. pontot és helyezte azokatl az axiomik kéze X. és XI, axio-
minalk,
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Proklos is érezte ugyanezt a nehézséget, de azt hitte, hogy meg is
oldja ezzel a magyarizattal :

A posztulatumok oly médon kiilonboznek az axiomaktél, mint a fel-
adatok a tantételekt6l; az elébbiek szerkesztéseket kovetelnek, melye-
ket mindenki kénnyen elvégezhet, az utébbiak tételeket, melyeket min-
denki kénnyen elfogad.

Ily magyarazat tényleg raillik az elsé harom possztulatumra, melyek
kétségtelentil szerkesztéseknek — bér nagyon is primitiv szerkesztéseknek —
beillenek. Proklosnak ezt a magyarazatit természetesen esak Theonnak el-
jarasa fette lehetrégessé.

Kideriilt azonban, hogy Euklides mégis mind az 6t pontot mondotta
ki az Altfpate cime alatt. Hs itt nem lehet tagadni, hogy a fordité kényszer-
helyzetbe keriil és kénytelen az eredefi fogalmazdsban véltoztatisokat tenni,
ha a posztulitumok 6sszetiiggésének értelmét is akarja visszaadni. Mert nyil-
vanvald, hogy csakis a szavak alakjaihoz valé ragaszkodds hozza ellentéthe
az ot pont bevezetd mondatiat az 6t pont tartalmdival.

Peyrard, az Elemek francia forditéja le is rézta a szavak nyiigét: egy-
szeriien elhagyta a «koveteltessék, hogy» bevezetést, a IV, és V. posztulitu-
mot pedig indicativusban fejezte ki, Hasonlé eljardssal talilkozunk a legtobb
angol forditdsban is.

Osszhangot azonban gy is hozhatunk a bevezet6 mondat és az of
pont tartalma kozé, ha egyszeriien a posztuldtum értelmére tAmaszkodunk,
hogy ugyanis bizonyos tényeket, dllitdsokat, tételeket bizonyitis nélkil is
igazsagoknak elfogadunk (koveteljiik azok elismerését, elfogadasit) és ennek
alapjan az ot posztuliatum elé ezt a bevezetd mondatot fessziik :

wbizonyos, hogy»; ez azutin csak igen csekély alaktani valtoztatisokat
von maga utdn a posztulitumok szovegében.

Az axiomdk.

Euklides ezeket igy nevezte : zowai Evvornt (k6z6s eszmék), ké-
86bbi gorog irok az dgubparce szot hasznaltdk ezen a helyen. Az axio-
mak bizonyos, igen egyszerii igazsagok, melyeket ép oly kevéssé
kell vagy lehet bizonyitani, mint a posziulatumokat; ennélfogva nincs
is az axiomik és posztuldtumok kozott lényegesebb kiilonbség, bar
idénkint tettek kisérleteket, ilyet megallapitani, ami azonban min-
dig eréltetett dolognak bizonyult.

Proklos a posztulitumokat szerkesztéseknek, az axiomikat tételeknek
minésitette (1. feljebb), de kénytelen' volt a IV. és V. posztulatumot az axio-
mik kozé besorozni. Masok hajlandék voltak a posztuldtumokat esupan mér-
tani, az axiomikat pedig Altalanos mennyiségtani tételeknek mnevezni, de ak-
kor az egyik axiomat (két egyenes nem zdr be teriiletet) a posztuldtumokhoz
kellett esatolni, miképen az tobb kéziratban, nevezetesen a vatikini kézirat-
ban is, tapasztaljuk. Max Simon, az Elemek hat els6 kényvének egyik német
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forditéja ezt a kiilénbséget teszi: a posztuldtnmok a szemlélet alaptényei, az
axiomik pedig a logika alaptényei; tebtszetés szavaknil egyebet azonban &
sem igen nyujt e megkiiléonboztetésben.

Az ewlclidesi forma.

A definicidk, posztulatumok és axiomdk utan Buklides végre
attér a fulajdonképeni anyagra, melyet 6nallé feladatokban (mpéra-
otg, propositio) targyal. E feladatok kétféle természetiiek: vagy igazi
feladatol, problémdk vagy pedig tantételek, theorémdk. Mindketts-
nél szigorian megtartja azt a modot, melyet azéta altalanosan
euklidesi formdnak neveznek és mely abban 4ll, hogy mindenek-
el6tt kimondja a problémat vagy a theorémadt, azutdén megadja a
megfejtést, illetéleg a bizonyitdst, ezutdn pedig kivétel nélkiil hozz4-
fiiggeszti a zaradékban a probléménal : Grep &t motfjsar (quod opor-
tebat fieri, ezt kellett elvégezniink), a tantételeknél pedig: 8mep &dst
getéor (quod erat demonstrandum, ezt kellett bebizonyitanunk).

A megfejtés, vagy a bizonyitds nagyon behato, a legaprobb
részletekre kiterjeszkedve. Fuklides ugy ir, hogy a laikus is minden
elétanulmany nélkil megérti; a levezetés lassu lépésekben halad
elore, ugrasok nélkiil, biztosan, meggydzden.

Az euklidesi modszer és forma részletesebb ismertetése célja-
bol rogton az L. kinyv 1. feladata kinilkozik legalkalmasabb pél-
danak :

!
oA .

*Ext tijc Sodeione sddeioc memepaspévyc tpiywvoy t66-
TAEDpOY oboTicocdal.

Fz tehat a mpérasts, vagyis a feladal (més esetekben: a fan-
tétely imonddsa. Kovetkezik az gxdesic (expositio), az adatok meg-
allapitdsa :

"Eotw 7 dodzica ebdein memepaspévy 4 AB.

Az ezeket kovetd lépés a Swpiopbe (determinatio), a feladal
meghatdrozdsa az adatok alkalmazasival:

Aet 34 &mt tijc AB eddeiog tpiywvoy isbmhenpoy snorijcasdor.

Ezt azonban a késoébbi feladatokban Huklides maga is rende-

sen elhagyta.

A probléma lényeges része a wotoswentd (constructio), a szer-
kesztés (mely azonban a tantételeknél természetesen elesik):
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Kévrpo pév to A Sraoripart 88 w9 AB udwhog yeypdpde 6 BIA,
rol ik xévipe pev o B Swotipatt 88 t9p BA wbudog yevpdpde 6
] ATE, zai dnd tod I' onpeion, xad &
tépvonoty dhkfhove of whindot, ezt o A,
B onpeio érsledydocay sddeial af
I'A, I'B.

Mind a probléménak, mind a tan-
tételnek legfontosabb és legtanulsa-
gosabb része az amédeiéic (demonstra-
tio), a bizonyilds:

Kol énst w0 A oypeiov xévrpoy doti
tob I'AB xéxdov, Toy 2otiv 1) AL ©f} AB. zdhw, énst to B onpeiov %év-
tpav gott od I'AE wbndav, Toq éativ  BI ©f; BA. 28:iydq 88 nai ) A
) AB {on. éxatépo dpo tav I'A, I'B ©f) AB oty To. td 88 19 abtd
50 wat gAkfhots oty oo wal ) CA dpa =f) I'B éomy Toy. ot tpeic dpo
at I'A, AB, BI' isat aljlatc stoiy.

Az utolso rész végre a sopmépospa (conclusio) a zdradek, mely
a bizonyitds utdn kimondja még egyszer a feladatot vagy a tan-
tételt :

Isémhenpoy dpo gott to ABL tpiqevoy. nal avvéstator éxt tijc do-

detone eddeiog memepaspévine tijc AB.
"Exi tijg dodeione dpo eddsiog memepaspévie tpiywvey toémhevpoy
cuvéstotot. omep et moLiant.

Kéziratok.

Fuklides eredeti kézirata, melyet az alexandriai Muzeum konyv-
taraban driztek, elveszett; valdsziniileg elégett a konyvtarral egyiitt.
Sokan masoltak ugyan a kéziratot, de iddvel a szoveg tetemes vél-
tozdsokon ment at. Féleg alexandriai Theon engedett meg magé-
nak sok onkénykedést Euklides miivének kommentaros kiaddsaban,
amennyiben sokat valtoztatott, hozzdcsatolt, Gssze-vissza cserélge-
tett, javitgatott a javitdsra alig szorulé fiben. Fs utobb épen ez a
nagy igényekkel fellépd kiadds szoritotta ki a tobbi kéziratot a kéz-
iratpiacrdl. Koriilbelil egy szazaddal Theon utén Proklos szintén
kommentéart irt Euklides mtivének legtébb kionyvéhez; kar, hogy
csak az Elemelk 1. konyvéhez tartozé kommentir maradt meg.

A kbzépkorban Fuklides miivét jo ideig ¢sak hézagos kivo-
natok révén ismerték a kolostorokban, késébb pedig a Keletre ke-
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riillt gorog kéziratok arab forditdsaibél kesziilt latin atdolgozasai
nyoman.

A renaissance-kor szellemi életének hullamai az Elemek gorog
kéziratait is felszinre hoztak, melyek koziil a legnevezetesebbeket a
kovetkezékben ismertefjiik.

A valikdni Eéziral (190. sz. ). Bz a kézirat a IX. szazad végé-
r6l vagy a X. szazad elejérdl valé ; kivalo becsét az adja, hogy oly
még régibb keéziratrél masoltdk, mely régibb a Theon-féle kiadds-
nal, ennélfogva ebbél a keézirathol meg lehetett hatdrozni Theon
valtoztatasait. A vatikdni kézirat magaban foglalja az Elemel tizen-
harom konyvét; nyomban ezek utdn kivetkeznek az Adafol és esak
azutan az Elemel XIV. és XV. kényve. A vatikan! kéziratot I. Na-
poleon 1808-ban Parisba vitette, 1814-ben azonban visszakeriilt a
Vatikanba.

Az oxfordi kézirat a Bodley-kényvtarban szintén a IX. szdzad
végeérol valo.

A firenzei kéziral a Laurenzianaban a X. szazadbol szarmazik.

A pdrisi 1038. szdmu kéziral (Bibliotheque Nationale) hidnyos,
amennyiben csak az Elemek I1. konyvénck 8. feladataval kezdddik ;
magaban foglalja azonban az Adalokat is. A XI. szazad kezdetén
irhattdk és valaha a Vatikanban volt; Parisba a 190. szamu vatikani
kézirattal egyiitt keriilt 1808-ban és ott is maradt.

A béesi kézirat a X1 vagy XIL szdzadbdl eredhet és XI1II. sza-
zadbeli kiegészitésekkel fejezddik be.

A pdrisi 2466. szdmu kézirat az Elemel tizenharom konyvét
foglalja magaban és a XIL szazadbol valé lehet.

A pdrisi 2844. szdmu Eéziral szintén az EKlemel: tizenharom
konyvét tartalmazza és ugyancsak XII. szazadbeli eredetii lehet.

E kézirat elsd lapjanak hasonméasa lathaté a 14. lapon; a 15.
lapon pedig gorog szovegti olvasdsa van meg.

A pdrisi 2845, szdmu Léziral hasonlé tartalmu mint a meg-
el6z6 Letté és a XIIL szdzadbdl szarmarik.

A parisi Bibliotheque Nationale-ban egymagaban huszonkét
kézirat van.

*

Noha Fuklides mitivét stiriin mésoltak, szerencsére aranylag
kevés-hiba csuszott a mésolatokba. Itt-ott taldlhaté csupdn szavak
eleserélése, kihagyasa, esetleg egy-egy szo betoldsa, minek folytdn a
szovegkritikdnak nem sok dolga akadt Euklides mtivénél. Ez termé-
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szetszertien a mathematika egyszert nyelvezetével jar. Nagyobb val-
toztatdsok azonban azokkal az elhelyezésekkel jartak, melyek f6leg
alexandriai Theon énkényes eljardsa folytdan tamadtak. Innen van
az, hogy féleg a posztulatumok és axiomdk elrendezésében vannak
kiilonbségek.

Bgyebekben a kéziratok csak inkébb alaki dolgokban és nem
lényegben kiilonboznek egymastol. Igy tobbek kozott egyes kézira-
tokban megvannak, masokban viszont hidanyzanak az egyes részek
cimei (mint: definicidk, posztulatumok, sth.); a legtobb kéziratban a
feladatok ninesenek megszamozva, masokban meég az is meg van
jelolve, vajjon a feladat probléma-e avagy tantétel; végre pedig
tobb kevesebb tagoltsagot talalunk a feladatok egyes részeiben.’

Buklidés maga valdszintileg nem gzamozta meg a feladatokat,
amire az 18 mutat, hogy valamely késdbbi feladatban mindig teljes
szovegéhen idézi azt az elobbi feladatot, (esetleg posztulatumot vagy
axiomit), melyre hivatkozik.

Az Elemek latin és gorog kiaddsai.

Az Elemel: egyes részeinek két arab forditasarol is tudunk.
Az egyiket egy Hadzsadzs ibn Juszuf ibn Matar nevii arab tudés
végente els6 izben Arrasid kalifa idejében, masodizben pedig Alma-
mun kalifa (mint ilyen 813-—833) parancsdra. A masik forditdst
pedig az Ibadok keresztény arab torzséhez tartozé Hunain ibn Izsak
feliigyelete alatt ennek fia Abu Jakub Izsak ibn Hunain csinalta
meg a IX. szdzad végén.

Egy bathi Atelhart nevii szerzetes a XII. szazad elején a Ke-
letre utazott, hogy az arab nyelvet elsajatitsa; ez arra tette képessé,
hogy egy (eddigelé ismeretlen) arab Euklides-forditasbol az Klemel
elsé latin atdoigozasat elkészitse (1120 tajan).

Ugy latszik, ugyanaz az arab atdolgozas, melyet bathi Atel-
hart haszndlt, szolgalt alapul novarrai Johannes Campanusnak, ki
a XITT. szdzad kozepe tdjan az Elemel latin kiaddsdt készitette el;
egyszersmind 6 csatolta az Flemek 13 konyvéhez a nem euklidesi
XIV. és XV. konyvet is.

Bzt a Campanus-féle latin 4tdolgozast adta ki nyomtatisban
eloszor az augsburgi sziiletésii, de Velencében egy iddre letelepedett
Frhardus Ratdolt nevii nyomdasz 1482-ben Velencében; ez volt
egyszersmind a legelsé nyomtatvany, melyben mathematikai dbrd-
kat lehet taldlni.



A mii teljes cime:

Praeclarissimum opus elementorum. Kuclidis megarensis una
cum commentis Cempant perspicacissimi in arlem geometriam in-
cipit feliciter.

A ¢imbél maris latjuk, hogy Ratdolt az alexandriai Euklidest
osszetévesatette a megarai Euklidessel. De tartalomra nézve is még
messze all ez a kiadds az Flemektol, mert Campanus sok helyen
megtoldotta és kiegészitette Euklides tételeit. Campanus atdolgozasa
uj kiadasokat ért el 1486-ban Ulmban (Regernél) és 1491-ben Ba-
selben (Magister Lieonardonal), majd pedig 1500 utan megvaltozta- -
tott szoveggel.

A velencei Bartolomeo Zamberti forditotta elsének kozvetle-
nil gordg kéziratbol az Klemeket latinra. Ezt a latin forditést
1500-t61 1505-ig adta ki. Zamberti szintén a megarai Buklidesnek
tulajdonitotta még az Klemeket, de hibaktol mentesebb munkdit
nyujtott a Campanus-féle kiadasndl, ami természetesen a kozveflen
forditassal egyiitt jart.

Luca Paciuolo 1509-ben Velencében az FElemeknek egy harma-
dik latin kiaddsaban ismét Zamberti &allaspontjara helyezkedett.
Luca Paciuolo oly imaddja volt Euklidesnek, hogy 1508. augusztus
[1-ikén a velencei S. Bartolomeo-templomban egy bevezetd prédi-
kdcio utan az Elemek V. konyvét olvasta fel és magyarizta.

Az Elemeknek egy negyedik latin kiaddsat féleg Zamberti
nyomén Jacques Lefevre francia tudés 1516-ban rendezte Michael
Pontanus segédkezésével a parisi Stephanus-féle nyomddban ; ezt a
kiaddst a szdzadok folyamén még szdmtalan uj kiadds kovette.

Az EKlemel latin kiaddsai koziil még megemlitendék Federigo
Commandino (élt 1509—1575) 1572-iki pesaroi és Christophorus
Clavius (élt 1537--1612) 1574-iki ré6mai kiadasa. Clavius méar nem
téveszti Gssze az Klemek szerzéjét a megarai Euklidessel; ilaque
Fuclides noster, Geomelra acutissimus, ab illo Megareo Philosopho
longe alius est, mondja a bevezetésben.

Az Elemek elsé gorég kiaddsa a Simon Gryneeus-féle, mely
1533-ban jelent meg Baselben. Grynmus ezt a kiadast két gorog
kézirat alapjan rendezte ; az egyiket Velencébdl, a mésikat Parisbol
kapta. A kiad4s ezenkiviill még Theon és Proklos kommentérjait
foglalta magéban, melyek koziil az utobbit egy oxfordi kézirat alap-
jan készithette el.

A kiadés teljes cime ez:

Eulklides : Elemelk.
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EYKAEIAOY srtovyeimy, BB =7 Ex tav Odwvoc svvonsay. Elc
tob abtod to TpdTov, S&pympdtey tob Hpdukon Bifi. 8. Adjecta prafati-
uncula, in qua de disciplinis Mathematicis nonnihil. (Sim. Gury-
nweus). Bas(ilew) apud J. Hervag mense Septembri 1533.

Ennek a kiadénak, mint az akkori kornak altaldban, az volt a
véleménye, hogy Euklides csak a feladatokat hagyta rank irdashan
és hogy a bizonyitisok meg az abrak Theontol valok; azért minden
bizonyitas elé oda is tette Theonnak, mint szerzének a nevét. Ugyan-
ily felfogasu volt még egy latin kiadds is, a Caianus-féle (Roma,
1545), mely cgak a feladatokat nyomtatta ki, mint Euklides egyediili
tulajdonat, a bizonyitdsokat és abrakat pedig kihagyta.

Egy gorog és latin nyelvii kiadast Stephanus Gracilis rende-
zett 1557-ben.

David Gregory 1703-ban kiadta Oxfordban az Elemel: tizenot
konyvét és az Adalokat gorog és latin nyelven. Gregory e kiadas-
hoz féleg Commandino latin forditdsat haszndlta fel, de azonkiviil
a Grynmus-téle kiadasra is tamaszkodoft. A kiaddsnak, mely majd-
nem két szazadon at edilio optima néven volt ismeretes, ez volt a
cime :

Fuclidis que supersunt omnia (Graece et Lat.) Ex recens. Dav.
Gregorii Oxonii e theatro Sheldon 1703.

Robert Simson, glasgowi tandr 1756-ban az Klemiek hat elsé,
XI. és XII. konyvenek latin forditdsdt adta ki, mely kiadas annyi-
ban nevezetes, hogy Simson a Grynsus-féle nézettel szemben azt
a véleményt vallotta, hogy a bizonyitasok szovegét is Euklides irta, de
ezeket Theon tobhé-kevésbbé modositotta, illetéleg elrontotta. Az 6
torekvése az voll, hogy Euklides miivét Commandino latin forditasa
szerint kiadja, a bizonyitdasokat Theon rontédsaitél megtisztitsa, az
altala valosziniileg kihagyottakat helyredllitsa, szdval Euklides ere-
deti szovegét lehetbleg visszaallifsa. Hogy Simson mily helyesen
jért el, azt a késébben felfedezett vatikani kézirat teljesen igazolta.

1814—1818 kozott jelent meg az FElemek negyedik szoveg-
kiaddsa, melyet F'. Peyrard készitett el és melyhez latin és francia
forditast is csatolt. Ez az elsd kiaddas a vatikani kézirat alapjan,
melyen kiviill még 22 kézirat dllott Peyrard rendelkesésére. A gon-
dos és nagybecst kiaddsban az Adafok is megvannak. i

Az 6todik nevezetesebb gorog kiadds Augusttél valo (Berlin,
1826—1829; 13 konyv.).

Az Klemel: legtokéletesebb és talan mar minden kétséget el-
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oszlato szovegkiadasat végre J. 1. Heiberg bocsatotta kizre 1883—
1888 kozott a lipesei Teubner-cégnél latin forditdssal egyetemben.
H. Mengevel egyiitt ngyanott Euklides oOsszes fenmaradt mtiveit
adta ki.

Az Elemek é16 nyelveken.

Az Klemel olaszul jelentek meg elészor él6 nyelven; Nicolo
Tartaglia végezte ezt a forditdst az [lemek latin kiadasa révén
154.3-ban.

1555-ben jelent meg az Elemel: VIIL. és IX. kényve Scheybel
német forditasaban; 1562-ben adta ki Wilhelm Xylander (Holtz-
mann) az elsé hat konyvet németiil. Tobb toredékes és legnagyobb-
részt tokéletlen kiadas utén Joh. Fried. Lorenz értékesebb német
forditasa kovetkezett 1781-ben. Ennek a forditasnak 3., 4. és 5. ki-
adasat Carl Brandan Mollweide rendezte (1809, 1818, 1824.)

Az elsé francia forditas Pierre Forcadel munkaja; az 6t elso
kinyv 1564-ben, a VII. és IX. kényv 1566-ban jelent meg.

Az els6 angol kiadast Billingslai készitette 1570-ben. Az egye-
diili szoveghti angol forditds Jam. Williamsontol valo (1781—1790).
Az angolok még manapsig is filnyomoéan Euklides nyoman végzik
a kozépiskolal geometriai tanitdst; nagyszamu iskolakonyveik azon-
ban mégsem Huklides-lorditasok, hanem kisebb-nagyobb onkénnyel
. végrett atdolgozasok.

Spanyol forditast Rodrigo Zamorano adott ki 1576-ban Sevil-
laban az Elemek hat elsé konyvérdl.

1594-ben pedig Rémaban megjelent nyomtatédsban az Elemek-
nek Naszir Eddin altal készitett arab étdolgozasa.

A XVIL szazad elsé felében Euklidest mar Kindban is ismer-
ték egy kivonat révén, melyet Giulio Alessi, jezsuita hittérité készi-
tett az Elemek hat els6 konyvéb6l kinai nyelven (ezt a forditast
Wylie egészitette ki 1857-ben az alkirdly kivansdgara).

A XVIIL és XIX. szazad folyaman megjelentek még orosz,
lengyel, svéd, dan, hollandi és ujgorog forditasok.

Az Elemel magyar forditasat Brassai Samuel (1800—1897)
adta ki 1865-ben a Magy. Tud. Akadémia meghizdsabol. Brassai
forditdsa alapjdul az August-féle szovegkiaddst vette, mivel az

Gk

=
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oxfordi Gregory-féle kiadas magyar f6ldon nem volt talalbato; az
Elemel; 13 konyvének leforditdsa utén Béeshe ment, hol a csaszari
konyvtarban kéziratit az oxfordi kiaddssal még egyszer Gsszehason-
litotta és ngyanabbdl az Aungustéban hianyzé XIV. és XV. konyvet
is leforditotta. Egyszersmind Peyrard kiaddsdval is oOsszevetette,
ugy hogy a legmegbizhatobb alapokra tdmaszkodva mutathatta be
Fuklidest a magyar kozénségnek.



AZ
ELEMEK

BLSO HAT KONYVE.







I. KONYYV.

Definicidk.

I. Pont az, aminek nines része.

II. A vonal szélesség nélkil vald hosszisag.

III. A vonal végei pontok.

IV. Egyenes vonal az, amely a benne elhelyezett pontjain
egyenldképen fekszik.

V. Lap az, aminek esak hosszisdaga és szélessége van.

VI. A lap végei vonalok.

VII. Sik lap az, amely a benne elhelyezett egyenesein egyenld-
képen fekszik.

VIIL. Sikszog a sikban egymést ér6, nem ugyanabban az egye-
nesben fekvd vonal egyikének a masikahoz valé hajldsa.

IX. Amikor a szdget alkoto vonalok egyenesek, a sziget egye-
nesvonalinak nevezziik.

X. Amikor egy egyenes egy masik egyenesen tgy all, hogy a
mellékszogek egymassal egyenldk, az egyenld szégek mindegyike
derékpzig és azt mondjuk, hogy az egyenes meréleges arra az egye-
nesre, amelyen &ll.

XI. Tompa szog az, amely nagyobb a derékszognél.

XII. Hegyes pedig az, amely kisebb a derékszognél. -

XTII. Hatar az, ami valaminek vége.
XIV. Idom az, amit egy vagy tobb hatar koriilfog.

XV. A kor oly sik idom, melyet eqy vonal koriilfog (ezt kerii-
letnek nevezziik), az idom belsejében fekvé egyik pontjan at (a kor
keriiletéhez) huizott egyenesek egymassal egyenlik.

XVL Ezt a pontot a kor kozéppontjanak neveuzziik.

XVIL A kor atmeérdje a kozépponton at huzott és a kor kerii-
lete dltal mindkét végén hatarolt egyenes, mely meg is felezi
a kort.



XVIIL A félkér az az idom, melyet az atméré és az sltala
elmetszett kertilet koriilfog. A félkor kozéppontja ngyanaz, amelyik
a koré,

XIX. Egyenes vonald idomok azok, melyeket egyenesek hati-
rolnak, a haromoldaltiak azok, melyeket hérom, a négyoldaltak
azok, melyeket négy, a sokoldaltak pedig azok, melyeket négynél
tébb egyenes hatdrol.

XX. A haromoldalt idomok kéziil az egyenléoldali harom-
8z6g az, melynek hiarom egyenlé oldala van, az egyenlészari az,
melynek esak két egyenlé oldala van, az egyenlétlen oldali harom-
gzog pedig az, melynek hdrom kiilonbozé oldala van.

XXI. Tovabba a héromoldalt idomok kozil a derékszogi
héromszog az, melynek egyik szoge derékszog, a tompaszogli az,
melynek egyik szoge tompa szdg, a hegyesszogl pedig az, melynek
mind a harom szige hegyes szog.

XXII. A négyoldalt idomok koziil a négyzet az, amely egyenls-
oldala és derékszogt, a téglalap az, mely derékszogti, de nem
egyenldoldali, a rombosz az, amely egyenléoldali, de nem derék-
szogl, a romboid az, amelynek egymassal szembenfekvé egyenld
oldalai és szdogei vannak és amely sem nem egyenléoldali, sem
nem derékszogti. A tobbi négyszoget pedig nevezziik el trapézeknek.

XXIIL. Parhuzamosak azok az ugyanabban a sikban fekvé
egyenesek, melyek seholsem taldlkoznak, bar ha mindkét végiikon
hatértalanul meghosszabbitjuk is 6ket.

Posztuldtumok.

I. Bizonyos, hogy minden ponttél minden ponthoz egyenes
vonal huzhato.

IL. Es a hatérolt egyenes a maga iranyaban folytatolagosan
meghosszabbithato.

1. Tz minden kozéppont koriil és minden sugérral kor raj-
zolhato.

IV. BEs az 6sszes derékszigek egymassal egyenlék.

V. Iis ha két egyenest metsz egyenes ngyanazon az oldalan
két derékszognél kisebb belsé szigeket alkot, a két egyenes hatar-
talanul meghosszabbitva, azon az oldalon talalkozik, melyen a szi-
gek két derékszognél kisebbek.

PR S R TR T
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Fzt az V. posztulitumot a szakkritika méltin tamadta meg és itélte
el, mint Euklides nagy miivének hib&jat, «foltjats. Az V. posztulitum ugyanis
nem mehet posztulitum szdmba, mert semmiképen sem foglal magéban oly
alapigazsagof, melyrdl vagy logikai belatis vagy kézvetlen szemlélet alapjin
gybzddiink meg és melyet nem sgiikséges bizonyitani. Az V. posztulitum
nagyon ig bizonyitisra szorul: helyessége csak akkor lesz nyilvanvaldva,
ha bebizonyitottuk, hogy a hiromszégnek mind a hérem szige egyittvéve
két derékszioggel egyenlé, két sadge ennélfogva kisebb két derdkszognél.
Ebben a kapesolatban tehdt az V. posztulitum a héromszog szigeirél széld
tételnek megtorditisa, mint ezt mdr Proklos is kimondta. De ez az utdbbi
tétel sem posztulitum, hanem szintén bizonyitésra szorul. Bizonyitani pedig
esak gy tudjnk, ha a héromszég valamelyik esticsan 4t parhuzamost hizunk
a szemkozti oldallal és arra hivatkozunk, hogyha két pdrhuzamos egyenest
eqy harmadik metsz, o valld- és a megfeleli szigek egyenltk. s voltaképen
ezt az utébhbi tételt kell alapigazsignak elfogadnunk, melyet egdszen szi-
gordan tugy sem tudunk bizonyitani. El is fogadtik mar a pythagorasi iskola
ota tapasztalati tételnek és igy méltan feltiinédst keltett, amikor FEuklides
I. kényvének 29, feladataban ezt a sziikségképen elfogadott tételt az 6 sok-
kal kevésbbé belathaté és szemlélteté V. posztulituménak segitségével hizo-
nyitotta. Mar az linklides kordt kovetd elsé szizadok nagy mathemafikusai,
mint Geminos (Kr. e. I. szdzad), Ptolemaios (Kr. u. II. szfzad) és Proklos
(Kr. u. V. szézad) foszogették az V. posztulatumot; a XIII. szézadban az
arab Naszir Eddin (élt 1201-—1274) vette fel Gjra a fonalat egy miivében,
majd pedig Clavinsnak 1574-ben megjelent tanulminya 6ta majdnem szaka-
datlanul foly6 irodalom targya lett az Euklides-féle V. posztulatum, mely
egdsy 1) elméleteknek lett a kutforrdsa és id6vel a mathematikinak addig
nem is sejtett terére (az abszolubt vagy nem-euklidesi geometrifiva) vezetett,
amelyen az uttordk jéformén esak a leglingeszitbb mathematikusok, mint
amilyen a mi hazink nagy sziilotte, Bolyai Jinos (élt 1802—1860) is volt.

Axiomik.

I. Amik ugyanazzal egyenldk, egymidssal is egyenlok.
II. Es ha egyenlokhoz egyenlGket adunk, az egészek is egyenldk.
III. Ks ha egyenlékbol egyenlSket kivonunk, a maradékok is

egyenlék.
IV. Es ha nem egyenl6khoz egyenléket adunk, az egészek nem
egyenlok.

V. Es egyenléknek a kétszeresei egyenlék egymassal.
VI. Bs egyenlknek a felei egyenlék egyméssal. :
VIL Es amik egymasra esnek, egyenlék egymassal.

VIIL. Ks az egész nagyobb a részénél.
IX. ¥s két egyenes nem zar be teriiletet.
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1.

Adott hatdrolt eqyenesre szerkessziiik eqyenld oldali hdrom-
szogel.

Legyen az adott hatirolt egyenes AB.

Tehat az AB egyenesre szerkessziink
egyenléoldali haromszoget.

Rajzoljuk az A koézéppont koré az
AB sugarral a BCD kort, viszont a B
kozéppont koriil a BA sugérral az ACE
kort, és a  ponthdl, melyben a korok
egymdst metszik, htzzuk meg az A és
B pontokhoz a (A és (U egyeneseket.

Es minthogy az A pont a CDB kor kozéppontja, AC egyenls
AB-vel. Viszont, minthogy B pont a CAE kor koézéppontja, BC
egyenlé BA-val. De aszt is bebizonyitottuk, hogy A egyenld AB-vel.
Ennélfogva mind CA, mind €1 egyenlé A B-vel. Amik pedig ugyan-
azzal egyenlék, egymassal is egyenldk (I. axioma). Ennélfogva (4
egyenlé CB-vel. Tehat mind a hirom: a CA, az AB és a BC,
egymassal egyenld.

Az ABC haromszog tehit egyenlGoldali. Ks megszerkesatettiik
az adott hatarolt AD egyenesre.

Adott hatarolt egyenesre tehat egyenloldali héromsziéget
szerkesztettiink. Kzt kellett elvégezniink.

2.

Adott ponthal vonjunk adott egyenessel eqyenld eqyenest.

Legyen az adott pont A, az adott
egyenes pedig BC.

Tehat az A pontbél vonjunk az
adott B egyenessel egyenld egye-
nest.

Huzzuk meg az A pontbél a B
ponthoz az AP egyenest (I. poszt.) és
szerkessziik erre a DAB  egyenlé-
oldali haromszéget (1.), hosszabbitsuk
meg a DA és DB egyeneseket ALK
és BF felé, rajzoljuk B kozéppont

e e e
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koré BC sugérral a CGH kort és viszont D) kozéppont koré DG su-
garral a GKL kort (ITL. poszt.).

Minthogy a B pont a CGH koér kozéppontja, BC egyenld
BG-vel. Viszont, minthogy D pont a (KL kor kozéppontja, DL
egyenlé DG-vel, bel6lik DA egyenlé DB-vel. Tehat az AL maradék
egyenlé a BG maradékkal (ITII. axioma). De azt is bebizonyitottuk,
hogy BC egyenlé BG-vel. Ennélfogva mind AL, mind BC egyenld
B G-vel. Amik pedig ugyanazzal egyenlék, egymdssal is egyenldk
(I. axioma). Ennélfogva AL egyenlé BC-vel

Az adott A ponthol tehdat a B( egyenessel egyenlé AL egye-
nest vontunk. Ezt kellett elvégezniink.

Bz a feladat érdekesen megviligitja azt a szigort kovetkezetességet,
melylyel FEuklides rendszerét felépitette. Ha ugyan pusztin a feladatot te-
kintjiik, bizonyira koriilményes és teljesen f6losleges munkinak tartjuk az
ABD egyenlboldaltt haromszog megszerkesztését és egyszertien 4 pont koriil
a BC sugirral kort rajzolnink. Ha azonban Fuklides médszerének mélyére
tekintiink, esakhamar belatjuk, hogy & esakis az I. kényve elején elérebocsi-
tott definicidékra, posztuldtumokra és axiomakra timaszkodott; az egyenes
vonalokat kizdrélagosan elforgatas segitségével helyeste el, az elforgatas
megengedhetéségét pedig a XV. definicié, a IIT, posztulitum, a TIL axioma és
az 1. feladat révén mutatta ki. Adott egyenesnek kozvetlen transzpondlisidt
tehat nem vette igénybe.

3.

Két adolt, nem eqyenld eqyenes kizil vdagjunk el a nagyob-
bikbdl a kisebbikkel eqyenld egyenest.

Legyen a két adott, nem egyenld egye- c
nes AB és ¢, ezek koziil legyen a nagyobbik
az.AB. Tehat a nagyobbik AR egyenesbél 1)
vagjuk el a kisebbikkel egyenl6 ¢ egyenest.

Fektesslik az A ponthoz a ¢ vonallal b
egyenlé AD-t (2.). Es rajzoljuk meg az A
kiozéppont koril az AD sugarral a DEIF kort
(IIL. poszt.).

Es minthogy A pont a DKEF kér kézéppontja. AE egyenls
AD-vel. Azonban ¢ is egyenlé AD-vel. Ennélfogva az AL, ¢ mind-
egyike egyenld AD-vel. Tehat AFK is egyenld c-vel.

Tehat a két adott, nem egyenlé AB és ¢ egyenes koziil a na-
gyobbik AB-bol a kisebbik c-vel egyenlé Af-t vagtuk el. Bzt kel-
lett elvégezniink.
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4.

Ha két hdromszignek két-két egyenld oldala és az egyenld
oldalok dltal kizbezdrt egyenld szdge van, az alapok is egyenldk
és @ hdromszigek is egyenldl, valamint egymdssal kitllon-kilon
equenldl: a szigel: is, melyeket az egyenld oldalok dtfognak.

Legyen a két ABC, DEF haromszognek, két

4 AB, AC oldalaval kiillon-kiilén egyenl6 két DI, DI

oldala; még pedig A Begyenls DIE-vel és AC egyenld

DEF-fel és a BAC szig is egyenlé K DI szoggel.

i Azt mondom, hogy a BC alap is egyenls az EI

;)  alappal és az AB( hiromszog is egyenls a DEF

haromszoggel és a szogek iy kiillon-kilon egyen-

16k egymassal, melyeket az egyenlé oldalok atfog-
nak: az ABC sz6g egyenls a DIFE szoggel.

Mert ha az ABC haromszoget a DEF ha-
romszogre illesztjik és az A pontot a D pontra
helyezziik, az AB egyenest pedig DFE-re, a B pont is rdesik
az [F-re, minthogy AB egyenld DFE-vel. Miutdin AB rdesik
DE-re, az AC egyenes is rdesik Dlre, minthogy BA( szog egyenld
EDE szoggel. Tehat a ' pont is rdesik /' pontra, minthogy vi-
szont A egyenld DI-fel. Azonban a B is rdesik az FKE-re. En-
nélfogva a BC alap raesik az KI' alapra. Mert ha, a mikor
BE-re, ( pedig I-re esik, a B( alap nem esnék az FKF-re, két egye-
nes teriiletet zdarna be. De ez lehetetlen (IX. axioma). A B( alap
tehat rdesik az Kl-re és vele egyenld (VIL axioma). Ennélfogva az
egész ABC haromszog rdesik az egész DI haromszogre és vele
egyenl és a szogek is egymésra esnek és egyenlék egymdssal : az
ABC szog a DEI-fel, az ACB pedig a DFE-vel.

Ha tehdt két haromsziognek két-két egyenlé oldala és az
egyenlé oldalok altal kozbezdrt egyenlé szdge van, az alapok is
egyenlék és a haromszogek is egyenldk, valamint a szigek is kiilén-
kiilén egyenlék egymdssal, melyeket az egyenl6 oldalok atfognak. Fzt
kellett bebizonyitanunk.

&,
Az egyenloszdrit hdromszigben az alapon nyugud szigel
eqyenldl eqynidssal és ha az egyenld eqyenesekel meghosszabbil-
Juk, az alap alatt felvd szégek is eqyenldl egymdssal.
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Legyen az egyenl6szara A B haromszdgnek i
ADB oldala egyenld A oldalaval és hosszabbitsulk
meg az AB, AC egyeneseket B, CL felé. Azt
mondom, hogy az ABC szig egyenlé az ACD
szoggel, a (LD pedig a BCE-vel.

Mert vegyiink fel a BD-n barmily I pontot,
a nagyobb AL-bol vagjuk el a kisebb AF-fel
egyenlé AG-t (3.) és huzzuk meg az FC, GB D
egyeneseket.

Minthogy AI" egyenlé AG-vel, AB pedig AC-vel, a két
FA, AC egyenlé a két (iA-val, AB-vel kiilon-kiilon. Bs a kozos
FAG szoget zarjak be. Az IFCC alap tehat egyenld a (B alappal,
az AFC haromszog egyenld az AGB haromszoggel ¢és a szdgek is
egyenldk kiilon-kiilon, amelyeket az egyenlé oldalok &atfognak (4.),
az ACE az ABG-vel, az AI'C pedig az AGB-vel. ¥is minthogy az
egész Al egyenlé az egész A (-vel, melyeknek A B-je és AC-je egyenld,
ennélfogva a B/" maradék is egyenlt a C(v marvadékkal (ITL. axioma).
Bebizonyitottuk pedig azt is, hogy F( egyenlé GB-vel. Igy a két
BIY, FC egyenes a két ((i, (+B egyenessel kiilon-kiilon egyenlé.
Es a BFC szog is egyenld a CGI szoggel és a kozos alapjuk BC.
Tehat a BF( hiromszog egyenls a CGB hiromszoggel és a sadgek
is egyenldk kiilon-kiilon, melyeket az egyenlé oldalok atfognak (4.).
Tehat az FB( egyenls a GCB-vel, a BCI pedig a CB(r-vel. Mint-
hogy az egész AB(; szog és az egész ACK szog egyenléségét bebi-
zonyitottuk, melyeknek CBG-je is egyenl§ BCl-jével, ennélfogva
az ABC maradék is egyenl§ az ACB maradékkal. Ks ezek az
ABC haromszog alapjan nyugszanak. Bebizonyitottuk pedig azt is,
hogy az I'BC egyenld a G CB-vel. s ezek az alap alatt vannak.

Tehat az egyenldszard haromszogben az alapon nyugvé szo-
gek egyenlék egymassal és ha az egyenlé egyeneseket meghosszab-
bitjuk, az alap alatt fekvé szigek is egyenldk egymassal. Izt kellett
bebizonyitanunk.

6.

Ha egy hdromszdgben két sz6g eqyenld egymdssal, az eqyenld
szigekel dtfogd oldalok is eqyenldk egymdssal.

Legyen az ABC héromszognek ABC szoge egyenlé ACB szo-
gével. Azt mondom, hogy az a AB oldal is egyenlé az AC oldallal.

Mert ha az AB nem egyenlé az AC-vel, egyikilk nagyobb a
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masiknal. Legyen a nagyobbik az AB; vigjuk
: el a nagyobb AB-bél a kisebbik AC-vel egyenlé
D, DB-t (3.) és huzzuk meg DC-t.

Minthogy DB egyenld AC-vel és BC kozds, a
két DB, BC, egyenlé a két AC-vel, CB-vel kiilon-
kiilon és DBC szog egyenld az ACB sziggel. Tehat
a DC alap egyenls az AB alappal és a [DBC
haromszog egyenlé az ACD haromszoggel (4.), a kisebbik a na-
gyobbikkal. De ez képtelenség. Ennélfogva az AB és az AC nem
kiilonboznek egymastol. Tehat egyenldk.

Ha tehat egy haromszoghen két szog egyenlé egymassal, az
egyenld szogeket atfogé oldalak is egyenlék egymassal. Hzt kellett
bebizonyitanunk.

B ¢

Bz a tétel az . feladathan kimondott tétel megforditisa; bebizonyi-
tasa azonban fliggetlen amazétél, mert Fuklides emitt az 4. n. apagogikus
(képtelenségre, ad absurdum vezetd) bizonyitdst alkalmazta.

7.

Ugyanarra az egyenesre ugyanazzal a két eqyenessel kiilon-
kaildn egyenld mds két eqyenes ugyanazokon a pontokon nem dllit-
hato gy, hogy ezeknek ugyanazon az oldalon mds melszési pont-
Juk volna, minl az elsé egyeneseknel.

P Mert, ha lehet, 4llitsunk ugyanarra az AB
D egyenesre ugyanazzal a két AC, CF egyenessel
kiilon-kilon egyenlé més két AD, DB egye-
nest mas-méas, C és 1) metszési pontokkal, tgy
A __NB hogy CA egyenlé DA-val, melyeknek metszési
pontja 4, CB pedig egyenlé [ B-vel, melyeknek
metszési pontja B és huzzuk meg a CD-t.

Minthogy AC egyenlé AD-vel, az ACD szog is egyenlé az
ADC-vel (5.). Nagyobb tehat az ADC a DCB-nél. Annal nagyobb
tehdt a CDB a DCB-nél. Viszont, minthogy CB egyenlé DB-vel,
a CDB szog is egyenls a DCB szoggel (5.). Bebizonyitottuk pedig,
hogy annal nagyobb néla. De ez lehetetlen.

Tehat ugyanarra az egyenesre ugyanazzal a ket egyenessel
kiilon-kiilén egyenlé més két egyenes ugyanazokon a pontokon nem
allithaté ugy, hogy ezeknek ugyanazon az oldalon mas metszési
pontjuk volna, mint az elséknek. Ezt kellett bebizonyitanunk.




8.

Ha két hdromszagnel ket oldallal kilon-kialon eqyenld lét
oldala és eqyenls alapjo van, a szogek is egyenlok, melyelel az
eqyenld eqyenesek befognal:.

Legyen a két ABC, DEF héromszog- A D
nek ‘két ADB, AC oldalaval kilon-kiilon
egyenlé két DE, DI oldala; még pedig A5
egyenlé DI-vel, és AC egyenls DI-fel. Bs
legyen a B(C alap egyenlé az EF alappal.
Azt mondom, hogy a BAC szbg is egyenls B %
az EDF sznoggel.

Mert ha az ABC haromszoget a DEF haromszigre illeszt-
jik és a B pontot az E pontra helyezziik, a D{(/ egyenest pedig
az EF egyenesre, a (! pont is rdesik az [*re, minthogy BC
egyenlé EI-fel. Miutdin BC raesik EF-re, BA, CA is raesik ED-re,
DF-re. Mert ha a B(. alap raesik az K[’ alapra, a BA, AC olda-
lok azonban nem esnek az ED, DF oldalokra, hanem eltérnek
EG, GI mentén, ugyanarra az egyenesre, ugyanazzal a két egye-
nesgel kiilon-kiilon egyenlé mas két egyenes ugyanazokon a ponto-
kon tigy allithaté, hogy ezeknek mas metszési pontjuk volna (7.).
Ilyenek pedig nem allithatok. Ha a BC alap raesik az K[ alapra,
a BA, AC oldalok sem térhetnek el az KD, DI oldaloktél. Hanem
egymasra esnek. Ennélfogva a BAC szog is Osszeillik KD szoggel
és vele egyenld.

Ha tehat két haromszognek két oldallal kiilon-kiilon egyenld
két oldala és egyenld alapja van, a szogek is egyenlok, melyeket az
egyenlé egyenesek befognak. Ezt kellett bebizonyitanunk.

(&4

«

Euklides a 8. feladat tételének bebizonyitisira a 7. feladat tételét hasz-
nélta fel. Ha azonban jobban szemiigyre vessziik a két tétel lényegét, azt
tapasztaljuk, hogy mindketté egy és ngyanaz a tétel, mely réviden igy fejes-
heté ki: ha két haromszognek harom oldala kulon-kilén egyenld, a két -
hiromszog egybevags. Kar, hogy FEuklides nem egyszerfibben és nem egy
helyen adta kizre az egybevigdsigi eseteket, hanem kérilményes mellék-
tételekkel keverve, szétszorva a 4., a 8. és a 26. feladatban ; emellett még az
egyik egybevigdsigi esetet (két oldal és az egyik oldallal szemben fekvd szog
egyenldségét) feljesen elejtette.
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9.

Felezziink meyg adoll eqyenesvonali szogel.

Legyen az adott egyenesvonalu szog BAC. Fat
tfelezziik meg.

Vegytink fel az AB-n barmily D pontot, vagjuk
el az A€ egyeneshél az AD-vel egyenld A -t és huz-
zuk meg D/-t; szerkessziink DE-ve DEIT egyenld
D E  oldald haromszoget és hiizzuk meg Al*et. Azt mon-
dom, hogy a BAC szoget megtelezi az Al egyenes.

Mert, minthogy Al egyenlé Ak-vel, az AF
pedig kozos, a két DA, AF egyenls a két [A-val,
Al-fel kiilon-killon. Bs a DI alap is egyenld az K
alappal. A DA szig tehat egyenlé az KAI sziggel.

Tehat az adott egyenesvonali BAC széoget megfelezi az AIY
egyenes, Hzt kellett elvégezniink.

A

10.

Felezzitnk meq adoll haldrolt egyenest.
 Legyen az adott hatarolt egyenes AB. Kzt

e az AB hatérolt egyenest felezziik meg.
Szerkessziik rea az A BC egyenlé oldalu ha-
romszoget és felezziilk meg az ACH szoget a CD
A p egyenessel (9.). Azt mondom, hogy az AP egye-
] nest megfelezi a /) pont.

Minthogy A€ egyenlé CB-vel, a CI) pedig
kozos, a két AC, CD, a két BC-vel, CD-vel egyenld kiilon-kiilon.
Es az ACD szog is egyenlé a BCD szoggel. Tehat az AD alap

egyenlé a BD alappal (4.). _
Tehat az adott hatarolt AB egyenest megfeleztiik D-ben. Kzt

' kellett elvégezniink.

11.

Adolt egyenesnelk adolt pontjdban emeljink merdleges egyenes
voialal. ' :

Legyen az adott egyenes AB, a benne fekvé pont pedig (. Az
AB egyenesnek ebben a ( pontjaban emeljiink mer6leges egyenes
vonalat.
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Vegyiink fel az AB-n barmily D
pontot, vagjuk el a (D-vel egyenld r
CFE-t, szerkessziik meg DE-re az FDE /
egyenldé oldali haromszoget és hiuizzuk
meg ['C-t. Azt mondom, hogy az adott
AB egyenesre a benne fekvi adott ¢ A4 B
ponfj aban merdlegesen emelt egyenes D ¢ k
vonal az IC.

Minthogy DC egyenlé CE-vel, a CF pedig kézos, a két
DG, CI' egyenlé a két KC-vel, ClF-fel kiilon-kiilon. A DF alap is
egyenlé az I'K alappal. Tehat a DCF szog is egyenld az ECF szog-
gel. Bs ezek mellékszogek. A mikor pedig egy egyenes egy mésik
egyenesen ugy all, hogy a mellékszogek egyenlék, az egyenld szo-
gek mindegyike derékszog (X. def.). Ennélfogva a DCF, FCIK mind-
egyike derékszog. . _ :

Tehat az adott AB egyenesre a benne fekvé adott C pontjé-
ban emelt merdleges egyenes vonal a ((F. Ezt kellett elvégezniink.

12.

Adott hatdrialan egyenesre eqy kiviile felvd adott pontbol
boesdssunk merdleges egyenes vonalat.

Legyen az adott hatartalan o
egyenes AB, a kiviile fekvé adott
pont pedig (. Erre az adott hatar-
talan AB egyenesre bocsassunk a
kiville fekvo, adott € ponthol me-
réleges egyenes vonalat. G o i3

Vegyiink fel AP egyenesen V
kiviil barmily D pontot, a € ko-
zéppont koré (D sugérral rajzoljuk meg az EFG kort, felezziik
meg az K(: egyenest H-ban és hizzuk meg a (:(v, CH, CE egye-
neseket. Azt mondom, hogy az adott hatirtalan AB egyenesre a
kiviile fekvé adott € pontbél boesatott merdleges a CH.

Minthogy GH egyenls HE-vel, HC pedig kozos, a két GH,
HC, egyenlé a két EH-val, HC-vel kiilon-kiilon. A CG alap is
egyenlé a (Il alappal. Tehat a CHG szdg is egyenlé az EHC
szoggel (8.) Es ezek mellékszogek. Amikor pedig egy egyenes egy
mésik egyenesen gy 4ll, hogy a melickszogek egymassal egyenldk,

Euklides : Elemek. 3
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az egyenl0 szogek mindegyike derékszog és azt mondjuk, hogy az
egyenes merdleges arra az egyenesre, amelyen all (X, def.).

~ Tehat az adott hatértalan AB egyenesre a kiviile fekvd adott
C: pontbdl boesatott merdleges a CH. Ezt kellett elvégezniink.

13,

Ha egy egyenesen dllo egyenes szogeket alkol, vagy két de-
réksziget vagy kél derékszéggel eqyenld szogeket alkol.

: Bt Alkossa a (D egyenesre allitott AB egye-

nes a (BA, ABD szégeket. Azt mondom, hogy

a CBA, ABD szogek vagy derékszogek vagy két

derékszoggel egyenlik.

Ha (CBA csakugyan egyenlé. ABD-vel, a

D C ketts derékszog. Ha pedig nem, emeljiik B pont-
ban a CD-re merdleges BE-t (11.). fgy tehat
CBE, EBD két derékszog. Es miutén CBE a
ket (:BA, ABE szoggel egyenld, adjuk hozzé a kozos EBD-t. Tehat
a CBE, EBD egyenl$ a hirom ((BA-val, ABFE-vel, EBD-vel. Més-
részt, minthogy DBA a két DBE-vel, KBA-val egyenls, adjuk
hozza a kozos ABC-t. Tehat a DBA, ABC egyenlé a harom DBE-
vel, EBA-val, AB(-vel. Bebizonyitottuk pedig azt is, hogy CBFE,
EBD ugyanazzal a hdrommal egyenld. A mik pedig ugyanazzal
egyenl6k, egymassal is egyenlék (I. axioma). Tehat CBE, EBD
egyenlé DBA-val, ABC-vel is. Azonban CBE, EBD két derékszog.
fgy tehat DBA, ABC két derékszoggel egyenls.

Ha tehédt egy egyenesen dll6 egyenes szogeket alkot, vagy két
derékszoget vagy két derékszoggel egyenld szigeket alkot. Ezt kel-
lett bebizonyitanunk.

14.

Ha valamely egyenesnek egyik ponljdhoz az egyenes mind-
két oldaldn gy vonunk kél eqyenest, hogy ezek vele két derélk-
szoggel eqyenlo mellékszigeket alkotnak, akkor eqy egyenesbe es-
nek ezek az egyeneselk. :

' Alkossa valamely AB egyenesnek B pont-

A - E  janal két BC, BD egyenes annak két olda-

\/ lan a két derékszoggel egyenlé ABC, ABD
C p mellékszigeket. Azt mondom, hogy B és

B BD egy egyenesben vannak.
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Mert ha BC és Bl nincsenek egqy egyenesben, legyenek CB
és BE egy egyenesben,

Minthogy az AR egyenes a CBE egyenesen all, ennélfogva
az ABC, ABE két deréksziggel egyenld (13.). Azonban ABC, ABD
is két deréksziggel egyenls. Igy tehat ((BA, ABK egyenls C:BA-val,
ABD-vel. Vonjuk le a kozos (BA-t. Az ABE maradék tehat az
ABD maradékkal egyenld, a kisebbik a nagyobbikkal. De ez lehetetlen.
Ennélfogva B és CB nincsenek egy egyenesben. Hasonléképen
bebizonyitjuk, hogy més sines BD-n kiviil. Tehat CB és BD egy
egyenesben vannak.

Ha tehat valamely egyenesnek egyik pontjéhoz az egyenes
mindkét oldaldn igy vonunk két egyenest, hogy ezek vele két derék-
szoggel egyenlé mellékszogeket alkotnak, akkor egy egyenesbe es-
nek ezek az egyenesek. Ezt kellett bebizonyitanunk.

15.

Ha két egyenes egymdst metszi, a csucsszdgekel egqymdssal
equyenlollié teszik.

Messe egymast a két AB, CD egyenes d
E pontban. Azt mondom, hogy az A EC szég \ '
egyenlé a DEB-vel és a CEB az AED-vel. D T c
Minthogy az AE egyenes a (D egye- \
nessel a CEA, AFED szogeket alkotja, a B

CEA, AED szdgek két derékszoggel egyenl6k (13.). Viszont, mint-
hogy a DIE egyenes az AB egyenessel az AED, DEB szigeket
alkotja, az AFKD, DEB szigek két derékszoggel egyenlék. Be-
bizonyitottuk pedig, hogy a CEA, AED szigek is két derék-
szoggel egyenlék. Tehat a CEA, AED szogek az AED, DEB sz6-
gekkel egyenlék. Vonjuk ki a kozos AED szoget. A CEA maradék
tehat egyenlé a BED maradékkal. Hasonléképen bebizonyitjuk,
hogy CEB és DEA is egyenldk.

Ha tehat két egyenes egymést metszi, a csticsszogeket egy-
massal egyenlkké teszik. Ezt kellett bebizonyitanunk.

16.
Ha bdrmely hdromszog eqyik oldaldt meghosszabbitjuk, a
kilsd szog bdrmelyik belsé és szembenfekvd szdgnél nagyobb.
: o
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Legyen a haromszig ABC és hosszabbitsuk
a F meg egyik B( oldalat D-ig. Azt mondom, hogy
a kiills6 ACD szog nagyobb a belsd és szemben-
fekvé CBA, BAC sz6gek barmelyikénél.
Felezziik meg az AC-t K-ben és meghuzva
a BE vonalat hosszabbitsuk meg azt [-ig és
tegytik BFE-vel egyenlévé [F-ef; huzzuk meg
FC-t és hosszabbitsuk meg AC-t G-ig.
Minthogy AFE egyenlé EC-vel, BE pedig EI'-fel, a két AE, EB
a két CE-vel, EF-fel egyenlé kiilon-kiilon. Ks az AKB szog egyenls
az I'E(C-vel. Mivelhogy cstuesszogek (15.). Az AB alap tehat az FC
alappal egyenld és az ABFE héromszog egyenlé az FEC haromszog-
gel, valamint egymdssal kiilon-kiilon egyenlék a szdgek is, melyeket
az egyenld oldalok atfognak (4.). A BAFE tehat egyenld az KCF-fel.
Az ECD azonban nagyobb az ECF-nél. Az ACD tehat nagyobb
a BAE-nél. Hasonloképen a BC-t megfelezve bebizonyithatjuk,
hogy a BC(G, vagyis az ACD nagyobb az ABC-nél.
Ha tehat barmely haromszog egyik oldalat meghosszabbitjuk,
a kiils§ szog barmelyik belsé és szembenfekvé szognél magyobb.
Bzt kellett bebizonyitanunk.

1%.

Minden hdromszognel: két szoge két derékszognél kisebb, bir-
mily modon is vegyiik azokal.
Legyen a haromszég ABC. Azt mondom,
A hogy az ABC haromszognek két szoge két
derékszognel kisebb, barmily modoen is vegyiik
azokat.
Hosszabbitsuk meg a BC-t D-ig.
B TR Minthogy az ABC haromszognek kiilsé
szoge ACD), ez nagyobb a belsé és szemben-
fekvé ABC szognél (16.). Adjuk hozzd a kozos ACB-t. Tehat ACD,
ACB nagyobb, mint ABC, BCA. De ACD és ACB két derékszog-
gel egyenlé. Ennélfogva ABC és BCA két derékszognél kisebb.
Hasonl6képen bebizonyitjuk, hogy BAC és ACRB is két derdkszog-
nél kisebb, tovabba CAB és ABC is. ;
Tehat minden haromsziégnek két szoge két derékszégnél kisebb,
bérmily médon is vegyiik azokat. Ezt kellett bebizonyitanunk.

s & Aoy
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18.

Minden hdromszigben « nagyobb oldal nagyobb szigel
fog dt. ; '

Legyen az ADBC haromszognek AC 4
oldala nagyobb AB-nél. Azt mondom,
hogy az AB( szog nagyobb a BCA-nal 2

Minthogy A€ nagyobb AB-nél, te-
gyiik AB-vel egyenlévé AD-t és huzzuk \ G
meg BD-t. 3 e i

Es minthogy BCI) haromszignek kiilsé szoge ADDB, ez na-
gyobb a belsd és szembenfekvé DCB-nél (16.). Az ADB azonban
egyenlé ABD-vel, mert az AR oldal egyenls AD-vel. Tehat az ABD
nagyobb az ACB-nél. Ennélfogva az AB(C annal nagyobb az
ACB-nél.

Tehdt minden haromszoghen a nagyobb oldal nagyobb szdget
fog at. Hzt kellett bebizonyitanunk.

19.
Minden hdromszigben a nagyobb szégel nagyobb oldal
fogja dl. :
Legyen az ABC haromszignek ABC szoge na- A

gyobb B A-nal. Azt mondom, az AC oldal nagyobb
az AB oldalnal.

Mezrt ha nines ugy, akkor AC vagy egyenlé A B-vel
vagy pedig kisebb ndla. De AC nem egyenlé A B-vel.
Mert akkor az ABC szog egyenldé volna az ACB-vel.
Pedig nem az Tehat az AC nem egyenls az AB-vel.
De az AC kisebb sem lehet az AB-nél. Mert akkor
az ABC szog kisebb volna az ACB-nél. Pedig nem
az. Tehat az AC nem kisebb az AB-nél. Bebizonyitottuk pedig azt
is, hogy nem egyenl$ vele. Ennélfogva az AC nagyobb az AB-nél.

Tehat minden haromszighen a nagyobb szoget nagyobb oldal
fogja at. Bzt kellett bebizonyitanunk.

(&

20‘
Minden hdromszégben két oldal a harmadilndl nagyobb,
bdarmily mddon is veqyiik azokat.
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Legyen a haromszog ABC. Azt mondom,
hogy az ABC haromszog két oldala a harma-
dikndl nagyobb, bdrmily modon is vegyik azo-
kat, a BA, AC a BC-él, az AB, BC az

A AC-mél, a BC, CA pedig az AB-nél.
Hosszabbitsuk meg a BA-t a D pontig, te-
gyik CA-val egyenlévé Al)-t és huzzuk meg
B € a DC-t.

Minthogy DA egyenlé AC-vel, az ADC
sz0g is egyenlé az ACD-vel. A BCD tehat nagyobb az 4DC-nél
Es minthogy a DCB haromszognek BCD szige nagyobb a BDC-
nél, a nagyobb sziget nagyobb oldal fogja at, a DB tehat a BC-
nél nagyobb (19.). DA pedig egyenls AC-vel. A BA, AC tehat
nagyobb a B(-nél. Hasonloképen bebizonyitjuk, hogy az AB, BC
a CA-nal nagyobb, a BC, CA pedig az AB-nél.

Tehat minden héromszogben két oldal a harmadiknél na-
gyobb, bérmily médon is vegyiilk azokat. Ezt kellett bebizonyi-
tanunk.

21.

Ha a hdromszég eqyil oldaldnalk végpontjaibél két belsd
vonalat hizunk, ezek a hdromszdg mdasik két oldaldndl kisebbek,
azonban nagyobb szdget alkolnak.

Az ABC hiromszdge BC oldalénak

B és C végpontjaibdl huzzuk meg a

BD, DC bels6 két vonalat. Azt mon-

dom, hogy a BD, DC a haromszig

két masik, BA, AC oldalanal kisebb,
¢ azonban a BAC-nél nagyobb BDC
szoget alkotnak.

Hosszabbitsuk meg BD-t E-ig. Hs minthogy barmely harom-
szogben két oldal a harmadiknal nagyobb (20.), az ABFK haromszog-
nek két ADB, AF oldala a BE-nél nagyobb. Adjuk hozzd a kozos
E(C-t. Ennélfogva BA, AC nagyobb, mint BE, EC. Viszont, minthogy
a CED haromszognek két CE és KD oldala a (CD-nél nagyobb,
adjuk hozzd a kozés DB-t. A CE, EB tehat nagyobb, mint CD,
DB. De bizonyitottuk, hogy BE, KC-nél nagyobb BA, AC. Ennél-
fogva BA, AC annal nagyobb, mint BD, DC.

Viszont, minthogy minden haromszdognek kiilsé szége a belsé
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és szembenfekvé szognél nagyobb (16.), a CDE haromszignek
BDC kiilsé szoge nagyobb a CED-nél. Ugyanebbdl az okbél az
ABE hiromszognek CEB kiilsé szoge nagyobb a BAC-nél. De be-
bizonyitottuk, hogy CEB-nél nagyobb BDC. Tehit a BDC annal
nagyobb a BAC-nél. s

Ha tehat a haromszog egyik oldalinak végpontjaibol két belsé
vonalat hizunk, ezek a haromszég masik két oldalanal kisebbek,
azonban nagyobb szoget alkotnak. Ezt kellett bebizonyitanunk.

22.

Hdrom eqyenesbél, melyek hdrom adotl egyenessel eqyenldk,
szerkessziink hdromszéget. Két egyenesnek azonban a harmadik-
ndl nagyobbnak kell lennie, bdrmily mddon is veqyik azokat
(minthogy minden hdromszégnek két oldala a harmadikndl na-
qyobb, bdrmily mddon is veqyiik azokat).

Legyen a harom
adott egyenes a, b. ¢, A
melyeknek ketteje a har- —F7—
madiknal nagyobb legyen,
barmily médon is vegyiik
azokat, az a, b a c¢-nél,
aza,cab-nél, a b, ¢ pedig
az a-ndl. Tehat ezekbdl
az @, b, c-vel egyenlé egyenesekbdl szerkessziink haromszoget.

Huzzuk meg a D-ben hatérolt DE egyenest hatartalanul E
felé és tegyiik a-val egyenlévé DF-et, b-vel egyenlévé I'Gr-t, c-vel
egyenlévé pedig GH-t. Az F kézéppontbol FD sugdrral rajzoljuk
meg a DKL kért. Viszont G kozéppontbél GGH sugarral rajzoljuk
meg a KLH kort és huzzuk meg KF-et és KG-t. Azt mondom,
hogy az a, b, c-vel egyenlé harom egyeneshbél szerkesztett harom-
szog a KFG.

Minthogy [I* pont a DKL koér kozéppontja, KD egyenls
FR-val. De FD egyenlé a-val. KF tehat szintén a-val egyenld. Vi-
szont, minthogy G pont az LKH koér kozéppontja, (rH egyenlé
GK-val. De GH egyenld c¢-vel. Tehat K(G szintén c-vel egyenld.
Tovabba FG b-vel egyenlé. A harom KF, I'G, GK egyenes tehat a
harom a, b, ¢ egyenessel egyenlo.

Tehat a harom KF, F(, GK egyenesbdl, melyek a harom

K
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adott @, U, ¢ egyenessel egyenlék, a KF(G haromsziget szerkesz-
tettitk, Ezt kellett elvégezniink. ;

23.

Adott eqyenesre és eqy benne felvd pontjdaban szerkessziink
adott egyenesvonalit sziggel eqyenld eqyenesvonali szdiget.

Legyen az adott egyenes AB, a benne
fekvoé pont A, az adott egyenesvonali szig
pedig DCE. Erre az adott AB egyenesre és
a benne fekvé A pontban szerkessztink az
adott DCKE egyenesvonalu sziggel egyenld
egyenesvonala szoget.

Vegytink fel a €D, CE egyenesek mind-
egyikében ftetszdleges [, K pontokat és huz-
zuk meg DFE-t. A hdrom egyenesbdl, melyek.
a harom CD, DE, CE egyenessel egyenlék, szerkesszilk meg az
AFG haromszoget tgy, hogy CD-vel egyenld legyen AF, ((k-vel
AG és DE-vel FG (22.).

Minthogy a két DC, CK egyenessel KA, AG kilon-kiilon
egyenlé és a DE alap az F(v alappal egyenld, a DCK szoggel az FA(G:
szog is egyenld (8.).

Tehat az adott AR egyenesre és a benne fekvé A pontjaban
az adott DCE egyenesvonalu sziggel egyenldé I'A(r egyenesyonali
gzoget szerkesztettitk. Ezt kellett elvégezniink.

24.

Ha két haromszognel két oldallal kilon-kilon eqyenld ket ol-
dala van, de az eqyenlo eqyenesel dlial bezdrt szégel egyilke nagyobb
a mdsik szognél, az eqyik alap szintén nagyobb a mdsik alapndl.

” D Legyen a két ABC, DEF haromszognek

a két AB, AC oldallal kiilon-kiilon egyenld

két oldala DE, DIF, még pedig AB egyenlé

E DE-vel és AC egyenlé DF-fel, az A szog

azonban nagyobb a D szognél. Azt mondom,

e i F hogy a B( alap is nagyobb a [F alapnal.

Minthogy a BAC szég nagyobb az KDI

szognél, a DI egyenesre és a benne fekvs [) pontban a BAC szog-

gel egyenlé ED(: szoget szerkesztiink (23.), tegyik AC-vel vagy
DF-fel egyenlévé DG-t és huzzuk meg KG-t, IF(-t.
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Minthogy AB egyenls DE-vel, AC pedig DG-vel, a két DA,
AC egyenls a két ED-vel, DG-vel kiilon-killon. Es a BAC szog
egyenlé az KD(G szioggel. A B( alap tehat egyenlé az K(G alap-
pal (4.). Viszont, minthogy DI egyenl6 D(G-vel, a DG szog
egvenlé a DFG-vel. A DF(G tehat nagyobb az EGF-nél. Az EFG
szog tehat annal nagyobb az EGF-nél. Es minthogy az EFG hi-
romszognek az KGIF szognél nagyobb EF( szioge van, a nagyobb
szoget pedig nagyobb oldal fogja at (19.), az K(G oldal tehat na-
gyobb az KF-nél. E(: pedig egyenlé BC-vel. Tehat BC is nagyobb
EF-nél.

Ha tehat két haromsziognek két oldallal kiilén-kiilon egyenld
két oldala van, de az egyenld egyenesek altal bezdrt szogek egyike
nagyobb a mdsik szognél, az egyik alap szintén nagyobb a méasik
alapnal. Ezt kellett bebizonyitanunk.

25.

Ha két hdromszognel két oldallal kilon-kilon eqyenld két
oldala van, de az egyik alap nagyobb a mdsik alapndl, az egyenld
eqyenesels dltal bezdrl eqyik szog szintén nagyobb a mdsik szdgnél.

Legyen a két ABC, DIF haromszégnek 4
a két AB, AC oldallal kiilon-kiilon egyenld
két oldala DE, EF, még pedig AB egyenld
DE-vel és AC egyenl6 DF-fel. A BC alap p 4
azonban nagyobb az KF alapnal. Azt mon- A
dom, hogy a BAC szdg is nagyobb az EDF E - S
szognél.

Mert ha nines ugy, akkor vagy egyenlé vele, vagy kisebb ndla.
De a BAC nem egyenlé az EDF-fel. Mert akkor a BC alap egyenlé
volna az FEI alappal. Pedig nem az. Tehdt a BAC szdég nem
egyenlé az K DI-fel. De a BAC kisebb sem lehet az ED/F-nél. Mert
akkor a BC alap kisebb volna az KI alapnél (24.). Pedig nem az.
Tehat a BAC szog nem kisebb az EDF-nél. Bebizonyitottuk pedig
azt is, hogy nem egyenld vele. Ennélfogva a BAC nagyobb az
EDF-nél. _

Ha tehat két haromsziognek két oldallal kiilon-kiilon egyenld
két oldala van, de az egyik alap nagyobb a masik alapnal, az
egyenl6 egyenesek altal bezart egyik szog szintén nagyobb a mésik
szognel. Tzt kellett bebizonyitanunk.

(o
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26,

Ha kél hdromszignek két széggel kilon-kilin eqyenld két
szdge van és az eqyik oldallal az egyik oldal egyenld, akdr az,
mely az eqyenlo szogek mellelt fekszik, akdr az, melyet az eqyenld
szogek valamelyike difog, a mdsik kél oldal is egyenls (kulon-
kulon) a mdsik két oldallal és a harmadik szdq is eqyenld a har-
madil szdggel.

Legyen a két ABC, DEF haromszog-

4 nek két ABC, BCA szégével kiilén-kiilén

egyenlé két szoge DEF, EFD, még pedig

G[XEQF ABC egyen}ﬁ DEF-tel és BCA egyenld

EFD-vel. s legyen az egyik oldallal

H egyenld oldal eldszor az egyenld szdgek

mellett fekvé BC és KF. Azt mondom,

hogy a masik két oldal is egyenlé kiilon-kiilon, az AB a DE-vel,

az AC pedig a DI-fel és a harmadik szog is egyenlé a harmadik
szoggel, a BAC az EDI-fel.

Mert ha AB nem egyenlé DFE-vel, egyikiikk nagyobb. Legyen
a nagyobbik az AR, tegyik egyenlévé [ili-vel BG-t és huzzuk
meg (-t

Minthogy B(G egyenlé DE-vel, BC' pedig KF-el, a két BG,
BC egyenlé a két Di-vel, EF-el kiilon-killon. Bs a GBC szog
egyenl6 a DEIF széggel. A (0 alap tehat egyenlé a DI alappal és
a GBC hiromszog egyenld a DEF haromszoggel és a masik két
szog is egyenld a masik két szoggel, melyeket az egyenlé oldalok
atfognak. A GCB szog tehat egyenlé a DFFE-vel. De a DI'E is
egyenlé a BCA-val. A BCG tehat a BCA-val egyenld, a kisebbik
a nagyobbikkal. De ez lehetetlen. Az AFB tehdt nem kiilén-
bozik a DE-t6l. Tehat egyenlé vele. De BC is egyenld KF-el,
A két AB, BC tehat a két DE-vel, EF-el egyenlé kiilon-kiilon.
Tis az ABC szog is egyenlé a DEF-el. Az AC alap tehat egyenlé
a DF alappal és a harmadik BAC sz0g is egyenlé a harmadik EDF
szoggel.

Legyenek masrészt az egyenlé szogek altal atfogott egyenls
oldalok AB, DFE. Azt mondom most, hogy a masik két oldal a
a masik két oldallal egyenld, az AC a DF-el, a BC pedig az EF-fel
és a harmadik BAC szég egyenlé a harmadik KDF szoggel,

Mert ha BC nem egyenlé EF-el, egyikilk nagyobb. Legyen a na-
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gyobbik, ha lehet, a BC és tegyiik egyenlévé IF-fel BH-t, és htuzzuk
meg AH-t. Minthogy BIH egyenl6 Kl-fel, AB pedig DFE-vel, akét AB,
BH egyenlé a két DE-vel, EF-fel kiilon-kiilon. Iis egyenlé szogeket
zarnak kozbe. Az AH alap tehat egyenl6 a DI alappal és az ABH ha-
romszig egyenld a DEF haromszoggel és a masik két szog is egyenld
a masik két szdggel, melyeket az egyenld oldalok atfognak. A BHA
sz0g tehat egyenldé az EFD-vel. De az EFD is egyenld a BCA-val.
Az AHC haromszdgnek kiils6 BHA szdge egyenlé volna a bels6 és
szembenfekvé BCA szoggel (16.). De ez lehetetlen. A BC tehat nem
kiilonbozik az EF-t6l. Tehat egyenld vele. De az AB is egyenld a
DE-vel. A két AB, BC tehat a két DE-vel, EF-el egyenls kiilon-
kiilon. Es egyenlé szogeket zarnak be. Az AC alap tehat egyenls a
DF alappal, az ABC haromsziog egyenlé a DEF hiromszoggel és a
harmadik BAC szdg is egyenlé a harmadik FEDF szdggel.

Ha tehat két hdromszognek két szoggel kiilon-kiillon egyenld
két szoge van és az egyik oldallal az egyik oldal egyenld, akir az,
mely az egyenld szogek mellett fekszik, akar az, melyet az egyenld
szogek valamelyike dtfog, a masik két oldal is egyenld a masik két
oldallal és a harmadik szdg is egyenlé a harmadik széggel. Bzt kel-
lett bebizonyitanunk.

27.

Ha kél egyenest melszd egyenes a wvdltdszogeket eqymdssal
eqyenlové teszi, az eqyenesek pdrhuzamosak eqymdssal.
A két AB, CD egyenest

metsz8 K/ egyenes tegye az . E/ B
AEF, EFD valtoszogeket egy-

; e G
missal egyenldvé. Azt mon- / >
dom, hogy AB és CD par- €
huzamosak.

Mert ha nines tgy, a meghosszabbitott AB, CD talalkoznak
vagy a B, D oldalan, vagy az A, C oldalin. Hosszabbitsuk meg
ket és taldlkozzanak a B, D oldaldn G-ben. A GEF haromszig
kiils§ AEF szoge egyenlé volna a belsé és szembenfekvé EIF(:
szoggel (16.). De ez lehetetlen. Tehat a meghosszabbitott AB, CD
egyenesek nem taldlkozhatnak a B, D oldalan. Hasonléképen be-
bizonyitjuk, hogy az A, ( oldaldan sem. Ha azonban seholsem taldl-
koznak, parhuzamosak (XXIIL def.). Az AB és (LD tehdt pirhuza-
mosak.
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Ha tehat két egyenest metszd egyenes a valtoszogeket egy-
massal egyenlévé teszi, az egyenesek parhuzamosak egymassal. Ezb
kellett bebizonyitanunk.

28.

Ha Eét egyenest metszd egyenes a kiilsd sziget a belsd, dtelle-
nes es ugyanazon az oldaldn fekvd szdggel egyenlévé teszi, vagy
pedig a belsd és ugyanazon az oldaldn fekvd szdgeket Lét derél-
szoggel eqyenlévé, az eqyenesek pdrhuzamosak eqymdssal.

A két AB, CD egyenest metszé KF

4 egyenes tegye a kiilsé HGB szoget a belsé
\(,— és atellenes GHD szoggel egyenlévé vagy

A It pedig a belsé és ugyanazon az oldalan

fekvé BGH, GHD szogeket két derékszog-

G 7] D gel egyenl6vé. Azt mondom, hogy AR és
\ (D parhuzamosak.

F Minthogy KGB egyenld (HD-vel és

EGB egyenlé AGH-val, AGH is egyenld
GHD-vel. Bs ezek valtészogek. Az AB és () tehat parhuza-
mosak (27.).

Viszont, minthogy BGH, GHD is két deréksziggel egyenld
és AGH, BHG is két derékszoggel egyenld (13), AGH, BGH egyenlé
BGH-val, GHD-vel. Vonjuk ki a kozos BGH-t. Az AGH maradék
tehit egyenlé a GHD maradékkal. Es ezek valtoszogek. Az AR és
(D tehdt parhuzamosak (27.).

Ha tehat két egyenest metszé egyenes a kiilsé szdget a belsd,
atellenes és ugyanazon az oldaldn fekvd szoggel egyenlové teszi,
vagy pedig a bels§ és ugyanazon az oldalan fekvd szigeket két de-
rékszoggel egyenl6vé, az egyenesek parhuzamosak egyméssal. Hzt
kellett bebizonyitanunk.

29.

Pdrhuzamos eqyenesekel metszd eqyenes a vdltdszigeket eqy-
mdssal eqyenldkké teszi, a kilsd szoget a belso es szembenfekvd
szogqel és a belsd és ugyanazon az oldaldn felvd szdgeket ket de-
rékszoggel egyenldvé. '

A péarhuzamos APB, (D egyeneseket messe az_ KI egyenes.
Azt mondom, hogy az AGH, GGHD viltészogeket egyenlékké feszi,
a kiills6 EGDB szoget a belsé és szembenfekvé (fHI) szoggel és a

A .
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belsé és ugyanazon az oldalan fekvé BGH, E
GHD szogeket két derékszoggel egyenlévé. \

Mert ha AGH és (GHD nem egyen- 4 G B
16k, egyikiik nagyobb. Liegyen a nagyobbik \
AGH. Adjuk hozzd a kézos BGH-t. Az D
AGH, BGH tehat a B(G:H-nal, GHD-nél H \
nagyobb. ;

De az AGGH, BGH két derékszdggel
egyenlé. A BGH, GHD tehat két derékszognél kisebbek. De a két
derékszognél kisebb szogeket alkoto egyenesek hatdrtalanul meg-
hosszabbitva taldlkoznak (V. poszt.). Tehat az AB, CD hatértalanul
meghosszabbitva taldlkoznak. Pedig nem taldlkoznak, mert par-
huzamosaknak vettiik fel 6ket. Az AGH és GHD tehat nem kiilon-
boznek egymastol. Tehat egyenlék. De az AGH egyenld az K(:B-
vel. Tehat az EGB is egyenld G IlD-vel. Adjuk hozzd a kozos
BGH-t. Az EBG, BGH tehat BGH-val, GHD-vel egyenlé. De EGB,
Bl két derékszoggel egyenld. Tehat BGH, GHD is két derék-
gzoggel egyenld.

Tehat parhuzamos egyeneseket metszé egyenes a valtoszége-
ket egymassal egyenlokké teszi, a kiilsé szdget a belsd és szemben-
fekvd szoggel és a belsé és ugyanazon az oldalan fekvd szdgeket
két derékszoggel egyenlévé. Hzt kellett bebizonyitanunk.

30.
Ugyanazzal az egyenessel parhuzamos eqyenesek eqymdssal
is pdrhuzamosalk.
Legyen az AB, () egyenesek mind-
egyike FI'~fel parhuzamos. Azt mondom, hogy /
AB és (D is parhuzamosak. G

A B
Messe Gket a GK egyenes. v H -
Minthogy az AB, K'F parhuzamos egye-
neseket a GK metszi, az AGK egyenlé a C -

G HIF-fel (29.). Viszont, minthogy az KEF, CD
parhuzamos egyeneseket a G K metszi,a GHIF
egyenlé a GKD-vel (29.). De bizonyitottuk, hogy az A GK is egyenld
a (rHI-fel. Tehat az AGK a GKD-vel is egyenlé. Tis ezek valts-
szogek. Az AB és CD tehat parhuzamosak.

(Ugyanazzal az egyenessel parhuzamos egyenesek tehat egyméas-
sal is parhuzamosak). Ezt kellett bebizonyitanunk.

~J
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31.

~ Adott ponton dt vonjunk adolt egyenessel pdrhuzamos eqyenes
vonalat.
i Legyen az adott pont A, az adott egye-
E £ nes pedig BC, Ezen az 4 ponton &t von-
/ junk a B( egyenessel pirhuzamos egyenes
D “  vonalat.

Vegytink fel B(-ben tetszéleges 1) pontot
és htizzuk meg A D-t. Szerkessziik meg a DA egyenesre és a benne
fekvé A pontnal az ADC szoggel egyenls DAF szoget (23.). Hs
hosszabbitsuk meg az egyenest KA iranydban AF felé.

Minthogy a két BC, EF egyenest metszé AD az EAD, ADC
viltoszogeket egymassal egyenlévé teszi, KAF parhuzamos BC-vel.

Az adott A ponton at tehat az adott B( egyenessel parhuza-
mos KAF egyenes vonalat vontuk. Ezt kellett elvégezniink.

B

32.

Ha bdrmely hdromszog egqyik oldaldt meghosszabbitjuk, a
Failsd szdg a két belso és szembenfekvo szoggel eqyenld és a hdrom-
szdg hdrom belsé szdge két deréksziggel egienld.

A E Legyen a haromszog ABC és hosszabbitsuk
meg egyik oldalat, BC-t D-ig. Azt mondom,
hogy a kiils6 ACD szog a két belsé CAB, ABC

~ szbggel egyenld és a haromszog hdrom belsé
B C DD ABC, BCA, CAB szoge két derékszoggel
egyenld.

Hiizzuk meg (@ ponton 4t az AB egyenessel paruzamos CFE-t.

Es minthogy AB parhuzamos CE-vel és ezeket AC metszi, a
BAC, ACE valtoszogek egyenldk egymissal (29.). Masrészt, mint-
hogy AB parhuzamos Ck-vel és ezeket a BD egyenes metszi, a
kiilsé KCD szog egyenlé a belsé és szembenfekvé A BC-vel (29.). Be-
bizonyitottuk pedig, hogy ACE és BAC egyenlék. Tehat az ACD
sz0g egyenlé a két belsd és szembenfekvé BAC, ABC szdggel.

Adjuk hozza a kozos ACB-t. Az ACD, ACB tehat a hérom
ABC, BCA, CAB szoggel egyenls. De ACD, ACB két derékszoggel
egyenls (13.). Tehat az ACB, CBA, CAB is két deréksziggel egyenlo.

Ha tehat barmely hdromszdg egyik oldalat meghosszabbitjuk,
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a kiilgd szog a két belso és szembenfekvi szoggel egyenlé és a hdrom-
szog hdrom bels6 szoge két derékszioggel egyenlé. Ezt kellett bebi-
zonyitanunk.

Kgyenld és pdrhuzamos egyeneseket mindkét oldalukon 6ssze-
kotd egyenesek szintén egyenldl és pdrhuzamosak.
Legyenek az egyenlé és parhuzamos B A

egyenesek AB, (D és kissék dket tssze mind-
két oldalukon az AC, BD egyenesek. Azt
mondom, hogy az AC, BD egyenesek szintén :

e D (1
egyenldk és parhuzamosak.

Huzzuk meg BC-t. Minthogy az AB parhuzamos a CD-vel és
a BC ezeket metszi, az ABC, BCD valtészogek egyenldk egymas-
sal (29.). Bs minthogy AB egyenls CD-vel, a BC pedig kozos, a két
AB, BC egyenld a két BC-vel, CD-vel. Es az ABC szog egyenlé a
BCD-vel. Az AC alap tehét egyenlé a BD alappal, az ABC barom-
szog egyenlé a BCD haromszoggel ér a masik két szog egyenld a
masik két szoggel kiilon-kilon, melyeket az egyenld oldalok atfog-
nak. Tehit az ACB szog egyenls a CBD szoggel (4.). Bs minthogy
a két AC, BD egyenest metszé6 BC egyenes a valtészogeket egy-
massal egyenlokké teszi, az AC és BD parhuzamosak (27.). Bebizo-
nyitottuk pedig azt is, hogy egyenldk.

Tehat egyenlé és parhuzamos egyeneseket mindkéf oldalukon
Ogszekotd egyenesek szintén egyenldk és parhuzamosak. HEzt kellett
bebizonyitanunk.

34:’

A parallelogrammok szembenfekvd oldalai és szdgei eqyenldk
eqymadssal és az dtlo megfelezi azt.
Legyen a parallelogramm ACDB, atléja A B
pedig BC. Azt mondom, hogy az ACGDE pa-
rallelogramm szembenfekvé oldalai és szigei
egymassal egyenldk és a BC atlo megfelezi azt. ¢ D
Minthogy AB parhuzamos CD-vel és a
BC egyenes metszi 6ket, az ABC, BCD valtészogek egyenlék egy-
méssal (29.). Masrészt, minthogy AC parhuzamos BD-vel és a BC
egyenes metszi Gket, az ACB, CBD valtészogek egyenldk egymassal.
A két ABC, BCD haromszognek két ABU, BCA szogével kiilon-
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kiilon egyenl$ két BCD, CBD szoge van és az egyik oldallal az
egyik oldal egyenld, mely az egyenlé szogek mellett fekszik, a kozos
BC. Tehat a mésik két oldal a mésik két oldallal is egyenlé kiilon-
kiilon és a harmadik szog is egyenlé a harmadik szoggel (26.). Az
ADB oldal tehat a CD-vel, az AC pedig a BD-vel egyenlé és a BAC
sz6g egyenld a CBD szoggel. Ts minthogy az ABC szog egyenld
a BCD-vel, a CBD pedig az ACB-vel, az egész ABD szdg is egyenld
az egész ACD szoggel. De bebizonyitottuk, hogy a BAC is egyenldé
a CDB-vel. :

Tehat a parallelogrammok szembenfekvé oldalai és szogei egyen-
16k egymdssal.

Tovéabba azt mondom, hogy az 416 megfelezi. Minthogy A B
egyenld CD-vel, a BC pedig kozos, akét AB, BCakét CD-vel, BC-vel
egyenld kiilon-killon. Hs az ABC szog egyenlé a BCD szdggel. Az
AC alap tehat egyenlé a BI) alappal. Az A BC hiromszog is egyenld
a BCD héromszogeel (4.). :

Tehat a BC 4atlé megfelezi az ABCD parallelogrammot. Ezb
kellett bebizonyitanunk.

35.

Ugyanarra az alapra helyezetl és ugyanazon pdrhuzamosok
kozott fekvd parallelogrammol eqyenldl: eqymdssal.
Legyenek az ABCD, EBCF' parallelo-

4 L F grammok ugyanazon a BC alapon és ugyan-
W azon AF. B( parhuzamosok kozott, Azt
mondom, hogy az ABCD egyenlé az EBCF

parallelogrammal.

Minthogy az ABCD parallelogramm, AD egyenlé BC-vel (34.).
Ugyanabbél az okbél EF egyenlé BC-vel. Ennélfogva AD egyenld
Elfel. Bs kozos a DE. Az egész A tehit egyenls az egész DIF-fel.
De AB is egyenld DC-vel. A két KA, AB pedig a két F'D-vel, DC-
vel egyenlé kiilon-kiilon. Hs az FDC szog is egyenls az EAB szog-
gel, a kiils6 a belsével (29.). Az KB alap tehat az FC alappal
egyenld és az KAB haromszég a DIFC haromsziggel egyenlé (4.).
Vonjuk le a kozos DGE-t. Az ABCD maradék trapéz tehat egyenld
az EGCF maradék trapézzel. Adjuk hozza a kozés GBC hérom-
szdget. Az egész ABCD parallelogramm tehdt az egész EBCI
parallelogrammal egyenld.

Tehat ugyanarra az alapra helyezett és ugyanazon parhuzamo-
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sok kozott fekvé parallelogrammok egyenlék egyméssal, Ezt ke]-
lett bebizonyitanunk.

36.

Egyenld alapokra helyezetl és ugyanazon pdrhuzamosok

kozott fekvd parallelogrammolk egyenlol eg anassal

~ Legyenek ABCD, EFGH pa-
rallelogrammok az egyenlé BC, FG
alapokon és ugyanazon AH, BG
parhuzamosok kozott. Azt mondom.
hogy az ABCD parallelogramm 25
egyenlé az EFGH-val.

Htizzuk meg BE-et, CH-t. Bs minthogy BC egyenlé .F G-vel,
de F'G az EH-val is egyenlé, BC is egyenlé EH-val. Bs parhuzamo-
sok is. EB, HC pedig Osszekotik 6ket. Egyenld és parhuzamos
egyeneseket mindkét oldalukon 6sszekétd egyenesek azonban szin-
tén egyenlék és parhuzamosok (az KB, HC tehat egyenlék és pér-
huzamosok) [33.] Az EBCH tehat parallelogramm (34.). Bs egyenls
az ABCD-vel. Mert ugyanegy BC alapjuk van és ugyanazon BC,
AH parhuzamosok kozott vannak (35.). Ugyanabbél az okbol EFGH
is egyenls //BCH-val. Ennélfogva A BCD parallelogramm EFGH-val
is egyenlé.

Tehat egyenlé alapokra helyezett és ngyanazon pa;rhuyamosok
kozott fekvo parallelogrammok egyenldk egym&ssal ]*Jzt kellett be-
bizonyitanunk.
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349.

Ugyanarra az alapra helyezell és ugyanazon pdrhuzamosok
kizdtt felkvd hdromszigek egyenldk egymdssal.

Legyenek az ABC, DBC haromszogek A D
i ¥ E o
ugyanazon a JBC alapon és ugyanazon /
AD, BC parhuzamosok kozott. Azt mon-

dom, hogy az ABC haromszig egyenld a B ¢
DBC hiromszoggel.

Hosszabbitsuk meg AD-t minaret oldalan [, I felé és huz-
zuk meg B-n at a CA-val parhuzamos BE-t, C-n 4t pedig a BD-vel
parhuzamos CF-et (31.). Az EBC4, DBCI mindegyike tehat paral-
lelogramm. Es egyenldk. M:int-hogy ugyanazon az BC alapon és
ugyanazon BC, EF parhuzamosok kozott vannak (35.). Az KECA

Euklides : Elemel:. 4
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parallélogramm fele az ABC héaromszog. Mert az AB 416 meg-
felezi (34.). A DBCF parallelogramm fele pedig a DBC hdromszig.
Mert a DC 4tl6 megfelezi. (Egyenlék felei pedig egyenlék egymés-
sal.) Az ABC hdromszog tehdt egyenlé a DBC hiromsziggel.

Tehat ngyanarra az alapra helyezett és ugyanazon pérhuza-
mosok kozott fekvé haromszogek egyenl6k egymassal. Ezt kellett be-
bizonyitanunk.

38.

Eqgyenld alapokra helyezeit és ugyanazon pdrhuzamosol k-
26tt fekvd hdromszogek eqyenldl eqymdssal.

Legyenek az ABC, DEF haromszigek
az egyenlé BC, KF alapokon és ugyanazon
BF, AD parhuzamosok kozott. Azt mon-

Riwarg -~ dom, hogy az ABC haromszog egyenl a
] DEF haromszoggel.
‘Hosszabbitsuk meg AD-t mindegyik oldaldn G, H felé és huz-
sk meg B-n 4t a (A-val parhuzamos BG-t, Fren at pedig a
DE-vel parhuzamos FH-t (31.). A GBCA, DEFH mindegyike tehst
parallelogramm. Hs GBCA egyenlé DEFH-val. Minthogy egyenlé
BC, EF alapokon és ugyanazon BF, GH parhuzamosok kozott
vannak (36.). A GBCA parallalogramm fele az AB( hdromszog.
Mert az AB atlo megfelezi (34.). A DEFH parallelogramm fele
pedig az FED haromszog. Mert a DF atl6 megfelezi (34.). (Egyen-
16k felei pedig egyenlék egymdssal.) Az AB( haromszog tehat
egyenlé a DI haromszoggel.
Tehat egyenl6 alapokra helyezett és ugyanazon parhuzamosok
kozétt: fekvé haromszogek egyenldk egymdssal. Ezt kellett bebizo-
nyitanunk.

P ]

39.

Ugyanarra az alapra, annak ugyanarra az oldaldra helye-
zett egyenld hdromsziogek ugyanazon pdrhuzamosak kézitt vannak.
Legyenek ugyanarra a BC alapra, annak

A ______-, ugyanarra az oldalara helyezett egyenlé harom-
g szogek ABC, DBC. Azt mondom, hogy ezek

A ~ ugyanazon mrhuz&mosok ‘kozott vannak.

B G Huzzuk meg AD-t. Azt mondom, hogy 4D

parhuzamos BC-vel.
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Mert ha nem az, hizzuk meg A ponton a4t a B( egyenessel
parhuzamos AL-t és huzzuk meg KC-t. Az ABC haromszog tehat

- egyenl$ az KB héromszoggel. Minthogy ugyanazon a B( alapon

és ugyanazon parhuzamosok kozott vannak (37.). Az ABC egyenld
DB(C-vel. Ennélfogva DBC KBC-vel is egyenls, a nagyobbik a ki-
sebbikkel. De ez lehetetlen. AL tehat nem parhuzamos BC-vel.
Hasonléképen bebizonyitjuk, hogy AD-n kiviil mas sem az. AD te-
hat parhuzamos BC-vel.

Tehat ugyanarra az alapra, annak ugyanarra az oldaldra helye-
zett egyenld haromszogek ugyanazon parhuzamosok kozott vannak.
FEzt kellett bebizonyitanunk.

40.

kgyenld alapokra, azoknak wgyanarra az oldaldra helyezett
egyenld hdromszégek wugyanazon pdrhuzamosak kizott vannak.

Legyenek az ABCG, CDE egyenls ha- o D
romszigek az egyenls BC, (/K alapokon, azok- NS
nak ugyanazon az oldalan. Azt mondom, M
hogy azok ugyanazon pérhuzamosok kozott 5 5 \E
vannak.

Huzzuk meg AD-t. Azt mondom, hogy AD parhuzamos
B E-vel. -

Mert ha nem az, htizzuk meg A-n 4t a BFE-vel parhuzamos
AF-et és huzzuk meg FE-t. Az AB(C haromszog tehat egyenld az
FCE haromszoggel. Minthogy az egyenlé B(, CE alapokon és
ugyanazon BE, AF parhuzamosok kozott vannak (38.). De az ABG
haromszdg egyenlé a DCE haromszoggel. Ennélfogva a DCE ha-
romszog az FCE hiromszoggel is egyenld, a magyobbik a kiseb-
bikkel. De ez lehetetlen. A F tehat nem parhuzamos BFE-vel. Hagonlo-

~ képen bebizonyitjuk, hogy AD-n kivil més sem az. Az AD tehdt

parhuzamos BE-vel.-

Tehat egyenl6 alapokra, azoknak ngyanarra az oldaldra helye-
zett egyenld haromszégek ugyanazon parhuzamosok kizott vannak.
Bzt kellett bebizonyitanunk.

41.

Ha eqy parallelogrammnak és egy hdromszognek ugyanaz
az alapja van és ugyanazon pdrhuzamosok kozétt vannak, a paral-
lelogramm a hdromszognek kélszerese. .

g
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A n Legyen az ABCD parallelogrammnak és

E az EBC haromsziognek ugyanaz a BC alapja

és legyenek ugyanazon BC, AK parhuzamosak

/ kozott. Azt mondom, hogy az ABCD parallelo-
8 & gramm a BIEC haromszog kétszerese.

Huzzuk meg AC-t. Az ABC haromszdg egyenlé az EBC
haromszoggel. Mert ugyanazon a B( alapon és ugyanazon BC, AFE
parhuzamosak kozott vannak (37.). De az ABCD parallelogramm
az ABC haromszég kétszerese. Mert az A( atlé megfelezi (34.).
Ennél fogva az ABCD parallelogramm az EB( haromszognek is
kétszerese.

Ha tehat agy parallelogrammnak és egy haromszégnek ngyanaz
az alapja van és ugyanazon parhuzamosok kozott vannak, a paral-
lelogramm a haromszog kétszerese. Ezt kellett bebizonyitanunk.

42,
Adott hdaromszégyel equenld parallelogrammot szerkesszimk

adott eqyenesvonalit szégre.
Legyen az adott héromszog ABC,

\ﬁ/ A I ¢ az adott egyenesvonalu szig pedig d. Az
&7 ABC haromszoggel egyenlé parallelogram-
et — mot szerkessziink a & egyenesvonalu

o 2hin szOgre.

Felezziik meg BC-t E-ben, htzzuk meg AF-t és szerkessziik
meg az FC egyenesre annak K pontjara a d-val egyenlé CEF szo-
get (23.), hizzuk meg az A-n at az KC-vel parhuzamos AG-t, a (i-n
at pedig az ElF-fel parhuzamos CG-t. Az FEC(G tehat parallelo-
gramm. Bs minthogy BE egyenls [EC-vel, az ABILE haromszog
egyenldé az AEC haromszoggel. Mert az egyenlé BE, KC alapokon
és ugyanazon B(, AG parhuzamosok kozott vannak (38.). Az ABC
hiromszég tehat kétszerese az AKC haromszognek. De az FECG
parallelogramm is kétszerese az A KC haromszognek. Mert ugyanaz
az alapjuk van és ugyanazon parhuzamosok kozott vannak (41.).
Az FEC(G parallelogramm tehdt egyenlé az AB(G haromszoggel.
Es a d-val egyenls CKI szoge van. '

Tehat az adott ABC haromsziggel egyenld FKCG parallelo-
grammot szerkesztettik CKFE szogre, mely d-val egyenld. Ezt kel-
lett elvégezniink.
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43.

Minden parallelogrammban a parallelogrammok kiegészitoi
az d@llo koriil egyenlok egymdssal.

Legyen a parallelogramm 4 BCD, ennek A H 1
atloja AC, az AC koril pedig legyenek az g o
EH, F parallelogrammok és a kiegészitok-
nek nevezett BK, KD. Azt mondom, hogy a
BK kiegészit egyenlé a KD kiegészitGvel. LG &

Minthogy ABCD parallelogramm, ennek atléja pedig AC, az
ABC haromszog egyenld az ACD haromszoggel (34.). Viszont, mint-

‘hogy EH parallelogramm, ennek dtloja pedig AK, az AEK harom-

szog egyenld az AHK haromszoggel. Ugyanabbol az okbél KFC
haromszig is egyenlé K(rC-vel. Minthogy AFKK haromszig egyenld
AHK héromszoggel, KFC pedig KG(-vel, az AEK haromszog meg
a KGC egyenls az AHK meg a KFC haromszoggel. Azonban az
egész ABC haromszog egyenld az egész ADC-vel. A maradék BK
kiegészits tehat egyenlé a maradék K1) kiegészitével.

Tehdt minden parallelogrammban a parallelogrammok kiegé-
szitél az atlo kozil egyenlok egymassal. Ezt kellett bebizonyitanunk.

44.

Adott egyenesre szabjunk ki adott hdromsziggel egyenld
paratlelogrammot adotl egyenesvonalii szégre.

Legyen az adott egyenes AR, az adott ha-
romszog (I, az adott egyenesvonalu szog pedig o.

Frre az adott AB egyenesre szabjunk ki az adott 3
C haromszoggel egyenld parallelogrammot a ¢
szogre.

Szerkessziik meg a ( hdromszoggel egyenld
BEI G parallelogrammot az EBG szdgre, mely
o-val egyenl6 (42.). Helyezziik el egy egyeneshe
a BE-t, AB-t és huzzuk meg F(G-t H-ig,az A-n
4t huzzuk meg a B(, KF valamelyikével parhu-
zamos A H-t és hiizzuk meg HB-t. Bs minthogy az AH, EI pérhu-
zamosokat a HF egyenes metszi, a két AHF, HFE szog két derék-
szoggel egyenlék (29.). A BHG, GFE tehat két derékszognél kiseb-
bek. A két derékszognél kisebb szdgeket alkoté egyenesek pedig

18 B L
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hatéartalanul meghosszabbitva, taldlkoznak (V. poszt.). A HB, FE
tehat meghosszabbitva taldlkoznak. Meghosszabbitva talalkozzanak
K-ban; htzzuk meg a K ponfon at az KA, ['H valamelyikével par-
huzamos KL-et és hosszabbitsuk meg HA-t, GB-t L, M pontokig.
A HLKF tehat parallelogramm, atloja HK; HK koéril pedig AG,
ME parallelogrammok és a kiegészit6knek nevezett LB, BF. LB
tehat egyenl$ BF-fel (43.). De BF a ( haromszdiggel egyenls. Ennél-
fogva az LB is egyenlé a C-vel. Es minthogy GBE szdg egyenld
ABM-mel, de a GBE szog egyenld d-val, az ABM is egyenld a &
szoggel.

Adott AB egyenesre tehat adott € haromszoggel egyenls LB
par&llelogrammot szabtunk ki ABM szogre, mely d-val egyenls. Ezt
kellett elvégezniink.

45.

Adolt egyenesvonalti idommal eqyenlé parallelogrammot
szerkesszink adott egyenesvonalii szogre.
o) Legyen az adott egyenesvonalt idom ABCD,
‘ﬁ@ az adott egyenesvonalu szog pedig e. Bazel az
; ¢ ABCD egyenesvonalt idommal egyenlé parallelo-
= B < grammot szerkessztink az adott e szogre.
Huzzuk meg DB-t és szerkesszilk meg az
g L ABD harcmszoggel egyenld I'fl parallelogrammot
. . a HKF szbgre, a mely cgyenlé e-nal. Es szabjuk
'K 770 ki a (H egyenesre a DB ( haromszoggel egyenlo GM
parallelogrammot a (HM szogre, amely egyenld
e-nal (44). Tis minthogy az & szég a HKF, (i HM szogek mindegyikével
egyenld, a HKF szog tehit egyenls a (+/1 M-mel. Adjuk hozzd a kozos
KHG-t. Igy tehat az FKH, KH (G egyenlé a KH(:-vel, GHM-mel. De
FKH, KHG két derdkszoggel egyenld (23.). Tehat KH(, (HM is
két derékszoggel egyenls. Ennélfogva a (+I1 egyenes H pontjaban
a két KIi, HM egyenessel nem ugyanazon az oldalin két derék-
szoggel egyenld mellékszogeket alkot. A KH és IHM tehat ugyan-
abba az egyenesbe esnek (14.). Bs minthogy KM, FG parhuzamo-
sokat a HG egyenes metszi, az MHG, HGE valtoszogek egymassal
egyenlék (29.). Adjuk hozza a kozios H(ilL-et. Az MH(G, H(: L tehat
egyenlé a HGl-fel, H(:il-lel. De MHG, HGL két derékszoggel
égyenld. (29.). Tehit a HGF, HGL is két derékszoggel egyenlo.
A FG, GL teha’r ugyanabba az egyeneshe esnek (14.). Es minthogy
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az 'K a H(i-val egyenlé és parhuzamos,de a H(G az Ml-lel is az, -
a KF'az ML-lel is egyenlé és parhuzamos (30.). A KM, FL egye-
nesek pedig oOsszekotik Gket. A KM, FIL egyenesek tehat egyenlék
és parhuzamosak. A KFLM tehat parallelogramm. Es minthogy az
ABD héromszog egyenlé az I'H parallelogrammal, az ABC pedig
a (tM-mel, az egész ABCD egyenesvonali idom cgyenlo az egesa
KFLM parallelogrammal.

Tehat az adott ABCD egyenesvonalu 1d0mmal egyenlo
KIFLM parallelogrammot szerkesztettik az FKM szogre amely az
adott e-nal egyenls. Bzt kellett elvegeanunk

46. RNl : R

Adoll egyenesre szerkessziink négyzelet.

Legyen az adott egyenes A B. Erre az AB egye-
nesre szerkeszeziink négyzetet. el

Huzzuk meg az AB egyenesre a benne fekvs A D ___E
pontjabdl az AC merdlegest és tegyiik egyenléve AB- |
vel AD-t. Es htizzuk meg a ) ponton 4t az AB-vel e
parhuzamos DFE-et, B pontbol pedig az AD-vel par- 4 ) B
huzamos BE-t. Az ADEB tehat parallelogramm. Az ;
AB tehat egyenld a DFE-vel, az AD pedig a BFE-vel (34.). De AB
egyenlé AD-vel. Tehat mint a négy BA, AD, DE, EB _eg_ye_nlo
egyméssal. Az ADEB perallelogramm ennélfogva egyenlGoldald. Azt
mondom, hogy derékszogii is. Minthogy az AB, DK parhtizamoso-
kat az AD egyenes metszi, a BAD, ADIF szogek két derékszoggel
egyenlék (29.). BAD pedig derékszog. Tehat az ADE is derékszog.
De a parallelogrammok szemkézt fekvé oldalai és szogei egyenlék
egymassal (34.) Az ABE, BED szemkozt fekvs szogek mindegyike
tehat derékszdg. Az ADRB tehat derékszogt. Bebizonyitottuk pe-
dig, hogy egyenloa]dalu is.

Tehat négyzet. Bs az AB egyenesre saerkesztettﬁk Ezt kellett
elvedeﬁnunk .

44.

A derékszoqii hammezoqhen a derékszéget dtfoyo olda{ Ny~
zele eqyenld a derékszoget befogd oldalak négyzeteivel.

Legyen az ABC derékszogd hdromszog derékszdge BAC. Azt
mondom, hogy a BC négyzete egyenlb a. BA, AC negyzetalvel ;
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Rajzoljuk meg a B(-re a BDEGC négyzetet, a BA-ra, AC-re
pedig a GB, HC négyzeteket és hizzuk meg A-n at a BD, CE va-
T lamelyikével parhuzamos AlL-et. Is huzzuk
meg az AD-t, FG-t. Minthogy a BAC, BA(G
A x mindegyike derékszig, a BA egyenes a benne
fekv6é A pontban a két AC, A egyenessel
_ f nem ugyanazon az oldalan két derékszoggel
8 & egyenlé mellékszoget alkot. A CA, A(r tehat
egy egyenesbe esnek (14.). Ugyanabbél az ok-
| hél BA, AH is egy egyenesbe esnek. Es a
Ll £ DBC, FBA szogek egyenlék. Mert mind-
egyikiik derékszog. Adjuk hozzda a kouos ABC-et. Az egész DBA
tehat egyenl$ az egész FI3C-vel. Bs minthogy DB egyenls BC-vel,
FB pedig BA-val, a két DB, BA egyenlé a két FFB-vel, BC-vel
kiilon-kiilon. Bs a DBA szog egyenls az FBC szoggel. Az AD alap
tehdt egyenld az I'C alappal és az ABD haromszog egyenlé a FBC
héromszoggel (4.). Bs az ABD haromszog kétszerese a BL parallelo-
gramm. Mert ugyanaz a B alapjuk van és ugyanazon BD, AL
parhtizamosok kozott vannak (41.). Az FBC hiromszognek kétsze-
resse a (+B parallelogramm. Mert viszont ugyanaz az FB alapjuk
van és ugyanazon IFB, G parhuzamosok kozott vannak. (Egyen-
16knek kétszeresei pedig egyenlék.) A B[l parallelogramm tehat
egyenlé a G B négyzettel. Hasonloképen bebizonyitjuk, hogy a (/L
parallelogramm egyenld a H(C négyzettel. Az egész BDRC négyzet
tehat a két (B, HC négyzetével egyenls. A BDFEC négyzetet a
‘BC-re rajzoltuk, a GcB-t, HC-t pedig a BA-ra, AC-re. Tehat a BC
oldal négyzete egyenld a BA, AC oldalok négyzeteivel.
Tehat a derékszogdh haromszoghen a derékszoget dtfogo oldal
négyzete egyenlé a derékszoget befogd oldalok négyzeteivel. Ezt
kellett bizonyitanunk.

[
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A 47. feladat az Ggynevezett Pythagoras-féle tételnek elsé ismert alta-
lanos bizonyitédsa. Régi irdk ugyanis arra utalnak, hogy a tételt mér a py-
thagorasi iskolaban ismerték, de nagyon wvaldszinti, hogy maga Pythagoras
(élt Kr. e. 569—470) fedezte fel. Azonban igen sok okunk van azt hinni,
hogy Pythagoras nem ismerte e tételt egészen Altaldnossdghan, hanem valé-
szintileg csak bizonyos specidlis esetek rendszerében. Nagyon nehéz ez tigyre
teljes vilagorségot vetni, de talin elég kozel allunk az igazsighoz, ha a ki-
vetkez6 képet alkotjuk magunknak: Pythagoras kéteégkiviil az egyiptomiak-
6l tanulta, hogy a 3, 4, 5 egységnyi oldaltt hiromszdg derdkszogl harom-
szog. A szdmokkal valé behaté foglalkozdsa kézben a 3, 4, b szidmoknak ezt
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az Osszefiiggését is csakhamar megtaldlhatta, hogy 3%44*=5% De viszont ha-
rom szdm kozotti, ehhez hasonld Gsszefiiggést taldlt a négyzetszdmoknak és
azok kiilonbségeinek, a paraflan szdmok sordban :

14916 25 36 49 64 81 100 121 144 169 196 225 256 289 324 361 400
3607 9 A1 3us 1710 21 25 .25 027000 e B S 361 330 s (i,

441 484 529 576 625
43 456 47 49

Ilyen osszefiiggések tehdt még ezek:

144+-25=169, 576+49—625
vagyis : : 192452=132, 942472952,

Visszatérve a geometridra, azt tapasztalhatta, hogy a 12, 5, 13 meg a 24, 7,
95 egységnyi oldald haromszdgek is derékszoofi hiromszigek. Vajjon meg-
elégedett-e azonban e tekinfetben a rajzzal, mely e héromszigeket derék-
szoglieknek mutatta, vagy pedig egyéb meggydzé okai, bizonyitisai is vol-
tak-e, azt nem tudjuk. Pythagoras még dltalinos képletet is adott a derék
szogli haromszigek egész szamu oldalaira; e képlet mai jelolésiinkkel ez :

K12 K12

)+ =),

st 2 ; v ey Sl k*4-1
hol k egész (és paratlan) szim. Az oldalak hosszai tehat g k, P
és igy Pythagoras az Osszefiiggést csak azokrdl az egész szdmu egységnyi
oldali haromszigekrdl ismerte, melyekben oz
difogo egy egységgel nagyobb, mint a hosszabbik
befogd. Pythagoras azonban az el6bb emlitett ha-
romszigeken kiviill még az egyeniiszdri derék-
s20¢ (i haromszogrél is ismerte az oldaloknak azt
az oOsszefiiggését, hogy az atfogé négyzete oly
nagy, mint a befogék négyzetei egyiittvéve. Az
osszefliggderdl minden esetre a rajz alapjén gyé-
z6dott meg: a hiromszog minden oldaldra meg-
rajzolta a négyzetet és a négyzetelnek (az dbra-
ban lithatd) alkalmas felosztisa altal megkapta
az Osszefliggést. :
Plato (élt Kr. e. 429-—347) is adott képletet a derékszdgii héromszig
oldalaira

R 2

.2 ke .
(F—1)+ k= +1)
alakban mai jelolés szerint (k pdros szam); tehdt oly derékszégti hérom-
szogeket talalt, melyekben az affogé két egységgel nagyobb, mint az egyik
befogd. i

Fuklides altalinos bizonyitisa természetesen foloslegesekké tette o spe-
cialis eseteket.



48.

" Ha a hdromszégben az egyik oldal négyzete eqyenld a hd-
romszoq mdsik két oldaldnak négyzetével, a hdromszog mdsik ket
oldala dltal kizbezdrt szoq derékszoy.

Legyen az ABC haromsziog B( oldalanak négy-
zete egyenld a BA, AC oldalainak négyzetével. Azt
mondom, hogy a BA( szog derékszog.

Huzzuk meg az A ponton it az AC-re merdleges
AD-t, tegyiik egyenlévé BA-val AD-t és huzzuk meg
DC-t. Minthogy DA egyenlé AB-vel, a DA négyzete
is egyenld az A négyzetével. Adjuk hozza a kozis
AC négyzetét. A DA, AC négyzetei tehdt egyenldk a
BA, AC négyzeteivel. De a DA, AC négyzetei egyenltk a D( négy-
zetével. Mert DAC szdg derékszog (47.). A BA, AC négyzetei pedig
egyenl6k a BC négyzetével. Mert igy vettik fel. Igy tehat a DC
négyzete egyenls a B négyzetével. Ennél fogva a D oldal egyenlé
a B(-vel. Minthogy DA egyenlé AB-vel és kozos az AC, a két DA,
AC egyenlé a két BA-val, AC-vel. Ks a DC alap egyenls a BC
alappal. A DAC szbg tehit egyenlé a BAC szoggel (8.). A DAC
szog azonban derékszog. Tehat a BAC szog is derékszog.

Ha tehat a haromszoégben az egyik oldal négyzete egyenld a
haromszog misik két oldalanak négyzetével, a haromszog médsik
két oldala 4ltal kbozbezart szog derékszog. Kzt kellett bebizonyi-
tanunk. ]

G
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II. KONYV.

Definicidk.

I. Azt mondjuk, hogy minden téglalapot két, deréksziget be-
fogo egyenes alkot.

E révid meghatérozis rendkiviil fontos a gbrog geometriai algebra
methodikéjinak tekintetében. Mai jeloléseinkkel igy értelmezhetjiik: ha az
a és b Altalinos mennyiségelet egyenes vonalak altal fejezziik ki, akkor az
ab szorzatot annak a téglalapnak teriilete mutbatja, melyet az a és b altald-
nos mennyiségek mint oldalok alkotnak.

II. Minden parallelogrammban az atlo
kortl fekvé parallelogrammok mindegyike a
két kiegeészitével egyiitt neveztessék gno-
monnak.

A gnomon fogalmit a mellékelt &bra minden nehézség és tovabbi ma-
gyarizat nélkil megviligitja.

L

Ha két egyenesiink van és koziliik az eqgyiket tetszoleges
szdmal részre osztjuk, a két eqyenesbél alkotott téglalap eqyenld a fel
nem osztott eqyenesbél és az egyes részekbdl alkotott téglalapokkal.

Legyen a két egyenes a, BC és osszuk '
fel BC-t akarhogyan D), E pontokban. Azt a
mondom, hogy az a-bél, BC-b6l alkotott B h R
téglalap egyenlé az a-bol, BD-b6l meg az
a=hél, DE-b6l meg az a-bol, KC-bol alkotott ' :
téglalapokkal. G XL H

Huzzuk meg B-b6l a BC-re merdleges F ' :
BF-et, tegyiik egyenlévé a-val B G-t, hiuzzuk
meg (b6l a BC-vel pirhuzamos (+H-t és huzzuk meg a’ D J'L, &
pontokbél a B(i-vel parhuzamos DK, KL, CH egyeneseket.




Igy a BH egyenlé a BK-val, DL-lel, EH-val. Es BH az a-bol,
BC-bél alkotott téglalap. Mert (B, B( egyenesek alkotjak, BG
pedig egyenlé a-val. De BK az a-bol, BD-bsl alkotott téglalap.
Mert a B, BD egyenesek alkotjak, BG pedig egyenlé a-val. DL
pedig az a-bél, DE-bél alkotott téglalap. Mert DK, valamint B,
egyenlé a-val. Tis hasonloképen KH az a-bol, EC-bél alkotott tégla-
lap. Igy tehdt az a-bol, BC-bdl alkotott téglalap egyenlé az a-bol,
BD-b6l meg az a-bol, DE-bél meg az a-bol, KC-bél alkotott tégla-
lapokkal.

Ha tehat két egyenesiink van és koziiliik az egyiket tetszdleges
gzamu részre oszijuk, a két egyenesbdl alkotott téglalap egyenld a
fel nem osztott egyeneshél és az egyes részekbdl alkotott téglalapok-
kal. Bzt kellett hebizonyitanunk.

A tétel értelmezése mai jelolésunkkel :
a(bte4d) = abtacH-ad.

2'

Ha eqy egyenes vonalat akdrhogyan felosztunk, az egészbdl
és a részek mindegyikébdl all:otott téglalapolk eqyenlél az egésznek
néqgyzetével.
A 16 B Osszuk fel az AB egyenest akirhogyan C
pontban. Azt mondom, hogy az AFB-bél, BC-bél
alkotott téglalap meg a BA-bol, AC-bél alkotott
ls‘ téglalap egyenlé az AB négyzetével.

Szerkessziik meg az AB-re az ADEB négy-
zetet és hiizzuk meg a C-n &t az AD, BE mindegyikével parhuza-
mos CF-et.

Igy az AFE egyenls Al‘fel, Ck-vel. s az Ak az AB négyzete,
AF pedig a BA-bo6l, AC-hél alkotott téglalap. Mert a DA, AC al-
kotjak, AD pedig egyenld AB-vel. A CFK pedig az AB-b6l, BC-bdl
alkotott téglalap. Mert BE egyenlé AB-vel. Igy a BA-bol, AC-bél
alkotott téglalap meg az AB-b6l, BC-b6l alkotott téglalap egyenld
az AB négyzetével.

Ha tehdt egy egyenes vonalat akdrhogyan felosztunk, az egész-
bél és a részek mindegyikébol alkotott téglalapok egyenlék az egész-
nek négyretével. Ezt kellett bebizonyitanunk.

D F

A tétel értelmezése mai jelolésinkkel :
ax+a (a—x)=a>
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3.

Ha egy eqyenes vonalat akdarhogyan felosztunk, az egészbdl
és a részek eqyikebdl alkolott téglalap egyenld a részekbdl alkotott
téglalappal és az elébb megnevezett rész négyzetével.

. Osszuk fel az AB egyenest akarhogyan C s B
ponthan. Azt mondom, hogy az AB-bél, BCG-bél
alkotott téglalap egyenls az AC-bsl, (:B-bol alko-
tott téglalappal és a BC négyzetével.

Szerkessziik meg a (B-re a CDEB négyzetet g
és huzzuk meg KED-t F-ig, az A-n 4t pedig a CD, BLE mindegyike-
vel parhuzamos AF-et. 1gy az AE egyenlé AD-vel, CE-vel. Es az
AE az AB-b6l, BC-bél alkotott téglalap. Mert az AB, BE alkot-
jak, BE pedig egyenlé BC-vel. Az AD pedig az AC-b6l, (.B-bél
alkotott téglalap. Mert D( egyenls CB-vel. A DB pedig a CB
négyzete. Tehat az AB-bél, BC-bol alkotott téglalap egyenlé az
AC-bé6l, CB-bél alkotott téglalappal és a BC négyzetével.

Ha tehat egy egyenes vonalat akarhogyan felosztunk, az egész-
bél és a részek egyikébél alkotott téglalap egyenlé a részekbél alko-
tott téglalappal és az elébb megnevezett rész négyzetével. Ezt kel-
lett bebizonyitanunk. i

D E

A tétel értelmezése mai jeldlésiinkkel :

ax=x (a—x)--u%

4.

Ha eqy egyenes vonalat akdrhogyan felosztunk, az egésznek
a néqyzete eqyenld a részek néqgyzeteivel meg a részekbdl alkotott
kétszeres téglalappal.

Osszuk fel az AB egyenest akarhogyan C %
pontban. Azt mondom, hogy az AB négyzete
egyenld az AC és CB négyzeteivel meg az AC-bsl, 17 K
CB-b6l alkotott téglalap kétszeresével.

Szerkesszik meg az AB-re az ADEB négy-
zetet, htzzuk meg BIL-t, a C-n at az AD, EB b FE
mindegyikével parhuzamos CF-et, a G-n &t pe-
dig az AB, DE mindegyikével parhuzamos HK-t. Es minthogy
CF parhuzamos AD-vel és ezeket BD metszi, a CGB kiils6 szog
egyenlé a belsé és szembenfekvé ADB-vel (I. 29.) De az ADB

B
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az ABD-vel is egyenls, mert a BA oldal egyenlé az AD-vel
(L 5.). Tehat a CGB szog is egyenlé a (rB(-vel. Ennélfogva a
BC oldal a ((G-vel egyenl6 (I. 6.). De CB is egyenlsé GK-val (L 34.),
GG pedig KB-vel. A GK tehat egyenlé KB-vel. A CGKRE tehat
egyenléoldali. Azt mondom, hogy derékszdgli is. Minthogy CG
parhuzamos BK-val (és ezeket (/B egyenes metszi), a KBC, GCB
szogek két derékszoggel egyenldk (I. 29.) A KB( azonban derék-
sz0g. Tehat a BCG is derékszdg. Ennélfogva a szembenfekvé CGK,
KB szogek is derékszogek (I 34.). A CGKB tehat derékszogt.
Bebizonyitottuk pedig. hogy egyenléoldalt is. Tehdat négyzet. Lis
CB-re szerkesztettiik. Ugyanebhsl az okbél HI is négyzet. s est
HG-re, vagyis AC-re szerkesztettik. A HF, KC négyzeteket tehat
az AC-re, CB-re szerkesztettilk. Hs minthogy A egyenldé G k-vel,
az AG az AC-bol, CB-bdl alkotott téglalap. Mert a (+C egyenld a
CB-vel. Es igy a G is az AC-b6l, ((B-b6l alkotott téglalap. Tehat
az AG meg a (F az AC-bol, CB-bol alkotott téglalap kétszerese.
A HF, CK pedig az AC-re, (B-re szerkesztett négyzetek. Tehat
mind a négy, HF, CK, AG, GE egyenl6 az AC, (B négyzeteivel
meg az AC-bdl, (CB-b6l alkotott téglalap kétszeresével. De HIF, CK,
AG, GE az egész ADEB, amely az AB négyzete. Tehat az AB
négyzete egyenld az AC, (B négyzeteivel meg az AC-bsl, (/B-bél
alkotott téglalap kétszeresével.

Ha tehit egy egyenes vonalat akarhogyan felosztunk, az
egésznek a négyzete egyenld a részek négyzeteivel meg a részekbol
alkotott kétszeres téglalappal. Bzt kellett bebizonyitanunk.

A tétel értelmezdse mai jeldlésiinkkel :

a?::rrg—';-(a,—iff)“l-i—gﬁ’ (a—fl‘))‘

5.

Ha eqy eqyenes vonalat eqyenld és nem eqyenld részekre fel-
osztunk, az egésznek nem egyenld részeibdl alkototl teglalap meqg
a feloszldsi ponlok Lizdtli vonal négyzete egyenld a (vonal) felé-
nel a négyzetével. :

Felezziik meg a tetszbleges AB egyenest (i-ben és osszuk fel
nem egyenlé részekre -ben. Azt mondom, hogy az AD-bél, DB-
bél alkotott téglalap meg a CD négyzete egyenlé a CB négyzetével.

Szerkesszitk meg a CB-re a CEF@'négyzetet. huzzuk meg
BE-t és a D-n 4t a CK, BF mindegyikével parhuzamos G-, a
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H-n 4t pedig az AB, Kl mindegyikével parhuzamos KM-et. és vi-
szont az A-n at a CL, BM mindegyikével parhuzamos AK-t. Iis
minthogy a CH kiegészitd egyenld a HI' kiegészitdvel, &d]tlk hozza,
a kozos DM-et. Az egész GM fehat
egyenlé az egész DF-fel. A CM A
azonban egyenlé az A L-lel, mint-
hogy az AC egyemnls a CB-vel. N
Az AL tehat egyenlé a Di'-fel. bik
Adjuk hozzé a kozos CH-t. Az K L o |M
egész AH ennélfogva egyenlé az ! T 5
MNO gnomonnal. Az AH azon- ' :

ban az AD-b6l, DB-bél alkotott téglalap. Mert DH egyenlé DB-
vel. is igy az MINO gnomon egyenl$ az AD-b6l, DB-bél alkotott
téglalappal. Adjuk hozza a kozos LG-t, amely a CD négyzetével
egyenld. Tgy tehat az MNO gnomon meg az L( egyenlé az AD-
bél, DB-b6l alkotott téglalappal meg a €' négyzetével. Az MNO
gnomon meg az L(: azonban az egész CIF'B négyzettel egyenls,
amely a CB négyzete. Tehdt az AD-b6l, DB-b6l alkotott téglalap
meg a CD) négyzete egyenld a GB négyzetével.

Ha tehat egy egyenes vonalat egyenl és nem egyenlé részekre
felosztunk, az egésznek nem egyenld részeibdl alkotott téglalap meg
a felosztasi pontok kozotti vonal négyzete egyenld a (vonal) felének
a négyzetével. Ezt kellett bebizonyitanunk.

A tétel értelmezese mai jeloléstiinkkel :

L0 B

2

P i o
x (a—a }+tr—§| |,g)

6.
Ha eqy egyenes vonalat kél egyenlo részre felosztunk és sajdt
i-m’-n.ydba-n eqy mds egyenest hozzdja adunk, az egésznek meg a

zadadolinalk é@sbeqe’bé’l és a hozzdadottbol alkotott téqlalap meq
a vonal felénel a négyzete egyenldia (vonal) felének meg a hozza-—

adottnak Gsszegére rajzolt négyzetiel. :
Felezziik meg az AB egyenest C pont- A SR
D STk A hayit Sk RbRL GBI kb N H o
egyenest. Azt mondom, hogy az AD-bél, DB- L P
b6l alkotott téglalap meg a (B négyzete e

egyenld a (D négyzetével.
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Szerkessziik meg a CD-re a CKEFD négyzetet, huzzuk meg
DFE-t és a B ponton it az EC, DI' mindegyikével parhuzamos BG-t,
a H ponton &t az AB, EF mindegyikével parhuzamos KM-et,
tovabba pedig az A-n ata CL, DM mindegyikével parhuzamos AK-t,

Minthogy AC egyenlé CB-vel, AL is egyenl6 CH-val. De CH
egyenlé H/[-fel. Igy tehat AL egyenlé HF-fel. Adjuk hozzé a kozos
CM-et. Az egész AM egyenld tehat az NOP gnomonnal. De AM az
AD-bél, DB-bél alkotott téglalap. Mert DM egyenlé DB-vel. Tehat
az NOP gnomon is egyenl$ az AD-b6l, DB-b6l alkotott téglalap-
pal. Adjuk hozza a kizos LG-t, amely a BC négyzetével egyenld.
Igy tehat az AD-hol, DB-bél alkotott téglalap meg a CB négyzete
egyenlé az NOP gnomonnal meg az L(G-vel. Az NOP gnomon meg
az LG azonban az egész CEFD négyzettel egyenld, amely a CD
négyzete. Tehdat az AD-b6l, DB-bdl alkotott téglalap meg a CB
négyzete egyenldé a (D négyzetével,

Ha tehat egy egyenes vonalat két egyenlé részre felosztunk
ég sajat iranyaban egy més egyenest hozzaja adunk, az egésznek
meg a hozzaadottnak Osszegébol és a hozzaadottbol alkotott tégla-
lap meg a vonal felének a négyzete egyenld a (vonal) felének meg
a hozzaadottnak osszegére rajzolt négyzettel. Ezt kellett bebizonyi-
tanunk.

A tétel értelmezése mai jelolésiinkkel :

i i W2
(a+b) b 4 g:g_J = (ug.-. +b),

.
Ha eqy egyenes vonalat akdrhogyan felosztunk, az egésznek
a négyzete meg a részek eqyikének a néqyzete egyiittvéve eqyenld
az eqészbdl és a megnevezett részbdl alkotott téglalap kélszeresével
meg a maradékrész négyzelével.

5 Gty Osszuk fel az AB egyenest akirhogyan (I
I pontban. Azt mondom, hogy az AB, BC négyzete
o /1 eayenls as AB-hl, BC-bol alkotott kétsueres tégla-

lappal meg a CGA négyzetével.
1 Szerkessziik meg az AB-re az ADERB négy-
D N E  gzetet. Iis rajzoljuk meg az idomot.*

* Bz azt jelenti: htizzuk meg az Atlét és azokat a parhuzamosokat,
melyeket a IL. konyv 4. feladatitol kezdve mindannyiszor meg kellett rajzolni.
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Minthogy AG egyenld:. GE-vel (I. 43.), adjuk hozzd a kozos
CF-et. Az egész AF tehat egyenld az egész CE-vel. Az AF, CE te-
hit kétszerese’ az AF-nek. De, AR, CE a KLM gnomon meg a CF
négyzet. A KLM gnomon meg a CF mégyzet tehit az AF kétsze-
rese. Az AL kétszerese pedig az AB-bél,: BG-bél alkotott kétszeres
téglalap. Mert BF egyenlé BC-vel. Igy teliat a LM gnomon meg
a CF négyzet ‘egyenls az AB-'béil,':BGE@iil alkotott kétszeres tégla-
lappal. Adjuk:hozzé a kozos DG-t, mely az. AC négyzete. Igy tehat
a KLM gnomon meg a B, GD négyzétek egyenlék' az AB-bdl,
BC-bél alkotott kétszeres téglalappal meg az AC négyzetével. De-a
KLM gnomon meg a' B, GD négyzetei az egész ADEB meg a
CF, ami az AB négyzete meg a B( négyzete. Az AB négyzete meg
a BC négyzete tehat egyenlé az AB-bél, BC bél alkotott kétszeres
téglalappal meg az AC négyzetével.

Ha tehdt egy egyenes vonalat akarhogyan felosztunk, az egésa-
nek a négyzete meg a részek egyikének a négyzete egyiittvéve
egyenld az egészbdl és a megnevezett részbil alkotott téglalap két-
szeresével meg a maradékrész négyzetével. Ezt kellett bebizonyi-
tanunk. '

A tétel értelmezése mai jeloléstinklel :

o+t =2% x4+ (a—ax)®

8.

Ha eqy eqyenes vonalat akdrhogyan felosztunk, az egészbdl
és a részel egyikebol alkotolt négyszeres téglalap meg a maradék-
rész neqyzele egyenld az egésznek meg a wmegnevezelt résznek
dsszegére szerkeszlelt négyzettel. A P )

Osszuk fel az AB egyenest akirhogyan
C pontban. Azt mondom, hogy az AB-b8l, . lel N0
B(-bél alkotott négyszeres téglalap meg az g K b
AC négyzete egyenlé az AB, BC-re szerkesz- Ok Q |R
tett négyzettel. 55 b A o
Hosszabbitsuk meg sa_)at ué.nyabsm az | o
! H L F

AB egyenest B}_)-lg, tegyiik egyanlﬁﬁe G’B vel, "

i * Lasd a II. konyv 7. feladaténak ]eg§zediét, a 8. feladatban azonhan
a rajz kibdvitendé.

Eullides : Elemel. 5
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Minthogy CB egyenlé BD-vel, de B a (rK-val is egvenld,
BD pedig KiN-nel, GK a KN-nel is egyenls. Ugyanebbél az okbol
" OR is egyenlé RP-vel. Hs minthogy BC egyenlé BD-vel, GK pe-
dig KN-nel, CK egyenlé KD-vel, GR pedig RN-nel. De CK egyenlé
RN-nel. Mert kiegésziték a (P parallelogrammok (L. 43.). Tehat
KD egyenlé GR-rel. A négy DK, CK, GR, RN tehat egyméassal
egyenl6. A négy (parallelogramm) tehat a ('K négyszerese. Viszont,
minthogy CB egyenlé BD-vel.de BD a BK-val, valamint a CG-vel
is egyenl6, CB pedig a GK-val, valamint a ((Q-val is egyenld, a
(G a GQ-val is egyenls. Fs minthogy CG egyenlé GiQ-val, QR
pedig RP-vel, AG is egyenld M()-val, QL pedig RF-fel. De MQ
egyenlé ()L-lel. Mert kiegésziték az ML parallelogrammok. Tehat
AG egyenlé RI*-fel. A négy AG, M(Q, QL, RF tehit egymassal
egyenl6. A négy (parallelogramm) tehat az AG négyszerese. De be-
bizonyitottuk, hogy a négy CK, KD, (R, RN a CK négyszerese.
Tehat a nyole (parallelogramm) dltal szarmazé STU gnomon az AK
négyszerese. Az AK azonban az AB-bsl, BD-bél alkotott téglalap.
Mert BK egyenlé BD-vel. Az AB-b6l, BD-bél alkotott négyszeres
téglalap tehat az AK négyszerese. De bebizonyitottuk, hogy az AK
négyszerese az ST'U gnomon. Az AB-bél, BD-bsl alkotott négysze-
res téglalap tehat egyenlé az STU gnomonnal. Adjuk hozza a ko-
z6s OH-t, mely egyenlé az A négyzetével. Az AB-bsl, BD-bél
alkotott négyszeres téglalap meg az A( négyzete tehat egyenls az
STU gnomonnal meg OH-val. De az STU gnomon meg az OH az
egész AEFD négyzet, melyet AD-re szerkesztettink. Az AB-bél,
BD-b6l alkotott négyszeres téglalap meg az A( négyzete tehat
egyenlé az AD négyzetével. BD pedig egyenlé B(i-vel. Igy tehat
az AB-b6l, BC-b6l alkotott négyszeres téglalap meg az AC négy-
zete egyenls az A négyzetével, mely az AB és B( 6sszegére szer-
kesztett négyzet.

Ha tehat egy egyenes vonalat akdrhogyan felosztunk, az egész-
bél és a részek egyikébdl alkotott négyszeres téglalap meg a mara-
dékrész négyzete egyenlé az egésznek meg a megnevezett résznek
osszegére szerkesztett négyrettel. Ezt kellett bebizonyitanunk.

A tétel értelmezése mai jelolésiinkkel :
dax+(a—a)i=(a+tx)
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9.

Ha eqy egyenes vonalat eqyenld és nem eqyenld részekre 0sz-
tunk, az egész nem egyenld részeinel négyzetei kétszer akkordk,
mint a vonal felének a négyzete meq a felosztdsi pontok kozotti
vonal négyzete.

Felezzitk meg a tetszéleges AB egyenest E
C-ben és osszuk fel nem egyenlé részekre I
D-ben. Azt mondom, hogy az AD és BD négy-
zetei kétszer akkordk, mint az AC é CD 4 B
négyzetel.

Huzzuk meg C-n &t az AB-re merbleges CE-t, tegyiik azt az
AC, CB valamelyikével egyenldévé, huzzuk meg KA-t, EB-t, huzzuk
meg a D-n at az EC-vel pérhuzamos DF-et, az F-en 4t pedig az
AB-vel parhuzamos FG-t és htizzuk meg AF-et. Ks minthogy AC
egyenlé CE-vel, az EAC szog is egyenld az AEC-vel. Bis minthogy
a C-nél fekvo szog derékszog, a mésik két KAC, ARG szrog is egy
derékszoggel egyenls (I 32.). Hs egyenldk is. Tehdt egy fél derék-
szoggel egyenlé a CEA, CAE szogek mindegyike. Ugyanebbdl az
okbol a CEB, EBC szogek mindegyike is egy fél derékszog. Az
egész AEB szdg tehat derékszog. Es minthogy GEF a derékszog
fele, EGI szog derékszdg. Mert egyenlé az ECB belso és szemkozt
fekvé szoggel. Az EFG maradékszog tehat egy fél derékszog. A GEI
szog tehdt egyenlé az EFG szoggel. Ennélfogva az KEG oldal is
egyenlé a GF-fel. Viszont, minthogy a B-nél fekvé szog a derék-
szog fele, az F'DB szog derékszog. Mert viszont egyenld a belsé és
szemkézt fekvé ECB szoggel (I. 29.). A BFD maradékszog tehdt egy
fél derékszog. A B-nél fekvd szdg tehdt egyenld a DFB sziggel.
Ennélfogva 8z FD oldal is egyenlé a DB-vel. Ks minthogy AC
egyenlé CE-vel, AC négyzete is egyenlé CFE négyzetével. Az AC,
(K négyzete tehat kétszerese az AC négyzetének. De az AC, CK
négyzete egyenlé az EA négyzetével. Mert az ACLK szdg derékszog
(L 47.). Az EA négyzete tehat az AC négyzetének kétszerese. Viszont,
minthogy EG egyenlé GF-fel, az KG négyzete is egyenlé a GIF
mégyzetével. Az EG, GF négyzete tehat kétszerese a GF négyzeté-
nek. De az EG, GF négyzete egyenls az KIF négyzetével. Az EIF
négyzete tehat a GF négyzetének kétszerese. GF' pedig egyenld
(D-vel. Igy tehat EF négyzete a (D négyzetének kétszerese. Az
EA négyzete pedig az AC négyzetének kétszerese. Igy tehit az AK,

5*
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BT négyzetei kétszeresel az AC, (D négyzeteinek. De az AE, EF
négyzete egyenld az AF négyzetével. Mert az AEF szog derékszig
(I. 47.). Tehat az AF négyzete kétszerese az AC, CD négyzeteinek.
De az AF négyzete egyenls az AD, DF négyzeteivel. Mert a 1)-nél
fekvd szog derékszog (I 47.). Az AD, DF négyzetei tehat kétsze-
resei az AC, CD négyzeteinek. DF pedig egyenlé DB-vel. Tehdt az
AD, DB négyzetei kétszeresei az AC, CD négyzeteinek.

Ha tehdt egy egyenes vonalat egyenlé és nem egyenld ré-
szekre osztunk, az egész nem egyenlé részeinek négyzetei kétszer
akkorak, mint a vonal felének a négyzete meg a felosztasi pontok
kozotti vonal négyzete. Ezt kellett bebizonyitanunk. '

A tétel értelmezése mai jeldlésiinkkel :

224 (0—ax)?=2 [(ag—}z-g. (@ — -;—1{]2].

10.

Ha eqy egyenes vonalat megfeleztink és sajdt irdnydban eqgy
mds egyenest hozzdadunk, az eyésznel meq a hozzdadotinal dssze-
gére szerkesztett néqyzet meg a hozzdadottnak a négyzete ketszer
akkora, mint a vonal felének a négyzele meg a vonal felének meq
a hozzdadottnal Gsszegére szerkesztell négyzel.

Felezziik meg a tetszdleges AB egyenest (-ben és adjuk hozza

gajat irdnyaban a B egyenest. Azt mondom,

A F hogy az AD és a DB négyzete kétszer akkora,
A BRI mint az AC és a (D négyzete.

\ Huzzuk meg € ponton dt az AB-re me-

4 roleges CE-t, tegyiik ezt az AC, CB mind-

x

egyikével egyenlévé és huzzuk meg KEA-t,
EB-t. Bs htuzzuk meg az K-n 4t az AD-vel parhuzamos El-et, a
D-n 4t pedig a CE-vel parhuzamos FD-t. s minthogy az EC, FD
pérhuzamos egyeneseket az EF egyenes metszi, a CEF, EFD szo-
gek két derékszoggel egyenlok (I 29.). Igy tehat az FEB, EFD
szogek két derékszognél kisebbek. A két derékszognél kisebb suige-
ket alkoté egyenesek pedig meghosszabbitva, talalkoznak (V. poszt.).
Igy tehdt az EB, I'D egyenesek meghosszabbitva, a B, D oldaldn
talalkoznak. Hosszabbitsuk meg 6ket és taldlkozzanak G-ben; huz-
zuk meg AG-t. Minthogy AC egyenlé CE-vel, az EAC szog is
egyenld az AEC-vel. A C-nél fekvé szog derékszog. Fél derékszog
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tehat az KAC, AEC mindegyike. Ugyanebbél az okbél a CEB, EBC
mindegyike is fél derékszog. s minthogy EBC fél derékszog, DBG
is fél derékszdg. BDG szog pedig derékszog. Mert egyenld DCE-
vel. Mivel valtoszogek. A DGB maradékszog tehdt fél derékszog.
Tehat a DG szig egyenld a DBG-vel. Igy a BD oldal is egyenlé
a GD oldallal. Viszont, minthogy az KGI fél derékszog, az F-nél
fekvd sz0g derékszog. Mert egyenls a (-nél fekvé szemkozt fekvd
szoggel. Az I'IXG maradékszég tehat fél derékszog. Az EGE szdg
tehdt egyenlé az ['EG-vel. Igy a ([ oldal is egyenld az EF oldal-
lal. s minthogy KC egyenls CA-val, az EC négyzete egyenls a
(/A neégyzetével. Az K, CA négyzete tehat kétszerese a CA négy-
zetének. De az E( és CA négyzetei egyenlok az KA négyzetével.
Igy tehat az FA négyrete kétszerese azn AC négyzetének. Viszont,
minthogy FG egyenlé EF-fel, az F'G négyzete is egyenld az EF
négyzetével. Igy tehdt a (+F, FE négyzete kétszerese az EF négy-
zetének. De (GF' és an FE négyzete egyenlé az K(v négyzetével. Igy
tehat az K négyzete kétszerese az KF négyzetének. Az EG négy-
zete tehat kétszerese a (LD négyzetének. De bebizonyitottuk, hogy
EA négyzete kétszerese az A( négyzetének. Az AE és az EG
négyzetel tehat kétszer akkordk, mint az AC és CD négyzetei. De
az AE és az EG négyzete egyenld az Al négyzetével. Igy tehat az
AG négyzete kétazer akkora, mint az AC és a CGD négyzete. De az
AG négyzete egyenld az AD és a DG négyzetével. Igy tehat az AD
és a DG négyzete kétszer akkora, mint az AC és a CD négyzete.
A DG pedig egyenld DB-vel. Igy tehat az AD és a DB negyzete
kétszer akkora, mint az AC és a CD négyzete.

Ha tehat egy egyenes vonalat megfeleziink és sajat irdnydban
egy mas egyenest hozzdadunk, az egésznek meg a hozzdadottnak
dsszegére szerkesztett négyzet meg a hozzéadottnak a négyzete két-
szer akkora, mint a vonal felének a négyzete meg a vonal felének
meg a hozzaadottnak osszegére szerkesztett négyzet. Ezt kellett
bebizonyitanunlk.

A tétel értelmezése mai jelolésiinkkel :

[

] g
(a+b)24-b2=—=2 [(—%} =i (5 =} b)z].
i1.

Adott egyenest osszunk fel gy, hogy az egészbdl és a részek
eqyikébdl alkotott téglalap eqyenld legyen a mdsik rész négyzetével.
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Legyen az adott egyenes AB. Osszuk fel tehat

; az AB-t ugy, hogy az egészbél és a részek egyikébol
A 1 B alkotott téglalap egyenls legyen a masik rész négy-
L1 zetével.
iy Szerkessziik meg az AB-re az ABCD négyzetet,

(L EL felezziik meg az AC-t E pontban, huzzuk meg BE-t,

hosszabbitsuk meg CA-t F-ig, tegyiik BE-vel egyen-

16vé El-et, szerkessziik meg az AF-re az FH négyzetet és htizzuk

meg GH-t K-ig. Azt mondom, az AB-t ugy osztottuk fel H-ban,

hogy az AB-b6l, BH-bél alkotott téglalap egyenlé az AH négy-
zetével. .

Minthogy az AC egyenest megfeleztiik [-ben, F'A-val pedig
meghosszabbitottuk, a CF-bél, FA-b6l alkotott téglalap meg az AK
négyzete egyenlé az KF négyzetével (II. 6.). EF pedig egyenlé EB-
vel. Igy tehat a CF-b6l, FA-bol alkotott téglalap meg az ALK négy-
zete egyenld az EB négyzetével. De KB négyzete egyenld a BA és
az AE négyzeteivel. Mert az A-nal fekvé szég derékszog. Igy tehat
a GF-bol, FA-bol alkotott téglalap meg az AFE négyzete egyenld a
BA és az AE négyzeteivel. Vonjuk le a kozos AE négyzetét. A ma-
radék tehat, a GF-bél, FA-bol alkotott téglalap egyenlé az AB
négyzetével. s a CF-bil, FA-bol alkotott téglalap az FK. Mert AF
egyenlé FG-vel. Az ABnégyzete pedig az AD. Igy tehat I'K egyenlé
AD-vel. Vonjuk le a kozos AK-t. A maradék FH tehat egyenld a
HD-vel. A HD pedig az AB-bol, BD-bél alkotott téglalap. Mert az
AB egyenlé a BD-vel. Az FF'H pedig az AH négyzete. Igy tehat az
AB-b6l, BH-bol alkotott téglalap egyenlé a HA négyzetével.

_ Az adott AB egyenest tehat ugy osztottuk fel H-ban, hogy az
AB-b6l, BH-b6l alkotott téglalap egyenlé a HA négyzetével, Ezt
kellett elvégezniink.

_"F G

E

A feladat értelmezése mai jelolésiinkkel :
' ax = (a—aw)2
Az f. n. aranymetszés (sectio aurea) vagy folytonog arényban vald
metszés. T
12,
A tompaszogi hdromszigekben a lompa szégel dtfogd oldal

négyzete a tompa szdéget befogd oldalok négyzeteinél a tompa sz6-
get befogd oldalok egyikébol (melyre a merdleges esik) és a merd-
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leges dltal kint a tompaszégnél elmetszett darabbdl alkotoh‘ ket-
szeres téglalappal nagyobb. A :

Legyen az ABC tompaszogii haromszognek I
tompa szoge BAC és huzzuk meg a B pontbol a :
€A meghosszabbitédsara a BD merdlegest. Azt mon- k
dom, hogy a BC négyzete a BA és az AC négyze-
teinél a CA-bdl, BD-bsl alkotott kétszeres tégla-
lappal nagyobb.

Minthogy a €D egyenest akarhogyan A pontban felosztottuk
a DG négyzete egyenlé a CA és az AD négyzeteivel meg a CA-bol,
AD-bél alkotott kétszeres téglalappal (II. 4.). Adjuk hozza a kozos
DE négyzetét. Tay tehat a CD és DB négyzete egyenls a (A, az
AD és a DB négyzetével meg a CA-hol, AD-bél alkotott kétszeres
téglalappal. De a €D és a DB négyzete egyenlé a (B négyzetével.
Mert a D-nél fekvé szig derékszdg. Az AD és a DB négyzete pe-
dig egyenld az AB négyzetével. Igy tehat a CB négyzete egyenld a
CA és az ADB négyzetével meg a CA-bol, AD-bél alkotott kétszeres
téglalappal. Ennélfogva a CB négyzete a CA és az AB négyzetei-
nél a CA-bol, AD-bél alkotott kétszeres téglalappal nagyolib.

Tehdt a tompaszogti haromszigekben a tompa szoget atfoga
oldal négyzete a tompa szdget befogo oldalok négyzeteinél a tompa
szoget befogd oldalok egyikébdl (melyre a merdleges esik) és a me-
réleges éltal kint a tompaszognél elmetszett darabbél alkotott két-
szeres tegla]&ppal nagyobb Ezt kellett bebizonyitanunk.

i ] (8

A feladat értelmezése mai jeldlésiinkkel :
a*=c?-+b 4 2bzx.

Minthogy @ = ¢. cos (180°—¢) = — ¢. cos @, ex behelyettesitve Carnot
keépletét adja:
e i at=c?4 b2—2bhc. cos .

13.

A hegyesszigit hdromszigekben a heqyes sziget dtfogd oldal
négyzete a hegyes szoget befogo oldalok négyzeteinél a hegyes sz6-
get befoga oldalok eqyilébol (melyre a merdleges esik) és a merd-
leges dltal bent a hegyes sz6gnél elmetszett darabbél alkotott ket
szeres teglalappal kisebb. ;

Legyen az AB( hegyesszogil haromszognek hegyes szoge a
B-nél és huzzuk meg az A ponton dt a BC-re merdleges A [-t- Azt
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mondom, hogy az AC négyzete a CB és a BA négyzeteinél a CBH-
b6l. BD-bél alkotott kétszeres téglalappal kisebb.

Minthogy a CD egyenest akdrhogyan [- ben fel-

A osztottuk, a CB és a BD négyzete egyenlé a CB-bél,

DB-bél alkotott kétszeres téglalappal meg a D( négy-

74 zetével (IL 7.). Adjuk hozzé a kozos DA négyzetét.

Igy tehat a CB, a BD és a DA négyzete egyenld a

B n ¢ GB-bdl, BD-bél alkotott kétszeres téglalappal meg az

AD és a DC négyzeteivel. De a BD és a DA négy-

zete egyenlé az AB négyzetével. Mert a [)-nél fekvé szog derék-

szog. Az AD és a DC négyzete pedig egyenlé az AC négyzetével.

Igy tehat a CB és a BA négyzete egyenlé az AC négyzetével meg

a (B-b6l, BD-bél alkotott kétszeres téglalappal. Ennélfogva az AC

négyzete a CB és a BA négyzeteinél a CHB-bél, BD-bél alkotott

kétszeres téglalappal kisebb.

Tehét a hegyesszogti haromszigekben a hegyes szoget a,tfogjo
oldal négyzete a hegyes szoget befogo oldalok négyzeteinél a hegyes
szoget befogé oldalok egyikébdl (melyre a merdleges esik) és a me-
réleges dltal bent a hegyes szognél elmetszett darabbol alkotott két-
szeres téglalappal kisebb. Ezt kellett bebizonyitanunk.

A feladat érfelmezése mai jelolésunkkel :
1:9:11(.3—1—.':3—-%::'.
Minthogy @w=c.cos 8, ez behelyettesitve szintén Carnot képletél adja:

hi=a®4-e*—2ac. cos .

14,

Szerkessziink adott egyenesvonalii idommal egyenld négyzetet;
Legyen az adott egyenesvonaltd idom A.

= Szerkessziink ezzel az A egyenesvonali idom-
/7 } mal egyenldé négyzetet.

‘B 7 E g Szerkessziik meg az A egyenesvonalu

- i idommal egyenlé BD téglalapot (I. 45.). Ha
- ebben BE egyenlé ED-vel, maris elvégestiik
a feladatot. Mert megszerkesztettiilk az A egyenesvonali idommal
egyenlé BD négyzetet. Ha pedig nem, akkor a BE, KD egyike na-
gyobb. Legyen a nagyobb a BI, hosszabbitsuk ezt meg F-ig, tegyiik
ED-vel egyenlévé El-et, felezziik meg Bl-et (i-ben, rajzoljuk meg
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(G kozéppont koriil a GB, GF sugarak egyikével a BHF félkort,
hosszabbitsuk meg DE-t H-ig és huzzuk meg (+H-t.

Minthogy a BF egyenest megfeleztiik (+-ben, nem egyenld ré-
szekre pedig felosztottuk J-ben, a BE-bsl, EF-bél alkotott téglalap
meg az EG négyrete egyenlé a GF' négyzetével (IL 5.). GF pedig
egyenlé GrH-val. Igy tehat a BE-b6l, EF-bol alkotott téglalap meg
a GE négyzete egyenl a GH négyzetével. A GH négyzete azonban
egyenlé a HE és az EG négyzetével. Igy tehit a BE-bél, EF-bil
alkotott téglalap meg a G négyzete egyenlé a HE és az EG négy-
zetével. Vonjuk le a kozos GE négyzetet. Igy tehat a BE-bol, EF-
b6l alkotott téglalap egyenlé az EH négyzetével. De a BE-bél,
EF-bél alkotott téglalap a BI. Mert KF egyenld KD-vel. Igy tehat
a BD téglalap egyenldé a HE négyzetével. A BD pedig az A egye-
nesvonali idommal egyenls. Igy tehat az 4 egyeneavonalu ldom az
EH-ra szerkesztett négyzettel is egyenlé. !

Tehat az adott A egyenesvonali idommal egyenlé négyzetet
szerkesztettiink az EH-ra. Bzt kellett elvégezmiink. =

A mértani kozéparinyos szerkesuztése.



ITL. KONYYV.

Definicidk.

I. Egyenlé korok azok, melyeknek atmérdi égyenlc’ik vagy a
melyeknek sugarai egyenldk. :

_II. Azt mondjuk, hogy egy egyenes a kirt érinti, h& a kort
éri és meghosszabbitva nem metszi a kort. ;

II1. Azt mondjuk, hogy a kirék érintik egymast, ha egvmdst
érve, nem metszik egymast.

IV. Azt mondjuk, hogy a. korben a kozépponttol egye:u]o tévol-

- sdgban az egyenesek akkor vannak, ha a kozéppontbdl réajuk boesi-
tott merélegesek egyenlék.

V. Nagyobb tavolsagra levének pedig azt mondjuk, amelyre
nagyobb merdleges esik.

VI. Korszelet az az idom, melyet egy egyenes és a kor kerii-
lete * befog.

VII. A korszelet szoge az, melyet az egyenes és a kor keri-
lete befog. :

VIIIL. Keriileti szog pedig az, melyet a korszelet keriiletében
felvett valamely ponthdl az egyenesnek: a korszelet alapjdnak vég-
pontjaihoz huzott egyenesek befognak.

- IX. Amikor pedig a szoget befogé egyenesek a keriiletet elvag-
jak, azt mondjuk, a szog arra tamaszkodik.

X. A korcikk az az idom, melyet, a kor kozéppontjdban szo-
get szerkesztve, a szoget alkotd egyenesek és az altaluk elmetszett
kériv hatdrol. i

XI. Hasonlo korszeletek azok, melyek egyenlé szogeket fog-
lalnak magukban, vagy amelyekben egymdssal egyenlé szogek vannak.

* Helyesebben : a kor ive; Kuklides nem kalonhozteti meg a két fogal-
mat: keriilet és iv. nila mindketté . meoiprpela.
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1.

Taldljul: meg adott kérnek a kizéppontjdl.

Legyen az adott kor ABC. Ennek az ABC C
kornek taldljuk meg a kozéppontjat:

Huzzuk meg benne, akdrhogyan az AR egye-
nest, felezziik ezt meg D pontban, emeljiikk a D-n
at az AB-re merdleges D(-t, hosszabbitsuk ezt f‘
meg F-ig és felezziilk meg CE-t [-ben. Azt mon-
dom, hogy az F az ABC (kor) kézéppontja.

Mert ne legyen az, hanem, ha lehet, legyen (v az és hizzuk
meg GA-t, GD-t, GB-t. Es minthogy AD egyenlé DB-vel, a DG
pedig kozds, a két AD, DG is kiilon-kiilén egyenld a két (rD-vel,
DB-vel. Bs a GA alap is egyenls a GB alappal. Mert sugarak. Igy
tehat az A DG szég egyenls a GDB szoggel (L. 8.). Amikor azonban
egy egyenes egy masik egyenesen tgy 4ll, hogy a mellékszogek egy-
massal egyenl6k, az egyenlé szogek mindegyike derékszog (1. X. def.).
Igy tehat a GDB szog derékszdg. De FDB is derékszog. Az FDB
tehat egyenlé a GDIB-vel, a nagyobbik a kisebbikkel. De ez lehe-
tetlen. G tehat nem kozéppontja az ABC kérnek. Hasonlekepen
hebizonyitjuk, hogy més sem lehet F-en kivil.

Tehat az F pont az ABC (kor) kézéppontja.

Porizma (kévetkezmény). -

Ebbél kitiinik, hogyha a kirben egy egyenes egy mas egye-
nest derékszogben megfelez, ebben a felez6ben van a kor kozep-
pontja. — Ezt kellett elvégezniink.

E

2.

Ha a kor keriletében felvesziink kél letszoleges pontot, a pon=
tokat Gsszekiotd egyenes a kordn belil esik.

Legyen a kor ABC és ennek keriiletén
vegyiink fel két tetszéleges pontot, A-t, B-t,
Azt mondom, hogy az A-t a B-vel 6sszekoté A

egyenes a koron belil esik. - C
Mert ne essék oda, hanem, ha lehet es- \ -
sék kiviil AEB-be ; hatdrozzuk meg az ABC

kor kézépponjat, legyen ez D, hizzuk meg E B
DA-t, DB-t és hizzuk meg DFFE-t.



76

Minthogy DA egyenld DB-vel, a DAFE szog is egyenlé a DBFK
szoggel (L 5.). Bs minthogy a DAE héromszognek egyik meghosz-
szabbitott oldala AKB, a DEB szog nagyobb a DAE szognél
(I. 16.). A DAF szog pedig egyenlé a DBE szoggel. A DED szog
tehat nagyobb a DB FE-nél. A nagyobb szdget pedig nagyobb oldal
fogja at (I 19.). A BD tehat nagyobb a DFE-nél. A DB pedig egyenlé
a DF fel. ‘A DF tehat nagyobb a DFE-nél, a kisebbik a nagyobbik-
kal. De ez lehetetlen. Tehat az A-t a B-vel Gsszekotd egyenes nem
esik a koron kiviill. Hasonl6képen bebizonyitjuk, hogy a keriiletre
magara sem. Tehat belil. i

Ha tehat a kor keriiletében felvesziink két tetszéleges pontot,
a pontokat Osszekotd egyenes a koron belil esik. Bzt kellett be-
bizonyitanunk.

3.

Ha a korben a kizépponton dtmend eqyenes eqy, nem a ké-
zépponton dtmend eqyenest megfelez, azt derékszigben melszi. Es
ha azt derékszdgben metszi, azt mey s felezi.

Legyen a kor ABC, és benne a kozepponton
atmend CD egyenes felezze meg a nem a kozéppon-
ton 4tmend AB egyenest I pontban. Azt mondom,
“ hogy derékszigben metszi.

Mert hatérozzuk meg az ABC kor kozeppont-
- _B jat; legyen ez K és huzzui meg EA-t, KB-t.

& Minthogy AF egyenld F'B-vel, kozos pedig az
FE, a két-két egyenes egyenls. Bs az EA alap egyenlé az EB alap-
pal. Tehat az AFFE szog egyenlé a BEE-vel (1. 8.). Amikor azonban
egy egyenes egy masik egyenesen ugy all, hogy a mellékszdgek egy-
méassal egyenlok, ezek ‘mindegyike deréksziggel egyenld (L X. def.).
Az AFE, BFE szogek mindegyike tehdt derékszog. Tehdt a'kozép-
ponton atmend CD a nem a kozépponton atmend AB-t .mef:{felez:i-
és derékszogben metszi.

De a CD az AB-t derékszoghen metszi. Azt mondom, hogy
azt meg is felezi, vagyis, hogy AF egyenlé F'B-vel.

. Mert ugyanezcket osszehasonlitva, minthogy EA egyenld EB
vel, az EAF sz6g is egyenlé az KBF szoggel. Bs az AFE derék-
sz0g is egyenls. a BFE derékszoggel. Tehat a két KAF, EFB ha-
romszognek két szoggel egyenld két szége van és az egyik oldal az
egyik oldallal egyenld, a kozos EF, mely az egyenlé szogeket

C
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atfogja. Bs igy & masik két oldal is egyenldé a mésik két oldallal
(I. 26.). Tehat AF egyenls F'R-vel. : i

Ha tehat a korben a kézépponton atmeno egyenes egy, nem
a kozépponton dtmend egyenest megfelez, azt derékszégben metszi.
Es ha azt derékszogben metszi, azt meg is felezi. Eat kellett be-
bizonyitanunk.

4‘

Ha a kérben Lét, nem a kozépponlon dtmend eqyenes eqy-
mdst metszi, nem felezil meg eqymdst.

Legyen a koér ABCD és benne a két,
nem a kozépponton atmend AC, BD messe
egymast K pontban. Azt mondom, hogy
nem felezik meg egymast.

Mert, ha lehet, felezzék meg egy-
mast, igy hogy AE egyenlé legyen EC-
vel, BE pedig ED-vel. Hatarozzuk meg az
ABCD kor kozéppontjat; legyen ez F és
huzzuk meg FFE-§ -

Minthogy a kizépponton atmend I'l egyenes a nem a kozép-
ponton atmens AC egyenest megfelezi, azt derékszogben metszi
(IIL. 8.). Az FEA szdg tehat derékszodg. Viszont, minthogy az FF
egyenes a BD egyenest megfelezi, azt derékszogben metszi. Az FEB
szog tehat derékszog. Bebizonyitottuk pedig azt is, hogy az FEA
szog derékszog. Az FEA sziog tehat egyenldé az FEB-vel, a kisebbik
a nagyobbikkal. De ez Ieheteﬂen Tehat az AC, BD egyenesek nem
felezik egymast. :

Ha tehat a korben két, nem a koézépponton atmené egyenes
egyméast metszi, nem felezik meg egymast. Ezt kellett bebizonyi-
tanunk.

3.

Ha két kor egymdst metszi, kozéppont-
Julk nem ugyanaz.

A két ABC, BDG kor messe egymdst
B, C pontokban. Azt mondom, hogy kozép-
pontjuk nem ugyanaz. B!

Mert, ha lehet, legyen az K; huzzuk
meg KC-t és huzzuk meg LIF'G-t akdrhogyan.

A
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s minthogy K pont kbzéppontja az ABC kornek, EC egyenlé
EF-fel. Viszont, minthogy az F pont kozéppontja a CDG kornek,
EC egyenlé EG-vel. Bebizonyitottuk pedig azt is, hogy EC egyenl
EF-fel. Igy tehat EF az KG-vel is egyenld, a kisebbik a nagyob-
bikkal. De ez lehetetlen. Az K pont tehat nem kozeppontm az ABC,
CDG koroknek.

Ha tehat két kor egymast metszi, kozéppontjuk nem ugyanaz.
Ezt kellett bebizonyitanunk.

6‘

Ha két kor eqymdst érinti, kozéppontjuk nem ugyanaz.

A két ABC, CDE kor érintse egy-
mast (@ pontban. Azt mondom, hogy
kozéppontjuk nem ugyanaz.

Mert, ha lehet, legyen az F'; huz-
zuk meg FC-t és huzzuk meg FEB-t
akarhogyan.

Minthogy az I’ pont kézéppontja
az ABC koérnek, F'CC egyenlé [I'B-vel.
Viszont, minthogy az [ pont kozép-
pontja a CDI kornek, I'C egyenlé I'E-
vel. De bebizonyitottuk, hogy FC egyenld IF'B-vel. Igy tehat FE az
FB-vel is egyenld, a kisebbik a nagyobbikkal. De ez lehetetlen. Az
F pont tehat nem kozéppontja az ABC, CDE koroknek.

Ha tehat két kor egymast érinti, kdzéppontjuk nem ugyanaz.
Ezt kellett bebizonyitanunk.

7.

Ha a kor dtmérdjében felvesziink eqy ponlot, mely nem a kér
kdzéppontja, e pontbol pedig a kirhoz eqyenesekel huzunk, a leg-
nagyobb az. amelyben a kozépponl van, a legkisebb a maradeék, a
tobbi koziil pedig a kézépponton dtimenchéz kizelebbi nagyobb a
lavolabbindl és csal: lél egyenld vezet attol a ponttol a korhoz a
legkisebbil mindegyik oldaldn. '

Legyen a kor ABCD, ennek atmérdje legyen AD, az AD-ben
vegyilk fel az F pontot, mely nem a kor kiozéppontja, a kor kozép-
pontja pedig E, és az F-bol huzzuk meg az ABCD kiérhoz az FB,
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IC, FG; egyeneseket. Azt mondom, hogy a legnagyobb az FA, a
legkisebb az FD, a tobbiek koztl pedig F'B nagyobb FC-nél és FC
nagyobb FG-nél.

Huzzuk meg a BE-t, CE-t (-t
Minthogy minden hdromszdgben két oldal
a harmadiknal nagyobb (I. 20.), KB, EF
nagyobb mint BF. Ak pedig egyenlé BE-
vel (tehat B, I egyenlé Al-fel). Az Al-
tehat nagyobb a BF-nel. Viszont, mint-
hogy BE egyenlé ((l-vel, kozos pedig ax
FE, a két BE, KF a két CE-vel, Kf-fel
egyenls. De a BEF szog a (ELE sz6gnél nagyobb (I 24.). A BIF
alap tehat a CF alapnal nagyobb. Ugyanebbdl az okbol a CI” az
F(-nél nagyobb.

Masrészt, minthogy GF, FE az [G-nél nagyobb (I. 20.), az
EG pedig egyenld az £D-vel, GIY, FI is az [£D-nél nagyobb. Von-
juk le a kozos Ki-et. Tehat a GF maradék az I maradékndl na-
gyobb. Igy tehat KA a legnagyobb, a legkisebb [0, nagyobb pedig
az I'B az [FC-nél és az IFC az [G-nél.

Azt mondom, hogy az F ponthél csak két egyenld (egyenes)
vezet az ABCD kérhoz a legkisebb FD mindegyik oldaldn. Mert
szerkessziik meg az K[ egyenesre és ennek K pontjara a GEI
‘szoggel egyenlé FEH-t (I 23.) és htizzuk meg kH-t. Minthogy GE
egyenld FKH-val, kozos pedig az KF, a két GE, EF a két HF-vel,
EF-fel egyenls. Bs a GEK szog a HEF szoggel egyenls. Az F(
alap tehat az FH alappal egyenld. Azt mondom tehat, hogy mis,
az FG-vel egyenlé (egyenes) mem vezet a korhoz az I pontbol.
Mert ha lehet, vezessen oda FK. Minthogy FK egyenld ['G-vel, de
FH is (egyenld) FG-vel, FK egyenld FIH-val, a kozépponton étme-
néhoz kozelebbi a tavolabbival. De ez lehetetlen. Tehat az F pont-
hol méas, a GIF-fel egyenlé (egyenes) a korhoz nem vezet. Tehat
cgak egy.

Ha tehat a kor atmérdjében felvesziink egy pontot, mely nem
a kor kozéppontja, e pontbdl pedig a korhoz egyeneseket huzunk,
a legnagyobb az, amelyben a kozéppont van, a legkisebb a mara-
dék, a tobbi koziil pedig a kozépponton atmenéhoz kozelebbi na-
gyobb a tavolabbindl és esak két egyenlé vezet attol a ponttol a
korhoz a legkisebbik mindegyik oldalan. Ezt kellett bebizonyitanunk.
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8.

Ha a kiron kival felveszink eqy pontot, e pontbdl pedig a
korhoz eqyeneseket hiizunk, wmelyel koziul eqyik a Lizépponton
megy dl, a t6bbi pedig akdrhogyan, az egyenesel kozil, melyek
kor keriileténel homoru részél elvdgjdk, a legnagyobb a kizéppon-
ton dtmend, a tobbi kizil a kozépponton dtmendhiz kizelebbi na-
gyobb a tdvolabbindl, az eqyenesek kizil pedig, melyek a kor ke-
riletének domboru részét elvdgjdk, a legkisebb az, mely a pont és
az atmérd kozott fekszik, a tobbi kizil a legkisebbhez kizelebbi
kisebb a tdvolabbindl és csak két egqyenld vezet altdl a ponttél a
korhoz a legkisebbik mindegyik oldaldn.

Legyen a kor ABC; az AB(-n
kiviil vegytink fel egy D pontot és eb-
b6l huzzuk meg a tetszéleges DA, DE,
DF, DC egyeneseket, DA pedig men-
jen at a kozépponton. Azt mondom,
hogy az egyenesek koziil, melyek a ke-
rillet homora AEFC részét elvagjak, a
legnagyobb a kiozépponton atmené DA,
nagyobb pedig a DE a DF-nél és a DF
a DC-nél, az egyenesek koziil pedig,
melyek a keriilet dombort HLKG ré-
szét elvagjak, a legkisebb a DG, mely
a pont és az AG atmérs kozott fekszik,
a DG-hez kozelebbi pedig kisebb a té-
volabbinél, a DK a DL-nél és a DL a
DH-nal.

Vegyiik fel az ABC kor kozéppontjat és legyen ez M. Hs hiiz-
zuk meg az MFE, MF, MC, MK, ML, MH egyeneseket,

Minthogy AM egyenlé EM-mel, adjuk hozza a kozos MD-t.
AD tehét egyenlé EM-mel meg MD-vel. De EM, MD nagyobb ED-
nél (I 20.). Igy tehat AD is nagyobb EID-nél. Viszont, minthogy
ME egyenls MF-fel, kozos pedig az MD, EM, MD egyenls FM,
MD-vel. Bs az EMD szog nagyobb az FMD szognél. Az ED alap
az FD alapnal nagyobb (I. 24.). Hasonloképen bebizonyitjuk, hogy
FD nagyobb (CD-nél. A legnagyobb tehat a DA, a DE nagyobb a
DF-mél és a DF a DC-nél.

Es minthogy MK, KD az MD-nél nagyobb (I 20.) és MG
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egyenlé MK-val, a KD maradék a (D maradékndl nagyobb. Ennél-
fogva a G a KD-nél kisebb. Bs minthogy az MLD héromszdgben
az egyik MD oldalra két belsé MK, KD egyenest szerkesztettiink,
MK, KD kisebb, mint ML, LD (I. 21.). MK pedig egyenlé ML-lel.
A DK maradék tehat a DL maradéknal kisebb. Hasonléképen be-
bizonyitjuk, hogy a DL a DH-nél kisebb. A legkisebb tehat a DE,
a DK kisebb a DL-nél és a DL a DH-nél.

Azt mondom, hogy esak két egyenld (egyenes) vezet a 1) pont-
bél a korhéz a legkisebb DG mindegyik oldaldn, Szerkesszilk meg
az MD egyenesre és ennek M pontjdra a KMD szoggel egyenld
DMB szdget és htzzuk meg DB-t. Minthogy MK egyenlé MB-vel,
kozos pedig az MD, a két KM, MD a két BM-mel, MD-vel egyenlé
kiilon-kiilén. Bs a KMD szog a BMD szoggel egyenlé. A DK alap
tehdat a DB alappal egyenld (L 4.). Azt mondom, hogy mas, a DK
egyenessel egyenld (egyenes) nem vezet a korhoz a D pontbél. Mert,
ha lehet, vezessen oda DN. Minthogy DK egyenlé DN-nel, de DK
is (egyenld) DB-vel, DB is egyenlé DN-nel, a legkisebb [(:-hez
kozelebbi a tavolabbival. De ez lehetetlen. Tehat ketténél t6bb
egyenlé (egyenes) nem vezet az ABC korhoz a [ pontbdl a leg-
kisebb DG mindegyik oldalan.

Ha tehat a korom kivil felvesziink egy pontot, e ponthdl pe-
dig a kirhoz egyeneseket hiuzunk, amelyek koziil egyik a kdazéppon-
ton megy 4t, a t6bbi pedig akarhogyan, az egyenesek kozill, melyek
a kor keriiletének homort részét elvagjak, a legnagyobb a kézép-
ponton atmend, a tobbi koziil a kozépponton atmenchéz kozelebbi
nagyobh a tévolabbinal, az egyenesek koziil pedig, melyek a kor
keriiletének domboru részét elvagjak, a legkisebb az, mely a pont
és az atmérd kozott fekszik, a tobbi koziil a legkisebbhez kozelebbi
kisebb a tavolabbinal és esak két egyenld vezet attol a ponttol a kor-
hoz a legkisebbik mindegyik oldalén. Ezt kellett bebizonyitanunk.

9.

Ha a Edron belul felvesziink eqy pontot, e pontbdl pedig a
kirhoz ketténél tabb eqyenld eqyenest huzunk, a felvett pont a kir
kozéppontja.

Legyen a kor ABC, a benne levé pont D és a D-bél az ABC
korhoz ketténél tobb DA, DB, DC egyenlé egyenest huzunk. Azt
mondom, hogy a D pont kézéppontja az AB( kornek.

Euiklides : Elemek. 63
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Huzzuk meg az AB-t, AC-t, felezziik meg dket az K, F pon-
tokban és huzzuk meg az KD, FID egyeneseket a (v, K, H, L
pontokig.

Minthogy AK egyenld EB-vel, kizos
pedig az KD, a két AKE, D a két Bl-vel,
ED-vel egyenld. Bs a DA alap a DB alap-
pal egyenls. AFED szog tehat egyenlé a
BED sroggel (I 8.). Az AKD, BED szo-
gek mindegyike tehat derékszog (I X. def.).
A GK tehat az AB-t derékszdgben felezi
meg. Ks minthogy, ha a korben egy egye-
nes egy mas egyenest derékszogben megfeles, ebben a felezében
van a kor kizéppontja (IIL. 1. porizma), (+K-ban van a kir kozép-
pontja. Ugyanebbdl az okbol Hl-ben iz van az ABC kor kézép-
pontja. Bs més kozés pontjuk nines a (K, HL egyeneseknek, mint
a D pont. A D pont tehat az ABC kér kézéppontja.

Ha tehat a koron beliil felvesziink egy pontot, e pontbél pe-
dig a kiorhoz ketténél tobb egyenld egyenest huzunk, a felvett pont
a kor kozéppontja. Ezt kellett bebizonyitanunk.

10.

Kor a Lirt nem metszi Fetténel tibb pontban.

Mert ha lehet, messe az ABC
kor a DEF kort ketténél t6bb pont-
ban, B-ben, G-ben, F-ben, H-ban és
felezziik meg a BH, BG egyenese-
ket K, L pontokban. A K és L pon-
tokon at emeljiik a BH-ra, BG-re
merdleges KCG, LM egyeneseket és
huzzuk meg ezeket az A, K pontokig.

Minthogy az ABC korben az

‘ AC egyenes a BD egyenest derék-
szogben megfelezi, az AC-ben van az ABC kér kézéppontja (III.
1. porizma). Viszont, minthogy ugyanabban az ABC korben az
NO egyenes a B(r egyenest derékszogben megfelezi, tehdt az NO-
ban is van az ABC kor kozéppontja. De bebizonyitottuk, hogy
AC-ben is van, mas pontban azonban nem talalkoznak az AC,
NO egyenesek, mint P-ben. Tehat a P pont az ABC kér kbzép-
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pontja. Hasonléképen bebizonyitjuk, hogy a DEF kér kozéppontja
is P. Tehat a két egymast metszé ABC, DEI kornek ugyanaz a
kozéppontja P. Ez pedig lehetetlen (III. 5.).

Tehat kor a kort nem metszi ketténél tobb pontban. Ezt kel-
lett bebizonyitanunk.

11.

Ha két kir egymdst belil érinti és felvettiuk kézéppontjaikat,
a Lkozéppontjaikatl Osszekold egyenes meghosszabbitva, a korok

érintési ponljdba esil. A H
A két ABC, ADE kor érintse egy- N D]
mast belil az 4 pontban és vegyiik fel az v
ABC kor kézéppontjat I-ben, az ADE-ét
pedig G-ben. Azt mondom, hogy az F-et B

a G-vel osszekoto egyenes meghosgszabbitva
az A-ba esik.

Mert ne essék oda, hanem, ha lehet,
essék ['(rH-ba és huzzuk meg AF-et, A G-t. c

Minthogy az AG meg a GI' az IFA-nal (I. 20.), tgyszintén az
FH-nal nagyobb, vonjuk le a kozos F'G-t. Az AG maradék tehat a
GH maradéknal nagyobb. AG pedig egyenls GD-vel. Hs igy a GD
a (G H-nal nagyobb, a kisebbik a nagyobbiknal. De ez lehetetlen. Igy
tehat az I-et, G-t 6sszekoté egyenes nem esik kiviil. Tehat az A
érintési pontba esik.

Ha tehat két kor egymist beliil érinti (és felvettilk kozép-

pontjaikat), a kozéppontjaikat osszekoté egyenes (meghosszabbitva)

a korok érintési pontjaba esik. Bzt kellett bebizonyitanunk.

12.

Ha ket kor egymdst kivil érinti, a kizéppontjaikat dsszekoto

. egyenes az érinlési ponton meqy dt.

A két ABC, ADE kor érintse egymast kiviil az A pontban és
vegyiilk fel az ABC kor kozéppontjat F-ben, az ADE-ét pedig
G-ben. Azt mondom, hogy az F-et a (-vel 0sszekoté egyenes az A
érintési ponton megy at.

~ Mert ne menjen azon &f, hanem, ha lehet, essék FUDG-be és8
hizzuk meg Al-et, AG-t.

Minthogy az I' pont kézéppontja az A BC kornek, I'A egyenld

G*
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FC-vel. Viszont, minthogy a G pont
kozéppontja az ADE kérnek, GA
egyenld (i D-vel. De bebizonyitottul,
hogy FA egyenlé FC-vel. Tehat az
FA meg az AG egyenlé az FFC-vel
meg GD-vel. Ennélfogva az egész
FG nagyobb, mint az f'A meg az
AG. Pedig kisebb (I. 20.). De ez le-
hetetlen. Igy tehat az F-et a (-vel
osszekoté egyenes az A érintési pon-
ton kiviil nem esik. Tehat rajta
megy at.

Ha tehat két kor egymast kivil
érinti, a kozéppontjaikat Gsszekotd
(egyenes) az érintési ponton megy &t. Ezt kellett bebizonyitanunk.

13.

Kor a kért nem érinti eqynél tabb pontban, akdr belil, alkdr
kvl érinti.
Mert, ha lehet, érintge az ABCD kor
az KBFD kort elészor belil egynél tiobb,
* D, B pontokban.
Vegyiik fel az ABCD kér kozéppont-
jat G-ben, az EBFD-ét pedig H-ban.
Tehat a G-t, H-t osszekoto (egyenes)
a B-be, D-be esik (IT1.11.). Essék BGH D-be.
KEs minthogy a G pont koézéppontja az
ABCD kérnek, BG egyenlé GD-vel. A B(7 tehat nagyobb a HD-
nél. Ennélfogva a BH még nagyobb a HD-nél. Viszont, minthogy
a H pont kozéppontja az EBFD kérnek, BH egyenlé HD-vel. Be-
bizonyitottuk azonban, hogy ez joval nagyobb ndla. De ez lehetet-
len. Kor a kort tehdt nem érinti beliil egynél tobb pontban.
Azt mondom, kiviil sem. :
Mert, ha lehet, érintse az ACK kér az ABCD kort kiviil egy-
nél tébb, A, C pontokban. Huzzuk meg AC-t.
Minthogy az ABCD, ACK korék mindegyikének keriiletében
felvett tetszdleges két pont A, C, e pontokat osszekdtd egyenes a
kérok mindegyikén belil esik (IIT. 2.). Pedig az ABCD-n beliil kel-
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lene esnie és az AGK-n kiviil. De ez ellentmondas. Kor a kort
tehat nem eérinti kivill egynél t6bb ponthan. De bebizonyitottuk,
hogy beliil sem.

Kér a kort tehat nem érinti egynél tobb pontban, akédr beliil,
akar kiviil érinti. Ezt kellett bebizonyitanunk.

14.

A Lkorben egyenld egyenesek egyenld tdvolsdgban vannak a
kézéppontlol és a kézéppontlol eqyenld tdvolsdgban levd egyenesel:
egyenlok eqymdssal. D

Legyen a kor ABCD és legyenek benne
az AB, CD egyenlé egyenesek, Azt mondom,
hogy AB, CD egyenlé tavolsagban vannak a ko-

zépponttsl. ‘
Vegyiik fel az ABCD kor kozéppontjat, le- o
& ;

gyen az [, hiuzzuk meg E-b6l az AB-re, (D-re
meréleges EI-et, G-t és huzzuk meg A E-t, [LC-6.

Minthogy a kiozépponton dtmend EF egyenes a nem a kozép-
ponton atmendé AB egyenest derékszogben metszi, azt meg is felezi
(ITI. 3.). AF tehsat egyenld F'B-vel. Az AB tehat az AF kétszerese.
Ugyanebbél az okbél GD a CG kétszerese. s AB egyenls CD-vel.
Tehdt AF egyenlé CG-vel. s minthogy AL egyenls EC-vel, AE
négyzete egyenlé KC négyzetével. De az AK négyzete egyenlé az
AF és az EF négyzeteivel (L. 47.). Mert az F-nél fekvd szog derék-
sz0g. Az G négyzete pedig egyenld az EG és a (0 négyzeteivel.
Mert a G-nél fekvé szdg derékszog. Tehat az Al és az F'E négy-
zete egyenlé a (/¢ és a GE négyzetével, de az AF négyz'ete egyenls
a (G négyzetével. Mert AF egyenlé ((G-vel. Tehdat a fenmaradé
F'E négyzete egyenlé a fenmaradé EG négyzetével. Tehat EF
egyenlé EG-vel. Mar pedig azt mondjuk, hogy a kérben a kozép-
ponttol egyenlé tdvolsaghban az egyenesek aklkor vannak, ha a
kizépponttdl reajuk hoesatott merélegesek egyenlék (IIL. IV. def.).
Tehdt az AB, CD egyenld tavolsagban van a kozépponttsl.

Legyenek azonban az AB, CD egyenesek egyenld tavolsagban
a kozépponttol, azaz legyen KI' egyenlé KEG-vel. Azt mondom, hogy
AP egyenld CD-vq].

Mert ugyanezeket osszehasonlitva, hasonldképen bebizonyit-
juk, hogy az AB az Al kétszerese, CD pedig a (G-é. lis minthogy
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AE egyenlé CE-vel, AE négyzete egyenlé CE mnégyzetével. De AE
négyzete egyenld az EF és az FA négyzeteivel, ((F négyzete pedig
az KG és a G négyzeteivel. Tehat az KF és az I'A négyzete
egyenlé az KG és a (GO négyzetével. Igy az EF négyrete egyenld
az KG négyzetével. Mert EF egyenlé K(i-vel. Tehat a fenmaradd
AF négyrete egyenls a CG négyzetével. Al tehat egyenlé C(r-vel.
Hs az AF kétszerese az AB, a CG kétszerese pedig a CD. Tehat
az AB egyenls a CD-vel.

Ha tehat a korben egyenlé egyenesek egyenlé tdavolsagban
vannak a kozépponttél és a kozépponttol egyenld tavolsdgban levd
egyenesek egyenlk egymassal. Bzt kellett bebizonyitanunk.

15.

A Lirben a legnagyobb az dimérd, a tobbiel: koziil pedig a
kézépponthoz kiozelebbi a tdvolabbindl nagyobb.

Legyen a kor ABCD, atmérdje AD,
kézéppontja pedig K és az AD atmérshoz
kozelebbi legyen a BC, a tavolabbi pedig
FG. Azt mondom, hogy a legnagyobb az
AD, BC pedig nagyobb F'G-nél.

Huzzuk meg az' K kozéppontbol a
BC-re, FG-re merdleges EH-t, EK-t. Bs
minthogy a kozépponthoz kézelebbi a BC,
a tavolabbi pedig az FG, az KK nagyobb
az EH-nal (IIL. V. def.). Tegyiik EH-val
egyenlévé El-et, az L-en at az [KK-ra me-
r6legesen huzott LM-et huzzuk meg N-ig és huzzuk meg ME-t,
EN-et, FE-t, EG-t.

Minthogy KH egyenlé EL-lel, BC is egyenlé MN-nel (IT1. 14.).
Viszont, minthogy AE egyenlé KM-mel, KD pedig EN-nel, AD
egyenlé ME-vel meg KN-nel. De ME meg EN az MN-nél nagyobb
(6s AD is MN-nél nagyobb), MN pedig egyenl§ BCi-vel. AD tehat
a BC-nél nagyobb. Es minthogy a két ME, EN a két, FE-vel, EG-
vel egyenld, az MEN szég az FEG szognél nagyobb, az MN alap
is az FG alapnal nagyobb (I 24.). De bebizonyitottuk, hogy MN
BC-vel egyenld (6s BC az F'(r-nél nagyobb). A legnagyobb tehit az
AD atmérs, BC pedig nagyobb F'G-nél.

A korben tehat a legnagyobb az atmérd, a tobbiek koziil pedig
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a kozépponthoz kizelebbi a tavolabbinal nagyobb. Ezt kellett be-
bizonyitanunk.

16.

A kor dtmeérdjére. annak végpontjdban emelt merdleges «
kgron kivil esik, az egyenes és a keriilet kozotti helyre mds egye-
nes nem helyezhet el és a félkor szige minden egyenesvonali
hegyes szognél nagyobb, a maradéka pedig kisebb.

Legyen a kor ABC, kbzéppontja B
D és dtmér6je AB. Azt mondom, hogy ]
az A-ban, az ADB-re emelt merdleges a
koron kivil esik.

Mert ne essék oda, hanem, ha
lehet, essék belil GA-ba és huzzuk meg
DC-t.

Minthogy DA egyenlé DC-vel, a
DAC szog is egyenls az ACD szoggel
(I. 5. A DAC szog pedig derékszog.
Tehat az ACD szog is derékszog. Az ACD haromszégnek tehit a
két DAC, ACD szdge két derékszoggel egyenls. De ez lehetetlen
(I. 17.). Igy tehat az A pontban a BA-ra emelt merGleges nem esik
a korén beliil. Hasonléképen bebizonyitjuk, hogy a keriileten més-
hova sem esik. Tehat kivil.

Hssék AFK-be. Azt mondom, hogy az AFE egyenes és a CHA
keriilet kozotti helyre més egyenes nem helyezhetd el

Mert, ha lehef, helyezziik oda FA-t és huzzuk meg a D pont-
b6l az FA-ra meréleges DG-t. Bs minthogy az AGD szdg derék-
szog, a DAG szog pedig kisebb a derékszognél, az AD nagyobb a
DG-nél (I. 19.. A DA azonban egyenlé a DH-val. Tehat a DH
nagyobb a D(-nél, a kisebbik a nagyobbiknal. De ez lehetetlen. Ennél- .
fogva az egyenes és a keriilet kozotti helyre mas egyenes nem esik.

Azt mondom, hogy a félkornek a BA egyenes és a CHA
keriilet (iv) altal bezart szoge minden egyenesvonali hegyes szog-
nél kigebb.

Mert ha van valamely egyenesvonalu szdg, mely a BA egye-
nes és a (HA keriilet (iv) altal bezart szognél nagyobb vagy pedig
olyan, mely a GHA keriilet és AFE egyenes altal bezirt szdgnél
kisebb, a GHA kerilet (iv) és az AFE egyenes kozitti helyre oly
egyenes helyezheté el, mely a BA egyenes és a CHA keriilet (iv)
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altal bezdrt szognél nagyobb, a CHA keriilet (iv) és az AE egyenes
altal bezdrt szognél pedig egyenesek altal bezdrt, kisebb szogetb
alkot. Ilyen pedig nem helyezhet el. Tehdt nincs oly, egyenesek
altal bezart hegyes szog, mely a BA egyenes a CHA keriilet (iv)
dltal bezart szognél nagyobb vagy olyan, mely a GHA keriilet (iv)
é8 az AF egyenes altal bezdrt szognél kisebb volna.
Porizma (kovetkezmény).

Ebbél kitiinik, hogy a kor atméréjére, annak végpontjaban

emelt merdleges érinti a kort. Hut kellett bebizonyitanunk.

Bz a feladat is sok kritikinak és vitatkozdsnak lett a kitforrisa.
A XVI, szézad misodik felében kezdtek méir nagynevii mathematikusok, féleg
Buklides-kiaddk az cangulus contingentim» mibenlétérdl és tulajdonsdgairdl
vitatkozni; maga az elnevezés a XIIL. szdzadbdl vald (Jordanus, dominikdnus
rendi generalistol). Firtették pedig alatta azt a
sziget, melyet egy gérbe vonal és annak érintdje
alkot, amilyenrél Euklides azt mondja, hogy az
eminden egyenesvonali hegyes szognél kisebbs.
Peletarius mar 1557-ben mondta ki egyebek ko-
zott, hogy a Fkontingencia szigének mnagysdgoe
nulla, mert az érinld osszeolvad o korrel. Vele
szemben Clavius azt bizonyitotta, hogy a kontin-
gencia szogének nagysiaga nem nulla, mert kii-
lénbozd Lkorsk segitségével tetszélegesen kiseb-
bitheté vagy nagyobbithaté, miképen ezt a mel-
lékelt 4bra mutatja. Sokaknak (mint Vieta, Ga-
lilei, Wallis, Leotaud) hozziszolisa utin végre
Newton adta a megoldast, hogy a Clavius-féle
rajzban az érintd pontndl a viltozd elem a girbilet (melyet mathematikailag
a sugér reeciprékja &ltal fejezett ki) és hogy a gorbiilet nagysigatdl fiige a
gorbe éz ar érinté eltdvolodisinak nagyobb vagy kizebb gyorsasiga.

A 16. feladat nehézsége és nehézkessége mir az Flemek 1. konyvének
VIIL. definiciéjaban gyokerezik, mely szerint a szdg két vonalnak (tehat gor-
bének is) a hajlisa; az egyenesvonali szdget Euklides kiilon definidlja a
IX. definiciéban, A ITI. kényv VIL definiciéjdban ismét érinti a gérbevonald
szoget, de mérésérdl ekkor sem tesz emlitést. A 16. feladatban azonban elé-
4ll e szdég mérésének a sziilksége. Ha Euklides vagy elejti a gorbevonala szo-
get vagy pedig behatéan megadja a mértékét az érintd helyes definicigjéval
kapesolatban, sokkal hamarabb mondhatta volna ki a porizmat a 16. feladat
végén, igy azonban kénytelen volt a dolgot hosszasan bizonyitani és tigy ki-
fejezni, hogy az a szdg «minden egyenesvonali hegyes szognél kisebbn.
B kifejezés azonban mathematikailag helyes; Euklides finom mathematikai
érzéke a maga teremtette nehézségek kozepette is a helyes tton vezette &t,
Bljardsa kiilonben is egy egészen rendszerss mathematikai modszernek, a
hatdrdatmeneinek egyik esete.

e
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17%.

Adott pontbol Wizzunk adott kirhéz érintd egyenes vonalal.

Legyen az adott pont A, az adott
kor pedig BCD. Ebbél az A ponthol A
huzzunk a BCGD korhoz érinté egyenes
vonalat.

Vegytik fel a kor koézéppontjat
[-ben, huzzuk meg AFE-t, az E kozép-
pont koridl rajzoljuk meg az KA su-
garral az AFG kort, a D-ben emeljik
az AFE-re merGleges DI-et és huzzuk
meg Ki-et, AB-t. Azt mondom, hogy
az A ponthél a BCD kérhéz huzott
érint6 az AB. ;

Minthogy az K kozéppontja a BCD, AFG koroknek, KA
egyenl El-fel, KD pedig IEB-vel. A két AE, EB tehat a két FI-
vel, ED-vel egyenlé. Iis kozos szoget fognak be l-nél. A DF alap
tehdt egyenlé az AB alappal, a DEF hiromszog egyenl6 az KBA
hiromszoggel és a fenmarado szdg is egyenlé & fenmaradd szoggel
(L. 4.). Az EDF szog tehat egyenlé az KBA szoggel. Az EDI szog
pedig derékszog. Tehat az EKBA szog is derékszog. Hs EB a sugér.
A koér atmérdjére, annak végpontjaban emelt merdleges pedig a
kort érinti (ITL 16. fel. porizméja), Az AB tehat érinti a BCD kort.

Tehat az adott A pontbél meghuztuk az adott BCID korhoz
az AB érinté egyenes vonalat. Ezt kellett elvégezniink.

18.

Ha o kért eqy egyenes érinti, a kizéppontbol pedig az érin-
tési ponthoz eqyenest hizunk, a meghizolt (eqyenes) merdleges az
érintore.

Az ABC kort érintse a DI egyenes C pontban, vegyiik fel az
ABCG kér kozéppontjat F-ben és F-t6l C-ig huzzuk meg az FC-t.
Azt mondom, hogy /' meréleges DE-re.

Mert ha nem az, huzzuk meg F-bél a DE-re merdleges FG-t.

Minthogy az FF'G( .szig derékszog, az FCG szdg hegyes szog
(L. 17.). A nagyobb széget pedig nagyobb oldal fogja 4t (I. 19.). Az
F( tehat nagyobb az FG-nél. Az F( pedig egyenlé az FB-vel. Az
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FB tehat nagyobb az F(G-nél, a kiseb-
bik a nagyobbiknal. De ez lehetetlen.
Tehat az F'G nem merdleges a DE-re.
Hasonloképen bebizonyitjuk, hogy mas
sem az az [FC-n kivil. Tehat az FC
meréleges a D FE-re.

Ha, tehat a kort egy egyenes érinti,
a kozéppontbol pedig az érintési pont-
hoz egyenest huzunk, a meghuzott (egye-
nes) merdleges az érintére. Hzt kellett
bebizonyitanunk.

19.

Ha a kirt eqy egyenes érinti, az érintési pontban pedig az
érintdre merdleges egyenes vonalat hizunk, a kir Edzéppontja
benne felszik.
Az ABC kort érintse a DE
egvenes € pontban és huzzuk meg
o C-ben a DFE-re meréleges CA-t. Azt
B mondom, hogy az A(-ben fekszik a
kor kozéppontja.

Mert ne legyen benne, hanem,
o ha lehet, legyen F-ben és huzzuk

meg ([-et.

Minthogy az ABC kort érinti a DE egyenes, a kozéppontbol
pedig az érintési ponthoz az FC egyenest huztuk, FC merdleges
DE-re (IIL. 18.). Az FCE szog tehat derékszog. De az ACE szog is
derékszog. Az F'CE szog tehat egyenld az ACE szoggel, a kisebbik
a nagyobbikkal. De ez lehetetlen. Igy tehat az /" nem- kézéppontja
az AB( kornek. Hasonloképen bebizonyitjuk, hogy méshol sem
lehet AC-n kivil. :

Ha tehat a kort egy egyenes érinti, az érintési pontban pedig
az érint6re mer6leges egyenes vonalat huzunk, a kér kézéppontja
benne feliszik. Hzt kellett bebizonyitanunk.

A
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20.

A Eirben a kiozéppontndl felkwd szég kétszerese a keriileli
szognek, ha a szogeknek ugyanaz az alapjuk van.

Legyen a kor ABC, a kizéppont-
janal fekvé szog BEC, a keriileti szog D
BAC, ugyanannak a keriiletnek (ivnek)
az alapja pedig B(. Azt mondom, hogy
a BEC szog a BAC kétszerese.

Huzzuk meg az AE-t Fig. 7

Minthogy EA egyenlé KB-vel, az
EAB szog is egyenlé az EBA szoggel.

Tehat az FAB, EBA kétszerese az EAR e

szognek. A BEL szog pedig akkora, mint e

EAB, EBA (L 382.). Igy tehit a BEK

szog kétszerese az KAB szognek. Ugyanebb6l az okbdl az F !ft”
szog az KAC szog kétszerese. Tehat az egész BIC sz6g az egész
BAC szog kétszerese.

Viszont forditsuk el és legyen egy miégik szég BDC; huzzuk
meg DE-t és hosszabbitsuk meg (-ig. Hasonloképen bebizonyitjuk,
hogy a GEC szog az EDC szognek, cnnélfogva a GEB kétszerese
az EDB-nek. A BEC maradékszog tehat kétszerese a BD( szognek.

A kirben tehat a kozéppontndl fekvo szig kétszerese a kerii-
leti szignek, ha (a szégeknek) ugyanaz az alapjuk van. Hzt kellett
bebizonyitanunk.

21.

A korben ugyanannak a kirszelelnek szigei egqyenldk egy-
mdssal. :

Legyen a kor ABCD és ugyanannak
a BAED korszeletnek szogei legyenck
BAD, BED. Azt mondom, hogy a BAD,
BIED szogek egyenlék egymassal.

Vegyiik fel az ABCD kior kézéppont-
jat, legyen ez [ és huzzuk meg BIF-et, FD-t.

Minthogy a BFD szog a kozéppont-
ndl fekszik, a BAD pedig a keriileten és
ezeknek ugyanaz a BCD korszeleti alap-
juk van, ennelfogva a BFD szog kétszerese a BAD-nek. Ugyan
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ebb6l az okbdl a BFD szog a BED-nek is kétszerese. Tehat a
BAD szbg egyenlé a BED-vel.

A korben tehat ugyanannak a korszeletnek szdgei egyenlék
egymagsal. Bzt kellett bebizonyitanunk.

22.

A korbe @t négyszogben a szembenfelvd szogelk két derék-
szoggel egyenlok.
, g Legyen a kér ABCD és legyen a beléje
W B irt négyszég ABCD. Azt mondom, hogy a szem-
benfekvé szogek két derékszoggel egyenlSk.
Huazzuk meg AC-t, BD-t.
(B Minthogy minden héromszog harom szdge
* két derékszoggel egyenlé (1. 32.), az AB( harom-
D szognek hdrom szige: CAB, ABC, BCA két
deréksziggel egyenld. A CAB szbg pedig egyenld
a BDC szoggel. Mert ugyanazon a BADC korszeleten vannak
(IT1. 21.). Az ACB sz6g pedig egyenld az ADB szoggel. Mert ugyanazon
az ADCB korszeleten vannak. Az egész ADC tehdt akkora, mint
BAC, ACB. Adjuk hozza a kozis ABC sziget. Tehat az ABC,
BAC, ACB akkora, mint az ABC, ADC. De ABC, BAC, ACB két
derékszioggel egyenls. Igy tehat ABC, ADC is két derékszoggel
egyenlé. Hasonloképen bebizonyitjuk, hogy a BAD, DCB szogek
is két derékszoggel egyenlék.
A korbe irt négyszogben tehat a szembenfekvd szigek két
derékszoggel egyenldk. Ezt kellett bebizonyitanunk.

23l

A Ugyanarra az egyenesre két hasonld és nem
eqyenld korszeletet nmem lehet szerkeszteni ugyanazon
az oldalon.

Mert, ha lehet, szerkessziink ugyanarra az AB
egyenesre két hasonl és nem egyenlé ACB, ADB kor-
szeletet ugyanazon az oldalon, hizzuk meg ACD-t és
CB-t, DB-t. .

Minthogy az ACB kérszelet hasonlé az ADB kér-
B szelethez, hasonlé korszeletek pedig azok, melyek egyenlé
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szogeket foglalnak magukban (III. XI. def.), tehat az ACE szog
egvenls az ADE sz6ggel, a kiils6 a belsével. De ez lehetetlen (I. 16.).

Tehat ugyanarra az egyenesre két hasonlé és nem egyenld
korszeletet nem lehet szerkeszteni ugyanazon az oldalon. Tzt kel-
lett bebizonyitanunk.

24.

Egyenld eqyeneseken dllé hasonld kérszeletek egyenldk equ-
mdssal.
Legyenek az egyenl6é AB, (0D egyenesekre E

allitott hasonlé korszeletek AEB, CFD. Azt Q
mondom, hogy az AKB korszelet egyenlé a CF1D 2 1

kirszelettel. F
Mert helyezziik az AKB kirszeleteta CI°D (._@

korszeletre tigy, hogy az A pont a C-re, az AB
egyenes a (D-re, a B pont a D pontra essék és AB egyenld legyen
CD-vel. Ha pedig az AB-t a CD-re helyezziik, az AEB korszelet
is r4 esik a CFD korszeletre. Mert ha az AB egyenes rdesik a
(D-re, az AEB korszelet pedig nem esik a CIFD-re, ez vagy azon
belil vagy azon kiviil esik vagy atmetszi azt CGD-ben és ekkor kor
a kort ketténél t6bb pontban metszi. De ez lehetetlen (IIT. 10.) Igy
tehat'az AB nem helyezheté a (/D-re ugy, hogy az AEB korszelet
a CFD korszeletre rd ne essék. Rdaesik tehat és egyenld vele
(VII. axioma).

Tehat egyenlé egyeneseken allé hasonld korszeletek egyenlék
egymassal. Hzt kellett bebizonyitanunk.

25.

Adott korszeletel egészitsiink i korré, melynelk ez a szelefe.

Legyen az adott kirszelet ABC. Bzt az ABC
korszeletet egészitsiik ki korré, melynek ez a szelete.

Felezziik meg az AC-t D-ben, emeljik a D
pontban az AC-re meréleges DB-t és huizzuk meg
AB-t. Az ABD szog tehat a BAD szognél nagyobb, B I
vagy vele egyenld, vagy nala kisebb.

Legyen el6szér nagyobb; szerkessziilk meg a
BA egyenesre annak A pontjaban az ABD széggel C
egyenlé BAFE szogeb, huzzuk meg DB-t F-ig és
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huzzuk meg KC-t. Minthogy az ABE szdg egyenlé a BAFE-vel, az
KB egyenes is egyenlé az KA egyenessel (I. 6.). Ks minthogy AD
egyenlé DC-vel, kozos pedig a DE, a két AD, DE a két CD-vel,
DIE-vel egyenlé kiilon-kiilon., Hs az ADFE szog is egyenlé a CDE
szoggel. Mert mindegyikiik derékszog. Az AL alap tehét egyenls
a CF alappal (I. 4.). De bebizonyitottuk, hogy AE egyenlé BE-vel.
Igy tehat BE is egyenlé CE-vel. Tehat a hdarom AK, EB, EC egyenld
egymdssal. Tehat az K kozéppont koré az AFK, EB, EC sugarak
egyikével rajzolt kor atmegy a tobbi ponton is és ki is egésziilt.
Az adott korszeletet tehat kiegészitettiik korré. Hs kitiinik, hogy, ha
az ABC korszelet kisebb a félkérnél, azn I kozéppont kiviile esik.
Hasonléképen, ha az ABD szég egyenld a
A BAD-vel, az AD egyenlé a BD, DC mindegyiké-
vel és igy a harom DA, DB, D( egyenlé egymds-
sal, a D kozéppontja a kiegészitett kornek és kitii-
nik, hogy az ABC félkor.
B b Ha pedig az ABD szog kisebb a BAD-nél
és megszerkesztjiik a BA egyenesre annak A pont-
jaban az ABD-vel egyenldé szoget, az ABC kor-
szeleten kiviil esik a kozéppont DB-be és kitinik,
C  hogy az ABC kirszelet nagyobb a félkdrnel.
Adott korszeletet tehat kiegészitettiink korré. Ezt kellett elvé-
gerntink,

26.

Egyenld Lirakben az egyenld szigek egyenlo iveken dllaal,
akdr a kézéppontokndl, akdr a kerileteken dllanalk.
Legyenek az egyenlo
2 : korok ABC, DEF és
D benniik az egyenld szi-
gek a kozéppontoknal
o BGC, EHF, a kerile-
teken pedig BAC, EDF.
Azt mondom, hogy a
5 BK( is egyenld az
K L ELF fyvel. :
Huzzuk meg BC-t, Elet.
Minthogy egyenlok az ABC, DEI korok, egyenlék ezek suga-
rai is. A két BG, GC tehat egyenls a két KH-val, HI-fel. s a
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(i-nél fekvd szog egyenlé a H-nal fekvo szoggel. A BC alap tehat
egyenlé az EF alappal (I 4) Bs minthogy az A-nal fekvé szog
egyenld a D-nél fekvé szoggel, a BAC koérszelet hasonlo az EDF
korszelettel (IIL XL def). Fs az egyenlsd (BC, EF) egyeneseken
allanak. Egyenlé egyeneseken 4ll6 hasonlé korszeletek pedig egyen-
16k egymassal (IIL 24.). A BAC korszelet tehat egvenlé az EDF
korszelettel. De az egész AB(C kor is egyenld az egész DEF korrel.
A BKC maradék tehat egyenld az FLF maradékivvel.

Egyenlé korokben tehat az egyenlé szogek egyenld iveken
allanak akar a kozéppontoknal, akar a keriileteken allanak. Bzt kel-
lett bebizonyitanunk.

2%.

Egyenld kordkben az egyenld dveken dllo szogek egqyenldl
equmdssal, akdr a kézéppontokndl, akdr a keriileteken dllanak.

Mert alljanak az
egyenlé ABC, DEF ké-
rikben az egyenlé BC,
EF iveken a G, H kozép-
pontoknal a BGC, EHF
szogek, a keriileteken pe-
dig a BAC, KDF sziogek.
Azt mondom, hogy a BGC
sz0g egyenls az KHIF-fel,
a BAC pedig az EDF-fel.

Mert ha a BGC szog nem egyenld az EHI-fel, egyikiik na-
gyobb. Legyen a nagyobbik a BGC, szerkesszilk meg a BG-re
annak (r pontjaban az KHIF sziggel egyenlé BGK szoget. Egyenlé
szogek pedig egyenld iveken allanak, ha a kozéppontoknal vannak
(III. 26.). Tehat a BK iv egyenld az EF ivvel. De EI" egyenld a
BC-vel. A BK tehat egyenlé a BC-vel, a kisebbik a nagyobbikkal.
De ez lehetetlen. Tehat a BG(C szig nem kiilonbozik az EHEF-t61.
Tehdt egyenlé vele. Es a BGC szog fele az A-nal fekvé szdg, az
EHI szog fele pedig a D-nél fekvé szog (IIL. 20.). Tehat az A-nal
fekvd szog egyenlé a D-nél felvd szoggel. :

Egyenl6 korokben tehat az egyenlé iveken allé szogek egyen-
16k egyméssal, akar a kozéppontoknal, akar a keriileteken éllanak.
Bzt kellett bebizonyitanunk,

2]
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28.

Lgyenld lorokben az egyenld egyenesek egyenld. iveket mel-
szenek kv, a nagyobbat a nagyobbikkal, a kisebbet pedig o kiseb-
bikkel.

e Legyenek az egyenld

- kérék ABC, DEF és ben-
niik az egyenld egyenesek
AB, DE, melyek a na-
gyobb ACB, DFE és a
kisebb AGEB, DHE iveket
kimetszik. Azt mondom,
hogy a nagyobb ACB iv
egyenlé a nagyobb DFE

ivvel, a kisebb AGB iv pedig a DHUFE-vel. ]

Vegyiilk fel a korok kozéppontjait K-ban, L-ben és huzzuk
meg AK-t, KB-t, DL-et, LE-t. _

Minthogy a korok egyenlék, egyenl6k a sugaraik is (IIL. L. def.).
A két AK, KB egyenlé tehat a két DL-lel, LE-vel. Iis az AB alap
egyenlé a DFE alappal. Tehat az AKB szog egyenlé a DLE szioggel
(I. 8.). Bgyenld szogek pedig egyenl6 iveken allanak, ha a kozép-
pontoknal vannak (ITL. 27.). Igy tehit az AGB iv egyenlé a DHE
. ivvel. De az egész ABC kor is egyenld az egész DEF korrel. Igy
tehat az ACB maradék iv egyenlé a DFFE maradék ivvel.

Egyenld korokben tehdt az egyenld egyenesek egyenlé iveket
metszenek ki, a nagyobbat a nagyobbikkal, a kisebbet pedig a
kisebbikkel. Ezt kellett bebizonyitanunk.

(&

29.

Eqgyenld korokben egyenld fvek egyenlo egyeneseket fognal di.

A I Legyenek az egyenlé
kérok ABC, DEF, ben-
niik az egyenld ivek mes-
sék ki BGC-t, EHF-et
és huzzuk meg a BC,
EF egyeneseket. Azt mon-
dom, hogy BC egyenld
EF-fel.
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Vegyiik fel a kirok kozéppontjait, legyenek ezek I, L és huz-
zuk meg BK-t, KC-t, EL-et, LI-et.

Fs minthogy a BGC iv egyenld az EHF ivvel, a BKC szog
is egyenlsé az ELF szoggel (IIL 27.). Hs minthogy egyenlék az
ABC, DEF korok, egyenl6k sugaraik is (ILL L. def). A két BK, K
tehat egyenlé a két FL-lel, LF-fel. Es ezek egyenls szogeket fog-
nak be (I. 4.). A BC alap tehat egyenl6 az EF" alappal.

Egyenlé korokben tehat egyenld ivek egyenld egyeneseket fog-
nak at. Ezt kellett bebizonyitanunk.

30.

Felezziile meqg az adott kirivet.
Legyen az adott koriv ADB. D

izt az ADB ivet felezziik meg.
Huzzuk meg AB-t, felezziik
ezt meg C-ben (I. 10.), a € pont- 4 B

ban emeljiik az AB egyenesre me-
réleges CD-t és huzzuk meg AD-t, DB-t.
Minthogy AC egyenlé CB-vel, kozos pedig a CD, a két AC,
CD egyenl$ a két BC-vel, CD-vel. Es az ACD szog egyenls a BCD
szoggel. Mert derékszog mindegyikilk. Az AD alap tehat a DB
alappal egyenlé (I. 4.). De egyenlé egyenesek egyenlé iveket met-
szenek ki, a nagyobbat a nagyobbikkal, a kisebbet pedig a kiseb-
bikkel (IIL. 28.). Bs az AD, DB ivek mindegyike kisebb a félkor-
nél. Tehat az AD iv egyenlé a DB ivvel.
Az adott korivet tehdt megfeleztiik D pontban. Ezt kellett el-
végezniink.

31.

A kirben a félkor keriileti szdge derékszig, a (félkirnél)
nagyobb fvben fekvd keriilett szig kisebb a derékszognél, a félkor-
nél kisebb wben fekvd keriuleti- sz6g pedig nagyobb a derékszég-
nél. Tovdbbd a (félkornél) nagyobb v kirszeleti szdge nagyobb a
derékszognél, a (félkornél) kisebb v kirszeleti szige pedig kisebb
a derékszignél.

Legyen a kor ABCD, atmérdje BC, kozéppontja pedig E és
huzzuk meg BA-t, AC-t, AD-t, DC-t. Azt mondom, hogy a BAC
félkor BAC keriileti szoge derékszog, a félkérnél nagyobb ABC

Fuklides : Elemelk. 7
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kérivben fekvé ABC keriileti szdg kisebb a derékszognél, a félkor-
nél kisebb ADC korivben fekvé ADC keriileti szog pedig mnagyobb
a derékszognél.

Huzzuk meg AE-t és hosszabbit-
suk meg BA-t F-ig.

Minthogy BE egyenlé EA-val, az
ABE szdg egyenls a BAE-vel (I 5.).
Viszont, minthogy CE egyenlé KA-val,
az ACE szog egyenl6 a CAFE-vel. Tehat
az egész BAC szdg egyenls a két ABC-
vel, ACB-vel. De az AB( haromszig
kiils6 F'AC szogeis egyenld a két ABC-
vel, ACB-vel (I. 32.). A BAC szbg tehat egyenlé az FAC-vel. Te-
hat mindegyikiik derékszig (I X. def.). Tehat a BAC félkor BAC
keriileti szége derékszog.

Hs minthogy az AB( héromszig két ABC, BAC szoge két
derékszognél kisebb (I. 17.), a BAC pedig derékszig, az ABC sz6g
kisebb a derékszognél. Hs ez a félkornél nagyobb ABC kérivben
fekvé keriileti szog.

Es minthogy ABCD kérbe irt négyszog, a korbe irt négy-
szoghen pedig a szembenfekvd szégek két derékszdggel egyenlék
(tehat az ABC, ADC szdgek egyenlék két derékszoggel) (IIL 22.) és
az ABC szog kisebb a derékszognél, az ADC maradékszog nagyobb
a derékszognél. s ez a félkornél kisebb ADC kérivben fekvé kerii-
leti szdg.

Azt mondom, hogy a nagyobb ABC korivbél és az AC egye-
nesbdl alkotott szég nagyobb a derékszognél, a kisebb ADC kor-
ivhél és az AC egyenesbél alkotott szog pedig kisebb a derékszog-
nél. Bs ez rogton kitinik. Minthogy a BA, AC egyenesekbsl alko-
tott szdg derékszdg, az ABC kérivbél és az AC egyenesbél alkotott
sz0g nagyobb a derékszognél. Viszont, minthogy az AC, AF egye-
nesekbdl alkotott szog derékszog, a CA egyenesbél és az ADC kor-
ivhél alkotott szog kisebb a derékszégnél.

A korben tehdt a félkor keriileti szdge derékszog, a (félkornél)
nagyobb ivben fekvé keriileti szog kisebb a derékszognél, a (félkor-
nél) kisebb ivben fekvé keriileti szdg nagyobb a derékszognél,
tovabba a (félkornél) nagyobb iv korszeleti szoge nagyobb a derék-
szognél, a (félkornél) kisebb iv korszeleti szoge pedig kisebb a
derékszognél. Ezt kellett bebizonyitanunk.
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32.

Ha a kort eqy egyenes érinti, az érintési pontbdl pedig a
korben egy a kirt melszd egyenest hiizunk, a szdgek, melyekel ez
az érintdvel alkot, eqyenldk a szembenfekvd kerileti szogekkel.

Erintse az ABCD kért az EF
egyenes B pontban és a B ponthél 4
huzzuk meg az A B CDkért metszé BD D
egyenest. Azt mondom, hogy a sz6-
gek, melyeket a BD az EF érintével
alkot, egyenldk a szembenfekvs ke-
riileti szogekkel, vagyis hogy az F'BD
szog egyenlé a BAD keriileti szoggel,
az EBD szog pedig egyenlé a DCB . B 3
keriileti szoggel.

Huzzuk meg a B-n 4t az EF-re mer6leges BA-t, vegyiink fel a
BD ivben tetszéleges C pontot és huzzuk meg AD-t, DC-t, GB-t.

Minthogy az ABCD kort az EF egyenes B-ben érinti és az
érintési ponthan az érintdére huzott merdleges BA, a BA-ban fek-
szik a kor kozéppontja (II1. 19.). BA tehat az ABCD kor dtmérdje.
Az ADB sziog tehat, mely a félkor keriileti szoge, derékszog
(IT. 31.). A BAD, ABD maradékszogek tehat egy derékszoggel egyen-
16k (I. 32.). Az ABF szog pedig derékszog. Igy az ABF szég egyenld
a BAD, ABD szdgekkel. Vonjuk le a kézos ABD-t. A DBF mara-
dékszog tehat egyenls a szembenfekvé BAD keriileti szoggel. Es
minthogy ABCD korbe irt négyszog, szembenfekvs szogei két
derékszoggel egyenlék (IIL. 22.). A DBF, DBE szogek pedig szin-
tén két derékszoggel egyenlSk. Igy tehat DBF, DBE annyi, mint
BAD, BCD, amib6l bebizonyul, hogy BAD egyenlé ABIF-fel.
A miésik DBE szdg tehat egyenlé a szembenfekvé DCB koérivben
fekvé DCB kerileti szoggel.

Ha tehét a kort egy egyenes érinti, az érintési ponthél pedig
8 korben egy a kort metszd egyenest huzunk, a szégek, melyeket
ez az érintével alkot, egyenlék a szembenfekvd kertileti szogekkel.

33.

Adott egyenesre rajzoljunk korszeletet, mely adotl egyenes-
vonalu szoggel eqyenld szdget foglal magdban. g
7*
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Legyen az adott egyenes AB, az adott egyenes vonali szdg
pedig- 7. Erre az adott AB egyenesre rajzoljunk korszeletet, mely a

D

E

y sniggel egyenl$ szoget foglal magdban.

A r (szbg) vagy hegyes szig, vagy
derékszog, vagy tompaszog. Legyen el6szor
hegyes sz6g és mint az elsd rajzban, szer-
kesszlik meg az AB egyenesre annak B
pontjandl a ; szdggel egyenlé BAD-t
(L. 23.). Igy tehat a BAD szig hegyes szog.
Huzzuk meg a DA-ra merbleges AE-t, fe-
lezziik meg az AB-t F-ben, huzzuk meg
az IF ponton 4t az AB-re merdleges FG-t
és huzzuk meg G B-t.

Minthogy AF egyenlé FB-vel, kozos
pedig az FG, akét AF, FG egyenlé a két
BF-fel, FG-vel. Ts az AF G (szdg) egyenls’

a BFG-vel. Az AG alap tehdt egyenlé a BG alappal (L. 4.). Tehat a
(G kozéppont koré, GA sugarral rajzolt kor atmegy a B-n is. Raj-
zoljuk meg és legyen ez ABE; htzzuk meg EB-t. Minthogy az AE
atmérd A végpontjaban az AFE-re emelt merdleges az AD, az AD
érinti az ABE kort (IT1. 16. feladat porizmaja). Minthogy pedig az
ABE kort érinti az AD egyenes és az A érintési pontbél az ABE
korben az AB egyenest huztuk, a DAB szég egyenlé a szemben-

B

fekvé AERB keriileti szoggel (IIL 32.). De
a DAB szog a 7 szoggel egyenld. s igy
a y szoggel egyenl§ az AEB szig.

Tehat az adott AB egyenesre az AEB
korszeletet rajzoltuk, mely az adott y szdg-
gel egyenlé AEB sziget foglalja magdban.

De legyen derékszog a  szog. Ks vi-
szont feltessziik, hogy az AB-re korszele-
tet rajzolunk, mely a » derékszoggel egyenlé
szoget magaban foglal. Szerkesswiik meg a
7 derékszoggel egyenld BAD szoget, mint
a magodik rajzban, felezziik meg az AB-t
F-ben és Fpontkoré az FA, FB valamelyi-
kével, mint sugdrral rajzoljuk meg az
AEB kort.

Az AD egyel‘:les tehat érinti az ABE kort, mert az A-nél
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fokv$ szog derékszog. Hs a BAD szog egyenls az AEB keriileti
szoggel. Mert ez derékszog, mint a félkor keriileti szoge (IIL. 31.).
De a BAD szdg egyenld a y szoggel. Igy tehét az A EB szig egyenls
a y szoggel.

Tehat viszont megrajzoltuk az AB-re az AEB korszeletet,
mely a y-val egyenl6 szoget foglalja magaban.

 Most pedig legyen a » tompaszog. Hs szerkessziik meg az

AB egyenesre ennek A pontjanil a y-val egyenlé BAD szdget,
mint a harmadik rajzban, emeljiik az AD-re
mer6leges A F-t, felezziik meg viszont ADB-t
F-ben, emeljiitk az 4B-re meréleges FG-t
és huzzuk meg GDB-t. r

Minthogy viszont AF egyenls FB-
vel és kozos az FiG, a két AF, F(z egyenld
a két BF-fel, FG-vel. Bs az AFG szog
egyenld a BF( szoggel. Az AG alap tehdt
egyenlé a BG alappal (I. 4). Tehdt a G G
kozéppont koré, A sugirral rajzolt kor
4tmegy a B-n is. Essék AEB-be. Ks mint-
hogy az AKE 4tméré végpontjaban emelt B
merSleges az AD, az Al érinti az ABE E
kort (IIL 16. feladat porizméja). Es az A
érintési ponthbol huztuk meg az AB-t. Tehat a BAD szog egyenld
a szembenfekvé AHB keriileti szoggel (I1IL. 32.). De a BAD szog a
y szoggel egyenls. Hs igy AHB keriileti szog is egyenls a y szoggel.

Tehat az adott AB egyenesre az AHDB korszeletet rajzoltuk,
mely a y-val egyenld szoget foglalja magaban. Bzt kellett elvé-
gezniink.

b
[

34.

Adott korbdl vagjunk ki oly kérszeletel, mely adott egyenes-
vonali széggel egyenld sziget foglal magdban.

Legyen az adott kor ABC, az adott egyenesvonald szig pedig
0. Ebbél az ABC korbél vagjunk ki oly korszeletet, mely az adott
d egyenesvonalu sziggel egyenld szoget foglal magaban.

Huzzuk meg az ABC kért B ponthan érinté EF-et és szer-
kessziik meg az FB egyenesre annak B ponfjanal a ¢ szdggel
egyenld FBC szoget (1. 23.).

Minthogy az ABC kort érinti az EF egyenes és a B érintési
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F C ponton 4t huztuk a BC-t, az
FBC sz6g egyenlé a szemben-
fekv6 BAC keriileti szdoggel
(IIL. 32). De az FBC szdg

B egyenlé a ¢-val. Bs igy a BAC
keriileti szdg is egyenld a o
8 _ szoggel.

Az adott ABC korbél fe-
B hat kivagtuk a BAC korszele-

tet, mely az adott 4 egyenesvo-
nali szoggel egyenld szoget foglal magaban. Ezt kellett elvégezniink.

35.

Ha a kirben két eqyenes eqymdst metszi, az eqyik (egyenes)
szeleteibdl alkototl téglalap egqyenld a mdsik (egyenes) szeleteibdl
alkotott téglalappal.

Mert messe egymast az ABCD kor-
ben a két AC, BD egyenes E pontban.
Azt mondom, hogy az AE-b6l alkotott
B £ D téglalap egyenlé a DE-bl, EB-bél alko-

tott téglalappal.
Ha AC, BD a kozépponton megy af,
¢ ugy hogy az E az ABCD kor kozéppontja,
nyilvanval6, hogy AE, EC, DE, EB
egyenldk (egymdssal) és igy az AE-bél, EC-bol alkotott téglalap
egyenls a DE-b6]l, EB-bdl alkotott téglalappal.

De ne menjenek az AC, DB egye-
nesek a kozépponton at; vegyik fel az
ABCD kozéppontjat és legyen ez F, bo-
csdssuk az [-bél az AC, BD egyenesekre
meréleges FG-t, FH-t és hizzuk meg FB-1,

A

L
(=

egyenes a nem a kézépponton dtmené AC
egyenest derékszoghen metszi, ezt meg is
felezi (IIL. 3.). AG tehat egyenlé GC-vel.
Minthogy az AC egyenest megfelezi a (i, nem egyenlé részekre
pedig osztja az K, az AE-b6l, £C-bél alkototh téglalap meg az EG

‘ FC+, FE-
\ Minthogy a kizépponton atmend G
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négyzete egyenlé a GC négyzetével (II. 5.). Adjuk hozzé a (kozos)
GF négyretét. Tehat az AFE-b6l, EC-b6l alkotott téglalap meg a
GE és a GF négyzete annyi mint a (G és a GI négyzete. De
az EG és a GF négyzete egyenlé az FE négyzetével, a CG és a
GF négyzete pedig egyenlé az F( négyzetével (L. 47.). Tehat az
AE-b6l, EC-bél alkotott téglalap meg az FE négyzete egyenld az
FC négyzetével. Az FC pedig egyenld az FB-vel. Igy tehat az AE-
bél, EC-b8l alkotott téglalap meg az EF négyzete egyenld az FB
négyzetével. Ugyanebbdl az okbol a DE-b6l, EB-bél alkotott tégla-
lap meg az I'E négyzete egyenlé az I'B mnégyzetével. Bebizonyi-
tottuk pedig, hogy az AFE-bél, EC-bél alkotott téglalap meg az
FE négyzete egyenld az FB négyzetével. Igy tehat az AK-bél, EC-
b6l alkotott téglalap meg az FE négyzete annyi mint a DE-bél,
EB-b6l alkotott téglalap meg az I'E négyzete. Vonjuk le a kozos
FE négyzetét. Az AE-b6l, EC-b6l alkotott maradék téglalap tehat
egyenlé a DE-bél, EB-b6l alkotott téglalappal.

Ha tehat a korben két egyenes egymdst metszi, az egyik
(egyenes) szeleteib6l alkotott téglalap egyenlé a mdsik (egyenes)
szeleteibdl alkotott téglalappal. Ezt kellett bebizonyitanunk.

36.

Ha o kordon kil egy pontot felvesziink és ebbdl a korhiz
ket egyenest hizunk, melyeknek egyike melszi a kirt, mdsika pedig
érinti, az egész metszobol és ennek a pont és a keriilet dombori
része kozotti kilso részébol alkotoll téglalap eqyenld az érintd
négyzetével.

Vegyiik fel az ABC koéron kivil a D A
pontot és huzzuk meg a D-b6l az ABC kor-
héz a két DC (DA), DB egyenest. Xis a DCA
messe az ABC kort, a BD pedig érintse. B
Azt mondom, hogy az AD-bél, DG-bél alko-
tott téglalap egyenlé a DB négyzetével.

A (DA) CA egyenes vagy atmegy a ko- ¢
zépponton vagy nem. Menjen elészér a ké- p
zépponton at, legyen F az ABC kor kozép-
pontja és huzzuk meg FB-t. Az FBD tehat derékszog (III. 18.).
Bs minthogy az AC egyenest megfelezi az F, hozzdaddédik pedig
CD, az AD-b6l, DC-bél alkotott téglalap meg az FC négyzete
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egyenld az F'D négyzetével (IL. 6.). Az FC pedig egyenls az FB-vel.
Igy tehdt az AD-b6l, DC-bél alkotott téglalap meg az F'B négyzete
egyenls az F'D négyzetével. De az F'D négyzete annyi mint az FB
és a BD négyzete (I. 47.). Igy tehat azm AD-bél, DC-bél alkotott
téglalap meg az FB négyzete annyi, mint az B és a BD négy-
zete. Vonjuk le a kozds FB négyzetét. Igy tehat az AD-bél, DC-
b6l alkotott maradék téglalap egyenlé a DB érinté négyzetével.
De ne menjen a DCA az
ABC kbr kdzéppontjan at; ve-
gyiik fel a kozéppontot K-ben,
E hiizzuk meg az K-b6l az AC-re
4 mer6leges EF-et és huzzuk meg
EB-t, EC-t, ED-t. Az EBD te-
hét derékszog (I11. 18.). Bs mint-
D B hogy a kozépponton atmend
EF egyenes a nem a kozép-
ponton &atmené A( egyenest derékszogben metszi, est meg is
felezi (I 3.). Az AF tchat egyenls az FC-vel. Es minthogy az AC
egyenest megfelezi az F pont, hozzdadédik pedig CGD, az AD-bél,
DGC-bél alkotott téglalap meg az FC négyzete egyenls az I'D négy-
zetével (II. 6.). Adjuk hozzd a kizés FE négyzetét. lgy tehat az
AD-bél, DC-bsl alkotott téglalap meg a CIF és az Il négyzete
annyi, mint az IF'D és az F'E négyzete. De a CF és az FE négyzete
egyenl$ az KC négyzetével (L. 47.). Mert az EFC (szog) derékszog.
A DF és az FE négyzete pedig egyenld az KD négyzetével (I. 47.).
Igy tehat az AD-b6l, DC-b61 alkotott téglalap meg az E( négyzete
egyenlé az KD négyzetével. Az EC pedig egyenls az EB-vel. Igy
tehat az AD-b6l, DC-b6l alkotott téglalap meg az KB négyzete
egyenld az ED négyzetével. Az [£D négyzete pedig annyi, mint az
KB és a BD négyzete (I 47.). Mert az EBD szog derékszdg. Igy
tehat az AD-b6l, DC-b6l alkotott téglalap meg az KB négyzete
annyi, mint az KB és a BD négyzete. Vonjuk le a kozos E£B négy-
zetét. Igy tehat az AD-b6l, DC-b6l alkotott maradék téglalap
egyenlé a DB négyzetével.

Ha tehat a kéron kiviil egy pontot felvesziink és ebbél a kor-
hoz két egyenest hizunk, melyeknek egyike metszi a kort, mésika
pedig érinti, az egész metrzdbdl és ennek a pont és a keriillet dom-
borti része kozotti kiilsd részébdl alkotott téglalap egyenls az érintd
négyzetével. Eat kellett bebizonyitanunk,

R T TR —



37.

Ha a koron kivil eqy pontot felvesziink, ebbol pedig a kor-
héz két eqyenest huzunk, melyelnel: egyike metszi a kirt, mdsika
pedig éri és az egész metszobol és ennel a ponl és a keriilet dom-
borii része kozotli kilsd részébdl alkototl téglalap eqyenld a kor-
héz érd eqyenes néqyzetével, a korhoz éro egyenes érinti a kort.

Vegyiik fel az ARC koron
kiviil a D pontot, a D ponthdl hiz- p E
zuk meg az ABC korhoz a két
DCA, DB egyenest ; a DCA mesge
a kort, a DB pedig érje és az AD-
bél, DC-bél alkotott téglalap le-
gyen egyenld a DB négyzetével.

Azt mondom, hogy a DB érinti B
az ABC kort.

Htzzuk meg az ABC-t érinté DE-t (ILL. 17.), vegyiik fel az
ABC kor kozéppontjat, legyen ez F' és huzzuk meg FE-t, 'B-t,
F'D-t. Az FED tehat derékszog (IIL. 18.). Es minthogy a DE érinti
az ABC kort, a DCA pedig metszi, az AD-bol, DC-b6l alkotott
téglalap egyenlé a DE négyzetével (IIL. 36.). De az AD-bél, DC-b6l
alkotott téglalap egyenlé a DB négyzetével is. Tehat a DE négy-
zete egyenls a DB négyzetével. A DE tehit egyenld a DB-vel. Az
FFE pedig egyenls az FB-vel. Igy a két DI, EI egyenldé a két DB-
vel, BF-fel. Es a kozos alap az ID. A DEF szog tehat egyenlé a
DBF szoggel (I 8.). A DEF pedig derékszog. Igy tehat a DBI is
derékszog. Az I'B meghosszabitdasa pedig atmérs. A kor atmérdje,
annak végpontjaban emelt meréleges pedig érinti a kort (ITL 16.
feladat porizmaja). A DB tehat érinti az ABC kort. Hasonloképen
bebizonyitjuk ezt, ha a kozéppont az AC-be esik.

Ha tehat a koron kiviil egy pontot felvesaziink, ebbdl pedig a
korhéz két egyenest htizunk, melyeknek egyike metszi a kort, ma-
sika pedig éri és az egész metsz6bdl és ennek a pont és a kerilet
domboru része kozotti kiilsé részébdl alkotott téglalap egyenlé a
korhoz éré egyenes négyzetével, a kérhoz éré egyenes érinti a kort.
Ezt kellett bebizonyitanunk.

A



IV. KONYY.

Definicidk.

I Egyenesvonalu idomot egyenesvonali idomba irottnak mon-
dunk, ha a beirt idom egyes szdgei annak (az idomnak), melybe
iratott, egyes oldalait érik.

II. Tdomot pedig hasonloképen idom kéré irottnak mondunk,
ha a kortilivt (idom) egyes oldalai annak (az idomnak), mely koré
iratott, egyes szdgeit érik.

ITI. Egyenesvonalu idomot kérbe irottnak mondunk, ha a be-
irt (idom) egyes szogei a kor keriiletét érik.

IV. Egyenesvonalu idomot pedig kor koré irottnak mondunk,
ha a korilirt (idom) egyes oldalai a kor keriiletét érintik.

V. Koért pedig hasonloképen idomba irottnak mondunk, ha a
kor keriilete annak (az idomnak), melybe iratott, egyes oldalait
érinti.

VI. Kort pedig idom koré iroftnak mondunk, ha a koér keri-
lete annak (az idomnak), mely koré iratott, egyes szogeit éri.

VII. Azt mondjuk, hogy egy egyenes a korbe van illesztve, ha
annak végei a kor keriiletében vannak.

1.

Adott kdrbe illesszunk egyenest, mely a kor dtmérojénél nem
nagyobb, adott egyenessel egyenlo.

Legyen az adott kér ABC, az adott egyenes pedig, mely a
kér atmérdjénél nem nagyobb, d. Ebbe az ABC korbe illessziink
egy a d egyenessel egyenld egyenest. :

Huzzuk meg az ABC kérnek B(C atméréjét. Ha BC épen
egyenlé d-vel, maris elvégestik azt, amit kittiztiink. Mert bele-
illesztettiik az ABC korbe a d egyenessel egyenld BC-f. Legyen

T——
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azonban a BC nagyobb a d-nél; d
tegyiik egyenlévé d-vel CE-t, raj-
zoljuk C kozéppont kéré CFE su-
garral az FAF kort és hdzzuk
meg CGA-t.

.~ Minthogy a C pont az KAF
kor kozéppontja, CA egyenls CF-
vel. De CE egyenld d-vel. Igy te-
hat CA is egyenld d-vel.

Tehat az adott ABC korbe
az adott d egyenessel egyenlé CA-t illesztettilk. Exzt kellett elvé-
gezniink.

2.

Adott kérbe irjunk adott hdromsziggel egyenldszdgii hdrom-~
szoget.

Legyen az adott kor B
ABC, az adott haromszdg E
pedig DEF. Az ABC kirbe
irjuk a DEF haromszog-
gel egyenldszogli hdrom-
szoget.

Huzzuk meg az ABC /
kort A-ban érinté GH 4 D
érintot (111, 17.), szerkesz-
szilk az AH egyenesre H
annak A pontjdbana DEF
szoggel egyenlé HAC-t,az AG egyenesre pedig annak A pontjdban
a DFE szoggel egyenld GAB szoget és huzzuk meg BC-t.

Minthogy az ABC kort érinti az AH egyenes és az A érin-
tési pontb6l a korben az A(C egyenest htuztuk, a HAC szog egyenlé
a szembenfekvé ABC keriileti szoggel (III. 32.). De a HAC szog
egyenlé a DEF' szoggel. Tehat az ABC szog is egyenlé a DEF
szoggel. Ugyanebb6l az okbdl az ACE szdg egyenlé a DFE szog-
gel. Tgy tehdt a harmadik BAC szdg is egyenlé a harmadik EDF
szoggel. (Az ABC haromszog tehat egyenlészogi a DEF harom-
szoggel és az ABC korbe irtuk.)

Adott korbe tehdt adott haromszoggel egyenlészogt harom-
szoget irtunk. Fzt kellett elvégezniink.
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3'

Adott kir kéré irjunk adott hdromszoggel egyenldszogii
hdromszdget.
v H Legyen az adott kor
ABC, az adott haromszog
D pedig DEF. Az ABC kér
koré irjuk a DEF héarom-
szoggel egyenlészogt ha-
romszoget. '
Hosszabbitsuk meg
G EF-et mindegyik oldalan
a G, H pontokig, vegyiik
fel az ABC kor kozeppon’r}at K-ban, htizzuk meg akirhogyan a KB
egyenest, szerkessziik meg a KB egyenesre annak K pontjaban a
DEG szbggel egyenlé BKA szoget, majd pedig a DIFH szoggel
egyenlé BKC szoget és az A, B, ( pontokban htzzuk meg az
ABC kort érinté LAM-et, MBN-et, NCL-et (IIL. 17.).
Minthogy az ABC kort érintik az LM, az MN, az NL az A,
B, C pontokban és a K kozépponthol az A, B, ¢ pontokhoz meg-
huztuk a KA-t, KB-t, KC-t, az A, B, CC ponfoknal fekvé szigek
derékszogek (IIL. 18.). Ils minthogy az AMBK négyszognek négy
szoge derékszoggel egyenl6 és minthogy két haromszogre oszthato
fel az AMBK és a KAM, KBM szogek derékszogek, a fenmaradt
AKB, AMB szogek két deréksziggel egyenlbk. De a DEG, DEF
szogek is két derékszdggel egyenlék (I. 13.). Igy tehat az AKB,
AMB szogek egyenlék a DEG, DEF sziogekkel, melyek koztl az
AKB szog egvenlé a DEG szoggel. Ennélfogva a harmadik AMB
szog egyenlé a harmadik DEF szoggel. Hasonloképen bebizonyif-
juk, hogy az LNB szog egyenls a DFE szoggel. Es a harmadik
MLN szog is egyenlé az EDF szoggel. Az LMN haromszog tehat
egyenlészogi a DEF haromszoggel. Bs az ABC kor kéré irtuk.
' Adott kor koré tehat adott haromszoggel egyenldszogli harom-
szoget irtunk. Ezt kellett elvégezniink.

L

41

Adott hdromszogbe irjunk Lort.
Legyen az adott haromszog ABC. Ebbe az ABC hammszogb{.

irjunk kort.
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Felezziik meg a ABC, ACB szogeket a BD, CD egyenesek-
kel (L. 9.), melyek D pontban talalkoznak és bocsassuk a D-bél az
AB, BC, CA egyenesekre a DI, DF, DG mer6legeseket (I 12.).

Minthogy az ABD sz6g egyenld
a CBD-vel, a BED derékszog pedig
egyenlé a BFD derékszoggel, a két
EBD, FBD héromszognek két szog-
gel egyenlé két szoge van és az egyik
oldal egyenlé az egyik oldallal, még
pedig az, melyet az egyenld szogek
egyike atfog, a kozos BD. Igy tehat a
masik két oldal is egyenlé a mésik két
oldallal (I. 26.). A DFE tehat egyenld a DF-fel. Ugyanebb6l az okbol
a DG is egyenld a DF-fel. Tehdt a harom DE, DF, DG egyenes
egyenlé egymdssal. Igy tehat a D kozéppont koré irt és az K, F,
(¢ pontokon étmend kor a tébbi pontokon is dtmegy és az AB, BC,
CA egyeneseket érinti, mert az E, F, G pontokndl derékszogek
vannak. Mert ha metszi 6ket a k6r atmérdjére anna.k végpontjé,ban

B

hogy ez képtelenség. Tehat a D kozeppont koré irt, az K, F, G
pontokon dtmend kér az AB, B(, CA egyeneseket nem metszi.
Brinti tehat ket és a kort az ABC haromszogbe irtuk. A beirt
(kér) az FGE.

Az adott ABC haromszdgbe tehit az EFG kort irtuk, Ezt kel-
lett elvégezniink.

5.

Adott hdromszog koré trjunk kort.

Legyen az adott haromszég ABC. Ez
adott ABC haromszog koré irjunk kort.

Felezziik meg az AB, AC egyeneseket
D, E pontokban (L 10.) és emeljik a D, E
pontokbol az A B-re, AC-re meréleges DI'-et,
EF-et (I. 11.). Ezek vagy az ABC haromszo-
gén belill, vagy a BC egyeneshen vagy a
B(-n kiviil taldlkoznak.

Talalkozzanak elészor belill F-ben és huzzuk meg FB-t, F(-1,
FA-t. Bis minthogy AD egyenlé DB-vel, kozos pedig és merdleges
a DF, az AF alap egyenlé az FB alappal (I 4.). Hasonléképen

H
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bebizonyitjuk, hogy CF egyenls AF-fel. Es igy FB is egyenlé FC-
vel. Tehat a hérom FA, FB, FC egyenlé egyméssal. Igy tehat az
F kozéppont koré irt és az A, B, C pon-
tokon atmend kér a toébbi pontokon is

A atmegy és az ABC haromszog koré irt
\ kor. A kortilirt (kor) az ABC.
) Taldlkozzanak azonban a DF, EF
B ¢ a BC egyeneshen F-ben, mint a méso-

dik rajzban és huzzuk meg AF-t. Ha-
sonléképen bebizonyitjuk, hogy az F
pont kozéppontja az ABC hiromszog
koré irt kornek.

Taldlkozzanak viszont a DF, EF az ABC héromszégon kiviil
F-ben, mint a harmadik rajzban és huzzuk meg AF-et, BF-et,

CF-et. Bis minthogy viszont AD egyenld

DB-vel, kozos pedig és merbleges a DF,

Bm,q az AF alap egyenlé a BF alappal
(I. 4.). Hasonloképen bebizonyitjuk, hogy
CF egyenld AF-fel. Es igy a BF is
egyenlé az IC-vel. Igy tehat az F ko-
zéppont koré, az FA, FB, FC barme-
lyikével irt kor a tobbi pontokon is at-
megy és az A BC hdromszog koré irt (kor).

Adott haromszég koré tehat kort
irtunk. Ezt kellett elvégezniink.

(Porizma, kovetkezmény).

Bs kitiinik, hogyha a hdromszogon belil esik a kor kozép-
pontja, a BAC szdg, mint a félkérnél nagyobb ivben fekvd keriileti
szog, kisebb a derékszdognél. Ha a B( egyenesbe esik a kozéppont,
a BAC szdg, mint a félkor keriileti szoge, derékszoggel egyenls. Ha
pedig a kor kozéppontja a haromszogon kiviil esik, a BAC szdg
mint a félkornél kisebb ivben fekvé keriileti szog, nagyobb a derék-
szognél (I11. 31.).

o

6.
Adott korbe drjunk négyzetet.
Legyen az adott kor ABCD. Az ABCD korbe irjunk négyzetet.

Huazzuk meg az ABCD kbérnek egymasra merdleges két AC,
BD atmérsjét és htizzuk meg AB-t, BC-t, CD-t, DA-t.
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Minthogy BE egyenlé ED-vel, mert E a kozéppont, kizos
pedig €s meréleges az KA, az AB alap egyenlé az AD alappal
(I. 4). Ugyanebbdl az okbél a BC, GD
mindegyike egyenld az AB, AD mindegyi-
kével. Az ABCD négyszog tehat egyenls-
oldali. Azt mondom, hogy egyenldszogii

is. Minthogy a BD egyenes az ABCD kér R<E D
c

A

dtmérdje, a BAD félkor. A BAD szdg tehat
derékszog (IIL 31.). Ugyanebb6l az okbél
az ABC, BCD, CDA szégek mindegyike
derékszog. Az ABCD négyszog tehat de-
rékszogli. Bebizonyitottuk pedig, hogy egyenléoldalu is. Tehdt négy-
zet. Bs az ABCD kérbe irtuk.

Az adott kérbe irt négyzet tehdt az ABCD. Ezt kellett elvé-
gezniink.

7.

Adotl kor kore irjunk négyzetet.

Legyen az adott kor ABCD. Az g A F
ABCD kér kéré irjunk négyzetet.

Huzzuk meg az ABCD kornek egy-
mésra merdleges két AC, BD atmérdjét és
az A, B, C, D pontokban huzzuk meg a
kort érinté FG-t, GH-t, HK-t, KF-et.

Minthogy ez FG az ABCD kort
érinti, az E kozéppontbol az A érintési
ponthoz huzott (egyenes) pedig FA, az
A-nal fekvd szogek derékszogek (IIL 18.). Ugyanebbél az okbél a
B, C, D pontoknal fekv$ szogek is derékszogek. Hs minthogy az
AEB szog derékszog és az EBG is derékszdg, a GH péirhuzamos
az AC-vel (L 29.). Ugyanebbél az okbol az AC-vel parhuzamos az
FK is. Igy tehét a GH az FK-val is parhuzamos (I. 30.). Hasonlé-
képen bebizonyitjuk, hogy a GI, HK mindegyike a BED-vel par-
huzamos. Parallelogrammok tehat a GK, GC, AK, FB, BK. A GF
tehét egyenld a HK-val, a GH pedig az FK-val (I 34.). Es minthogy
az AC egyenl$ a BD-vel, de az AC a GH, I'K, a BD pedig a GF,
HK mindegyikével egyenld (és igy tehat a GH, FK mindegyike a
GF, HK mindegyikével egyenld) az FGHK négyszog egyenlSoldalu.
Azt mondom, hogy derékszdgti is. Minthogy parallelogramm a GREA

C

H K
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és derékszog az AEB, az AGB is derékszog (I. 34.). Hasonloképen
bebizonyitjuk, hogy a H-nal, K-nal, F-nél fekvé szogek is derék-
szogek. Az FGHK tehat derékszogli. Bebizonyitottuk pedig, hogy
egyenléoldalt is. Tehat négyzet. Bs az ABCD kor koré irtuk.
Adott kor koré tehat négyzetet irtunk. Ezt kellett elvégezniink.

8.

Adolt négyzetbe trjunk kort.
Legyen az adott négyzet ABCD. Az ABCD négyzetbe ir-
junk kort.

A E D Felezziik meg az AD, AB mind-

egyikét K, F pontokban és huzzuk meg

az KE-bhél az AB, CD valamelyikével

) parhuzamos KH-t, az F-b6l pedig az
i

2

K AD, BC valamelyikével parhuzamos
FK-t. Parallelogrammok tehat az AK,
KB, AH, HD, AG, GC, BG, GD vala-
mennyi és szembenfekvé oldalaik egy-
médsgal egyenlok (I 34.). Es minthogy

- AD egyenlé AB-vel és az AD-nek a

fele az AE, az AB-nek fele pedig az AF, az AE egyenlé az AF-

fel. Igy tehat a szembenfekvé FG, GE is egyenlék. Hasonloképen

B 7 G

bebizonyitjuk, hogy a GH, GK mindegyike egyenlé az FG, GE

mindegyikével. Tehat a négy GE, GF, GH, GK egyenls egymassal.
Ennélfogva a G kozéppont koré irt, az E-n, Fren, H-n, K-n dtmené
kor a t6bbi pontokon is 4tmegy. Hs érinti az AB, BC, CD, DA
egyeneseket, mert derékszogek az E-nél, F-nél, H-nal, K-nal fekvé
szogek. Mert ha a kor az AB-t, BC-t, CD-t, DA-t metszi, az &t-
mérdre, annak végpontjdban emelt meréleges a korén belil esik
(II1. 16.). Bebizonyitottuk pedig, hogy ez képtelenség. gy tehata G
kézéppont koré irt, az £-n, F-en, H-n, K-n 4tmendé kor nem metszi
az AB, BC, CD, DA egyeneseket. Krinti tehat ¢ket és bele van
irva az ABCD négyzetbe. :
Adott négyzetbe tehdt kort irtunk. Ezt kellett elvégezniink.
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9.

Adott négyzel kiré irjunk kort.

Legyen az adott négyzet ABCD. Az
ABCGD négyzet koré irjunk kort.

- Messék az AC, BD egymast E-ben.

Minthogy DA egyenlé AB-vel, kozos
pedig az AC, a két DA, AC egyenls a két g E \ )
BA-val, AC-vel. Bis a DC alap egyenld a
BC alappal. A DAC szog tehat egyenls a
BAC szoggel. A DAB szoget tehat meg-
felezi az A(C. Hasonloképen bebizonyitjuk, C
hogy az ABC, BCD, CDA mindegyikét
megfelezik az AC, DB egyenesek. Ks minthogy a DAPR szog egyenlé
az ABC szoggel és a DAB-nek fele az EAB, az ADBC-nek fele
pedig az EBA, az EAB tehat egyenlé az EBA-val. Ennélfogva az
EA oldal is egyenlé az EB-vel (I. 6.). Hasonloképen bebizonyitjuk,
hogy az KA, EB (egyenesek) mindegyike egyenlé az EC, ED mind-
egyikével. A négy EA, EB, EC, ED tehat egyenlé egymassal. Te-
hat az F kézéppont koré irt és az A, B, G, D pontokon dtmend kor
a tobbi pontokon is atmegy és az ABCD négyzet koré van irva.
A koriilirt (kor) az ABCD.

Adott négyzet koré tehat kort irtunk. Hzt kellett elvégezniink.

10.

Szerkesszunk eqyenloszdrii hdromszogel, melyben az alap
mellett fekvd szdgek mindegyike kélszerese a harmadilnak.

Helyezziik el az AB egyenest és
messtik C pontban ugy, hogy az A B-bdl,
BC-bél alkotott téglalap egyenld legyen
a (A négyzetével (IL. 11.). Rajzoljuk
meg az A kozéppont koré AB sugdrral
a BDE kort és illessziik a BDE korbe,
a BDE kor atmérdjénél nem nagyobb
AC egyenessel egyenlé BD egyenest
(IV. 1.). Huzzuk meg AD-t, DC-t és
irjuk az ACD haromszog koré az ACD
kort (IV. 5.).

Euklides ; Elemel.
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Minthogy az A B-bdl, BG-bél alkotott téglalap egyenls az AC
négyzetével, AC pedig egyenlé BD-vel, az AB-bél, BC-bdl alkotott
téglalap egyenlé a B négyzetével. Ks minthogy az ACD kéron ki-
viil vettik fel a B pontot és a B-bél az ACD kérhoz a két BA, BD
egyenest huztuk, melyeknek egyike metszi, masika pedig éri azt
és az AB-bol, BG-bol alkotott téglalap egyenlé a B négyzetével, a
BD érinti az ACD kort (IIL. 37.). Minthogy a B D érinti, a D érintési
pontbol pedig meghuztuk a DC-t, a BDC sz6g egyenl6 a szemben-
fekvé DAC keriileti szoggel (ITL 32.). Minthogy a BD( sz6g egyenls a
DAC szoggel, adjuk hozzé a kozos CDA-t. Tehat az egész BDA szog
egvenlé a két (DA, DAC szoggel. De a CDA, DAC egyenlé a
kiilsé BCD szoggel (I 32.). fgy tehat a BDA szog egyenlé a BCD
szoggel. De a BDA szig egyenld a (B széggel, minthogy az AD
oldal egyenld az AB-vel (I 5.). Ennélfogva a DBA szog is egyenld
a BCD szoggel. Tehdat a harom BDA, DBA, BCD szig egyenlé
egyméssal. s minthogy a DBC szég egyenlé a BCD szoggel, a
BD oldal is egyenlé a D( oldallal (I. 6.). De BD-t CA-val egyen-
lének vettiik fel. A CA tehat egyenlé a CD-vel. Ennélfogva a CDA
szog is egyenlé a DAC szoggel (L 5.). Igy tehat a CDA, DAC a
DAC kétszerese. A BCD pedig egyenlé a CDA, DAC szogekkel.
A BCD tehat a CAD kétszerese. A BCD pedig egyvenlé a BDA,
DBA mindegyikével. Tehat a BDA, DBA mindegyike a DAB két-
szerese.

Tehat megszerkesztettik az ABD egyenldsziru haromszoget,
melyben a DB alapja mellett fekvé szogek mindegyike kétszerese
a harmadiknak. Bzt kellett elvégezniink.

1.

Adott kdrbe irjunk egyenldoldali és egyenldszogit dtszdget.

Legyen az adott kor ABCDE. Az ABCDE korbe irjunk
egyenléoldalu és egyenlészogli dtazoget.

Szerkesszitk meg az F'GH egyenlészari haromszoget, melyben
a (-nél, H-nal fekv$ szogek mindegyike kétszerese az F-nél fekve-
nek (IV. 10.) és ixjuk az ABCD kdrbe az I'GH haromszdgeel egyenld-
szogli ACD haromszoget (IV. 2.) dgy, hogy az I-nél fekvd sziggel
egyenlé legyen a CAD szdg, a G-nél, H-nal fekvo szigek mind-
egyikével pedig egyenlé az ACD, CDA mindegyike. Iis az ACD,
CDA mindegyike a CAD kétszerese. Felezziik meg az ACD, CDA
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mindegyikét a CE, DB egyenesekkel és htizzuk meg AB-t, BC-t,
DE-t, EA-. :

Minthogy az ACD, A
CDA szogek mindegyike : \\
E

kétszerese a (A D-nek és
megfeleztik 6ket a CE, B
DB egyenesekkel, az ot
DAC, ACE, ECD, CDB,
BDA szdg egyenls egy-
massal. Az egyenlé szogek
pedig egyenlé iveken 4alla-
nak (ITI, 26.). Tehat az 6t
AB, BC, CD, DE, EA iv egyenlé egymsassal. Az egyenld ivek pe-
dig egyenlé egyeneseket fognak at (IIL. 29.). Tehat az 6t AB, BC,
CD, DE, EA egyenes egyenld egymiassal. Az ABCDE otszog tehat
egyenl6oldali. Azt mondom, hogy egyenldszogti is. Minthogy az AB
iv egyenlé a DE ivvel, adjuk hozzd a kozos BCD-t. Az egész ABCD
iv tehdt egyenls az egész EDCB ivvel. Es az ABCD iven all az
AED szog, az EDCB iven pedig a BAE szog. Fs igy a BAE szog
egyenlé az AED szoggel (IIL. 27.). Ugyanebbél az okbol az egyes
ABC, BCD, CDE szogek mindegyike egyenls a BAK, AED szogek
mindegyikével. Az ABCDE o6tszog tehat egyenlészogli. Bebizonyi-
tottuk pedig, hogy egyenléoldali is.

Adott korbe tehat egyenldoldalu és egyenldszogli otszoget
irtunk. Hzt kellett elvégezniink.

1_2‘

Adott kor koré irjunk egyenldodali és egyenldszigii 6tsziget.

Legyen az adott kor ABCDE. Az ABCDE kor koré irjunk
egyenldoldalu és egyenlészigi otsziget.

Tegyiik fel, hogy a beirt 6tszog szogeinek pontjai az A, B, C,
D, E, ugy hogy az AB, BC, CD, DE, KA ivek egyenlék. Huzzuk
meg az A, B, C, D, K pontokban a kort érinté GH-t, HK-t, K1 .-ef,
LM-et, MG-t, vegyiik fel az ABCDE kir kozéppontjat F-ben és hiiz-
zuk meg FB-t, FK-t, FG-t, FlL-et, FD-t.

Minthogy a KL egyenes érinti az ABCDE kért C-ben, az F
kozéppontbdl a ( érintési ponthoz huzott (egyenes) pedig F(, az
I'C meréleges a KL-re (IIL. 18.). A C-nél fekvé szégek mindegyike

8%
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tehat derékszog. Ugyanebbdl az okbol a B, D pontokndl fekvé szo-
gek is derékszogek. Bs minthogy az FCK szog derékszog, az FK
négyzete egyenlé az FC, CK négyzeteivel (I. 47.). Ugyanebbél az
okbol az FB és a BK négyzete is egyenlé az F'K négyzetével. Ennél-
fogva az I'C, (K négyzetei egyenlék az F'B, BK négyzeteivel, ame-
lyek koziil az I'C négyzete egyenlé az I'B négyzetével. Igy tehdt a
maradék CK négyzete egyenld a B négyzetével. A BK tehat egyenld
a (K-val. Is minthogy FB egyenls FC-vel és kozos az FK, a két
BF, FK egyenlé a két CF-fel, F'K-val.
Iis a BK alap egyenlé a CK alappal.
A BFK szog tehdt egyenls a KIFC szog-
gel (I. 8). A BKF pedig a FKC-vel.
A BFC szog tehat a KFC kétszerese, a
BKC pedig az FKC-é6. Ugyanebbdl az
okbol a CFD szog is a CI'L kétszerese,
a DLC pedig az FLC-6. Bs minthogy a
BC iv egyenlé a CD-vel, a BFC szog
K C L egyenld a CFD-vel (IIL 27.). Bs a BFC
szog a KFC kétszerese, a DIC pedig
az LI'C-6. A KI'C tehat egyenlé az LIFC-vel. Az FCK szdg pedig
egyenld az FCIL-lel. A két FKC, FLC héiromszognek tehat két szog-
gel egyenld két szoge van és az egyik oldal egyenld az egyik oldal-
lal, a kozds FC. s igy tehat a mésik két oldal is egyenlé a masik
két oldallal, & harmadik szdg a harmadik széggel (I 26.). A KC
egyenes tehat a CL-lel egyenld, az FKC szog pedig az I'LU-vel.
Fs minthogy a-KC egyenls a CL-lel, a KL a KC kétszerese. Ugyan-
ebbél az okbél bebizonyitjuk, hogy a HK a BK kétszerese. Es a
BK egyenlé a KC-vel. A HK tehat a KL-lel egyenlé. Hasonléképen
bebizonyitjuk, hogy a HG, GM, ML mindegyike egyenlé a HK, KL
mindegyikével. A GHKILM o6tszog tehat egyenldoldali. Azt mon-
dom pedig, hogy egyenlészogii is. Minthogy az FK( szog egyenld
az FLC-vel és bebizonyitottuk, hogy az FKC kétszerese a HKL, az
FLC kétszerese pedig a KLM, a HKL szog egyenlé a KLM szog-
gel. Hasonloképen bebizonyitjuk. hogy a KHG, HGM, GML szigek
mindegyike egyenlé a HIKL, KLM szigek mindegyikével. Az ot
GHK, HKL, KLM, LMG, MGIH szog tehdt egyenlé egymdssal.
A GHKLM otszog tehat egyenlészogii. Bebizonyitottuk pedig, hogy
egyenldoldala is és az ABCDL kor koré iratott.
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(Adott kor kiré tehat egyenléoldalt és egyenlészogt Gtsziget
irtunk). Bzt kellett elvégezniink. 154

13.

- Adott  étszigbe, mely egyenldoldali ¢s egyenldszogi, ir-
Jjunk kart.

Legyen az adott egyenléoldalu
¢s egyenloszogl otszog ABCDE. Az
ABCDE btszogbe irjunk kort.

Felezzitk meg a BCD, CDE sz6-
gek mindegyikét a CI, DI egyenesek-
kel. Bs az I ponthél, melyben a CF,
DF egyenesek egymast metszik, htizzuk
meg az ['B, I'A, FE egyeneseket. Es
minthogy BC egyenl$ CD-vel, kizds pe-
dig a CF, a két BC, CGF egyenls a két
DC-vel, CF-fel. Es a BCI szog egyenlé a DCF szoggel. A BF alap
tehdt egyenlé a DI alappal, a BCJ haromszig is egyenlé a DCI
haromszoggel és a masik két szog iz egyenld a masik ket szoggel,
melyeket az egyenlé oldalok étfognak (I. 4.). A CBF szog tehat
ogyenlé a CDI szoggel. I's minthogy a CDE a CDF kétszerese, a
CDE pedig egyenls az ABC-vel, a CDF meg a CBF-fel, a ((BA a
CBF kétszerese. Az ABF szdg tehat egyenld az FBC-vel. Az ABC
szoget tehat megfelezi a B[ egyenes. Hasonloképen bebizonyitjuk,
hogy a BAE, AED szogek mindegyikét megfelezik az FA, FK egye-
nesek. Huzzuk meg az I’ ponthdl az AB, BC, CD, DE, EA egye-
nesekre meréleges FG-t, FH-t, FK-t, IFL-et, FM-et. Bis minthogy a
HCF szég egyenlé a KCIF-fel, az FHC derékszog pedig egyenld az
FR( derékszoggel,a két FHC, FKC haromszognek két szoggel egyenld
két szoge van és az egyik oldal egyenlé az egyik oldallal, a kozos
FC, melyet az egyenld szogek egyike atfog. fgy tehat a mdsik két
oldal is egyenlé a masik két oldallal (I. 26.). Tehat az I'H merdéle-
ges egyenld az FF'K merélegessel. Hasonléképen bebizonyitjuk, hogy
az egyes I'L, I'M, FG mindegyike egyenlé az ['H, I'K mindegyi-
kével. Tehat az ot FG, FFH, K, FFL, I'M egyenes egyenlé egyméds-
sal. Tehdt az I kozéppont koré irt és a G, H, K, L., M pontokon
atmend kor a tobbi pontokon is atmegy és az AB, BC, (D, DE, EA
egyeneseket érinti, mert a (v, I, K, L, M pontoknél fekvd szigek
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derékszogek. Mert ha nem érinti, hanem metszi Gket, a kor atmé-
réjére, annak végpontjaban szerkesztett merdleges a korén belil
esik. Bebizonyitottuk azonban, hogy ez képtelenség (III. 16.). Igy
tehat az [ kozéppont koré irt és a G, H, K, L, M pontokon atmend
kor nem metszi az AB, BC, CD, DE, FA egyeneseket. Tehdt érinti
6ket. A beirt (kér) a GHKLM.

- Adott otszogbe tehat, mely egyenléoldalti és egyenldszogi,
lkort irtunk. Ezt kellett elvégezniink.

14.

Adott dtszog koré, mely egyenldoldalic és egyenldszigi. ir-
Junk kort.

. Legyen az adott 6tszdg, mely egyenlé-
oldala és egyenldszogti, az ABCDE. Az
ABCDE 6tszog koré irjunk kort.

Felezzilk meg a BCD, CDE szogek
mindegyikét a CF, DF egyenesekkel és az I
ponthél, melyben az egyenesek talalkoznalk,
huzzuk meg a B, A, E pontokhoz az I'B, FA,
I'E egyeneseket. Hasonléképen bebizonyitjuk,
hogy az egyes CBA, BAFE, AED szogeket az
egyes I'B, IFA, FE egyenesek megfelezik. s minthogy a BCD szig
egyenlé a CDI-vel és a BCD fele az [CD, a (CDE fele pedig a
CDF, an FCD egyenl$ az FDC-vel. Ennélfogva az I oldal egyenlé
az I'D oldallal (I. 6.). Hasonléképen bebizonyitjuk, hogy az FB,
FA, I'E mindegyike egyenlé az F(C, FD mindegyikével. Az ot FA,
FB, FC, FD, IFE tehat egyenl$ egymassal. Tehat az I kozéppont
koré és az FA, B, I'C, FD, FE valamelyikével irt kor a tobbi
pontokon is atmegy és koril van irva. A korilirt (kor) az ABCDE.

Adott 6tszog koré tehat, mely egyenléoldalu és egyenlészogi,
kort irtunk. Ezt kellett elvégezniink.

A

15-

Adott korbe irjunk egyenldoldalii és egyenldszigii hatsziget.
Legyen az adott kor ABCDEF. Az ABCDEI kérbe irjunk
egyenléoldali és egyenlészogti hatszoget.
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Huzzuk meg az ABCDEF kor AD at-
mérdjét, vegyiik fel a kor kozéppontjat Gr-ben,
a D kozéppont koré rajuzoljuk meg DG su-
garral az EGCH kort, huzzuk meg KG-t,
(G-t a B, F pontokig és hizzuk meg AB-t,
BGCt, CD-t, DE-t, EF-et, I'A-t. Azt mon-
dom, hogy az ABCDEF az egyenléoldali és
egyenldszogli hatszog.

Minthogy a G pont az ABCDEL kér
kozéppontja, GE egyenls GD-vel. Viszont,
minthogy a D pont a GCH kér kézéppontja,
DE egyenlé DG-vel. Bebizonyitottuk pedig,
hogy GE egyenlé GD-vel. Tehat a GE az IKD-vel is egyenl6. Az
EGD haromszog tehit egyenldoldalu. Ennélfogva a harom FKGD,
GDE, DEG szoge is egyenld egymissal, minthogy az egyenldszdrt
haromszdghen az alapndl fekvd szogek egyenlék egyméssal (I 5.)
Es a héromszog hirom szoge két derékszoggel egyenls (I 32.). Az
KGD sz6g tehit harmadrésze a két derékszognek. Hasonloképen
bebizonyitjuk, hogy a DGC is harmadrésze a két derékszognek. Es
minthogy a CG egyenes az KB egyenesen allva, az EGC, (GB
szogeket két derékszoggel egyenl6vé teszi (I 13.), a harmadik CGB
sz6g is harmadrésze a két derékszognek. Tehat az EGD, DGC, CGB
szogek egyenldk egyméssal. Ennélfogva ezek cstucsszogei, BGA,
AGF, FGE is egyenlék (I. 15.). Tehat a hat EGD, DGC, CGB,
BGA, AGF, FGE szbg egyenlé egymassal. Egyenlé szogek pedig
egyenlé iveken 4llanak (IIL. 26.). Tehat a hat AB, BC, CD, DE,
EF, FA iv egyenld egymassal, Fgyenl§ ivek pedig egyenlé egyene-
seket fognak at (ITL 29.). Tehat a hat egyenes egyenlé egymissal.
Az ABCDEF hatszog tehit egyenléoldali. Azt mondom, hogy
egyenlészogl is. Minthogy az /A iv egyenlé az KD ivvel, adjuk
hozza a kozos ABCD ivet. Az egész FABCD iv tehat egyenld az
egésn KDCBA ivvel. Es az FABCD iven éll az FED szbg, az
EDCBA iven pedig az AFE pzog. Tehat az AFE szog egyenlé a
DEF szdggel (III. 27.). Hasonléképen bebizonyitjuk, hogy az
ABCDEF hatszig tobbi szoge is egyenkint egyenlé az AFE, FED
szogek mindegyikével. Az ABCDEF hatszog tehat egyenloszogi.
Bebizonyitottuk pedig, hogy egyenléoldalu is. Iis az ABCDEF kérbe
van irva.
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Adott korbe tehat egyenléoldalti és egyenldszogli hatszoget

irtunk. Bzt kellott elvégezniink.
Porizma (kovetkezmény).

Ebbél kitiinik, hogy a hatszdg oldala egyenld a kor sugaraval.

Ha pedig, hasonlé moédon, mint az Otszognél, a kor osztési
pontjaiban a koért érinté egyeneseket meghuzzuk, a kor koré irunk
egyenlgoldalta és egyenlészogt hatszioget, mint ahogyan az Otsztg-
nél megmagyaraztuk (IV. 12.) Bs hasonléképen, mint ahogyan az
otszognél megmagyarsztuk (IV. 13. 14.), irunk adott hatszégbe és
(adott hatszog) koré kort. Ezt kellett elvégezniink.

16.

Adott korbe trjunk egyenldoldali és eqyenldszégi tizendt-
szdget.
Legyen az adott kor ABCD. Az
A ABCD Xkorbe irjunk egyenlGoldali és
egyenldszogll tizenotszoget.
frjuk az ABCD kérbe a beléje irt

B egyenléoldali haromszignek AC olda-
lat, az egyenldoldalu otszdgnek pedig
E AB oldalat. Ha tehat az ABCD kort

tizendt egyenld részre osztjuk, az ABC

£ D iy, mely a kor harmadrésze, koziilik

S~ = ottel, az AB iv pedig, mely a kér 6tod-

része, kozililk harommal egyenld. A BC

maradékiv tehat kettével egyenls. Felezziik meg a BCG-t FE-ben

(IIL. 30.). A BE, EC mindegyike tehat tizenotodrésze az ABCD
kornek.

Ha tehdat a meghuzott BE, EC egyenesekkel egyenlé szom-
szédos egyeneseket az ABCD korbe illesztjik (IV. 1.), a beléje irt
tizenotszog egyenlgoldalu és, egyenlészigu. Hzt kellett elvégezniink.

Ha pedig, hasonlé mdédon, mint az otszégnél (IV. 12.), a kor
osztasi pontjaiban a kort érinté egyeneseket meghuzzuk, a kor koré
frunk egyenléoldalti és egyenldszogil tizendtszoget. Iis hasonloke-
pen, mint ahogyan az oOtszognél megtettik (IV. 13. 14.), irunk
adott tizenotszogbe és (adott tizenotszog) koré kort. Bzt kellett el-
végezniink,




V. KONYYV.

Definicick.

1. Rész a nagyobb mennyiségnek kisebb mennyisége, ha a na-
gyobbat méri.

Rész ift az osztét jelenti, vagyis azt a szdmot, mely egy masik szim-
ban egész szdm szerint foglaltatik.

II. Tébbszdrdse pedig a magyobbik a kisebbiknek, ha a ki-
sebbik azt méri.

IIL. Ardny két egynemti mennyiségnek mekkorasdga tekinte-
tében valo viszonya. :

IV. Azt mondjuk, hogy mennyiségek egymassal ardnybon
vannak, ha megszorozva egyik a mésikat meghaladhatja.

V. Azt mondjuk, hogy mennyiségek ugyanabban az ardny-
ban vannak, az elsé a masodikhoz és a harmadik a negyedikhesz,
ha az elsének és a harmadiknak egyenls tébbszorosel a méasodiknak
és a negyediknek egyenld t6bbszoroseit, barmely tobbszorosck sze-
rint kilon-kiilén, vagy egyszerre meghaladjak vagy egyszerre egyen-
16k azokkal vagy egyszerre kisebbek azoknal a felvett sorrendben.

Az V. definicid értelmezése mai jeloléstinkkel ez: ha a:b = c:d, akkor
ma%nb és egyidejiileg mc%ﬂd.

VI. Azokat a mennyiségeket, amelyek ugyanabban az ardny-
ban vannak, ardnyosaknak nevezzik.

VIL. Ha pedig az egyenlé tobbszérosok koziil az elsének tobb-
szorose meghaladja a méasodiknak tobbszorosét, a harmadiknak
tobbszorose azonban nem haladja meg a negyediknek tobbszirosét,
azt mondjuk, hogy az els6 a mésodikhoz nagyobb ardnyban van,
mint & harmadik a negyedikhez. ]

VIII. Ardnyossdg legkevesebb hdarom tag kizott van.

IX. Ha hédrom mennyiség ardnyos, azt mondjuk, az elsének
a harmadikhoz valé aranya négyzete a masodikhoz valénak. '
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Ha a:b=b:e, akkor a:c= a?: b2
_ X. Ha pedig négy mennyiség aranyos, azt mondjuk, az elso-
nek a negyedikhez valo ardnya /kdbe a masodikhoz valénak és igy
hasonléképen tovdbb, amint az ardnyossdg kijeldli.

Ha a:b=b:¢ =c¢:d, akkor a:d =aB:8% s i, f.

XL Megfeleld mennyiségelinek mondjuk az elétagokat az elo-
tagokhoz, a utétagokat pedig az utotagokhoz.

XII. Feleserélt ardny az, amikor az elbtagot az elGtaghoz
vessziik és az utotagot az utotaghoz.

XIII. Megforditott ardny az, amikor az utdétagot az eldtag
helyébe tessziik és az eldtagot az utétag helyébe.

XIV. Az ardny Gsszetétele az, amikor az elétagot meg az uto-
tagot vessziik magdhoz az utétaghoz.

XV. Az ardny szétbontdse az, amikor a tobbletet vesszik,
melylyel az eltag az utotagot meghaladja, magihoz az utétaghoz.

XVL Az ardny eltoldsa az, amikor az elGtagot vessziik a tobb-
lethez, mellyel az elétag az utdtagot meghaladja.

XVIL Egyenldé ardny van tébb adott mennyiség és ezekkel
szamra nézve egyenld mas t6bb mennyiség kozott, ugy hogy kette-
sével osszekapcesolva, ngyanabban az ardnyban vannak, amikor is
az elébbi mennyiségeknek elseje gy arinylik azok utolséjahoz,
miként az utébbi mennyiségeknek elseje ezek utolsojahoz. Maské-
pen: amikor a kiils6é tagokat vessziik a belsék kihagydsdval.

Ha o b =aiiiby—r Li= d. . Dl Wakltor d s i=1h = b, .

XVIIL Zavart pedig az arényossdg, ha hdrom adott mennyi-
ség és ezekkel szdmra nézve egyenld mas mennyiség kozott az
el6bbi mennyiségeknek elétagja tigy ardnylik azok utétagjahoz, mi-
ként az utobbi mennyiségeknek eldtagja ezek utotagjdhoz, de az
elébbi mennyiségeknek utotagja tgy ardnylik azoknak egy madsika-
hoz, miként az utobbiaknak egy mdsika ezek eldtagjahoz.

Ha az a,, a,, ag, by, by, b; mennyiségek Lozott ezek az Osszefliggések
dllamals o g, =D, by 68 . i 0 =Dt by

1.

Ha bdrhdny mennyiséq velitk szdmra nézve eqyenld (bdrhdny)
mennyiségnek kilon-kilon egyenld (dbbszérdse, ahdnyszorosa az
eqyik mennyiség az eqyiknek, annyiszorosa az 6sszes az sszesnek.

B T T
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Legyen a barhdny AB, (D meny- G /25800
nyiség a veliik szdmra nézve egyenls =~ A——+—8 _C__i_'—_ﬂ
(bdrhdny) e, [ mennyiségnek kiilon- — [r—
kilén egyenl tobbszérise. Azt mon-
dom, hogy ahanyszorosa AB az e-nek, annyiszorosa az AB, CD az
e, [-nek.

Minthogy egyenlé tobbszordse az AB az e-nek és a (D az
f-nek, az AB mennyiséghen annyi egyenlé ¢ van, mint a (iD-ben
egyenlé f. Osszuk fel az AB-t az ¢ mennyiséggel egyenldé AG-re,
(+B-re, a CD-t pedig az f-fel egyenls CH-ra, HD-re. Igy az AG,
GB széma egyenlé a CH, HD szaméval. Es minthogy AG egyenld
e-vel, CH pedig [-fel, AG egyenls e-vel és Ay, CH annyi, mint
e, [- Ugyanebb6l az okbol GB egyenld e-vel és GB, HD annyi,
mint e, /. Tehdt ahdany egyenlé e van az AB-ben, annyi egyenlé
e. fvan az AB, CD-ben. Tehat ahdnyszorosa AB az e-nek, annyi-
szorosa AB, CD is az e, f-nek.

Ha tehdt barhany mennyiség veliilk szdmra nézve egyenlc
(barhany) mennyiségnek kiilon-kiilon egyenlé tobbszérose, ahdny-
szorosa az egyik mennyiség az egyiknek, annyiszorosa az 0sszes az
osszesnek. Bzt kellett bebizonyitanunk.

2.

Ha az elsé (mennyiség) a wmdsodiknak egyenld tobbszirdse
és a harmadik a negyediknek, az dtodik pediq a mdsodiknak
eqyenld tobbszérdse és a hatodil: a negyediknek, az elsé meg az
atadik osszege is a mdsodiknalk eqyenld lGbbszdrdse és a harma-

dik meg a halodik (0sszege) a negyediknek.
Mert legyen az elsé AP a maso-

dik ¢-nek egyenlé tobbszirose és a B

harmadik DE a negyedik fnek ¢g A—F+—+—+—+—GC

legyen az 6todik BG amasodik ¢-nek 7 o
egyenlé t6bbszorose és a hatodik FH ) —t—t—t— H

a negyedik f-nek. Azt mondom, hogy  f—o
az els6 meg az 6todik osszege AG a
mésodik ¢-nek egyenlé tobbszorose és a harmadik meg a hatodik
(6sszege) DH a megyedik f-nek.

Minthogy egyenlé toéhhszorose az AB a c¢-nek és a DE az
f-nek, az AB-ben annyi egyenld ¢ van, mint a DFE-ben egyenl§ f.
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Ugyanebbél az okbol a Blr-ben annyi egyenld ¢ van, mint az EH-
ban egyenl6 f. Tehdt az egész AG-ben annyi egyenldé ¢ van, mint
az egész DH-ban egyenlé f. Ahdnyszorosa tehdt az AG a c-nek,
annyiszorosa a DH az f-nek. Ts igy tehdt az elsé meg az 6todik osz-
szege AG a misodik c-nek egyenld t6bbszdrose és a harmadik meg
a hatodik (6sszege) DH a negyedik f-nek.

Ha tehat az elsé a méasodiknak egyenld tébbszorose és a har-
madik a negyediknek, az 6tédik pedig a masodiknak egyenlé tobb-
szorose és a hatodik a negyediknek, az elsé meg az 6todik Gsszege
ig a masodiknak egyenlé tobbszordse és a harmadik meg a hatodik
(0sszege) a negyediknek. Ezt kellett bebizonyitanunk.

3.

Ha az elsd (mennyiség) a mdsodiknak egyenld tobbszorise
és a harmadik a negyediknel: és felvessziik az elsd és a harmadik
egyenld tobbszordseit, a felvelt tobbszirdsol Lilon-killon eqgyenlé
tobbszordsei a mdsodiknak és «a negyediknel:. ‘

Mert legyen az elsdé « a mésodik

Gt b-nek egyenld tobbszérose és a harma-
b= dik ¢ a negyedik d-nek és vegyiik fel az
. K o @ ¢ egyenld tobbszoroseit EF-et, GH-t.

Azt mondom, hogy az KI a b-nek és a

: GH a d-nek egyenl$ t6bbszorose.
gt I Minthogy egyenlé tébhszorose az

et e EF az a-nak és a GH a c-nek, az KF-

ben annyl egyenlé a van, mint a GH-
ban egyenld ¢. Osszuk fel az El-et az @ mennyiséggel egyenls K K-ra,
KF-re, a GH-t pedig a c-vel egyenlé G L-re, LH-ra. Igy az EK, KF
széma egyenld a G, L.H szamival. Is minthogy egyenld t6bbszé-
r68e az @ a b-nek és a ¢ a d-nek, KK pedig egyenld az a-val és (GL
a c-vel, az EK egyenlé tobbszorose a b-nek és a (GL a d-nek. Ugyan-
ebbél az okbol egyenld tobbszorése a KF a b-nek és az LH a d-nek.
Minthogy az elsé KK a masodik b-nek egyenlé tobbszordse és a
harmadik (L a negyedik d-nek, az &todik KF' pedig a mdsodik
b-nek egyenld tobbszorose és a hatodik LH a negyedik d-nek, az
elgd meg az ot6dik sszege LF a masodik b-nek egyenld t0bbszo-
rose és a harmadik meg a hatodik (9sszege) GGH a negyedik d-nek
(V& 22,
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Ha tehat az elsé a masodiknak egyenlé tébbszordse és a har-
madik a negyediknek és felvessziik az elsd és a harmadik egyenlé
tobbszoroseit, a felvett tobbszorosck kilon-kilon egyenlé tobbszo-
rosei a mésodiknak és a negyediknek. Kzt kellett bebizonyitanunk.

4.

Ha az elsd (mennyiséq) a mdsodikkal ugyanabban az ardny-
ban van, mint a harmadik o negyedikkel, az elsdnek és a harma-
diknak eqyenlo lobbszirdsei is a mdsodiknak és a negyediknek
eqyenlo tobbszirdseivel bdarmely tobbszorosok szerint ugyanabban
az ardnyban vannak a felvett sorrendben.

Mert legyen az elsé a a
magodik b-hez ugyanabban az

A ————

ardnyban, mint a harmadik ¢

a negyedik d-hez és vegyiik fel 2 i
az a, ¢ egyenld e, [ tobbszors- i
geit, & b-nek, d-nek pedig mds, i )
tetszbleges egyenlé ¢, h tobb- m ! 1
szoroseit. Azt mondom, hogy ¢—
az e ugy aranylik a g-hez, mint d—
az [ a h-hoz. ligrt——
Most vegyiik fel az e, [ et
egyenlé k, | tobbszoroseit, a ?i . g

g-nek, h-nak pedig mis, tetsz6-
leges egyenld m,n tobbszoroseit.

Minthogy egyenlé toébbszorose az e az a-nak, az [ pedig a
c-nek és az e, f felvett egyenlé tobbszordsei k, I, a k egyenld tobb-
szorose az a-nak és az la c-nek (V. 3.). Ugyanebbdl az okbdl egyenld
tobbszorose az m a b-nek és az n a d-nek. Es minthogy az @ gy
ardnylik a b-hez, mint a ¢ a d-hez és az «a, ¢ felvett egyenld tobb-
szorosei k, [, b-nek, d-nek pedig maés, tetszéleges tobbszordsei m,
1, az | meghaladja az n-et, ha a & meghaladja az m-et, egyenld,
ha az egyenlé és kisebb, ha az kisebb (V. V. def.). Es k, | az e, f
egyenlé t6bbszorosei, m, n pedig a g, h mas, tetszoleges egyenlé
tobbszorosei. Az e tehat ugy aranylik a g¢-hez, mint az f a h-hoz.

Ha tehdt az elsé a masodikkal ugyanabban az aranyban van,
mint a harmadik a negyedikkel, az els6nek és a harmadiknak egyenld
tobbszorosei is a masodiknak és a negyediknek egyenlé tOobbszors-
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seivel ugyanabban az ardnyban vannak barmely tobbszorosok sze-
rint a felvett sorrendben. Ezt kellett bebizonyitanunk.

5.

Ha eqy mennyiséy egy (mdsik) mennyiségnel ugyanannyi-
szoros tobbszordse, mint (az elsd) része a (mdsik) részenek, a ma-
radél: is a maradéknak ugyanannyiszoros tobbszordse, ahdnyszo-

T0SQ az eqesz az eqésznelk.

E Mert legyen az AB mennyiség a
A t } et B 9 e :
SR R D mennylseg:rnek ugylﬂ:nmfmymzoros‘
o A tébbszérése, mint az AE rész a CF

résznek. Azt mondom, hogy az EB ma-
radék is az /ID maradéknak ugyanannyiszoros tébbszirose, ahany-
szorosa az egész AB az egész CD-nek.

Mert ahanyszorosa az AE a ClF-nek, annyiszorosa legyen az
EB is a ((G-nek.

Es minthogy egyenl§ tobbszorose az AE a GF-nek és az EB
a (C-nek, egyenld tobbszorise az AE a CF-nek és az AB a GI*-
nek (V. 1.). Tegyiik egyenld tobhszorosévé az AE-t a ClF-nek és az
AB-t a CD-nek. gy tehat egyenld tobhszérsse az AB a GF, CD
mindegyikének. GF tehat egyenlsé (CD-vel. Vonjuk le a kozos CF-et.
A GC maradék tehat egyenlé az FD maradékkal. BEs minthogy
egyenlé tobbszorose az AFE a CF-nek és az EB a GC-nek, GC pe-
dig egyenlé DF-fel, egyenlé tobbszorose az AE a Cl-nek és az EB
az FD-nek. Feltessziik pedig, hogy egyenld tobbszérose az AE a
CF-nek és az AB a (CD-nek. Egyenld tobbszorose tehat az EB az
FD-nek és az AB a ((D-nek. Es igy az EB maradék is az FD ma-
radék ugyanannyiszoros tobbszdrése, ahanyszorosa az egész AB az
egész Cl-nek.

Ha tehét egy mennyiség egy mennyiségnek ugyanannyiszoros
t6bbszorose, mint a része a részének, a maradék is a maradéknak
ugyanannyiszoros tobbszérose, ahdnyszorosa az egész az egesznek
Bzt kellett bebizonyitanunk. :

6.
Ha két mennyiség két mennyiségnek eqyenld tibbszirdse és

részeil is ugyanazoknak egyenld tobbszardsei, maradékailk is ugyan:
azoknak egyenld tobbszordsei.




Mert legyen a két AB, CD mennyiség a két
e, f mennyiség egyenld tébbsziorose és azoknak A(r, G
CH részeik is legyenek az e, [ egyenlé t6bbszo- o L

roseil. Azt mondom, hogy a GB, HD maradékok P“T 7
is az e, [ egyenld tobbszirosei. il )
Mert legyen elészor a G5 egyenlé az e-vel. f—

Azt mondom, hogy a HD az f-fel egyenlé.

Tegyiik az f-fel egyenlévé a ((K-t. Minthogy egyenld t6bbszo-
rose az AG az e-nek és a CH az f-nek, GB pedig egyenlé az e-vel
és KC az f-fel, egyenlé tobbszorose az AB az e-nck és a KH az
f-nek (V. 2.). Feltessziik pedig, hogy egyenlé tobbszordse az AB az
¢-nek és a CD az f-nek. Egyenldé tobbszordse tehat a KH az f-nek
és a CD az f-nek. Fis minthogy a KH, CD mindegyike az [ egyenls
tobbszorose, a KH egyenld a GD-vel. Vonjuk ki a kozos CH-t. A KC
maradék tehat egyenlé a HD maradékkal. De az f egyenlé a K(-vel.
Igy tehat a HD is egyenld az f-fel. Ha tehat a GB egyenlé az e-vel,
a HD egyenlé az f-fel.

Hasonloképen bebizonyitjuk, hogy, ha tobbszérdse a GB az
e-nek, nugyanannyiszorosa a HD az f-nek.

Ha tehat két mennyiség két mennyiségnek egyenlé t6bbszo-
rose és részeik is ugyanazoknak egyenlé tobbszorisei, maradékaik
is ugyanazoknak egyenld t6bbszirisel. Ezt kellett elvégezniink.

%

- Egyenlol wgyanazzal (a mdsikkal) wgyanabban oz ardny-
ban vannak és ugyanaz (a mdsik) az egyenloklel.

Legyenek az egyenlé mennyi-
ségek @, b, a masik, tetszéleges meny- %
nyiség e¢. Azt mondom, hogy az a, b
mindegyike a ¢-vel ugyanabban az
ardnyban van és a ¢ az a, b mindegyikével.

Mert vegyiik fel az @, b egyenld tobbszordseit, d-f, e-t, a c-nek
pedig mas, tetszoleges tobbszordsét, [-et.

Minthogy egyenlé tobbszorése a d az a-nak és az e a b-nek,
@ pedig egyenld b-vel, a d egyenld az e-vel. Mas, tetszéleges pedig
az [. Ha tehdt a d meghaladja az f-et, azeis meghaladja az f-et, ha
az egyenld vele, ez is egyenld vele és ha az kisebb ndla, ez is kisebb
nala. Ks a d, ¢ az a, b egyenls tobbszorose, az [ pedig a c-nek mas,

d
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tetsz6leges tobbszordse. Az a tehat ugy ardnylik a c-hez, mint
a b a c-hez.

Azt mondom, hogy a ¢ is az a, b mindegyikével ugyanabban
az aranyban van.

Mert ugyanezeket Gsszehasonlitva, hasonloképen bebizonyit-
juk, hogy a d egyenld az e¢-vel. Az f pedig més. Ha tehat az [ meg-
haladja a d-t, meghaladja az e-t is, ha egyenld azzal, egyenld ezzel .
18 ¢s ha kisebb annal, kisebb ennél is. Es az f a ¢ tébbszordse, a d,
e pedig az a, b més, tetszéleges egyenlé tébbszérose. Tehat a ¢ ugy
aranylik az a-hoz, mint a ¢ a b-hez.

Egyenl6k tehdt ugyanazzal ugyanabban az aranyban vannak
és ugyanaz az egyenlékkel.

Porizma. (kévetkezmény).

Ebbél kittinik, hogy ha mennyiségek ardnyosak, megfordltott&u

is aranyosak. — Kzt kellett behizonyitanunk,

8.

Nem egyenld mennyiséyelk kozil a nagyobbik wgyanazzal no-
qyobb ardnyban van, mint o kisebbil: és wgyanaz a Fisebbikkel
nagyobb ardnyban van, mint a nagyobbikkal.

Legyenek a nem egyenlé mennyi-
ségek AB, ¢ és legyen a nagyobbik az
AB, a masik tetszdleges pedig a d. Azt
}c : :G : b mondom, hogy az AB a d-vel nagyobb

aranyban van, mint a ¢ a d-vel és a d

A—Ib—B

T AR

el a c-vel nagyobb ardnyban van, mint
Jra az AB-vel.

P s o Minthogy nagyobb az AB a ¢-nél, -
N ———i— tegyiik egyenlévé c-vel BE-t. Igy az AE,

EB kisebbikének tobbszérose valamikor
a d-nél nagyobb lesz (V. IV. def.). Legyen elészor az AFK kisebb az
EB-nél ; szorozzuk meg az AFE-t és legyen ennek F'G tohbszorise
nagyobb a d-nél és ahanyszorosa az F'G az AK-nek, annyiszorosa
legyen a GH az IlB-nek, a I’ pedig a c-nek. Vegyiik fel a d kétsze-
resének az l-et, haromszorosdnak pedig az m-et s igy tovabb, min-
dig egygyel emelkedve a d tobbszordsei az elséig, mely nagyobb a
k-nal. Vegyiik ezt fel és legyen n a d négyszerese, az elsé, mely
nagyobb a k-nil. /
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Minthogy a k az elsé »-nél kisebb, a k az m-nél nem kisebh.
s minthogy egyenlé tobbszorose az FG az AE-nek és a GH az
EB-nek, egyenlé tobbszérose az F'G az AE-nek és az FH az AB-
nek (V. 1.). Egyenlé tobbszorose pedig az ['G az AFE-nek és a k a
c-nek. Egyenl$ tobbszorose tehat az FH azn AB-nek és a k a ¢-nek.
Az FH, I tehat az AB, ¢ egyenls tobbszordsei. Viszont, minthogy
egyenld tobbszorose a GH az EB-nek és a k a c-nek, az EB pedig
egyenl6 a c-vel, a GH egyenlé a k-val. A [ pedig az m-nél nem
kisebb. Igy tehat a GrH sem kisebb az m-nél. Az F(r pedig nagyobb
a d-nél. Tehat az egész I'H nagyobb a d, m Gsszegénél. De a d, m
vsszege az n-nel egyenl$, minthogy az m a d hiromszorosa, az m
és d Osszege pedig a d négyszerese, az 7 pedig szintén a d négy-
szerese. Az m, d Osszege tehat egyenld az n-nel. De az I'H nagyobb,
mint az m, d. Az FH tehit az n-et meghaladja. A k pedig az n-et
nem haladja meg. Bs az IFH, k az AB, ¢ egyenl$ tobbszorosei, az n
pedig a d-nek méds, tetszbleges tobbszorose. Az AB tehat a d-vel
nagyobb aranyban van, mint a ¢ a d-vel.

Azt mondom, hogy a d a ¢-vel nagyobb ardnyban van, mint
a d az AB-vel.

Mert ugyanezeket Osszehasonlitva hasonléképen bebizonyit-
juk, hogy az n a k-t meghaladja, az n az I'H-t pedig meg nem ha-
ladja. Bs az n a d tobbszorose, az FH, k pedig az AB, ¢ més,
tetsz6leges egvenldé tdbbszordse. A d tehdt a e-vel nagyobb ardny-
ban van, mint a d az AB-vel. '

Legyen az AFE azonban az E
EB-nél nagyobb. Igy a kisebbik 4 e
EB tobbszorose valamikor a d-nél ;. , S I
nagyobb lesz (V.IV. def.). Szoroz- .
zuk meg és legyen a (rH tobbszé-

‘rose az KB-nek és nagyobb a d- = jo————

nél. Es a hanyszorosa aGH az EB- I
nek, annyiszorosa legyen az FG 5 t
az AE-nek, a k pedig a c-nek.

Hasonloképen bebizonyitjuk, hogy az I'Il, k az AB, ¢ egyenld tobb-
szorosei. s hasonléképen vegyiik fel n-net, a d tébbszorosét mint
az els6t, mely nagyobb az IFG-nél. Ennélfogva viszont az F(r az
m-nél nem kisebb. Nagyobb pedig' a GH a d-nél. Tehat az egész
FH a d-t, m-et, vagyis az n-et, meghaladja. A k pedig az n-et meg
nem haladja, minthogy /G nagyobb a GH-nil vagyis a k az n-et

Euklides : Elemek. 9
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meg nem haladja. Es hasonlé médon, mint elébb, fejezziik be a
bizonyitast.

‘Nem egyenld mennyiségek koziil tehat a nagyobbik ugyan-
azzal nagyobb ardnyban van, mint a kisebbik. Ks ugyanaz a kiseb-
bikkel nagyobb ardnyban van, mint a nagyobbikkal. Ezt kellett be-
bizonyitanunk. :

9‘

Amik wgyanazzal ugyanabban az ardnyban vannak, eqyen-
16k eqymdssal. Es amikkel ugyanaz wgyanabban az ardnyban
van, azok egyenldl.

Mert legyen az a, b mindegyike a c-vel ugyanabban az arany-

ban. Azt mondom, hogy az a egyenlé
w b a b-vel.
e Mert ha nem az, az a, b mind-
i egyike ¢-vel nem lehet ugyanabban
az ardnyban (V. 8.). Pedig abban van. Az a tehdt egyenldé a b-vel.

Legyen viszont a ¢ az a, b mindegyikével ngyanabban az
aranyban. Azt mondom, hogy az a egyenlé a b-vel.

Mert ha nem, a ¢ az a. b mindegyikével nem lehet ugyan-
abban az aranyban (V. 8.). Pedig abban van. Az a tehat egyenld
a b-vel.

Amik fehat ugyanazzal ugyanabban az aranyban vannak,
egyenlék egymassal. Iis amikkel ugyanaz ugyanabban az aranyban
van, azok egyenlék. Ezt kellett bebizonyitanunk.

1( }.

Azok kézil, amelyek ugyanazzal ardnyban vannak. az, ame-
lyik nagyobb ardnyban van, nagyobb. Amelyikkel pedig ugyanaz
nagyobb ardnyban van, az kisebl.

Mert legyen az @ a c-hez nagyobb aranyban, mint a b a c-hez.

Azt mondom, hogy nagyobb az «

a b a b-nél
¢ Mert ha nem az, vagy egyenld
az a a b-vel vagy kisebb néla. De
az @ nem egyenls a b-vel. Mert az «, b mindegyike a c-vel ugyan-
abban az ardnyban lenne (V. 7.). Pedig nines abban. Tehat az a
nem egyenlé a b-vel. De az o kisebb sem a b-nél. Mert az a a c-vel
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kisebb aranyban lenne, mint a b a c-vel (V. 8.). Pedig nincs abban.
Tehdt az a nem kisebb a b-nél. Beblzonyltottuk pedig, hogy egyenlb
sem vele. Nagyobb tehdt az a a b-nél.

Legyen viszont a ¢ a b-vel nagyobb a-ré-nyban, mint a ¢ az
a-val. Azt mondom, hogy kigebb a b az a-nal.

Mert ha nem az, vagy egyenld vele vagy nagyobb ndla. De az
« nem egyenld a b-vel. Mert a ¢ az a, b mindegyikével ugyanabban
az ardnyban lenne (V. 7.). Pedig nines abban. Tehat az a nem egyenld
a b-vel. De a b nagyobb sem az a-nal. Mert a ¢ a b-vel kisebb
ardnyban lenne, mint az a-val (V. 8.). Pedig nines abban. Tehat a
b nem nagyobb az a-nal. Bebizonyitottuk pedig, hogy egyenlé sem
vele. Kisebb tehat a b az a-ndl.

Tehdt azok kozil, amelyek ugyanazzal aranyban vannak, az,
amelyik nagyobb arinyban van, nagyobb. Es amelyikkel ugyanaz
nagyobb ardnyban van, az kisebb. Ezt kellett bebizonyitanunk. &,

11.

Amil: ugyanabban az erdnyban vannak ugyanazoklkal, egy-
mdssal is ugyanabban (az ardnyban) vannak.

Mert legyen az « a b-hez, mint a ¢ a d-hez, a ¢ pedig a d-hez,
mint az e az [-hez. Aut

mondom, hogy az a ugy o« e e

van a b-hez, mint az eaz b d it

f-hez. g t h t kit
1 — R e

Mert vegyiik fel az
a, ¢, e egyenld tobbszoro-
seit, g-t, h-t, k-, a b-nek, d-nek, f-nek pedig mds, tetszbleges egyenld
tobbszoroseit, I-et, m-et, n-et.

Hs minthogy az @ ugy van a b-hez, mint a ¢ a d-hez és az
@, ¢ felvett egyenldé tobbszorosei ¢, h, a b, d mas, tetszéleges tobb-
szorosel pedig I, m, a h meghaladja az m-et, ha a g meghaladja az
l-et, egyenld vele, ha ez egyenld ezzel és kisebb ndla, ha ez kisebb
ennél (V. V. def.). Viszont, minthogy a ¢ ugy van a d-hez, mint az
e az f-hez és a ¢, e felvett egyenlé tobbszorosei h, k, a d, f mas,
tetsz6leges tobbszérosei pedig m, n, a k meghaladja az n-et, ha a
h meghaladja az m-et, egyenlé vele, ha ez egyenld ezzel és kisebh
nala, ha ez kisebb ennél. De ha a h meghaladja az m-et, a g is
meghaladja az [-et, egyenld vele, ha ez egyenl ezzél és kisebb nala,

g*
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ha ez kisebb ennél. Ennélfogva, ha a h meghaladja az l-et, a k is
meghaladja az n-ef, egyenlé vele, ha ez egyenld ezzel és kisebb
nala, ha ez kisebb ennél. Hs g, k az a, e, egyenld tébbszorosei, [,
n pedig a b, f mas, tetszdleges egyenlé tobbszordsei. Az a tehdt
ugy van a b-hez, mint az e az f-hez.

Amik tehdt ugyanabban az aranyban vannak ugyanazokkal,
egymassal is ugyanabban (az ardnyban) vannak. Hzt kellett bebizo-
nyitanunk.

12,

Ha bdrhdny mennyiség ardnyos, akkor, miképen az elétagok
egyike az utdtagok eqyikéhez, igy vannak az dsszes eldtagok az
dsszes utdtagokhoz.

Legyen a barhiny ardnyos mennyiség «, b, ¢, d, e, [, ugy hogy

az ¢ ugy ardnylik a

% . i b-hez, mint a ¢a d-hez
3 ¢ ; ! és az ¢ az [-hez. Azt
e & mondom, hogy miké-
E . pen az @ a b-hez, ugy

van a,c,e a b,d, f-hez.

Mert vegyiik fel az a, ¢, e egyenld tobbszoroseit g-t, h-t, k-t,
a b-nek, d-nek, f-nek pedig mas, tetsz6leges egyenld tobbszirdseit,
l-et, m-et, n-et.

Hs minthogy az a ugy aranylik a b-hez, mint a ¢ a d-hez és
az e az f-hez és az a, ¢, e felvett egyenl6 tobbszorisei a g, h, k, a
b, d, [ mas, tetszbleges egyenld tobbszordsei pedig az I, m, n, a h
meghaladja az m-et és a k az n-et, ha a g meghaladja az [-et,
egyenlé vele, ha ez egyenld ezzel és kisebb nala, ha ez kisebb ennél
(V. V. def.). Ennélfogva, ha a g meghaladja az [-et, a g, h, k meg-
haladja az I, m, n-et, egyenld vele, ha az egyenld azzal és kisebb
ndla, ha az kisebb annil. Fs a g meg a ¢, h, k az a-nak meg az
a, ¢, e-nek egyenld t6bbszorosei, ennélfogva ha barhiny mennyiség
veltik szdmra nézve egyenlé bdarhany mennyiségnek kiilon-kiilon
egyenlé tobbszorose, ahdnyszorosa az egyik mennyiség az egyiknek,
annyiszorosa az Osszes az oOsszesnek (V. 1.). Ugyanebbdl az okhol
az | meg az I, m, n a b-nek meg a b, d, f-nek egyenld tobbszérise.
Tehat az a ugy ardnylik a b-hez, mint az a, ¢, e a b, d, [-hez.

Ha tehat barhany mennyiség ardanyos, akkor, miképen az elé-
tagok egyike az utétagok egyikéhez, ugy vannak az dsszes el6tagok
az Osszes utétagokhoz. Ezt kellett bebizonyitanunk.
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13.

Ha az elsé a mdsodikkal ugyanabban az ardnyban van s
a harmadil a negyedilkkel, a harmadik pedig a negyedikkel na-
gyobb ardnyban van, mint az 6todik a hatodikkal, az elsé a md-
sodikkal is nagyobb ardnyban van, wmint az otodik a hatodikkal.

Mert legyen az elsd @ a masodik b-vel ugyanabban az ardny-
ban és a harmadik ¢ a negyedik d-vel, a harmadik ¢ pedig legyen
a negyedik d-vel nagyobb ardnyban, mint az 6todik e a hatodik
f-fel. Azt mondom, hogy az els6 a a masodik b-vel is nagyobb
aranyban van, mint az 6t6dik e a hatodik f-fel.

o c e n t q t
b d f (5= e k —t
h }
0 + +

Minthogy vannak a c¢-nek, e-nek egyenl tobbszorosei, a d-nek,
f-nek pedig mas, tetszéleges egyenl tobbszorosei és a ¢ tobbszo-
rose a d t0bbszérosét meghaladja, az e tobbszorose pedig az [ t6bb-
szorosét meg nem haladja, vegyiik fel ezeket és legyenek a ¢, e
egyenld tobbszorései g, h a d, [ méas, tetszéleges tobbszorosei pedig
k, I, tgy, hogy a ¢ a k-t meghaladja, a h pedig az l-et meg nem
haladja. Hs ahanyszorosa a ¢ a c-nek, annyiszorosa legyen az m az
a-nak, ahanyszorosa pedig a k a d-nek, annyiszorosa legyen az n
a b-nek.

B minthogy az a ugy aranylik a b-hez, mint a ¢ a d-hez és
az a, ¢ felvett egyenlS tgbbszordsel m, ¢, a b, d mas, tetszéleges
egyenlé tobbszorosei pedig %, k, az m meghaladja az n-et, ha a g
meghaladja a k-t, egyenlé vele, ha ez egyenl§ ezzel és kisebb nala,
ha ez kisebb ennél (V. V. def.). A ¢ pedig meghaladja a k-t. Az m
tehdt meghaladja az n-et. A /i pedig nem haladja meg az l-et. Ks
az m, h az a, e egyenlé tobbszorosei, az n, | pedig a b, [ mas, tet-
srbleges egyenlé tobbszordsei. Az a tehat a b-vel nagyobb ardny-
ban van, mint az e az f-fel.

Ha tehdt az els6 a masodikkal ugyanabban az aranyban van
és a harmadik a negyedikkel, a harmadik pedig a negyedikkel na-
gyobb aranyban van, mint az 6t6dik a hatodikkal, az elsd a maso-
dikkal is nagyobb ardanyban van, mint az 6todik a hatodikkal. Bzt
kellett bebizonyitanunk.
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14.

Ha az elséd a mdsodikkal ugyanabban az ardnyban van és
a harmadik a negyedikkel, az elsé pedig a harmadikndl nagyobb,

a mdsodik is a negyediknél nagyobb, eqyenld vele, ha az egyenld

azzal és kisebb ndla, ha az kisebb anndl.
Mert legyen az elso « & magodik b-vel ugyanabban az arany-
- ban és a harmadik ¢ a negye-
a ¢ dik d-vel, az @ pedig nagyobb
b d a ¢-nél. Azt mondom, hogy a
b is nagyobb a d-nél.
Minthogy az a a ¢-nél nagyobb, mas, tefszéleges (mennyiség)
pedig a b, az a a b-vel nagyobb ardnyban van, mint a ¢ a b-vel
(V. 8.). De az ¢ gy arinylik a b-hez, mint a ¢ a d-hez. Igy tehat
a ¢ a d-vel nagyobb aranyban van, mint a ¢ a b-vel. Amelyikkel
pedig ugyanaz nagyobb ardanyban van, az kisebb (V. 10.). Kisebb
tehdt a d a b-nél. Ennélfogva nagyobb a b a d-nél.
Hasonloképen bebizonyitjuk, hogyha az a egyenlé a c-vel, a
b is egyenld a d-vel és ha az a kisebb a ¢-nél, a b is kisebb a d-nél.
- Ha tehat az els6 a mésodikkal ugyanabban az arinyban van
és a harmadik a negyedikkel, az elsé pedig a harmadikndl nagyobb,
a masodik is a negyediknél nagyobb, egyenld vele, ha az egyenld
azzal és kisebb nala, ha az kisebb anndl. Hzt kellett bebizonyitanunk,

15.

A részek ugyanannyiszoros t6bbszordseiklkel ugyanabban az
ardnyban vannak a felvett sorrendben. *

Legyen egyenld tobbszorose az AB a c-nek és a DE az [-nek.

Azt mondom, hogy a ¢ 1ugy

1 G H - aranylik az f-hez, mint az
D N 5 ;, AB a DE-hez.
ok Minthogy egyenl$ tobb-

szorose az AB a c-nek és a
DE az f-nek, az AB mennyiségben annyi egyenlé ¢ van, ahany
egyenl$ [ van a DE-ben. Osszuk fel az AB-t a c-vel egyenlé AG-re,
GH-ra, HB-re, a DE-t pedig az f-fel egyenlé DK-ra, KL-re, LE-re.
Az AG, GH, HB szama tehat egyenlé a DK, KL, LK szamaval
Es minthogy AG, GH, HB egyenlék egymassal, DK, KL, LE pe-
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dig szintén egyenlék egymassal, az AG ugy arinylik a DK-hoz,
mint a (¢ a KL-hez és a HB az Ll-hez (V. 7.). De miképen az
elétagok egyike az utétagok egyikéhez, ugy vannak az Osszes eld-
tagok az Osszes utétagokhoz (V. 12.). Tehat miképen az A a DK-
hoz. tgy ardnylik az AR a DE-hez. Az A( pedig egyenlé a c-vel,
a DK pedig az f-fel. A ¢ tehdt tgy ardnylik az [-hez, mint az AB
a Df-hez.

Tehdt a részek ugyanannyiszoros tobbszoroseikkel ngyanabban
az arinyban vannak a felvett sorrendben. Ezt kellett bebizonyi-
tanunk.

16.

Ha négy mennyiséy ardnyos, feleserélve is ardnyosak.
Legyen a négy aranyos mennyiség a. b, ¢, d; az ¢ igy ardny-
lik a b-hez, mint a ¢ a d-hesz.

Azt mondom, hogy feleserélve ;
is ardanyosak; az « gy arany- : . . ,
lik a e-hez, mint a b a d-hez r A

Mert vegyiik fel az a. b
egyenls tobbszoroseit, e-t, f-et, a c-nek, d-nek pedig mis, tetszdle-
ges egyenlo tobbszoroseit g-t, h-t.

Bs minthogy egyenlé tobbszorése az e az a-nak és az fa
b-nek, a részek pedig ugyanannyiszoros tobbszoroseikkel ugyan-
ahban az aranyban vannak (V. 15.), az a tgy ardnylik a b-hez, mint
az ¢ az [-hez. Az a pedig ugy aranylik a b-hez, mint a ¢ a d-hez.
Tehat a ¢ ugy ardnylik a d-hez, mint az e az f-hez (V. 11.). Viszont,
minthogy ¢, h a ¢, d egyenld t6bbszorisei, a ¢ gy ardnylik a d-hez,
mint a ¢ a h-hoz (V. 15.). A ¢ pedig ugy aranylik a d-hez, mint az
¢ az f-hez. Tehdt az e ugy arédnylik az f-hez, mint a g a h-hoz
(V. 11.). Ha pedig négy mennyiség ardnyos és az els6 a masodiknal
nagyobb. a masodik is a negyediknél nagyobb, egyenls vele, ha az
egyenlé azzal és kisebb nala, ha az kisebb annal (V. 14.). Ha tehdt
az ¢ meghaladja a g¢-f, az [ is meghaladja a h-t, egyenld vele, ha
az egyenlé azzal és kisebb nala, ha az kisebb anndl. Es e, [ az a, b
egyenld tobbszorosei, g, h pedig a c-nek, d-nek mds, tetszéleges
egyenld tobbszorosel. Az o tehat ugy ardnylik a c¢-hez, mint a b
a d-hez. :

Ha tehdt negy mennyiség aranyos, felcserélve is ardinyosak.
Bzt kellett bebizonyitanunk. :
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1%.

Ha dsszetett mennyiségek ardnyosak, a szétbontottak is ard-
nyosak.

Legyenek az aranyos &sszetett mennyiségek AB, BE, CD,
DF; az AB ugy arinylik a Bl-hez, mint a CD a DF-hez. Azt
mondom, hogy a széthontottak is ardnyosak, az AE ugy arinylik
az KB-hez, mint a CF a DF-hez.

4 t ; et 0
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Mert vegyiik fel az AE, EB, CF, FD egyenl6 t6bbszoroseit,
GH-t, HK-t, LM-et, MN-¢t, az £B-nek, FD-nek pedig més, tetszo-
leges egyenlé tobbszoroseit, KO-, NP-t.

Minthogy egyvenld tobbszorose a GH az Al-nek és a HK az
EB-nek, egvenl6 tobbszorose a GH az AFE-nek és a GK az AB-nek
(V. 1.. De egyenlé tobbszorose a GH az AFE-nek és az LM a CI-
nek. Egyenl§ tiobbszorose tehit a GK az AB-nek és az LM a CF-
nek. Viszont, minthogy egyenld tobbszordse az LM a CI7 nek és ax
MN az FD-nek, egyenls tiobbszorose az LM a CF-nek és az LN a
CD-nek (V. 1.). De egyenld tibbszorose az LM a Cl-nek és a GK
az AB-nek. Kgyenld tobbszorose tehat a GK az AB-nek és az LN 1
a CD-nek. A GK, LN tebat az 4B, CD egyenls tobbszordsei. |
Viszont, minthogy egyenl§ tobbszorose a HI az KB-nek és az MN
az FD-nek, a KO pedig az EB egyenlé tobbszorose és az NP az
FD-é, az osszetett HO is az EB egyenls tobbszorose és az MP az
FD-é (V. 2.). K8 minthogy az AB ugy aranylik a BE hez, mint a
CD a DF-hez és az AB, (D felvett egyenlé tobbszorosei GK, LI,
az KB-nek, FD-nek pedig egyenld tobbszérosei HO, MP, az LN
meghaladja az MP-t, ha a (GK meghaladja a HO-t, egyenlé vele,
ha ez egyenlé ezzel és kisebb nala, ha ez kisebb ennél (V. V. def.).

A GK pedig meghaladja a HO-t és a kozos HK kivonva, a’ GH
meghaladja a KO-t. De ha a (K meghaladja a HO-t, az LN meg-
haladja az WP-t. Az LN tehat meghaladja az MP-t és a kozos MN
kivonva, az .M meghaladja az NP-f. Ennvélfogva, ha a GH meg-




137

haladja a KO-f, az .M meghaladja az NP-t. Hasonloképen bebizo-
nyitjuk, hogyha a I egyenlé a KO-val, az LM is egyenlé az NP-
vel és ha kisebb nala, ez is kisebb ennél. Hs GH, LM az AE, CF
egyenlé ftobbrzordsei, KO, NP pedig az KB, FD mis, tetszileges
egyenld tobbszorésel. Az AE tehat ugy ardnylik az EB-hez, mint
a CF az I'D-hez.

Ha tebat sszetett mennyiségek ardnyosak, a szétbontottak is
aranyosak. Bzt kellett bebizonyitanunk.

18-

Ha szétbonlott mennyiségel ardnyosak, az dsszelettel is ard-
nyosak.

Legyenek az aranyos szét- A B 3
bontott mennyiségek AE, EB, e
CF, FD; az AE ugy ardnylik C — D

az FB-hez, mint a CF az FD-
hez. Azt mondom, hogy az Gsszetettek is aranyosak, az AB ugy
aranylik a BE-hez, mint a CD az FFD-hez.

Mert ha az AB nem aranylik ugy a B/l hez, mint a CD a
DF-hez, akkor az AB ugy aranylik a BFE-hez, mint a CD a DF-nél
kisebbhez vagy nagyobbhoz.

Legyen elészor a kisebbhez, a DG-hez (ardnyban). Minthogy
az AB ugy ardnylik a BE-hez, mint a CD a DG-hez, az osszetett
mennyiségek aranyosak. Ennélfogva a szétbontottak is aranyosalk
(V. 17.). Tehat az AFE ugy ardnylik az KFB-hez, mint a CG a GD-
hez. Feltettiik pedig, hogy az AF ugy aranylik az FKB-hez, mint a
CF az FD-hez. Ennélfogva a (/v is ugy aranylik a G-hez, mint
a (I az FD-hez. Az elsé (G pedig nagyobb a harmadik CF-nél.
Tehét a masodik (D is nagyobb a negyedik FD-nél (V. 14.). Azon-
ban kisebb. Ez pedig lehetetlen. Tehat az AB nem tgy aranylik a
BE-hez, mint a (D az FD-nél kisebbhez. Hasonléképen bebizonyit-
‘juk, hogy a nagyobbhoz sem. Tehat ugyanahhoz.

Ha tehat széthontott mennyiségek aranyosak, az Gsszetettek
is aranyosak. Ezt kellett bebizonyitanunk.
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19.

Ha az egész gy ardnylik az egészhez, mint a rész a resz-
hez, a maradék is ugy avdnylik a maradékhoz, mint az egész az
egeszhez. .

Mert legyen az egész AB az egész (D-hez, mint az Ak rész

a CF részhez. Azt mondom,

i E = hogy az EB maradék is ugy
; 7 van az D maradékhoz, mint
G } D azegész AB az egész C[)-hez.

Minthogy az AB gy ardany-
lik & CD-hez, mint az AE a CF-hes, feleserélve is a BA ngy arany-
lik az AFE-hez, mint a DC a CF-hez (V. 16.). Es minthogy az dssze-
tett mennyiségek ardnyosak, a széthontotiak is ardnyosak (V. 17.),
a BFE ugy ardnylik az EA-hoz, mint a DI’ a CF-hez. Tis feleserélve,
a BE tgy ardnylik a D/ -hez, mint az /A az FC-hez. Az A pedig
tgy aranylik a (F-hez. mint, ahogyan felvettiik, az egész AP az
egész CD-hez. Tehat az EB maradék is ugy aranylik az FD mara-
dékhoz, mint az egész AP az egész (D-hez.

Ha tehdt az egész ugy arénylik az egészhez, mint a rész a
részhez, a maradék is ugy aranylik a maradékhoz, mint az egész az
egészhez. Ezt kellett bebizonyitanunk.

[Ks minthogy bebizonyitottuk, hogy az AB tigy arinylik a
(:D-hez, mint az EB az FD-hez és feleserélye is az AB tgy arény-
lik az EB-hez, mint a CD az FD-hez, az Osszetett mennyiségek
aranyosak. Bebizonyitottuk pedig, hogy a BA ugy ardnylik az AF-
hez, mint a DC a CF-hez. Hs ez az eltolt (ardny) (V. XVI. def.).]

Porizma (kévetkezmény).

Ebbdl kittinik, hogyha Gsszetett mennyiségek arinyosak, az

eltoltak is ardnyosak. Bzt kellett bebizonyitanunk.

20.

Ha hdrom mennyiséy és velitk szdmra nézve egyenld mdsok,
keltesével dsszekapesolva wgyanabban az ardnyban vannak, amely-
ben az elsd a harmadikndl nagyobb, a negyedik is a hatodikndl
nagyobb, eqyenld vele, ha az eqyenld azzal és kisebb ndla, ha az
kisebb anndl.

Liegyen a hdarom a, b, ¢ mennyiség és a velilk szamra nézve

B b st * o a ea it o i L e gl
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egyenld mas d, e, f, kettesével o
osszekapesolva ugyanabban az  p —— 0 e
ardnyban; az ¢ ugy aranylik a ¢ ' f

b-hez, mint a d az e-hez, a b

pedig tgy a c-hez, mint az e az f-hez, amelyben nagyobb az ¢ a
c¢-nél. Azt mondom, hogy a d is az f-nél nagyobb, egyenlé vele, ha
az égyenlc’i azzal és kigsebb ndla, ha az kisebb annal.

Minthogy nagyobb az ¢ & c-nél, mas (mennyiség) pedig a b,
a nagyobbik pedig ugyanazzal nagyobb ardnyban van mint a kiseb-
bikkel (V. 8.), az @ & b-vel nagyobb aranyban van, mint a ¢ a b-vel.
De az a gy aranylik a b-hez, mint a d az e-hez, a ¢ pedig a b-hez,
‘mint megforditva, az [ az e-hez. A d tehat az e-vel nagyobb ardny-
ban van, mint az f az e-vel. Azok kozil pedig, melyek ugyanazzal
aranyban vannak, az, amelyik nagyobb ardnyban van, nagyobb
(V. 10.). Nagyobb tehdt a d az f-nél. Hasonléképen bebizonyitjuk,
hogyha az a egyenld a c-vel, a d is egyenls az f-fel és ha az kisebb
annal, ez is kisebb ennél.

Ha tehdt harom mennyiség és velik szamra nézve egyenld
mégok. kettesével Osszekapesolva ugyanabban az arényban vannak,
amelyben az elsé a harmadikndl nagyobb, a negyedik is a hatodik-
nal nagyobb, egyenlé vele, ha az egyenlé azzal és kisebb nala. ha
az kisebb annal. Ezt kellett bebizonyitanunk.

21.

Ha hdrom mennyiség és velik szdmra nézve egqyenld mdsok,
lLettesével dsszekapesolva ugyanabban az ardnyban vannak, az
ardnyossdg pedig zavart, amelyben az elsd a harmadikndl na-
qyobb, a negyedik is a hatodikndl nagyobb, egyenld vele, ha az
eqyenld azzal és kisebb ndla, ha az kisebb anndl.

Legyen a hérom a, b, ¢ mennyiség

és a velik szdmra nézve egyenlé mas « d
d, e, [, kettesével 6sszekapesolva, ngyan- b e
abban az ardanyban, az aranyossag pe- °© f

dig legyen zavart; az a ugy aranylik

a b-hez, mint az e az f-hez, a b pedig ugy a c-hez, mint a d az
e-hez, amelyben az a a c-nél nagyobb. Azt mondom, hogy a d is az
f-nél nagyobb, egyenld vele, ha az egyenl6 azzal és kisebb ndla, ha
az kisebb annal.
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Minthogy nagyobb az @ a c¢-nél, mas (mennyiség) pedig a b,
az ¢ a b-vel nagyobb ardanyban van, mint a ¢ a b-vel (V. 8.). De az
a ugy aranylik a b-hez, mint az e az f-hez, a ¢ pedig a b-hez, mint
megforditva, az e a d-hez. Az e tehat az f-fel nagyobb ardnyban
van, mint az ¢ a d-vel. Amelyikkel pedig ugyanaz nagyobb arany-
ban van, az kisebb (V. 10.). Kisebb tehit az [ a d-nél. Nagyobb te-
hat a ¢ az f-nél. Hasonloképen bebizonyitjuk, hogyha az a egyenld
a c-vel, a d is egyenld az f-fel és ha az kisebb annal, ez is kisebb
ennél.

Ha tehat harom mennyiség és velilk szamra nézve egyenld
masok, kettesével Osszekapesolva, ugyanabban az ardanyban vannak,
az aranyossag pedig zavart, amelyben az els§ a harmadiknédl na-
gyobb, a mnegyedik iz a hatodiknal nagyobb, egyenls vele, ha az
egyenlé azzal és kisebb ndala, ha az kisebb anndl. Ezt kellett be-
bizonyitanunk.

1)
22

Ha barhdny mennyiség és veliik szdmra nézve eqyenld md-
sok, kettesével dsszekapesolva, ugyanabban az ardnyban vannak,
az eyyenloséq miatl is ugyanabban az ardnyban vannak.

Legyen a barhény a, b, ¢ mennyiség és a velik szamra nézve
egyenlé, mas d, e, [, kettesénél osszekapesolva, ugyanabban az
aranyban ; az « ugy aranylik a b-hez, mint a d az e-hez, a b pedig
a c-hez, mint az ¢ az [~hez. Azt mondom, hogy az egyenléség miaft
is ugyanabban az ardnyban vannak.

£ b { .
i ——— ¢ —— f

g i e —t m 4

h ¢ I 7

Mert vegyiik fel az «, d egyenld tobbszoroseit, g-t, h-t, a b-nek,
e-nek pedig mis, tetsz6leges egyenlé tiébbszorosett, k-t, I-et, tovabbé
a c-nek, f-nek is més, tetsréleges t6bbszéroseit, m-et, n-et.

Minthogy az a tgy aranylik a b-hez, mint a d az e-hez és az
a, d felvett egyenlé tobbszorosei g, h, a b-nek, e-nek mis, tetszdle-
ges tobbszorosel pedig k, [, a g ugy aranylik a k-hoz, mint a h az
l-hez (V. 4.). Ugyanebbdl az okbdl a k tgy ardnylik az m-hez, mint
az | az n-hez. Minthogy a hdrom g, I, m mennyiség és a velik

W —
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szamra nézve egyenld h, I, n kettesével osszekapesolva ugyanabban
az aranyban vannak, amelyben, ha a g meghaladja az m-et, a h is
meghaladja az n-et, egyenlé vele, ha az egyenld azzal és kisebb
nala, ha az kisebb annal (V. 20.). Tis g, h az a, d egyenld t6bbszo-
rosel, m, 1 pedig a ¢, [ mas, tetszdleges egyenld tobbszorosei. Tehdt
az @ ugy ardnylik a c-hez, mint a d az f-hesz.

Ha tehat barhdny mennyiség és vellik szamra nézve egyenld
masok, kettesével dsszekapesolva, ugyanabban az ardnyban vannak,
az egyenléség miatt is ugyanabban az ardnyban vannak. Ezt kellett
bebizonyitanunk.

23.

Ha hdrom mennyiség és velik szdmra nézve egyenld mdsok,
kettesével dGsszekapesolva, ugyanabban az ardnyban vannak, az
ardnyossdg pedig zavart, az eqyenldséy miatt is ugyanabban az
ardnyban vannak.

Legyen aharom «, b, ¢ meny-

@ c

nyiség és a velik szdmra néave 4 e f—=
egyenlé més d, ¢, f kettesével 4 _— 4 h 34— |
osszekapesolva, ugyanabban az k——— m ! 7 —t—

aranyban, az ardnyossig pedig

zavart legyen; az @ ugy aranylik a b-hez, mint az ¢ az f-hez, a b
pedig a c-hez, mint a d az e-hez. Azt mondom, hogy az a ugy
aranylik a c¢-hez, mint a d az f-hez.

Vegyiik fel az a, b, d egyenld tobbszoroseit, g-t, h-t, k-t, a
¢-nek, e-nek, f-nek pedig més, tetszéleges egyenld tobbszoroseit,
l-et, m-et, n-et.

Minthogy egyenlé tobbszérose a ¢, h az a-nak, b-nek, a ré-
szek pedig ngyanannyiszoros tébbszoréseikkel ugyanabban az arany-
ban vannak (V. 15.), az a ugy ardnylik a b-hez, mint a ¢ a h-hoz.
Ugyanebbél az okbél az e tgy ardnylik az f-hez, mint az i az
n-hez. Bs az a gy ardnylik a b-hez, mint az e az [-hez. Tehat a
g ugy aranylik a h-hoz, mint az m az n-hez. Fs minthogy a b ugy
aranylik a c-hez, mint a d az e-hez, feleserélve is, a b a d-hez, mint
a ¢ az e-hez (V. 16.). Es minthogy h, k a b, d egyenld tobbszorosei,
a részek pedig egyenl$ tobbszoroseikkel ngyanabban az ardnyban
vannak, a b ugy aranylik a d-hez, mint a h a k-hoz. De a b ugy
aranylik a d-hez, mint a ¢ az e-hez. Tehat a h tgy ardnylik a
k-hoz, mint a ¢ az e-hez. Viszont, minthogy [, m a ¢, ¢ egyenld
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tobbszorosei, a ¢ ugy aranylik az e-hez, mint az | az m-hez De a
¢ gy arédnylik az e-hez, mint a h a k-hoz. Tehdt a h tgy aranylik
a k-hoz, mint az [ az m-hez és felcserélve is, a h az [-hez, mint a
I az m-her. Bebizonyitottuk pedig, hogy a ¢ tgy aranylik a h-hoz,
mint az m az n-hez. Minthogy a harom g, h, | mennyiség és a ve-
lik szamra nézve egyenld, més k, m, n kettesével dsszekapesolva,
ugyanabban az aranyban vannak és az ardnyossdg zavart, amely-
ben, ha a g meghaladja az [-et, a & is meghaladja az n-et, egyenlo
vele, ha az egyenld azzal és kisebb néla, ha az kisebb annal (V. 21.).
Es g, k az a, d egyenld tobbszdrosei, I, n pedig a c-é, f-6. Az a
tehat gy ardnylik a c-hez, mint a d az f~hez.

Ha tehdt hiarom mennyiség és velik szamra nézve egyenld
masok, kettesével dsszekapesolva, ugyanabban az aranyban vannak,
az ardnyossdg pedig zavart, az egyenléség miatt is ugyanabban az
aranyban vannak. Izt kellett bebizonyitanunk.

24.

Ha az elsd a mdsodikkal wgyanabban az erdnyban van és
a harmadil a negyedikkel, az otodik pedig a v dsodikkal szintén
ugyanabban az ardnyban van és a hatodik a negyedikkel, az elsé
meg az Otodik dsszege a mdsodikkal wgyonabban az ardnyban
van és a harmadik meg a hatodil: osszege a negyediklel.

Mert legyen az els6 AB a
B G mésodik c-vel ugyanabban az
M ardanyban és a harmadik DE
E H a negyedik f-fel, az 6t6dik B
pedig a masodik ¢-vel ugyan-
abban az aranyban és a hato-
dik KH a negyedik f-fel. Azt mondom, hogy az elsé meg az otodik
osszege, AG a masodik c¢-vel ugyanabban az arianyban van és a
harmadik meg a hatodik 6sszege DH a negyedik f-fel.

Minthogy a B(G ugy ardnylik a c-hez, az KH az f-hez, meg-
forditva is, a ¢ ugy ardnylik a B(G-hez, mint az f az KH-hoz (V. 7.
porizma). Minthogy az AB tugy ardnylik a c¢-hez, mint a DE az
[-hez, a ¢ pedig a BG-hez, mint az f az IH-hoz, az AP tgy ardny-
lik & BG-hes, mint a DE az EH-hoz (V. 22.). Es minthogy a szét-
bontott mennyiségek ardnyosak, az sszetettek is ardnyosak (V. 18.).
Tehat az AG ugy aranylik a GB-hez, mint a DH a HE-hez. A BG

-~ >
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pedig ugy ardnylik a c¢-hez, mint az EH az f-hez. Tehat az AG
ugy ardnylik a c-hez, mint a DH az f-hez.

Ha tehat az elsé a masodikkal ugyanabban az aranyban van
és a harmadik a negyedikkel, az otodik pedig a mdasodikkal szintén
ugyanabban az aranyban van és a hatodik a negyedikkel, az elsé
meg az 0t6dik Gsszege a misodikkal ngyanabban az ardnyban van
és a harmadik meg a hatodik Gsszege a negyedikkel. Kzt kellett be-
bizonyitanunk.

25.

Ha a négy mennyiség ardnyos, a legnagyobb kiézilik meg
a legkisebb a két mdsikndl nagyobb.

Legyen a négy aranyos mennyiség 7 G 5
AB. GD, e, [; az AB tgy aranylik a = ;
(D-hez, mint az e az [-hez, a legna- : H
gyobb koziilik az AB, a legkisebb pe- (;n g b

dig az f. Azt mondom, hogy az AB
meg az [ nagyobb, mint a &/D meg az e.

Mert tegyiik egyenlévé az e-vel az AG-t, az f-fel pediga CH-t.

Minthogy az AB dgy aranylik a CD-hez, mint az e az f-hez,
az e pedig egyenlé az A(r-vel és az [ a CGH-val, az AB ugy arany-
lik & CD-hez, mint az AG a CH-hoz. Es minthogy az egész AB
ugy aranylik az egesz (D-hez, mint az AG rész a GH részhesz, a
GB maradék is ugy aranylik a HD maradékhoz, mint az egesz AB
az egész ([D-hez (V.19.). Nagyobb pedig az AB a CD-nél. Nagyobb
tehat a GB is a HD-nél. Bs minthogy az AG egyenld az e-vel. a
CH pedig az f-fel, az AG, f annyi, mint a CH, e. Ks [minthogy]
ha [nem egyenlékhoz egyenlékef adunk, az egészek nem egyenlék
(IV. axioma), tehat ha] a GB, HD nem egyenlék kozil, melyeknek
nagyobbika a GB, a GB-hez hozzdadjuk az AG-t, f-et, a HD-hez
pedig hozzaadjuk a CH-t, e-t, az AB, f 0sszege nagyobb. mint
a GD, e.

Ha tehat négy mennyiség ardnyos, a legnagyobb koziiliik meg
a legkisebb a két masiknal nagyobb. Ezt kellett bebizonyitanunk.



VL. KONYV.

Definicidk.

I Hasonlé egyenesvonali idomok azok, melyeknek egyes
egyenld szogeik vannak és melyeknek az egyenld szogek mellett
fekvé oldalaik ardanyosak.

[II. Ellentétesek pedig az idomok, ha az idomok egyikében az
ardanyok elétagjai és (a masikdban az) utétagjai vannak.]

IIT. Azt mondjuk, hogy kuilsd és kizépsd ardnyban metszink
eqy egyenest, ha az egész gy aranylik a nagyobb részhez, mint a
nagyobbik a kisebbikhez.

Aranymetszés, mértani kézdépardinyos, folytonos aranyban valé metszés.
L I, 1

IV. Minden idom magassaga a csucstél az alapra bocsabott
merdleges.

(V. Azt mondjuk, hogy aranyt aranyokbol Osszetesziink, ha az
aranyok mekkorasagai egyméssal megszorozva alkotjak azt.]

1.

Ugyanazon magassdgi hdromszégek és parallelogrammol

gy ardnylanak eqymdshoz, mint az alapjaik.
Legyenek a haromszdgek ABC,
E-A E ACD, a parallelogrammok pedig
EC, CF, ugyanazzal az AC ma-

gassaggal. Azt mondom, hogy a
H / \ . B( alap ugy aranylik a (D, alap-

R D I hoz, mint az ABC haromszog az
' ACD haromszoghoz és az EC pa-
rallelogramm a CF parallelogrammhoz.
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Mert hosszabbitsuk meg BD-t mindkét oldalan a H, L pon-
tokig, tegyiik a B( alappal egyenlfvé a BG, GH mindegyikét,
a (1) alappal pedig egyenlévé a DK, KL mindegyikét és hizzuk
meg AG-t, AH-t, AK-t, AL-¢t.

Iis minthogy CB, BG, GH egyenlék egymissal, az AHG,
AGB, ABC haromszigek is egyenlék egymassal (I. 38.). Ahdny-
szorosa tehat a HC alap a B alapnak, annyiszorosa az AHC hé-
romszog az ABC haromszégnek. Ugyanebbél az okb6l ahanyszorosa
az LC alap a (D alapnak, annyiszorosa az ALC hiromszog az
ACD haromszognek. Bs ha a HC alap egyenls a CL alappal, az
AHC haromszog is egyenld az ACL hiromszoggel, ha a HC alap
meghaladja a (L alapot, az AH( haromszdg is meghaladja az
ACL héromszdget és ha az kisebb annal, ez is kisebb ennél. Tgy
négy adott mennyiségnek, a két BC, CD alapnak és a két ABC,
ACD héaromszognek felvettiik egyenlé tobbszordseit, a BC alapnak
és az ABC haromszognek a HC alapot és az AHC héromszoget.
a (/D alapnak és az ACD haromszégnek pedig mds, tetszéleges
egyenld tobbszordsét, az LC alapot és az ALC hiromszoget. Es
bebizonyitottuk, hogy, ha a H(C alap meghaladja a (L alapot,
az AH(C haromszog is meghaladja az ALC haromszoget, egyenlo
vele, ha az egyenl6 azzal és kisebb nala, ha az kisebb annial. A B
alap tehat tgy aranylik a (D alaphoz, mint az AB( haromszég
az ACD haromszoghoz. (V. V. def.).

Is minthogy az ABC hiromszig kétszerese az KC parallelo-
gramm, az ACD haromszog kétszerese pedig az IF'C parallelogramm
(I. 34.), a részek pedig ugyanannyiszoros tobbszoroseikkel ugyan-
abban az ardnyban vannak (V. 15.), az ABC haromszog ugy ardany-
lik az AGD héromszoghoz, mint az K( parallelogramm az FC pa-
rallelogrammhoz. Minthogy pedig bebizonyitottuk, hogy a BC alap
ugy aranylik a (D alaphoz, mint az ABC haromszig az ACD ha-
romszoghoz, az ABC haromszog pedig ugy aranylik az ACD hé-
romszoghoz, mint az £ parallelogramm a CF parallelogrammbhoz, a
B alap ugy aranylik a CD alaphoz, mint az EC parallelogramm
az F'C parallelogrammhoz (V. 11.).

Tehat ugyanazon magassagi haromszogek és parallelogram-
mok ugy aranylanak egymashoz, mint az alapjaik. Bzt kellett be-
bizonyitanunk.

Euklides : Elemek. 10
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Ha a hdromszognek egyik oldaldval pdrhuzamos egyenest
hiizuilk, ez ardnyosan metszi a hdromszog oldalail. Es ha a hd-
romsziqg oldalait ardnyosan feloszljuk, a feloszidsi pontokon dl
hitzott egyenes pdrhuzamos ¢ hdromszig harmadik oldaldval.

Mert huzzuk meg ABC haromszog-
A nek egyik, B( oldaldval parhuzamosan a
DE-t. Azt mondom, hogy a BD ugy ariny-
lik a DA-hoz, mint a CE az EA-hoz,
% E Mert htzzuk meg BE-t, CD-t.
b A BDE haromszdg tehat egyenls a
B 5 (.DFE haromszdggel. Mert ugyanazona DFE
alapon és ugyanazon DFE, BC parhuzamo-
sok kozott vannak (I. 38.). Mds pedig az ADE haromszog. Egyenlok
pedig ugyanazzal ugyanabban az aranyban vannak (V. 7.). A BDE
haromszog tehat ugy ardnylik az A DE hiaromszoghtéz, mint a CDE
haromszog az ADE haromszoghoz. De a BDE hiromszog ugy ardny-
lik az ADE haromszioghoz, mint a BD a DA-hoz. Mert ugyanaz a
magassaguk van, az E-b6l az A B-re boesatott merdleges, ennélfogva
ugy aranylanak egymashoz, mint az alapjaik (VL. 1.). Ugyanebbdl
az okbél a CDFE héaromszig tgy aranylik az ADE hiromszoghoz,
mint a CE az hA-hoz s igy a BD tgy ardnylik a DA-hoz, mint
a CE az EA-hoz.

Osszuk fel az A BC haromszognek AR, AC oldalait arinyo-
san, hogy a BD tgy legyen a DA-hoz, mint a (K az EA-hoz és
huzzuk meg DFE-t. Azt mondom, hogy a DE parhuzamos a BC-vel.

Mert ngyanezeket Gsszehasonlitva, a BD ugy arinylik a DA-
hoz, mint a CFK az EA-hoz, mésrészt meg a BD tgy ardnylik a
DA-hoz, mint a BDE haromszég az ADE héiromszichoz, a CE
pedig az KA-hoz, mint a (DK hirvomszog az ADE hdromszightz
(VL. 1.), a BDE haromszog ugy ardnylik az ADE héromszoghoz,
mint a GCDFE hiromszog az ADE hiromszéghdz (V. 11.), A BDE,
CDE haromszogek mindegyike tehat az Al FE-vel ugyanabban az
ardnyban van. A BDE héromsz6g tehat egyenlé a CDE haromszog-
gel (V. 9.). Fs ugyanazon a DFE alapon vannak. Fgyenld haromszé-
gek pedig ugyanazon az alapon ugyanazon parhuzamosok kozoftt
vannak (L. 39.). A DFE tehat parhuzamos a B(-vel.

Ha tehat a hédromszignek egyik oldalaval parhuzamos egye-
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nest hizunk, ez ardnyosan metsai a haromszog oldalait. Es ha a
hdromszog oldalait ardnyosan felosatjuk, a felosztdsi pontokon at
huzott egyenes parhuzamos a haromszog harmadik oldaldaval. Hat
kellett bebizonyitanunk.

3.

Ha a hdromszég szogét megfelezziik, a szigfelezd eqyenes
pedig az alapol is metszi, az alap szelelei wgyanabban vannak a
hdromsziég mdsik két oldaldval. Es ha az alap szeletei wugyanabban
az ardnyban vannak a hdromszog mdsik ket oldaldval, a csiestél
a melszési ponthoz Wizott egyenes megfelezi a hdromszig szogél.

Legyen a haromszig ABC és fe- -
lezze meg a BAC szdget az AD egye- //j&
nes. Azt mondom, hogy a BD ugy arény- 4
lik a CD-hez, mint a BA az AC-hez.

Huzzuk meg a C-n ét a DA-val
parhuzamos CE-t és a BA meghosz- B+~ 7] (B
szabbitva talalkozzék vele E-ben.

Es minthogy az AD, EC parhuzamosokat metszi az AC egye-
nes, az ACK sz0g egyenld a (AD-vel (I. 29.). De felvettiik, hogy a
CCAD egyenls a BAD-vel. A BAD tehat egyenlé az ACE-vel. Viszont,
minthogy az AD, EC parhuzamosokat metszi a BAC egyenes, a
kiils6 BAD gzog egyenls a belss AEC-vel (1. 29.). Bebizonyitottuk
pedig, hogy az ACE egyenlé a BAD-vel. Az ACE szog tehat egyenld
az AKC szoggel. Ennélfogva az AE oldal egyenld az AC oldallal
(L. 6... Bs minthogy a BCE héromszog egyik, EC oldalaval parhu-
zamos az AD, a BD ugy aranylik a DC-hez, mint a BA az AE-hez
(VL. 2.). Az AFK pedig egyenls az AC-vel. A BD tehat gy ardnylik
a DC-hez, mint a BA az AC-hez.

Legyen a BD tgy a DC-hez, mint a BA az AC-hez és huz-
zuk meg AD-t. Azt mondom, hogy a BAC szoget megfelesi az AD
egyenes. :

Mert ngyanezeket dsszehasonlitva, minthogy a BD ugy ardny-
lik a DC-hez, mint a BA az AC-hez, a BD tigy ardnylika DC-hez,
mint a BA az AE-hez. Mert a BCE hiromszog egyik, £( oldaldval
parhuzamos az AD (VL 2.). Tehat a BA gy arinylik az AC-hes,
mint a BA az AE-hez (V. 11.). Az AC tehat egyenls az AKE-vel
(V. 9.). Ennélfogva az AKC szog is egyenld az ACK szoggel (I. 5.).
De az AEC kiils6 szog egyenlé a BAD szoggel, az ACKE szdg pedig

107
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egyenld a CAD valtészogével (L 29.). A BAD szog tehat egyenlé a
CAD szoggel. Tehat a BAC szoget megfelezi az Al egyenes.

Ha tehat a haromszog szogét megfelezziik, a szdgfelezd ogye-
nes pedig az alapot is metszi, az alap szelepei ugyanabban az arany-
ban vannak a haromszég masik két oldaléval. Hs ha az alap sze-
letei ugyanabban az aranyban vannak a hdromszog masik két olda-
laval, a cstucestél a metszési ponthoz hiizott egyenes megfelezi a
haromszog szogét. Tat kellett bebizonyitanunk.

4.

Egyenldszogii hdromszigelben ardnyosak az egyenld szégel:
Lizdtt fekvd oldalok és megfeleldek az eqyenld szdgeket dtfogok:.
: Legyenek az ABC, DCE egyenls-
sz0gti haromszdgeknek ABC és DCE, BAC
és CDE, ACB és CED egyenlé szogeik.
Azt mondom, hogy az ABC, DCE harom-
szogekben aranyosak az egyenld szigek
kozott fekvé oldalok és megfeleldek az
egyenld szdgeket atfogdk.

Hosszabbitsuk meg a BC-t a GE-ig.
Es minthogy az ABC, ACB szogek két derékszognél kisebbek
(I. 17.), az ACE sz6g pedig egyenld a DFEC szoggel, az ABC, DEC
szogek két derékszognél kisebbek. A BA ¢és az KD tehat meghosszab-
bitva, talalkoznak (V. poszt.). Meghosszabbitva, talalkozzanak F-ben.

Bs minthogy a DCE szbg egyenld az ABC sadggel, a BI és a
CD parhuzamosak (I. 28.). Viszont, minthogy az ACB szbdg egyenls
a DEC-vel, az A parhuzamos az F'l-vel. Az IFACD tehat paralle-
logramm. Az FA tehat egyenld a D(-vel, az AC pedig az FD-vel
(I. 34.). Hs minthogy az IBE haromszognek egyik, FI oldalival
parhuzamosan vontuk az AC-t, a BA ugy ardnylik az A/[-hez, mint
a B(' a GE-hez (VI. 2.). Az AF pedig egyenlé a CD-vel. A BA tehat
ugy ardnylik a (D-hez, mint a BC a (E-hez és felcserélve, az AB
a BC-hez, mint a D( a (K-hez (V. 16.). Viszont, minthogy a CD
parhuzamos a Bl-fel. a BC tgy ardnylik a (E-hez, mint az FD a
Dihez, Az I'D pedig egyenlé az AC-vel. A B( tehat ugy ardnylik
a (CE-hez, mint az AC a DFE-hez és feleserélve, a BC a (CA-hoz,
mint a GK az K£D-hez. Minthogy azonban bebizonyitottuk, hogy az
AB ugy aranylik a BC-hez, mint a DC a CF-hez, a BC pedig a

B




149

CA-hoz, mint a CK az ED-hez, az egyenléség miatt a BA tgy
aranylik az AC-hez, mint a CD a DFE-hez (V. 22.).

Tehat az egyenldszogli haromszogekben aranyosak az egyenld
szogek kozott fekvé oldalok és megfeleléek az egyenld szogeket at-
fogok. Tzt kellett bebizonyitanunk.

: Mig az I. kényvben Euklides a haromszigek egybevigiésici escteit
szétszorta (1. az L. konyv 8. feladatinak jegyzetét), mert inkdbb a szigori
megokolist, bizonyltist tarfotta szem eldtt, semmint a rokon tételeknek egy-
mfl,suté.nlba, vald elrendezését, ha e kettds kovetelés nehézségeket okozott,
addig a haromszogek hasonldsigi eseteit sikeriilt a VI. kényv négy egymis-
utan kovetkezd 4., 5., 6. és 7. feladataban &sszefoglalnia.

5.

Ha kél hdromszognek ardnyos oldalatk vannak, eqyenldszi-
gliek a hdromszogek és azok w szdgeil eqyenldk, melyekel a meg-
feleld oldalok dtfognalk.

Legyenek a két ABC, DEF hirom-
szognek arényos oldalaik; az AB wugy
aranylik a B(-hez, mint a DE az El-hez,
a B( pedig a (CA-hoz, mint az K az I'D-
hez és a BA az A(-hez, mint az KD a
DF-hez. Azt mondom, hogy egyenlészogti
az ABC haromszdg a DEF haromgzoggel
és egyenl6k azok a szdgeik, melyeket a
megfeleld oldalok atfognak, az ABC szig a DEF-fel, a BCA az
EFD-vel és a BAC az EDI-fel.

Mert szerkessziik meg az Kl egyenesre, ennek [, /' pontjai-
ban az ABC szbggel egyenls I EG-t és az ACGB-vel egyenlé KF G-t
(I. 23.). Igy tehat az A-nal fekvé harmadik szdggel egyenls a (G-nél
fekvé harmadik szog (I. 32.).

Bgyenlé szogli tehat az ABC haromszog az KG I hiromszog-
gel. Az ABC, EGF héromszogekben tehat aranyosak az egyenld
szogek kozott fekvo oldalok és megfeleldek az egyenlé szogeket at-
fogok (VI. 4.). Az AB tehat ugy aréanylik a B(-hez, mint a GFE az
EF-hez. De az AB ugy aranylik a BC-hez, mint, ahogyan felvettik,
a DE az EF-hez. A DE tehat gy aranylik az KF-hez, mint a GF
az KF-hez (V. 11.). Tehat a DE, GE mindegyike az fF-fel ugyan-
abban az ardnyban van. A DFE tehat egyenlé a (rl-vel (V. 9.).
Ugyanebbél az okbél a DF egyenld a (GF-fel. Minthogy a DD E egyenld

A
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az fuGi-vel, kozos pedig az K, a két DE. KF egyenld a két (GF-
vel, EF-fel. BEs a DI alap egyenlé az FG alappal. Tehdt a D LK
szog egyenld a GEF szoggel, a DEI hiaromszog egyenls a GEF
héromszoggel és a masik két szig egyenld a misik két szdggel,
melyeket az egyenlé oldalok atfognak (I 4.). Egyenls tehat a DEF
szog a GFE-vel, az EDF pedig az EGI-fel. ¥s minthogy az FED
szdg egyenlé a GEF-fel, masrészt pedig a GEF az ABC-vel, az
ABC szég is egyenld a DEF-fel. Ugyanebbdl az okhdl az ACE szog
egyenl$ a Df’l-vel és az A-nal fekvé a D-nél fekvével. Egyenlo
szogli tehat az ABC haromszog a DEF haromsziggel.

Ha tehat két haromszognek aranyos oldalaik vannak, egyenld
szogtiek a hdromszogek és azok a szbgeik egyenldk, melyeket a meg-
felelé oldalok atfognak. Ezt kellett bebizonyitanunk,

6.

Ha két hdaromszognel: eqy szoggel eqyenld eqy szige van, az
eqyenld szogek mellett felvd oldalaik pedig ardnyosak, egyenld-
szogtiek a hdromsziogek és azok a szigeik egyenldk, melyeket a meg-
feleld oldalok dtfognak.

Legyen a két ABC, DEF harom-
szognek egyik BAC szige egyenld egyik
D EDF szogével, az egyenlé szogek mellett

: fekvé oldalok pedig aranyosak, a BA ugy

E G aranylik az AC-hez, mint az ED a DF-heuz.

E Azt mondom, hogy egyenlészogli az ABC

_ haromszog a DEF haromszoggel és az

& § ABC szbg egyenlé a DEF szoggel, az ACB
pedig a DFE-vel.

Mert szerkessziik meg a DF egyenesre, ennek D, /” ponfjai-
ban a BAC, EDF mindegyikével egyenls FDG-t és az ACB-vel
egyenld DFG-t (I. 23.). Igy tehat a B-nél fekvé harmadik széggel
egyenlé a G-nél fekvd harmadik szog (I. 32.).

Bgyenltszogti tehat az ABC hiromszég a DG F hiromszoggel.
A BA tehat ugy aranylik az AC-hez, mint a GD a DF-hez (VL. 4.).
Felvettiik pedig, hogy a BA tgy ardnylik az AC-hez, mint az K1)
a DF-hez. Tehat az KD ugy ardnylik a DF-hez, mint a GD a DF-
hez (V. 11.). Az ED tehat egyenls a DG-vel (V. 9.). Bs kozos a DI
Igy a két ED, DI egyenlé a két GD-vel, DF-fel. Ks az EDF szog

A
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egyenlt a (DI sziggel. Az EF alap tehiat egyenlé a GF alappal,
a DEF haromszog egyenlé a (D" haromszoggel és a masik ket szog
is egyenlé a masik két szoggel, melyeket az egyenld oldalok atfog-
nak (I. 4.). Egyenl$ tehat a DIFG szdg a DI'k-vel, a DGEF a DI~
fel. De a DF(; szog egyenlé az ACE szoggel. Az ACD tehat egyenld
a DI'E-vel. Felvettik pedig, hogy a BAC szog egyenlé az EDIF-fel.
Tehat a B-nél fekvé harmadik szdg egyenlé az F-nél fekvé harma-
dik szoggel. Egyenl6szogi tehat az ABC haromszog a DEL hirom-
szoggel.

Ha tehat két haromszognek egy szoggel egyenld egy szige
van, az egyenlé szogek mellett fekvé oldalaik pedig ardnyosak,
egyenldszogliek a hiaromszogek és azok a szogeik egyenldk, melye-
ket a megfelelé oldalok atfognak. Hzt kellett bebizonyitanunl.

7.

Ha két hdromsziognek eqy szbygel egyenlo eqy szige és eqy
mdsik szog mellett felwd ardnyos oldalaik vannak, a fenmaradd
szdgel: mindeqyike pedig vagy kisebb vagy nem kisebb a derékszig-
nél, a hdromszogek egyenldszigiiek és azok o szdgeik egyenldl,
melyeket az ardnyos oldalok befognalk.

Legyen a két ABC, DEF héromszog-
nek egyik BAC szoge egyenls egyik KDF
szogével, a masik ABC, DEF szogek mellett
fekvé oldalok pedig ardnyosak, az AB tugy
aranylik a BC-hez, mint a DFE az [Kf-hez. a
C-nél, F-nél fekv fenmarado sadgek mindegyike
pedig legyen elészér kisebb a derékszognel.
Azt mondom, hogy egyenlészogti az ABC ha-
romszog a DEF haromszoggel, az ABC szog eg}onlo a DEK
szoggel és a G-nél fekvé harmadik szég az F-nél fekvé harmadik
szoggel.

Mert ha nem egyenlé az ABC szog a DEF szoggel, egyikiik
nagyobb. Legyen a nagyobb az ABC. Szerkessziik meg az AB egye-
nesre, ennek B pontjaiban a DEIF szoggel egyvenld AB(Gr szoget
(L 23.).

Bs minthogy az A-nil fekvé szog egyenlé a D-nél fekv szog-
gel, az ABG pedig egyenlé a DIEF-fel, a harmadik AGB szog is
egyenlé a harmadik DFFE szoggel (I. 32)). Egyenldszogli tehat az
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A B (¢ haromszog a D[l haromszoggel. Az AB tehit ugy ardnylik
a BG-hez, mint a DE az KlF-hez (V1. 4.). A DFE pedig tugy arany-
lik az EF-hez, mint, miképen felvettik, az AB a BC-hez. Az AB
tehat a BC, BG mindegyikével ugyanabban az ardnyban van (V. 11.).
A BC tehat egyenls a BG-vel (V. 9.). Ennélfogva a (C-nél fekvo
sz0g is egyenls a BGC szoggel (I. 5.). A C-nél fekvs szog pedig,
miképen felvettiitk, kisebb a derékszognél. Tehdt a BGE szog is
kisebb a derékszignél. Ennélfogva ennek A G B mellékszoge nagyobb
a derékszognél (I. 13.). Bebizonyitottuk pedig, hogy ez egyenld az
Fnél fekvs szoggel. Igy tehat az F-nél fekvd szdg is nagyobb a
derékszognél. Feltettiik pedig, hogy kisebb a derékszognél. Ez pedig
képtelenség. Az ABC szog tehat nem kiilonbozik a DEF szogt6l.
Tehdt egyenls vele. Bs az A-nél fekvo szog egyenls a D-nél fekvé
szoggel. Tehat a (-nél fekvd harmadik szog is egyenlé az F-nél
fekvé harmadik szoggel (I. 32.). Egyenlészogti tehat az A BC hérom-
szog a DEF haromszoggel.

Tegyiik fel viszont, hogy a (-nél, F-nél fekvs szogek mind-
egyike nem kisebb a derékszignél. Azt mondom viszont, hogy ekkor
is egyenlészogi az ABC haromszég a DEF ha-
romszoggel.

Mert ugyanezeket dsszehasonlitva, hasonlé-
képen bebizonyitjuk, hogy a B( egyenl6 a BG-
vel. Ennélfogva a (-nél fekvé szog egyenl6 a
E BGC szoggel. A G-nél fekve szog pedig nem ki-

G " gebb a derékszognél. Tehat a BG( szég sem

kisebb a derékszognél. Igy tehdt a BG( hérom-

B szbg két suoge két derékszogneél nem kisebb. Kz

pedig lehetetlen (I. 17.). Tehdt viszont az ABC

szog nem kiilonbozik a DEF szogtél. Tehat egyenlé vele. De az

A-ndl fekvé szog is egyenld a D-nél fekvd széggel. Tehat a C-nél

fekvé harmadik szég is egyenlé az [-nél fekvé harmadik szoggel.
Egyenldszogi tehat az A BC haromszéggel a D EI" haromszoggel.

Ha tehat két haromszdgnek egy szoggel egyenlo egy szoge és
egy masik szog mellett fekvé ardnyos oldalaik vannak, a fenmarado
szbge mindegyike pedig vagy kisebb vagy nem kisebb a derékszig-
nél, a haromszigek egyenlgszdgtiek és azok a szogeik egyenlék,
melyeket az ardnyos oldalok befognak. Ezt kellett bebizonyitanunk.
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8.

Ha a derékszigii hdromszogben « derékszogbél az alapra
merolegest bocsdlunk, a merdleges melletl felvd hdromszigel: ha-
sonlok az egészhez és eqymdshoz.

- Legyenaz ABC derékszogt harom- A
sz0g derékszoge a BA(! sz6g és bocesas-
suk az A ponthol a B(-re merdleges
AD-t. Azt mondom, hogy hasonlé az
ABD, ADC haromszogek mindegyike p C
az egész AB(-hez és egymashoz. /. i

A BAC szog egyenls az ADB szoggel. Mert mindegyikiik de-
rékszog. s kozos a két ABC, ABD haromszognek a B-nél fekvé
szoge, tehat a harmadik, ACB szdg egyenlé a harmadik BAD-vel
(I. 32.). Egyenlészogt tehat az AB( hiromszég az ABD hérom-
szoggel. Az AB( haromszog derékszogét atfogd BC tehat ugy arany-
lik az ABD haromszdg derékszogét atfogé AB-hez, mint az ABC
héromszognek a (C-nél fekvd szogét atfogo ugyanaz az AB az ABD
haromszognek BAD szogét atfogé BD-hez és mint az AC a két
haromszognek a B-nél fekvé kozés szogét dtfogé AD-hez (VL 4.).
Az ABC hiromszoe tehat az ABD haromsziggel egyenldszogti és
az egyenld szogek mellett fekvé oldalaik aranyosak. Hasonlo tehdt
az ABC haromszog az ABD héromszoghoz (VI. 1. def.). Hasonlo-
képen bebizonyitjuk, hogy az ADC haromszdg is hasonlé az ABC
héromszoghoz. Tehat az ABD, ADC (hiaromsziogek) mindegyike ha-
sonl6 az egész ABC-hez.

Azt mondom, hogy egymashoz is hasonlok az ABD, ADC hé-
romszogek.

Minthogy a BDA derékszég az ADC derékszioggel egyenld és
bebizonyitottulk, hogy a BAD szog e yenld a ((-nél fekvd szoggel, a
B-nél fekvé harmadik sz6g is egyenlé a harmadik DAC szoggel
(I. 32.). Egyenl8szogii tehat az ABD haromszég az ADC haromszog-
gel. Tehat az ABD haromszognek BAD sz6gét atfogé BD gy arany-
lik az AD( haromszognek a ((-nél fekvd és a BALD szoggel egyenld
sz0gét atfogd DA-hoz, mint az ABD hiromszognek a B-nél fekvé
szogét atfogé ugyanaz az AD az ADC haromszognek DAC és a
B-nél tekvé szoggel egyenld szogét atfogé DC-hez és mint a BA a
derékszoget atfogd AC-hez (VI 4.). Hasonl6 tehat az ABD hérom-
szog az ADC haromszoghoz.
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Ha tehat a derékszog haromszoghen a derékszogh6l az alapra
merdlegest boesatunk, a merdleges mellett fekvé hdromszogek ha-
sonlok az egészhes és egyméashoz. (Eat kellett bebizonyitanunk.)

Porizma (kbvefkezmény).

Ebbél kittinik, hogy, ha a derckszégid haromszighen a derék-
szoghél az alapra merélegest boesdtunk, ez az alap szeleleinek Lki-
zéparanyosa. Ezt kellett bebizonyitanunk.

9.

Adott egyenest osszunk fel adott szdmi részre.
Legyen az adott egyenes AB. Ext az
AB-t osszuk fel adott szamu részre.
Legyen az a harmadrésze. Huzzuk
meg az A ponthél az AB-vel tetszéleges
szdget bezaré AC-t. Vegylink fel az AC-
I B ben tetsz6leges D pontot és tegyik AD-
vel egvenlévé DE-t, EC-t. Hiazzuk meg BC-1
és a D ponton at huzzuk meg a vele parhuzamos DF-et (I. 31.).
Minthogy az ABC héaromszog egyik BC oldalaval parhuzamo-
san huztuk az FD-t, a CD ugy ardnylik a DA-hoz, mint a BIF az
FA-hoz (VI. 2.). A CD pedig kétsrerese a DA-nak. Tehat a B[ is
kétszerese az F'A-nak. Tehat a BA az FA hiaromszorosa.
Tehat az adott AB egyenest harom részre osztottuk AF-fel.
Ezt kellett elvégezniink.

E
D

10.

Adott, fel nem oszlott egqyenest adott felosztoll egyeneshez
hasonléan osszunk fel.

Legyen az adott, fel nem osztott egye-
nes AB, a D, K pontokban felosztott pedig
AC; helyezziik el ezeket ugy, hogy tetszs-
leges szoget zarjanak be. htuzzuk meg (B-t
és a D, K pontokon 4t htizzuk meg a B(-
vel parhuzamos DF-et, EG-t, a D-n at
pedig az AB-vel parhuzamos DHIK-t.

Parallelogramm tehat az FH, HEBE
mindegyike. A DH tehat egyenlé az F'G-
el, a HK pedw a (G B-vel (I 34.). Ks minthogy a DK( hirom-
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szog egyik, K(! oldalival parhuzamosan huaztuk a HE-t, a CE
ugy aranylik az ED-hez, mint a KH a HD-hez (VL 2.). De a KH
egyenldé a BG-vel, a HD pedig a (rF-fel. Tehat a CE ugy aréanylik
az [D-hez, mint a BG a G F-hez. Viszont, minthogy az AGE ha-
romszog egyik, (+f/ oldalaval parhuzamosan huztuk az FD-t, az ED
ugy ardnylik a DA-hoz, mint a GI az FA-hoz (VI 2.). Bebizonyi-
tottuk pedig. hogy a CFK tgy ardnylik az ED-hez, mint a BG a
(if-hez. Tehat a (K ugy arvinylik az KD-hez, mint a BG a GF-
hez, az EI) pedig a DA-hoz, mint a GI' az FA-hoz.

Tehat az adott, fel nem osztott AB egyenest az adott felosz-
tott A( egyeneshez hasonléan osztottuk fel. Kzt kellett elvégezniink.

11.

Két adott eqyeneshez taldljuk meg a harmadik ardnyost.
Legyen az adott (két egyenes) BA, AC és
zarjanak be tetszéleges szoget. A BA-hoz, AC-hex A
talaljuk meg a harmadik aranyost. Hosszabbitsuk
meg 6ket a D, E pontokig, tegyiik AC-vel egyen-
l6vé BD-t, htizzuk meg BG-t és a D-n 4t htzzuk B C
meg a vele parhuzamos D -t
Minthogy az ADFE héromszognek egyik, DE
oldalaval parhuzamosan huztuk a BC-t, az AB D
ugy aranylik a BD-hez, mint az AC a CE-hez.
A BD pedig egyenls az AC-vel. Tehdt az AB tgy I
ardanylik az AC-hez, mint az AC a (F-hez.
Tehat a két adott AB, AC egyeneshez megtaliltuk a veliik
aranyos, harmadik CFE-t. Ezt kellett elvégezniink.

i b

-Hdrom adott egyeneshez laldljuk meg a negyedik ardnyosi.

Legyen az adott harom
egyenes a, b, ¢. Az a-hog,
b-hez, c-hez talaljuk meg a
negyedik aranyost.

Helyezziik el a két DE,
DI egyenest ugy, hogy (tet-
sz6leges) DI szoget zdr)a-
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nak be. Tegyilk az a-val egyenlévé a DG-t, a b-vel a GE-t, a
c-vel pedig a DH-t. Bs hiuzzuk meg a GH-val az K- at a vele
parhuzamos KF-et.

Minthogy a D) haromszognek egyik, /<[ oldalaval parhuza-
mosan huztuk a GH-t, a DG tgy arvdnylik a (E-hez, mint a DH
a HF-hez. A DG pedig egyenlé az a-val, a GE a b-vel és a DI a
c-vel. Tehat az a Ggy aranylik a b-hez, mint a ¢ a H[-hez.

Tehdt a harom adott @, b, ¢ egyeneshez megtaldltuk a negye-
dik HF aranyost. Hzt kellett elvégezntink.

13l
Két adott eqyeneshez taldljul: meg a kézépardnyost.
Legyen a két adott egyenes AB.
D BC. Az AB-hez, B(-hez talaljuk meg a
kozéparanyost.

Helyezziik 6ket egy egyenesbe, raj-

zoljuk meg az AC-re azADC félkort,

B allitsuk a B pontban az A(-re merdle-

ges BD-t és huzzuk meg AD-t, D(-t.

Minthogy félkérben van az AD( szog, azért derékszog (I11. 31.).

Tls minthogy az AD(' derékszogti hiromszognek derékszogébsl az

alapra bocsatott meréleges a DB, a DB az alap AB, B(! szeletei-

teinek kozépardanyosa.

Tehat a két adott AB, BC egyeneshez megtalaltuk a DB ko-

zépardanyost. Bzt kellett elvégezniink.

]4’

Egyenlo és eqyenldszogii parallelogrammokban  [orditottan
ardnyosalk az egqyenld szogek mellett felvd oldalok. Es az eqyenld-
szogit parallelogrammok, melyelnek az eqyenld szogelk mellett felvd
oldalail forditottan ardnyosak, egyenldk.

Legyenek az egyenld és egyenldszogli AB, B(! parallelogram-
moknak egyenlé szdge a B-nél és hizzuk meg a DB, B egyene-
seket. Egy egyenesben vannak tehat F'B, BG. Azt mondom, hogy
az AB-ben, B(-ben forditottan aranyosak az egyenlé szogek mel-
lett fekvd oldalok, azaz, hogy a DB ugy aranylik a B[i-hez, mint
a (B a BI-hez.

.
MMLLHI me s b bl L
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ajzoljuk ki az [/ parallelo-
grammot. Minthogy az AB parallelo-
gramm egyenld a B(/ parallelogrammal,
masg pedig az F'E, az AB ugy aranylik
az F'l-hez, mint a B(/az I'F-hez (V. 7.).
De az A B tgy aranylik az Ff-hez, mint
a DB a BE-hez, a BC pedig az I'E-hez,
mint a GB a BF-hez (VI. 1.). Tehat a 4 D
DB 1gy ardnylik a BE-hez, mint a
(B a Bl -hez. Tehat az AB, BC parallelogrammokban forditottan
ardnyosak az egyenlé szogek mellett fekvé oldalok.

Legyen a DB a BE-hez, mint a GB a Bl-hez. Azt mondom,
hogy az AB parallelogramm egyenlé a B( parallelogrammal.

Minthogy a DB tugy aranylik a BE-hez, mint a GB a BI-
hez, mdasrészt meg a DB a BE-hes, mint az AB parallelogramm
az IFE parallelogrammhoz (VI. 1.), a GB ugy aranylik a BF-hez,
mint a B(! parallelogramm az FFE parallelogrammhoz és igy az
AFB ugy aranylik az FE-hez, mint a BC az F'l-hez (V. 11.). Tehat
az AB parallelogramm egyenldé a B( parallelogrammal (V. 9.).

Tehat egyenld és egyenldszigli parallelogrammokban forditot-
tan aranyosak az egyenld szogek mellett fekvé oldalok. Fs az egyenls-
szogll parallelogrammok, melyeknek az egyenld szogek mellett fekvé
oldalaik forditottan arinyosak, egvenl6k. Izt kellett bebizonyitanunk.

15.

FKgyenld hdromszagekben, melyeknelk eqy-eqy egyenlo szégiik
van, forditottan ardnyosak az egyenld szégek melletl felvd oldalok.
Es a hdromszogek, melyeknek: eqy-eqy eqyenld szégik van és az
eqyenlo  szogek mellett [elwd oldalaik forditoltan ardnyosak,
eqyenlol.

Legyen az ABC, ADE egyenlt hé- B «
romszigeknek egy-egy egyenlé szige
BAC, DAE. Azt mondom, hogy az ABC.,

ADE haromszigekben forditottan ara- &
nyosak az egyenld szogek mellett fekvi
oldalok, azaz, hogy a (VA ugy aranylik
az AD-hez, mint az KA az AB-hez. D 7

Helyezziik el egy egyenesbe a (JA-t
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az AD-vel. Bgy egyenesben vannak tehat az (KA és az AB is. Is
huzzuk meg BD-t.

Minthogy az AB(C haromszog egyenls az ADE hiromszoggel,
mas pedig a BAD, a CAB haromszog ugy aranylik a BAD harom-
szoghoz, mint az KAD haromszog a BAD haromszoghoz (V. 7.).
De a (CAB gy aranylik a BAD-hez, mint a (A az AD-hez, az
EAD pedig a BAD-hez, mint az KA az AB-hez (VL 1.). Tehat a
CA tgy aranylik az AD-hez, mint az KA az AB-hez. Tehat az 4 B(,
ADE haromsziogekben forditottan aranyosak az egyenld szogek mel-
lett fekvé oldalok.

Legyenek forditottan aranyosak az oldalok az ABC, ADEK
haromszogekben, a CA aranylik az AD-hez, mint az KA az AB-
hez. Azt mondom, hogy egyenls az 4 BC haromszog az AD[ harom-
szoggel.

Huzzuk meg a BD-t; minthogy a CA ugy aranylik az AD-hez,
mint az KA az AB-hez és a CA az AD-hez, mint az ABC haromszog
a BAD haromszighoz, az KA pedig az A B-hez, mint az EAD hérom-
sz6g a BAD héromszoghéz (VL 1.), az AB( haromszig ugy arany-
lik a BAD haromszoghoz, mint az EAD haromszog a BAD harom-
szoghoz. Az ABC, EAD haromszigek mindegyike tehdt a BAD-vel
ugyanabban az aranyban van. Tehat az ABC (hdromszig) egyenld
az KAD haromszoggel (V. 9.).

Tehat egyenlé hdromszogekben, melyeknek egy-egy egyenld
szogiik van, forditottan aranyosak az egyenld szdégek mellett fekvo
oldalok. Es a haromszogek, melyeknek egy-egy egyenlé szdgiik van
és az egyenld szogek mellett fekvé oldalaik forditottan ardnyosak,
egyenlok. Hzt kellett bebizonyitanunk.

16.

Ha négy eqyenes ardnyos, a kulsékbol allotott téglalap
eqyenld a belsékbol alkotott téglalappal. Es ha a kilsékbol alko-
Lol téglalap egyenld a belsékbdl alkotott téglalappal, a négy eyye-
nes ardnyos.

Legyen a négy aranyos egyenes AB, CD, e, f; az AB ugy
aranylik a CD-hez, mint az e az f-hez. Azt mondom, hogy az APB-
bél, f-b6l alkotott téglalap egyenld a ([)-bél, e-bél alkotott tégla-
lappal.

Hazzuk meg az A, C pontokban az AB, (D egyenesckre
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merdleges AG-t, CH-t és tegytk f-fel egyenlévé az AG-1, e-vel pedig
egyenlévé a CH-t. Bs rajzoljuk ki a BG, DH parallelogrammokat.

Minthogy az AB ugy arinylik a CD-hez, mint az e az f-hez,
egyenlé pedig az e a ('H-val és az [ az AG-vel, az AB ugy arany-
lik a CD-hez, mint a CH az AG-hez Tehat a BG, DH parallelo-
grammokban forditottan ardnyosak az egyenld szogek mellett fekvd
oldalok. Az egyenldszogti parallelogrammok pedig, melyeknel az
egyenlo szogek mellett fekvo oldalaik forditottan ardnyosak, egyen-

G
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16k (VI. 14.). Egyenl6 tehat a BG parallelogramm a DH parallelo-
grammal. Hs a BG az AB-bol, f-bsl alkotott téglalap. Mert az AG
egyenlé az f-fel. A DH pedig a (D-hél, e-bél alkotott téglalap. Mert
az e egyenlé a CH-val. Tehat az AB-bdl, f-bél alkotott téglalap
egyenls a CD-b6l, e-hol alkotott téglalappal.

Legyen az AB-bol, f-bél alkotott téglalap egyenlé a CD-bdl,
e-bol alkotott téglalappal. Azt mondom, hogy a négy egyenes ard-
nyos ; az AB tugy aranylik a (CD-hez, mint az e az f-hez.

Mert ugyanezeket Gsszehasonlitva, az AB-bél, f-bél alkotott
téglalap egyenlé a CD-bél, e-bél alkotott téglalappal és az A B-hél,
[-bél alkotott téglalap a B(. Mert az AG egyenl6 az f-fel. A (-
b6l, e-bél alkotott téglalap pedig a DH. Mert a CH egyenld az
e-vel. Tehat a BG egyenlé a DH-val. is egyenlészogtiek. Az egyenls
és egyenlGszogli parallelogrammokban pedig forditottan aranyosak
az egyenlé szogek mellett fekvd oldalok (VI. 14.). Az AB tehat ugy
aranylik a (CD-hez, mint a (H az A(G-hez. Egyenlé pedig a CH az
e-vel, az AG az [-fel. Tehat az AB ugy arinylik a (i[)-hez, mint
az e az [-hez.

Ha tehat négy egyenes aranyos, a kiilsékbdl alkotott téglalap
egyenlé a bels6kbél alkotott téglalappal. Ils ha kiilsékbol alkotott
téglalap egvenlé a bels6kbél alkotott téglalappal, a négy egyenes
aranyos. Ezt kellett bebizonyitanunk.
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1%.

Ha hdrom egyenes ardnyos, a kiilsékbol alkotott téglalap
egyenld a kizépsé négyzetével. Es ha a Fiilsélbél alkotott téglalap
eqyenld a kozépso nézetével, a hdrom egyenes ardnyos.

Legyen a héarom aranyos egye-

@ nes a, b, ¢; az a ugy aranylik a b-hez,
b d mint & b a c-hez. Azt mondom, hogy
¢ — az a-bol, c-b6l alkotott téglalap

egyenld a b négyzetével.

Tegyilik egyenlévé b-vel d-t.

Bs minthogy az « tgy aranylik a b-hez, mint a b a c-hez, a
b-vel pedig egyenldé a d, az a ugy ardnylik a b-hez mint a d a
c-hez. Ha pedig négy egyenes aranyos, a kiilsékbol alkotott téglalap
a belsékbol alkotott téglalappal (VI 16.). Tehat az a-bol, ¢-bél alko-
tott téglalap egyenld a b-bol, d-bél alkotott téglalappal. De a b-bol,
d-bol alkotott téglalap a b négyzete. Mert a b egyenlé a dd-vel
Tehat az a-bol, c-bél alkotott téglalap egyenlé a b négyzetével.

Legyen az a-bol, c-bol alkotott téglalap egyenlé a b négyze-
tével. Azt mondom, hogy az ¢ tigy aranylik a b-hez, mint a b a c-hez.

Mert ugyanezeket Osszehasonlitva, az a-bol, c-b6l alkotott
téglalap egyenlé a b négyzetével, masrészt a b négyzete egyenld a
b-bél, d-bol alkotott téglalappal. Mert a b egyenldé a d-vel. Az
a-bol, c-bél alkotott téglalap tehdt egyenld a b-bdl, d-bél alkotott
téglalappal. Ha pedig a kiils6kbél alkotott téglalap egyenlé a bel-
s6khdl alkotott téglalappal, a négy ardnyos egyenes (VI 16.). Tehat
az o ugy aranylik a b-hoz, mint a d a ¢-hez. A b pedig egyenls a
d-vel. Tehdt az a ugy aranylik a b-hez, mint a b a ¢-hez.

Ha tehat harom egyenes ardanyos, a kiils6khdl alkotott tégla-
lap egyenl$ a kozépsd négyzetével. Ks ha a kiilsokbél alkotott tégla-
lap egyenldé a kozépsé négyzetével, a hdrom egyenes aranyos. Hzt
kellett bebizonyitanunk.

1.8.

Adott egyenesre szerkesszunk adott egyenesvonali idomhoz
hasonld és vele hasonldan fekvd egyenesvonalic idomol. '

Legyen az adott egyenes AR, az adott egyenesvonalu idom
pedig CF. Az AB egyenesre szerkessziink a ((F egyenesvonalu
idomhoz hasonlé és vele hasonléan fekvd egyenesvonali idomot.

R
|
:
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Huzzuk meg a DI*-et és szerkessziik e
meg az AB egyenesre, ennek A, B pont- E G il
jaiban a C-nél fekvé szoggel egyenls GAB N /ﬂ
szoget és a (DI szoggel egyenlé ABG
szoget (I. 23.). A harmadik CFD szoggel € DA B

tehat egyenld az A GF szog (1. 32.). Egyenls-
szogl tehdt az F (1) haromszoga GAB haromsziggel. Az KD tehat
ugy aranylik a (;B-hez, mint az FC a GA-hoz és mint a (/D az
~ AB-hez (VL 4.). Viszont szerkessziik meg a BG egyenesre, ennek B,
G pontjaiban a DFE szdggel egyenlé BGH szoget és az I'DIE-vel
egyenlé GBH-t. Az E-nél fekvé harmadik szdggel tehat egyenls a
H-nal fekvé harmadik szég. Egyenlészogt tehat az IFDFE haromszog
a (GHB haromszoggel. Az I tehat ugy aranylik a (GB-hez, mint az
FE a GH-hoz, és mint az ED a HB-hez Bebizonyitottuk pedig,
hogy az KD tgy aranylik a (B-hez, mint az F'C a (fA-hoz és mint
a CD az AB-hez. Tehat az FC ugy ardnylik az A (G-hez, mint a CD
az AB-hez, mint az FE a GH-hoz és mint az ED a HB-hez. Es
minthogy a CFD szdg egyenlé az AGD szoggel, a DFE pedig a
BGH-val, az egész CFE szdg egyenlé az egész AGH szdggel.
Ugyanebb6l az okbol a CDE szog egyenld az ABH szoggel. Es a
(i-nél fekvd szog egyenlé az A-nal fekvé szdggel, az K-nél fekvd
pedig a H-nal fekvével. Egyenldszogii tehat az AH a Ck-vel. Es
az egyenls szogek mellett fekvd oldalok aranyosak. Hasonlé tehat
az AH egyenesvonald idom a CF egyenesvonald idomhoz.

Tehat az adott AD egyenesre megszerkesstettiik az adott CK
egyenesvonali idomhoz hasonlé és vele hasonléan fekvé AH egye-
nesvonalu idomot. Ezt kellett elvégezniink.

4 19.

Hasonlo hdromszdgek eqymdssal annok az ardnynak a négy-
zetében vannak, melyben a megfeleld oldalok vannak.

Legyen az AB(, DEF hasonld ha-
romszogeknek a B-nél fekvd szige
egyenlé az [-nél fekvd szdgével, az AB
pedig ugy ardanylik a B(-hez, mint a TR
DE az EF-hez, ugy, hogy a B megfelel - /\
az IKF-nek. Azt mondom, hogy az ABC S C kg
haromszognek a DEF haromszoghoz o
valé aranya négyzete a BC-nek az El-hez valénak.

A

Euklides : Elemel. 11



162

Mert vegyiik fel a B(-nek, EF-nek harmadik, BG ardnyosat,
ugy hogy a BC ugy ardnylik az EF-hez, mint az EF a BG-hez.
(VL 11.) Es htizzuk meg A G-t.

Minthogy az AD ugy ardanylik a BC-hez, mint a DE az EF-
hez, feleserélve az AB tgy ardnylik a DE-hez, mint-a BC az EF-
hez. (VL 16.) De a BC tgy arénylik az El-hez, mint az KF a BG-
hez. Tehat az AB gy aranylik a DFE-hez, mint az EF a BG-hez.
Tehat az ABG, DEF héiromszégekben forditottan ardnyosak az
egyenlé szigek mellett fekvé oldalok. A haromszogek pedig, melyek-
nek egy-egy egyenld szogiik van és az egyenld szogek mellett fekvo
oldalaik forditottan aranyosak, egyenlék (VL 15.). Az A BG haromszog
tehat egyenld a DEI haromszoggel. Fis minthogy a BC ugy aranylik
az [F-hez, mint az E'F a B(G-hez és ha hirom egyenes arinyos, az
elsének a harmadikhoz val6 ardnya négyzete a masodikhoz valénak
(VL IX. def.), a BC-nek a BG-hez valé ardnya négyzete a ((B-nek
az Kl-hez valénak. A (B pedig ugy aranylik a BG-hez, mint az
ABC haromszég az ABG hiromszoghoz (VI 1.). Az ABC harom-
szognek az AB(G haromszoghoz valo ardnya tehit négyzete a BC-
nek az EF-hez valénak. Az ABG hiromszog pedig egyenlé a DEF
haromszoggel. Az ABC haromszégnek a DEF hiromszoghtz valo
aranya tehat négyzete a BC-nek az EF-hez valénak.

Tehat hasonlé haromszigek egyméssal annak az ardnynak a
négyzetében vannak, melyben a megfelelé oldalok vannak. (Ezt kel-
leit bebizonyitanunk.)

Porizma (kovetkezmény).

Ebbél kitinik, hogy, ha hiarom egyenes ardnyos, az elsé ugy
aranylik a harmadikhoz, mint az elsére szerkesztett idom a méaso-
dikra szerkesztett hasonlé és hasonléan fekvé idomhoz. (Minthogy
bebizonyitottuk, hogy a CA ugy aranylik a BG-hez,.mint az ABC
haromszog az ABG hiromszighdz, azaz a DEF-hez.) Ezt kellett
bebizonyitanunk. :

20.

Hasonlé sokszogel hasonld és szdmra nézve az egésznel meg-
felelé hiromszdgekre osztalnak és a sokszignel a sokszéghdz vald
ardnya négyzete a megfeleld oldalnak a megfeleld oldalhoz valdnak.

Legyenek a hasonld sokszigek ABCDE, FGHKL és a meg-
felel6 oldalok AB, FG. Azt mondom, hogy az ABCDE, FGHKL

sokszbgek hasonlé és szamra nézve az egésznek megfeleld harom-




163

szogekre ogztatnak és az ABCDE sokszdgnek az FGHKL sokszog-
héz val6 ardnya négyzete az AB-nek az F(G-hez valénak.

Huzzuk meg BE-t, EC-t, GL-et, LH-t.

Minthogy hasonlé az ABCDE sokszog az IF'GHKL sokszog-
hoz, a BAE szog egyenlé a GFL szoggel (VL L def.). Ks a BA ugy
aranylik az A FE-hez, mint a GF az FL-hez. Minthogy a két ABE,
FGL haromszognek egy szoggel egyenlé egy szoge van, az egyenld
szogek mellett fekvé oldalaik pedig aranyosak, egyenlészogt. az
ABE haromszdg az [I'GL haromszoggel (VI 6.). Ennélfogva ha-
gonléak is. Az ABE szig tehat egyenld az FGL szoggel. De az egész
ABC sz6g is egyenld az egész I'GH szoggel a sokszdégek hasonlo-
sdganak okabdl. A fenmaradé EBC szog tehat egyenlé az LGH
szoggel. s minthogy az ABE, FGL hiromszogek hasonlésigénak
okabdl az EB ugy ardnylik a BA-hoz, mint az .G a GF-hez, to-
vabbé pedig a sokszogek hasonlésdagianak

okab6l az AB ugy aranylik a BC-hez, A

mint az G & GH-hoz, az egyenldségnél E

fogva az KB ugy aranylik a BC-hez, mint B P

az LG a GH-hoz (V. 22.) és az egyenld G@L
EBC, LGH mellett fekvé oldalok aranyo- J
sak. Hgyenlgszogl tehat az EB(C harom- c DSl K

sz6g az L(:H haromszoggel. Ennélfogva az

EBC héromszdg hasonlé az LGH hiromszighoz. Dﬁyancbbol az
okbol az KCD haromszog is hasonlé az LHIK haromszoghtz. Tehéat
a, hasonlée ABCDE, FFGHKL sokszogek felosztattak hasonld és
szamra nézve egyenlé haromszogekre.

Azt mondom, hogy meg is felelnek az egeszneL azaz, hogy
arinyosak a hdromszogek, az el6tagok az ABE, KBC, ECD, az
utétagok pedig az 'GL, LGH, LHK és hogy az AB(.DE sokszog-
nek az FGHKL sokszoghiz valé aranya négyzete a megfelels olda-
loknak a megfeleld oldalokhoz valénak, azaz az AB-nek az !fG hez
valénak.

Htzzuk meg AC-t, FH-t. Es minthogy a sokszogek hasonlé-
gaganak okabol az ABC szog egyenlé. az F(rH szdggel és az AB
ugy - aranylik a BC-hez, mint az F'G a GH-hoz, egyenlészogli az
ABC héromszég az ['GH hiromszoggel (VI 6.) A BAC szdg tehit
egyenlé a GFH szoggel, a BCA pedig a GIHF-fel. Bs minthogy a
BAM szég egyenlé a GI'N szoggel, az ABM pedig az F'GN-nel
egyenld, a harmadik AMB egyenl6 a harmadik FING-vel (I.32.). Egyen-

15 R
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16sz0gt tehdt az ABM haromszég az FGN hiromszoggel. Hasonlo-
képen bebizonyitjuk, hogy a BM(' hiromszég is egyenl8szogl a
GNH haromszoggel. Tehat az AM ugy ardnylik az WB-hez, mint
az I'N az NG-hez, a BM pedig az M(-hez, mint a GN az NH-hoz.
Ennélfogva az egyenldség miatt az AM ugy aranylik az MC-hez,
mint az FN az NH-hoz. De az AM tgy aranylik az M(-hez, mint
az ABM (haromszog) az MBC-hez és mint az AMI az EMC-hes.
Mert gy aranylanak egymdshoz, mint az alapjaik, Tehat az elé-
tagok egyike tgy ardnylik az utotagok egyikéhez, mint az Gsszes
elétagok az osszes utétagokhoz (V. 12.). Tehat az A MB haromszég
ugy aranylik a BMC-hez, mint az ABE a ((BE-hez. De az AMB
tgy aranylik a BM(-hez, mint az AM az MC-hez. s igy az AM
agy aranylik az MC-hez, mint az ABFE haromszog az IXBC harom-
szoghoz. Ugyanebbdl az okbél az FIN gy aranylik az NH-hoz, mint
az FGL haromszog a GLH héromszoghoz Bs az AM Ggy ardnylik
az MC-hez, mint az FN az NH-hoz. Az ABE haromszig tehdt ugy
ardanylik a BEC héromszoghoz, mint az FFGL haromszog a GLH
haromszdghoz és feleserélve az ABC haromszig az I'GL hirom-
szoghdz, mint a BEC haromszig a GLH haromszoghéz. Hasonlé-
képen bebizonyitjuk, meghtzva a BD-t, GK-t, hogy a BE( harom-
szog ugy ardnylik az LGH haromszoghtz, mint az KCD hérom-
sz6g az LHK héromszoghoz. Ks minthogy az ABC héromszog tgy
aranylik az F'GL haromszoghoz, mint az EBC az LGH-hoz és
mint az ECD az LHK-hoz, az elétagok egyike tgy arinylik az uté-
tagok egyikéhez, mint az Osszes eldtagok az Osszes utétagokhoz
(V. 12.). Tehat az ABE haromszog ugy aranylik az FGL hirom-
szoghoz, mint az ABCDE sokszég az FGHKL sokszoghoz De az
ABC haromszognek az FGL hiromszoghoz valo ardnya négyzete a
megfeleld AB oldalnak a megfeleld F'G oldalhoz valénak. Mert a
hasonlé haromszogek egyméssal annak az aranynak a négyzetében
vannak, melyben a megfelelé oldalok vannak (VL. 19.). Tehat az
ABCDE sokszognek az FGHKL sokszoghdz valé ardnya négyzete
a megfeleld AB oldalnak a megfelels F'G oldalhoz valénak.

Tehat hasonlo sokszogek hasonlé és szamra nézve az egésznek
megfelel6 hdaromszogekre osztatnak és a sokszognek a sokszighoz
val6 aranya négyzete a megfelelé oldalnak a megfelelé oldalhoz
valéonak. Ezt kellett bebizonyitanunk.

Porizma (kovetkezmény).
Fs (hasonléképen) a négyoldaltiaknal bizonyitjuk, hogy az
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aranyuk négyzete a megfelel6 oldalokénak. Bebizonyitottuk pedig
a haromszogeknél is. Ennélfogva barmilyen hasonld egyenesvonali
idomok egyméssal annak az aranynak a négyzetében vannak, mely-
ben a megfelel§ oldalok vannak. Bzt kellett bebizonyitanunk.

21.

Amelyel: wgyanahhoz az egyenesvonalii idomhoz hasonldk,
eqymdshoz is hasonlok.

Legyen az AB egyenesvonalu idom mind- -

egyike a C-hez hasonldé. Azt mondom, hogy az A E E

hasonlé a B-hez. ; _
Minthogy hasonlé az A a (-hez, egyenld- .

szdgli vele és az egyenld szogek mellett felvé olda-

lok ardnyosak (VI. L. def.). Viszont, minthogy hasonl6

a B a (-hez, egyenldszogli vele és az egyenlé sz6-

gek mellett fekvs oldalok ardnyosak. Az 4, B ;

mindegyike tehat a (-vel egyenlészogli és az egyenld szogek mel-

lett fekvé oldalok ardnyosak. Tehat az A hasonlé a B-hez. Ezt kellett

bebizonyitanunk.

22,

Ha négy egyenes ardwyos, a rdjuk rajzolt hasonld és hason=
loan fekvo egyenesvonalit tdomok 1is ardmyosak. Es ha a rdjuk
rajzolt hasonlé és hasonldan fekvd egyenesvonalil idomok ardnyo-
sak, magulk az eqyenesek is ardnyosai.

Legyen a négy ardnyos egyenes AB, CD,

EF, GH; az AB ugy aranylik a (D-hez, mint A
az EI a (GH-hoz és rajzoljuk meg az AB-re, A
(:D-re a hasonlé és hasonléan fekvé KAB, LCD 4 B
egyenesvonali idomokat, az EF-re, GH-ra pe- ME
diga hasonl és hasonléan fekvé MF, NH egye- o 7
nesvonala idomokat. Azt mondom, hogy a KAB _
ugy aranylik az LCD-hez, mint az MF az NH-hoz.
Vegyiik fel az AB, CD harmadik aranyosat, o-t, 0—
az EF, GH harmadik ardnyosit pedig p-t. Is mint- Sy
hogy az AB tgy arinylik a (CD-hez, mint az KF a
GH-hoz, a CD pedig az o-hoz, mint a (H a p-hez,
az egyenléség miatt az AB tgy aranylik az o-hoz, mint az KI a

L
LN
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p-hez. De az AB tugy aranylik az o-hoz, mint a KAB az LCD-
hez (VL. 19. porizméja), az I pedig a p-hez, mint az MF az NH-hoz.
Tehat a KARB ugy aranylik az LCD-hez, mint az MF az NH-hoz.

Legyen a KAB az L(D-vel oly ardanyban, mint az M az
NH-val. Azt mondom, hogy az AB ugy aranylik a (D-hez, mint
az EF a GH-hoz. Mert ha az AB nem ugy ardnylik a (D-hes,
mint az EF a GIH-hoz, legyen az AB a (D-vel oly ardnyban, mint
az KF a (JR-rel és rajzoljuk meg a QR-re az MF, NH mindegyi-
kéhez hasonlé és vele hasonléan fekvé ST egyenesvonalu idomot
(VL 18. 21.).

Minthogy az AB ugy arénylik a CD-hez, mint az EI' a QR-
hez és megrajzoltuk az AB-re, CD-re a hasonlé és hasonléan fekvo
KAB-t, LCD-t, az EI-re. (JR-re pedig a hasonlé és hasonléan
fekvé MI-et. SR-et, a KAB tgy ardnylik az LCGD-hez, mint az MF
az SR-hez. Felvettiik pedig, hogy a KAB ugy ardnylik az LGD-hez,
mint az MF az NH-hoz. Tehat az MF az NH, SR mindegyikével
ugyanabban az ardnyban van. Az NH tehat egyenld az Sh-rel (V. 9.).
Es pedig hozza hasonlé és vele hasonléan fekvs. A GH tehdtegyenls
a QR-rel. Es minthogy az AB tgy arinylik a C(D-hez, mint az EF
a QR-hez, a QR pedig egyenlsé a GH-val, az AB ugy arinylik a
CD-hez, mint az EF a GH-hoz.

Ha tehat négy egyenes ardnyos, a rajuk rajzolt hasonlé és
hasonléan fekvé egyenes vonald idomok is aranyosak. s ha a rajuk
rajzolt hasonlé és hasonléan fekvé egyenesvonalu idomok aranyo-
sak, maguk az egyenesek is aranyosak. Hzt kellett bebizonyitanunk.

23.

Egyenldszégii parallelogrammolk ege;mussal az oldalok é6ssze-
tett ardnydban dllanak.
Legyen az AC, CF egyenldszogt
A D H parallelogrammoknak BCD szogével
r l egyenlé ECG szoge. Azt mondom, hogy
B 73 G az AC parallelogramm a CF' parallelo-
i grammal az oldalok Osszetett arﬁnyix-
ban all.
T AR Helyezziik el egy egyenesbe a BC-t
a (G-vel. Egy egyenesben van tehat a
DC a CE-vel. Szerkessziikk meg a DG parallelogrammot és helyez-

ke—
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ziik el a k egyenest ugy, hogy a BC tgy ardnylik a € G-hez, mint a
k az l-hez, a DC pedig ugy a GE-hez, mint az | az m-hez.

Tehat a k-nak az [-hez és az [-nek az m-hez valé arianya az
oldalok aranya, a B(-é a CG-hez és a D(C-é a CE-hez. De a k-nak
az m-hez valo ardnya Gsszetevidik a k-nak az [-hez és az l-nek az
m-hez valé ardnydbol. Ennélfogva a k-nak az m-hez valé arinya
az oldalok 6sszetett ardnya. Hs minthogy a B¢ tigy arinylik a CG-
hez, mint az AC parallelogramm a CH-hoz, masrészt a BC a CG-
hez, mint a k az [-hez, a k ugy ardnylik az l-hez, mint az AC a
(H-hoz. Viszont, minthogy a D(C ugy aranylik a (/-hez, mint a
(H parallelogramm a CF-hez, masrészt a DG a CE-hez, mint az
| az m-hez, az | ugy aranylik az m-hez, mint a (/H parallelogramm
a (I parallelogrammhoz. Minthogy bebizonyitottuk, hogy a k dgy
aranylik az l-hez, mint az A( parallelogramm a (H parallelo-
grammhoz, az [ pedig ugy az m-hez, mint a ((H parallelogramm a
CF parallelogrammhoz, az egyenldség miatt a k gy ardnylik az
m-hez, mint az AC a CF parallelogrammhoz (V. 22.). A & pedig az
m-mel az oldalok Gsszetett aranyaban all. Tehat az AC a CF-fel az
oldalok Osszetett aranyaban all. . ;

Tehdat egyenldszogli parallelogrammok sgymédssal az oldalok
osszetett aranyaban dllanak. Bzt kellett bebizonyitanunk.

24.

Minden parallelogrammban az dtld kiral fekvd parallelo-
grammok hasonldk az egészhez és eqymdshoz.

Legyen a parallelogramm ABCD, atléja
AC, az AC koril fekvo para]lelogrammik G b4
pedig EG, HK. Azt mondom, hogy az KG, lm
HEK parallelogrammok mindegyike hasonlé K T
az egész AB(D-hez és egymashoz.

Minthogy az ABC héromszog egyik, BC oldaldval parhuza-
mosan huztuk az Kl™-et, a BE gy arianylik az EA-hoz, mint a CF
az FA-hoz (VL. 2.). Viszont, minthogy az ACD haromszog egyik,
CD oldalival parhuzamosan huztuk az FG-t, a CF tgy aranylik az
FA-hoz, mint a DG a GA-hoz. De a CI gy aranylik az FA-hoz,
mint, miképen bebizonyitottuk, a BE az KA-hoz. Tehit a BE tgy
ardnylik az FEA-hoz, mint a DG a GA-hoz és Gsszetéve, a BA axz
Al-hez, mint a DA az AG-hez (V. 18.) és feleserélve, a BA az

Ao B
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AD-hez, mint az KA az AG-hez (V. 16.). Tehat az ABCD, EG
parallelogrammoknak a kozos BAD szoget befogé oldalaik aranyo-
sak: s minthogy parhuzamos a GF a D(-vel, az AFG sz6g egyenlé
a DCA szoggel (I 29.). Iis kozos a két ADC, AGF hiromszognek
DAC szoge. Egyenldszogi tehat az ADC héaromszog az AGE ha-
romszoggel. Ugyanebhbdl az okbél az AGEH hircmszog egyenldszogl
az AFFE-vel és az egész ABCD parallelogramm egyenlészogii az EG
parallelogrammal. Tehat az AD tgy ardnylik a D(-hez, mint az
AG a GF-hez, a DC a ((A-hoz, mint a GF az FA-hoz, az AC a
(:B-hez, mint az AF az FE-hez és a (B a BA-hoz, mint az FFE az
EA-hoz. Es minthogy bebizonyitottuk, hogy a DC tgy aranylik a
CA-hoz, mint a GF az FA-hoz, az AC pedig a ((B-hez, mint az
AF az I'E-hez, az egyenl6ség miatt a D ugy arinylik a (IB-hez,
mint a GI' az FE-hez (V. 22.). Tehat az ABCD, EG parallelogram-
moknak az egyenld szogeket befogd oldalaik ardnyosak. Hasonld
tehat az ABCD parallelogramm az G parallelogrammhoz. Ugyan-
ebbdl az okbél az ABCD parallelogramm a KH parallogrammhoz
is hasonlé. Tehat az EG. HK parallelogrammok mindegyike az
ABCD-hez hasonlé. Amelyek pedig ugyanahhoz az egyenesvonali
idomhoz hasonlék, egymdshoz is hasonlék (VI 21.). Tehat az KEG
parallelogramm a HK parallelogrammhoz is hasonld.

Tehat minden parallelogrammban az atlé koril fekvo paral-
lelogrammok hasonlék az egészhez és egyméshoz. Kzt kellett bebi-
zonyitanunk.

25.
Szerkessziink adott egyenesvonalit idomhoz hasonld és mds

adottal eqyenld idomot.
Legyen az adott egye-

.A 2 K nesvonald idom, melyhez ha-
sonlétszerkessziink, az ABC,
B)— = . az pedig, mellyel egyenld, a
é. / : / G T D. Szerkessziink az ABC-

L 5 M2, o - hez hasonlét, a D-vel pedig

egyenlét.

¢ Szabjuk ki a BC-re az AB( haromszoggel egyenlé BE paral-
lelogrammot (I 44.), a (E-re.pedig a D-vel egyenlé :M parallelo-
grammot az FCE szigre, mely egyenlé a (CBL szoggel (I. 45.). Eay
egyenesben van tehat a B( a ((F-fel, az LE pedig az EM-mel.
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Vegyiik fel a B(, CF kozéparanyosat, GH-t (VI. 13.) és rajzoljuk
meg a GH-ra az ABC-hez hasonlé és vele hasonléan fekvé KGH-t
(Nl 35

Minthogy a B( tgy aranylik a GH- hoz, mint a GH a C[F-hez,
ha pedig hdrom egyenes aranyos, az elsé ugy aranylik a harmadik-
hoz, mint az elsére szerkesztett idom a méasodikra szerkesztett ha-
sonl6é és hasonléan fekvd idomhoz (VL. 19. porizmaja), a B( ugy
aranylik a (//-hez, mint az ABC hiromszég a K(GH haromszog-
hoz. De a B(C ugy aranylik a ((F-hez, mint a BE parallelogramm
az EF parallelogrammhoz (VL. 1.). Az ABC haromszég tehat ugy
ardanylik a KGH hiromszéghoz, mint a BE parallelogramm az EF
parallelogrammhoz. Feleserélve tehat (V. 16.) az ABC haromszog
ugy aranylik a BE parallelogrammhoz, mint a. KGH haromszog az
EF parallelogrammhoz. Az AB(' hiromszog pedig egyenlé a BE
parallelogrammal. Tehat a KGH haromszog is egyenlé az EF pa-
rallelogrammal. .De az EF parallelogramm egyenld a D-vel. Tehat
a KGH héromszog is egyenlé a D-vel. Ks a KGH az ABL hez
hasonlo.

Tehat az adott AB( egyenesvonalti idomhoz hasonlé és a més
adott D-vel egyenlé KGH-t szerkesztettiik meg. Hzt kellett elvé-
gezniink. :

26.

Ha a parallelogrammbdl elvesziink: egy az egészhez hasonlé
és vele hasonld fekvésii parallelogrammot, melynek azzal 1izos
szlge van, ez ugyanazon dtlo koril fekszik, mint az egész.

Az ABCD parallelogrammbol
vegyik el az AB(CD-hez hasonlé és
vele hasonldan fekvé Al-et, melynek
azzal kozos DAD szoge van. Azt mon-
dom, hogy ugyanazon atlé koriil fek-
szik az ABCD és az AF.

Mert ne legyen igy, hanem, ha
lehet, legyen az atl6 AHC; hosszab-
bitsuk meg a GF-et a H-ig és htzzuk meg a H-n at az 4D, BC
mindegyikével parhuzamos HK-t.

Minthogy ugyanazon atlé kériil fekszik az ABCD és a IiG a
DA ugy arinylik az AB-hez, mint a GA az AK-hoz. Pedig az ABCD,
EG hasonlésiganak okab6l a DA ugy ardnylik az AB-hez, mint a
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GA az AE-hez. A GA tehat ngy ardnylik az AK-hoz, mint a GA
az AF-hez, A GA tehit az AK, AL mindegyikével ugyanabban az
aranyban van. Tehat az AFE egyenld az AK-val, a kisebbik a na-
gyobbikkal. De ez lehetetlen. Tehdt nem lehetséges, hogy nem ugyan-
azon #tlé koriil legyen az ABCD és az AF. Tehdt ugyanazon atlo
koriil fekszik az A BCD parallelogramm, mint az AF parallelogramm.

Ha tehdt a parallelogrammbdl elvesziink egy az egészhez ha-
gonlé és vele hasonlé fekvésti parallelogrammot, melynek azzal kozos
szoge van, ez ugyanazon atlé koril fekszik, mint az egész. Fzt kel-
lett bebizonyitanunk.

2%.

Ugyanarra az egyenesre kiszabotl dsszes parallelogrammol
kozil, melyeknek pdtickai a felére rajzolt parallelogrammhoz ha-
sonldk és wvele hasonld fekvésiiek, a legnagyobb az egyenes felére
kiszabott, a potlékdhoz hasonld (parallelogramm,).

Legyen az egyenes AB;
D N E felezziik ezt meg (i-ben és szab-
NF \H juk ki az AB egyenesre az AD

G I parallelogrammot, melynek p6t-
léka az AD felére, azaza (CB-re
rajzolt DB parallelogramm. Azt

A C K B mondom, hogy az AB-re kisza-

bott ©Osszes parallelogrammok

koziil, melyeknek pétlékai a DB-hez hasonlék és vele hasonlé fek-

véstiek, a legnagyobb az AD. Szabjuk ki ugyanis az AB egyenesre

az AF parallelogrammot, melynek I'B pétléka a DB-hez hasonlé

és vele hasonlé fekvést. Azt mondom, hogy nagyobb az AD az
AF-nél. ' '

Minthogy a DB parallelogramm hasonlé az F'B parallelo-
grammhoz, ngyanazon atlé koril fekszenek (VI. 26.). Huzzuk meg a
DB atléjukat és rajzoljuk meg az idomot.*

Minthogy a CF egyenlé az FE-vel (L. 43.), kozos pedig az KB,
az egész CH egyenld az egészs KE-vel. De a CH egyenls a CG-vel,
minthogy az AC egyenlé a (B-vel. Tehat a G( egyenlé az EK-val.
Adjuk hozza a kozos CF-et. Tehat az egész AF egyenls az LMN

* Ez azt jelenti: hosszabbitsuk meg a Gl-et H-ig és a KF-et N-ig,
mint a IL. konyv 7. feladataban.
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gnomonnal. ¥ Ennélfogva DB parallelogramm, azaz az AD, az AF
parallelogrammnéal nagyobb.

Tehat ugyanarra az egyenesre kiszabott 0sszes parallogram -
mok koziil. melyeknek pétlékai a felére rajzolt parallelogrammhoz
hasonlék és vele hasonld fekvéstiek, a legnagyobb a felére kiszabott
(parallelogramm). Hzt kellett bebizonyitanunk.

E feladat fogalmazisa oly nehéz, hogy okvetetleniil némi magyari-
zatra szorul. «A felére rajzolt parallelogramim» mindenckeldtt az adott egye-
nes felére rajzolt romboszt jelenti (Buklides ezt magatdl értetédének tartotta ;
csak romboid esetében adta meg kilon a két alkotd oldaldnak hosszusigit).
A GABH parallelogrammban tovabbi az FKBH a pdtlék, mely a GAKF pa-
rallelogrammot egésziti ki épen a GABH, azaz az AB-re rajzolt parallelo-
grammi. A pétlék végre az adott vonal «felére rajzolt parallelogrammhoz
hasonlén, tehat szintén rombosz. — Mai jeldléseinkkel ennélfogva igy adhat-
juk a feladat értelmezését: (o—x) x.sin GAC, azaz az a—=AB szeleteibdl
megalkotott parallelogramm teriilete a legnagyobb, ha z az AB-nek a fele.
(Az elsd Skori maximumszamitasi feladat.)

28.

Adott egyenesre szabjunk ki adott egyenesvonali idommal
egyenld parallelogrammot, melynek pétléka adott parallelogramm-
hoz hasonld. De az adott eqyenesvonalit (mellyel eqyenldt kell ki-
szabni) ne legyen nagyobb a feiére rajzolt, potlékdhoz hasonld pa-
rallelogrammidl.

Legyen az adott egyenes AB, az adott egyenesvonali pedig,
mellyel egyenl()’t kell az AB-re kiszabni, a C ne legyen nagyobb az

N
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AB felére rajzolt, pétlékdhoz hasonléndl, a p6tlékhoz hasonld pedig
legyen a D. Az adott AB egyenesre szabjunk ki az adott C egye-

* A gnomon ﬂ'::ga.lm:it 1. II. kényv IT. def.
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nesvonaluval egyenlé parallelogrammot, melynek pétliéka a D paral-
lelogrammhoz hasonlé.

Felezziik meg az AB-t K pontban, rajzoljuk meg az EB-re a
D-hez hasonlé és vele hasonlé fekvésti EBF (G-t (VI. 18.) és rajzol-
juk ki az AG parallelogrammot.

Ha az AG épen egyenls a C-vel, a feladatot mér is megoldottuk.
Mert kiszabtuk az adott AB egyenesre az adott (i egyenesvonaluval
egyenlé AG parallelogrammot, melynek GB pétléka hasonlé a D-
hez. Ha pedig nem, legyen a HE nagyobb a C-nél. A HE pedig
egyenldé a (+B-vel. Nagyobb tehdt a GB a (-nél. Szerkesszilk meg
azzal a tobblettel — mellyel a GB nagyobb a (-nél — egyenlé, a
D-hez pedig hasonlé és vele hasonléan fekvé KLMN-et (VI 25.)
De a D a (B-hez hasonlé. Tehat a KM is a GB-hez hasonlé (VL
21.). Megfelel pedig a KL a GFE-nek és az LM a Glnek. Is mint-
hogy a GB annyi, mint G, KM, nagyobb a GDB a KM-nél. Nagyobb
tehat a GE a KL-nél, a GI pedig az LM-nél. Tegyiik egyenldévé a
KL-lel a (GO-t, az LM-mel pedig a GP-t és szerkessziik meg az
O G P() parallelogrammot. Egyenlé tehat és hasonlé (a GQ-val) a KM.
Tehat a GQ a (GB-hez hasonlé (VI. 21.). Tehat ugyanazon atlé koriil
fekszik a GO a GB-vel (V1. 26.) Legyen az atléjuk GOB és rajzol-
juk meg az idomot.*

Minthogy a BG annyi, mint C, KM, melyek kozil a GQ
egyenlé a KM-mel, a fenmaradé UXV gnomon egyenl6 a fenma-
radé (C-vel. s minthogy a PR egyenlé az OS-sel (L 43), adjuk
hozzé a kozos (JB-f. Tehit az egész PB egyenls az egész OB-vel.
De az OB egyenl6 a TE-vel, mert az AE oldal egyenl6 az [XB-oldal-
lal. Tehat a TE egyenlé a PB-vel. Adjuk hozzé a kozos OS-et.
Tehat az egész TS egyenlé6 a VXU gnomonnal. Bebizonyitottulk
azonban, hogy a VXU gnomon egyenld a C-vel. Tehat a T'S egyenld
a C-vel.

Tehat az adott AB egyenesre kiszabtuk az adott ' egyenes-
vonaluval egyenlé ST parallelogrammot, melynek (B pétléka ha-
gonlé a D-hez (minthogy a OB a GQ-hoz hasonld). HEzt kellett el-
végezniink.

* Hasonléan a VI. kényv 27. feladatinak jegyzetében leirt mdd szerint.

s ad Sl b Al s 0 S
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Adott egyenesre szabjunk ki adott egyenesvonali idommal
eqyenld parallelogrammol, melynek t6bblete adolt parallelogramm-
hoz hasonla.

Legyen az adott egyenes az AB, az adott egyenesvonali, mellyel
egyvenlét kell az AB-re kiszabni, a (i a tobblethez hasonlé pedig
a D. Az AB egyenesre szabjunk ki a € egyenesvonaluval egyenlé
parallelogrammot, melynek tébblete a ) parallelogrammhoz hasonlé.

A@E Ii[
@

Felezziik meg az AB-t E-ben, rajzoljuk meg az /sB-re a [D-hex
hasonlé és vele hasonléan fekvé BF parallelogrammot és szerkessziik
meg a BF, (I 6sszegével egyenld, a D-hez pedig hasonls és vele
hasonléan fekvé GH-t (VL 25.). Megfelel pedig a KH az FL-nek
és a KG az FE-nek. Es minthogy nagyobb a GH az FB-nél, a KH
is nagyobb az FL-nél, a KG pedig az FE-nél. Hosszabbitsuk meg
az FlL-et, FE-t, legyen a KH-val egyenlé FLM, a KG-vel pedig
egyenld FEN és rajzoljuk ki az MN-eb. Az MN tehat egyenld a
GH-val és hozzé hasonld. De a GI hasonlé az ElL-hez. Tehat az
MN is hasonlé az EL-hez (VL. 21.). Tehat ugyanazon atlé koriil
fekszik az KL az MN-nel (VI 26.). Huzzuk meg FO atléjukat és
rajzoljuk meg az idomot.*

Minthogy a GH annyi, mint EL, C, a GH pedig az MN-nel
egyenlé, az MN is annyi, mint KL, C. Vonjuk ki a kozds KL-et.
Tehat a fenmaradé YXV gnomon egyenls a C-vel. Ts minthogy az
AL egyenlé az EB-vel, az AN egyenlé az NB-vel, azaz az LP-vel.
Adjuk hozzé a kozos EO-t. Tehat az egész AO ‘egyenls az YXV
gnomonnal. De az VXV gnomon egyenlé a C(-vel. Tehat az A0
egyenld a (-vel.

* Lisd a VL. konyv 28. feladatdnak jegyzetét.
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Tehét az adott ADB egyenesre kiszabtuk az adott C egyenes-
vonaluval egyenlé AO parallelogrammot, melynek tobblete, a QP
parallelogramm hasonlé a D-hez, minthogy az KL hasonlé a ()P-hez.
Ert kellett elvégezniink.

30.

Adott haldroll egyenest messtink kiilsé és kozépsé ardny
szerint.
Legyen az adott hatdrolt egyenes AB. Az AB
egyenest messtik kiils6 és kozépso arany szerint.
Rajzoljuk meg az AB-re a BC négyzetet és
szabjuk ki az AC-re a B(-vel egyenlé (CD parallelo-
B grammot, melynek AD tébblete hasonlé a BC-hez
(VL 29.).
Négyzet pedig a BC. Négyzet tehat az AD is.
[is minthogy a BC egyenlé a GD-vel, vonjuk le a
kozos GE-t. A fenmaradé BIF tehat egyenld a fenmaradé AD-vel.
Ls egyenlészogii is vele. Tehat a BE, AD (parallelogrammokban)
forditottan ardnyosak az egyenl szogek mellett fekvé oldalok
(VL. 14.). Az FE tehat ugy aranylik az FKD-hez, mint az ALK az
EB-hez. Az FE pedig egyenlé az AB-vel, az ED meg az AFE-vel.
Tehat a BA ugy aranylik az AFE-hez; mint az AE az EB-hez. Na-
gyobb pedig az AB az AE-nél. Nagyobb tehit az AK is az EB-nél
(V. 14.). '
Tehat az AB egyenest kiilsé és kozéps6 arany szerint metszet-
tiitk E-ben és a nagyobb szelete AFE. Ezt kellett elvégezniink.

9) F

E

D

31,

A derékszogii hdromszdgekben a deréksziget dtfogd oldalra
m,rzoi’t idom egyenld a derékszogel befogd oldalokra m,rzolt ha-
sonlo idomokkal.

Legyen az ABC derékszogi harom-
szog derékszoge a BAGC. Azt mondom,
hogy a BC-re rajzolt idom egyenlé a BA-ra,
AC-re rajzolt hasonlé idomokkal. '

Bl D ¢ Huzzuk meg az AD merslegest.
Minthogy az ABC derékszigti ha-
romszighen az A-nal fekvé derékszighél
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a BC alapra bocsatott merdleges az AD, a mer6leges mellett fekvé
ABD, ADC haromszigek hasonlék az egész ABC-hez és egy-
méshoz (VI. 8). Es minthogy hasonlé az ABC az ABD-hez, a CB
tgy aranylik a BA-hoz, mint az AB a BD-hez. s minthogy ha-
rom egyenes ardnyos, az elsé ugy aranylik a harmadikhoz, mint
az elsre szerkesztett idom a masodikra szerkesztett hasonlé idom-
hoz (VL 19. porizmaja). A CB tehat ugy ardnylik a BD-hez, mint
a CB-re rajzolt idom a BA-ra rajzolt hasonlé idomhoz. Ugyanebbél
az okbdl a BC ugy aranylik a CD-hez, mint a BC-re rajzolt idom
a (A-ra rajzolt hasonlé idomhoz. Ennélfogva a BC ugy arinylik a
BD, DC 6sszegéhez, mint a BC-re rajzolt idom a BA-ra, AC-re
rajzolt hasonlé idomokhoz. De a B( annyi, mint BD, CD. Tehat
a BGC-re rajzolt idom egyenlé a BA-ra, AC-re rajzolt hasonlé ido-
mokkal.

Tehat a derékszogti haromgzigekben a derékszoget atfogd ol-
dalra rajzolt idom egyenlé a derékszoget befogé oldalokra rajzolt
hasonlé idomokkal. Fzt kellett bebizonyitanunk.

32.

Ha k6t hdromszog, melyeknek két oldallal ardnyos két olda-
lulk van, egy szégnél Gsszedr, dgy hogy a megfeleld” oldalok pdr-
huzamosak, a fenmarado oldalok eqy egyenesbe esnel.

Legyen a két haromszog ABC. DCE, me- D
Iveknek két BA, AG oldalaval a két DC, DE i

oldaluk aranyos; az AB ugy aranylik az AC-
hez, mint a DC a DE-hez, az AB pedig parhu-
zamos a DC-vel, az AC meg a DE-vel. Azt B C E
mondom, hogy egy egyeneshe esnek BC, CE.

Minthogy parhuzamos az AB a DC-vel és metszi 6ket az AC
egyenes, a BAC, ACD valtészogek egyenlék egymassal (I 29.).
Ugyanebbél az okbol a GDE szog is egyenl az ACD szoggel. Ennél-
fogva a BAC szog egyenls a CDE szoggel. Bs minthogy a két ABC,
DCEharomszognek az A-nal fekvé szoge egyenlé a D-nél fekve szogé-
vel, az egyenld szogek mellett fekvé oldalok pedig aranyosok, a BA
ugy aranylik az AC-hez, mint a CD a DFE-hez, egyenlészogi az
ABC haromszig a DCE haromszioggel (VI. 6.). Tehat az ABC szog
egyenlé a DCFE szoggel. Bebizonyitottuk pedig, hogy az ACD szog
egyenlé a BAC-vel. Tehdt az egész ACE szog egyenls a két ABC-



176

vel, BAC vel. Adjuk hozza a kozés ACB-t. Az ACkK, ACB tehat
annyi, - mint BAC, ACB, CBA. De BAC, ABC, ACB két derék-
szoggel egyenld (I. 32.). Tehat ACE, A(CB is két deréksziggel egyenlo.
fgy az AC egyenesnek C pontjénil a két BC, CE egyenes mindkét
oldalin a két derékszoggel egyenls ACK, ACB mellékszogeket al-
kotja. Fgy egyenesbe esnek tehat BC, CE (I 14.).

Ha tehat két haromszog, melyeknek két oldallal ardnyos ket
oldaluk van, egy szognél Osszeér, ugy hogy a megtelelsé oldalok
aranyosak, a fenmaradé oldalok egy egyenesbe esnek. Fzt kellett
bebizonyitanunk.

33.

Egyenlo kirdlkben a szigek ugyanabban az ardnyban van-
nak, mint az tek, amelyeken dllnak, akdr kozéppontiak, akdr
kerdiletiek (a szdgel).

Legyenek az egyenlé korok ABC, DEF és G, H kézéppont-
jaiknal legyenek a BG(, KHF, kerileteiken pedig a BAC, EDF
szogek. Azt mondom, hogy a BC iv ugy ardnylik az EF ivhez, mint
a BGC szog az KHIE sz6ghtz és mint a BAC szog az KDF sz6ghoz.

Tegyiik a B( ivvel egyenlévé a bérhiny szomszédos (A-t,
KIL-et, az KI'-fel pedig egyenlévé a barhany FM-et, MN-et és huz-
zuk meg (GK-t, GL-et, HM-et, HN-et.

Minthogy egyenlék a B, CK, KL ivek egymassal, egyenlik
a BGU, CGK, KGL szogek is egyméassal (ITL 27.). Tehat ahany-
szorosa a BL iv a BC-nek, annyiszorosa a BGL szog a BG(-nek.
Ugyanebbdl az okbol, ahdnyszorosa az NE iv az KF-nek, annyiszo-
rosa az NHE sziog az KHF-nek. Ha tehat a BL iv egyenlé az EN
ivvel, a BGL sz6g is egyenl§ az KHN szoggel. ha a BL iv nagyobh
az EN ivnél, a BGL szog is nagyobb az KHN szognél és ha az
kisebb annal, ez ig kisebb ennél. Igy négy adott mennyiség kozott
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a két BC, EI'iv és a két BGC, KHF szog kozott felvettiik, hogy a
B( ivnek és a BG( szognek cgyenl$ tobbszoroseia BL iv és a BGL
szog, az KF ivnek és az KHI" szognek pedig az KN iv és az KON
szog. Is bebizonyitottuk, hogy, haa BL iv meghaladja az EN ivet, a
BGL sz6g is meghaladja az KHN szoget, ha az egyenld azzal, ez
is egyenl$ ezzel és ha az kisebb annal, ez is kisebb ennél. Tehdt a
BC iv ugy aranylik az EF-hez, minta BGC szog az KHI"hez (V. V.
def.). Masrészt meg a BGC szog ugy aranylik az KHF-hez, mint a
BAC( sz6g az EDF-hez (V. 15.). Mert amazok mindegyike kétszerese
emezek mindegyikének (IIL 20.). Tehat a B( iv ugy arinylik az
EF ivhez, mint a BGC sz6g az EHI' szoghoz és mint BAC szog
az DI szoghoz.

Tehat egyenlé korokben a szogek ugyanabban az aranyban
vannak, mint az ivek, amelyeken allnak, akar kozéppontiak, akéar
keriiletiek (a szogek). Kzt kellett bebizonyitanunk.

Euklides * Elemel. 12
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A 94. lapon (III. 25.) tévedéshél az egyik Abra kimaradf. A hidnyzé
abrat ideiktatjuk e helyen és a hozzdtartozé szdveget, (mely a 94. lapon fe-
lilrél a 17. sorban kezdddik) hozzécsatoljuk :

i Ha pedig az ABD kisebb a BAD-nél

pontjaban az ABD-vel egyenlé sziget,

oo

C nagyobb a félkornél.

és megszerkesztjiik a BA egyenesre annak A

az

AB(G korszeleten kivil esik a kozéppont
DB-be és kitiinik, hogy az ABC korszelet
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