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Elész6 az internetes kiadashoz

1958-ban Magyarorszagon az Agrartudomanyi Egyetekiekil el$ként
szerveztem meg az operaciokutatas és szamitaiteame®gazdasagi alkalma-
zasaval kapcsolatot kutatast, majd 1961-ben aztasittgdakkor csak meit
fakultativ tantargyként), s a mai napig foglalkozatémakoérrel, s nyugdijazasom
utan is tdbb kbnyvem jelent meg az interneten.

Egész életemet a matematika, az operaciokutat@sedmitastechnika miez
gazdasagi alkalmazasa oktatasanak, elméleti észawbalsi, valamint a gyakorlati
alkalmazas fejlesztésének szenteltem, s alkotasaimabes korben alkalmaztam is
a gyakorlatban,& nem csak Magyarorszagon, hanem kalféldon is. (Nagyok
matematikus, agrarkdzgazdaszként végeztem.)

Kényveimet (a régebben nyomtatasban megjelentsked Magyar Elektro-
nikus Kényvtarban jelentettem meg. Ezzel § kivantam segiteni, hogy minél
tobb egyetemi hallgat6, oktaté és kutato téritésesmm hozzajusson az Ujabb és
Ujabb eredményekhez és az oktatasban hasznalhatgodkmoz.

Tobb egyetemi jegyzetet is irtam, amelyek nagyataréajat tudomanyos
eredményeimet foglaljdk 6ssze. Ezekben igyekeztasztematikusan, jol tanul-
hatdé modon leirni az elméleti és moédszertani isteket, s ahol csak lehetett,
torekedtem azokat gazdasagi tartalommal megtélfdeim tudok arrél, hogy
barmely agraregyetemen ilyen tananyag a mai napdaakra kertlt volna.

Véleményem szerint egyetemi jegyzeteim ma is hasn@ehetnek az agrar-
egyetemi (és mas egyetemi) hallgatok, valamint akgstatban dolgoz6 agrar-
szakemberek szamara, annak ellenére, hogy @gaedasagban jelgig (nem
kedved) valtozasok mentek végbe. Ezért ugy dontéttemy lszggeényes eszko-
zeim alkalmazasaval, sok munkaval, ha&neris megengedi, megkisérelem
ezeknek az egyetemi tananyagoknak a Magyar ElektreiKonyvtarban tortén
megjelentetését, hogy azokhoz barki téritésmenteseraférhessen.

Az alabbi négy kotetet kivAnom valtozatlan formabaagjelentetni:

1. Gazdasagi matematika és szamitastechnikasd. K&tiet). Godob, 1975

2. Gazdasagi matematika és szamitastechnika. dsqtik kotet). Godd@l 1975

3. A szamitastechnika alkalmazasa az operativité@sian. Debrecen, 1987

4. Operacidkutatasi ismeretek és fggzzdasagi alkalmazasuk. Debrecen, 1988

A Gazdasagi matematika és szamitastechnika kédsdjegyzetem meég a
Godolbi Agrartudomanyi Egyetemen kerult kiadasra 1975-Ioesjd a Debreceni
Agrartudomanyi Egyetemen valtozatlan formaban mrtéannyomasa. Az akkori
gépirassal készllt jegyzetek eléggé megsargulzkt s az utdbbit adom kozre,
S az anyagon annyi valtoztatast eszkdzoltem, hotgrtalomjegyzéket, amely
akkor a masodik kétet hatuljan szerepelt, ad édstet elejére, kdzvetlenll az
internetes kiadasho#ifott ebszd utan is bemasoltam, hogy az olvasé aé& els
kotet kinyitasakor tajekozdédhasson mindkét koteabaarol.
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EL3sS260

Célunk, hogy a G6d61138i Agrartudomdnyi Egyetem Mez®gazda-
sdgtudoményl Kar tzemszervezési Szak hallgatdi szémidra egy o-
lyan egységes tananyagot dolgozzunk ki, amely feldleli a leg-
fontosabb gazdasdgmatematikai mdédszereket és szamitédstechnikai
ismereteket, s egyidejiileg attekinti azok mezdgazdasdgl alkal-
mazésanak legfontosabb médszertani kérdéseit.

Masrészt tbrekedtiink arra, hogy munkdnk egyidejiileg kézi-
kényv jellegli is legyen és tampontot nyujtson a végzett hallga-
téknak, valamint a mezBgazdasdgban dolgozd, gazdasdgmatematikai
médszereket alkalmazd, vagy azirant érdeklddd mezdgazdasagi
szakemberek szamdra a matematikai alapok és a mez®gazdaslgi al-
kalmazds legfontosabb kérdéseiben.

E két célkitilizés egyeztetése nem kdnnyl feladat és azt a-
ligha sikeriil maradéktalanul megoldani. Alapvetdnek a tananyag
kialakitdsat tekintettiik. Ennek rendeltilk ald az anyag szerke-
zeti és didaktikai felépitését. Azaltal azonban, hogy a kiildn-
b6z6 eljdrdsok matematikai alapjainak ismertetését azonnal ko&-
veti azok mezdgazdasdgi alkalmazdsa modszertandnak térgyalédsa,
egyrészt megkénnyitjlik az egyetemi hallgatdk szédmédra a matema-
tikai alapok elsajatitadsdt és egyidejiileg az alkalmazads médszer-
tandnak és eredményességének megismerését, masrészt lehetdvé
tessziik, hogy a gyakorlatban dolgozd szakemberek a kiilénb&zd
eljarasokhoz tartozé matematikai alapokat és az alkalmazids mod-
szertani ismereteit egylitt taldljdk meg, s igy egy-egy eljérés
irant érdek1ddd szakemberek szimadra elegendd néhany fejezet at-
tanulmédnyozasa a szilikséges ismeretek elsajatitasahoz.

Arra tdrekedtiink, hogy a legsziikségesebb matematikai ala-
pokat és az alkalmazas médszertani kérdéseit kelld részletes-
séggel, de minél egyszeriibben, a matematikai alapok tdrgyaldsat
is mezGgazdasagi példakkal illusztralva irjuk le. Reméljiik,
hogy tananyagunk tanulmidnyozasa nemcsak az Agrartudoményi Egye-
tem hallgatbéinak, hanem a gazdasdgmatematikai mdédszerekkel és
szamitastechnikaval foglalkozdé mezdgazdasdgban dolgozd szakem-—
bereknek is hasznos segitséget tud nyujtani. Azok szamdra pe-
dig, akik a tdrgyalt témakdrdk iradnt mélyebben érdeklddnek,
irodalomjegyzékkel kivanunk segitséget nyujtani.







BEVEZETES

A gazdasagi kérdések tanulmanyozésa, a gazdasdgiranyitas
és a gazdasagi vezetés, a gazdasagi déntésmegalapozas, az in-
formdcibé és informidcid-feldolgozds célszerl kialakitdsa, vala-
mint a gazdasdgi irdnyitasban é&s a vdllalatvezetésben a kor-
szerl modellek és eszkdz6k alkalmazdsa a szocialista gazdasag
fejlddésével mindinkabb eldtérbe keril.

Az utbébbi években rohamosan terjed a korszeril matematikai
mOdszerek és a szdmitdstechnika gazdasagi alkalmazasa. Ez ter-
mészetes is, hiszen alig van a gazdasagi tevékenységnek olyan
mozzanata, amely ne lenne szoros kapcsolatban a matematikaval.

Egyszerilbb esetekben elegendd lehet a matematika alapmi-
wveleteinek felhaszndlédsa. Bonyolultabb feladatok soran esetleg
2 legkorszerilbb matematikai eljardsokat kell alkalmaznunk. Sok-
szor bonyolult, vagy kiterjedt matematikai feldolgozést kell
=lvégezniink, s ilyenkor a korszerii elektronikus szamitbgépek
myujtanak segitséget.

Képzeljiik csak magunkat egy mezdgazdasdgi vdllalatvezetd
melyébe. A vallalatvezet®nek sokszor kell déntenie. Néha a dén-
s viszonylag egyszerii. P1l. ha arrdél kell dontenie, hogy egy
ka elvégzésére hany gépet allitson be a gazdasagvezetd, ak-
r az elvégzendd munka volumenének, az elvégzéshez rendelke-
re 4116 iddnek és a gépek fajlagos teljesitményének ismere-
ben a ddntéshez csupdn egy szorzas és egy osztds miiveletére
szilkksége. Nehezebb a helyzet, ha egyidejlileg tSbbféle mun-
is kell végezni. Ismerjilk az egyes munkdk elvégzésének op-
=imilis idejét, azonban a kiildnbdzd munkdk egymdshoz kapcsoléd-
és elvégzésilk tObbféle géppel vagy gépkapcsolattal is lehet-
=s, de a gépek korldtozott mennyiségben allnak rendelkezés-
stb. Ebben az esetben midr sz&mos tényezdt kell a dbntéshez
mérlegelni, hogy a feladat elvégzését ugy szervezzik meg, hogy
amennyi munkafolyamatot optimdlis iddben, sGt azokat a lehe~-
legkevesebb k8ltséggel végezzitkk el. Ilyenkor még a gépek

ibdsodadsanak lehetdségére, a kiildnbdzd gépek teljesitményé-

sszehangoldsdra, a'tényleges teljesitménynek a tervtdl va-
Srésére, 1dBjarasi tényezdk miatt munkanapok kiesésére,
teklntettel kell lenni. UtObbl tényezdket azonban nem

enyek k6zott kell ddntést hozni. Ilyen déntések soran mar
m=zematikai alapmiiveletek alkalmazdsa nem elégséges.

Még bonyolultabb problémidval taladlja magat szemben a val-
_=_=tvezetd, amikor pl. a vallalat komplex fejlesztési tervét
készitenie. Milyen termékeket termeljen, milyer mennyi-

Milyen technoldgiai eljaradsokat célszerili alkaimazni?

1 termelési erdforrasokat kell biztositani? Milyen liteme-
» kell a fejlesztést végrehajtani? A kérdések megvalaszo-
szamos tényezdt kell mérlegelni. Mindenekeldtt olyan
tési tervet kivanunk elkésziteni, amely hosszu tavon is




a lehetd legjdvedelmezdbb gazddlkodast biztositja. Egyidejiileg
azonban szamos mas objektiv és szubjektiv tényezd hatasara is
figyelemmel kell lenni. Ilyen pl. a dolgoz6k szocidlis é&s mun-
kakdrilményeinek javitasa, a szakember-sziikséglet és a sziikség-
let kielégitésének lehet&sége, a miszaki fejlddés tendencidja,
a tudomdnyok uj eredményei, a fogyasztdi igények, stb. stb.

Az, hogy érdemes-e valamilyen terméket termelni, illetve,
hogy az adott terméket milyen volumenben célszerii termelni
- mas tényezdk mellett - ddntBen attdl fiigg, hogy az mennyire
jdévedelmezd. Ez viszont fiigg a fajlagos hozamoktdl és az arak-
tdl, valamint a termelési k&ltségek alakuldsatél. Azonban mind
a fajlagos hozamok alakuldsa, mind pedig a kdltségek alakuléasa
fligg attdl, hogy milyen technoldgidval termeljiilk az adott ter-
méket, milyen eszk8zdk sziikségesek a termeléshez és milyen aron
szerezhetjilk be ezeket az eszkdzdket.

Masrészt viszont, hogy milyen technoldgiadt célszeri alkal-
mazni, az nagymertekben fiigg attél, hogy mllyen eszk6zbk allnak
rendelkezésre, vagy szerezhetsk be, milyen &ron, valamint attdl,
hogy az adott terméket milyen volumenben termelijiik, illetve mi-
lyen més termékeket milyen volumenben termeliink még.

Hogy milyen eszkdzdket kell vagy célszerli a termeléshez
biztositani, az ismét filigg attdl, hogy milyen termelési szerke-
zetet valdsitunk meg és milyen technoldégidt alkalmazunk.

A komplex vallalatfejlesztési tervek készitése soran fel-
vetddd hdrom alapvetd dontési feladat [a termelés szerkezeté-
nek, az alkalmazandd technoldgiadknak, valamint a sziikséges ter-
melési forrasoknak a meghatadrozasa/, tehdt egymidssal szoros
kapcsolatban és k&lcsdnhatdsban van.

Az egyes dontési feladatok 6nmagukban is egy Osszefiiggd
bonyolult rendszert alkotnak. Valamely termék termelése eset-
leg mds termék termelését is szilkkségessé teszi, vagy mas termék
termelését kizarja, esetleg két vagy tObb termék termelését
meghatdrozott ardnyban lehet csak megoldani. Valamely gép al-
kalmazésa célszeriivé teszi, vagy kizarja mis gépek alkalmazi-
sat, két vagy tObb gép k&zdtt célszerii mennyiségi viszonyt
kell létesiteni. Ha egyik terméknél dontiink, f&leg, hogy mi-
lyen technoldgidt alkalmazunk, az kihat arra, hogy milyen tech-
noldgidt célszerii mis termékeknél alkalmazni, stb.

A feladat megoldasa sordn az araknak is nagy szerepilik
van. De az adrak valtoznak és kiildndsen tavlatilag az arak ala-
kuldsa tekintetében nagyfoku bizonytalansdgban vagyunk. A ter-
méshozamokat sem ismerjiik biztosan eldre, sem pedig a gépek
élettartamit, teljesitményét /ami attdél is fligg, hogy a munkat
melyik tablan végezziik, vagy milyen az iddjaras az adott munka
elvégzésének idején/, stb.

Nagyfoku bizonytalansdg koriilményei k&z6tt kell tehat
egy nagyon bonyolult doéntési feladatot megoldani. DOntésiink vi-




szont hosszu tavon behatadrolhatja a vallalat fejlddését és a
gazdalkodas eredményességét.

Még bonyolultabb forméban jelentkeznek a déntési felada-
tok magasabb szinteken [népgazdasdgi, agazati, teriileti szinte-
ken/. A népgazdasagi szilikséglet, valamint a kiilkereskedelmi le-
het&ségek felmérése, esetleg befolydsoldsa, a népgazdasagi és
a vallalati érdekek Osszehangoldsa utjan a vallalatok gazdéalko-
dasanak célszerili szabdlyozasa és orientdldsa, a termelés cél-
szerl teriileti elhelyezésének Osztbnzése, stb. igen bonyolult
dontési feladatok elé allitja a gazdasdgirényitést.

Tavolrdl sem szabad azt gondolnunk, hogy a gazdasagmate-
matikai médszerek és a szamitbégépek alkalmazasaval egy csapasra
megoldjuk ezeket a feladatokat. A gazdasagmatematikai médszerek
és a szamitdgépek eszkdzként szolgalnak ahhoz, hogy a gazdasagi
déntéseket egzakt mddszerekkel jobban megalapozzuk. A gazdasagi
problémdk sokoldalubb és komplex vizsgalataval, sokféle ddnté-
si valtozat eldallitasadval megalapozottabb dontéseket hozhatunk.
A gazdasdgmatematikai mdédszerek és szamitdgépek azonban csak
eszkdzként szerepelnek a gazdasadgvezetd kezében, de a dbntési
feladat megfogalmazédsa é&s maga a dontés a gazdasagvezetd felada-
ta marad éppugy, mint ahogy a dontési felel&sséget is a gazda-
sdgvezetdnek kell vallalnia.

Latni fogjuk azonban, hogy a korszerii gazdasdgmatematikai
médszerek és szamitdgépek milyen nagy, semmivel nem pétolhatd
segitséget nyujthatnak a gazdasédgvezetdknek mind a gazdaségira-
nyitds, mind pedig a vallalatvezetés szintjén.



1. FEJEZET

A gazdasdgi dontések és modellek. A gazdasidgmatematikai mddsze-
rek és szamitastechnika szerepe a dontések megalapozdsdban..

1.1. A gazdasdgi dontések folyamata

A gazdasdgi dontések folyamata 5 szakaszra oszthatd fel:

a./ A ddntési feladat felvetddése

A déntési folyamat tulajdonképpen azzal kezdddik, hogy a
gazdasdgi vezetd bizonyos informécidkkal rendelkezik, amelyek
alapjan ddntési feladatok merlilnek fel. Pl. a vallalat rendelke-
zik meghatdrozott fejlesztési alappal. Ddnteni kell arrdl, hogy
azt hogyan haszndljak fel. Lehetséges, hogy adott, eddig alkal-
mazott technoldgia alkalmazédsa a jovdben nem lehetséges /pl. va-
lamely sziikséges gép vagy anyag nem szerezhetd be, mert gydrta-
sadt megsziintették/, vagy nem latszik célszeriinek /pl. uj, kor-
szeriibb, hatékonyabb eszk&zdk vagy anyagok szerezhetdk be/. Ddn-
teni kell hogy helyette a jovBben mds technoldégiédt kell alkal-
mazni. Az is lehet, hogy a vadllalat nem rendelkezik fejlesztési
célkitlizéssel, fejlesztési tervvel. Ki kell dolgozni a vallalat-
fejlesztési tervet. A terv megvaldsitdsa soradn azonban kideriil-
het, hogy az adott vallalatfejlesztési terv megvaldésitdsa 1dd-
kdzben megvaltozott feltételek kdvetkeztében nem volna célsze-
rii. Médositani kell tehdt a vallalatfejlesztési tervet, vagy
uj tervet kell kidolgozni.

b./ A dbntést befolydsold feltételek és kdriilmények felmé-
rése

A dbdntési feladat felvetddése utdn tdjékozddnunk kell a
déntést befolyasold feltételekrdl és kOSriilményekrdl. Ennek so-
ran szambavessziik a vallalat mindazon bels® és kiilsd feltéte-
leit és korulmenyelt, amelyek egydltaldn a dontésre valamilyen
befolyast' gyakorolnak. Vizsgdljuk a gazdasdg jelenlegi helyze-
tét, erdforrasait, azok valtoztatdsénak lehetdségeit, a piaci
lehetBségeket, az arakat, illetve a piac és az arak valtozasa-
nak lehet®ségeit. Informalddunk a népgazdasadgi igényekrdl és
célkitlizésekrdl, a gazdasdgi szabadlyozdkrdl, illetve azok val-
tozasanak lehet8ségeirdl, a partnerekrdl, stb.

A megszerzett informaciokat feldolgozzuk és elemezziikk, s
ennek alapjan megvizsgadljuk, hogy a dontési feladat ténylege-
sen fenndll-e és ha igen, a kdrilményeket mérlegelve, ddntési
koncepciokat alakitunk ki.



c./ Dontési koncepciok kialakitasa

A dontést befolyasold feltételek és kdriilmények elemzése
jén alakitjuk ki a dontési koncepcidkat. Pl. a fejlesztés-
endelkezésre 4116 pénzeszkdzdket felhaszndlhatjuk egy uj
vasmarha- vagy sertéstelep létesitésére, vagy a meglévd
pek bOvitésére. De felhaszndlhatjuk a fejlesztési alapot
«215nbdz38 gépek beszerzésére, s ennek alapjan lehet&ségiink van
ra, hogy valamely ndvény vagy ndvények termelését bovitsiik,
agy azok termelése soran alkalmazott technoldgidt megvaltoz-
c—assuk. Esetleg a teriilet egy részét &ntdzésre rendezhetjiik be.

Ha valamilyen allattenyésztési telepet létesitiink, akkor
etleg tobbféle tipusbdl lehet valasztani. Ha vallalatfejlesz-
si tervet készitiink, akkor tdbbféle termék termelésére van
het8séglink, s azokat bizonyos korlatok kdzdtt termelhetjiik,
tobbféle technoldgidt alkalmazhatunk a kiildnbdzd termékek ter-—
melésére, stb. A dbntés sordn tobbféle célt [magasabb jovede-
lem elérése, a kdltségek csdkkentése, a jovedelmezdség javita-
sa, a munka kulturdltsdgénak javitdsa, a munka megkdnnyitése,
stb./ lehet szem eldtt tartani. A ddntési koncepcidék kialakité-
sa nem jelent ddntést, csak a dontési lehetBségek é&s k&riilmé-
nyek meghatdrozdséat, s a dontés majd a dontés megalapozdsa u-
tan tdrténik meg.
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d./ A dontés megalapozdsa, ddntési vadltozatok kidolgoza-
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Ennek sordn a doéntési koncepcidkbél kiindulva, elvégezziik
a sziikséges szamitasokat, dontési valtozatokat dolgozunk ki. A
ddntések megalapozasara és a dontési valtozatok kidolgozaséara
alkalmazzuk a gazdasagmatematikai médszereket és a szamitdstech-
nikat, amelyekkel a kés&bbiekben fogunk részletesen megismerked-
ni.

e./ Dbntés

A ddntési valtozatok Osszehasonlitésa, elemzése és mérle-
gelése alapjan a gazdasagvezetés dont arrdl, hogy melyik doén-
tési vAltozatot valassza ki gyakorlati megvalésitdsra. A dbntés
tulajdonképpen szelekcidét jelent /[to selekt is to reject/, vagy-
is kivalasztani annyi, mint szelektdlni, azaz a dontési lehetd-
ségek Osszehasonlitédsa sordn szelektdlunk, elvetjik a kevésbé
j6 valtozatokat, s ezaltal kivalasztjuk a legjobbat. A ddntés-
hozatal tehdt olyan valasztdsi folyamatnak foghatd fel, amely
a kiilénbdz8 cselekvési lehetdségekre [beleértve a nem cselek-
vést is/ terjed ki és eredménye a déntés, vagyis valamilyen
cselekvési lehet&ség melletti elhatérozas.



l.2. A modellek

A gazdasagmatematikai modszerek és a szamitastechnika al-
kalmazasa leginkabb a dontések megalapozasaban nyujt segitsé-
get. Ilyenkor a déntésmegalapozas jellemzdje, hogy matematikai
modszereket hasznalunk fel és a dontésnek valamilyen cél vagy
célok szempontjabdl optimalisnak kell lennie. A gazdasagi mate-
matikai mbédszerek alkalmazdsa feltételezi, hogy a megoldandod
problémdt a matematika nyelvén fogalmazzuk meg. Tulajdonképpen
a valdsag matematikai modelljét készitjiikk el, s ennek alapjan
végezzilk el vizsgdlatainkat. Modellek segitségével azonban al-
talaban nem tudjuk a valdésdgot hilen kifejezni, hanem azt bizo-
nyos szempontbél le kell egyszeriisiteniink. Sokszor az egyszerii-
sitést éppen a vizsgdlat célja teszi sziikségessé, hogy a vizs-
gadlat szempontjabol lényegtelen kdrilményeket kisziirve, a lénye-
gesre iradnyitsuk a figyelmet. Utdbbi sziikségessége kiilondsen
elméleti vizsgalatok esetén gyakori. A gyakorlati dSntések meg-
alapozasa soradn viszont mindig t&rekedni kell arra, hogy a mo-
dell lehetBleg minél hiibb képe legyen a valdsagnak. Ha mégis
kényszerililiink a valésag leegyszeriisitésére, nagy figyelmet kell
forditani arra, hogy az nem jelentheti a valdésag torzitasat,
mert ekkor vizsgélatunk igen félrevezetd lehet.

Altaladban a modellek harom tipusat kiilénbdztetjikk meg:

a./ Képszeri modellek

A képszerili modellek a valdsagot képszeriien jelenitik meg,
jellemz&jiik, hogy statikusak és csak akkor valtoztathatdk meg
értelemszeriien, ha az eredeti rendszer is megvaltozik. Ilyen
képszerii modell a fénykép, a makett, a menetrend, stb.

b./ Analég modellek

Az analég modelleket az jellemzi, hogy a megfigyelt vald-
sadg és a modell jellemzdi k8zbtt szoros kapcsolat van. Az ana-
16g modellek viszonylag kdnnyen valtoztathatdk és alkalmasak di-
namikus Osszefiiggések vizsgalatara is. Analdég modellek pl. a
térképek, a grafikonok, a folyamat-abrék, a kisérleti &llatok
€s a ndvények, stb.

c./ Szimb6likus modellek

Szimb6likus modellek esetén a vizsgalt folyamat egyes
tényezdit és a kdztiikk levd kapcsolatokat matematikai szimbélu-—
mokkal fejezzik ki. Ilyen modellek alkalmazdsa soradn nem jelent
problémdt a valtozasok hatasanak elemzése.

Arra is lehet®ségilink van, hogy kombinalt modelleket alkal-
mazzunk. Igy pl. a szimuladcidés modellek [amelyekkel késBbb rész-
letesen megismerkediink/ részben analdg, részben szimbdlikus mo-
dellek.



A gazdasagmatematikai médszerek alkalmazasa soran kiilo-
nosen fontos szerepet jadtszanak az optimalizdlasi modellek. E
modellek t8bb szempontbdél osztalyozhatdk:

Az elemi tevékenységek természete szerint megkiilénbdzte-
tink:

a./ Folytonos modelleket, amikor a modellben szerepld ele-
mi tevékenységek mind folytonosak, tehdt tdrt értéket is felve-
hetnek. Pl.a. termelt tejmennyiség lehet 1500 liter, 1501 liter,
1501,5 liter, vagy 1501,75 liter, stb.

Hasonloképpen a buza atlagtermése hektdronként lehet 25 g,
25,5 q, vagy 25,32 q, stb.

b./ Diszkrét modelleket, amikor a modellben szerepld e-
lemi tevékenységek kizarblag diszkrét tevékenységek lehetnek,
tehat csak egész értéket vehetnek fel. Igy pl. a munkaerd lehet
500 £f&, 501 £3, stb., de nem lehet 501,5 £&, vagy 501,22 f&.
Hasonldképpen nem tudunk vésdrolni fél vagy negyed traktort,
stb.

c./ Vegyes modelleket, amikor a modellben mind folytonos,
mind pedig diszkrét tevékenységek szerepelnek. Pl. ha egy valla-
latfejlesztési tervet készitlink, a termelt tej-, vagy termék-
mennyiségek tOrt értéket is felvehetnek, tehdt folytonos tevé-
kenységek lehetnek, de a beszerzendd gépek csak egész értékiiek
lehetnek.

Altaldban a gyakorlatban a folytonos modellek vannak job-
ban elterjedve, mivel azok kezelése matematikai &s szamitédstech-
nikai szempontbdl sokkal egyszeriibb. Ha azonban a folytonos mo-
dell nem alkalmas a valdsédg 4bradzoldséra, hanem annak lényeges
leegyszerilisitését igényli,- ezért esetleg gyakorlatilag hasz-
nidlhatatlan, vagy félrevezetd eredményhez vezet, - kénytelenek
vagyunk diszkrét vagy vegyes modellt alkalmazni.

A modellek aszerint is osztdlyozhatdék, hogy paramétereik
pontosan meghatirozhatd konstansok, vagy olyan véletlentdl fﬁggé
=mennyiségek, amelyek értékét csak bizonyos /egynél kisebb/ valé-
sziniiséggel tudjuk meghatdrozni. Ilyen szempontbSl megkiilénb&z-
zetiink:

a/ Determinisztikus modelleket, amikor a modell paraméte-
egyértelmien meghatdrozhatok.

b/ Sztochasztikus modelleket, amikor a modell paraméterei
Zletlent3l fuggo mennyiségek.

sztochasztikus modellrdl peszéliink, ha valamely

ey ze véletlentdl fliggd mennyi-

dell paramétereinek csak egy res
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A gazdasidgi problémidk természete &ltaldban sztochaszti-
kus jellegii, tehdt a gazdasdgi vizsgidlatok sordn a sztochasz-
tikus modelleknek van prioritédsuk. Pl. a mez&gazdasdgban nem
tudjuk pontosan megadni a vérhatd termésdtlagot, a varhatd tel-
jesitményadatokat és kdltségadatokat, hanem azck alakuléasa sza-
mos tényezdtdl fliggd valdsziniliségi valtozdként tekinthetd. A
sztochasztikus modellek problémdi azonban még tavolrdl sincse-
nek olyan szinten felderitve, mint a determinisztikus modellek
problémdi - bar az utdbbi idBben a kutatds e téren is nagy lé-
pésekkel halad eldre -, ezért a gyakorlatban jelenleg &ltaléd-
ban a determinisztikus modelleket alkalmazzuk.

Az optimdlis programok meghatdrozasédndl alkalmazott mdéd-
szer szerint megkiilonbdztetiink:
a/ Statikus és

b/ dinamikus modelleket.

E megkiilénbdztetés kizdrdlag a médszer matematikai struk-
turdjara vonatkozik és nem a modell k&zgazdasdgi tartalmira.
K8zgazdasagli szempontbdl dinamikus probléma ugyanis vizsgdlha-
tdé statikus mddszerrel is és viszont kbzgazdasadgilag statikus
probléma vizsgédlatdndl alkalmazunk dinamikus médszert is.

1.3. A gazdasdgmatematikai mdédszerek é&s a szamitédstechnika
szerepe a gazdasagi dontések megalapozdsaban

A mezdgazdasdgban gyakran meriilnek fel olyan déntési fela-
datok, amelyek megoldasa sok, egymédssal kd&lcsdnds kapcsolatban
1évd tényezd mérlegelését kivanja meg. Ha pl. el kell ddnteni,
hogy egy allattenyésztd telepet létesitsiink vagy ne létesitsiink,
mérlegelni kell, hogy a kiilénb6zd megolddsi lehetBségek koziil
melyiket /milyen épiileteket és technoldgiai eljarédsokat/ lenne
célszeri alkalmazni, hogyan tudjuk biztositani a sziikséges ta-
karmanybdzist, milyen hatédsa van ennek a ndvénytermelés szer-
kezetére, a gépsziikségletre, stb.stb. Egy konkrét déntési fela-
dat tehdt lényegében az egész vallalati gazdalkodasra kihat,
hiszen a mezdgazdasagban az egyes agazatok altaldban szoros és
k61lcsbnds sokoldalu kapcsolatban vannak egymassal.

A gazdasagmatematikai médszerek azonban nemcsak a donté-
sek megalapozadsa sordn nyujtanak hathatés segitséget, hanem a
gazdasagi elemzések soran is. Ha multban lejatsz6dd eseményt
vizsgdlunk, akkor sem k&z&mbds annak vizsgdlata, hogy mi lett
volna optimdlis, mennyire tértiink el attdél és miért? Az elté-
rés milyen hatéssal volt az eredményre, stb. Masrészt a mult-
ban lejédtsz6dd események vizsgdlata alapjén bizonyos &sszefiig-
géseket, tdrvényszeriiségeket tudunk feltdrni, tendencidkat tu-
dunk meghatdrozni,amelyeknek alapjan ko&vetkeztethetiink a jovo-
re, vagy tudunk hozni olyan doéntéseket, hogy az adott jelensé-
get célszerii mébdon alakithassuk.
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A vizsgdlatokat végezhetjiik népgazdasagi, dgazati-minisz-
tériumi, teriileti és vallalati szinten. Vizsgalataink feldlel~-
hetnek komplex problémékat, vagy részproblémdkat, aszerint, hogy
mi a célunk.

A gazdasagmatematikal mdédszerek és szamitdstechnika helyét
és szerepét a mezdgazdasagban tehdt rdviden ugy hatdrozhatjuk
meg, hogy a gazdasdgi matematikai médszerek és a szamitdstechni-
ka a mez8gazdasdg szamos terliletén és kiildnb8zd gazdasdgi szin-
teken alkalmas multbeli folyamatok vizsgdlatara, elméleti vizs-
galatok elvégzésére és dontések megalapozasara.

A gazdasdgi életben szamos gazdasdgmatematikai mdédszer
alkalmazhatd. Tananyagunkban nem tudunk ezek wmindegyikével rész-
letesen foglalkozni, csak azokkal a legfontosabb médszerekkel,
amelyek a mez8gazdasidgil gyakorlatban jelenlegi ismereteink sze-
rint a leginkabb alkalmazhaték. Ennek megfelelden foglalkozunk
a matematikai programozdssal, a szallitdsszervezéssel, a terme-
lési fliggvényekkel, az &gazati kapcsolatok mérlegével, a halé-
tervezéssel, a grafikus mddszerekkel és a nomogramokkal, vala-
mint a szimulaciés mddszerekkel. Mindezek mellett megismerke-
dﬁ?kia szamitbégépekkel, valamint azok programozadsdnak alapjai-
val is.
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2. FEJEZET

A matematikai programozdsi modell &altaldnos megfogalmazdsa

A gazdasdgmatematikai médszerek k&zil jelenleg a gyakor-
latban leginkdbb a matematikai programozdst alkalmazzdk. A to-
vabbiakban elsBsorban erre iranyitjuk a figyelmet. Ebben a fe-
jezetben még csak altalanossadgban fogalmazzuk meg a matematikai
programozdsi modellt, majd pedig annak specidlis tipusat, a
legegyszerilbb és jelenleg a gyakorlatban leginkadbb haszndlatos
formajat, a linedris programozast. Egyszerili példat is megvizs-
gédlunk a linedris programozids alkalmazdsdra, majd réviden - in-
kébb csak vazlatszeriien - attekintjiik a matematikai programozis
gyakorlati alkalmazisénak teriileteit. A kdvetkezd fejezetben
a kétvadltozds linedris programozdsi modellekkel &s a grafikus
linedris programozdssal foglalkozunk, majd ezutdn kerlil targya-
lédsra a grafikus linedris programozds mezBgazdasagi alkalmaza-
sa lehetdségének bemutatdsa. Mint latni fogjuk, a grafikus li-
nedris programozds még nem igényel kiildndsebb matematikai fel=-
készliltséget és bizonyos feladatok megoldidsa soradn hatékony
segitséget nyujt az optimum megkdzelitéséhez.

A matematikai programozids megértéséhez viszont sziikséges
a matematikail alapok megismerése. Ezért a grafikus programozas
tédrgyaldsa utdn a programozids matematikai alapjaival foglalko-
zunk. Ezutdn keriil sor a matematikal programozas gyakorlati
alkalmazadsa médszerének ismertetésére.

2.1. Az 4ltaldnos matematikai programozdsi modell

Tegyik fel, hogy valamely mezBgazdasdgi vallalat n-féle
tevékenységet folytathat. Egyeldre nem vizsgdljuk e tevékenysé-
gek konkrét tartalmédt, csak megjegyezzilk, hogy a tevékenységek
jelenthetik valamely termék termelését, valamilyen szolgaltatés
ellatédsat, beruhdzasi tevékenységet, stb. valamilyen médon foly-
tatva.

A tevékenységek - egyelOre ismeretlen - szintjét jeldljik
X1, X2, ..., X _-nel. Ezek alkotjdk a matematikai modell vadlto-
z0it. Eszerint x. jelenti a j-edik tevékenység /j = 1, 2,...,
n/ szintjét. A vd1llalat a tevékenységeket bizonyos céllal vég-
zi. A cél kiilénbdzd lehet, pl. minél magasabb jdvedelem eléré-
se, az export fokozasa, vagy az import cs&kkentése, stb. Tegylik
fel, hogy példankban a tevékenységek célja minél nagyobb jéve-
delem elérése. Nyilvanvald, hogy a megtermelhetd vagy realizal-
hatd jovedelem fligg attdl, hogy a vallalat a kiilénb&zd tevé-
kenységeket milyen szinten &s milyen ardnyban folytatja, azaz
ha a megtermelhetd vagy realizalhatd jovedelmet z-vel jeldljik,
annak nagysaga az x4 valtozdk fliggvénye, vagyis

/2.1./ z = f/xl, Kpr wnes Xn/'
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Az igy megfogalmazott fliggvényt célfﬁggvénxnek nevezzik.
T szetesen a vallalat a cél minél jobb megvaldsitdsara
kszik, pl. minél t8bb jovedelem elérésére, vagy minél tdbb
rttermék eldallitdsdra, vagy minél kevesebb importanyag
asznalasara, stb. Az Xy, X3, ..., Xy valtozdk értékeit te-
ugy kell meghatéroznun%, hogy a célfiliggvény azok mellett a
agyobb, vagy a legkisebb értéket vegye fel, vagyis keressik
fiiggvény maximumdt vagy minimumdt, azaz szé1lsd /extrém/
ét, azaz

12.2.1 z = f/xl, Kyr wees xn/ = extrém.

A klilonbozd tevékenységek foldteriiletet, munkaerdt, esz-
ket és anyagokat igényelnek. A rendelkezésre 4116 f&ldte-
tet, munkaerdt, eszkdzdket és anyagokat altaldban termelési
orrasoknak, vagy egyszeriien eroforrasoknak fogjuk nevez-
Az erdforrdsok egy része korlatozott mennyiségben 411 ren-
Z=lkezésre, vagyis azok felhaszndlhatd mennyisége adott. Jeldl-
-ik 2z r-edik erdforrasbdl rendelkezésre 4110 mennyiséget br—rel.

Az erdforrasok felhasznaldsadra mérlegeket irunk eld. A
merleg egyik oldalan jeldlijilk az adott erdforrasbdl a sziikség-
_=tet, a masik oldalan pedig az abbol rendelkezésre allo meny-

séget. Mivel a kuildnbdzd erdforrasokbdl felmerild szlkség-

szintén az x; értékek fiiggvénye, az x; értékeket ugy kell
megvalasztani, hdgy a mérlegek két oldala kdzétt megfeleld, al-
nk eldirt viszony [relacidé/ legyen. Eldirhatjuk, hogy a mér-
ét oldalan levo mennyiségek pontosan megegyezzenek, vagy,
az egyik oldalédn levd mennyiség nem lehet t8bb, mint a mé-
sik oldalon.

Eszerint tehat keressiik az xy, Xy, ..., X valtozdknak
xat az értékeit, amelyek mellett a célfiiggvény extrém ér-
2t /maximumot vagy minimumot/ vesz fel, azonban az Xy, X2,
. valtozdéknak ki kell elégitenitk még bizonyos mérleg-

tételeket, amelyeket mérlegegyenletek

d2:.3./ o /xl, Koy woes %,/ = b/
vagy mérlegegyenldStlenségek

924,/ o /Xl’ Xyy wens Xn/ S b,
illetve

12.5.4 LIS S YR Y 2 b

z=lakjdban fogalmazhatunk meg.

% Egyelldre ezek részletesebb vizsgalatdtdl eltekintlink.



Az igy megfogalmazott mérlegegyenleteket, illetve mér-
legegyenldtlenségeket mérlegfeltételeknek, vagy korldtozd fel-
tételeknek szoktuk nevezni.

Az Xy Yaltozéknak ki kell még elégiten
az un. hatarfe%teteleketX vagy nemnegativitdsi feltéze
azaz

1261 X &

1" 72" "t Fn

A /2.1./ formulédban kizdrdlag azt fogalmaztuk meg, &
a célfiiggvény értéke /pl. a jovedelem tbmege/ a kiilénb&zd =
vékenységek méretétdl fligg /a kiildnbdzd termékekbdl termslc
mennyiségekt8l, a szolgdltatdsok kiterjedésétdl, stb./, s =
/2.2./ formula szerint azok szintjét ugy kell megvéalaszt
hogy a célfiiggvény extrém értéket vegyen fel [pl. a lehs
nagyobb jdvedelmet érjik el/. E formuldban egyeldre még azt
sem konkretizadljuk, hogy a célfiiggvény értéke /z/ hogyan, =2-
lyen formdban fligg az xy vadltozoktdl.

Kizardlag e célfliggvény alapjén esetleg az mutatkozna
célszeriinek, hogy a vdllalat csak egyféle tevékenységet Zoly-
tasson, esetleg minden hataron tul ndvekvd mértékben. Azomban
mint arrél mdr szd volt, a klilénbdzd tevékenységek erdforrasc
kat igényelnek, amelyekbdl korlatozott mennyiségek allnak = -
lalat rendelkezésére, behatarolva a kiilénbdzd tevékenysécek
hetséges méreteit. Pl. ha a vallalatnak adott fdldteritilez 211
rendelkezésére, s azt maradék nélkil fel kell haszndlniz =
termelés céljara, ez a terliletmérleg egyensulydnak biztosica-
sadt kivadnja meg. A terililetsziikséglet szintén az x; valtozdkco
fligg /valamilyen formaban/, s ez képezi a mérleg ggylk olda-
lat [0, /X7, Xpr ceeney | |, s meghatdrozott mennyiségi teri-
let a4l1l1 rendelkezésre /Er/, ami a mérleg mdsik oldalat ad-=.

A mérleg két oldala k&zdtt meghatdrozott egyensulyt kell bizto-
sitani, azaz ha a teriilet pontos felhaszndlasat kivanjuk, =
mérleget mérlegegyenlet alakjaban kell megfogalmazni [2.3./.

A munkaerd- és eszkdzfelhasznadlasra vonatkozd mérlegekescx
viszont &ltaldban egyenldtlenség formadjaban fogalmazzuk meg,
vagyis nem irjuk eld, hogy pl. minden hdénapban pontosan &s ma-
radék nélkil fel kell hasznalnunk a rendelkezésre 4116 munkas-
rét, hanem csak azt kdtjik ki, hogy nem hasznédlhatunk fel ©
munkaerdt, mint amennyi rendelkezésre &4ll, azaz a munkaerd fel-
haszndlasdra egy felsd hatart, felsd korlatot irunk eld, de

%/ Oskar Lange: Optimalis dontések. Kozgazdasdgi és Jogi XS
kiad6, Budapest. 1966. 5l.o0.
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==Zve tesszilkk, hogy azt ne hasznadljuk fel teljes mérték-

setben - mint késdbb latni fogjuk - eldirhatunk al-
is /2.5./, pl. megkivanhatjuk, hogy bizonyos ter-
agy termékcsoportokbdél legaldbb egy meghatarozott
termelni kell.

2 /2.6./ formuldban eldirtuk, hogy az x; értékek nem le-
egativ mennyiségek. A vallalatvezetd germészetesnek

, hogy nem termelhet pl. -100 hektdron buzat vagy kuko-
vagy nem adhat az &allatok elé -10 kg-ot valamely takar-
leségb8l. A matematikdban azonban valamely egyenletrend-
agy egyenlStlenségrendszer megoldasa negativ értéket is
nyezhet, illetve, ha ez nem kivénatos, vagy nem enged-
~==% m=g, azt kiildn feltételként kell eldirni.

2 mérlegfeltétel-rendszer [mérlegegyenletek és egyenldt-
sk/, vagy masként a korlatozd feltételek rendszere

3./ - /2.5./ | és a hatadrfeltételek [2.6./ dltaldban az
1tozé tébbféle varidciéjdt megengedik, azaz tdbbféle meg-
is lehetséges. Ezek azonban nem feltétleniil egyenérté-

s célszerli kivdlasztani k&ziilik azt, amely bizonyos cél,
célok szempontjabdl leginkdbb megfelel a gyakorlati meg-
sitdsra. A kivalasztés kritériumadt a célfiiggvényben fo-

Imazhatjuk meg.

u

A gyakorlati alkalmazds sordn - mint latni fogjuk -
m=m egyszerl probléma a célfliggvény kdzgaziasdgi tartalmanak
ghatirozasa.

A matematikai programozads, s ezen beliil a célfliggvény al-
=2132nos problémajat igen vildgosan fejti ki Oskar Lange. A ma-
matikal programozas elméletét a raciondlis cselekvésrdl szd-

éltalén7s tudomdny részének tekinti, azaz a praxeoldgidhoz

sorolja.*X

A gazdasagi programozads szempontjabol legfontosabb praxeo-
Sgiai eljaréasi elvnek a racionalis gazdalkodas vagy a gazda-
2gossag elvét tekinti, amelynek két valtozatadt kiildnbdzteti
meg:

[

a/ A legnagyobb eredmény elve: ha adott eszkdzrafordités
m=llett a kitizdtt cél maximdlis fokat érjik el.

b/ A legkisebb eszkdzraforditas, vagy az eszkdzokkel vald
zzkarékossdg elve: ha az adott célt [vagyis a cél eldre megha-
zirozott fokadt/ a legkisebb eszkdzraforditassal érjiik el.

' Mezdgazdasagi vallalatoknal altaléaban lehetetlen olyan tervet
&sszeadllitani, amely minden hdnapban a munkaerd teljes és
maradéktalan felhaszndlasat biztositja. E kdvetelmény modell-
be épitése megoldhatatlan problémdhoz vezetne.

xx/ Oskar Lange idézett kdnyve 11-15. o.
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A gazdasagossag elvének két valtozatdt Oskar Lange egyen-
értékiinek tekinti. "Ki lehet mutatni, hogy a raciondlis gazdal-
kodas elvének mindkét valtozata egyenértékii. Lényegében a ra-
ciondlis gazddlkodas elvének masodik véltozatdt alkalmazva
- adott eszkdzkészlet mellett - végeredményben a cél megvald-
sitdsanak maximalis fokat érjlik el. Ha ugyanis kevesebb esz-
k&zt hasznadlunk a cél megvaldsitdsa meghatdrozott fokdnak elé-
résére, vagyis bizonyos mennyiségli eszkdzt megtakaritunk, akkor
azzal a cél megvaldsitdsi fokat megfele16e7 ndvelni lehet és
ezen az uton elérhetjiik annak maximumét."X/ Helyteleniteni a
gazdasdgossdg elvének olyan megfogalmazdsdt, amely a cél leg-
nagyobb megvaldsitédsi fok&t kivadnja elérni a legkisebb eszk&z-
raforditds mellett. Valdban, az utébbi megfogalmazids ellent-
mondadsos és Oskar Lange elmélete a gazdasagossdag elvérdl és
a két valtozat egyenértékiiségérdl eldrelépést jelent.

2.2. A linedris programozdsi modell dltaldnos megfogalma-
zasa

Az el0zd alfejezetben a matematikai programozédsi modell
altalanos megfogalmazdsa soran nem adtuk meg konkrétan, hogy
a célfiiggvény vagy a mérlegfeltételek milyen fliggvénytipust
képviselnek, csupan azt tilintettiik fel, hogy itt valamilyen
fliggvénykapcsolat van.

Mind a célfiiggvényben, mind a mérlegfeltételekben sokfé-
le fliggvénytipus széba johet, azonban egy bonyolult fliggvény-
rendszert tartalmazdé modell gyakorlati tervezésben vald al-
kalmazdsdnak - legaladbbis jelenleg - nincsenek meg a feltéte-
lei. Egyszeriliségénél, konnyebb kezelhetOségénél és megoldhaté-
sdgéndl fogva, ma a linedris programozdsi modell az, amely a
gyakorlatban szélesebb kdrben alkalmazhatd és elterjeszthetd.

Ha mind a célfiiggvény, mind a mérlegfeltételek linedri-
sak, azaz a

[2:%wl z = PyX+PyX, ... 4P X = extrém
és

12 8] arlxl+ar2x2+...+arnxn = by,
illetve

+ B + 3 b
[2.9.] a xjta X t. .. a ¥, "
&

vagy /2.10./ arlxl+ar2x2+...+arnxn = br

x|/ Oskar Lange idézett k&nyve 13.0.



formaban adottak, vagyis a /2.7./ - [2.10.]/ a valtozdkat elsd
kon tartalmazzak, akkor linedris programozasi modellrdl be-
€link. Ellenkezd esetben nemlineadris programozasi modellel
=1lunk szemben.

A llnearis programozas mindenekeldtt azt a feltételezést
tartalmazza, hogy a pj és a,y koefficiensek konstans értékek
s nem figgnek az x; értékek valtozasatdél. A vallalati terve-
zés szempontjabdl n%zve, ez azt a feltételezést jelenti, hogy
adott termékbdl barmilyen mennyiséget is termeliink, egységnyi
termék pl. mindig ugyanannyi jovedelem realizaldsat teszi le-
netdvé, a kiildnbdzd eszkdzOkbsl és anyagokbdl egységnyi termék
2134allitdsdhoz mindig ugyanannyit hasznalunk fel, illetve egy-
ségnyi termék eldallitdsa mindig ugyanannyi munkaerdt, gépi
munkat igényel, stb. Indokolt az a nézet, hogy a valdsagban a
problémak nem ilyen egyszeriiek, altalaban nem linedris forma-
ban jelentkeznek. Ha a gyakorlatban mégis a linedris programo-
zast alkalmazzuk, akkor tudatdban kell lenniink annak, hogy sza-
mitdsaink csak annyiban tilikrdzik helyesen a valdésdgot, ameny-
nyiben a linearitds - jobb hijan - mégis elfogadhatdé. Ha ez
nem all fenn, kénytelenek vagyunk nemlinedris programozasi mo-
dellt alkalmazni.

Tekintsiik az eldbbiekben megfogalmazott linedris progra-
mozési modellt. Tegyilik fel, hogy py, pys ---, Py az elsd, a
masodik és igy tovabb, az n-edik termék egységnyi termelése
/1 g, 1 ha, stb./ sordn nyerhetd jovedelmet jelenti, mig mint
ismeretes, az Xj, X3, ---, ¥, & kiildnb62zd termékekbdl terme-
lendd mennyiségeket szimbolizaljak.

Ha az elsd termék egységnyi mennyisége /1 q, 1 ha terme-
lése/ p; mennyiségl jovedelem megtermelését, illetve realiza-
13sat teszi lehetdvé, s ha az elsC termékbdl x; mennyiséget al-
litunk eld, akkor természetesen az elsd termék termelése soran
©1%; nagysdgu jovedelemre szamithatunk. Ha a szorzatokat vala-
m=nnyi termékre vonatkozdan képezziik, megkapjuk, hogy a kildn-
525 termékek termelése soran - adott mennyiségeket termelve -
=nnyi j6vedelem érhetd el.

A termékenként nyerhetd jovedelmek Osszege az adott val-
Lzlat &ltal elérhetd jovedelem tdmegét adja, azaz a vallalati
Ssszes jbvedelem tbmege /z/, a /2.1./ szerint

/2.11./ 2 = pyX Xyt P X
=gy rdovidebben felirva

n

2325 VA .;l pjxj



Ha pl. a,| az ¢1s6 termék egységnyl megtermeléséhez szik-
séges munkanapoé szamat jelenti az r—edik hénapban és az elsd
termékbdl x; mennyiséget dllitunk eld, akkor ehhez nyilvanva-
1l6an az r-edik honapban a, 1% munkanapra lesz szilkség. Ha e
szorzatot minden termékre vonatkozdan elvégezziik, megkapijuk,
hogy a kiildnbdz& termékek tervezett mennyiségének megtermelé-
séhez az r-edik hénapban hany munkanapra van sziikség. Ezek Osz-
szegezése az adott hdnapban a termeléshez sziikséges munkanapok
6sszes mennyiségét adja, azaz a /2.9./ formuldt felhasznalva
2 13 f arlx1+ar2x27...+arnxn

vagy rovidebben

n
/2.14./ I a_.X..

A munkanapsziikkséglet nem lehet t8bb a rendelkezésre 4116,
illetve teljesithetd munkanapok szamanédl, vagyis br-nél, azaz

12:15.¢

[ ==]
[
X
1l
o

Hasonldé médon fogalmazhatjuk meg a gépimunka-mérlegeket,
anyagmérlegeket, stb., amelyek részletesebb targyalasatdl e
helylitt eltekintiink.

2.3. Egyszerii példa a linedris programozas szemléltetésé-
re

A tovabbiak sorédn egy nagyon leegyszeriisitett feladat a-
lapjén vizsgdljuk meg a linearis programozas alkalmazasi lehe-
tBségét, megvilagitva az alkalmazas gazdasdgi hatterét.

Tételezziik fel, hogy valamely mez®gazdasagi vallalat
1000 ha teriilettel rendelkezik. A rendelkezésre 4116 teriile-
ten négyféle arundvény termelésére van lehetBség, amelyeket je-
18ljink az abc kezdd nagybetiiivel, tehat A, B, C, D-vel. Ren-
delkezésre 41l a négyféle arundvény termelésének kidolgozott
technoldégidja, amely tartalmazza azok termelésének jdvedelem-
szamitasait is.

A problémdt leegyszeriisitjiik és feltételezziik, hogy a
termeléshez csak munkaerdt haszndlunk fel. /A tSbbi tényezd
vagy korlatlan mennyiségben &ll rendelkezésre, vagy egyszerii-
en e helyiitt vizsgdlatuktdél eltekintiink./ A munkaerd-felhaszna-
14s idényszeriisége azonban szilkkségessé teszi annak vizsgalatat,
hogy az év kildnbdzd iddszakdban hogyan alakul a munkaerd-szik-
séglet. Etekintetben legaldbb havi részletezésre van szikseg.
Az egyszeriiség kedvéért példankban csak két munkacsucs-hdénap
vizsgdlatat végezziik el, azaz csak az I., illetve a II. iddsza-
kot kiildnbdztetjik meg.
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A technolégidkbol megallapithatd, hogy az A termék 1 hek-
taron vald termelése az I. csucsid@szakban 1, a II. csucsidd~
szakban 4 munkanapot igényel és 1 hektaron 900 Rk jbvedelem ér-
hetd el. Ugyanezen adatok a B termék termelésére vonatkozdan
4, 2, 900, a C termék termelésére vonatkozdéan 4, 6 é&s 1000, il-
letve a D termék termelésére 2, 10 és 1100. Foglaljuk ezeket
az adatokat attekinthetd formadban az 1. tdblazatba.

l.sz. tablazat

Technolbgiai adatok

T 2| 8| c] b

Megnevezés termékek technoldgiai és
jovedelemadatai 1 ha-ra

Teriiletsziikséglet, ha 1 1 & 1
Munk anaps zlikséglet
az I. csucsiddszakban d, 4 4 2
Munk anaps ziikséglet
a II. csucsiddszakban 4 2 6 10

Jovedelem, k 900 900 1000 1100

Most az a feladat, hogy készitsik el az adott mezdgaz-
dasagi vallalat termelési tervét.

Eldsz8r oldjuk meg a feladatot pusztédn logikai kalkula-
cié alapjan, ahogyan azt a jelenlegi gyakorlatban is csinal-
jék. Ennek keretében mindenekeldtt el kell ddnteniink, hogy me-
lyik terméket hany hektédr teriileten kivanjuk termelni, azaz az
1000 ha tertiletet elosztjuk a négyféle drundvény termelésére.
Az elosztdst azonban - mivel a jdvedelem nagysdga nem kdzdmbds
a vallalat szempontjabdl - ugy igyeksziink megoldani, hogy az
1000 ha teriileten miné&l nagyobb jdvedelem elérése védljon lehe-
tBvé. Ezért természetesen az egységnyi teriileten nagyobb jove-
delmet addé termék termelését eldnyben részesitjiik a kevesebb
jbvedelmet biztositd termékkel szemben.

A tablazatb6l kitiinik, hogy 1 ha-on legnagyobb jovedel=~
met a D termék termelése biztosit. Igyeksziink tehdt a D termé-
ket minél nagyobb teriileten, mondjuk 400 ha-on termelni. Az
1 ha-on termelhetd jdvedelemtdmeg szempontjabdél a masodik leg-
jobb termék a C termék, termeljiik ezt, mondjuk 300 ha-on. Az
A és B termék 1 ha-on termelve, azonos tdmegli jovedelem elé-
rését teszi lehetdvé, azonban az A termék termelése eldnydsebb-
nek latszik, mert kevesebb munkaerd-raforditdst igényel, ezért,
mondjuk az A terméket 200, a B terméket pedig 100 ha-on ter-
meljiik. Ezzel az 1000 ha teriiletet a négy ndvény termelésére el- .
osztottuk a kovetkezdképpen:




i DD =

A termék 200 ha
B termék 100 ha
C termék 300 ha
D termék 400 ha
Osszesen: 1000 ha

Egyeldre nem tudjuk, hogy az igy meghatirozott termelési
szerkezet az adott vallalatnidl megvalésithatd-e vagy sem. Errdl
csak azutdn tudunk meggydzddni, ha elkészitjik a kiildnbdz8 mér-
legeket, valamint az adott termelési szerkezet alapjén varhatd
jévedelemtervet és megvizsgdljuk, hogy a tervezett termelés
szerkezet megvaldsitdsdhoz rendelkeziink-e elegendd munkaerdvel
/gép~ és eszkbzkapacitéssal, valamint a szilkséges anyagokkal/
és az elérhetd jovedelmet elfogadhatdnak tartjuk-e. E vizsga-
lathoz tehat el kell késziteniink a kiildnbdz3 mérlegeket é&s meg
kell hatdroznunk az elérhetd vallalati jdvedelmet. A mérlegek
és jovedelemszamitads elkészitése viszonylag egyszerii, minddssze
a technoldgiai adatokat kell megszorozni a termelési szerkezet
adataival é&s az igy kapott szorzatokat kell &sszegezniink. A
fentiekben meghatdrozott termelési szerkezet, valamint az l.sz.
tdblazatban rdgzitett technoldgiai és jdvedelmi adatok alapjén
tehdt a k&vetkezd szamitdsokat kell elvégezniink:

Terliletmérleg
1 .20 + 1. 100 +1 . 300 + 1 . 400 = 1000 ha,

Munkanap-sziikséglet az I. csucsiddszakban

1 .20 + 4 . 100 + 4 . 300 + 2.. 400 = 2600 munkanap

/2.16./Munkanap-sziikséglet a II. csucsiddszakban
4 , 200 + 2 . 100 + 6 . 300 + 10 . 400 = 6800 munkanap

Elérhetd j8vedelem

900 . 200 + 900 . 100 + 1000 . 300 + 1100 . 400 =
= 1 010 000 R.

Szédmitédsaink alapjén kitiinik, hogy az adott technolégiai
adatok alapjan a tervezett termelési szerkezet megvaldsitasdhoz
1000 ha teriilet, az I. csucsiddszakban 2600 munkanap, a II.
csucsiddszakban 6800 munkanap szilkséges és az elérhetd jbvede-
lem 1 010 00O R. Most azt kell megvizsg&lnunk, hogy a 2600,
illetve 6800 munkanap biztosithat6é-e az adott vallalatnidl és
meg vagyunk-e elégedve az elérhetd jovedelemmel.

Amennyiben a sziikséges munkanap nem &l1 rendelkezésre, hanem
az adott vallalat ennél kevesebb munkaerovel rendelkezik, vagy
a jovedelmet kevésnek tartjuk, akkor vagy a technoldgidt kell
megvaltoztatni, vagy a termelési szerkezetet, vagy mindkettot.
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Ebben az esetben viszont ismét el kell végezniink a mérlegsza-
mitdsokat &s ujra megvizsgdlni, hogy az igy eldallitott terv-
valtozat kapacitésigényét tudja-e a vallalat biztositani, il-
letve az elérhetd jovedelem elfogadhatdwe a vallalat szémara.

A termelési szerkezet &s a technoldgia valtoztatdsat mindad-

dig kell végezniink, amig egy olyan termelési tervhez jutunk,

amelyben valamennyi mérlegiink elfogadhatd eredményt ad és az

eldallithatd jdvedelem is elfogadhatd a vallalat szamara.

Egyszeriisitett példankban viszonylag k&nnyili feladat vol-
na tobb tervvadltozat elBdllitdsa és vizsgdlata, de képzeljlk
el egy vallalat komplex tervét, amikor nemcsak négy arundvényt
kell figyelembe venni, hanem az 8sszes, az adott vallalat kd-
rliilményei k&z8tt termelhetd arundvényt, a z8ldség-, a sz815-
és a gyimdlcstermelést, a rét- és a legeldgazdalkodast, az
dllattenyésztést, a takarmanytermelést- &s vasarlast, stb.

S&t egy-egy termék termelése t8bbféle technoldgiai valtozat
szerint is lehetséges. De a munkaerdot sem ket idoszakban, ha-
nem legaldbb 12 iddszakban /havonként/ vesszilk figyelembe.
Vizsgadlnunk kell a gyakorlati tervezés sordn a traktormérlege-
ket traktorkategdrianként, vagy tipusonként szintén 12-12 ido-
szakot véve alapul. Hasonloképpen tekintetbe kell venni mas
épimunka mérlegeket is /pl. kombajn, &ntdzdgép, stb./, anyag-
mérlegeket is,; takarminymérlegeket is, stb.

Ha &sszedllitottuk ezeket a mérlegeket, kideriil, hogy
egyik-masik mérlegben a sziikkséglet és a kapacitds nincs 8ssz-
hangban. Most valtoztatjuk a termelési szerkezetet, vagy a
technoldégidt, vagy mindkettdt, ismét &sszedllitjuk, a mérlege-
ket, s ujra nincs minden mérlegben 8sszhangjy: .., sOt- lehetsé-
ges, hogy azdltal, hogy megteremtettilk valamely mérleg 8ssz-
hangjat, egy masik mérlegben azt felboritottuk. Nagyon sokszor
kellene a tervet adtdolgozni, hogy valamennyi mérlegben 8ssz-
hangot teremtsiink. Erre a mezdgazdasdgi vdllalatok vezetdinek
aligha van lehet®ségilkk, ezért sok esetben némi javitgatdssal
csak a mérlegek latszdlagos 8sszhangjit teremtik meg. Mint 1lat-
ni fogjuk, a matematikai programozds egyik fontos eldnye éppen
az, hogy a modellben figyelembe vett Osszes mérlegek 8sszhang-

jat biztositja.

Térjlink most vissza egyszerii példédnkhoz. Adjuk meg a lo-
gikai kalkulacibnak azt az eldnyt - bar gyakorlatilag ez igy
soha nem sikeriil -, hogy feltételezziik, olyan tervet sikeriilt
az els® lépésben késziteniink, ahol a mérlegek &sszhangban van-
nak, mondjuk az I. csucsidBszakban pontosan 2600 munkanap, a
II. csucsiddszakban pedig pontosan 6800 munkanap &s 1000 ha
termSteriilet 411 a vallalat rendelkezésére. A logikai uton
Bsszedllitott tervet tehadt mindenképpen jénak, illetve elfo-
gadhaténak tarthatjuk, hiszen valamennyi mérlegiink &sszhang-
jat biztositottuk és a tervezés sordn nagymértékben érvényesi-
teni tudtuk azt az elvet is, hogy minél jovedelmezdbb termelé-
si szerkezetet terveziink meg.
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Tegylik fel azonban, hogy a vdllalat ennek ellenére sze-
retne meggy8z&dni arrél, hogy van-e lehetdség az eldbbi terv-
nél jobb, j8vedelmez®bb terv Gsszedllitdsdra. A leckét ugy ad-
ja fel a programozdénak,hogy az adott termeléstechncldgiakat
véve figyelembe, ké&szitsen egy olyan termelési tervet, amely
pontosan 1000 ha teriilet hasznositasat teszi lehetdvé, s az I.
csucsiddszak pontosan 2600, a II. csucsidoszak pontosan 6800
munkanap felhaszndlasaval jar, de a lehetd legnagyobb jovedel-
mezdség elérését biztositja.

A programozdé az igy megfogalmazott feladatbdél indul ki.
Adottnak tekinti tehdt a termeléstechnoldgiai adatokat, vala-
mint a termelési forradsokra megadott adatokat és keresi azt
a termelési szerkezetet, amely 1000 ha terililet, 2600, illetve
6800 munkanap felhaszndlésdval a legnagyobb jovedelmet bizto-
sitja. Ennek alapjan a /2.16./ formuldt ugy alakitja &t, hogy
az egyes termékek termelésére felhaszndlt terililetet ismeret-
lenként kezeli, vagyis az A termék termelésére forditott te-
riletet xj-gyel, a B termék termelésére forditott teriiletet
xp-vel, és igy tovabb, x3-mal, illetve x4-gyel jeldli. Ennek
megfelelden a /2.16./ formuldt a kdvetkezOképpen alakitjuk
at*

Teriiletmérleg
1 Xy + 1 Xy + 1 Xq + 1 Xy = 1000 ha

Munkanap-szikkségleti mérleg az I. csucsidBszakban

L xq + 4 xy + 4 X3 + 2 Xy = 2600 munkanap

[2.17.] Munkanap-szikségleti mérleg a II. csucsid@szakban

4 Xy + 2 Xy + 6 X3 + 10 Xy = 6800 munkanap
Elérhetd jovedelem

+ 1100 x, = maximum

900 x, + 900 X + 1000 x 4

1 3

A /2.17.]/ formula tehdt megfelel a /2.16./ formulénak,
csak most a termelési szerkezetet egyelBre ismeretlenként ke-
zeljik.

A feladat megolddsahoz tehat rendelkeziink egy négyisme-
retlenes 3 egyenletbdl 4116 rendszerrel [késdbb latni fogjuk,
hogy nemcsak egyenlettel, hanem leginkdbb egyenldtlenséggel

x/ Azokat a konstansokat, amelyeknek értéke 1, természetesen
elhagyhatjuk, most a k&nnyebb k&évethetdség érdekében tiin-
tettiik fel.



- 25 =

dolgozunk/, amelyet ugy kell megoldanunk, hogy k&zben egy
figgvény /a célfliggvény/ maximumit keresstik.

A [2.17.]/ feladat adatait foglaljuk tdblazatba, ahol a
baloldali oszlopban feltiintetjiik a sorok megnevezését, majd
a tovabbi oszlopok az egyes termékek egységnyi mennyiségére
/1 ha-on t&rténd termelésére/ vonatkozd értékeket /[technoldgiai
koefficienseket és fajlagos jovedelemmutatdkat/, illetve az
utolsd oszlop a véllalat®/ egészére vonatkozd kapacitédskor-
latokat tartalmazza. Az xj, Xp, X3, X, szimbdlumokat - amelyek
a kiilonb5z8 termékek termelési szintijét jelentik - a fejrovat-
ban emeltiik ki /2. sz. téblazat/.

A 2. sz. téblazat tulajdonképpen egy olyan kiindulé ter-
vet reprezentdl, amikor még semmit nem termeliink, minden val-
lalati erdforrést tartalékolunk és a védllalati jbvedelem, mint
azt az utolsé oszlop célfliggvény-adata mutatja, jelenleg még
O,

2.sz. tablazat

Matematikai modell

% l % [ X I X
Megnevezés L Z 3 A Véallalat
termék

Teriilet, ha 1 1 1. 1 1000
Munkanap az

I. csucsid®szakban 1 4 4 2 2600
Munkanap a

II. csucsid&szakban 4 2 6 10 6800
Jdvedelem, R 900 900 | 1000} 1100 (o]

A tovabbiakban lépésrdl-lépésre ujabb tervvaltozatokat
fogunk elddllitani mindaddig, amig az adott feltételek kdzdtt
legnagyobb jovedelmet biztositdé tervhez nem jutunk.

A 2. sz. tablazatbdl kitlinik, hogy hektdronként a D ter-
mék ad legtdbb jbvedelmet, tehdt természetes, hogy ennek mi-
nél nagyobb teriileten vald termelésére tdreksziink. Kérdés a-

x/ Az utolsd oszlopban most csak egyszeriien vallalat megneve-
zést alkalmazunk, mert az adatok az egész vallalatra vonat-
koznak, itt még csak a rendelkezésre alldé erdforrasokat,

a késObbiekben adott termék vagy termékek termelésének te-
riiletét, s a vallalat varhato jovedelmét fogjuk itt megta-
lalni.
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zonban, hogy a termeléshez sziikséges erdforrasokbdl rendelke-
zésre &116 mennyiségek /[terililet, munkaerd/ a D termék terme-
1ését hany hektédron teszik lehet®vé. Ezt megkapjuk, ha a jobb-
oldali oszlop adatait /a rendelkezésre a4116 kapacitasockat/ el-
osztjuk a D termék oszlopdhoz tartozé adatokkal /a D termék
fajlagos kapacitédssziikségletével/, azaz

1000 : 1 = 1000
2600 : 2 = 1300
6800 : 10 = 680

Mivel egyik erdforrasbél sem hasznalhatunk fel t&bbet,
mint amennyi rendelkezésiinkre 411, nyilvanvaldan a termelést
a sziik keresztmetszethez kell igazitanunk, tehdt a D terméket
legfeljebb 680 ha teriileten termelhetjik.

A D termék adatait 680-nal szorozva, megkapjuk a D ter-
mék 680 ha-on tdrténd termeléséhez szilkséges teriileteh és mun-
kanap-sziikkségletet. Ha az igy kiszamitott sziikségleti adatokat
levonjuk a rendelkezésre 4116 kapacitdsokbdl, megkapjuk azt a
teriiletet, illetve munkanap-mennyiségeket, amelyeket nem hasz-
ndlunk fel a D termék 680 ha-on tOrténd termelése sordn. Esze-
rint az eddig fel nem haszndlt kapacitéas a k&vetkez&képpen a-
lakul:

1000 - 1 . 680

1000 - 680 = 320 ha
2600 - 2 . 680 =

2600 - 1360 1240 munkanap az I. csucs-
id&szakban

O munkanap a II. csucs=-
iddszakban

és a megfeleld jovedelem, azaz a célfliggvény megfeleld értéke

6800 - 10 . 680 = 6800 - 6800

0 - 1100 . 680 = - 748 000 E

A D terméket tehadt 680 ha-on termelve, a II. csucsidd-
szakban rendelkezésre &116 munkanapot teljesen felhasznaltuk,
de a teriiletet és az I. csucsiddszakban rendelkezésre &1l16
munkanapok mennyiségét nem haszndltuk ki teljesen. Az elérhetd
jovedelem 748 000 R /ez a tdbldzatban ugyan minusz eldjellel
szerepel, tamely - mint késObb latni fogjuk - csupdn szdmitds-
technikai okokbdél addédik, s azt -l-gyel szorozva, pozitiv ér-
téket kapunk/.

Most az a kérdés, tudjuk-e hasznositani a még fel nem
haszndlt 320 ha terliletet és az I. csucsid®szakban még rendel-
kezésre 4116 1240 munkanapot. Kiséreljilik meg annak hasznosité-
sdt a C termékkel. A C termék azonban a II. csucsid@szakban
is igényel munkanapot, igy termelése csak akkor valik lehetdveé,
ha egyidejiileg csdkkentjlk a D termék termelését, s ezdltal a
II. csucsiddszakban munkanapot szabaditunk fel.

A C termék 1 ha-on t8rténd termelése a II. csucsidGszak-
ban 6 munkanapot igényel, a D termék pedig 10 munkanapot. Ah-
hoz, hogy a C terméket 1 ha-on termelni tudjuk, a D termék
terililetét tehé&t 6:10 = 0,6 ha-ral csdkkenteni kell. Mik®zben
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azonban a D termék termelését 0,6 ha-ral csbkkenteni,nemcsak a II.
csucsid@szakban szabaditunk fel a termelésbdl 6 munkanapot,

hanem az I. csucsiddszakban is 2 . 0,6 = 1,2 munkanapot, s
egyidejlleg 1 . 0,6 = 0,6 ha terililetet is, s ezzel egyiddben
elveszitiink 1100 . 0,6 = 660 Rk jovedelmet.

Ha m&rmost a C terfiék 1 ha-on valdé termelése igényel 1
ha terililetet, de ugyanakkor a D termék termelésének csdkkenté-—
se révén 0,6 ha-t a termelésbdl felszabadit, a valdsdgos tertii-
letigény csak a kettd kiilénbsége, azaz.l - 0,6 = 0,4 ha.

Hasonlbéképpen a C termék az I. csucsid&szakban 4 munka-
napot igényel, de ‘a D termék termelésének csdkkentése révén
2 . 0,6 = 1,2 munkanapot felszabadit, azaz a valdsadgban 4 - 1,2
= 2,8 munkanap-igénnyel 1ép fel. A II. csucsid®szakban a C
termék igénye 6 munkanap, de egyuttal 0,6 . 10 = 6 munkanap
felszabaditasat is biztositjuk, azaz a II. csucsid&szakban a
munkanap-igény 6 - 6 = O.

Véglil a C termék 1 ha-on 1000 E joévedelmet ad, de ugyan-—
akkor 1100.0,6 = 660 R jovedelem elvesztését idézi eld, azaz
a valdésagban csak 1000-660 = 340 R jdvedelmet biztosit.

Természetesen a terv javitadsa nemcsak a C, hanem az A
vagy a B termék termelésbe vonasaval is elképzelhetd, sdot
lehet, hogy ez utébbi még célszeriibb, ezért a C termékhez ha-
sonldan &atalakitjuk az A és B termékhez tartozd adatokat is.
Az igy eldallitott adatokat a 3. sz. tablazatba foglaljuk:

3.sz. tablazat

Elsd tervvarians

A 1K
Megnevezés L 2 > Vallalat
termék

Teriilet, ha 0,6 0,8 0,4 320
Munkanap az
I. csucsid®szakban 0,2 3,6 2,8 1240
x,. /D termék termelése
ha/ 0,4 | 0,2 | 0,6 680
Jovedelem, R 460 680 340 -748Q00

A 3. sz. tablazat szintén egy tervvaltozatot mutat. A
megnevezés oszlopban a II. csucsiddszak mdr nem taldlhaté,
mivel a II. csucsiddszakban a rendelkezésre &a116 munkavapot
felhasznaltuk. Helyette beirtuk a D termék termelésétX/, a-
melynek termelésbe vondsa tette szilkségessé, illetve lehetdvé

%] 7x4—et7
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a II. csucsid&szakban rendelkezésre 4116 munkanapok felhaszna-
lasdt., A 3. sz. tdblézatba foglalt tervvaltozat azt mutatja,
hogy amennyiben a D terméket 680 ha-on termeljlik, a II. csucs-
idBszakban rendelkezésre 4116 munkanapot teljes mértékben fel-
haszndljuk a termelésre, de 320 ha terililet és az I. csucsidd-
szakban 1240 munkanap még kihasznidlatlanul marad. Ez a termelé-
si terv 748 000 R jovedelem elérését teszi lehetdvé. Az xj, x2
és x3 oszlopokhoz tartozd adatok azt mutatjak, hogy az A ter-
mék 1 ha-on vald termelése 0,4, a B terméké 0,2, a C terméké
0,6 ha-ral teszi szillkségessé a D termék termelésének cs8kken-
tését, igy a valésagban az A termék csak 0,6, a B termék 0,8,

a C termék pedig 0,4 ha terliletet:igényel a 320 ha-b6l ahhoz,
hogy 1 ha-on termelhessiik. Hasonloképpen a D termék termelésé-
nek csdkkentésébdl addéddéan médosul az I. csucsiddszakban a mun-
kaigény, valamint az elérhetd jovedelem is.

A 3.sz. téblazat utolsd sordbdél kitlinik, hogy gz uj hely-
zetben a B termék ad egységnyi terilileten a legnagyobb jovedel-
met. Ujra megkeressiik a sziikk keresztmetszetet, s az egész tédb-
lédzatot az eldbbi mdédon &tszamitva, uj tdblazathoz jutunk. /A
szamitdsok tovadbbi bemutatdsatdl eltekintiink, hiszen ezt a ké-
sObbiekben részletesen fogjuk tanulni./ A szamitdsok soradn ka-
pott adatokat a 4. sz. tadblazatban foglaljuk &ssze. Eszerint
a D termék termelése 611,11 ha, a B terméké pedig 344,44 ha
volt. Ez a termelési szerkezet lehetdvé teszi 982 219,20 R jo-
vedelem elérését, s a munkaerdnek mindkét csucsidaszakban tor-
ténd teljes felhaszndldsdt, azonban nem haszndlja fel teljesen
a teriiletet,., hanem 44,45 ha kihaszndlatlanul marad.

4.sz. téblazat

Masodik tervvariéns

Megnevezés X3 ] I X3 l Vallalat
termék
Teriilet, ha 0,55 -0,22 44,45
%, /B termék termelése, ha/ 0,06 0,78 344,44
Xy /D termék termelése, ha/ 0,39 0,44 611,11
Jovedelem, R 422,2 -190,4 -982 219,20

A tablazatbbl az is kitilinik, hogy az A termék termelése
jovedelmezd volna, hiszen az uj helyzetben ha-onként 412,2 kR j8-
vedelemmel kecsegtet. A C termék termelése az uj helyzetben
veszteséges lenne, amit a célfiliggvény koefficiensének negativ
eldjele mutat.

Megkeressilk most az A termékre a szilk keresztmetszetet
/ez pontosan a teriilet lesz/ é&s az eldbbi szamitdsokat megis-
mételve, ujabb tervvaltozathoz jutunk /5. sz. tablazat/.
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5.sz. tablazat

Harmadik tervvarians

X
Megnevezés 3 Vallalat
termék

x, /A termék termelése, !

ha/ -0,4 80,82
x, /B termék termelése, i

ha/ 0,8 339,59
% /D termék termelése,

ha/ 0,6 579,59
lIJovedelem, R -21,5 -1016 340,00

Az 5. sz. tdblédzat olyan termelési szerkezetet mutat,
amelyben az A terméket 80,82 ha-on, a B terméket 33959 ha-on,
a D terméket 579,59 ha-on*/ termeljlik és az elérhetd jovede-
lem 1 016 340 E. Ezzel optimdlis megoldashoz jutottunk, hiszen
- mint a tablazatbdl kitilinik - a C termék termelése nem len-
ne jovedelmezd [negativ elBjel/. Kénnyen ellendrizhetd a mér-
legek elkészitésével, hogy ez a termelési szerkezet is pontosan
2600, illetve 6800 munkanapot igényel és 1000 ha terliletet
hasznal fel.

Figyelemreméltd, hogy badr a feladat igen egyszeril és a
logikai kalkulaciéval 8sszedllitott vetésszerkezet tervezése
soran is nagy sulyt helyeztiink a minél magasabb jovedelem el-
érésére, a logikai kalkuldcidval elddllitott tervben elért
1 010 000 Rk jbvedelemmel szemben a linedris programozassal
Osszedllitott termelési szerkezet 1 016 340 Rk jOvedelem, azaz
6 340 R_jBvedelemtSbblet elérését teszi lehetdvé. [A gyakorla-
ti tervezés soran tSbbmillid Rk jOvedelemtSbbletet is el tudunk
érni./

Erdekes megfigyelni, hogy a C termék - bar Snmagaban

vizsgadlva, a masodik legjovedelmezdbb termék -, nem szerepel

a programozassal készitett termelési tervben. A akorlatban
is az a helyzet, hogy gyakran egy termék, amely Onmagaban /a-
gazati szinten/ vizsgdlva, jovedelmezobbnek mutatkozik, egyal-
talan nem biztos, hogy az egész vallalati komplexumban is :
jbvedelmezdbb, sdt esetleg veszteséges is lehet. /A C termék
termelése ugyanis ha-onként 22,32 R-tal csOkkentené az elérhe-
t8 jovedelmet, mint ez az 5. sz. tablazatbdél kitiinik./

%/ Gyakorlatilag a tizedes szamokat egész szamra kerekitjik,
itt azonban célszerii volt két tizedes pontossagot feltiintet-
ni az ellendrizhetBség érdekében.
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A matematikai programozads alkalmazasanak nagy eldnye,
hogy az egyes agazatokat nemcsak Snmagukban, a vallalat komp-
lexumdbdl kiragadva tudjuk vizsgalni, hanem a vallalatot teljes
komplexumdban at tudjuk tekinteni. Mint az eddigiekbdl is ki-
tlint, az optimalis tervvaltozatot. most is t&bb lépésben &lli-
tottuk eld, de minden lépésben a modellben levd 8sszes adatot
atszamitottuk, egymdssal kapcsolatba, 8sszefiiggésbe hoztuk,

s a vadllalatot teljes komplexumdban vizsgaltuk.

Egyszerl példdnkban kdnnyen megtaldljuk annak az okat
is, hogy a C termék, amely dnmagdban vizsgalva, a mdsodik az
1 ha-on elérhetd jdvedelem nagysigdt illetBen, miért vesztesé-
ges az egész védllalati komplexumot tekintve, illetve a B ter-
mék, amely 8nmagdban vizsgélva, 1 ha-on a legkevesebb jovedel-
met adja, miért foglalja el a masodik helyet a védllalat teljes
komplexumédban. Tekintslik meg még egyszer az l.sz. tablazatot.
A legjdvedelmezdbb a D termék. Munkacsucsa a II. csucsidbszak-
ban van. Ugyancsak itt taldljuk a munkacsucsot a C termék ese-
tében is. A II. csucsiddszakban rendelkezésre 4116 munkanapok-
ért folyd versenybdl természetesen a D termék keriil ki gydzte-
sen, mert magasabb jovedelmet biztosit. A C termék termelése
csak a D termék termelésének nagyaranyu cs&kkentése utjén len-
ne lehetséges. Ugyanakkor a B termék munkacsucsa éppen az I.
csucsiddszakban van, azaz a D termékkel jo6l1 kiegészitik egy-
médst. Ugyancsak a II. csucsiddszakban taldljuk az A termek mun-
kacsucsat is.

Az ilyen egyszeri feladatoknal k&nnyll Attekinteni az
adatok kapcsolatat, ramutatva arra, hogy az egyes termékek k&-
z6tt hol van 8sszhang, vagy ellentmondds. Egy mez3gazdasagi
vadllalat gyakorlati tervezésé sordn viszont t6bb mint 100 sor-
bdél és oszlopbdl 4116 modellhez is eljuthatunk. Marpedig kb.
10 000 adat kapcsolatat és Osszefiliggését aligha vagyunk képe-
sek pusztan logikai uton attekinteni.

A merlegosszefuggesek problémédjat mias oldalrdl kdzelit-
jlik meg,ha a tervet csupan logikai uton 4llitjuk 8ssze és mas
oldalrél, ha a matematikai tervezés médszerét alkalmazzuk. Ha
csupdn logikai uton terveziink, akkor - mint lattuk -, elBszdr
megtervezzik a termelési szerkezetet és a termelési technold-
gidkat, majd kiszamitjuk a mérlegek sziikségleti oldalat, vé-
giil ezt egybevetjlilk a rendelkezésre a116 kapacitds, azaz for-
ras oldallal. A valdsagban azonban &ltaldban a mérlegek for-
rds oldala a " meghatérozott", s olyan termelési szerkezetet
kell kialakitani, valamint olyan technoldgiai eljarasokat cél-
szerlli alkalmazni, amelyekben a szitkkségleti oldala rendelkezés-
re 4116 kapacitdsnak megfelel és emellett a legnagyobb valla-
lati jdvedelmet biztositja. A matematikai tervezés alkalmas a
probléma ilyen megoldasara. /KésSbb latni fogjuk, hogy valé-
jaban a termelési erdforrdsok mennyisége sem meghatarozott A
matematikai programozéds ekkor is hatékonyan alkalmazhatd az
erdforrds szikségletnek a termelési szerkezettel osszehangolt
meghatérezasara. /



2.4, A ddntési folyamat Osszehasonlitdsa

Az elSbbiek sordn egyszeriti feladatot oldottunk meg, egy-
részt a jelenleg széles kOSrben alkalmazott tervezési mbédszer-
rel, majd pedig a linedris programozdssal. Ennek alapjan al-
kalmunk van arra, hogy a kétféle médszerrel végigvezetett ddn-
tési folyamatot Abradzoljuk és Osszehasonlitsuk.

Induljunk ki eldsz8r a jelenleg altalé&nosan hasznalatos
mbédszerrel végzett tervezésbdl. Lattuk, hogy ekkor eld&szdr
szambavesszilk a feltételeket, ezutdn megtervezziikk a termelési
technolégidkat, majd pedig a termelési szerkezetet. /Termé-
szetesen a sorrend meg is fordithatdé ugy, hogy eldszbr a terme-
1ési szerkezetet, majd a technolégiadkat tervezziik meg./ A k&-
vetkezd lépésben a mérleg- és jovedelemvizsgdlatokat végezziik
el, amikoris felvetddik a kérdés, hogy a tervezett termelési
szerkezet és termelési technoldgidk megvaldsitdsdhoz rendelke-
zlink-e a sziikséges kapacitésokkal, vagyis a terililetmérleg,

a munkaerdmérlegek, a gép- és az anyagmérlegek, stb. alapjén

a terv megvaldésithaté-e és a terv szerint elérhetd jovedelem
nagysdga megfelel-e szamunkra. Ha igen, a termelési folyamat
befejezdddtt [stop/, tehadt dontiink a terv elfogaddsdrdl és meg-
valésitdsdrdl. Ha a mérlegek é&s a jovedelem nem megfeleldek,
akkor médositjuk a termelési szerkezetet, vagy a termelési
technoldgidkat, vagy mindkettdt és ismét elvégezzikk a mérleg-
és a jovedelemvizsgalatot. A termelési szerkezet, valamint a
termelési technolégidk valtoztatdsat, a mérleg- és a jbvede-
lemvizsgdlatokat mindaddig végezzilkk, vagyis az egész ddntési
folyamatot mindaddig ismételjiik, amig olyan tervhez nem jutunk,
amely mind a mérlegfeltételek, mind a jovedelem szempontjdbdl
szamunkra elfogadhaté. Az ilyen médon végzett ddntési folyama-
tot az 1. &bra szemlélteti.

Egy komplex vallalati tervezés esetén, amikor sokféle
termelési tevékenységgel és termelési technoldgidval, valamint
sokféle mérleggel kell dolgoznunk, a mérlegszédmitdsok és a
jovedelemvizsgalat igen munkaigényes és a folyamat tObbszdri
megismétlésére a mezdgazdasdgi vallalatok szakembereinek alig-
ha van ideje.

Mint l&attuk, masként t8rténik a tervezés, ha azt mate-
matikai programozdssal végezzilkk. Az els® feladat most is a
feltételek szambavétele, majd ezt kdveti a termelési techno-
lé6gidk megtervezése. Ezutédn Osszedllitjuk és megoldjuk a ma-
tematikai modellt, amelynek eredményeként olyan termelési szer-
kezetet kapunk, amely biztosan minden mérlegfeltétel tekinte-
tében kielégiti eldirdsainkat, s e feltételek mellett a leg-
nagyobb jovedelmet biztositja. [Természetesen ha egydltalan
lehetséges a feladat megoldasa, illetve ha a célfiiggvényben a
legnagyobb jovedelem biztositésat irtuk eld./
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A feltetelek szambaviétele

A ltermelesi techriologak
megtervezése

A termelést szerkezet
megtervezése

Merlegek és jovedelernszarmi-
ldsok elkeszitése

A déniest folyamat vazlata

1. abra

Most tehdt lényegében nincs szilkség mérlegvizsgalatok-
ra, hiszen a mérlegekre el&irt feltételek teljesiilnek, - ha
van a feladatnak megolddsa - és nincs szilkkség jdvedelemszami-
tdsra sem, hiszen a szamitdgéptdl nyert megoldéds az elérhetd
jovedelmet is tartalmazza, sGt biztos, hogy ez a jdvedelem az
adott feltételek kdzdtt /madrmint a modellbe beépitett felté-
telek kézdtt/ maximidlis. A matematikai programozassal megvald-
suld tervezés folyamatdt a 2. abra szemlélteti.



Az eddigiekkel kapcsolatban
A feltetelek szambavdlele | néhdny megjegyzést tehetiink:

Mindkét tervezési mddszer
vizsgdlatédnal feltételeztilk, hogy
csak egy tervvdltozatot készitilink.
Valdéjaban azonban - mint azt majd
a gyakorlati alkalmazds soran lat-

{o d it ni fogjuk -, célszerili tdbbféle
rerm%gggg%gggmk tervvaltozatot is elkésziteni, s

azokat &sszehasonlitva, a gyakor-
lati megvaldsit@sra leginkdbb meg-
feleld vdltozatot kivalasztani és
elfogadni. Ez azzal jar, hogy meg-
vizsgaljuk, van~e lehet®ség a fel-
o tételek megvdltoztatasara, vagy
A m%eegsgé‘szgézné?ge// szémolhatunk-e azok megvdltozdsa-
val és ha igen, szadmbavesszitk, mi-
lyen vdltoztatésok, illetve val-
tozdsok lehetségesek. Ezutén meg-
nézzik, hogy a feltételek kiilénbd-
z® valtozasa esetén milyen tervet

Az optimdilis termeldsi terv lenne célszerill megvalésitani. Az

e igy elkészitett tervek Ysszehason-
Aeniauitiae litdsa sordn témpontot kapunk ar-
ra vonatkozélag is, hogy a vdltoz-
tatdsok milyen eredménnyel jarhat-
nak, célszerii~e a véltoztatdsokat
végrehajtani, vagy nem, illetve,
— 1 ha a vdltozdsok elkeriilhetetlenek,
< ) mit kell tenniink, hogy alkalmaz-
STaR kodjunk azokhoz.

TE Mindkét tervezési mddszer
A dentest folyarrat "d"k{fa , alkalmas arra, hogy t8bb tervvil-
matemalikal programozas esetén tozatot allitsunk eld. A matema-
tikai tervezés azonban itt még
2 dbva inkdbb eldnybkkel rendelkezik, hi-
szen elegendd a modell néhé&ny a-
datdnak kicserélése az uj feltételeknek megfelelBen, s a modellt
ujra megoldva, uj tervvdltozatot kapunk. Masrészt, mint latni
fogjuk, a matematikai modell egy-eqy megolddsa sordn is t8bb
tervvdltozatot nyerhetiink.

Eddig a matematikai programozassal végzendd tervezés leg-
egyszeriibb esetét, a linedris programozdst tekintettilk példa-
ként, s csak az volt a feladat, hogy adott termelési technolé-
gidk és adott termelési kapacitédsok mellett optimalizdljuk a
termelési szerkezetet. Késdbb taldlkozni fogunk olyan proplé-
makkal, amikor a linedris progamozdssal a termelési szerkezet
és a termelési forrdsok 8sszefiliggd optimumdt kell egyidejiileg
meghatédrozni, illetve olyan problémidkkal is, amikor a terme-
léstechnoldégiai terveket szintén optimalizdljuk és szamitdgép-
pel tervezzilkk meg egyidejlileg és Osszefliggésben a termelési
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szerkezet és a termelési forrdsok optimumdval. Végiil foglal-
kozni fogunk nem-linedris modellekkel is. Ilyen komplex és

bonyolult tervezési feladat megolddsa a jelenleg adltalanosan
hasznalt tervezési mdédszerekkel még nehezebb feladat elé &1~

litana benniinket.



3. FEJEZET

Kétvaltozdés linedris programozasi modellek. Grafikus linearis

programozas

A 2.3. pontban tulajdonképpen egy egyszeril linedris prog-
ramozasi feladatot oldottunk meg anélkiil, hogy ismernénk a
lineadris programozas matematikai alapjait. Ahhoz azonban, hogy
ilyen vagy még nagyobb és bonyolultabb tébbvaltozds és tdbb
feltételekbdl &116 lineadris programozasi feladatokkal megis-
merkedjink, el kell sajatitanunk a szllkkséges matematikai ala-
pokat., Mieldtt a matematikai alapokkal megismerkednénk, egy-
szerl kétvaltozés feladatokkal fogunk foglalkozni.

A kétvaltozbds feladatok nagyon egyszeriiek, s megoldasuk-
hoz elegenddek a k&zépiskolai matematikai ismeretek. Masrészt
a kétvaltozds feladatok lehetdvé teszik a linedris programo-
zas hatterének szemlélését. A 4. fejezetben latni fogjuk azt
is, hogy bizonyos k&riilmények kdzdtt a kétvaltozds linedris
programozasi modellek j6l alkalmazhatdk egyszeriibb gyakorlati
feladatok megoldasara.

Legyen feladatunk a kdvetkezd. Meg kell hatdroznunk azt
az xy, x2 nem-negativ megoldast,amely kielégiti a kdvetkezd
feltételeket:

W 2%, + 4x, 5 16
<
3x; + 2x, = 14
P =15xl +26x2 = maximum

A probléma felfoghatdé ugy, hogy egy vallalat kétféle
terméket termelhet, s ennek soran kétféle termelési erdforrast
hasznal fel. Az elsd erdforrasbél 16 egység all rendelkezésre,
a masodik erdforrasbdl pedig 14 egység. Az elsd termék egy egy-
ségének termeléséhez az elsd termelési erdforrdsbél 2 egység,

a masodikbdl 3 egység felhaszndlasa szilkkséges. Ugyanez a ma-
sodik termék termelésénél 4, illetve 2 egység. Az elss termék
1 egységének termeléss 15 egységnyi jovedelem, a madsodik termék
pedig 20 egységnyi jovedelem realizaldsat teszi lehetdvé.

A feladat az, hogy meg kell hatarozni, hogy a kétféle
terméket hadny egységben célszerii termelni, ugy, hogy egyik ter-
melési erdforrdsbdl sem lehet tdbbet felhasznalni, mint a ren-
delkezésre 4116 kapacitds és a lehetd legnagyobb /maximdlis/
jovedelmet érjik el. /Egyszerii példafeladatok esetén &altalédban
eltekintiink a konkrét tartalomtél, ezért mind a termelést,
mind a jovedelmet és a termelési forradsok kapacitdsét egysé-
gekben adjuk csak meg. Az egységek jelenthetnek 1,10, 100 vagy
1000 mazsat, hektdrt, litert, stb./
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Vizsgdljuk meg, hogyan tudjuk a /3.l./-ben megfogalmazott
feladatot megoldani. Vegylik eldszdr az elsd feltételt.

<
13.2..0 2xl + 4x2 = 16
Ha a 16 egységnyi kapacitdst csupdn az elsd termék ter-
melésére haszndlnénk fel, vagyis a midsodik terméket egydlta-
1lédn nem termelnénk, akkor az elsd termékbdl 16/2 = 8 egységet
allithatunk eld. Az elsd feltétel szerint tehdt egy lehetséges
megoldas a kdvetkezG:

xy = 8,
2 = 0.

Ha viszont csak a misodik terméket termelnénk, abbdl 16/4
= 4 egységet tudndnk eldallitani. Ekkor tehdt a megoldasunk igy
alakulna:

X

X, = 0,

= 4.

1

X2

A [3.2.]/ feltétel viszont mindazon pontokra teljesiil,
amelyekre a

+ 4 x

13.3,} 2. =16,

g, 2

vagy a

134 2 %y + 4 Xy < 16

feltétel teljesiil.

A/3.3./ feltétel viszont eqgy linedris egyenlet, amelynek
grafikus képe egyenes. Grafikus abrézolashoz elegendd két pont
ismerete, amelyen az egyenes athalad. Keressilik meg most azt a
két pontot, ahol az egyenes a koordindtatengelyeket metszi.

Vegylik eldszbr azt az esetet, amikor az Xy koordinatéja
0. Ekkor

135 2 X+ 4 .0 =16,
2 Xy = 16,
Xy = 8,
vagyls az x) = 8 és x, = O pontokat kaptuk, ugyanugy, mint az
eldbb, amikor csupén iogxkai mérlegelést végeztilink

Ha most azt a pontot vesszikk, ahol az x; koordinadtaja O,
kapjuk, hogy

1 3.6 2 .0+ 4x2 = 16,
4x, = 16,
Xy = 4,



- 37 -

most tehédt az x, = O és Xy = 4 pontokat kaptuk, mint az el&bbi
logikai mérlegelésnél is adddott.

Rajzoljuk meg a koordindtdt /mivel az X1 X3 2 0, azaz
ezek nem-negativ megoldasat fogadjuk csak el, elegendd a koor-
dindtasik pozitiv negyedét megrajzolni/ é&s rajzoljuk meg a ko-
ordinatasikon azt az egyenest, amely az x; tengelyt a 8, az
x tengelyt a 4 pontban metszi /3.sz. &brd/.

A 2xs+ 4xp £ 16 feltétel nern negatlv megoldlcs-
halmaza

3 dbra

Vizsgaljuk meg az igy kapott egyenest. Az egyenes bar-
mely pontjahoz tartozd koordinatapontok olyan termelési ter-
vet mutatnak, amelyek teljesitik a /3.3./ egyenletet, vagyis
ame lyek végrehajtdsahoz pontosan a rendelkezésre 4116 16 egy-
ségnyl termelési forrast kell felhaszndlni. Az egyenes és a
koordinétatquelyek altal hatarolt haromszdg pontjai pedig
olyan terveket jeldlnek, amaelyek a /3.4./ feltételt elégitik
ki, vagyis a rendelkezésre &116 kapacitdst nem haszndljak ki
teljes mértékben. Ha tehdt a 3.sz. abran a OAB &ltal hatérolt
haromszdget tekintjiikk /beleértve tehat az O,A és B pontokat
8sszekdtd egyenes pontjait is/, a hdromszdg pontjai olyan
termelési terveket mutatnak, amelyek a /3.2./ feltételnek meg-
felelnek.

Az OAB pontok &ltal hatdrolt hdromszdghdz tartozd pont-
halmazX/ tehdt egy megoldashalmazt is jelent a /3.2./ feltétel-
re.

*; P - P
%/ A halmazokkal késdbb részletesen foglalkozunk.
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Vizsgéljuk meg most a /3.1./ alatti feladat misodik fel-
tételét, azaz a

IA

Ix, + 2x

/3.7./ 1 14

2
feltételt.

Az eldbbiek alapjan a feladatot egyenlet formdjadban meg-
fogalmazva, kapjuk a

/3.8./ 3%, + 2%y = 14

linedris egyenletet, amelynek grafikus képe az x, koordindta-
tengelyt a 14/3 = 4,67 pontban, az xp koordinéta%engelyt pedig
a 14/2 = 7 pontban metszi.

Ezt az egyenest a koordindta-hdldézatba berajzolva, ismét
egy héromszdget kapunk /4. sz. abra/.

A 3x,42x, & 14 feltdtel nem negatiy
megoldcishalmaza

4.abra
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Egyszerlien beldthatjuk az el&bbiek alapjén azt is, hogy
most az OCD pontok altal hatdrolt haromszdg pontjai adjék a
/3.5./ feltétel lehetséges megoldasait. Aligha okoz gondot an-
nak megértése, hogy ha mind a /3.2./, mind a /3.7./ feltételt
/vagyis a /3.1./ feladat mindkét feltételét/ egyidejiileg ki-
vanjuk kielégiteni, akkor az 5. sz. &bran besatirozott négy-
szdg terliletéhez tartozdé pontok adnak megolddst, azaz, ahol
az eldbbi két hiromszdg metszi egymdst /5. sz. &bra/.

4 v I .V
8 9 0 H {2 x

A 2xp+ 43, B 6 3x,42x, £ 14 felictelek nemn
negatly  megoldashalmaza

5. abra

Koénnyen beldthatdé az is, hogy amennyiben a vizsgdlt két
feltétel egyenlet formdjéban volna megadva, azaz a /3.3./ és
/3.6./ szerint, akkor kizdrdlag az E pontban kapndnk megoldast
/%y = 3, xp = 2,5/. Jegyezzilk ezt jOl meg, mert a grafikus
lineadris programozds gyakorlati alkalmazdsa sordn ez kiemelt
jelent&ségti.

Vizsgdljuk meg most a célfliggvényt, azaz a

1 3.9,/ 15xl + 20x2 = maximum

fliggvényt.
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Mennyit kellene az egyes termékekbdl eldallitani, hogy
egy egységnyi jovedelmet nyerjlink? Mivel az elsd termék egy-
ségnyl termelése 15 egységnyi jovedelem realizalésat teszi
lehetdvé, egységnyi jovedelemhez akkor jutunk, ha az elsS ter-
mékbdl 1/15 egységet termeliink. Ugyancsak egy egységnyi jdve-
delmet nyeriink akkor, ha a masodik termékb&l 1/20 egységet al-
litunk eld. Nyilvénvald, hogy két egységnyi j8vedelem realiza-
lasadhoz az elsG termékbdl 2/15, a madsodikbdl 2/20 egységet
kellene termelni és igy tovabb, p egységnyi jdvedelem reali-
zalasahoz p/15, illetve p/20 egységnyi termelésre van sziikség.

Tegyiik fel tehdt, hogy p egységnyi jdvedelmet kivénunk
elérni. Ehhez a /3.9./ alapjén a

F3:30. [ 15x1 + 20x2 =p

lineadris fliggvény irhatdé fel, amelynek grafikus képe, mint tud-
juk, egyenes és az x; tengelyt a p/15, az x; tengelyt pedig a
p/20 pontokban metszi.

Kiilonbdz3 p értékekhez tehdt egyeneseket szerkeszthetiink,
amelyek kiilénbdzd jévedelemszinteket mutatnak, tehdt azokat
jovedelemszint-vonalaknak, vagy jovedelem nivdvonalaknak nevez-
hetjik. A 6. sz. abran néhany nivbvonalat rajzoltunk be /6.sz.
abra/.

X2

g4

Xy

A p=15x+ 2012 fiiggvenyhez tartozo
Jovedelemszint vonalak

6. abra
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Az 5. és 6. sz. abrakat Osszevonva, a 7.

sz. abrahoz

jutunk. Ebb&1l leolvashatjuk, hogy a bevonalkazott teriilet bar-
mely pontjat valasztva, milyen jovedelemre szamithatunk. Mi-
vel azonban az a feladatunk, hogy azt a pontot [azt a megol-
dast/ valasszuk ki a lehetséges megoldasok k&ziil, amelyikhez

a legmagasabb jdvedelem tartozik, nyilvanvaldan az E pontot
fogjuk valasztani. Az E ponthoz tartozdé megoldds tehat az
6sszes lehetséges megoldasck k&ziil a legnagyobb jovedelmet
biztositja, ezért azt optimilis megoldasnak nevezzik. A 7.sz.
abran a megolddst szaggatott vonallal rajzoltuk be. Ez a k&-

vetkezd:
Xy - 3.,
X, = 2,5,
p = 95.

N

,\\

~ 4

A 3 {. alatt feladat megoldcdsa

7. abra

Tekintsiik végig még egyszer a feladat megoldasat.

/3.11./ 2% + 4x, 316
<
3xl + 2x2 = 14
maximum

A
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feladatot oldottuk meg. Els3 lépésben megkerestilk, hogy a

31 E2 le + 4x2 = 16,
valamint a
13:13:1 3xl + 2x2 = 14

egyenesek grafikus képe hol metszi a koordindtatengelyeket,
majd pedig a

/3.14./ p = 15x, + 20x

1 2

egyenesre vizsgdltuk meg, hogy kiilénbdzd p értékek esetén hol
metszi a koordindtatengelyeket. E metszéspontokra a kdvetke-
z0ket kaptuk:

i %3
16/2 16/4
14/3 14/2
p/15 p/20

Ezutén a 7.sz. dbrdn megrajzoltuk az egyeneseket ugy,
hogy a célfliggvényre kiilénbdzd p értékekhez tartozd nivdévona-
lakat rajzoltunk meg. Végiil a’lehetséges megolddsok halmazé-
bdél azt a pontot valasztottuk ki, amelyhez a legnagyobb cél-
fliggvényérték tartozik.

Behelyettesitéssel ellendrizhetjlik, hogy az x3 = 3,
xp = 2,5 megoldds a /3.1./ alatti feltételeknek eleget tesz
és a megoldashoz a 95 célfiiggvényérték tartozik, vagyis

2.3+ 4.2,5=16,
3,3+ 2.2,5=14,
15 .3+ 20 . 2,5 =95,

Példankban azt az esetet tekintettilk, amikor a felhasz-
nadlhatd . termelési forradsok mennyiségeit felilrBl korlatoztuk
/eldirtuk, hogy azokbdl legfeljebb mennyi haszndlhatd fel/ és
a célfiiggvény maximumdt kerestiik. A gazdasdgli életben azonban
misféle feladatokat is meg kell oldanunk. Gondoljunk csak ar-
ra, amikor takarmdnyadagokat &llitunk &ssze. Ebben az esetben
az a feladat, hogy olyan takarmanyadagot kell megtervezni, a-
mely a kiilénbdz& tadplaldanyagokbdl legaldbb az &llat szilkgég-
letét fedezi, de az adag a lehetd legolcsdbb. Vizsgdljunk meg
most egy ilyen feladatot.

Tegylik fel, hogy egy olyan pdtabrakot kell &ssze&llita-
nunk, amely egy liter tej termeléséhez elegend® keményit&dér-
téket és fehérjét tartalmaz. Tételezziikk fel, hogy egy liter
tejhez [adott zsirszadzalék mellett/ 0,250 kg keményitBértéket
és 0,056 kg fehérjét kell legaldbb biztositani és a pdtabrakot
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két takarmanybdél; kukoricadardbdl és buzakorpabdél kell Sssze-
é}litani. Tegyik fel, hogy a takarmanyok beltartalmi és kdlt-
ségadatai a kdvetkezodk:

Megnevezés Kukorica Korpa
1 kg takarm. kem.é. tartalma 0,726 0,544
1 kg takarm. fehérje tartalma 0,068 0,163
1 kg takarm. koltsége R 3,000 2,500

Jeloljuk x1-gyel a kukorica, x;-vel pedig a buzakorpa
mennyiségét az adagokban. Feladatunkat tehdt a kdvetkezdkép-
pen fogalmazhatjuk meg:

Keressik azt az x;, x, nem-negativ megoldast /x;, x; 2 0/
amelyek kielégitik a k&vetkezd feltételeket:

/3.15./ 0,726 x| + 0,544 x, 2 0,250
0,068 x, + 0,163 x, 2 0,056
¢ =3 xy + 2,45 X, = minimdlis

Az els® lépésben hatarozzuk meg, hogy a

13,16,/ O,726x1 & O,544x2 0,250
0,068xl +* 0,163x2 = 0,056

3xl + 2,5x2 =c

linedris egyenletek grafikus képe hol metszi a koordindtaten-
gelyeket, természetesen kiilénb6zd c értékeket feltételezve.
A kobvetkeztket kapjuk:

0,250 _ 0,250 _
0,726 ~ Or344 0,544 ~ 0r460
0,056 _ 0,056 _
c,068 ~ 0/824 5,163 ~ ©s344
c [*]
3 7,5

Szerkessziik most meg a 7.sz. abrdhoz hasonlbéan a 8.sz.
4brat /a kdnnyebb attekinthetdség érdekében a célfiiggvény
nivévonalakat csak az 1 kR, 1,5 kR és 2 R értékeknél rajzoltuk
meg/ .

Az abrardl a kdvetkezdk olvashatdk le: A tapléléanyag—
sziikségletet az AED pontokat Osszekdtd egyenesek és a koordi-
ndtatengelyek &altal hatdrolt bevonalkdzott rész pontjai elé-
gitik ki. Az OAED pontokat 8sszekdtd egyenesek &dltal hatdrolt
terililet pontjai nem jhetnek szdba, mert az e pontokhoz tar-
tozd takarmanyadagok nem biztositjék a tadplaldéanyag- szﬂksegle-
tet. Nyilvanvald, hogy most, mivel a legolcsdbb takarmidnyadag
megtervezésére tdreksziink, a lehetséges megoldasok halmazdbdl
azt kell kivalasztani, amelyikhez a legkisebb célfiiggvény ni-
vbval tartozik.
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A 315, alatti feladat megolddsa
8. dbra

Ez az E pontban taldlhatd, s ekkor a kdvetkezd megoldast kap-
juk /8.sz. abradn szaggatott vonallal berajzolva/:

X, = 0,123 kg
X, = 0,295 kg
c=1,110 k

Gydzddjliink meg behelyettesitéssel arrdl, hogy a kapott
megoldas a feltételeket kielégiti.

A feladatot nagyon leegyszeriisitettiik, hiszen minddssze
két takarmanybdol kivantuk g pdtabrakot &sszedllitani. Nem is
varhatunk most gyakorlatilag haszndlhatdé eredményt. Ké&s3Sbb
latni fogjuk, hogy - természetesen bonyolultabb vizsgdlatok-
kal - gyakorlatilag hasznadlhaté eredményt lehet a grafikus
programozassal elérni.
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Ismét felhivjuk a figyelmet arra, hogy ha a tdplaldanya-
gokra vonatkozé feltételeket egyenlettel adtuk volna meg, ak-
kor a feladatra csak egyetlen megoldast kaptunk volna. Ez a
megoldas tOrténetesen az E pontban taldlhaté.

A tovabbiakban a révidebb tadrgyalhatbésdg érdekében nem
adjuk meg mindig a feladat lehetséges gyakorlati értelmezését,
hiszen azt az elGbbiekhez hasonldan az olvasdé is meg tudja ten=
ni. Ezt esetenként néhény megjegyezéssel el&segitjik.

Vizsgdljunk meg a tovadbbiakban néhdny érdekes esetet a
kétvaltozbs feladatok kdréb&l. Allapodjunk meg abba, hogy a
nem-negativitds kovetelményét mindvégig érvényesnek tekintjiik.
Ezt a kdvetelményt eleve teljesitjiikk azdltal, hogy a koordina-
tasiknak csak az els8 negyedét, vagyis a pozitiv negyedét vizs-
galjuk.

Legyen feladatunk a kdvetkezd:

/3.17./ 2%, + 4x, 5 16
>
3x1 + 2x2 £ 30
P = lel + 20x2 = maximum

Abrazoljuk a feladatot a 9.sz. &bran.

Az elsG feltételt
az A-val jelzett bevo-
nalkédzott terililet pont-
jainak halmaza, a maso-
dik feltételt pedig a
B-vel jelzett bevonalka-
zott teriilet pontjainak
halmaza elégiti ki. Mi-
vel ezek sehol nem fedik
egymist /nem metszik egy-
mast/, nem taldlhatunk
olyan pontot /olyan meg-
oldast/, amely mindkét
feltételt egyidejlileg
kielégitené. A feladat-
nak tehdt nincs megenge-
dett megoldasa, mert
nincs olyan nem-negativ
szampar, amely mindkét
feltétellinket egyidejli-
leg kielégitené. Azt
szoktuk mondani, hogy a
két feltétel ellentmond
egymasnak, a feladat nem
oldhaté meg, vagyis a
megoldasok halmaza iires
halmaz. Ilyen feladatok-
L, , nal nincs értelme a cél-
A 3. 17 feladat abrazolasa fliggvény vizsgalatanak

9 abra sem.




A gyakorlatban is talalkozunk olyan esetekkel, amikor
az altalunk megfogalmazott linedris programozasi feladat el-
lentmondd feltételeket tartalmaz, tehdt a feladat nem oldhatd
meg. Trivialis példa erre, ha mondjuk, el&irjuk, hogy a lucer-
nateriilet legaladbb 800 hektdr legyen, de a pillangdsok teriile-
te /lucerna, vordshere, baltacim, stb./ nem haladhatja meg a
700 hektédrt. Nyilvadnvaldan, mivel a lucerna is pillangdés és a
pillangdsok egylittes teriilete nem haladhatja meg a 700 hektart,
ezért a lucerna terililete sem haladhatja meg a 700 hektdrt, te-
hadt semmiképpen nem lehet 800 hektar felett. Ilyen trividlis
hibat csak igen gyakorlatlan programozd k®vethet el. Sokkal
gyakrabban fordul eld olyan hiba, hogy a munkaerdfelhaszndlést,
a gépfelhaszndlédst, stb. feliilr8l korlatozzuk, de bizonyos ter-
mékek termelésére alsd teriiletkorlatokat adunk meg, 8 ezek tel-
jesitését a munkaerd- és gépkapacitdsck nem teszik lehetGvé. E-
1&8fordulhat az az eset is, hogy az allatdllomdnyra, a takar-
manytermelésre, valamint a takarminymérlegre ellirt feltételek
tartalmaznak ellentmondéast.

Vegylink most egy masik példadt. Legyen feladatunk a

/3.18./ -8x, + 4x, = 16
b2
3xl + 2x2 14

p = 15x, + 20x2 = maximum

1
Abrézoljuk a feladatot a 10. sz. &brén.

A megoldds lehetséges ponthalmazait a bevonalkézott te-
riilet mutatja. A célfiiggvény nivovonaldt barmilyen magas é&r-
tékben is valasztjuk meg, még mindig a lehetséges megoldésck
tartomdnydban vagyunk. A feladatban ugyanis az x; nincs fellil-
r81 korlatozva, tehat barmilyen nagy értéket felvehet. Az x
értékének ndvelésével viszont a célfliggvény is &llandban nb-
vekszik, tehdt a célfiliggvény is barmilyen nagy lehet. Ekkor
viszont értékei kOzdtt nincs legnagyobb, s azt mondjuk, hogy
a_célfiiggvénynek nincs fels$ korlatja, vagyis a megengedett
megoldadsok halmazan nem korlatos.

Hasonld probléma gyakorlati modellezés soré&n is el&for-
dulhat. Képzeljiikk csak el, hogy valamely &llatot kizdrdlag
védsdrolt takarmanybdl kivénjuk tartani és programozidssal meg
akarjuk hatdrozni, hogy hany darab &llatot tartsunk &s mennyi
takarmdnyt vadsaroljunk, hogy maximalis legyen a jdvedelmiink.
Az egyik valtozd altal /a takarmany &altal/ tépléldanyagot
nyeriink, a masik valtozd [&dllattartas/ altal taplaldanyagot
veszitlink /[etetiink fel/, s a kettd kdzdtt meghatdrozott vi-
szonynak kell fennallni. Ennek megfelel®en az egyik valtozd-
hoz tartozdé téplaldanyagokra vonatkozd koefficienseink pozi-
tiv, a madsik valtozonal negativ eldjeliiek lesznek. Ha a két
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A 3 18 feladal cbrdzoldsa
10. abra

valtozd célfiliggvény koefficienseinek viszonya olyan, hogy ér-
demes egy &llatot tartani, mert annak termelési értéke /az
egyéb k&ltségek mellett/ fedezi a takarmény arat, st ezen
fellil mondjuk 1000 Rk jovedelmet is biztosit, akkor nyilvanva-
l6an két allatot is érdemes tartani /akkor jovedelmiink 2000
E/, de 10, 100, 1000, stb. allatot is, illetve az allattar-
tds ezen az alapon, ha a modellben munkaerd és egyéb korlatok
nem szerepelnek, a végtelenségig kiterjeszthetd. A célfligg-
vénynek tehadt most sincs felsd korlatja, s a feladatnak nincs
optimidlis megoldésa.

Természetesen elképzelhetetlen, hogy egy vdllalat az &al-
lattartas mértékét minden hatdron tul kiterjessze, vagyis az
eldbbi feladat megoldasat megkapjuk, ha az allattartds mérté-
két_korlatozzuk. Ha pl. a /3.18./ feladatot kibdvitjik az
xy = 5 feltétellel, azaz a [/3.18./ feladat helyett a
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/3.19./ -8x; + 4x, S 16
)+ 2x, 2 14
X, - g 5

1

P = lel + 20x2 = maximum

feladat megoldasat keressiik, akkor madr megoldashoz jutunk /1ll.
sz. abra/.

X2

A 3. 19 feladatl megoldasa
1. abra

A /3.19./ feladat megoldasat az A pontban kapjuk. Ennek
meghatdrozasat és a célfiiggvény nivdvonalainak tovabbi megraj-
zolasat az olvasdra bizzuk.

Eddigi példainkban mindig két egyenlettel vagy egyenldt-
lenséggel taldlkoztunk, kivéve a legutolsd feladatot, amely-
ben, mint lattuk, 3 egyenldtlenséggel adtuk meg a feltétele-
ket. Felmeriil a kérdés, hogy hény feltétel esetén tudjuk a
kétvaltozos feladatokat abrazolni.
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Kétvaltozds feladatot mindenkor tudunk a koordindtasikon
abrazolni, filiggetlenil a feltételek szadmatdl. /Haromvaltozds
feladatokat mar csak a térben tudjuk abrazolni, s hadromnidl t&bb
valtozés feladatok esetén le kell mondanunk az abrazoldsrél./

Vegyiik pl. a kovetkezd feladatot.

/3.20./ -8x, + 4x, £ 16
3x, + 2x, Z 14

1 2

<
X = 5
1

X s 8
8x. + 8x, = 80

1 2

p = 15x; + 20x2 = maximum

Most tehat 5 egyenl&tlenségbdl 4116 kétvaltozdés felada-
tot kell megoldani, mikdzben keressiik egy fliggvény maximumat.
Abrazoljuk a feladatot a 12. sz. &abrén.

X2

15 1
%+
13 1+
2 1
1 -+
10
g

A 3 20. feladat abrazoldsa

12. abra
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A lehetséges megoldasokat a bevonalkazott sokszdg pont-
jai adjak. Azt a pontot, amelyhez a legnagyobb célfliggvény
tartozik, A-val jeldltiik, ez az optimdlis megoldas. K&nnyen
belathatd az is, hogy ha a /3.20./ feladatban a célfiiggvénynek
nem a maximumdt, hanem a minimumidt keresnénk, a B pont adna a
feladat megoldasat.

Alakitsuk most &t a /3.20./-ban megadott feladatot ugy,
hogy az utolsé egyenldtlenség helyett a

<
] 3e2kal Bxl + 1lx2 = 88

feltételt adjuk meg, vagyis

2

/3.22.] -8x, + 4x, S 16
3x; . 2% 2 14
1 2

&
X = 5

o <
x, = 7

2<
Bxl + 1lx, = 88

p = 15xl + 20x., = maximum

Abrézoljuk a feladatot a 13. sz. abran.

A lehetséges megoldasokat a bevonalkadzott teriilet pontjai
adjak. Melyik ponthoz tartozik a legmagasabb célfiliggvényérték?
Eszrevessziik, hogy az AB pontokat Osszek6td egyenes a célfiligg-
vény-nivévonalakkal parhuzamos. Ez azt jelenti, hogy az A pont-
hoz is ugyanakkom célfiliggvényérték tartozik, mint a B ponthoz,
illetve az AB egyenes minden pontjandl ugyanazon célfiiggvény-
értéket kapjuk. Ha tehdt maximdlis jovedelemre tSreksziink, ak-
kor az AB pontokat dsszekdtd egyenes barmely pontjat valaszt-
hatjuk, tehdt a feladatnak tO&bbféle optimidlis megoldisa van.

Az AB egyenes pontjail tehadt alternativ megoldasokként foghatdk
fel, s azok - a célfliggvény szempontjabdl tekintve - egyenérté-
kiiek. ’

Tekintsiik még egyszer a célfiliggvényt. A -

/3.23./ p = 15x, + 20x,

fliggvény azt fejezi ki, hogy pl. az els® termék egységnyi
termelése 15 egységnyi, a masodik termék 20 egységnyi
jovedelem realizdlasat teszi lehet&vé. A két termék jovede.lem-
aranya tehat 15:20. Eszerint a masodik termékbdl ugyanannyi
jovedelem realizalasahoz 15:20 = 0,75-sz0r annyit kell termel-
ni, mint amennyi ugyanannyi jovedelem realiz&las&hoz az els®
termékbdl lenne szilkséges, vagy masképpen, ahhoz, hogy az el-
s6 termékbdl ugyanannyi jovedelmet érjiink el, mint a misodik
termékbdl, az elsd terméket 20:15 = 1,33-szoros mennyiségben
kell eldallitani.
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A 322 feladat dbrazolasa
13. dbra

A jovedelem nivévonalait tehdt egyszeriien megrajzolhat-
juk ugy, hogy az x; tengelyen felvett pontokbdl kiindulva,
olyan egyeneseket rajzolunk meg, amelyek az x; tengelyt az e-
18bbi pont 0,75-s20r6sénél metszik, illetve az x, tengelyen
felvett pontokbdél kiinduld egyenesek az X7 tengefyt az eldbbi
érték 1,33-szorosénédl metszik.

Vegyilk most szemiigyre a 12.sz. adbrat. A legmagasabb jo-
vedelmet akkor érjiik el, ha a lehetséges megoldasok koziil az
A ponttal jeldlt megoldast valasztjuk. A jovedelem-nivévona-
lak aranya, mint tudjuk, 1:1,33, vagyis pl. a p = 180 nivdvo-
nal az x; tengelyt a 9 pontban, az x; tengelyt a 12 pontban
metszi és 12/9 = 1,33. Mi tdSrténne azonban, ha ez az arany
csbkkenne, vagyis az egyes termékek ar- illetve jOvedelemaréd-
nya megvaltozna. Ez azt jelenti, hogy az A pont addig és csak-
is addig biztosithatja a legnagyobb jdvedelmet addé megoldést,
ameddig olyan nivdévonalat nem kapunk, amely parhuzamos az AC
pontot 8sszekdtd egyenessel. Ez tdrténetesen akkor adddik,
ha a jbvedelemarany 1:1 lesz. [Természetesen az 1l:1 aradny csak



az adott peldaban ad ilyen eredményt. Most ismét sokféle op-
timalis megoldasunk lenne, amelyek mindegyikéhez ugyanazon
célfliggvényérték tartozik. Ha a jovedelemardnyt tovabb valtoz-
tatjuk, a C pontban nyerjik a legmagasabb célfliggvényértéket
eredményezd megoldast. /Az elmondottakat a 12.sz. abran kdny-
nyen kodvethetjik./

A fentiek ismerete alkalmat ad tovabbi vizsgdlatra, il-
letve megfontolasra. Egyrészt vizsgalhatjuk, hogy a jdvedelem-
aranyok milyen valtoztatdsa esetén marad egy meghatadrozott pont
tovabbra is optimadlis megoldés, azaz a legnagyobb célfiiggvény-
értéket eredményezd megoldas. Vizsgalhatjuk, hogy a célfligg-
vény milyen aranyvaltozdsa esetén terelddik at az optimédlis
megoldas egy masik pontra.

A gazdasadgiranyitds soran tulajdonképpen hasonld problé-
mak vetddnek fel - természetesen sokkal bonyolultabb formdban -
hiszen felmeriil a kérdés, hogy milyen &arvaltozasokat, vagy a
gazdasagiranyitasi eszk&zdk milyen valtoztatdsait kell véghez
vinni ahhoz, hogy a vallalatokat a népgazdasagi igényeknek
megfeleld termelési szerkezet irdnydban 6sztdndzzék. Mis eset-
ben vizsgalni kell, hogy az arak milyen valtozasa mellett le-
het még arra szadmitani - feltételezve, hogy a vadllalatok op-
timdlisan cselekednek -, hogy a jelenlegi termelési szerkezet
nem valtozik.

Ilyen és hasonld problémdk megoldasa igen bonyolult fel-
adat és kétvaltozos modellekkel erre aligha vallalkozhatunk.
A kétvaltozos modellek azonban alkalmasak voltak arra, hogy a
problémat és a probléma megolddsanak lehetSségeit egyszerii
példakon keresztiil szemlélhessiik. Bonyolultabb médszerekkel
késBbb ismerkediink meg.



4. FEJEZET

A grafikus linedris programozds gyakorlati alkalmazasa

Kétvaltozdés linedris programozasi feladatok, mint azt az
eldz8 fejezetben lattuk, fliggetlenitil a feltételek szamatdl és
attél, hogy a célfiiggvény minimumidt vagy maximumidt keressiik,
grafikus modszerrel is megoldhatdk. A grafikus mdédszer alkalmas
arra is, hogy t8bbvaltozbés linedris programozidsi feladatokat
vizsgaljunk.

A grafikus linedris programozas nem alkalmas arra, hogy
t8bbvdltozds feladatok esetén biztosan optimdlis megeldast ta-
laljunk, tehdt a grafikus médszer &ltaldban nem helyettesiti
az analitikus mddszert. Egyszeriibb feladatok esetén azonban a
grafikus linedris programozidssal is lehetOségiink van gyakorla-
tilag haszndlhatdé és az optimumot megkdzelitd, de a logikai
kalkuldcidés mdédszereknél mindenképpen jobb megoldast elBdllita-
ni.

A grafikus linedris programozas hdtranya, hogy nem biz-
tos, hogy optimilis megolddshoz jutunk. Eldnye azonban, hogy
nem igényel magasabb matematikai ismereteket, sem pedig nagy-
mennyiségli szdmoldsi munkat, igy nem szilks&ges elektronikus
szamitégép a feladat megoldaséhoz. Tovabbi el®dnye a grafikus
médszernek, hogy lehetdvé teszi sok megoldasi valtozat gyors
attekintését, mikdzben szemlélni tudjuk a kiil¥nb8z3 megoldasok
tartalmi vonatkozasait, mind mez8gazdasdgi-szakmai, mind pedig
kbézgazdasagi vetfiletét tekintve.

A takarmdnyadagok Osszedllitdsa viszonylag egyszerid fela-
dat. Ilyenkor &ltaldban nem kell sok valtozdval dolgozni, hi-
szen egy takarmanyadagot 3-10-féle takarményb6l allitunk 8sz-
sze. Ennélfogva a grafikus linedris progamozds gyakorlati al-
kalmazdsat is célszeril a takarmidnyadagok 8sszeallitdsan keresz-
tiil bemutatni, megjegyezve természetesen azt, hogy mids, hason-
léan egyszerii feladatok is megoldhatdék a bemutatédsra keriild el-
jarassal.

Legyen feladatunk az, hogy pbétabrak-adagot kell &sszedl-
litanunk egy liter tej termelésére. E13irjuk, hogy az adagnak
0,250 kg keményitBértéket és 0,056 kg fehérjét kell tartalmaz-
nia. Az adag 6sszedllitésdhoz 5-féle takarmdny all rendelkezés-
re, amelyek beltartalmi és k&ltségadatait a 6.sz. tablazatban
talaljuk. A téblazatban az utolsdé sorban t-vel jeldlve, fel-
tiintettilk a kiilénbdzd takarmanyokban taldlhatdé téplaldanyagok
aranyat, azaz az 1 kg fehérjére jutd keményitdérték-tartalmat
is. Ugyanezt a szilkkségletre vonatkozoan is meghat&roztuk
/6.s2. tablazat/.
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A keményitBérték-fehérje arany a kukoricadara és a buza-
dara takarmanyokban tdgabb, a buzakorpa, az extrahdlt napra-
forgbdara és a szdjadara takarmanyokbdl pedig szilkebb, mint a
sziikséglet keményitSérték-fehérje aradnya. Kénnyen beldthatd,
hogy ha kétféle taplaldanyagbdl a sziikségletet pontosan ki a-
karjuk elégiteni, tehdt sem hidnyt, sem pedig t8bbletetetést
nem engediink meg és a takarmdnyadagot kétféle takarmanybdl ki-
vanjuk Osszedllitani, az csakis akkor lehetséges, ha az egyik
takarmanyban tdgabb, a mdsik takarmanyban szilkebb a vizsgilt
tédplaléanyagok ardnya, mint a szlikségletben, vagy pedig a téap-
laléanyag-arany az egyik vagy mindkét takarmidnyban megegyezik
a szilkségleti ardnyokkal.

6.sz. tablazat

Alapadatok pbétabrak 8sszedllitdsahoz

—_— - .
Kuko-| Buza | Buza | Extr. Széja- 1 1l.tej
Megnevezés rica dara korpa| napraf.| dara tépl.sziiks.
dara
Xq Xy X3 Xy x5 o]
Keményitd 0,791} 0,730 0,474| 0,512 0,755 0,250
Fehérje 0,074 0,102 | 0,116} 0,334 0,429 0,056
R/kg 2,00 2,90 2,60 4,95 6,75 o
t 10,7 7,1 4,1 1,5 1,7 4,5

Ha pl. a sziikségletben adédé téplédldanyag-aranyt t,-vel,
az elsd takarmanyban pedig a taplaldanyag-arényt tj-gyel, il-
letve a masodik takarmdnyban levs aranyt tp-vel jeiﬁljﬂk, ak=-
kor a vizsgalt két takarmianybdl a tapléldanyag-sziikségletet pon-
tosan fedezd takarmanyadag akkor és csakis akkor &llithatd &sz-
gze, ha a

/4.1.1 £, &g e
relacidk fennallnak.

Abban a specidlis esetben, amikor a két takarminy, vala-
mint a szilikséglet taplaléanyag-ardnya pontosan megegyezik,
vagyls a

/4.2./ ty =8 =t

reladcidk allnak fenn, akkor az &llat tdplaldanyag-szilkkségletét
barmelyik takarménnyal, illetve a két takarmadny barmilyen
kombindci6éjaval ki lehet elégiteni, vagyis végtelen sok megol-
das lehetséges.
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Ha azonban a

14.3./ tl<tb<t2

relacidk allnak fenn, akkor a sziikségletet a két takarmdny meg-
hatarozott ardnyu keverése mellett lehet csak pontosan kielé-
giteni, vagyis ekkor a feladatnak csak egyféle megoldasa van.

A harmadik fejezetbdl ismert médon hatdrozzuk most meg a
6.sz. téblazatban feltiintetett takarményok és taplaldanyag-
szllkségletek alapjan a koordindtatengelyek metszéspontijait
/7.sz. tablazat/.
7.sz. tablazat

Koordindtatengelyek metszéspontjai a

pétabrak Osszedllitésahoz

4 Kuko- Buza- Buza Extr. széja-
Megnevezes rica dara korpa napraf. dara
dara
Keményitd 0,32 0,34 0,53 0,49 0,33
Fehérje 0,76 0,54 0,48 0,17 0,13

Most grafikus linedris programozassal hatadrozzuk meg,
hogy az 1 liter tej termeléséhez sziikséges keményitdérték- és
fehérjemennyiséget hogyan tudndnk 2-2 takarmanybdl pontosan kie-
légiteni, vagyis képezziik az Osszes lehetséges, 2 takarmanybdl
4116 adagvariansokat. Ezeket az adagvariansokat alapvaridnsok-
nak nevezzikk /[13. sz. abrak/.
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szojadara
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Az abradkra rairtuk a megoldasok eredményeit és az azok-~
hoz tartozd célfiliggvényértéket /takarmanyk&ltséget/ is. Ter-
mészetesen az abrat mm-papiron célszerli elkésziteni és minél
nagyobb abrat készitiink, anndl pontosabban tudjuk a felada-
tot megoldani. Mi most kis &brakat haszndltunk, igy a leolva-
sas pontossidga 1 dkg, s a tized-dkg-okat csak becsiilni tudjuk.

Mivel két olyan takarmdnyunk van, amelyben a tdplaldanya-
gok arénya tdgabb és hdrom olyan, amelyben sziikkebb, mint a
szilikségleti ardny, ezért Osszesen hatféle alapvarians allit-
haté 6ssze. Ezek az alapvariédnsock kielégitik ugyan a tdplald-
anyag-szilkségletet, azonban alkalmazdsuk gyakorlatilag nem
lenne célszerii, mert nem felelnek meg &ltaldban az allat élet-
tani igényének, hiszen egyrészt csak két takarmidnyb6él &llnak,
masrészt e két takarmidny ardnya sem mindig megfeleld. Egy do-
log azonban midris szembetiinik, az, hogy az alapvariansok k&1lt-
sége igen eltérd; 1,11 kR-t61 1,30 R-ig terjed. Legkisebb k81lt-
séget kapunk az adott példdban, ha a kukoricédt és az extrahdlt
napraforgddarat keverjiik. Ekkor a k8ltség 1,11 R. Viszonylag
kevés kdltséggel tudjuk a szilkkségletet kielégiteni a kukorica
és a szbjadara keverésével is; 1,14 R-ért. Ezeknek az adagoknak
is megvan azonban az a hibdja, hogy csak kétféle takarminybdl
tevddnek Ossze.

A 13.sz. abrdkon meghatédrozott takarmidnyadagokrél tudjuk,
hogy azok mindegyike 1 liter tej termeléséhez szilkkséges kemé-
nyitdértéket és fehérjét tartalmaz. Nyilvédnvaldan, ha pl. két
kivalasztott alapvarians felét vesszilk és Osszeadjuk, akkor
ismét olyan adagot kapunk, amelynek keményitBérték-tartalma
szintén 0,250 kg, illetve fehérje-tartalma 0,056 kg, vagyis
az adag beltartalma ismét pontosan a szitkséglettel egyezik
meg /természetesen kerekitési, illetve leolvasdsi hibatél el-
tekintiink/.

Ha tehadt pl. a kukorica és extrahdlt napraforgddara,
valamint a kukorica és a szdjadara takarmdnyokat tartalmazd
alapvariansok 50-50 %-at vesszikk és Osszeadjuk, a kdvetkezd
adaghoz jutunk:

kukorica 0,5 .0,235 + 0,5 . 0,225 = 0,23 kg
extrah.

napraforgé 0,5 . 0,121 = 0,06 kg
szbjada-

ra 0,5 « 0;095 = 0,05 kg
koltség 0,5 « 1,11 +9,5 ., 3,14 = 1,13 R

Most tehat olyan poétabrak-adagot allitottunk Ossze két
alapvarians keverésével, amely hdrom komponensbdl all. Termé-
szetesen nemcsak két alapvarians keverhet®, hanem tobb is. Ha
pl. a buzadara és buzakorpa, valamint a buzadara és szbjada-
ra alapvariansok 10-10 %-at és a 13. sz. abran feltlintetett
tdbbi alapvarians 20-20 %-at vessziik és Osszeadjuk, akkor a
kdvetkezd potabrak-adagot kapjuk:
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Kukorica 0,111 kg
buzadara 0,090 kg
buzakorpa 0,133 kg
extr.napraf. 0,041 kg
széjadara 0,026 kg
kbltség 1,20 k

Az alapvariansok sokféle keverése lehetséges. Egy a fon-
tos, hogy a keveréshez a szizalékos ardnyszamokat - tulajdon-
képpen viszonyszam formdjdban - ugy valasszuk meg, hogy 8ssze-
gk 100 %, illetve viszonyszam formidjdban &sszegikk 1 legyen.

A statisztika@bdl ismerjtik, hogy az ilyen viszonyszamokat ~ ame-
lyek O6sszege 1 - megoszlasi viszonyszamoknak nevezzik.

Ha tehdt +y. a j-edik alapvarianshoz rendeltiviszonysza-
mot, a. pedig a jledik alapvarianst jelsli, akkor a keverése-
ket a J

n

4.4. . B

! / jh1 Y4

formulédval hatdrozzuk meg /n-féle alapvariansbbdl/, ahol azon-
ban

/4.5.] 3

Az alapvariadnsok keverésére nagyon sok lehetdség van.
Ha két alapvarianst kell keverniink, a grafikus &brazolads mo-
dot ad arra, hogy anélkiil, hogy barmit is sza&molnunk kellene,
az Osszes keverési lehetBséget gyorsan attekintsiik és kdzben
vizsgdljuk annak hatdsat kiilénbbdz3d szempontbdl.

A 14.sz. abrén a kukorica és az extrahdlt napraforgbda-
ra /A alapvaridns/, valamint a kukorica és szd6jadara /B alap-
varidns/ keverését mutatjuk be. A vizszintes tengelyen a keve-
rési arényokat &bradzoljuk. Nyilvdn, ha az A alapvariéns 100
$-at vessziikk, a B alapvarians O %-kal szerepel a keverékben.
Ha az A alapvariéns 90 %, akkor a B alapvarians 10 % é&s igy
tovébb, hiszen mint tudjuk, a keverést ugy kell végezniink,
hogy a két alapvaridnsra eldirt szdzalékos ardny egylittesen
100 % /vagy viszonyszam formdjadban 1/ legyen.

Az &abran két fliggdleges tengelyt taldlunk, ugyanolyan
skédlabeosztdssal. A skaldk egyrészt mennyiségi adatok, mis-
részt kdltségadatokat tartalmaznak. Eljdradsunk a k&vetkezd:
Meghatarozzuk mindkét alapvaridnsra vonatkozban azokat az ada-
tokat /beltartalom, 8sszsuly, k&ltség/, amelyeket vizsgdlni
kivanunk. Ezutdn a két alapvarians adatait bejeldljik a flig-
gbleges tengelyen, mégpedig azon az oldalon, amelyen az adott
alapvariadns 100 %-os keverési aranyat tlintettik fel. Ezek a
pontok azt mutatjak, hogy ha az adagot csak az egyik alapva-
ridnsbdl &llitanank dssze, mennyi lenne annak beltartalma és
k&ltsége. Természetesen, ha valamelyik alapvariadns valamely
vizsgalt anyagot nem tartalmazza, akkor a O pontot jelsljik
meg. Ezutan a két alapvariansra a két fliggdleges tengelyen
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A két alapvarians mutatdit 6sszekdtd egyenes kivetitve
valamelyik fllggleges tengelyre, megmutatja, hogy a kiildnbdzd
keverési ardnyck mellett azok hogyan alakulnak. Az abrén azt
az esetet jeldltilk be szaggatott vonallal, amikor a keverést
50-50 %-os arédnyban valdésitjuk meg. A keverési ardnyt fiiggd-
legesen szaggatott vonallal megrajzolt nyillal jeldltik, amely
egy mozgé skalamutatéként foghatd fel, s jobbra-balra mozgat-
hatd és segitségével kiildnbdzd keverési aranyokat tudunk vizs=-
galni. Ennek alapjan nemcsak sok keverési aranyt tudunk vizs-
galni, de azt is latjuk, hogy a mutatd jobbra vagy balra vald
elmozditasa esetén az adag tartalma a klilonbdzd anyagokbdl és
takarmanyokbo6l, valamint az adag k&ltsége hogyan fog valtozni,
ndvekszik vagy csdkken. [Példankban csak a takarmanykomponen=—
sek mennyiségét, az 8sszsulyt és kOltséget vizsgdltuk. Ugyan-—
igy vizsgalhatjuk a szarazanyag, asvanyi anyag, stb. tartal-
mat is./

Ha pl. a két alapvarianst 50-50 %-ban keverjiik, az &b-
ran leolvashatjuk, hogy a kovetkezd adaghoz jutunk:

Az adag sulya 0,342 kg
ebb&l kukorica 0,224 "
extrahdlt napraforgdédara 0,065 "
szbjadara 0,052 "
Az adag koltsége 1,12 R

Az abrabol azt is latjuk, hogy ha a keverési ardny mu-
tatéjadt jobbra mozditjuk el, vagyis a keverékben ndveljiikk az
A alapvarians aranyat, a B alapvarians egyidejli csdkkentése
mellett, akkor ndvekszik az adagban a kukorica és extrahalt
napraforgédara mennyisége és az adag Osszsulya, és csdkken a
sz6jadara mennyisége és az adag kSltsége.

Nyilvan az eldbbiekhez hasonlban, - mint mondottuk -
barmely beltartalmi vagy egyéb adatot vizsgadlhatunk. A kemé-
nyitBérték és a fehérje vizsgdlatédnak most nincs jelentdsége,
hiszen mivel mindkét alapvarians keményitGértéke és fehérje-
tartalma azonos, éspedig pontosan a szilkkségletet fedezi, a
két alapvaridns barmilyen keverése esetén is a szilikséglettel
pontosan megegyezd keményitSérték- és fehérjetartalmat nyer-
jik.

Az alapvariadnsok keverését barmely két alapvaridnsbdl
elvégezhetjlilk az eldzdekben ismertetett grafikus mbdszer sze-
rint. Ennek alapjan 3 vagy 4 komponensbdl 4116 adagokat nyer-
hetiink. Ezek is felfoghatdk alapvariansokként, s az ismertetett
eljaras alkalmazasaval szintén keverhet8k egymdssal, vagy va-
lamely 3 vagy 4 komponensbdl &4116 adag keverhetd valamely két
takarméanybdl 4116 alapvariénssal. Ennek alapjan viszonylag gyor-
san, kiilénésebb szamitdsok nélkiil, sokféle alapvaltozatot tu-
dunk megvizsgalni és kedvezd adagot tudunk azok k8zlil gyakor-
lati alkalmazasra kivalasztani.

Természetesen az ismertetett eljdras nemcsak pétabrak-
adag, hanem barmely takarmanyadag &sszeadllitasara, vagy mint
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mar emlitettiik, mas, hasonldan egyszerii feladatok megoldasara
is alkalmas.

Bizonyos, hogy a grafikus linedris programozas altalaban
nem versenyezhet a matematikai programozassal, mert egyrészt
bonyolultabb feladatok megoldasara nem alkalmas, masrészt nem
biztos, mint mdr emlitettiik, hogy optimdlis megoldashoz, pl. a
legkevesebb k&ltséggel jard takarmdnyadaghoz jutunk. Az opti-
mumot azonban kelld gyakorlat és megfeleld dllattenyésztési
szakértelem esetén megkdzelithetjlik, illetve a jelenleg &l-
taldnosan alkalmazott médszerekkel szemben mindenképpen jobb
és pontosabb eredményt tudunk elérni é&s dbntéseinket célsze-
rilbben tudjuk megalapozni. Maga az a tény is jelentds, hogy
viszonylag gyorsan é&s sok szamoldsi munka nélkill sokféle megol-
dasi valtozatot tudunk vizsgalni.

Ugy tlinik azonban, hogy az ismertetett mdédszer sok raj-
zoldst igényel, hiszen a koordindtatengelyeket é&s a metszés=—
pontokat 8sszekdtd egyeneseket sokszor kell megrajzolni. Ezen
is egyszeriien segithetiink. Egy vaslemez t&blara ragaszthatjuk
a mm-papirt /kb. 1x1 m-es tébla/ és ezen rajzoljuk meg a koor-
dindtatengelyeket. Ezutdn magnesdarabkakhoz 2-2 mignesdarabkat
5sszek8td hurokat /[cérnaszdlakat/ ragasztunk kiilénbdzd hosszu-
sdgu cérnaszdlakkal. A magnesdarabkdkat ugy tapasztjuk a vas-
tablara, hogy a hurdék pontosan a koordindtatengelyen meghata-
rozott metszéspontokon haladjanak at. Igy a koordindta metszés-
pontokat Osszekdtd egyeneseket nem kell megrajzolni, hanem a-
zokat a hurok helyettesitik.

A kiilénb8z3d hosszusldgu hurok alkalmazdsdra azért van
szilkség, hogy a midgnestdbla barmely pontjan tudjuk azokat al-
kalmazni.

Két ilyen tdbla elkészitésére van sziikség. Az egyik az
alapvaridnsok eldallitédsara, a misik az alapvariansok keveré-
sére szolgdl. Az alapvaridnsok eldallitdsdra szolgdld téblén
célszeri a koordinadtatengelyeken két skalat késziteni, ugy,
hogy az egyiken 1 cm = 0,1 kg, a madsikon 1 cm = 1 kg. Az eldb-
bi az abraktakarmanyok keverésére alkalmas és pontosabb leol-
vasdst tesz lehetdvé, az utdbbi pedig a tdmegtakarmanyok keve-
résére alkalmas, ahol a pontossdg nem vetddik fel olyan szigo-
ruan és a 10 dkg-os pontossdg midr elegendd. Ilyenformén egy
egyszerii, olcsé eszkdzt alakithatunk ki takarmanykeverési vagy
hasonldé problémék megoldaséra. )
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5. FEJEZET

A halmazelmélet alapjai

5.1. A halmaz fogalma

Az eldz8 fejezetekben madr talalkoztunk olyan kifejezések-
kel, mint a hdromszbghbz tartozé pontok halmaza, a lehetséges
megoldasok halmaza, a bevonalkdzott terililet pontjainak halmaza,
stb.

A halmaz kifejezéssel a tovabbiak soradn gyakran taldlko-
zunk, ezért a gazdasdgi programozds matematikai alapjainak tér-
gyaldsa eldtt célszerii a halmazelmélet alapfogalmainak megisme-
rése.

Amikor a hadromszdghdz tartozd pontok halmazdrdl beszél-
tiink, akkor ez alatt azoknak a pontoknak az Osszességét értet-
tik, amelyek az adott hdromszdg teriiletén helyezkednek el. A
lehetséges megolddsok halmazan szintén egy Osszességet, azaz
az Osszes lehetséges megoldadsokat értelmeztilk. Az Osszesség fo-
galmiaval gyakran taldlkozunk a mindennapi életben is. Példaul
egy termeldszdvetkezet 4llatdllomianya az adott termeldszdvetke-
zet 4llatainak Osszességét jelenti. HasonlOképpen &sszességet
jelent egy termeldszOvetkezet, vagy &llami gazdasag Osszes f8ld-
terililete, szantdteriilete, dolgozd alloménya, gépallomanya, vala-
mely raktdr anyagkészlete, stb.

A matematikdban az Osszesség helyett a halmaz kifejezést
haszn&ljuk, példdul az egész szamok halmaza, a pdros szamok hal-
maza, a raciondlis szamok halmaza, a 20-ndl kisebb pozitiv e-
gész szamock halmaza, egy szakasz pontjainak halmaza, egy 3 cm
atmérdji koér pontjainak halmaza, a lehetséges megoldasok halma-
za, stb.

Egy halmazt definiédltnak vesziink akkor, ha barmely je-
lenségrdl egyértelmilen elddnthetd, hogy az az illetd halmazhoz
hozzatartozik, vagy nem tartozik hozza. Példaul egy 2 cm suga-
ru k8r pontjainak halmazat vizsgdlva, a vizsgadlat kiterjedhet
azokra a pontokra, amelyek tadvolsdga a kbzépponttdl kisebb,
mint 2 cm. Ekkor csak a kOr teriiletének belsd pontjait értjik,
s nem tartoznak a halmazhoz a k&r kerililetén elhelyezkedd pon-
tok. Megfogalmazhatjuk ugy is a feladatot, hogy azokat a pon-
tokat értjik, amelyek tavolsaga a kor kézéppontjatdl mérve nem
nagyobb, mint 2 cm. Ekkor a kor kerililetének pontjai is a hal-
mazhoz tartoznak. Ha azokat a pontokat vizsgaljuk, amelyek a
kézépponthoz pontosan 2 cm-re helyezkednek el, akkor a halmaz-
hoz csak a kdr keriiletének pontjai tartoznak.

Ha példaul azt mondjuk, hogy a G6d6116i Agrartudomanyi
Egyetem Tangazdasagaban 1975. I. 1l-én O Orakor meglévd trakto-
rok halmaza, a halmazt egyértelmien definialtuk. A halmazhoz
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csak a Tangazdasédgban 1975. I. l-én O drakor meglévd traktorok
tartoznak, vagyls nem tartozik a halmazhoz ‘a gazdasdg a&llatal-
lomanya, épiiletdllomanya, de azok a traktorok sem, amelyeket a
gazdasdg egy el18z3 iddpontban értékesitett, vagy egy késdbbi
idépontban beszerez.

Az elmondottak szerint a halmaz bizonyos szempontbdl &sz-
szetartozd dolgok, objektumok, vagy jelenségek Bsszességét je-
lenti. /Lényegében azonos értelmil ez a statisztikal sokasag,
vagy statisztikal tdmeg fogalmival./

Azokat a dolgokat, objektumbkat, vagy jelenségeket, ame-
lyekbdl a halmaz feléptil, a halmaz elemeinek nevezzik.
A halmazt kétféle mbédon adhatjuk meg:

a/ vagy felsoroljuk a halmaz elemeit
b/ vagy leirjuk azt a k8z8s tulajdonsdgot, vagy tulajdon-
sdgokat, amelyek alapjén az elemek halmazt alkotnak.

A halmazt 4ltaldban latin nagybetlively + a halmaz elemeit
pedig latin kisbetiivel jeldljlk. )

Azt, hogy a eleme az A halmaznak,
asA
és hogy b nem eleme az A halmaznak,
b¢a

formdban jel&ljlik. Azt is szoktdk mondani, hogy az A halmaz
tartalmazza a-t &s nem tartalmazza b-t.

Ha példaul azt mondjuk, hogy az A halmaz azoknak az x
értékeknek az 8sszessége, amelyek benne vannak a [2; d zart
intervallumban, akkor természetes, hogy

4,6 ¢ A

viszont
6,2 ¢ A.
A halmaz &4llhat-véges &s végtelen sok elemb&l. E szerint
megkiildnbdztetiink :

véges halmazt, amikor a halmaz elemeinek széma véges, pl.
egy allaml gazdasag dolgozdi, egy termeldsz8vetkezet gépdllo-
manya, 20-nal kisebb pozitiv egész szamok halmaza, stb.;

végtelen halmazt, amikor a halmaz elemszama végtelen,
pl. az egész szdmok halmaza, a paros szédmok halmaza, stb.;

lres halmazt, amely olyan halmaz, amelynek egy eleme sincs.
pPéldaul egy ures raktar készlete, egy olyan gazdasadg tehéndllo-
manya, amely nem tart tehenet, a boszorkdnyok halmaza, mivel
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boszorkanyok nincsenek. LegtObbszdr iires halmaz az 5 taldlatos
lottészelvények halmaza is.

A leggyakrabban elGfordulé halmazokat kiildn szoktuk je-
161ni. Igy pl.:

N - a természetes szamok halmaza, beleértve a nullat is
G - az egészszamok halmaza

‘R - a valdés széamok halmaza

R® - az n dimenzidés pontok halmaza

® = az ilires halmaz.

Ha a halmazt elemeinek felsoroldsdval adjuk meg, a hal-
maz elemeit kapcsos zardjelbe tesszilik. Pl.:

A {-30; =20; 3; 15; 22}
B=({1, 3,5, 7, 91"

Ugyancsak kapcsos zdrdjelben lehet a halmazokat megadni,
ha elemeinek k&z8s tulajdonsagait soroljuk fel. Pl.:
A = {egy allami gazdasdg dolgozdi}
= {egy tsz-ben termelt n&vények}
= x15 2 x56) = x| x~[5; 6}

vagyis azoknak az_x értékeknek az 8sszessége, amelyek
benne vannak az [5; 6] zart intervallumban

B
C = {az 6sszes raclondlis egész szam}
D

E = {a 3-mal oszthatd szamok}

Ugyanazon elem t8bb halmaznak is lehet egyidejlileg eleme.
Pl.:

{2, 4, 6, 8}
{1, 2, 3, 4, 5,6, 7, 8, 9}

B

ahol az A halmaz a 10-nél kisebb pozitiv egész paros szamok
halmaza, a B halmaz pedig a 10-nél kisebb pozitiv egész szamok
halmaza. A 2, 4, 6, 8 szamok mindkét halmazhoz hozzatartoznak.
Ugyandgy példaul, ha A halmaz egy tsz. férfi dolgozéinak halma-
za, B halmaz pedig a 30 éven aluli dolgozdk halmaza, akkor a

30 éven aluli férfi dolgozdk mind az A, mind a B halmazhoz hoz-
za tartoznak.

Ha valamely A halmaz minden eleme egyuttal a B halmaznak
is eleme, azt mondjuk, hogy A halmaz részhalmaza a B halmaznak.
Példaul, ha A halmaz egy tsz. ndi dolgozdit, B halmaz pedig az
dsszes dolgozbkat jelenti, az A halmaz minden eleme egyuttal
2 halmaznak is eleme. Ezt a kbvetkezSképpen jeldljiik:

ACB BDA /olv.: A részhalmaza B-nek/
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Ha A C B, akkor és csak akkor, ha minden x e¢ A esetén
x € B, azaz x € A = x ¢ B.

Természetesen egy halmaznak tobb részhalmaza is lehet. Ha
példaul az A halmaz egy adotttsz. dolgozdit jelenti, a dolgozd-
kat nemek szerint csoportositva, megkiilonbdztetjik a férfidol-
gozdk részhalmazdt B, és a nddolgozdk részhalmazat C. Ekkor ter-
mészetes, hogy

BC A
cca

vagyis az A halmaznak két részhalmazat. kiilonbdztettikk meg. Ha
a dolgozbkat kor szerint, kereset szerint, stb. csoportosita-
nénk, tovdbbi részhalmazokat képezhetnénk. /A részhalmazok kép-
z&sénél jol fel tudjuk haszndlni a statisztikai csoportositas-
sal kapcsolatban tanultakat./

Az {ires halmaz minden halmaznak részhalmaza, azaz

pc A

9C B
stb,
Minden halmaz Snmagdnak is részhalmaza, azaz

ACSA
A ¢ és az A halmazok az A halmaznak nem valdédi részhalma-

zai. Ha BC A és A # B, akkor B az A halmaznak valddi részhal-
maza. /[Természetesen most A # ¢ ./

Egy részhalmaznak is lehet részhalmaza. P&lddul valamely
tsz. dolgozdinak a férfidolgozdk részhalmazdt alkotjdk, de ter-
mészetesen a 30 éven aluli, 30-50 év ko6zdtti és 50 éven felili
férfidolgozdk részhalmazat képezik a férfidolgozdk halmazénak.

Ha tehat

BC A

cC B,
akkor

CC B < A.
Ha

ec B
és

BC a,

akkor természetesen

g a,
amit a halmazok tranzitiv tulajdonsédgénak neveziink.
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Ha egyszerre tObb elemrdl allitjuk, hogy azok elemei A
halmaznak, azaz

aeA
b e A
c e A,
akkor az ezen elemekbdl képezett halmaz részhalmaza A halmaz-
nak, azaz
{a, b, ct < A.
Két halmazt egyenldnek mondunk, ha elemeik azonosak, leg-

feljebb csak sorrendben kiildénbdznek egymastdl. Ezek szerint
tehat:

a/ Minden halmaz egyenld Onmagaval

b/ Ha mind az AC B, mind a B&C A relacidék fennallnak,
akkor A = B, Ha A = B, akkor x ¢ A«> x ¢ B

¢/ Ha AC B, de A # B, és A # ¢, akkor az A valdédi rész-
halmaza a B halmaznak. Maga az A halmaz és a ¢ halmaz
a B halmaznak nem valddi részhalmaza.

5.2. Miveletek halmazokkal

Halmazokkal a kdvetkezd miiveletek végezhetsk:
egyesités
k6z6s rész képzés
kildnbségképzés

I miiveletek azonban, mint latni fogjuk, kildnbdznek az
aritmetikai miiveletektol.

5.2.1. A halmazok egyesitése [unidja/

Az A és B halmaz egyesitésén azt az
AUB /V = unié/
5zimbolummal jeldlt halmazt értjik, amely mindazokat az eleme-
ket tartalmazza, amelyek az A és B halmaz k6zlill legaldbb az
egyikhez hozza tartoznak.
Ilyen. példaul:
A= {1, 2, 3, 4,5, 6, 7} B = {2, 4, 6} ,

akkor
(&

1
>
<
(os}

"
o
=
N
w
F=
192]
o
~
-

vagyis
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Az egyesitett halmaz teha&t mind az A, mind a B elemeit
tartalmazza, de csak egyszer.

Képezziik egy tsz. adllatdllomanyébél a k&vetkezd halma-

zokat:
A = {magyartarka tehenek 200 db}
B = {3000 l-en feliili magyartarka tehenek 120 db}
C = {magyartarka-holstein friz keresztezett tehenek
200 db}
D = {3000 l-en feliili magyartarka-holstein friz tehenek
180 db}
E = {3000 l-en feliili tehenek 300 db}
Most

AUC - 400 elemii halmaz; CUD - 200 elemii halmaz;
AUB - 200 elemii halmaz; E = BUD - 300 elemii halmaz.
A fenti esetek geometriailag /pl. kdrdkkel/ a k&vetkezd-

képpen szemléltethetdk /az egyesitett halmaz vastagon bekere-
tezve/: [15. sz. abra/. . )
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Az egyesités a kivetkezi

) tulajdonsagoklkal rendelkezik:

a/ AUA = A [idempotencia/ [idem = ugyanaz, potencia = ké-
pesséqg, cgyenld LényezOk eredménye/

vagyis: barmely halmaz unidja 6nmagaval éppen
Onmaga;

b/ AUB = BUA [kommutativitas/
vagyis: az egyesités sorrendje felcserélhetd;
c/(AUB)U ¢ = auU (BUC) /asszociativitas/

vagyis: kettdnél tobb halmaz egyesitése tet-
szés szerinti sorrendben
| asszociacioban/ végezhetd;
d/ AUQ = A azaz: barmely halmaz unidéja az lires halmazzal
nem valtoztatja meg a halmazt.

A halmazok unidéjat szokas a halmazok Osszegének is nevez-
ni. /Mint lattuk azonban, ez lényegesen kiilonb&zik az aritmeti-
kai Osszegtdl./ 4

5.2.2. A halmazok kdzds része [metszete/

Adott A és B halmazok k&z&s részén azokat az elemeket ért-
jik , amelyek mind az A, mind a B halmaznak elemei, vagyis ame-
lyek mindkét /vagy tobb/halmaznak elemei.

A kbz8s rész [metszet/ jele: AN B
Pl.: A = {1, 2, 3, 4, 5} B = {2, 4, 6, 8}
AlB = {2, 4}

vagy a tsz. tehéndllomanyat tekintve, az eldbbi példat véve ala-
pul:

ANB = 120 elemi halmaz
ANC = (6] -
cnp = 180 -"-
ANE = 120 ~—
CNE = 180 —ne

Geometriailag abrazolva [a kdzbs rész vastagon bekeretezve/:
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A =
ANC =0
=
f—
iazzy:] D
=
A c
ANE
(E=BUD)

Emlékezziink vissza a grafikus &brdzol&s sorén készitett
abradkra. Egy-egy feltétellel a koordindta sikon meghatdroz-
tunk egy terliletet, amelynek ponthalmaza olyan megoldésokat
ad, amelyek az adott feltételt kielégitik. T8bb feltételt egy-
idejlileg azock a megolddsok elégitenek ki, amelyeket az egyes
feltételek &ltal meghatdrozott teriiletek metszetén elhelyezke-
dé ponthalmazok adnak. Ha tehdt A halmaz a keményit®érték szilkk-
ségletet, B halmaz pedig a fehérjesziikségletet kielégitd megol-
désok halmaza, akkor A N B ponthalmaz mind a keményit&&rték
mind pedig a fehérjesziikségletet kielégitd takarmidnyadag alap-
varidnsokat adja.

A halmazok k8zds részét, vagy metszetét szoktdk még a hal-
mazok szorzatlnak is nevezni. '

Azokat a halmazokat, amelyeknek nincs k8zds: részlik ,azaz
ha az
ANB =20,
diszjunkt halmazoknak nevezziikk. Lattuk, hogy eldz& példankban

az A és C halmazok diszjunkt halmazok /disjunkt = szétkapcsolt,
nincs kapcsolatossag/.

A k0z8s rész képzése a kdvetkezd tulajdonsdgokkal rendel-
kezik:
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a/ ANA A /idempotencia/

b/ anB = BAA /kommutativitas/

c/{anB)NC = A n(sn c) /asszociativitéas/

Az egyesités &s a kdzds rész képzés miveletét a kdvetke-
28 két disztributid tdrvény kapcsolja Ossze:

1. (avslnc = (anc)ulenc)

vagyis: két halmaz unidjénak egy harmadikkal alkotott metszete
ugyanaz a halmaz, mint a két halmaznak egy harmadikkal kiildn-kii-
16n képezett metszetének uniéja. Az elBbbi gyakorlati példat vé-
ve alapul tehat: .

ANE = 3000 l-en feliili magyartarka tehenek = 120 db

CNE = 3000 l-en feliili magyartarka holsteini friz ke-
resztezett tehenek = 180 db

(anE)U(CNE)= a 3000 l-en feliili magyartarka és holsteini
friz keresztezett tehenek = 300 db

AUC = magyartarka és holsteini friz keresztezett tehe-
nek = 400 db

AUCINE = 3000 l-en feliili magyartarka és holsteini friz
9y
keresztezett tehenek = 300 db.

Tehat
(auc)nE = (aNE) U(CNE)
vagyis a tsz-ben 1évd, 3000 l-en feliili magyartarka és magyar-

tarka holsteini friz tehenek azonosak a 3000 l-en feliili magyar-
tarka és holsteini friz keresztezett tehenekkel.

Geometriailag szemléltetve /[feltéve,hogy nemcsak. a.kétfajta
tehén taldlhatd a tsz-ben/: [17.sz. abra/

Magyartarka tehernek
V) Magyartarka holstein friz keresztezett teherek
3000 1- en felili tehenek

3000 {-en felili magyartarka & magyartarka-hdlsteir

friz keresztezett fehegl%/ek : “
17, cbra

Gyakorlat: példa a halmazokkal vald miveletekre
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11. (anB) uc = (auc)n (Buc)
vagyis: két halmaz metszetének egy harmadikkal alkotott unidja

ugyanaz, mint a két halmaznak a harmadikkal kiildn-kiildn
képezett unidjanak metszete.

Geometriailag: /18.sz. abra/
Gyakorlati &dtgondolasat

B az eldbbi példa segitségével
kdnnyen elvégezhetijik.

7
NN — 5.2.3. A halmazok kiilénbsége
27 7RSS Y o 4
Z 27 Q8EEES r ]I
Ry ] Az A és B halmaz kiildnbsé-
s / ge azokat az elemeket tartalmaz-

N
&W za, amelyek az A halmaznak ele-
mei, de a B halmaznak nem elemei.

c
Jeldlése: A\ B
B =am)uc=(avc)neuc) Bl A= e 203, 4,5
B = ({2, 4, 6, 8}
18, dbra
B = {1, 3, 5
Mdveletek halmazokkal 2% ! :

Geometriailag: /19.sz. abra/

A-B

19.dbra
A halmazok kilonbdzdsége &s metszete

Az abrabdl leolvashatdk még a kovetkezdk:

a/ A \B # B\A vagyis a kiilénbségképzés nem kommuta-
tiv

b/ (A\B)C A azaz az A\ B részhalmaza A-nak

c/ (B\A)TB azaz a B\ A részhalmaza B-nek

d/ (AN\B)C AUB tehdt A\ B részhalmaza az A és B

unibéjanak



w Pl -

e/ (B\a)c AauUB vagyis a B\A részhalmaza az A é&s B unid-
janak

A azaz az A\ B unidja és az A és B halmaz
metszete az A halmazt adja

£/ (a\Blu(anBg)

B vagyis a B\ A unidéja és az A és B halmaz
metszete a B halmazt adja

h/ (a\B)U{ANB)U(B\ A)= AUB tehat az A é&s B killdnbségének, az
A és B kdz6s részének és a B és A kiildnb-
ségének egyesitése egyenld az A és B unid-
javal.

g/ (B\a)u(ans)

Még tobb mas &sszefiiggés is létezik. Igy pl. a De Morgan-
féle azonossag: .

AN (BUC) = (AN B) N (A\C)
és a U ésNjelek felcserélhetdk, azaz
a\(Bnc) = (aA\B)u(a\c)

5.3. Alaphalmaz - Részhalmaz

Egy tsz. tagsdgat csoportosithatjuk nem, kor, iskolai
végzettség, szakképzettség, kereset, stb. szerint.

Ilyenkor a teljes halmazt alaphalmaznak, a csoportokat
részhalmazoknak nevezziik.

Az alaphalmazt I-vel jeldljiik.
Ha A az alaphalmaz részhalmaza, azaz AC I, akkor az
I\A

halmazt az A_halmaz kiegészitd [vagy komplementer/ halmazénak
nevezzik és A szimbélummal jeldljiik. E szerint:

A=1I\A

Abrazolva: [20. sz. abra/ °

Dy

@

20. cbra

Al almaiz, részhalmaz, k lementer -
aphalmasz, r 5£d,n z, kornplementer



- 75 -

Az A komplementerének /tehdt A-nak/ a komplementere A
Felirhatjuk ezek utdn a kdvetkezd tulajdonsédgokat:

al A=na azaz az A komplementerének komplementere
az A halmaz

b/ AUA =1 tehit az A és A egyesitése az alaphalmaz
e/ AONR =¢ vagyis az A és X kdzbs része ¢
a 1=29 tehdt az I komplementere ¢

e/ AUB = ANB azaz az A &s B unidéjénak komplementere
egyenld az A és B komplementerének k&zds
részével

£/ ANB = AUB vagyis az A és B kdzbs részének komple-
mentere egyenld a komplementerek unidjival,

A két utdébbi azonossdg a De-Morgan-féle azonossagon ala-
pul. Ha ugyanis ACI és BCI, akkor a De-Morgan-féle azonossidg
alakja a kdvetkezd: :

I\ (auB) = (\a)N(1\g)

1\ (anB) (I\A)U(I.\B)

Megemlitjilk még a halmazok teljes rendszerét.

Egy alaphalmaz részhalmazai akkor alkotnak teljes rend-
szert, ha

a/ barmely két részhalmaz diszjunkt halmaz és
b/ a részhalmazok egyesitése az alaphalmazt adja.
Tehadt: /21. sz. abra/

1|4 / A, | A

2f. abra
A halmazok felfes rendszere

A tovabbiakban &ltaldban halmazokkal /matrixokkal, vek-
torokkal, stb./ foglalkozunk. A halmazokrdl tanultak alapjéan
mAr ismerBsek lesznek az olyan fogalmak, amelyeket a gazdasagi
programozdsndl fogunk haszndlni. /Pl. A lehetséges programok
az L halmaz elemei, X, €L, azaz az optimdlis program eleme az
L halmaznak, stb./
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6. FEJEZET

Linearis algebra

A halmazelmélet fontosabb alapfogalmainak ismeretében egy
specialis halmazzal, a linearis térrel ismerkediink meg. Mint
latni fogjuk, elképzelni csak egy, két vagy hdrom dimenzids
esetben vagyunk képesek, s a tér elnevezést csak képletes érte-
lemben haszndljuk. A matematikanak azt az agat, amely a linea-
ris terek vizsgalatdval foglalkozik, linedris algebranak nevez-
ziik .

Mieldtt megismerkednénk a linedris tér fogalmaval, illet-
ve azzal, hogy milyen feltételeket kell a halmaznak kielégite-
ni ahhoz, hogy linedris térrdl beszéljliink, - néhany uj fogalom-
mal és az ezekkel elvégezhetd miiveletekkel ismerkediink meg.

6.1. Matrixok

6.1.1. A matrix fogalma

Foglaljuk tdblédzatba néhany takarmany fajlagos beltartal-
mi adatait.

5 Sildku- Lucerna- Takarminy-
Mogrevezes korica széna répa
Szarazanyag 0,280 0,840 0,131
Keményitdérték 0,150 0,321 0,081
Fehérije 0,012 0,129 0,006

A konkrét adatok vizsgadlata nélkiil a kdvetkezdket tudjuk
mondani a tablazatrol: :

a/ Haromszor harmas tablazattal allunk szemben, vagyis a
tablazatnak hadrom sora és hdrom oszlopa van.

b/ A tablazat oszlopokra bonthaté [az oszlopok az egyes
takarmanyok fajlagos beltartalmi adatait tiintetik fel/.

c/ A tablazat sorokra bonthaté, /[a sorok egy-egy taplalo-
anyagra mutatjak a kiiloénbdzd takarmanyok fajlagos bel-
tartalmi adatait/.

d/ A tablazatban az adatok rendezettek a sorok, illetve
az oszlopok szerint.

Az ilyen tablazatokat a metamatikéban matrixnak nevez-
zik. /A statisztikaban a statisztikai tablazat elnevezést hasz-
naljak./ A matrix természetesen barmennyi sorbdl és oszlopbél
allhat. Altalanosan azt mondjuk, hogy m sorbdl és n oszlopbdl
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411. E szerint tehdt az m sorbdl és n oszlopbdl allo szamtabla-
zatot matrixnak nevezziik.

A

@ U N -
HNoUow
N Wb U

szamtdblazat tehét egy 4 . 3-as matrix, vagyis négy sorbdl és
harom oszlopbdl &ll. Azt is mondjuk, hogy 4 . 3 tipusu /méretii/
matrix. Az m sorb6l és n oszlopb6l 41156 matrix tehdt m . n tipu-
su matrix /m &s n barmely természetes egész szam lehet]

Azokat az adatokat, amelyekbdl a matrix feléplil, a matrix
elemeinek vagy komponenseinek nevezziik. A matrix komponenseit
szdgletes zéréjelge tessziik.

A matrix komponenseit konkrét szamok nélkiil &ltaladnosan
is felirhatjuk. Pl.:

m . n tipusu matrix. A komponensek elsd indexe a sor, a masodik
indexe az oszlop sorszadmdra utal.

Ha meg akarjuk takaritani az &sszes komponens felirdsa-
val jard faradsadgot és helyigényt, ekkor a matrixot félkdvéren
szedett latin nagybetiivel, vagy kéziradsban glahuzott /vagy két-
szer aldhuzott/ latin nagybetilivel jeldljik.

Tehat
A vagy A illetve 3

Ha ilyenkor a matrix tipusat is jel&lni kivadnjuk, a szim-
b6élum alatt eldbb a sor, majd az oszlop indexét zardjelbe tesz-
szikk. Pl.:

A . a

1543 /m.n/
/Otszdr harmas vagy m-szer n-es tipusu matrix/

Szokads még a matrixot ugy jeldlni, hogy altalanos elemét
/i-edik sor és j-edik oszlopban 1évd elemét/ szbgletes zardjel-
be tesszik, azaz

_ —’[u}

Jelolhetjuk a matrixot egyszeruen latin nagybetiivel aladhuzas
nélkiil is, ha ez nem zavar6, azaz, ha latin nagybetiit csak
matrixok jeldlésére hasznalunk.
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Ha egy matrix sorait és oszlopait felcseréljiik, az igy
nyert matrixot az eredeti matrix transzpondltjénak nevezzik.

Példaul az eldbbi takarmany-beltartalmi matrix transzpo-
naltja a kovetkezd:

Szaraz- Keményi ts- Fehér-
Megnevezés anyag érték je
Sildékukorica 0,280 0,150 0,012
Lucernaszéna 0,840 0,321 0,129
Takarmdnyrépa 0,131 0,081 0,006

*
A matrix transzponaltjat A vagy QT-vel jeldljlik. A matrix

transzpondldsa tehat a sorok és oszlopok felcserélését jelenti,

ey

6.1.2. Specidlis matrixok

W

a./ Zérusmatrix /nullmatrix/

Olyan matrix, amelynek minden eleme zérus. Jele: O.
Példaul:

[eNeoNeoNe)
[eNeleNe]
[eXeeNe}

b./ Négyzetes [kvadratikus/ matrix

Olyan matrix, amelyben a sorok és az oszlopok szama meg-
egyezik. Szokds nevezni n . n tipusu, vagy n-ed rendil matrixnak
is. Pl.

3 2 =1
4 5 i
6 5 4

A négyzetes matrix a alaku elemeit /bal felsd saroktdl
a jobb alsd sarokba huzott™ atlé /un. fOGdiagonadlis/ mentén el-
helyezkedd elemeit/ diagonalis elemeknek nevezzik.

Az eldbbi matrix diagonalis elemei tehat 3, 5, 4.
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c./ Diagonédlis matrix

Olyan kvadratikus matrix, amelyben a diagondlistél kiil¥n-
b8z& elemek mind zérusak. Pl.

5 (o] (o] 5 o (o}
0 3 o] vagy o (o) (0]
0 o] 6] -2
illetve
all o} (o}
(o] asy o
o ] ann

A diagonalis matrixokat szokés jeldlni a.

éu' 8327 ***¢ Bnny

formédban is, amikor csak a diagondlis elemeket irjuk fel.

d./ Egységmatrix
Olyan diagondlis matrix, amelyben minden diagondlis elem

1.
Példaul:
1 0 0
o i (¢}
0 o 1
Jele: E

e./ Permutdld matrix

Olyan matrix, amelynek sorait vagy oszlopait megfelelBen
atrendezve, egységmatrixot kapunk. P&ldaul:

(0] 1. (o)
o] (0] 1
1 (o] o]

f./ Haromszdgmatrix /triangularis matrix/

Olyan kvadratikus matrix, amelynek vagy a f0atld elemei
feletti, vagy az alatti elemei mind zérusak. Az elsd esetben
alsd hidromszdgmatrixrdl, a midsodik esetben felsd hé.romszﬁggat-
rixrdl beszé&llink, s az ilyen matrixot DN vagy q 82zimbo lum-
mal jeldljtik. :
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Also haromszogmatrix 1
2 O (o)
[L =12 4
7 ¢} -5]
Felsd haromszOgmatrix
1 -3 2
t}: o) 5 o]
[¢] [¢] 3

A diagonalis matrixok egyben triangularis matrixok.
g./ Minormatrix

Egy matrix tetszés szerinti szdmu sorénak é&s oszlopédnak
elhagyasaval nyert matrixot minormatrixnak nevezziik.

Ha adott az

>
I
IS
N VW g B,
-

matrix és ennek masodik és 6tddik oszlopat, valamint elsd és ne-
gyedik soradt elhagyjuk, a maradék minor a kdvetkezd:

T2 6 5
2,3,5
4 2
21,34 i
130% 1 -3 2

A felsd indexek azt mutatjdk, hogy hdnyadik sorokat, az alsé
indexek pedig, hogy hényadik oszlopokat tartottuk meg.

h./ Hipermatrix

Olyan matrix, amelynek elemei maguk is matrixok. Nagymére-
tli matrixokat, vagy ha gazdasdgi okokbdl a matrix egy-egy ré-
szét célszerl kiildén bontani, vizszintes és fliggSleges egyenesek-
kel a matrixot blokkokra bontjuk.

Pé&ldaul:

=11 12

—21 =22

=00 -+
~N VWO -
N N O -
= WwkH~=O
w N ujlo oo
[ WREN [oNoNe]
s O OO

1>
n
R —



ahol: _ .
1 1 1 (0] o OT
511 = 1 (0] (O I 512 = o ot ,
_O i l_j LO [0} i
5 3 2 1. 5 7 6
A, = 1 5 3| A, = |2 3 4].
1 2 1 6 5

Az egyes blokkokat minormatrixoknak, a blokkokra bontéast
particiondlasnak nevezzik.

Ha egy hipermatrixban a diagonalis blokkoktdél kiildnb&zd
blokkok zérusmatrixok, kvézidiagondlis matrixrél beszéliink.
Példaul:

2 3 o (o] (o]
. 5 4 0 0 o ) A, o )
e 0 (o} 1 5 3 o a
=22
[¢] (o} 2 o 1
=y By
f./ vektor

Mondottuk, hogy a matrixok sorokra vagy oszlopokra
bonthaték, s igy egy szamsort vagy szamoszlopot kapunk. A mate-
matikadban egy szamsort vagy szamoszlopot vektornak neveziink.

/A statisztika a statisztikai sor elnevezést hasznalja./

Az olyan matrixot tehdt, amely egy sorbbél, vagy egy
oszlopb6l all, vektornak nevezziik. Az oszlopvektor m . 1 ti=-
pusu, a sorvektor pedig 1 . n tipusu matrix. E szerint a matrix
sorvektorok, vagy oszlopvektorok rendszereként is felfoghatO.

A vektorokat félkdvéren szedett, vagy kézirasban ala-
huzott /vagy kétszer aldhuzott/ latin kisbetivel jeldljiik.
A sorvektornal a transzponalast is feltilintetjiik.

E szerint tehat:

Oszlopvektor:

Q vagy a , illetve a
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azaz
23
az
a= |
a
m
sorvektor:
# T ® T
Q vagy @ , illetve a vagy a’, illetve
2" vagy 2"
azaz
#
a = [al, yy ey an]
Jeldlhetjilk a vektort &ltaldnos elemének feliréséval is.
Pl.: :

[aj] /3 =1, 2, «euy nl

vagy helytakarékossdg céljabdl a

* T
a-= [al, Ay eeny an] = [all ay1 cees an]

jel8lést is alkalmazhatjuk, amikor az oszlopvektort sorvektor
formdjadban irjuk fel,de a transzpondlassal jeldljilkk, hogy az
oszlopvektor.

A tovabbiakban néhény specidlis vektorral is megismerke-
diink :

Zérusvektor /nullvektor/:

Olyan vektor, amelynek minden eleme zérus.
E}

Jeldlése: O vagy O , illetve QT

Példaul: )
(o]
L
0 =10 vagy 0 = [O, o, 0]
o

A zérusmatrix tehdt zérusvektorok rendszereként is fel-
foghaté.
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Egységvektor:
Olyan vektor, amelynek i-edik eleme 1, a t8bbi 0.

*
Jeldlése: e; vagy g;. illetve g?
Példdul:

i

o™ 0, 0, 1, O
23—[111]

Usszegzd vektor:

Olyan vektor, amelynek minden eleme 1.
[}
Jele: 1, illetve 1 vagy ;T

Pé&ldéul:

1
1= ;‘-[1,1,1,1]

1
A vektorfogalom ismerete alapj&n kdnnyl bel&tni, hogy a
matrix oszlopvektorok vagy sorvektorok rendszereként is felfog-
haté. Az A matrix tehdt felirhatd

oszlopvektorok rendszereként

AB[El' 22, sosey eh]

Példaul:
5 3 2 5 3 2
1 4 7 = 4
6 5 4 6 3
vagy
sorvektorok rendszereként
[ &)
2
"
73
A= |.
‘a
2y
L J
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Példaul:
5 3 2 [5, 3 2]
104 7| = | [, &, 7]
6 5 4 [6, 54 4]

Aligha kell bizonyitani, hogy az egységmatrix egységvek-
torok rendszereként foghatbé fel, azaz .

E = [ﬁlr &pr e sn]

|t
]

>

e
[, =™ ]

g./ Skalar:

Olyan matrix, amelynek egy sora és egy oszlopa van, tehdt
1 . 1 tipusu matrix /vagy olyan vektor, amelynek egy eleme van/.

Ilyenkor nem is haszndljuk a matrix vagy vektor irdsmé-
dot.

6.2. Nagysagrendi relaciok

Egy m . n tipusu A matrix egyenld egy m . n tipusu B mat-~
rix-szal, ha megfeleld elemeik azonosak. Példaul ha

3 2
A 3 i B =

]

akkor A = B , mert

aj; TPy ayp = bygr @y = byys a5, = by,

i

Ugyanigy értelmezzilk a vektorok k&zdtti reldcidkat is, azaz ha
2 2
3 B= s

o
I
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Az azonos elemek Osszehasonlitdsa alapjan értelmezzilkk az
aladbbi reldcidkat is:

A > B a>b
AZB azb
A<B a<bhb
A <XB a<b
ALB aghb
A >0 a>o
A20 azo

A nagysagrendi reldcidk természetesen csak azonos tipusu [u-
gyanannyi sort &s ugyanannyi oszlopot tartalmazd/ matrixok k&-
z6tt értelmezhetdk.

6.3. Miveletek matrixokkal

6.3.1. Usszeadas

Az Osszeadast csak azonos tipusu matrixokkal tudjuk elvé-
gezni.

Az A = [aij]’ B = [biﬂ és C = {cij] m.n

tipusu matrixock Osszege alatt az

[aij] + [bij] + [cij] = [aij *byy ci.j]

ugyancsak m . n tipusu matrixot értjilkk. Az azonos tipusu matrixo-
kat tehédt ugy adjuk 8ssze, hogy az azonos helyen 1évd elemeiket
Bsszeadjuk.

A+B+¢C

Pé&ldaul: | ‘

5 -4 3 4 3 1 4 2 6
2 7 6 o 6 -5 o 1 -8
A=l 1 5| B=l2a 1 721E&"t% 5 2
4 2 1 3 5 2 -3 0o 4

13 1 10

14 -7

A+B+E=1| 52 13 14

4 7 7

1l

Természetes, hogy A + O

A & Q+A=A

Matrixokkal végez milveleteket a gyakorlati szakember is,
még ha nines 1s tudatéban annak, hogy matrixokkal dolgozik.
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Példéul tegylik fel, hogy valamely gazdasidg két termelési
egysége a felhaszndlt miitrdgyamennyiségekrdl féleségenként
/N, P, K/ kimutatédst, téblazatot készit, amelynek oszlopal a
kiilénb82z8 ndvényekre, sorai pedig a miitrdgyaféleségekre vonat-
koznak. A két termelési egységben 6sszedllitott tdblazat matrix.
Az egész gazdasdg miltrdgyafelhaszndldsat megkapjuk, ha a két
tébldzat azonos helyen levs elemeit Osszeadjuk. Pl.:

Oszi- kuko- napra- Oszi-  kuko- napra-
buza rica forgd buza rica forgd
N {800 1000 500 N 1000 1300 [0}
A= P [700 800 400| ; B= P 800 1000 o
K 500 600 200 K 600 800 o

Oszi- kuko- napra-

buza rica forgd
N | 1800 2300 500
A+ B =P |1500 1800 400
K | 1100 1400 200
A matrixok Osszeadisara érvényes a
kommutativitas A+B=B+A
asszociativités Ta + B/ ¥C=A+ /B +c/

A vektorokra vonatkozban is érvényesek a matrixokkal kapcsolat~
ban elmondottak, hiszen azok specidlis matrixok. Tehat

sve=o] o] -[nrn]

azaz
2 5 + 2
41+ | -1 = 4 + [-1/] = 3
7 3+ 7 10
vagy
» *
+ = of L= i ¥ b
ont o] e ] [ o]
tehat

[5, 4, 3] +[2, «1, 7] =[5+2,4+/—1/, 3+7]=
:[7, 3, 10]
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és at+tb=Db+ta
la+bf +c=a+[b+cf

vagy Wk "

a+b=>b +a

és természetes, hogy

a+0=a é O+a=a

Kénnyld beléatni, hogy

/a+ 8" =a"+ "
illetve
la+b/*=a"+p"

vagyis az 8sszeg transzpondltja egyenld a tagok transzpondltja-
nak &sszegével.

6.3.2. Kivonéas

Az Osszeadashoz hasonldan csak azonos tipusu matrixok ki-
vonasa értelmezhetd. A kivonast ugy végezziik, hogy a megfeleld
elemeket kivonjuk egymdsb6l, tehat

oxe ] B - P

vagyis az A matrixhoz hozzdadjuk a B matrix -l-szeresét, azaz:

w

A+ /-1/ B.
Példaul:
5 8 -3 2 2 8 -5 3
A=l3 4 6 -3|" BT |1 3 8 2
3 0 2 -1
ES&~B% I3 ¢ & -8

Természetesen

A-0=2a
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o-a=-2

A vektorokra, mint egy sor vagy egy oszlopbdl 4116 matrixokra
is a fenti szabdlyok érvényesek, vagyils

T [ai] - [bi] = {31 - bi]
R 1 R R R

Példaul:
~
3 4 -1
a=|2|;: b=|1 és a-b= 1
5 -2 7
vagy

a"-p" =[1, 1, 7]

A-B#B-A /kommutativitas/

/A -B/ -C#A-/B-C/ [asszociativitas/
vagy vektorok esetén
a-b#b-a

la-bl -c#+a-/b-gl

Aligha kell bizonyitani, hogy a matrixok kivondsa a mez&gazdasa-
gi gyakorlatban is eldSfordul.

6.3.3. Matrix szorzasa skaldrral

Matrixot /vagy vektort/ skaldrral ugy szorzunk, hogy a
matrix /vektor/ minden elemét megszorozzuk az adott skalarral.
Tehat
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YA= Y [Yai:]]

vagy
vg—v[al'l [ ]
illetve
B
va=v[ay] []
P&ldaul:
4
33
vagy
6
3 = illetve 3 [2, 4] = [6, 12]
4 12

A matrixok skaldrral vald szorzasdra érvényes a

kommutativitas YA = Ay
asszociativitas (yl ¥,)A = Yy (v, B)

disztributivitéas kyy * yz) A= A+ vy, A

Y1
illetve
y(A + B) = yA + yB

Matrixok skaldrral vald szorzasa is eldfordul a mezdgazda-
sdgl gyakorlatban. Példaul, ha egy tablazat fajlagos adatai /mii-
tragyafelhaszndlas, munkaerdfelhaszndlas, stb./ kh-ra vonatkoz-
nak és azokat ha-ra kell &atszamolni, ezt ugy végezziik, hogy a
tablédzat adatait szorozzuk 1,73-dal.

6.3.4. Vektor szorzdsa vektorral

A mivelet csak akkor értelmezhetd, ha a szdban forgd vek-
tor elemszama azonos. Ha vektort vektorral szorzunk, akkor az
egyik vektort sor, a masik vektort oszlopvektorként irjuk fel.
Igy vektort vektorral két médon szorozhatunk, s e szerint be-
szélink skaldris szorzasrdl és diadikus szorzasrdl.

a./ Skalaris szorzas

Skalaris szorzasrdl akkor beszéliink, ha sorvektort szor-
zunk jobbrdél oszlopvektorral. Eredményiil skaldrt kapunk. Tehat:
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I
o

*
= [;1, ays eeey aé] b2 = [al b1 + a, b2 + coe +

+ a, b?] =y

vagyls a szorzdst ugy végezzikk, hogy az azonos sorszamu eleme-
ket 8sszeszorozzuk és a szorzatokat &sszeadjuk. Példaul:

2

-

1

[5.2+8.4+/—3/.1]=

[10 + 32 - %] = 39

Tegyiik fel, hogy egy termeldszdvetkezet egy vizsgdlt 1dd-
szak alatt 3 féle terméket értékesit az aladbbi mennyiségben és
egységérral:

Termék Ertékesitett Egységar
mennyiség R/q
A 5 000 300
B 8 000 400
o 15 000 500

Hogy mennyi volt az arbevétele, azt megkapjuk, ha a ter-
mékvektort [értékesitett mennyiségek vektoridt/ jobbrdl szorozzuk
az arvektorral [egységarak vektoraval/, azaz®

300

[sooo, 8000, 15000] 400| =
500

= [1500000 + 3200 000 + 7500 OO@ = 12 200 000 E

Aligha kell bizonyitani, hogy a mezdgazdasdgban 1iyen mii-
veletre gyakran keriil sor, s ezen mit sem vdltoztat, hogy a té-
nyezdket vektorként irjuk fel vagy nem.

A skaldris szorzatban a két vektor felcserélhetd, ha azo-
kat transzpondljuk, azaz a skaldris szorzads kommutativ jellegil
kifejezés, Tehat

*® *
a b=Db a
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Példaul az eldbbi adatokkal
5 000
[300, 400, soo] 8 000| = 12 200 000 E.
15 000

Egyszerii példak segitségével igazolhatjuk, hogy érvényes
a disztributiv tulajdonsdg is:

a" b+ =2a"b+a"

a

/la* +p* ¢ =a" e+ e

1o

A tovadbbiakban ismerkedjiink meg még néhédny specidlis eset-
tel.

A O vektorral barmely vektort szorozva, eredményill O-t
kapunk. ’
Példaul: a* 0 = Q* a=o0

B. |o|-F-0+2.0]0

Ha az a vektort az e; egységvektorral szorozzuk, eredmé-
nyil az a vektor i-edik elémét kapjuk.
Példaul:

azaz

Wk _
a g = a=ga
azaz

o
[3, 2, 5] 1
o

Ha egy a vektort &sszegzd vektorral szorzunk, akkor ered-
ménylil az a vektor elemeinek Osszegét kapjuk.

Példaul:

E . 0+2 .1+5 .(ﬂ =2

* ®

I
=
1}
I~
[
I
R

azaz



= 99 =
vagy
4
[1,1,1] 3 =[1.4+1.3+1.2]=9.
2

b./ Vektorok diadikus szorzata

Vektorok diadikus szorzatdrél akkor beszéliink, ha oszlop-
vektort szorzunk jobbrdél sorvektorral. Eredménylil matrixot ka-
punk, amelynek annyi sora van, mint ahldny eleme van az oszlop-=
vektornak, és annyi oszlopa van, mint ahdny eleme van a sorvek-
tornak.

A miveletet a kdvetkezlképpen végezzik:

31 a| 2L 8y
. |72 &2 Pay .- )
a b =|. [bl, b2,...,an= & bl' " bys eeer]e bn
2, 4 i) %
Példaul -
5 5 5
3 [4, 8 5] = 3 4, 3 8, 3 5| =
2 2 2 2
20 40 25 20 40 25
12, |24] , 15 = 12 24 I5
8 16 10 8 16 10
Jegyezzilk meg, hogy
ab'#. pa
Az eldbbi példa alapjan
4 4 4 4 20 12 8
8 [5, 3, Z:I =118 55 8 3, 8] 2 =140 24 16
15 5 5 5 25 15 10

L
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vagyis most az eldbbi matrix transzponaltjat kaptuk. E szerint

R *
labk /| =ba
Természetesen
# *
a0 =0a =0

vagyis ha az egyik tényezd O vektor, eredményilil O-matrixot ka-

punk .

Ha az a vektort az g; egységvektorral szorozzuk, olyan

matrixot kapunk, amelynek i-edik oszlopvektora maga az a vektor,
a t8bbi vektora pedig zérusvektor.

Példdul:
4-| 4 4 4 [0 0
8|[o. 1, 0] =|{{g] o, |8|1, |8] o] =10 0
51 I 5 o )
vagy
o] (0] (0] 0] (0) o]
1 [4, 8, 5] =|jt] 4 |28 [1] 5] =]¢a 8 s
) o o o 0

Ha az a vektort 6sszegzd vektorral szorozzuk, olyan mat-

rixot kapunk, amelyben az a vektor annyiszor fordul eld, éhény

elemii vektorokat szoroztunk.

Példaul:
~ ( IRPI -
4 %] 4 4 4
8 [1, 1, 1] ={|s| 1, |81, |8] 1} =
5 5 5 SJ

vagy
o r - . 1 i~
1 1 1 1] 4 8
1 [4, 8, 5] ={la| 4, |2]8, 2| 5| =4 8
1 1 1 1 4 8 5
i It L

|azaz most az eldbbi matrix transzponaltjat kaptuk/
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A mezbgazdasagi gyakorlatban a vektorok diadikus szorza-
ta is eldfordul.

Példaul valamely ndvénynél megterveztilk a miitragyaszik-
ségletet 1 ha-ra miitrdgyaféleségenként, mondjuk, hogy N-b&l
326 kg, P-bdl 366 kg, K-bdl 144 kg természetes egységben. Az
adott ndvényt harom téblan termesztjik, amelyek teriilete 100,
150, 200 ha. Diadikus szorzat alkalmazadsaval egy olyan tabla-
zat /matrix/ nyerhetd, amely az egyes miltrdgyaféleségekbdl ki-
sz6randd mennyiségeket tartalmazza tablanként.

Példaul:
326 32 600 48 900 65 200
366 [100, 150, 200] = |36 600 54 900 73 200
144 14 400 21 600 28 800

6.3.5. Matrix szorzédsa vektorral

Matrixot jobbrél oszlopvektorral, balrdl sorvektorral
szorozhatunk. Ez kdvetkezik a matrixok szorzédsdra adott defi-
nicidbdl.

a./ Matrix szorzasa jobbrdl oszlopvektorral

A miivelet csak akkor végezhetd el, ha a matrix oszlop-
vektorainak szama és a vektor komponenseinek szama megegyezik.

A nmiiveletet ugy végezziik, hogy a matrix els® oszlopvek-
torat a vektor elsd elemével, a masodik oszlopvektoradt a vek-
tor madsodik elemével, stb. megszorozzuk é&s a szorzatokat Gssze-
adjuk. Eredményiil vektort kapunk, amelynek annyl eleme van,
ahany sora volt a matrixnak. Tehat

S_ U,
w N
N oW
Laae_¥
LS N
i
—
S U,
N
+
—
w N
ol
o
+
U
N W
—
wm
I

I
+
+

]

Matrixnak vektorral vald szorzasa a mezdgazdasagban igen
gyakran fordul els.
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A 6.1.1. alatt egy t&blazatot adtunk meg, amely hdromfé-
le takarmany beltartalmi adatait tartalmazza. Ha most 8sszedl-
litunk egy takarmanyadagot, amelyben 25 kg sildkukoricat, 3 kg
lucernaszénat és 10 kg takarmanyszénat kivénunk feletetni, az
adag szarazanyag, keményitGérték és fehérjetartalmiat megkapjuk,
ha a fajlagcs beltartalmi matrixot szorozzuk a takarmidnyok meny-
nyiségeire vonatkozdé vektorral, azaz

-~

0,280 0,840 0,131 25

0,150 0,321 0,081 3

0,012 0,129 0,006 10

0,280 0,840 0,131

0,150 | 25 + |0,321|3 + | 0,081 10 =

10,012 | {0,129 | 0,006

7,00 2,520 1,31 10,830 Sza.
=13,75 |+ o,963 | + |o,81| = | 5,523 ké.

0,30 0,387 0,06 0,747 fehérje

b./ Matrix szorzdsa balrdl sorvektorral

A miivelet csak akkor értelmezhetd, ha a matrix sorainak
szama és a vektor komponenseinek szama megegyezik. Eredményiil
sorvektort kapunk.

A miivelet elvégzése:

L & % & _ ? B
5—'["151 X2 8 ¥ .- "ninzl"i=l L& T2
Példaul:
] 4
[2, 4, 5] 2 3= 2 [5, 4].+4[2,3]+5[3,2]=
3 2 '

=I:1o, s] # [8, 121 + [15, 10] = [33, 30:'

Kénnyen észrevehetjiikk, hogy az eldbbi egyszeril példat
szerepeltettilkk most is és a kapott vektor az eldbbi vektor
transzpondltja. Ennek alapjan egyszerii belatni, hogy



A

e

vagyis

Vizsgaljuk meg, mi tdrténik, ha egy matrixot egységvek-
torral, vagy Osszegzd vektorral szorzunk.

*

Ha az A matrixot az e, vagy e egységvektorral szorozzuk
meq, akkor eredményiil a mattix il ed{k oszlopat, vagy i-edik so-
rat kapJuk

példaul:

I
o
A
It
1Y

w o
o~
Noo
i
1l
w o
(o]
-
-
—
+
o
]

o
=
o]
o]
S
~

= [5,3,2] o+ [4,7,6] 1+ [3,1,2]0 = [4,7,6]

a
Ha az A matrixot az 1 vagy bsszegzd vektorral szoroz-
zuk meg, akkor olyan vektort kapunk eredményiil, amely a matrix
oszlopainak vagy sorainak &sszegét adja.

n
Al= I A
a8 2 j=1 24
5 2 10
o 1+ 7 1+|6|1= 1|17
3 2 3 1 2 6
vagy -
* *
1"a= I 3
i=1



5 3
[1, 1, 1] 4 7
31

6.3.6. Matrix szorzdsa matrixszal

N O N

- 09 =

= [12, 11, l@

A milvelet csak akkor értelmezhetd, ha az elsd tényezd
oszlopainak széma és a mdsodik tényezd sorainak széma megegye-
zik. Eredményil olyan matrixot kapunk, amelyben a sorok szama
megegyezik az elslG tényezd soralnak szémdval, az oszlopok szd-
ma pedig a midsodik tényezd oszlopainak szamaval.

A milvelet hdromféle médon végezhetd el.

a./ A miiveletet ugy végezzilk, hogy azt matrixnak jobbrél
oszlopvektorral vald szorzatara bontjuk fel.

No = = !

N oS = U

-

AB=

-
2 2T
¥ e
N N
1 4

.
3 2| & 5
7 6 6 1
5 3] |72, |4
1 4| L¢ [2
2] (s 3]
6l (164 |7
3 4 5
L4 L2 1)
- 1
2] 0] |9
6 2| |21
3|25 8]%]1s
4 4 3
bl J

[5
_ 1l
4
2
3 2
7 6
5 3
14
i
E
T
|3
4
2
6
T 3
4’
J

Ay Ak oan]=c

U g ow

30

24
12

B> W N

Mo & = u!
[T R

= U 9w

. -6 8
-14 24
-10 12

=2 6] ,



49
35

~
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21 32 50
29 16 66
26 26 61
11 26 25

b./ A miveletet felbontjuk matrixnak balrdél sorvektorral

Példaul:

v s = wl

1

t8rténd szorzataira

]

= U g W

7,

1,

B> w N

J

I
G

-2
4

|

1]

|

2 6 5
- E, 3, ﬂ 3 -2 7
1 4 2,
2 6 5
1 [ﬁ, 5, é] 3 s 7
1 4 2]+

= [5;[ 2, 6, 5] + 3[3, -2, i] +

4 2], 1[2, 6,5]+7[3, -2, 7] +s[1, 4,'2] ;

+ 5[3, -2, 7]+ 3[1, 4y 2], 2 [2, 6, 5]+
2 1 +alu o 2]]- [[o, . ]
+|:9, -6, 21]+ [, 8, 4] . [2, 6, 5] + [21, -14, 49] +

1-[6, 24, 12], [_8, 24, 2o]+ [15, -10, 35]+ [3, 12, 6],
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21 32 50

[, 12, 10] + [3, -2, 7] + [4, 16, 8]J= %2 %g, gi
11 26 25

c./ A miiveletet felbontjuk vektorok skaldris szorzatdra.

R * L T
B Byt 8y By weev By 3y
* ®*
By bBys 85 Bys ewew 23 By,
AB=|"
.* ® *
a% by, & by ..., 2m By

Példaul:
s 3 2 6 5
7 6 3 -2 =
4 5 3 1 4 2
2] 6] }
[, 3, 2] 3|, [5, 3, 2] -2, [5, 3, 2] 7
1 4 2
1] ; |
2 6
[1, 7, 6] 3, [1, 7, 6] -2, [1, 7, 6] 7
1 4
- ~
2 6
[4, 5, 3] , [4, 5, 3]- -2, [4, 5, 3] =
4 2

21 32 50
29 16 66
26 26 61
11 26 25

Az A B szorzat &ltaldban nem rendelkezik a kommutativ tu-

lajdonsdggal, vagyis &ltalaban ’
AB+B

I
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Lehetséges, hogy az A B értelmezhetd, de a B A nem is ér-

telmezhetd. Példaul:
2 3 = 2
ha A = |4 5 és B = |3 1
1 (o]
L. i
r -
2 3 4 2
AB=1l4 5 £ N
1 (o]
- .
értelmezhetd, hiszen az elsd matrix oszlopainak szama és a maso-
dik tényezd sorainak szama megegyezik, de a
” 27 2 3
Ba-= 4 s
3 lJ 1 o

nem értelmezhetd, mert az elsd matrix oszlopainak és a masodik
matrix sorainak szama eltérd.

Tekintsiink két négyzetes matrixot, vagyis

B el 7]

Most mind az A B, mind a B A szorzat értelmezhetd. Végez-
zik el a miiveleteket:

2 4 3 2 6 8
aB = -
6 8 [0] 1 18 20
3 2 2 4 18 28
E}_\: =
0] 1 6 8 6 8
tehat
AB#BA

B

Vannak specialis esetek, amikor a tényezdk felcserélése
nem valtoztatja meqg az eredményt.

Példaul:

&

&=



= JOX -~

Kdénnyen belathatdé az is, hogy

A0=04a=0

Ha az A és B diagondlis matrixok, akkor szorzatuk a k&vet-

kezd:
ajq (o] o] bll o] .o [¢]
(o] a22 cos [¢] o b22 e (o}
aB=|: . -

(o] o .. ann 0 o cse bnn
a;, bll o .. o
(0] ass b22 (o]
o] Q- s an bnn

vagy masképpen

<311' 8220+t dnpy <b11' bygr eves bnr>
= éu' byyr azy bygr ever Bp, bnr>

vagyis két vagy t&bb diagondlis matrix szorzata olyan diagonédlis
matrix, amelynek diagondlis elemei a tényezd matrixok megegyezd
helyen 1év3 diagondlis elemeinek szorzata.

Példaul, ha:
2G5 D e -G 3 O,

akkor
—<1, 5, 3) <2, 3, 6> =
é.2,5.3,3.6>=<8,15,18>

kg
jw
I



s Jgl o=

és ilyenkor

1>
&
(I~7
1>

Példaul:
Ba=4, 3,6 &, 5, 3» =48, 15,18>

A diagondlis matrixok szorzatabol kdvetkezik, hogy egy
diagonalis matrix m-edik hatvanya /m nemnegativ egész szam/
olyan diagonalis matrix, amelynek diagonalis elemei az erede-
ti matrix elemeinek m-edik hatvéanyai.

Ha tehat

A= rrr 2120 e )
akkor
Példaul:

A=4G3, 4, 2>

a3= <27, 64, 8)
Felsorolunk még néhany specialis szorzatot:

Ha egy matrixot jobbrol szorzunk eqgy diagonalis matrix-
szal, akkor elég a szorzandd oszlopait a megfeleld diagonalis

elemme]l megszorozni.

Ha balrol szorzunk diagonalis matrixszal, akkor a matrix
sorait szorozzuk a megfeleld diagonalis elemmel.

Ha also vagy felsd haromszdgmatrixokat szorzunk Ossze,
eredményiil azonos tipusu haromszdgmatrixot kapunk.

Egy matrixot jobbrdl, illetve balrol szorozva permutdld
matrixszal, csak a sor-, illetve oszlopvektorok sorrendje val-
tozik meg.

A matrixok szorzasanal is érvényes az

asszociativitas /A B/ ¢ =4 /BCc/,
valamint a

disztributivitas A/

|w
+
[@]
S
i
1>
Im
+
I
[@]

es

>
+
w
el
(o}
it
[k
10
%
|
(@]
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A matrixszorzat transzpondaltja

Egy szorzat transzponédltjat megkapjuk, ha a tényezdket
felcseréljik és mindkét tényezdt transzponaljuk.

Altaldban érvényes, hogy
* P
/IaB/" =B a

vagyis a szorzat transzpondltja egyenld a felcserélt tényezsk
transzponaltjanak szorzataval.

Hasonléképpen
% EE T
/laBg/" =c B A
Példaul:
2 4 1 ¢]
A= /I B =
6 5 8 2
1 o]
[2, 4} B [2, 4]
3J 2 14 8
AB = =
1 o 21 10
[6, 5] , [b, 5:’
3 2
s o
Természetesen
14 21
L
IBBI" = g 10
% ~ 2 6 . £ 1 3
- 4 5|’ - 0 2
-
- . '
D, n] [2, 6]
& % v “ 14 21
B A = =
| 3 8 10
[4, ';] [l, ’)]
(6] 2
L. =
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Tehat valdéban

6.3.7. Matrixok hatvanyozasa

Hatvanyozni csak négyzetes matrixokat lehet, a kdvetkezdk
szerint:

(o]

[ L L i b
aTw N
]
[ - o o ]
(Y}
1>

L}
(g
1= 1>
[k
[k

Természetesen

éP &q = BS AP

6.3.8. Miiveletek blokkokra bontott matrixokkal

A matrix miiveletekkel kapcsolatban megismert szabalyok
érvényesek akkor is, ha a miiveleteket blokkokra bontott matrixok-
kal végezzik. Ha tehdt a hipermatrixokat alkalmas médon particio-
nalassal blokkokra bontjuk, ugy hogy a blokkok k&zbtt a miivele-
tek elvégezhet8k legyenek, akkor

A + B BR., + B

11 i1 212 * By
A+B-=
Ayy ¥ By By * By
L
és
By By b Ryp Boy B9y By F By By
A B =
Asy. Byy *lgs Boy  Bey'Big F By Bop
Ha példaul
4 3 o] -3 2 2 3 1) @ =1
3 2 -l -2 3 o 2 2 1 0
2 01 -2 -1 4 1 1 3| 2 1
é\ I | e e e e e o ; E e e e e
i 0 0 -3 0 5 o o 2 3 2
1 =1 =4 1 6 3 =1 1] 2 3



akko

vagy

I
&

r

>

A

A

o

=11

e
1w
I

SO wwo

NO NSO

¥
1
1
=1
=8

- Q5 ~

-3
~l.
1
3
3

OCagUwe

miveleteket blokkokra elvégezve

=21

—

Aan

By ¥

-

211 7

24 T 252 T

293 7

B

4
3

2

11

=21

;_\12

By

]
2

+

+

(0]
i,
-2

2
+ JO
1

Szorozzuk ©ssze a két matrixot

1>

R4

4 3
3 2
=1 2 1
O O
1 =1

=

o e

-
I 6
2| =13
3 3
-3
=] -1
1 5
2 o 0
1 J -2
3 7
3 9
1 -3
1 -1
1
-1 3
-3 3
o -1
1 o
2 1
2 3 2
1 2 3



Végezziik el

16

16 6
9 3
2

-4 =8

=g =B
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o s N C

6
12
15

a szorzast blokkokra bontott matrixszal

_ -
4 3 ol [2 3 17 8 18
A, B, =3 -1] |o 2| =15 12
‘ 2 1 2| |11 3 2 6
[ -3 2] [o o 27 6 -2
Bya Bay ) 2 3 “13 -2
-2 al {3 -1 1) l12 -4
4 3 o 0 —J -4
A, B, =3 2 -1 1 6. = -4
%7, 1 g 2 ~3 -4
L -
- - 1
3 2 " " 5 o
B3 Byy "} =2 3 . g = »
o 4 5 10
. .4
_
o o -3 2 3001 -3
Boi By ™ T
R T 1 1 -2
— — - -
o 1 o o 2 3 . =l
A, B. =
22 =2y g 3 -1 1 18 -6
| — - — —
B (0] =q
I}’l L‘;z N v - 1 = - -
= =4 4 2 ) I -

-3 -9
=3 =13
1

8
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A

Byo Byp =

=22

Végezziik el az Osszeaddsokat és allitsuk 6ssze az eredménymat-
rixot, vagyis

A;y By * Ay By By Byp * Ay By
AB-=
2
Bpn By 35 By By Byp * By T
Példankban tehat
B 8 18 10] [s -2 -4 3 -1 -5 o]
5 12 4|+ 9 -3 1fllo -4+ |0 s
2 6 -2| |12 -4 2| f3 - 5 10
— ol 1
-3 -3 -9 3. = 1] |-6 -3 10 15
-2 -3 -13| %18 -6 gl [-9 -5 |T|15 20
Ey T o 2 =3
14 16 6 -2 -4
14 ) 1
= | 14 2 2 6
o -4 -8 4 12
16 -9 -5 6 15

Természetesen a blokkok kdzbtti miiveletek csak komformobilis
blokkokkal végezhetdk.

6.3.9. Vektorok és matrixok linedris kombindcidija

A kl’ k2, .e+,; k_ skaladrokrdl és az 211 By v gp
komponensii vektorokbdl alkotott k, a; + k, a5 + ... + kp L% ki-
fejezést a vektorok linedris kombindcibdjénak nevezzik.:

Kik&téslink csupdn annyi, hogy "p" természetes szdm legyen.
E szerint a

ka

is linedris kombindcibé. Ez a legegyszeriibb liendris kombindcid,
amikor egy vektort szorzunk meg skaldrral. Ilyen formdn viszont
.egy vektor is felfoghaté linedris kombindcibként, hiszen ha

k = 1, akkor
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la=a

A saklarszorzdk eldjele szerint beszéliink pozitiv, negativ,
nempozitiv és nemnegativ linedris kombindcidkrél. Azokat a nem-
negativ linedris kombindcidkat, amelyekben a skaldrszorzdk 8sz-
szege 1, azaz

p
ok, =1
i=1

konvex linedris kombindcidnak nevezziik. Példaul:

kl + k2 ¥ k3 =0,3+0,4+0,3=1

Linedris kombindcidéval taldlkozunk akkor is, amikor mat-
rixot vektorral szorzunk. A

]
Ax vagy y A

szorzat ugyanis nem mds, mint a matrix vektorainak és a vektor
komponenseinek linedris kombindciéja, hiszen mint ismeretes,

+ ax, + ...+ a x

2 2 =n"n

illetve

* * * ®
Yy A= ylél + Yo2y + ...+ ymem

Ilyen jellegii feladatok megoldasara gyakran keriil sor a
mezdgazdasdgban. Példadul amikor takarminyadagot allitunk 8ssze,
a beltartalmi tablazatot /matrixot/ szorozzuk a takarmanyadag-
gal /vektorral/ és megkapjuk az adag beltartalmi értékeit. Ha-
sonldéképpen, amikor munkaerdmérlegeket, vagy gépi munkamérlege-
ket készitink, a klilénbdz& termékek fajlagos munkaerd, vagy gé-
pi munkaigényét tartalmazd tdblazatot /matrixot/ szorozzuk a
termelési szerkezet vektoraval, s megkapjuk, hogy az adott ter-
melési szerkezet megvalbsitdsa havonként mennyi munkanap, illet-
ve gépi miiszaksziikséglettel jar.

A vektorok linearis kombindciéjdhoz hasonldan értelmezziik
a matrixok linedris kombindcidjat.

Ha az m.n tipusu

B Bys wees B

“p



- T0H =

matrixok és a

k seer k

1" koo P
skaldrokbdl alkotott

kyA

2] KRy ..+ kA

1 P

kifejezést tekintjiik, matrixok linedris kombindciéjat &llitot-
tuk eld.
Ha A kvadratikus matrix, akkor az

= o 1 2 m
£ /Al = kA + kAT + kA" + ...+ KA

linedris kombindcidét az A matrix m-ed foku polinomjé&nak nevez-
ziikk , ahol ko, kl, k2, « ety km skaladrok és

ky, ¥ 0

Példaul az

£/a/ =82° -62+a

az A matrix mé&sodfoku polinomja.

A linedris kombindcidét természetesen csak azonos elem-
szamu vektorok, illetve azonos tipusu matrixokkal alkothatunk.

Tekintve, hogy skaldrok barmely valds értéket felvehet-
nek, az 8sszes linedris kombin&dcidk halmaza végtelen halmaz.

6.4. Tovadbbi specidlis matrixok

Nilpotens matrix

Ha van olyan m > o egész szamu kitevd, hogy
A" =o,
az adott matrixot nilpotens matrixnak nevezziik.

Vizsgadljuk meg, haényadik hatvadny ad zérusmatrixot, ha

I
1

[0}
4
6
5

N w O O
v o O O
O o O O
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- - - -
[0 o o o 6 o o o o o o o
4 0o o o 4 0 0 o o o o o
A2 =aa-= =
A" =an 6 3 0 o 6 3 0 o© 12 o o
2 5 o] [5 2 5 o |38 15 o o
0 o o 0] o o o of [o o o o]
_— o o o o 4 o o o o 0o o o
a’ =2a%a-= =
A =2 2% o0 o 6 3 0 o o 0o o o
38 15 0 o 5 2 5 of:]l60 o o o
> I 46 A
0 o o o] [o o o o] o o o0 o
o o o o 4 o o0 o o o o o
2t =aa- = :
=R A=y 5 o0 o 6 3 0 o o o o oO.
60 o o oJ 5 2 5 o0 o o o o
e — - b ed
Tehdt az adott példaban
at =0

Aszimptotikusan nilpotens matrix

Ha valamely A 2z O matrixra fenndll az

fa<yt

reldcié, vagyis ha a matrix elemeinek 8sszege minden oszlopban
1-nél kisebb, az adott matrixot aszimptotikusan nilpotens mat-
rixnak nevezziik.

Ez azt ig jelenti, hogy pozitiv egész szamu m kitevd noé-
velésével az A™ hatvany a zérusmatrixhoz kdzeledik.

Legyen adva az
o, 0,3 0,4
A= (o

’ ’ o,

(o)
RIS

’ L ’
y i ®
matrix. Képezzilk az 1 A szorzatot, azaz



0,4 0,3 0,4
£
1A= [ﬁ, 118 Kq ol ;3 o2 = [},7, 0,8, o,%]

0,2 0,2 0,2

tehat tennall, hogy

13
1" A= [@,7 0,8 o,%]< [, 1, {]

Most képezzik az A matrix hatvanyait

0,4 0,3 0,4 0,4 0,3 0,4 0,27 0,29 0,30
2% =o,1 0,3 0,2 0,1 0,3 0,2{= |0,11 0,16 0,11
0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2] 0,14 0,16 0,16
- -
_ 0,27 0,29 0,30 | (o,4 0,3 0,4 0,197 0,228 0,226
a* =]o0,11 0,16 0,11 | |0,1 0,3 o0,2|= |0,082 0,103 0,098
b3,14 0,16 0,16 0,2 0,2 -0,2] 0,104 0,122 0,120
2 3

Latjuk, hogy A <

A
vanykitevS tovabbi ndvelés
kbzeledik.

< A .?., Ellendrizhetjik, hogy a hat-
e esetén matrixunk a zérusmatrixhoz

Minkowski - Leontief-féle matrix

Ha A aszimptotikusan nilpotens .matrix, akkor az

E-2A

matrix Minkowski - Leontief-féle matrix. Az ilyen matrix diago-
nalis elemei pozitivek, a tobbi elem pedig nem pozitiv. P&ldaul:

(0] 0,1 0,3 0,2 0,9 -0,3 =02
E - A= (¢] 1 o| -10,4 0,1 0,3] =-0,4 0,9 -0,3
1 0,2 0,4 0,4 -0,2 -0,4 0,6

Szimmetrikus matrix

Az olyan kvadratikus matrix, amelynek elemei a f&diagona-
lisra szimmetrikusak.



= J12 =

Ilyen példaul az

4 3 1
A= (3 2 4
1 4 2

Ahhoz, hogy két matrix egyenld legyen, azonos tipusuaknak
kell lenniik. EbbG1l kdvetkezik, hogy szimmetrikus matrixokat
csak kvadratikus matrixok k&zdtt taldlunk.

Egy kvadratikus matrixot ferdén szimmetrikusnak, vagy an-
tiszimmetrikusnak neveziink, ha érvényes az

i
A=-A

relacio.

Sztochasztikus matrix

Ha A nemnegativ, tehat
AZo
és eleget tesz az

AL-=]

kbvete lménynek , akkor azt sztochasztikus matrixnak nevezziik.
Példaul:
=

-
0,3 0,6 0,1
A=1]o0 0,4 0,6
0,5 0,5 o_J

sztochasztikus matrix, hiszen

.
0,3 0,6 A 1
Al = 0 0,4 0,6 i = 1
Lo .5 045 o | i

Hasonloképpen
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-
’2 0,3 o,

0,3 0,1 1 =
0,2 0,6 0,2

>
I~
I

6.5. Geometriai értelmezés é&s abrazolhatdsag

Az 1 elemii vektorok, vagyis a skaldrok szamegyenesen abra-
zolhatok. Vegylink fel a szdmegyenesen egy tetszdleges O kezdd-
pontot. Vdlasszunk egy egységnyi szakaszt a O ponttdl kiindul-
va jobbra /ez megadllapodds/ mérjiik fel a szamegyenesre. A sza-
kasz végpontjadhoz egy egyelemii egységvektort rendeliink, vagyis
l-et, tehat

e, =[] -1
Ezt a szakaszt ismételten felmérve a szamegyenesen, a ka-

pott végpontokhoz irjuk a természetes szamokat /skaldrokat, egy-
elemii vektorokat/.

(@)

— VNS b s
- Bl ¥ Al ¥

3 4 5 6

=T

A természetes szamokat igy kétféle mbédon szemléltethetjiik.
Egyrészt a szamegyenes:« . meghatdrozott pontjaival, madsrészt
azokkal az egyenes szakaszokkal, amelyek kezddpontja O, végpont-
ja pedig az a pont, amelyhez a megfeleld szam van irva.

A szémegyenesen szemléltethetjiik a természetes szamokkal
végzett miiveleteket is. Példaul 2 + 4-et a szamegyenesen ugy
szemléltetjlik, hogy a O pontbél kiindulva felmérjik a 2-nek meg-
feleld szakaszt, majd ennek végpontjabdl a 4-et reprezentéld
szakaszt.

2 4
| —— - .
i 2> ¥ >
el —+ + t + t +
(0] 4 2 3 4 5 6 7

A masodik szakasz végpontja adja az eredményt.

Koénnyd belatni, hogy az Osszeadassal ellentétes miiveletet
a kivonast ugy végezzilkk, hogy a kisebbitenddt a O kezddponttdl
kiindulva felmérjiik a szamegyenesre, s ennek végpontjabol kiin-
dulva, ellenkezd iranyban felmérjik a szamegyenesre a kivonan-
dot reprezentald szakaszt, melynek végpontijaban kapjuk az ered-
ményt. Példaul 5 - 3 a kdvetkezd:
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3
————t
5
N S —" -
o 1 2 3 4 5 6
\———v———J

Ha a kivonandé nagyobb a kisebbitenddnél, az eredmény a
O ponttdl balra esik. Pl. 2 - 5

Az eredményt csak akkor tudjuk leolvasni, ha a szémegye-
nest a O ponttél balra meghosszabbitjuk, s erre az oldalra is
ismételten felmérjik az egységnyi szakaszt. Az igy kapott pon-
tokhoz a -1, -2, -3, ... szamokat rendeljiik. Most midr abrédzol-
ni tudjuk a 2 - 5 miiveletet:

-

~f =3 =g =] [¢] 1 2 3

o

Az igy elkészitett szamegyenesen az Osszes természetes
szamok abrdzolhatdk és a szimegyenes pontjai é&s a természetes
szamok kozdtt kdlcsdnds és egyértelmii megfeleltetés létesithe-
t8, vagyis minden természetes szamnak megfelel a szamegyenes
egy és csakis egy pontja, illetve a szamegyenes mindegpontjénak
megfelel egy és csakis egy természetes szam.

Azt sem nehéz megérteni, hogy ha ey egyelemii egységvektor,

&% = [1]

ennek nyujtasaval, zsugoritésadval bejadrhatjuk az egész szamegye-~

nest. Ha ugyanis e, = 1] és ezt k szorzasra nyujtjuk, akkor a

k megfeleld megvalasztasaval a szamegyenes barmely pontjat meg-

kaphatjuk /barmely természetes szamot/. Ha példaul k = 3, akkor
keg = 3.1=3. Hak=-0,75, akkor k e5 = -0,75 . 1 = -0,75.

és igy tovabb.

azaz
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Felvehetilink a szamegyenesen barmely mas egyelem% ktort
5

is és ezzel is bejarhatjuk a szdmegyenest. Ha pl. a és k = 2, .
akkor k a =2 . 5 = 10. Ha k = -0,5, akkor k a = -0,5 5 =-2,5,
stb. Hab = -3 és k = 2, akkor k b =2 /-3/ = -6, vagy k = =3
esetén k b = -3 /-3/ =9, stb.

Hasonldképpen egyértelmii és k8lcsdnds megfeleltetés 1é-
tesithetd a kéteEemﬂ vektorok és a sik pontjal kOzOtt. Ezt de-
réksz8gl /vagy ferdeszdgl/ koordindta-rendszerben tudjuk abra-
zolni. Abrazoljunk néhany kételemii vektort:

a

Es, 2]

o~
]
T
N
Q o
Hlil e' Hlme
I

- [ g

N -
W ——
™4
oL
o

T4

1.5
22 . dbra
Kdtelems vektorok dbrazoldsa

i

Nem nehéz belatni, hogy az g 1 q és e 0, 1
kételemli egységvektorok nyujtésévai, zsugor. tésévgl, s 8sszea-
dasukkal, bejérhatjuk a koordindta sikot. De bejarhatnénk a si-
kot barmely mids nem egy egyenesbe esd kételemi vektorral is,
ha azokat kj;-, illetve kz-szeresﬁkre nyujtjuk, illetve zsugo-
ritjuk, &sszeadjuk, vagy kivonjuk.

Ha példaul kl = 2 és k2 = 3, akkor

T T
k191+k2e—2=2[1’0]+3[0'l]=[2'3:|

i-p] e[
2a) +3a = 2[2, 3:[+ 3 [4, 2]=[16, 12]

1
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A hdromelemili vektorokat hédrom tengelyil térbeli koordina-
ta-rendszerben tudjuk abrazolni, s k&lcsdn8s és egyértelmli meg=-
feleltetés létezik a tér pontjai &s a haromelemti vektorok
kdz8tt. A hidromelemii egységvektorok, vagy barmely nem egysik-
ba esd haromelemii vektorok nyujtésédval illetve zsugoritésa-
val és Ysszeaddsdval bejdrhatjuk a hi&romdimenzids teret.

A négy és ennél tobb komponensli vektorokat nem tud;uk ab-
razolni. A geometriai razolhatosag azonban nem feltétele a
vektorok létezésének é&s annak, hogy azokkal miiveleteket tudjunk
végezni. Az n komponensil vektorokat ugy foghatjuk fel - az e~
18bbi egyszerii & &brdzolhatd esetekbdl dltalanositva -, mint
n dimenzidés térben Abrdzolhatd vektorokat.

Hiromndl nem t8bb komponensil vektorokkal végzett milvele-
tek is szemléltethetBk. Az egyszerliség kedvéért valasszuk a
kételemii vektorokat.-

Abr&zoljuk az a + b miveletet, ha a = [2, I~ &s b =[4, 1
akkor g + b = [-6, ﬂ /23. abra/ :

47
46
P
4+
-3

g+b

Az a és b vektor Ssszegét a kdvetkezd mddon definidljuk:

Vegylik fel a b~t ugy, hogy kezd®pontja az a végpontja-
val azonos legyen. Az a kezddpontjadbdél a b végpontjaba vezetd
vektort az a és b vektorok ©sszegének mondjuk &s a + b-vel je-
1815iik.

Az Osszeget ereddnek, az 8sszeg tagjait Usszetevlnek és
a vektorok definicié szerinti elhelyezését a vektorok egymidshoz
flizésének mondjuk.
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A vektorockat hosszuk és iradnyuk szabja meg, s parhuzamo-
san eltolhaték. A vektorok szabad eltolhatdsigibdl kdvetkezik,
hogy az Osszegre adott definicidnk a két vektor Ssszegét egy-—
értelmiien hatadrozza meg. [24. &bra/.

Ha tehat b
' /2 b, akkor a a+b
Ha b
o e—p
a b,  akkor 97
at+b
és

a+b= [Q/+b[; Qg{-b‘]

ﬂ?' Bﬂcﬁa

24, abra
Vektorok dsszeaddsa

Az &brébdél az is lathatd /és a vektorok szabad eltolha-
tésdgabdl kdvetkezik/, hogy az Osszeadandd vektorokkal, mint
oldalakkal /esetleg elfajuld/ paralellogrammdt szerkeszthe-
tiink. Ebb8l az is kitlinik, hogy az Osszegvektor nem fligg az
Osszeadanddk sorrendjének megvalasztdsadtdl, tehadt

a+b=Db+a

vagyis mindegy, hogy a b-t illesztjlik az a végpontjéhoz, vagy

az a-t a b végpontjadhoz, ugyanazt az eredményt kapjuk.

Az Osszeadds alapjan _nem nehéz abrézolni a vektorok kii-
18nbségét sem. Legyen a = [6, 4]' &s b [4, 1]. Abradzoljuk az

adott vektorokat és az a - b kiildénbséget /25. abra/.
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7+

A kivonadst most ugy vé-
geztilk, hogy az a végpontjdhoz

illesztettik a b vektort el-
sl lenkez8 irényban.
54 Véqiil &brdzoljuk a vek-
torck skalarral vald szorza-
4 - g sadt. Legyen a = [2, 1] k = 2
&s abrdzoljuk a .k a szorzatot
3. /26. abra/
2 4
7
Ao W NEE: (S [ s 4+
0 1 2 3 4 5§ 6 7 &
25 déva 1 i
Vektorok kuldnbsége 2
WS ¢ L a
Abrézoljuk még az a =[2, 3]; il ]
a, = [3, 1] vektorok, valamint 0 2 3 4
a k1 =2, ky; =3 skaldrok 26.cbra
e Vektor szorzdsa skaldrral
k3 YRy
lineéris kombin&cidjat. /27. &b-
ra/
10+
keag+hyq
g4 19+ K22
84
2 =
6+ 2gy
54
o
i1+ 4 3a,
- X
1 -+ @
——t— -ttt
0 {4 2 3 4 5 6 7 8 9 (0 1 12 ¢/
27 dbra

Linedris kormbircicio
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7. FEJEZET
A linedris tér

7.1. Az n elemi vektorck tere

A 6.5-ben ladttuk, hogy az egyelemll vektorokkal leirhat-
juk a teljes sz&megyenest. A szimegyenest tehdt az egyelemii
vektorok terének nevezhetjilk. Igaz a tér most egy egyenes, de
mi a tovdbbiakban a tér kifejezést fogjuk haszndlni, ha az a-
zonos elemszému vektorok Ysszességérdl van szb6. A kételemil
vektorok tere a sik, a hdromelemii vektorok tere a hdromdimen-
2zibés tér, az n elemll vektorck tere ezek szerint az n dimenzi-
68 tér. Az n birmely természetes egész sz&m lehet. Ha tBrté-
netesen n=1, akkor az egyelemii vektorok terét, vagyis a szédme-
gyenest kapjuk a térfogalom &ltaldnositésaként.

Az bsszes n elemil vektorok egy halmazt alkotnak. Legyen
ez a halmaz az L halmaz. Ha e halmazt L,-nel jelbljllk, akkor
azt is feltiintettiik, hogy elemei n komponensti vektorok /tud-
juk, hogy n barmely természetes egész szam lehet!/.

Az L__halmazt linedris térnek nevezzikk, ha elemei a k&-
vetkez& feltételeket teljesitik:

a./ Az L_ elemeire nézve értelmezve van az 8sszeadés és
a skaldrral vald szorzis milvelete.

Ha
a ;;Ln és Q::Ln,

akkor

a+bil

és ha
as Ln’ és x skaldr, akkor

axe L

/vagyis, ha a és b eleme az n dimenzids linedris térnek, akkor
a+ b is eleme az n dimenzidés linedris térnek, illetve az a
Tvagy b/ és valamely x skaldr szorzata is eleme az n dimenzis
linelris térnek/.

A 6. fejezetb®l midr ismerjilk, hogy az n elemi vektorokat
Ysszeadva eredményiil szintén n elemil vektort kapunk, illetve
az n elemi vektorokat skaldrral szorozva, szintén n elemi vek-
tort kapunk, tehdt az n elemii vektorokra az 8sszeadds és a ska-
larral vald szorzls milvelete értelmezve van, s az eredményiil
kapott vektor szintén n elemii, tehdt eleme az Ln—nek.
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b./ Az eldbbi két miiveletre érvényes a kommutativitds,
az_asszociativitds és a disztributivitas tdrvénye.

Ez azt jelenti, hogy tetsz@legesen kivalasztott vekto-
rokra, ha azok elemei a halmaznak, azaz ha a, b, c ¢ Ly érvé-~
nyesek a 6. fejezetben megismert tSrvények, azaz

a+b=b+a

kommutativitas
Xa = ax
/la + b/l +c=a+/b+gl
/xyl a=x [yal asszocliativitas
/x +yla=xa+ya
disztributivitéas

x/a+bl =xatxb

c./ Az L_.-nek a zérus eleme, a halmaz barmely eleméhez
adva, azt vadltozatlanul hagyja, vagyis ha

a L
2 & n

akkor

a+to0=a
Ezt a 6.3.1-b31 mar ismerjik.
d./ Ha az ace Ln halmaznak, akkor igaz, hogy
l.a=a

Mivel egy vektor komponensei barmely lehetséges értéket
felvehetnek, az Ln végtelen halmaz.

A fentiekben megfogalmazott négy feltétel teljeslilése ese-

tén tehat a halmazt linearis térnek nevezziik. Természetesen e
feltételeket nemcsak a vektorok, de a matrixok is teljesitik,
tehat nemcsak a vektorokkal, de a matrixokkal kapcsolatban is
beszélhetlink linedris térrdl.

Magadt a linedris teret nehéz elképzelni, a szemléltetés
azonban - elemi geometriai értelemben - nem lényeges kelléke
a linearis tér fogalmanak. A tér kifejezés tehdt lényegében
atvitt értelmii, hasonléan a valdészinliségszamitésban hasznadlt
eseménytér kifejezéshez. A 6.5.-ben azonban lattuk, hogy a ha-
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romndl nem t8bb elemii vektorok tere geometriailag is reprezen-
tédlhaté. Az L, linedris tér mint tudjuk, nem mids, mint a va-
16s szamok halmaza.

7.2. Az altér fogalma

Az Lp linedris téren belidl mindig létezik olyan részhal-
maz, amely a linedris térrel szemben tamasztott négy kdvetel=-
ményt kielégiti. Ez a részhalmaz az L altere.

Ha az L, térbdl kivalasztjuk az

2y 8y e By

vektorokat, akkor e vektorok ©sszes lehetséges
XlEl i XZEZ * sve F Xkék

linedris kombindciéi /ahol x,, Koo o valdés szamok/ az n
elemi vektorok végtelen halmazét jelentlﬁ Ezt a halmazt L'-
nel jeldlijilik, és az L_ alterének nevezziik. Az L' tartalmazza
a zérusvektort is, hiszen ha Xy = oe.eox = o, kor

8, 0+a, 0+ ... +a 0=0

.
Ez a zérusvektor trividlis eldallitasénak moédja.

Természetesen az Lé altér részhalmaza az L, linearis tér-
nek, azaz

’ 7 A 7
Ln € Ln’ de Ln # Ln és Ln £ @

/ahol @ az egyetlen nullvektorbdl 4116 zérusaltér/, akkor az
L'~-t az L_ valdédi alterének nevezziik. A zérusaltér és maga az
L linedris tér nem valdédi altér. Az Lé altér onmaga is linea-
ris tér.

Egy p . g tipusu A matrix oszlopvektorainak 6sszes lined-
ris kombindcibéi az L_ linedris tér alterét allitjak eld, mig
sorvektorainak &ssze§ linedris kombindcidi az L_ linedris al-
terét. Beszéliink tehat az oszlopvektorok, illetve a sorvekto-
rok &ltal generdlt altérrdl. Az eldbbit az A matrix oszlop-
vektorterének, az utdbbit pedig az A matrix “sorvektorterének
nevezzik.



Ha példaul
3 5 2
A = 1 o) i
2 3 6
akkor az
(3 5 1
~11’l' 2 = |0 2= |70 2 =|>
2 3 6 1
4 LJd

vektorok oszlopvektorteret, a

%
El [3r 5, 2, .{

by, = [1, 0, 7, 5]

%
by [2, 3, 6, 1]

vektorok pediqg sorvektorteret alkotnak.

7.3. Vektorok lineadris fiiggetlensége, fiiggdsége

A 6. fejezetbdl ismeretes, hogy az

apr @y ceer gy
n elemii vektorok és az
Ko Kop oeees Xy

skalarokbdl /tetszdlegesen megvalasztott valds szamok/ képe-
zett

XlEl+x222+...+Xk§k

kifejezés altal meghatarozott vektort az adott vektorok lined-
ris kombinadciéjénak nevezziik. Mivel

Oa, +0a, + ... +0_a =0

1 2 a =k

természetes, hogy az Osszes lehetséges linedris kombindcidk
k6zdtt a zérusvektor mindig szerepel. Ez azt is jelenti, hogy
az

X, 2y tox,ay el Fxoa = o
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vektoregyenletnek mindig van megoldéasa. Az

megoldast, - tehdt amikor a skaldrszorzdk mindegyike zérus -
trividlis megoldasnak nevezzik.

Ezzel kapcsolatban megismeriink egy fontos definicidt.
Ha az

Xy 85 F x2 52 F wes ¥ xk ék =0

1 =1

egyenletnek csakis trividlis megoldadsa létezik, akkor az

2y Byr seer
vektorokat linedrisan fiiggetlen vektoroknak nevezziik. Ellenke-
28 esetben linedrisan fiiggo vektorokrdl beszéliink. Szokas azt

is mondani, hogy az adott vektorok lineadrisan fiiggetlen /vagy
linedrisan fliggd/ rendszert alkotnak.

Legyenek adva az

2 -1 o
a=|3|, b= 4, c= |2
L -1 3

vektorok. Vizsgdljuk meg, hogy az adott vektorok linedrisan
fliggetlenek-e?

Képezziik az adott vektorokbél az

xa+yb+zc=0

kifejezést, illetve részletesen felirva az

=] (] ¢}
bd 3| +y 4 + z 2| =10
1 =1 3 [¢]

formédt. Ez a vektoregyenlet egyértelmii a kovetkezd egyenlet-
rendszerrel:

2 x = y =0
3x+4y+2z=0
% = y+3z=0
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Az egyenletrendszert megoldva megkapjuk, hogy x = O,
y = 0, z = 0, azaz a harom vektor linearisan filiggetlen.

Ugyancsak linedrisan fliggetlen rendszert alkotnak az

& =0 v o
ey = [0 o, A

vektorok, mert a O vektort csak trividlis médon képesek eldal-
litani, vagyis

(0] gl + O e, + O = =0
Nézziikk meg, hogy linedrisan fliggetlen rendszert alkotnak-e
az
i ¥ & b
- 2 ) b 3 , ¢ = =3 , g = =7
& #3 o
34 ~%J 1 -8

vektorok. Vegylkk e vektorok

Za—3b~4e+d

linearis kombinaciéjat:
- —~ o
1 2
2 -3 3 S I B R B
- 2 -2
—2J 1 -8
10 -3 - [ 1] 0
4 -9 12 -7 o)
T2t -6 4 8 = ol T o
6 6 -4 -8 o)
y . L

vagyis a O vektor nem csak trivialis médon &llithatd eld, hi-
Szen azt a 2 a - 3 b - 4 ¢ + d formdban is eld tudtuk &allita-
ni, amikor a skaladrszorzék nem mindegyike zérus, sSt az adott
esetben zérus skaladrszorzénk nincs is. Az adott vektorok tehéat
linearisan fiiggd rendszert alkotnak.
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A linedrisan fiiggetlen illetve fliggd vektorokkal kapcso-
latban megismeriink néhany egyszeril tételt:

a./ Linedrisan filiggetlen vektorok k&zbtt a zérusvektor
nem szerepelhet., A zérusvektor ugyanis nem nulla skalarral
szorozva is zérusvektort ad eredménylil. Ekkor a zérusvektor
olyan linearis kombindcidéval is elBallithatdé, ahol nem minde-
gyik skalarszorzd egyenld nullaval.

b./ Linedrisan fiiggetlen vektorok bdrmilyen nem fires
részhalmaza ugyancsak linedrisan fiiggetlen rendszert alkot.
Ha tehdt n linedrisan flggetlen vektor kozil elvessziykk vek-
tort, ahol k < n, akkor mind a kivalasztott k vektor, mind a
visszamaradd n-k vektor linedrisan fiiggetlen rendszert alkot.

Tegylik fel, hogy a,, 8ys eer 3y vektorck linedrisan
fliggetlenek. Hagyjuk el az aj vektort. A maradék azp@zs ««-.
ap vektorok is linearisan fllggetlenek kell, hogy Tegyének.
Ellenkezd esetben ugyanis az a; vektor hozzairasdval adnanak
csak zérusvektort, ha annak egyilitthatdéja x; # O. Mivel azon-
ban az adott vektorok a;-tdl a,~ig fliggetlenek, igy x; = O,
tehdt azt a rendszerhez hozzairva

Xy @, * % 8+ tx, 8 =0

1<=1

Ez viszont, ha a maradék nem lenne linedrisan figget-
len, ellentmondashoz vezetne.

Példaul
4 3 @]
¢] -3] + 0 K + 0 1 = (o]
=2 2 1 o]

Ha az adott linedrisan figgetlen vektorok kdziil, bar-
mely vektort [vektorokat/ elhagyjuk, a maradék vektorok szin-
tén lineadrisan fliggetlenek. Példaul a

3 1 (o}
(3 0 i i ol o]
1 [0)

csak zérus skalarszorzokkal vezet zérusvektorhoz.

c./ Linearisan fiiggd vektorok k&ziil legalédbb az egyik
kifejezhetd a tdbbi linearls kombindcibjaként.

Vegyik az a,, Bpr sy By linedrisan figgd vektorokat.

Kz azt jelenti, hogy &z

tx, 8t e Fxoa = [¢]

*1 2



- 126 -

kifejezésben nullatdl eltérd egylitthatd is van. Tegyilk fel,
hogy xy # 0. Ekkor azonban

X X
2 3 *ie
a, = a, = a - e =
1" % Xy 3 By &

Vezessilik be a kdvetkezd jellléseket

x X
2 3
y B e e Y =——'._.' y B e
2 xy ¥ 3 £ k Xy

&s akkor
By T3 8 WG e i By

tehdt az 2 vektort kifejeztilk a t8bbi linedris kombindcidja-
ként. ;

Legyenek adva az

5 1 2 1

2 3 -3 -7
Ll AT SO BN R B - e - e Y

3 -2 1 -8

vektorok. Mivel

az adott vektorok linedrisan fiiggd vektorok, s k&zlllik lega-
1dbb egy vektor kifejezhetd a t8bbi linedris kombindcidjaként.
Vdlasszuk a t&bbi &ltal kifejezend®nek a b vektort:

-3b=-2a+4d4c-4d

és
b=3%3 a-3ec+}a
vagyis
2 &1
-3 -7
=2 B | 1 =
E=i-al 7] =2l ¥ e
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= 5. = N — -
10 8 1 3 "
3 3 3 3
4 12 -1 9 3
3 3 3 3
= + + = =
2 8 6
-3 3 = 3 %
[ =4 u B =8 -2
3 3J 3 %J

tehdt eredményiil ténylegesen a b-t kaptuk.

d./ Ha az adott n elemii vektorok k&zil az egyik kifeijez-
hetd a t8bbi linedris kombinadcidjaként, akkor az adott vekto-
rok linedrisan fiiggdo vektorok.

Legyen adva, hogy
a, = % &, + Xy 2, #aha P xk 2

és innen
1 8y 7 Xy @ T Mz @3 7 .. TX 3 =0
A bal oldal olyan linearis kombindcié, ahol nem minden
skalarszorz6 nulla, ugyanis X =1, tehat az adott vektorock

linedrisan fiiggd vektorok.

7.4. A vektorrendszer rangja

A vektorok halmazt alkotnak. Az azonos szamu elemet
[{koordindtat/ tartalmazé vektorok véges halmaza vektorrend-
szert alkot. Ezzel kapcsolatban fontos szerepe van a rang de-
finicidjénak.

Az B9/ Bor crer By vektorrendszer rangja r, ha kiva-

laszthatd beldle egy r linearisan figgetlen vektort tartalma-
20 részhalmaz, de barmely r-né&l t8bb vektorbol allo részhal-
maza mar linearisan fliggo rendszert alkot. A vektorrendszer
rangjan tehdt a vektorrendszerben felvehetd linedrisan flig-
getlen vektorok maximdlis szamdt értjik. Ha tehdt egy vektor-
rendszer rangja pl. 6, az azt jelenti, hogy az adott vektor-
rendszerben 6 linedrisan fliggetlen vektor vehetd fel, s ehhez
a vektorendszer barmely vektordt hozzdvéve, mir 6 + 1 vektor
lineé&risan fiiggd lesz. A rangot r-rel jeldljik, miszerint r
vektor linedrisan fliggetlen, r + 1 vektor mar linedrisan flig-
go.
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A vektorrendszer rangjaval kapcsolatban bizonyitds nél-
kil lédssunk néhany tételt:

a./ Ha a vektorrendszer rangja r, akkor a vektorrend-
szer barmely vektora egyértelmiien elBallithatd a rendszerbdl
tetszOlegesen kivdlasztott r darab linedrisan fliggetlen vek-
tor linedris kombindcidjaként. [Az egyértelmiiség azt jelenti,
hogy a kivélasztott linedrisan fliggetlen vektoroknak csak e-
gyetlen olyan linedris kombindcidéjuk van, amely a kérdéses
vektort eldallitja./

b./ Ha egy vektorrendszerbdl olyan vektort vesziink el,
amely kifejezhetd a t8bbi vektor linedris kombindcicdjaként,
akkor a vektorrendszer rangja valtozatlan marad.

c./ Ha egy vektorrendszerhez olyan vektort csatolunk,
amely kifejezhetd az eredeti vektorok linedris kombindcidja-
ként, akkor a vektorrendszer rangja ugyancsak valtozatlan ma-
rad. .

d./ Ha az 8ys By0 eeer 3 vektorrendszer vektorai mind
eldallithatdk a bl’ b2, «+.s b_ vektorock linedris kombindcio-
jaként, akkor az By70 Bor e B vektorrendszer rangja leg-
feljebb p.

7.5. Dimenzid és bazis

A linedris teret nem a ranggal, hanem a dimenzidval jel-
lemezzilk. A dimenzidt hasonldképpen definidljuk, mint a vek-
torrendszer rangjéat.

Az L linedris teret n dimenzidsnak mondjuk, ha az L-ben
taldlhatdo n linedrisan flggetlen vektor, de barhogyan is va-
lasztunk ki az L-b81l n + 1 vektort, azok mindig linearisan
fliggo rendszert alkotnak.

Az n elemii vektorock tere n dimenzidés, ami szerint n e-
lemii vektorok ksdzdtt n linedrisan filiggetlen vektort vehetlink
fel, Ilyenek példaul az n elemii egységvektorok:

31 = Dq O; econy d »

®
e, = EL Ly wwwg ]

#
en= [0 00 o ]

n-nél t8bb linedrisan fliggetlen vektort viszont az n elemi
vektorok k8zdtt nem lehet felvenni. .

o
]
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Az n dimenzids lineéris teret Ln-nel jeldljiik. Barhogyan
is vesziink fel az Ln—ben n linedrisan fiiggetlen vektort, azok
bazisat alkotjdk az L _~nek. A bazis alapvetd tulajdonsaga,
hogy a tér barmely vektora kifejezhetd a bazis vektorainak
/az ugynevezett bazisvektoroknak/ linedris kombinaciojaként,

mégpedig egyértelmiien.
) Ha tehit a

Bysbyr +ees By

vektorok az L_ egyik bazisdt alkotjék és a c vektor is eleme
az L -nek, akRor taldlhatdk olyan

Cyr Cgu eoer €
skalarok, amelyekre nézve teljesiil a

g=ay By vy By ¥ wiw F o By

egyenl8ség, s ezek a skalarok egyértelmiien meghatdrozottak.
A Cyr Cyr weny Cp skalarokat a c vektor koordindtéinak,

mégpedig & byy by, ..., b bazisra vonatkozd koordindtidin
nevezzik. n

Bazist alkotnak az €17 8pr -ess 8 egységvektorok is,
amit trividlis bAzisnak nevezilifik, mivel™a koordindtdk ebben
a bazisban minden kiildn szamitds nélkil rendelkezésiinkre &l-
lanak. Ezek a koordindtédk ugyanis nem masok, mint a kérdéses
vektor komponensei. Az
"

a = [al. ay, sees an]
vektornak az

1 80 rer 8y

bazisra vonatkozd koordinatai tehdt az
aps 854 sevy By

skalarok. E megdllapitds egyértelmil és kdnnyen ellenSrizhetd
az

a=aj e *ta e, *...+ta e =Ea

bsszefliggéssel.
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Az L_ linedris térnek mindig van olyan részhalmaza, a-
mely Snmagaban véve is linedris térnek tekinthetd. Az ilyen
részhalmazt, mint tudjuk, az Ln alterének nevezziik.

Az L, adott
217 2pr ceev By
vektorainak &sszes lehetséges linedris kombindcidéi, azaz az

8 =x; 8 + Xy &y + oeee + X &

alakban felirhaté vektorok pé&ldaul mindig alteret alkotnak
/xl, Kyr weer ¥y tetsz@leges valds szamok/.

Bebizonyithatd, hogy a definidlt vektorok halmaza eleget
tesz a linedris térrel szemben tamasztott k¥vetelményeknek.

Ha bevezetjilk az

&=[El' EPTARERY" gn]
és i
x = [xl, Kor weey xn]

jeloléseket, az el®bbi s vektor az
S =AX

alakban is felirhatdé, ahol A egy n . k tipusu matrix, x pedig
egy tetszés szerinti k elemil vektor. Az Gsszes lehetséges 8
vektorok &ltal meghatdrozott alteret az A oszlopvektorai &ltal
generdlt altérnek nevezziik. Jeldlijllk ezt az alteret L’~lel.
Azt pedig, hogy ez az L’ az A oszlopvektorainak linedris kom-
bindciéjaként eldallithatd s vektorok halmaza, a kdvetkezd-
képpen szimbolizdljuk:

L' =1{sl s =2ax1}

Az L’ feltétleniil részhalmaza Ln—nek, azaz

v
L'e Ln

Az L' dimenziéja megegyezik az A oszlopvektoraibdl alko-
tott /tehat a generald vektorokbdl alkotott/ vektorrendszer
rangjaval, ami természetesen nem lehet nagyobb n-nél. Ha az L’
dimenzidja torténetesen valamely n-nél kisebb természetes szam,
akkor az L’ halmazt az L_ valddi alterének nevezzilk. Ha az L'
dimenzidéja n, akkor



vagyis az L’ nem valdédi alteret alkot. Mint mir ismerjik,
altérrdl beszéliink akkor is, ha

A=0
vagyis amikor L’ egyetlen elemb8l all, a zérusvektorbdl.

Ezt az esetet az

szimbélummal jeldljlik. Ez a zérusaltér, amely ugyancsak nem
valdédi altér.

7.6. A matrix rangja

Minden matrixszal kapcsolatban beszélhetiink két specia-
lis altérrdl, mégpedig az oszlopvektortérrdl é&s a sorvektor-
térrdl. A sorvektortér és az oszlopvektortér dimenzidja, vagy
ami ugyanaz, a sorvektortér &s az oszlopvektortér rangja bar-
mely matrixra nézve megegyezik. Ezt a k&zbs szamot nevezzik
a matrix rangjénak és jeldljtk r/a/-val.

E szerint tehdt valamely A matrix rangjén az oszlopvek-
toraibél, illetve sorvektoraibél alkotott vektorrendszer rang-
jat értjik.

A matrix rangjdnak meghatdrozasdra a késTbbiekben egy
j61 kezelhetd szamitédsi eljdrédst mutatunk be, az un. elemi béa-
zistranszformicidt. E18bb azonban még megismerkediink néhény
kérdéssel a matrixck rangidval kapcsolatban.

A rang ismeretében a kvadratikus matrixokat két csoport-
ba soroclhatijuk, mégpedig a szinguldris és a nem-szinguldris
matrixck csoportijdba. Ha eqgy kvadratikus matrix rangija kisebb,
mint rendje /oszlopainak, illetve sorainak szama/, akkor a mat-
Trixot szingulédrisnak, ellenkezd esetben nemszinguldrisnak ne-
vezzlk. A nem-szinguldris matrixnak tehat mind az oszlopvek-
torai, mind a sorvektorai linedrisan fliggetlen rendszert alkot-
nak. A szinguldris matrixokndl ezzel szemben mind az oszlop-
vektorok, mind a sorvektorok rendszere linedrisan fiiggd.

A matrixok rangjéval kapcsolatban gyakran tdmaszkodhatunk
az aldbbi megdllapitdsokra: . '

a./ Egy matrix rangja nem lehet nagyobb sem oszlopainak,
sem pedig sorainak szadmédndl. Egy 5 . 3 tipusu matrix rangja
legfeljebb 3.

b./ A diagondlis matrixok rangja megegyezik a zérustdl
kiilénbdzd diagondlis elemek szamdval. Az

ooow
00O
OwoO o
000
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matrix rangja 3.

Egy diagonédlis matrix tehdt csak akkor nem—-szinguléaris,
ha a diagondlis elemek k&zbtt nem szerepel nulla.

c./ A kvazidiagondlis matrixok rangja egyenld a diago-
nédlis blckkok rangjénak Osszegével.

d./ Egy trianguldris matrix akkor &s csak akkor szingu-
lédris, ha diagondlis elemei kdzdtt O is taldlhatd.

e./ Az Ysszeg rangja nem lehet nagycbb a tagok rangjénak
Ssszegénél, azaz

/Ay ARyt oea. ¥ B/ S r /A +x Ay + ool xR/

f./ A szorzat rangja nem lehet nagyobb egyik tényezd
rangjén&l sem, azaz

r /A Ay -- A/ 5 min '[r /51/]

g./ Ha a p . r tipusu A matrix rangja r és az r . q tipu-

su B matrix rangja ugyancsak r, akkor az A B szorzat rangja is
r, vagyis ha

r/a/ =r [B] =r

/p.x/ /x.ql

akkor
r /AB/ =x.

7.7. A matrixok faktorizdcidja

Ha valamely adott matrixot fel tudunk irni az

A=4a, A

1 =2

Osszefiiggésnek megfelelBen két matrix szorzataként, akkor az A
matrix egy faktorizdcidja all eldttlink. /Természetesen a fak-
torizdciondl t tényez0 is szambajBhet, mi azonban csak a
két tényez®re vald felbontdsra forditjuk a figyelmiinket./

Barhogy is tOrténjen egy matrix faktorizaldsa, a ténye-
z8k rangja nem lehet kisebb, mint az adott matrix rangja. Eb-
b8l az kbvetkezik, hogy az ilyen felbontadsban az elsd tényezd
oszlopvektorainak széama, illetve a masodik tényezd sorvektorai-
nak szdma legaldbb annyi, mint ‘az adott matrix rangja. Ha az
els8 tényezd oszlopvektorainak széma és ugyanakkor a masodik
tényezd sorvektorainak szama is megegyezik az eredeti matrix
rangjaval, akkor minimdlis felbontdsrdl beszéliink.
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Az A minimdlis felbontésa az
A = A a
/p.af /p.x/ [x.ql
egyenldséggel szimbolizadlhatd, ahol
r=r /3]

A minimdlis felbontésnak a kdvetkezd tulajdonsdgai van=-
nak:

a./ r /éll = r /ﬁz/ =r /é/

A oszlopvektorai,bmind
az 52 sorvektoral linedrisan fliggetlen rendszert alkotnak.

Ez azt is jelenti, hogy mind az A

b./ Az Ay oszlopvektorali bézisdt alkotj&dk az A oszlopvek-
torterének, az A, sorvektoral pedig bazisit alkotjak az A sor-
vektorterének.

c./ Az A, oszlopvektorainak komponensei az A matrix osz-
lopvektorainak “az A, &ltal meghatérozott bazisra vonatkozd
koordinatédi, az 2 }otvektorainak komponensel pedig az A sor-
vektorainak az A, dltal meghatdrozott bazisra vonatkozé koor-

dinatai.

A minimdlis felbontdst bdzisfaktorizdcidnak is szoktuk
nevezni. A bazisfaktorizdcid igen jOl hasznalhatd a linedris
egyenletrendszerek megoldéséndl.

7.8. Az eleml bézistranszformdcid

Amikor az Lgm:gy adott bdzisdbdl egy misik bazisba tériink
at, bdzistranszfor¥micidrdl beszéliink. A bazistranszformicid
legegyszer: esete az, amikor az adott b&zisnak csak az egyik
vektorédt cseréljilk ki. Ez az elemi bdzistranszformicid, vagy
réviden elemi transzformicid.

Legyenek az Lg linedris tér bazisvektoral a kdvetkezdk:

3 2 1
2= |1, 2, = |4}, az = 5
2 1 4

Mivel az
a; %, T a; x; + a, X3 = ]

Csak akkor all fenn, ha
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X T Xy =x3 =0,

az
g

3;r 3y, 2
l%neé%is é

vektorok linedrisan fliggetlen vektorck, tehdt az
érnek bazisdt alkotjék.

Védlasszunk egy tetszGleges ce& L, vektort, ahol c # O és
cseréljiik ki ezzel az eldbbi vektoroﬁ valamelyikét /pl. gl-etr
ugy, hogy a

Er. 8o B4

vektorok is bézist alkossanak.

Mivel az a,, a,, a, vektorck linedrisan fliggetlen vektorok,
tehdt L, bazisd aIﬁotj k, a c vektor /c ¢ L,/ kifejezhetd az
2y 850 83 bazisvektorok linedris kombinicié?aként, azaz

E® &1 8y o By tieg 8y

Mivel ¢ # 0, a c vektornak legaldbb egy nulldtdl kiil6nbd-
z3 komponense van. Tegylk fel, hogy ¢, # 0. Ekkor viszont 2
kifejezhetd a ¢, a,, a; vektorok linedris kombinacidjaként,
azaz
c c
whiga kgl Ay
cy CH
Tegylk fel, hogy x az L, linedris tér egy tetszBleges vek-
tora, amely kifejezhet3 az aj, a,, aj bazisvektorok linedris
kombindciéjaként, vagyis

e T -

Irjunk most 2, helyébe az el®bbi kifejezést, tehdt

i %_S_"_zgz_"_sgs X, + gy + 83%,
1 % a1
és innen:
b 4 X L X
i | 1 1
xn_c+x—.—c a., + X, — —— C a
ey = ( 2 ¢y 2) 2 ( 3 ¢y 3) 3

Most tehdt megkaptuk a tetsz&leges x vektor koordindtdit
ac, ayr a5 bézisvektorokra. Természetesen az a, vagy a, vek-
toroka% ugyanigy kicserélhettilk volna a ¢ vektorral. !ﬁgrészt
a bazistranszformdcidt nemcsak c # 0, de c, # 0, vagy ¢, ¥ O
esetén is végrehajthattuk volna, vagyis annﬁi kildnbdzd ﬂédon,
ahény O-t6l kiilénb&zd koordindtdja van a ¢ vektornak az adott

bazisra vonatkozdan.
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Vizsgdaljuk meg, hogyan lehet az elemi bazistranszformia-
ciét elvégezni.

Az n dimenzids ¢ vektor felirhatd a

8 = clgl o+ 0222 + o0 t cngn

formaban, ahol a c.-k az egységvektorok altal meghatarozott
bazisra vonatkoz6 Koordinatak. Ha c # 0, akkor a c; skalarok
koézott van nullatdl kiilsnbdzd is. Tegylk fel, hogy ¢, # O.
Ekkor viszont e, kifejezhetd az eltbbi egyenletbdl, &dzaz

Ac, €5, ++., € vektorrendszer linedrisan fliggetlen
rendszert al%ot. Ugyaﬁis, ha az

X1C F X8y + ... X6 =0

egyenletnek lenne a trividlist6l kiilénbdzd megoldédsa is, akkor
a ¢ vektort az e,, ..., e vektorok linedris kombindcidjaként
is eld lehetne gilitani, Ani viszont ellentétben 4ll a cy # 0
feltétellel.

Az el8bbiekbdl kdvetkezik, hogy ha a., 8ys --es @ egy
tetszBleges bazis, akkor annak feltétele, %ogy az a b32isvek-
tort kicserélhessiik n dimenzids tér tetszlleges c v&ktor&val,
az, hogy a ¢ vektor i-edik komponense nulldtdl kiilénb&zd le-
gyen.

Hogyan alakulnak a vektorok koordinatdi, ha egyik bazis-
b6l a mdsikba tériink at? Legyenek x vektor - -
bazisra vonatkozd koordinétai Kyr Kyo o eees Xpye E s%erint te=
hat

X = xlél w X528, ' whe s F xnin

Tegyik fel, hogy ¢ vektor ennek a linedris térnek egy
tetsz8leges nulldtdl kiilénbbzd vektora, azaz ¢ # 0. A c vek-
tor felirhatdé a bazisvektorok segitségével, azaz

£ =cja; + cra +t ... + Cpdy + ...t G By

ahol c; a ¢ vektornak a bazisra vonatkozd koordindtai. Mivel
c # 0, igy a c; kozétt van legaldbb egy, amely nem nulla. Le-
gyen ez a c,. Ebben az esetben a bazisvektorock k&zlil az ay
vektor kicserélhetd a ¢ vektorral, vagyis az a;, a3, ..+, Cs
..., a_ vektorok szintén bazisat alkotjdk a lineéris térnek,
ugyanis ezek linedrisan fliggetlen vektorok. A vektorcsere
feltétele, hogy a c vektornak az a -ra vonatkozd koordinédtéa-
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ja ¢, ¥ O legyen. Mivel ¢, # O, a ¢ vektorra felirt linedris
kombIndcidhbdél 3, vektort Kifejezhetjtk, azaz

. . - Lo _
2 = c €121 Caly = =or ¥ e £ e S ®n 2n

helyettesitve kdpjuk, hogy

Most az a, értékét az x vektorra felirt egyenletbe be-

= - i o L =
X = Rpag f X8, f e+ ox cy3 Coly = v +

S N
1 I
+ = C = ses = = C. A + ..o + x 8
S ¢ n-n n=n
és szorzas, 8sszevonds utén
X;
X=1x - EE 1] 2y + X, ;E c, a + e+ ;E e+ .00 +
k k k
) I T
n Ckn -

vagyis az egyenlet jobb oldaldn zdrdjelben 1év3 egyilitthatdk
/skaladrck/ adjak az x vektornak az uj badzisra vonatkozd koor-
dinatait.

Ha bevezetjik az

= |

jelolést, az eldbbiek egyszeriibben felirhatdk a
x'=Ix, - 501/31 + [x, = 6cy/ ay + ...+ 8C+ ..o Ix, = 6cn/gn

formédban. Az elmondottakat a kdvetkezd tdbladzatos formdban tud-
juk szemléltetni:
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I. II.

Régi - TetszOleges Uj e Tetszdleges
bézis = X régi koord. bazis = x uj kooxd.
2 cy *y a; (o} Xy < 6cy
2 9 X4 2 e ¥ ~ by
- ay Eal# [¢] X —C 1 ¥~ 8o

2 *n Zn e o = %

Latjuk, hogy mivel ¢ vektort bevontuk a bdzisba az
vektor helyett, megvdltoztak a c vektor koordindtai, vagyfﬁ
a régi koordinatdk helyére az ey egységvektor koordinatai
léptek. Ugyanis a c vektort az Uj bazis vektoraibdl a

c=02a +03a +... +0 21 +1lc+03a,, +0 a,

formdban tudjuk eldallitani. Az I. tdbldzat tehat a g, x vek-
torocknak a régi bazisra vonatkozd koordindtdit, a II. tiblazat
pedig az uj bazisra vonatkozd koordindtdit tilinteti fel.

A ¢ koordindtét, amely jelzi, hogy a ¢ vektort melyik
bazisvektor helyére vontdk be, generélé elemnek nevezziik. Ez
csak nulldtdl kiildnb&zd koordinata lehet. A generdld elemet
/[kitlintetett szerepét hangsulyozva/ a tdbladzatban bekeretez-
tik.

Az elemi bazistranszformicié sordn az x vektor uj koor-
dinadtéit két lépésben szamitjuk ki.

Az els$ lépésben a generdld elemmel elosztjuk az x vektor
megfeleld koordindtdjat. Az igy nyert hadnyadost é6-vel jeldl-
tik.

A kovetkezd lépésben meghatarozzuk az x vektor tdbbi
koordinadtdit, ugy, hogy a régi koordindtakbdl rendre levon-
juk az uj bazisvektor régi koordinatdinak é-szorosat. /[Ter-
mészetesen, ha 6=0, vagy ha az uj bazisnak a megfeleld régi
koordindtdja O, az x koordindtdi nem vdltoznak meg./
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A gyakorlatban mindig az egységvektorok &ltal meghatdro-
zott bazisb6l, az ugynevezett trividlis b&zisbdél indulunk ki,
s ennek vektoralt 1épésrdl lépésre cseréljuk ki alkalmasan
megvalasztott uj vektorokkal. Legyenek adva az

=3

W
[=2
i
=
~

2
a= 121, a, =1}, a. =
2

vektorok é€s legyen

b=xa

18y * X8, * X384

1
Cseréljik ki az e, €y e bézisvektorok valamelyikét és szamit-
suk ki az a vekt&rok uj Koordindtdit. Vonjuk be a bazisba mond-
juk az a véktort és legyen a generdld elem az a; vektor maso-
dik koordinédtédja /a tdblazatban bekereteztiik/.

Az a, vektor uj koordinatai X = 80 alapjan a kdvetke-

(5 == o,s)

2 - 0,5
2 = 0;8

= 0,5,

o

N

3
4
ugyanigy az a, koordindtai (5 =

l1=-2,3==<=5,
3-2,4=-5

és a b vektornal (6 = l% = 8,5)
11 - 8,5 3 =-14,5
19 - 8,5 . 4 = -15,0

Foglaljuk az adatokat tablazatba /nyillal jeldljllk a baziscse-
rét)/:

o iI.
Régi | a, a2, a; | b Uj | e, 2 a3 i b
bazis H bazis gl
e, 3 2 111 e o 0,5 =5 | -14,5
e H !
]
e, 1 4 117 —a, 1 o5 21 85
] ]
e, 4 2 3 | 19 e3 o o} -5 | -15,0
] )
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Bevonhatunk a bazisba egy masik vektort is. Mindegy,
hogy melyiket, de célszerili lehet ugy valasztani, hogy kedvezd
legyen a generald elem, hogy egyszeriibben tudjunk szdmolni.
Vonjuk be a bazisba a,-at és valasszuk generald elemnek annak
harmadik koordinataja

II III
i
Régi e, & 2 b [S5] e, a, &3 b
bazis < < = bazis = 2 2
T
e o 0,5 e o 0,5 (¢ io,s
a; 1 0,5 a; 1 0,5 o 52,5
1
Se, | ) ) =a, 0 o 113
i
Megfigyelhetjik, hogy mivel gz—nél § = :g = 0, az a,

koordinadtai nem valtoztak.

Bevonhatjuk a bédzisba a,-t is. Valasszlik generadld elemil
ennek elsd koordinatajat. EkkOr a kdvetkezdt kapjuk:

III v
Régi = a | b Uj e e e | b
bazis | 2 2 T3 1 pazis | 2 "1 73 4
T ]
&e, | o o i 0,5 =, |o 1 ) }' 1
I ]
I
a, |1 o ! 2,5 a, |1 0 o E 2
i i
a; {0 o 13 a, |[o 0 1 | 3

A b oszlopdban taldljuk a b vektornak az uj bazisra

vonatkoz6 koordinatadit, amikoris mindhdrom egységvektort ki-
cseréltik az a; vektorokkal. A kapott koordinaték a

b = xa, + x,a, + X333

linearis kombinacid x,, x,, X, skaldrjai és mint a téblazat-
bél latjuk, x,=2, X,= 1é 3. /vigyazni kell a skaldrok
sorrendjére. &z a —nek megfeielo sorban 1évo koordinété az x
skaldr, az a., soraban talalhaté az X, skalar és as sorédban aZ

x, skalar. E szerint
2 1 6 2 3 11
b =212 + 1 i % 3 4 = 4 + 1 +]12] =117
8 2 9 19
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A itrivialis bazis szerint

b=1lle, + 17 e, + 19 g4

= =1
vagyis
1 0 o
b=11 ol + 17 |1] +19 |o| =
o 1
n1 0 o 11
= + 17+ | o] = |17
0 o 19 19

Kdnnyen észrevehetijlik, hogy a tadblazat belsejében permu-
tdlé matrixot kaptunk, melyet &trendezve, egységmatrixhoz ju-
tunk.

Az egységvektorcknak pillanatnyilag semmi szerepiik nincs,
ezért azokat elhagyhatjuk. Ennek alapjdn a szémit&sokat egy-
szeriisithetjlik. Ilyenkor a té&blazatokat nem ismételjtik, hanem
egymids mellé irjuk.

| a; 2 2, ! b | a 2, i b |a i b b
H i i
—>a, |3 2 1 o -5 -4 io,s 1
—— 1 4 17005 2 i 8,5(0,5!2,5 2
1 ]
—a, | 4 2 35 19 | o E—ls,o o ! 3 3
[} ] ]

Kevesebb munkdval ugyanazon eredményhez jutottunk.
Megjegyezzilk még a kdvetkezdket:
A vektorok bevondsanak sorrendje k&z8mbds.

Egy m . n tipusu matrix esetén /mint tudjuk, m a sorok
széma, n pedig az oszlopok szama/:
ha m < n, nem tudunk minden oszlopot a bédzisba bevonni,
csak legfeljebb m oszlopot

ha m = n, akkor annyi /de legfeljebb m szamu/ oszlop von-
hatd a bazisba, ahanyszor sikerill a szabad sorokban
zérust6l klilénbdzd generdldé elemet vdlasztani

ha m > n, akkor nem tudunk minden sorba uj vektort bevon-
ni, mert nincs elegendd oszlopvektorunk.
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7.9. A matrix rangjadnak meghatdrozasa

A bazistranszformiacidé megismerése utdn egyszeriien jutunk
el a matrix rangjanak meghatdrozédséahoz.

Egy matrix rangjat ugy hatédrozzuk meg, hogy a trividlis
bazis bazisvektorai helyébe az adott matrixnak annyi oszlop-
vektordt vonjuk be, amennyit csak lehet. Az utolsé béazis uj
badzisvektorainak szama lesz a matrix rangja.

Vegyilk példaul az

2 4 X
a= |2 1 4| = [a, 9_2,33]
4 2 3

matrixot &s hatdrozzuk meg rangjat.

Kiindulunk a

Bazis 2; a, 2,
e, 2 4 L
e, 2 1 4
e, 4 2 3

téblézatbol, majd eldszér az a,, majd az a,, stb. vektorokat
vonjuk be a bazisba mindaddig, amig ujabb vektor bevonasara
lehet&ségiink van. Ahany vektort tudunk a bazisba bevonni a
trivialis bazisvektorok helyére, annyi az adott matrix rangja.
Végezziik el a baziscseréket az eldzd pontban az elemi bazis-
transzformacidval kapcsolatban megismert szdmitdsi eljaras
szerint.

Bazis 2, 2, a,
e 4 1
I e, 2 1 4
e, 4 2 3
Bazis e 2. aj
a; 1 2 0,5
e, (¢} ‘—3' 3
g3 o =6 1
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Bazis gl EZ 23
a, 1 o 25
a, 0 1 =1

Bazis e, 22 93
a, 1 [¢] o]
a, [0} 1 (0]
a5 o] 0] 1

Mindhdrom oszlopvektort be tudtuk vonni a bazisba, te-
hét az adott matrix rangja

r/ A/l =3

A szamitdsokat most is célszerii az egységvektorok elha-
gydsaval, leegyszeriisitett médon elvégezni, azaz

‘21 a, 23|22 §3l a,

a5 &y 4 2 3 -6 1 -5 |

Hatdrozzuk meg az

103 1
4 6 -2
2= o 1 -1
2 2 -2
matrix rangjat.
lEl a, 23| a, 23 | ay

=51 %r 3 1 3
a, & | 4 6 -2 -6 1
e | o 1 1 1 1 o

4

e 2 2 -2 -
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Az a, vektort mir nem tudjuk a bazisba bevonni, mert az
23 és az ej-re vonatkoz6é koordindtdja nulla, midrpedig mint
tddjuk O-at nem vadlaszthatunk generilé elemnek, tehat r/s/= 2.
Hatdrozzuk meg még az

1 2 1 =1 2

2 3 1 -2 3
A= 1, 1 -4 2 -3
1 2 5 -4 s
matrix rangjat.
2 2 23 2 2| 2 233 3 3 |33 3 3| 3 3
7
a 2 1 -1 2| 2 1 -1 2]|-1 -1 of-f 1
a2 3 1 -2 3 1 0-1|1 o 1|% o
- 3
az| 1 1 -4 2 -3| -1 -5 3 -5 3 4|3 1
1 2 5 -4 6| o 4 -3 4| 4 -3 aflo o

Az a, és ag vektorokat nem tudjuk a bdzisba bevonni az
ayr 3yr 24 vektorok mellé, tehdt a matrix rangja

r /al =3

7.10. Bazisfaktorizdcid

A 7.7. pontb61l ismerjlik, hogy a matrixokat tényeztkre,
matrixok szorzaté&ra tudjuk bontani. Mondottuk, hogy a minimé-
lis felbontdst bézisfaktorizdcidnak nevezziik. Az el®bbi pont-
ban megismert szdmitdsok alapjédn kdnnyen elvégezhetjilk a bé-
zisfaktorizdcidt is.

Vegyllk az el8bb midr megismert

1 2 1 -1 2
2 3 1 -2 3
A=1y 1 -4 3 -3
1 2 5 -4 6

matrixot. Végezzikk el e matrix rangjanak meghatdrozasat egy-
szerilisités nélkiil.
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s 2 3 23 3 3
e 2 1 -1 2
e, 2 1 -2 3
e 1 -4 2 -3
€4 1 2 5 -4 6

Bhzia 8 & N oy N
2, 1 2 1 -1 2
e, o) -1 o -1
e, o -1 -5 3 -5
ey [o] [¢] 4 =3 4

e 8 8 & 8 B
a; 1 o -1 -1 0
a, 0 1 1 0 1
e, o] [¢] l—4 [ 3 -4
ey o] (0] 4 —.?: 4

Bazis e e, e, 2, 2g

7

_a_l ¢ e o g [e] -7 1
3

a, o} 1 (e} I o}
3

a, o o 1L -7 i

e, o o) o o o

Irjuk fel a bazisba bevont vektorokbdl az A matrixot
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i 3z 1
2 3 1
2 = Eﬂl' a5+ 53] =l1 1 -4
1 2 5

Az utolsé téblazat alapjan felirhatjuk az

1 (0] [¢]
E_= o 1 (o]
o [0} 1

r oszlopvektorbdl 4116 egységmatrixot, valamint a be nem vont
vektoroknak a lekdtdtt sorokra vonatkozd uj koordindtai alap-

jan a
3
B
1

SRS TR ]

matrixot.

Tudjuk, hogy az a;, a,, 2 linedrisan fliggetlen vektorok
bazisét alkotjak az aos%lopvektorok altal generalt altérnek.
Az A matrix minden oszlopa felirhaté tehat az A, vektorainak
2yr 2y a5 linearis kombinaciéjaként, azaz

M 2 1T ms [
2 3 1 .
3) TR ¢ |1 1 -4 Q}=
12 5| °] |1
1 2 1 5 2]
2 3 3
2 TB1 & %y 1 4 1= 1
lr 2 s o4 |2
1 2 T o~ 1
2 3 Q 1
83 7 RAyje3=1, ;- 9=l
1
2 5 L 5
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__ - - —
1 2 1 -7 -1
2 3 1 % -2
a = A a = =
- R R 1 1 -4 3 2
1 2 s 4 -4
- NS O L
1 2 1] 27
2 3 2 3
By =By S~ 3 =4} |91, "l|s
L. ~3~ 8] 1 6|
vagyis ennek alapjdn az A matrix a kovetkezdk szerint irhatd
fel:
A |:elr 2y 830 2y 55]
azaz :
A= EA_]_E]_' 218,50 Rje30 A4 A4,

és A,-et kiemelve
A= é]_EEl' €yr 837 4y .‘12]

vagy masként

onfh 1

vagyis
1 2 1 o2
2 3 1 1 o) o § 1
A* 11 1 =« @ + 838 »

1 2 5 o. 0 1 —%

1 2 -1

2 3 2

S E 1 - 2 -
1 2 5 -4
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Készitsiik el mégegyszer az elSbbi matrix bé&zisfaktori-
zaciéjat, de ugy, hogy a vektorokat ne sorba vonjuk be. Al-
kalmazhatjuk az egyszeriisitett eljarast is, de tudjuk, hogy
a bazisba bevont vektor helyén egységvektorok szerepelnek, a-
melyeket az adott a; vektorral kicseréltink.

ay B3 By 8y B |8 83 By 85| @ By &
affll 2 1212 2f 2 1 -1 2 1 -1 1
a2 3 1 -2 3|-1 o -1 1 o 1
1 1 -4 2 -3(-1 -5 3 -5|[4] 3 o
1 2 5 4 6/ 0o 4 3 4|-4 3 o0
=Y =
7
21717 %
3
3|~ 1 L
3
2] 17 °
6] (0]

Most tehat

A= [El' 837 32] [_3__1: €yr 34 g4r 95]

vagyis
x 2lh o o -7 1
2 3 3
A= 1 _ 1 (o} I [0} = ] 1 =
3

L 2 O (o] 4 (o]
i Ky
1. 1 2 =X
2 1 3 -2

B R 1 2 =3
4 2 4 6
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Vigyazni kell természetesen a vektorok sorrendjére. Az
oszlopvektorok eredeti sorrendjét megkapjuk, ha a misodik és
a harmadik oszlopot felcseréljiik.

7.11. Kompatibilités

Ha az L, linedris tér egy tetsz8leges b vektora el&al-
lithaté az al, 2y oo a, vektorok linedris kombinéciogaként,
azt mondjuk, hogy a b vek or kompatibilis az a ceey
vektorok altal generalt altérre nézve, vagy &kén% a b vek-
tor benne fekszik az a Y vektorok &altal generélt
altérben. [A kompatibilités latin s26, 6sszeférhetdséget je-
lent./

Ha viszont a b vektor nem fejezhetd ki az a., Byr ceny By
vektorok linedris kombindcibéjaként, azt mondjuk, ﬁoqy a b vek-
tor inkompatibilis az ayr Byr cerer By vektorok altal ganer&lt
altérre nézve.

A bézistranszformicidé ismeretében a kompatibilitds prob-
léméja eqyszeruen elddnthet®. Kiindulunk a trividlis bézisbdl
és az . vektorokbdl annyit vesziink be ebbe a
bazisba, amZnnyit csdk lehetséges. A bevont vektorok a kérdé-
ses linedris térnek bazisédt alkotjdk, s a szamitdsokbdél leol-
vashatd, hogy a b vektor kifejezhet&-e az adott bézis segitsé-
gével vagy nem.

Legyen adva az

2 2
a= |3 4 1
102 4

matrix és vizsgdljuk meg, hogy a

[11, 19, 12]"

vektor kompatibilis-e az A matrix oszlopvektorterében.

A béazistranszformicid sordn megismerteket alkalmazva,
az a; vektorokat rendre bevonjuk a bazisba, azaz

Bazi9|31 2 z3i2|51 e3i9| z3| Ela
T T T

3, &1 2 4! 11 2 4 ll 11 -2 i 1 3

5 37 4 1) 19 -15 ] -25 3! s 2

== ! E i

ajey |1 2 4f 12| -3 -4 j-10f [B} s 1
I I !
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Mivel a szamitdsok szerint

b=2a +33a +a

1 3

vagyis a b vektor kifejezhetd az adott bazisvektorck linedris
kombinaciogakent, a b vektor kompatibilis az ay, a8y, a4 vek-
torok altal qeneralt altérre nézve. Ez azt is %elenti hogy
az A matrix oszlopvektorai linedrisan filiggetlenek és hogy

r/a] =

Csokkentsik most a b vektor harmadik elemét 5-tel, vagy-
is vizsgadljuk meg, hogy a

=|:11, 19, ?_JT

vektor kompatibilis-e az A matrix oszlopvektorterében.

= 1 1 .
B
azis a; 3, 2, i b a 53! b I a5 ! b I
[] ] 1
1 ] ]
2, er 2 m 4 E 11 2 4 i 11 2 E 1
2, &r 3 4 1 i 19 -15 i-zs 3 i 5
e, 1 2 4 | 7 |-3 -4 |-15 5 o
i | 1 1

A b vektor most is komptabilis az A matrix oszlopvek-
torterére nézve. Most azonban a b vektor az ajr 3y vektor-
ral is kifejezhetd.

b=52a +a

2} 2
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8. FEJEZET

Linedris egyenletrendszerek megoldisa és matrixok inverzidja

8.1. Linearis egyenletrendszerek

AZ Xq1 Kys e Xy ismeretleneket tartalmazd
allxl + alzx2 + o0 + ax, = b1
a21xl + ay%y + oo * ¥, = b2
ani¥y tapXy + ... Fagx, = b

egyenletek halmazat elsdfoku vagy linedris egyenletrendszernek
nevezzilkk. E halmaz m szamu egyenletet tartalmaz n szamu isme-

retlennel, ahol az a,. egylitthatdk /az elsd index a sor, a ma-
sodik az oszlopindex7-valés szamok.

Az a;4 egyiitthaték az

821 322 *°° @p

B = : ;
%ml ®m2 " Zm
matrix, az xj /3 =1,2, ..., n/ ismeretlenek az
- 5% = T
X = Xll 2! ey n
és a bi /i=1,2, ..., m/ egylitthaték a
b =|:bl, byy wens bnﬂT

vektor formadban is felirhatdk, azaz egyenletrendszeriink rdvi-
den az

Ax=Db

formaval is jeldlhetd, hiszen
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- - - 't
a3y 8y v 8y xq
31 @2 °° 9pn *2
) @2ttt 3 L b
e o La L
azaz
s - ~ =
allxl + alzx2 4+ wee + alnxn bl
a21xl + ay,%, F eee # a)n¥, b2
a1¥y + a ¥y 5w T amnan bm

Felirhatd még egyenletrendszeriink az
a1X; *azx, + ...+ ax = b
vektoregyenletként is.

Abban az esetben, ha n = m, vagyis ha az ismeretlenek
szama megegyezik az egyenletek szdmdval, azaz ha az A matrix
[ugynevezett egyiitthatomatrix/ kvadratikus, akkor az egyen-
letrendszer requldris; ellenkezd esetben irreguldris.

Ha a by, b,,..., b mindegyike nulla, vagyis b = 0, ak-
kor az egyenletr ndszertmhomogénnek, ha pedig a by, i = 1, 2,
..., m/ kdziil legalédbb egy nem nulla, vagyis b # é, az egyenlet-
rendszert inhomogénnek nevezziik.

8.2. A lineédris egyenletrendszer megolddsa

Vizsgaljuk meg eldszdr a linedris egyenletrendszer meg-
oldasat altalanosan. Egy linedris egyenletrendszert megolda-
ni annyit jelent, mint meghatdrozni mindazokat az x vektoro-
kat, amelyek kielégitik az A x = b Osszefiiggést. A megoldas
szllkséges és elégséges feltétele, hogy a b vektor benne fe-
kiidjék az A matrix oszlopvektorterében, vagyis hogy a b vek-
tor kompatibilis legyen az A matrix oszlopvektorterére nézve.
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A matrix faktorizdcidéjandl lattuk, hogy az A matrix fel-

bonthatd az A, matrix, valamint az [Er’ Q] matrix szorzatéra,
azaz
a=2/[E,

és tudjuk, hogy az a bazisba bevont vektorokbél alkotott
matrix, az E_ az r s}amu kicserélt vektor helyébe kerilld egy-
ségvektorckbol alkotott egységmatrix, D pedig a baziscserébe
be nem vont vektorok uj koordindt&dibdl alkotott matrix, amely
vektorokndl csak a felhaszndlt sorok koordinadtdit vesszik fi-
gyelembe.

Tegylik fel, hogy az

Ax=b
egyenletrendszernél a b vektor kompatibilis az A oszlopvektor-
terére nézve, azaz az egyenletrendszer megoldhaté. Legyen az
A matrix rangja r, azaz r/A/ = r. Ekkor viszont az A matrix
faktorizdlhaté az

A=3 [zr, 2}

Osszefliggés alapjén, amibdl viszont az kb&vetkezik, hogy

b =2

b=2,a4

ahol a d komponensei a b vektornak az A, matrix altal meghatd-

rozott bazisra vonatkozd koordinatdit tartalmazzédk.

Ha ugyanis b kompatibilis, akkor felirhatdé r szédmu linea-
risan fliggetlen vektor linedris kombinadcidjaként, vagyis feliz-
hatdé az A, matrix oszlopvektorainak linedris kombindcidéjaként,
hiszen mint tudjuk, az A éppen r linedrisan fliggetlen oszlop-
vektorb6l all.

A fentiek alapjan az

(1

1%
it

1o

Osszefliggés kifejezhetd az

és az

[N
I
1o

formulaval, vagyis

1= |
= =
4 —
|t
1o R
[ ~
1% 1o
I , P |
=8 1%
i
|
s
I
1
o



Képezzllk most az x vektornak az A matrix linedris flig-
getlen oszlopvektoraira vonatkozo koordindtdibd} - vagyis az
elsd r komponensébdl -~ az x_ = [X,, X,, e+, xéj vektort,
azaz az uygynevezett kotdtt fsmere%lenék vektordt, a to6bbi

n - r = s komponensb8l pedig az x, = [xr+l’ X 4ot vees xn]

vektort, azaz a szabad ismeretlenek vektorat.

E szerint az x vektort a kdvetkeztképpen particional-
tuk:

Ekkor viszont az

r
| bt
K

o
LA
1%

I
o

X
[Er'E] "l =Ex +Dx =x +Dx =4

formadban, ami szerint viszont

x =d-Dx
X 2 =2 &

s
s ezt a formdt az egyenletrendszer altalanos megoldasdnak szo-
kds nevezni. Ebben az x_ komponensei a k6tdott ismeretlenek,

az x. komponensei tehat a szabad ismeretlenek. A k&tdtt isme-
retlenek szama megegyezik a matrix rangjaval, a szabad isme-
retlenek szama pedig az egyenletrendszer szabadsdgfokat adja
és ez az ismeretlenek szamanak és a rangnak a kiildnbségével
egyenld:

A szabad ismeretlenek - azaz az x_. vektor - tetszdlege-
sen valaszthatd, a kdtétt imseretlenek = x  vektor - viszont
filgg attél, hogy a szabad ismeretlenek értéket hogyan valaszt-
juk meg.

Az egyenletrendszer megoldasa tehat numerikus szempont-
bd1l csupan a D és a d konkrét meghatarozasat jelenti, ami a
7.11. pont alapjan konnyen elvégezhetd.

8.3. A matrixok inverzioja

Ismeretes elottink, hogy az

y ¥ oa x

egyenletbdl az x kifejezhetd az



x =L
a
formadban. Ez viszont egyenértékil az
=y . L
¥ & F

kifejezéssel, vagyis mindegy, ha "a"-val osztunk, vagy annak
reciprokaval szorzunk.

Ismeretes az is, hogy ha valamely szamot reciprokaval
megszorzunk, eredményiil l-et kapunk, azaz

1 £ i 2 § g 5 R G
Az = szamot az "a" inverzének is nevezik és jelblésére
hasznaljuk az a szimb6lumot is.

Kvadratikus matrixok esetén is beszélhetiink inverzrdl,
és azt [ha létezik/ az

ﬁ_l

szimbdolummal jeldljik. Ha az A matrixot inverzével szorozzuk,
egységmatrixot kapunk eredményll, azaz

aat-ata=-g

vagyis négyzetes A matrix inverzén egy olyan n-edrendi mat-

rixot értilnk, amelynek az Aval alkotott szorzata az n-ed ren-
di egységmatrixot adja.

Ha az A kvadratikus matrix és van inverze, akkor az

Ax =D

egyenlet az inverzmatrlx ismeretében az

x=2a1yp

formaban is felirhato. Az inverz matrix tehat felhasznalhato
linearis egyenletrendszerck megoldasara, ezért mieldtt az
agyenletrendszerek megoldasal szamszerl példak segitségével
is bemutat juk, célszerili megismerkedni a matrixok invertalasa-
val.

Tekintsik az
A X =k

specialis matrixegyenletet, amit részletesebben felirva kap-
juk , hogy
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A két matrix akkor egyenlo, ha elemei rendre megegyez-~
nek, vagyis a kOvetkezd egyenletrendszert kapjuk

Az 1 L2 1
B =By
- §l\ - gl\

Az egyenletrendszer mindegyik egyenlete n ismeretlent tartal-
maz, az egylitthatomatrix viszont minden egyenletben ugyanaz.
Az egyenletrendszer csak akkor oldhatdé meg, ha az egységvek-
torok mindegyike benne van az A matrix oszlopvektorterében,
azaz, ha az egységvektorok kompatibilisak az A oszlopvektor-
terére nezve. Ez viszont csak akkor teljesiil, ha az A matrix
rangja megegyezik rendjével, r/A/ = r, azaz ha a matrix nem-—
szinguldris. Egy kvadratikus matrix tehat csak akkor invertal-
hato, ha nem-szingularis. Szingularis matrixnak nincs inver-
ze.

Az inverz matrix numerikus meghatarozasa az
AX=E vagy YA I
matrixegyenlet megoldasat jelenti. Az elsO esetben a matrix
jobboldali, a masodik esethben a matrix baloldali inverzérdl

beszé liink .

Szoroszuk mey azonban av

matrixegyenletet az X matrixsaal jobbirol, azaz

Azonban

amibol kOvetkezik, hogy



azonban mivel

e =%,

ezért

1l

X =Y,

azaz a matrix inverzének meghatarozasa egyértelmii, vagyis akar
a jobboldali, akadr a baloldali inverzét szamitjuk ki a mat-
rixnak, ugyanazon inverzmatrixot kapjuk.

A bazistranszformacid ismeretében az inverz numerikus
meghatarozdsa madr igen egyszerii. Induljunk ki az

AX=E

matrixegyenletbdl, amelybdl kaptuk az

A x =e
= “n =)

egyenletrendszert, amelyet meg kell oldanunk, és a megoldasul
szolgald X matrixot az A jobboldali inverzének nevezziik. Meg
kell tehat keresni az E “egységmatrix oszlopvektorainak az A
matrix altal meghatarozott bazisra vonatkozd koordindtait’
Mivel az A matrix kdzos és csak a jobboldali egységvektorok
kiilénbszdek, az egyenletrendszert egy tdblazatba foglalva
egyszerre oldjuk meg. Nem kell ugyanis mast tenniink, mint ba-
zistranszformiacioval felcserélni az A és E matrixok szerepét.
Technikailag ezt ugy végezzik, hogy egy tdblazatba az A mat-
rix mellé felirjuk az e, egységvektorokat, azaz az E egység-
matrixot, ¢s az A os?logvektoralt elemi bazistranszformacido-
val rendre bevonjuk a bazisba, s minden transzformdciénal ki-
szamitjuk az E oszlopvektorainak koordinatait a megvaltozott

bazisra vonatkozoan.

Hatarozzuk mey tehat az

1 2 1
A 2 ) 3
1 b 3
mal rix inverzet. Foyglaljuk tablazatba az A matrixot és irjuk

welle az B egysegmatrixot. [Az X értékeket kiemeltik a fej-
rovatha. /
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a bazisba az

A matrix oszlopvektorait

[

i
xl XA X.| )(2 X3! X3!
+ : :
< 2 11100 2 111 o of-1i5 -2 of6-3 1
x, 2 5 3lo 1 o|[lJrt2 1 of1k2 1 0|3 2-1
€ ] 1 1
x, 1 3 340 0 1|1 21 o 1f[if1 -1 1f1-1 1
o ] ! 1
I
Tehat -
6 -3 1
é_l -3 2 -1
1 -1 1
J
A szamitasok helyességét ellendrizuzik az
AX=E
alapjan.
102 1 o -3 1 I o 0
2 9 3 = 2 =] (8] X (6]
1 3 3 1 | 1 8] O 1

A szanitasokat
jarunk el.

kezoképpen

Felirjuk

X *e Xy
| 2 1
2 5 §
1 3 §

egyszeribben

veygezhel jik el, ha a kdvet~-
a kivotkezd tablazatot:
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Ebben a tablazatban az Xy szimbOélumok az un. pri-
mal valtozdkat, az uy 521%bolamok pedig az un. dualis
valtozdkat Jelentik A p% fvaltozokhoz az A matrix oszlop-
vektorait, a dudlis valtozdkhoz pedig az E egységmatrix oszlop-
vektorait rendeltilk. Az A matrix invertéldsa felfoghaté ugy,
hogy megkeressilk az E egységmatrix oszlopvektorainak az A osz-
lopvektorai &ltal meghatdrozott bdzisra vonatkozdé koordinadtdit.
Ez azt jelenti, hogy fel kell cserélni primdl vdltozdk és a
dudlis valtozdk szerepét.

A szémitdsokat a kdvetkezBképpen végezzik:

a./ Generdld elemet valasztunk a, /A generdld elem va-
lasztasndl a sorrend, - hogy melyik oszlopbdl és
sorbdl valasztjuk - lényegtelen, a szamitasok végre-
hajtdsa utdn azonban vissza kell térni a helyes sor-
rendhez. Tudjuk azt is, hogy a generdldé elem nem le-
het nulla./ Uj tédblazatot szerkesztilink, amelynek a-
datait a kovetkezdképpen hatédrozzuk meg:

b./. A generald elem helyébe beirjuk annak reciprokat.
; 1
Vagyis 7
i

c./ A generadld elemnek megfeleld oszlop t&bbi adatdt meg-
kapjuk, ha az eldzd tablézat megfeleld adatait szo-
rozzuk a generadld elem reciprokénak "-1"-szeresével
[ - y-val/

d./ A tdbbi adatot az elemi bazistranszformacidval kap-
csolatban tanultak szerint szamitjuk ki.

Az eldbbi példank tehat a kdvetkezd szamitadsokhoz vezet:
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u u, Xq
X 5 -2 -1
x -2 1 I

Y3 3
Xy -3
Xy - 2 -
Xq =1
Tehat
6 -3 1
Al - |3 2 -1
d; =, 1
Vegyilik az
Ax=Db

egyenletrendszert és legyen A az eldbbi haromszor harmas mat-
rix, b pedig a kdvetkezs:

b = [13, 32, zg'T

Keressllk azt az x vektort, amely kielégiti az
Ax =D

egyenletrendszert, vagyis

1 2 1 rxl 13
2 5 3 Xy = 32
1 3 3 X3 23
Tudjuk, hogy
x=atp

és mivel ismerjik, hogy
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g
] =3 1

R 2 -1
x - 1

b = [:13, 32 23]

az x vektort a kdvetkezOképpen kapjuk meg:

6 =3 1 13
x = |-3 2 -1 32
R 1 23]
azaz
M6 -3 1
a3l13+ | 2| 324+ |-1] 23 =
1 -1 1
78 -96 23 5
= |-39] + | e4] + |-23| =
13 | -32 23 4

Ellendrizzik, hogy A x = b, azaz

i g 5 5 4 4 13
3 2 = |10| + |10} +| 12| = |32
€ 3 3 4 5 6 12 23

tehdt az egyenletrendszert valéban megoldottuk.

Végiil invertaljuk az eldbbi matrixot ugy, hogy a generé-
16 elemet mas sorrendben valasztjuk meg, majd az eredményt
rendezzik elSbb a sorok, majd az oszlopok szerint.

| *1 *2 e
u) 2 1
2
u, 2 5 3
1 3 3
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2

Xy 1 2 1
up -2 1
uj sl 1 2

uy X, u,
Xy 3 1 -1
X3 -2 1 1
ujy 3 Hﬂ -2

uy u u,
Xy 6 -
X4 1
Xy = - 2

Rendezzik a sorokat x, és x4 felcserélésével:

uy ug u,
xq 6 -
Xy ~5 -1
X3 1 1 1
Most rendezzilkk az oszlopokat az u, és u3felcseréléaé-
vel:
b U3
% 6 =3 1
X, - 2 o
X 1

Mint latjuk, eredményiil az inverz matrixot kaptuk ugyan-
ugy, mint eldbb.

A tovabbiakban tekintsiik meg numerikus példadk alapjan a
linearis egyenletrendszerek megoldasat.
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8.4. Linearis inhomogén requldris egyenletrendszer megol-
dasa

Ha az

AXx=5b

linearis egyenletrendszerben az A matrix kvadratikus és nem-
szingularis, akkor az egyenletrendszert megoldani annyit je-
lent, mint meghatdrozni azt az x vektort, amely az adott e-
gyenletrendszert kielégiti. Mint tudjuk, a megoldas sziikséges
és elégséges feltétele, hogy a b vektor benne fekiidjék az A
matrix oszlopvektorterében, azaz hogy a b vektor kifejezhetd
legyen az A matrix oszlopvektorainak linedris kombindcidjaként,
vagyis

X, + a

a;x,; x, + ... + ax =b

272 -n"n

A b vektornak az a,, a,, ..., a_ bazisvektorokra vonat-

kozé koordinitai éppen a‘kerdsett ismBretleneket adjak.
Legyen feladatunk az

11
28
xy + sz + Xq = 1

I

b x2 + x3

2xl + X, + 4x3

vgyenletrendszer megoldasa.

Azt, hogy a b vektor benne fekszik-e az A matrix oszlop-
vektorterében, a bazistranszformacié soran megismert eljaras-
sal allapitjuk meg, azaz

B & #51 & l 2, 2 b '§3 1 2 I b
RS T : ll :
%€ Y Parf o1 o1 b |3y s
] ] [}
X0 2 1 4 i 28 -] 2 1 6 [-2 i -6 2
]
e ! 3 ! i 5] 2 o i 4 [Z]i 16| 4
Tehat a b ovektor benne fekszik az A oszlopvektorterében‘
€85
b o= ‘y.«] + .{L}Z t AL_ij
[ oY
1 1 1 5 2 4 11
) S BRI + 4 4 TGl +1 2 + |16 =128
3 6 4 15
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vagyls az egyenletrendszer megoldasa

A matrixok faktorizacidéja alapjan - mint tudjuk - az A
matrixot az

A = él [gr' !ﬂ

farnaban is felirhatjuk. Most azonban D = O, vagyis

1 [e] 1 i 1
A = 1 = 2 1 4
l_J (e} d 1 3 L
és
2 [ p]x=-2,a-0
azaz
¥ I 1 o 1 5 1l
2 4 i =12 4 2| =1]28
1 3 1 o 1 4 3 1 4 15

Mivel nincs olyan vektorunk, amelyet ne vontunk volna
be a bazisba, a faktorizadcidénak az adott esetben nincs jelen-
t8sége .

Szamitsuk most ki az A matrix inverzét:

Xy X, Xy
uy l. 1 i
us 2 1 4
uy 1 3 i

B e S
®y i '¥ 1
1", -2 [-1] %
u, 2 0
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uy u, X
Xy =1 1 3
X, 2 =1 =2

wu| -5 2[4

u u

By, 2 3
x| 2,75 -0,5 -0,75
Xy =-0,50 [0] 0,50
%3 {-1,25 0,5 0,25

Most az A inverzének ismeretében az egyenletrendszer az

x=2a1p

alapjan is megoldhaté, azaz

2,7  -0,5  -0,75 11
' -0,50 o 0,50 28 =
=1,25 0,5 0,25 15
= o] T -
2,75 -0,5 -0,75]
-0,50 | 11 + o | 28 +| 0,50 15 =
| -1,25 | 0,5 0,25
30,25 -14 M-11,25 5
-5,50 + (o] + 2+¢50 =
-13,75 | 14 L 3,75 i

a megoldas tehat most is

0ldjuk meg most a k&vetkezd egyenletrendszert, ahol

- mint 1latni fogjuk - az A kvadratikus matrix szingularis.
X, + 2%, + Xy = KL
2%y + 3x2 + 3x3-= 18

2xl +ox, + 5x3 = 10
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Vigezziik el a szamitasokat:

= 1 1 ]
<' _‘11 9.2 53 : L ' 22 Ay 1 b J 23 : E
- T ] ]
M 2 vt 2 1) | 3
2 303 bas|E1] 1l -af-1! 4
] ] 1
2 1 5 F 1O} =3 1 -12 o1 (o]
{ i i ]

Az a3 most nem vonhatdé be a bazisba és

b = 3a; + 4a,
vaqgyls az A matrix oszlopvektorterében az a,, a, oszlopvekto-
rok bazist alkotnak, viszont az a vektorrai ma¥ linearisan
fiiggd rendszert kapunk. Valdban 5% a, vektor linedrisan fligg
az a,, a, vektoroktol, kifejezhetd azok linearis kombinacid-
jakéit, azaz

&y < My Ny
tenat
1 2 1
a, 3| 2 = 3 = 13
2 | 1 5

v« adott egyenletrendszerben csak két fliggetlen egyen-
Lot i van - amint majd erre még visszatériink - hadrom ismeret-
lenne |, tehat az egyenletek €s az ismeretlenek szama nem egye-
cik meg. B2 oviszont azt is jelenti, hogy r/A/ = 2, vagyis a
matrix rangja es rendje nem egyezik meg, tehat az A matrix

sz tlari Tudjuk viszont, hogy a szingularis matrixoknak
iik , tehat wmost az inverz nem hasznalhatdé az egyen-
letrendszer meyoldasara.

A taktorivacio alapjan viszont most a kovetkezoket irhat-
juk feds

| 7 1 8] 3 1 2 il
A Ay [‘1' n'] 2 ) o1 I 2 3 3
) 1 O 0 D) 2 1 5



1ot

vagylis
1 2 1 i 1 [5 3 3 2 11
b = 3 3 (6] 1 =1 4 1= =118
! O
1 5 6] [§] 3 [¢] 10

8.5. Linearis inhomogén irregularis egyenletrendszerek
megoldasa

Tekintsiik az
Xy % X, ¥ R F X4 = 5
2xl + 3x2 + 4x3 + bx4 = 12

3xl + 4x2 + 5x3 + 6x4 = 17

linearis egyenletrendszert és oldjuk meg.

l a; &, 2, g4i9 lez a, E"i b ay 54|l b ‘
- T T T
0 2 12 1ds |1 1 1tls5)-1 =217 3
2 3 a4 s 12 | [l e iz 34 2
| I
34 s e hir |12 3 o ol o

A b vektor tehat kompatibilis az a,, a, oszlopvektorok

altal generalt altérre nézve. Ugyanakkor az a5 és a, vektorok
4z ay, a, vektorokto1l figgenek, ugyanis

1] M1 M1
ay = | h,\l) vea, = (=) 2] + 2 |3| =4
L3 L 4 L5
7 1 17
ag = (-2)a, v osa, o (=g | 2|+ 3|3 =|s
._-‘- 4— 6—

weoaslois jelent, hogy csak két fligyetlen egyenletiink
van, o hhomadik oa ket elso o egyenlet kvetkezménye .

Hatarozod meq as 4 bransepona 1L janak rangjat, mert igy
wirnt bt foguk A 1s kideridl, hoyy a két egyenlet milyen
st i kombinacro paval tehet 0 hanwadikat eldallitani.
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U w N
G w

o

hatdrozzuk meyg ennek rangjat

|ey By By | By By |y |

2 3 2 3]

103 4 ] 1 |1

14 s 2 2 |[o

105 6 3 3 |lo
tehat 91 + 92 = 1_33 azaz

1 2 3

PR L PO 3=
1 4 5
1 5

vagyis a harmadik egyenlet az elsd két egyenlet Osszege.

Mivel az A matrix oszlopvektorai koziil csak két lineari-

san fiiggetlen vektor valaszthato, r/A/ = 2.

Faktorizaljuk az egylitthato matrixot, azaz

) g =L -2
A ﬁl[ B _Q:l % 2 3 9] 1 2 3] .
= 3 4 0 8] 9] &)

Lsmer jiik , hogy az

Ax b

Guszetiigyés felirhato ac

1'\l [‘:‘ ' I;J bt Al d b

formabian, ami csal akkor all 1enn, ha

[ﬁn:', []:l x -
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és ahol a d vektor a b vektornak az matrix adltal meghataro-
zott koordindtdit tartalmazza, peldanﬁb

3
a=1,|

Bontsuk az x vektort két komponensre, az x_ kotbtt isme-

retlenek vektorara és az X szabad 1smeretlenek—6ektorara, vagy-

is
X = T
] Xpr Xg
és akkor
Xyr
S g P
=s
vagyis
+Dx =
Xy 2 By £
amibdl
=d-Dx_ ,
Zr = ==s

ezzel megkaptuk az egyenletrendszer altaldnos megoldaséat.
Tudjuk, hogy
8 = QR ~ ¥
az egyenletrendszer szabadsagfoka.

Az x_ vektor komponenseit tetszés szerint megvalasztva,
partikularis megoldasokhoz jutunk.

Példankban
= =2
aq’| o=
2 3
tehat
3 =1 -2
X~ - e
2 2 3
Legyen az Xo vektorunk c¢qgy zcrusvektor, tehat
' [O,L]
=8

ix

amikoris
3
~r r

L&;J



és
X = E, 2, 0O, O]
Ha viszont
w b
akkor

vagyis
X = [6, -3, 1, i]

Ellendrizziik, hogy az

Ax=b

most 1s teljesiil, azaz

6

101 1 1 6 3 1 1 5
3 4 s|{73 =12 -] 9|+ |al+]|s]|=| 12
a s ef|lt 18 12 5 6 17

1] L

Alakitsuk at az eldbbi egyenletrendszerlinket ugy, hogy a
harmadik egyenlet jobb oldaldra 17 helyett lrjunk 15-6t, és
probaljuk megoldani.

2y @, a3 a, Bl 3, 8; 81 Rjay 34 B
1 1 ]
. , -
b v v o1fs| 11 1! 5 | -1 —2E
2 3 4 5112 b2 !
14 s 6118 1 2 310| 0o of-2
1

A feladatot nem tudjuk megoldani, a b vektor nincs benne
az A matrix oszlopvektorterében, hiszen

2 -
L a, b 2 a, 2 33
Mivel két lincarisan tiggetlen oszlopvektort tudunk ki-
valasztani, Lehat (/A[ 4, arra gondolunk, hogy valamelyik
egyenlet o masik ketts kGvelkezménye. Az A matrix transzponalt-
janak rangjat mar as e lobb weghataroztuk, s ebbdl kiderilt,
hogy a harmadik egyenlet ars elsd két eogyenlet 6sszege. EllenS-

rizhet jik, hogy ov ae cgyenletrendszer bal oldalara vonatkozoan
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igaz, azonban a jobb oldalra nem all fenn, hiszen 5 + 12 = 17,
de egyenletrendszeriinkben itt csak 15 taldlhatd. Most tehat

a harmadik egyenlet nem k&vetkezménye az elsd kettdnek, illet-
ve csak a bal oldal kdvetkezmény, a jobb oldal viszont nem,
tehat az egyenletrendszer ellentmonddsos és nincs megoldasa.
Nem biztos tehat, hogy egy egyenletrendszernek van megoldasa,
ha az ismeretlenek szama nagyobb, mint az egyenletek szama.

A megoldhatdosag feltétele, hogy az A matrix rangja megegyezzen
az[ﬁ E]rangjéval, vagyis

r /Al =x [|A, B/

Legyen adva egy olyan linedris egyenletrendszer, amely-
ben az egyenletek szdma tébb, mint az ismeretlenek szama

/m > n/. Vegylik példaul az

X, + 2x2 = 7

1
2xl + 3x2 = 12
3xl + 5x2 = 19

4x1 + 7x2 = 26

egyenletrendszert és vizsgadljuk meg, megoldhatd-e?

] ]
|21 2} B| a5} & b
2:. i 2 i 7 3
2 3 i 12 | [1] ) -2 2
3 5119 | -1 E =2 o
4 7026 -1 1 -2 0
A megoldas tehat xy = B x, = 2, vagyis

b=3a +2a

tehdt a b vektor kompatibilis az A oszlopvektorterére nézve,
és
r [A] = 2

A harmadik és a negyedik egyenlet tehat az elsd két e-
gyenlet kdvetkezménye, s kifejezhetd azok linedris kombind-
cidéjaként.

Allapitsuk meg az A transzponaltjanak rangjat
b b

By By By By| B " by By] By By
Lol 2 5 a2 3 a1 2
2 3 5 7= -1 - 1 1
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ALaz
by = by ¥ 8y
By = 20y * by

vagyis a harmadik egyenletet megkapjuk, ha az elsd és masodik
zgyenletet Osszeadjuk, a negyedik egyeuvletet pedig akkor kap-
juk meg, ha a masodik egyenlethez hozzaadjuk az elsd egyenlet
kétszeresét.

Legyen most adva a kovetkezd egyenletrendszer

Xy + 2xz + 'IxJ = B
2xl + 2x2 + le‘ 8
3xl * 4x2 + 17X3 34
4xl + 6x2 $: 24x3 = 20

vizsgaljuk a b vektor kompatibilitasat.

By B 2y & j8; Ba] B4 E5 ) B
L T T
71 6 | 2 70 e 512
2 2 10 E g |z2] -4 i -4 > )2
1
3 4 17 ) 14 |-2 -4 [ -4 ol o
4 & 20 4 20 |-2 4 | -4 ol o
1 [ [ |
Az egyenletrendszer megoldasa
xl = 2, 1("y & ‘.‘;" 8}

Az eddiy tanultak alapjan konnyen rajoviink, hogy az 2y
vektor linearisan fligy az aysoa vektoroktdl a

3 ﬂj t 2 da,

formaban. Lattuk azt is, hogy o harmadik es a negyedik egyen-
let kOvetkezménye az elso &s oo nasodik cqgyenletnek.

Az egyenletrendszer (Obbr meagoldasatl  az

e o 1 %
L .

alap jan allitoat juk o lo.
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8.6. Linearis homogén regularis egyenletrendszerek megol~
dasa

Az eldbbiekben inhomogén egyenletrendszerekkel foglalkoz-
tunk. A tovabbiakban vizsgdljuk a homogén egyenletrendszereket,
amikoris - mint tudjuk - b = O, vagyis

Ax =0

A homogén egyenletrendszernek mindig van megoldisa, mivel
b = 0 és a zérusvektor minden altérnek eleme, tehat a O vektor

Kompatibilis az A oszlopvektorterére nézve. Az A x = O homogén
egyenletrendszert az x = 0 vektor feltétlen kielégiti’, hiszen

A0 =0. Az x = 0 megoldast trividlis megoldasnak nevezziik.

Ha A kvadratikus matrix és nem-szinguldris /tehdt rendje

és rangja megegyezik/, akkor az

Ax=0

megoldasaként kapjuk, hogy

x=2"0=0
vagyis trivialis megoldashoz jutunk. Ilyen esetben nincs is mas
megoldas.

Oldjuk meg az

X + ZXZ # 3x3 = 0
le + Zaz + DX 4 (0]
+ ¥ x. =
X 5x2 X3 (6]
egyenletrendszert.
A tanultak alapjan ellendrizhetjik, hogy a r/A/ = 3 vagy-
is az A matrix nem-szingularis, rangja és rendje megegyezik.
Hatarozzuk meg a< A inverzét., Kapjuk, hogy
4,6 1,4 0,8
A_l = 0,;6 0,4 0,2

0,8 (57 '“r@J
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A megoldas tehat

4,6 1,4 0,8
x = A 0=]0,6 -0,4 042
0,8 -0,2 -0,4

Cc c C
1
o O O

vagyls a megoldas csakis
x=0
lehet.
Legyen most egy olyan példank, amikor az A matrix szin-

gularis, azaz rangja kisebb, mint rendje. /Mint tudjuk, az
ilyen matrixnak nincs inverze./

2xl + 2x2 + 4x3 =0
2xl + 5x2 o Xy = (0]
3x1 +ox, + 8x3 = O

A trividlis megoldas természetesen most is létezik, de
mint la4tni fogjuk, létezik mads megoldas is.

Hatarozzuk meg most a matrix rangjat.

3 2 By | By 33| 34
2] = 4 12 3
2 s 1 Bl -3 | -1
3 1 g | -2 2 o
Tehat
r/al = 2

vagyis a matrix szingularis és

By =3l — 0y

Az egyenletrendszer altalanos megoldasa, mint tudjuk

Xx. 7 d- D x,
ahol a d a b vektornak az A matrix altal meghatarozott koor-
dinatait tartalmazza. Mivel Azonban b a9, igy d = 0, elegen-

dé tehat a D-t negallapitani.

peldankban -



tehiat
Xy -box, <o b
...L o
azaz példankban
-3
. = L%
[
Most ha xj = 1, akkor
=3 =3
X 1
* 1 L

vagyis az egyenletrendszelr megoldasa

X7 «3., X, 1, Xy = 1
valoban
2 2 4] 0
(—3) 20 + |5 v 1 = o
L 1 a H g L‘)
Ha Ky = Lo B
r»j U
vagyis X = -6, X, =2, *y 2
azaz
2 2 4 O
(-6) 2| + 25|+ |1 8
3 LJ t O
AZ X érteket tehat tetsoo sserint felvehetjik, s ettdl
tilggoen az egyenlet rendszernel wegrelen sok megoldasa van.
Bo/o bLinearis homogen crsegidaris gyycnletrgggszerek

megolddasa

fla  ax
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egyenletrendszer homogén /b = O/ és irregqularis, vagyis az e-
gyenletek szama /m/ és az ismeretlenek szadma /n/ nem egyezik
meg, tehdt m < n vagy m > n, az egyenletrendszernek mindig
van a trividlis megolddson kiviil mds megoldasa is.

Tudjuk, hogy homogén egyenletrendszerben

a=09
igy
X, = - D xg
Legyen feladatunk az
% + 2x2 + xqy + 3x4 =0
2xl + 2x2 * 3x3 e X, =0
% + 3x2 + 2x3 + 2,5x4 =0
egyenletrendszer megoldasa, ahol m<n.
Hatdrozzuk meg D-t
2 233 23 | & 23 23, | a3 7 |

3 2 & 3 2 -2 2
%t 1 -2] 1 -5. |[-0,5 2,5]1,5
2,5 1 1 =o0,5]| |1,5] -3,0]-2

J 2
Xp =~ Dxy = 18 | Ey
-2
Ha példaul Xy = 3
-2 -6
X = -1,5| . 3 =|-4,5
2 6
vagyis
xl = -6, Xy = -4,5, Xq = 6, Xy = 3
ellendrizziik !
. 2 3 o]
(-6) | 2|-4,5|2|+6|3]+3]1 =|o
1 3 2 2,5 o



Legyen most

%

1

2Ky

bXJ

4x|

cyyenletrendszer

Hatayozzuk

a4 5
és
H
x =
= L
3
&5 ha %, 2
3
5
e ‘
%
=

vagyls x

KEllendrizaik:

i
M-~

+

i

2

18]

feladatunk

%

*2

+

megoldasa,

e a D-t

176
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Linearis egyenlétlenségrendszerek megoldasa

A gazdasagi szamitdsok soran, mint latni fogjuk, igen
nagy szerepik van az egyenldtlenségrendszereknek. A linedris
egyenldtlenségrendszerek altalanos alakja

ajy x1 + a12 Xy ¥y ogoe aln X3 bl
a21 x1 + a22 x2 ® o W ay, X g b2
ayy ¥y Fag, X, F oo dag X% bm
amit Osszevontan az
Axsb

formaban irunk fel.

Gyakran vizsgaljuk valanely kivalasztott egyenl@tlensé-
get. Vegylik példaul a rendszer i-odik egyenlBtlenségét, azaz

a X, b dsn X b wsw bogy O . - Xx <b

il =1 12 ~¢ i) ] in “n = Ti
amit Osszevontan a
N o

5 !
formaban is jeldlhetiink.

ElSfordul,hogy a rendszerben nem csak ¢ iranyu, hanem
> iranyu relaciok is talalhatok. Tegylik fel, hogy az i-edik
egyenldtlenséy » iranyu, vaygyis

)E a;. %. = b,
1 2] ] B

Lz viszont kinnyen < alakra hozhato, esupan -l-gyel
kell beszoroznunk, vagyis

cgyenlot lenséy chyivalens o
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agyenlétlenséggel.

Lehetséges az is, hogy a rendszerben egyenlet is szere-
pel. Tegyik fel, hogy

Minden egyenlet helyettesithetd azonban vele egyenérté-
ki két egyenldtlenséggel, vagyis

P

AL B b,

J 1) ] s 1

; Bya Xy = b

j i3 73 =i
esetén L

.a,. X, = b,

J 1) 3 1

Az elmondottakb6l belathato, hogy mind az egyenletek,
mind az » irdnyu egyenl&tlenségek a

%
A - b
J 13 3 20

normal alakra hozhatok.

A gazdasagi szamitasok soran csak a nemnegativ megolda-
sokat keressiik, azaz amikor x > O és altaladban a feladatok-
ban b > 0, ezért mi az un. normal egyenldtlenségrendszerekkel,
vagy roviden normalrendszerekkel fogunk foglalkozni, azaz

A x<b, x

v

0 bz0
A 2 relaci6ju egyenldtlenségek esetén altaldban nem -1-
gyel valo szorzast, nanem mas eljarast fogunk kévetni.
Nemcsak egyenlet alakithato at egyenldtlenséggé [ami-
kor az egyenletet két azonos értékii, ellentétes iranyu egyen-—
lotlenséygel helyettesitjik,/ hanem az egyenlStlenségek is
atalakithatok egyenletekkd.

A

cgyenlat lensegagel cgyener ekt a



vygyenlet, ahol v, U hianyvaltozonak nevezzitk és azt mutatja,
hogy a bal oldal mennyivel kevescbb, mint a jobb oldal. /Meny-
nyi hianyzik a bal oldalrol, hogy az rgyenléo legyen a jobb
oldallal./ Ennek alapjan az

helyett az

Ax+u-b uZ e

feladatot oldhatjuk meg, ahol u vektor a b - A x kiilonbséget
jelenti.
Hasonloképpen a
Z

& By By
J 13 3]

v
o2

egyenldtlenséggel egyenértékii a

&g - 5
i aij xj vi bi

egyenlet, ahol-v,-t tdbbletvaltozonak nevezzik és mutatja,
hogy a bal oldallmennyivel nagyobb, mint a jobb oldal /mennyi
a tobbletiink/. Ennek alapjan az

Axgzb

helyett az
Ax-v- b vz2o0

feladatot oldhatjuk meg.

Annak jeldlésere, hogy a feladatban mind a <, mind a 2
iranyu egyenldtlenség, s6t az egyenlet [/=/ is eldfordul, al-
kalmazzuk az

A x

Vi

b

format, amely egyenértéki az

feladattal, ahol az u és v vektorok az A L kiilénbségét
jelentik.

Az cayenlot lenseyrendscort kiclegito vek torok halma-
sat a lehetsdéges megoldasok halimavanak nes iik es L-lel je-
Lol gk . il ae Lo hodmar new res, akkor gz cqgyenlotlenségrend-
scort konvisztensnek, ol lenkez2d esetben inkonzis ensnek ne-
Sk,




= 180 =

Legyen adva az

X, + 2x. pS 10
1 2 <
2x, + 3x, = 17
1 2 <
4x1 + 3x2 = 30

egyenldtlenségrendszer, s feladat ennek megoldasa. A hianyval-
toz0k bevezetésével a feladat felirhatd az

%y + 2x2 + uy = 10

le # 3x2 + u, = 17

4x1 + 3x2 + uy = 30
formaban.

Ha a lehetséges megoldasck halmazdbél az x =[O, O]T vek=n,

tort vessziik, akkor u; = 10, u, =17, u, = 30. Ha az x =[1 1]
vektort valasztjuk, kor u; =77, u, = 22, uy = 23, az x ={2, f_l
esetében u, = 6, u, = 10, u3 = 19, stb.

Az x vektort a megoldas primal részének, vagy primilis

E\egoldésnak, az u vektort a megoldas dualis részének, vagy

dualis megoldasnak nevezzik.

Foglaljuk a feladatot tablazatba, kiemelve a valtozdkat
a fejrovatba.

Xy X, up u, uy b
1 2 L (¢} (0] 10
2 3 6] 1 0] 17
4 3 O 0] 1 30

Latjuk, hogy az x vektorhoz az A egylitthatématrix, az
u vektorhoz pedig az E egységmatrix tartozik. A feladat megol-

dasat az ismert modszerckkel kapjuk.




- 181 =

t

Xy uy u, Uy : b

%y 2 1 0 E 10

-1} -2 1 o I -3

-5 -4 1 | -10

b Uy u3 B

X .3 -2 e} 4

5 -2 0

-14 5 !
1

uy u, b

xq 3 -2 4
X, -2 1 :
uy -14 5 i

Tehat
x, = 4, x, =3, u =0, uy = o, uz = 5.

A szadmitads, mint tudjuk, az E elhagyasdval egyszeriisit-
ve is elvégezhetd, azaz

[, %) B | x|k E
X ur 2 E 10 3 E 10 4
Xy D 2 3 117 bo-3 3
Uy 4 3 i 30 -5 i -10 5
1 1
A megoldas most is
x; = 4, x, = 3, u; = 0, u, =0, uy = 5.
Az elsd [induld/
Xy X, b
| |
uy 2 10
u, 3 17
3 30

Y3
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téblézat is egyféle megoldast mutat, mégpedig az x, = O, X, =0,
u; = = 17, uy = 30 megoldast. Ez a trivialis bazismEgol-
das. Az u omponenselt bazisvaltozoknak is szoktuk nevezni,
mig az x ~ komponensei a szabad valtozdk. Az

Ax+u=b

trividlis megoldasa

x=0, u=bh

Mint mondottuk, a. gazdasdgi szamitdsok soran kdvetelmé-
nyilink az is, hogy az egyenletrendszer nemnegativ megoldisait
allitsuk eld. Ezt a kdvetelményt teljesitjlik, ha az utolsd tab-
lazatban a b vektor koordindtai nemnegativak. Célszerll arra td-
rekedni, hogy a szamitdsok sordn a b vektor koordinatdi koézétt
egyik tdblazatban se szerepeljen negativ érték. Ezt elérhetjiik
akkor, ha a generdld elemet ugy vadlasztjuk meg minden lépésben,
hogy a >
b b

2
——= , = stb.
alj a4

hanyadosok k&ziil a legkisebbnél valasztunk generdld elemet.

Vegyiik az alédbbi feladatot

X, + 2x, + 4x, S 18
I 2 3 ¢
2x, + 3%, + 5x, = 25
I 2 3 <

= 12

Xy toxy * 3x3

Oldjuk meg az egyenldtlenségrendszert.

‘ Xy x, e b
uy 1 2 4 13 18 : 1 = 18
u, 2 3 5 25 25 5 2 = 12,5
uy 1 3 12 12 : 1 = 12

Ha tehat az elsd oszlopbdl vdlasztunk generdld elemet,
célszerili annak harmadik elemét valasztani, mert ekkor kaptuk
a legkisebb hényadost. Elvégezve ennek alapjain a transzformi-
ciét, a kdvetkezd tablazatot kapjuk:

| u,y Xy X5 l b

u =3 1 1 1

u; =2 =1 1

X 1 1 3 12




Valasszuk most a masodik oszlopbdl generdld elemet.
A kbvetkezd tablazatunk

Us Yy *3 =
uy -3 -1
X, =2 4 1 1
xq 3 -1 4 11
A megoldas ® = 3L; Xy = 1; Xy = 0, u, = 0,
u, =0, u,y =0
A
xl x2 s e xn
uy ajq aj, cee Ay bl
% | Boa  mew B | By
um an1 am2 ceeoAn bm

tédblazatot vagy matrix alakban felirva az
| =

‘_1,5!13

tablazatot szimplex téblazatnak nevezzik.

Megjegyezziik, hogy ha A kvadratikus és nemszingularis,
akkor az x vektor az ismert b&zistranszformdcidé altal kicse-
rélhetd az u bazisvektorral. Ha A nem kvadratikus és rangja
r, akkor atrendezéssel elérhetd, hogy A az elsd r sorban és
r oszlopban helyezkedjen el, s ezzel az X kicserélhetd az u,
valtozdkkal.

A linedris programozasi feladatok megolddsa sordn mi a
szimplex mdédszert fogjuk alkalmazni. Kiindulunk a
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szimplex tablazatbdl és vigyazva, hogy a b vektornak csak nem-
negativ koordindtdi legyenek, bazistranszformicidékat hajtunk
végre. Az eljarast grafikusan is szemlé&ltethetjiik kétvaltozés
feladatok esetén.

0ldjuk meg az

Ka o+ Xy s 5
2:'(1 + 3x £ 12
2 <
X 4 ?.x2 = 9
egyenldtlenségrendszert.
X, Xy b
uy 1 5
u, 2 3 12
2
uy 3 9
1 %2
x 1 1 5
u, -2 2
uy =1 1 4
Y Y%
X =1
X - | 2
u ~1, 2
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A megoldasok L hatrmaza

A megoldédsok L halmazdt az OABC pontokat 8sszek&td vona-
lak adltal hatdrolt négyszdg pontjai alkotjdk. A OABC négyszdg
egy konvex poliéder. Az L halmazt konvex halmaznak nevezziik,

ha e halmaz barmely két pontjaval egylitt az azokat a pontokat
8sszekdtd szakaszt is tartalmazza [28-29. &bra/.

29 dbra
Konvex halmaz

A poliéder sokszdgli testet jelent. Kon-
vex poliéder a négyszdg, a kocka, a ha-
romsz8g, de egy szakasz is. A konvex
poliéderek zart és konvex halmazok. A
korlatos konvex poliédereket konvex po-
litépoknak nevezzilkk. Igy a konvex po-
1litop az elCbbi abrankban az OABC négy-
szbg is.

A lehetséges megoldasok L halma-
2at azok az x vektorok adjdk, amelyek
az adott egyenldtlenségrendszert kielé-
gitik, azaz xe L. Az L extremalis pont-
janak nevezziik azt az x € L vektort, a-

mely nem belsd pontja egyetlen olyan

szakasznak sem, amely benne van az L halmazban. A OABC négy-
sz8g 0, A, B, C pontjai tehdt extremdlis pontok /csucspontok/.
Olvassuk le Abrankon az extremdlis pontokhoz tartozdé koordi-

natakat.

A O ponthoz a trividlis megoldas tartozik, vagyis

X =0 és ekkor u=>b

Az A ponthoz tartozd koordinatak

X = [5, O]T, ekkor u = [O, 2, 4]T
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A B ponthoz tartozdé koordinaték
x=[3,2], exkor u-=[o,0, 2]
A C ponthoz tartozé koordinatak
X = [0, 4], ekkor u = [l, () l]

Az olyan konvex politdpot, amelynek eggyel t8bb csucsa
/extremdlis pontja/ van, mint amennyi dimenzidja, szimplexnek
nevezzilk. A konvex poliéderek k&zdtt a legegyszeribb alakzat
a szimplex. E szerint tehdt az n dimenzids szimplex olyan kon-
vex poliéder, amelynek n + 1 extremalis pontja van.

Nulldimenzids szimplex a pont.

Egydimenzids szimplex a szakasz.

Kétdimenzids szimplexek a haromszdgek.

Haromdimenzidés szimplexek a tetraéder.

A haromndl t&bb dimenzids szimplexeknek nincs mar kiilén
nevik.
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