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Előszó az internetes kiadáshoz 

 
1958-ban Magyarországon az Agrártudományi Egyetemek közül elsőként 

szerveztem meg az operációkutatás és számítástechnika mezőgazdasági alkalma-
zásával kapcsolatot kutatást, majd 1961-ben az oktatást (akkor csak megtűrt 
fakultatív tantárgyként), s a mai napig foglalkozom a témakörrel, s nyugdíjazásom 
után is több könyvem jelent meg az interneten.  

Egész életemet a matematika, az operációkutatás és a számítástechnika mező-
gazdasági alkalmazása oktatásának, elméleti és módszertani, valamint a gyakorlati 
alkalmazás fejlesztésének szenteltem, s alkotásaimat széles körben alkalmaztam is 
a gyakorlatban, sőt nem csak Magyarországon, hanem külföldön is. (Nem vagyok 
matematikus, agrárközgazdászként végeztem.) 

Könyveimet (a régebben nyomtatásban megjelenteket is) a Magyar Elektro-
nikus Könyvtárban jelentettem meg. Ezzel is elő kívántam segíteni, hogy minél 
több egyetemi hallgató, oktató és kutató térítésmentesen hozzájusson az újabb és 
újabb eredményekhez és az oktatásban használható anyagokhoz. 

Több egyetemi jegyzetet is írtam, amelyek nagyobbrészt saját tudományos 
eredményeimet foglalják össze. Ezekben igyekeztem szisztematikusan, jól tanul-
ható módon leírni az elméleti és módszertani ismereteket, s ahol csak lehetett, 
törekedtem azokat gazdasági tartalommal megtölteni. Nem tudok arról, hogy 
bármely agráregyetemen ilyen tananyag a mai napig kiadásra került volna. 

Véleményem szerint egyetemi jegyzeteim ma is hasznosak lehetnek az agrár-
egyetemi (és más egyetemi) hallgatók, valamint a gyakorlatban dolgozó agrár-
szakemberek számára, annak ellenére, hogy a mezőgazdaságban jelentős (nem 
kedvező) változások mentek végbe. Ezért úgy döntöttem, hogy szegényes eszkö-
zeim alkalmazásával, sok munkával, ha erőm is megengedi, megkísérelem 
ezeknek az egyetemi tananyagoknak a Magyar Elektronikus Könyvtárban történő 
megjelentetését, hogy azokhoz bárki térítésmentesen hozzáférhessen. 

Az alábbi négy kötetet kívánom változatlan formában megjelentetni: 
1. Gazdasági matematika és számítástechnika. I. (Első kötet). Gödöllő, 1975 
2. Gazdasági matematika és számítástechnika. II. (Második kötet). Gödöllő, 1975 
3. A számítástechnika alkalmazása az operatív irányításban. Debrecen, 1987 
4. Operációkutatási ismeretek és mezőgazdasági alkalmazásuk. Debrecen, 1988 
A Gazdasági matematika és számítástechnika kétkötetes jegyzetem még a 

Gödöllői Agrártudományi Egyetemen került kiadásra 1975-ben, majd a Debreceni 
Agrártudományi Egyetemen változatlan formában történt utánnyomása. Az akkori 
gépírással készült jegyzetek eléggé megsárgultak, ezért is az utóbbit adom közre, 
s az anyagon annyi változtatást eszközöltem, hogy a tartalomjegyzéket, amely 
akkor a második kötet hátulján szerepelt, az első kötet elejére, közvetlenül az 
internetes kiadáshoz fűzött előszó után is bemásoltam, hogy az olvasó az első 
kötet kinyitásakor tájékozódhasson mindkét kötet tartalmáról. 
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Célunk, hogy a Gödöllői Agrártudományi Egyetem Mezőgazda-
ságtudományi Kar üzemszervezési Szak hallgatói számára egy o-
lyan egységes tananyagot dolgozzunk ki, amely felöleli a leg-
fontosabb gazdaságmatematikai módszereket és számítástechnikai
ismereteket, s egyidejűleg áttekinti azok mezőgazdasági alkal-
mazásának legfontosabb módszertani kérdéseit.

Másrészt törekedtünk arra, hogy munkánk egyidejűleg kézi-
könyv jellegű is legyen és támpontot nyújtson a végzett hallga-
tóknak, valamint a mezőgazdaságban dolgozó, gazdaságmatematikai
módszereket alkalmazó, vagy aziránt érdeklődő mezőgazdasági
szakemberek számára a matematikai alapok és a mezőgazdasági al-
kalmazás legfontosabb kérdéseiben.

E két célkitűzés egyeztetése nem könnyű feladat és azt a-
ligha sikerül maradéktalanul megoldani. Alapvetőnek a tananyag
kialakítását tekintettük. Ennek rendeltük alá az anyag szerke-
zeti és didaktikai felépítését. Azáltal azonban, hogy a külön-
böző eljárások matematikai alapjainak ismertetését azonnal kö-
veti azok mezőgazdasági alkalmazása módszertanának tárgyalása,
egyrészt megkönnyitjük az egyetemi hallgatók számára a matema-
tikai alapok elsajátítását és egyidejűleg az alkalmazás módszer-
tanának és eredményességének megismerését, másrészt lehetővé
tesszük, hogy a gyakorlatban dolgozó szakemberek a különböző
eljárásokhoz tartozó matematikai alapokat és az alkalmazás mód-
szertani ismereteit együtt találják meg, s igy egy-egy eljárás
iránt érdeklődő szakemberek számára elegendő néhány fejezet át-
tanulmányozása a szükséges ismeretek elsajátításához.

Arra törekedtünk, hogy a legszükségesebb matematikai ala-
pokat és az alkalmazás módszertani kérdéseit kellő részletes-
séggel, de minél egyszerűbben, a matematikai alapok tárgyalását
is mezőgazdasági példákkal illusztrálva Írjuk le. Reméljük,
hogy tananyagunk tanulmányozása nemcsak az Agrártudományi Egye-
tem hallgatóinak, hanem a gazdaságmatematikai módszerekkel és
számítástechnikával foglalkozó mezőgazdaságban dolgozó szakem-
bereknek is hasznos segítséget tud nyújtani. Azok számára pe-
dig, akik a tárgyalt témakörök iránt mélyebben érdeklődnek,
irodalomjegyzékkel kívánunk segítséget nyújtani.
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B E V E Z E T É S

A gazdasági kérdések tanulmányozása, a gazdaságirányítás
és a gazdasági vezetés, a gazdasági döntésmegalapozás, az in-
formáció és információ-feldolgozás célszerű kialakítása, vala-
mint a gazdasági irányításban és a vállalatvezetésben a kor-
szerű modellek és eszközök alkalmazása a szocialista gazdaság
fejlődésével mindinkább előtérbe kerül.

Az utóbbi években rohamosan terjed a korszerű matematikai
nódszerek és a számítástechnika gazdasági alkalmazása. Ez ter-
mészetes is, hiszen alig van a gazdasági tevékenységnek olyan
mozzanata, amely ne lenne szoros kapcsolatban a matematikával.

Egyszerűbb esetekben elegendő lehet a matematika alapmű-
veleteinek felhasználása. Bonyolultabb feladatok során esetleg
a legkorszerűbb matematikai eljárásokat kell alkalmaznunk. Sok-
szor bonyolult, vagy kiterjedt matematikai feldolgozást kell
elvégeznünk, s ilyenkor a korszerű elektronikus számitógépek
zyujtanak segítséget.

Képzeljük csak magunkat egy mezőgazdasági vállalatvezető
zelyébe. A vállalatvezetőnek sokszor kell döntenie. Néha a dön-
tés viszonylag egyszerű. Pl. ha arról kell döntenie, hogy egy
munka elvégzésére hány gépet állítson be a gazdaságvezető, ak-
kor az elvégzendő munka volumenének, az elvégzéshez rendelke-
zésre álló időnek és a gépek fajlagos teljesítményének ismere-
tében a döntéshez csupán egy szorzás és egy osztás műveletére
Tan szüksége. Nehezebb a helyzet, ha egyidejűleg többféle mun-
kát is kell végezni. Ismerjük az egyes munkák elvégzésének op-
timális idejét, azonban a különböző munkák egymáshoz kapcsolód-
zak és elvégzésük többféle géppel vagy gépkapcsolattal is lehet-
séges, de a gépek korlátozott mennyiségben állnak rendelkezés-
re, stb. Ebben az esetben már számos tényezőt kell a döntéshez
márlegelni, hogy a feladat elvégzését ugy szervezzük meg, hogy
-raCamennyi munkafolyamatot optimális időben, sőt azokat a lehe-
%c legkevesebb költséggel végezzük el. Ilyenkor még a gépek
meghibásodásának lehetőségére, a különböző gépek teljesitményé-
a=t összehangolására, a tényleges teljesítménynek a tervtől va-
1: elzérésére, időjárási tényezők miatt munkanapok kiesésére,
a-=. is tekintettel kell lenni. Utóbbi tényezőket azonban nem
* =nprjük előre, számolnunk kell tehát azzal, hogy bizonytalan
r_l-ények között kell döntést hozni. Ilyen döntések során már

_ ;-^ratikai alapmüveletek alkalmazása nem elégséges.

Még bonyolultabb problémával találja magát szemben a vál- ,
_^_2%vezető, amikor pl. a vállalat komplex fejlesztési tervét
*_=_! elkészítenie. Milyen termékeket termeljen, milyer mennyi-
Bez=er.? Milyen technológiai eljárásokat célszerű alkalmazni?
*__yan termelési erőforrásokat kell biztosítani? Milyen üteme-
-^zen kell a fejlesztést végrehajtani? A kérdések megválaszo-
-^sázál számos tényezőt kell mérlegelni. Mindenekelőtt olyan
==:iesztési tervet kívánunk elkészíteni,_amely hosszú tavon is
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a lehető legjövedelmezőbb gazdálkodást biztosítja. Egyidejűleg
azonban számos más objektív es szubjektív tényező hatására is
figyelemmel kell lenni. Ilyen pl. a dolgozok szociális es mun-
kakörülményeinek javítása, a szakember-szükséglet és a szükség-
let kielégítésének lehetősége, a műszaki fejlődés tendenciája,
a tudományok uj eredményei, a fogyasztói igények, stb. stb.

Az, hogy érdemes-e valamilyen terméket termelni, illetve,
hogy az adott terméket milyen volumenben célszerű termelni
- más tényezők mellett - döntően attól függ, hogy az mennyire
jövedelmező. Ez viszont függ a fajlagos hozamoktól és az árak-
tól, valamint a termelési költségek alakulásától. Azonban mind
a fajlagos hozamok alakulása, mind pedig a költségek alakulása
függ attól, hogy milyen technológiával termeljük az adott ter-
méket, milyen eszközök szükségesek a termeléshez és milyen áron
szerezhetjük be ezeket az eszközöket.

Másrészt viszont, hogy milyen technológiát célszerű alkal-
mazni, az nagymértékben függ attól, hogy milyen eszközök állnak
rendelkezésre, vagy szerezhetők be, milyen áron, valamint attól,
hogy az adott terméket milyen volumenben termeljük, illetve mi-
lyen más termékeket milyen volumenben termelünk még.

Hogy milyen eszközöket kell vagy célszerű a termeléshez
biztosítani, az ismét függ attól, hogy milyen termelési szerke-
zetet valósítunk meg és milyen technológiát alkalmazunk.

A komplex vállalatfejlesztési tervek készítése során fel-
vetődő három alapvető döntési feladat /a termelés szerkezeté-
nek, az alkalmazandó technológiáknak, valamint a szükséges ter-
melési forrásoknak a meghatározása/, tehát egymással szoros
kapcsolatban és kölcsönhatásban van.

Az egyes döntési feladatok önmagukban is egy összefüggő
bonyolult rendszert alkotnak. Valamely termék termelése eset-
leg más termék termelését is szükségessé teszi, vagy más termék
termelését kizárja, esetleg két vagy több termék termelését
meghatározott arányban lehet csak megoldani. Valamely gép al-
kalmazása célszerűvé teszi, vagy kizárja más gépek alkalmazá-
sát, két vagy több gép között célszerű mennyiségi viszonyt
kell létesíteni. Ha egyik terméknél döntünk, főleg, hogy mi-
lyen technológiát alkalmazunk, az kihat arra, hogy milyen tech-
nológiát célszerű más termékeknél alkalmazni, stb.

A feladat megoldása során az áraknak is nagy szerepük
van. De az árak változnak és különösen távlatilag az árak ala-
kulása tekintetében nagyfokú bizonytalanságban vagyunk. A ter-
méshozamokat sem ismerjük biztosan előre, sem pedig a gépek
élettartamát, teljesítményét /ami attól is függ, hogy a munkát
melyik táblán végezzük, vagy milyen az időjárás az adott munka
elvégzésének idején/, stb.

Nagyfokú bizonytalanság körülményei között kell tehát
egy nagyon bonyolult döntési feladatot megoldani. Döntésünk vi-
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szont hosszú távon behatárolhatja a vállalat fejlődését és a
gazdálkodás eredményességet.

Még bonyolultabb formában jelentkeznek a döntési felada-
tok magasabb szinteken /népgazdasági, ágazati, területi szinte-
ken/. A népgazdasági szükséglet, valamint a külkereskedelmi le-
hetőségek felmérése, esetleg befolyásolása, a népgazdasági és
a vállalati érdekek összehangolása utján a vállalatok gazdálko-
dásának célszerű szabályozása és orientálása, a termelés cél-
szerű területi elhelyezésének ösztönzése, stb. igen bonyolult
döntési feladatok elé állítja a gazdaságirányítást.

Távolról sem szabad azt gondolnunk, hogy a gazdaságmate-
matikai módszerek és a számitógépek alkalmazásával egy csapásra
megoldjuk ezeket a feladatokat. A gazdaságmatematikai módszerek
és a számitógépek eszközként szolgainak ahhoz, hogy a gazdasági
döntéseket egzakt módszerekkel jobban megalapozzuk. A gazdasági
problémák sokoldalúbb és komplex vizsgalatával, sokféle dönté-
si változat előállításával megalapozottabb döntéseket hozhatunk.
A gazdaságmatematikai módszerek és számitógépek azonban csak
eszközként szerepelnek a gazdaságvezető kezében, de a döntési
feladat megfogalmazása éa maga a döntés a gazdaságvezető felada-
ta marad éppúgy, mint ahogy a döntési felelősséget is a gazda-
ságvezetőnek kell vállalnia.

Látni fogjuk azonban, hogy a korszerű gazdaságmatematikai
módszerek és számitógépek milyen nagy, semmivel nem pótolható
segítséget nyújthatnak a gazdaságvezetőknek mind a gazdaságira- "*
nyitás, mind pedig a vállalatvezetés szintjén.
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1. FEJEZET

A gazdasági döntések és modellek. A gazdaságmatematikai módsze-
rek és számítástechnika szerepe a döntések megalapozásában.

1.1. A gazdasági döntések folyamata

A gazdasági döntések folyamata 5 szakaszra osztható fel:

a./ A döntési feladat felvetődése

A döntési folyamat tulajdonképpen azzal kezdődik, hogy a
gazdasági vezető bizonyos információkkal rendelkezik, amelyek
alapján döntési feladatok merülnek fel. Pl. a vállalat rendelke-
zik meghatározott fejlesztési alappal. Dönteni kell arról, hogy
azt hogyan használják fel. Lehetséges, hogy adott, eddig alkal-
mazott technológia alkalmazása a jövőben nem lehetséges /pl. va-
lamely szükséges gép vagy anyag nem szerezhető be, mert gyártá-
sát megszüntették/, vagy nem látszik célszerűnek /pl. uj, kor-
szerűbb, hatékonyabb eszközök vagy anyagok szerezhetők be/. Dön-
teni kell, hogy helyette a jövőben más technológiát kell alkal-
mazni. Az is lehet, hogy a vállalat nem rendelkezik fejlesztési
célkitűzéssel,fejlesztési tervvel. Ki kell dolgozni a vállalat-
fejlesztési tervet. A terv megvalósítása során azonban kiderül-
het, hogy az adott vállalatfejlesztési terv megvalósítása idő-
közben megváltozott feltételek következtében nem volna célsze-
rű. Módosítani kell tehát a vállalatfejlesztési tervet, vagy
uj tervet kell kidolgozni.

b./ A döntést befolyásoló feltételek és körülmények felmé-
rése

A döntési feladat felvetődése után tájékozódnunk kell a
döntést befolyásoló feltételekről és körülményekről. Ennek so-
rán számbavesszük a vállalat mindazon belső és külső feltéte-
leit és körülményeit, amelyek egyáltalán a döntésre valamilyen
befolyást' gyakorolnak. Vizsgáljuk a gazdaság jelenlegi helyze-
tét, erőforrásait, azok változtatásának lehetőségeit, a piaci
lehetőségeket, az árakat, illetve a piac és az árak változásá-
nak lehetőségeit. Informálódunk a népgazdasági igényekről és
célkitűzésekről, a gazdasági szabályozókról, illetve azok vál-
tozásának lehetőségeiről, a partnerekről, stb.

A megszerzett információkat feldolgozzuk és elemezzük, s
ennek alapján megvizsgáljuk, hogy a döntési feladat ténylege-
sen fennáll-e és ha igen, a körülményeket mérlegelve, döntési
koncepciókat alakítunk ki.
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c./ Döntési koncepciók kialakítása

A döntést befolyásoló feltételek és körülmények elemzése
alapján alakítjuk ki a döntési koncepciókat. Pl. a fejlesztés-
re rendelkezésre álló pénzeszközöket felhasználhatjuk egy uj
szarvasmarha- vagy sertéstelep létesítésére, vagy a meglévő
celepek bővítésére. De felhasználhatjuk a fejlesztési alapot
<_ilönböző gépek beszerzésére, s ennek alapján lehetőségünk van
arra, hogy valamely növény vagy növények termelését bővítsük,
vagy azok termelése során alkalmazott technológiát megváltoz-
tassuk. Esetleg a terület egy részét öntözésre rendezhetjük be.

Ha valamilyen állattenyésztési telepet létesítünk, akkor
esetleg többféle típusból lehet választani. Ha vállalatfejlesz-
zési tervet készítünk, akkor többféle termék termelésére van
lehetőségünk, s azokat bizonyos korlátok között termelhetjük,
többféle technológiát alkalmazhatunk a különböző termékek ter-
melésére, stb. A döntés során többféle célt /magasabb jövede-
lem elérése, a költségek csökkentése, a jövedelmezőség javítá-
sa, a munka kulturáltságának javítása, a munka megkönnyítése,
stb./ lehet szem előtt tartani. A döntési koncepciók kialakítá-
sa nem jelent döntést, csak a döntési lehetőségek és körülmé-
nyek meghatározását, s a döntés majd a döntés megalapozása u-
-án történik meg.

d./ A döntés megalapozása, döntési változatok kidolgozá-
sa

Ennek során a döntési koncepciókból kiindulva, elvégezzük
a szükséges számításokat, döntési változatokat dolgozunk ki. A
döntések megalapozására és a döntési változatok kidolgozására
alkalmazzuk a gazdaságmatematikai módszereket és a számítástech-
nikát, amelyekkel a későbbiekben fogunk részletesen megismerked-
ni.

e./ Döntés

A döntési változatok összehasonlítása, elemzése és mérle-
gelése alapján a gazdaságvezetés dönt arról, hogy melyik dön-
tési változatot válassza ki gyakorlati megvalósításra. A döntés
tulajdonképpen szelekciót jelent /to selekt is to reject/, vagy-
is kiválasztani annyi, mint szelektálni, azaz a döntési lehető-
ségek összehasonlítása során szelektálunk, elvetjük a kevésbé
jó változatokat, s ezáltal kiválasztjuk a legjobbat. A döntés-
hozatal tehát olyan választási folyamatnak fogható fel, amely
a különböző cselekvési lehetőségekre /beleértve a nem cselek-
vést is/ terjed ki és eredménye a döntés, vagyis valamilyen
cselekvési lehetőség melletti elhatározás.
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L.2. A modellek

A gazdaságmatematikai módszerek és a számítástechnika al-
kalmazása leginkább a döntések megalapozásában nyújt segítsé-
get. Ilyenkor a döntésmegalapozás jellemzője, hogy matematikai
módszereket használunk fel és a döntésnek valamilyen cél vagy
célok szempontjából optimálisnak kell lennie. A gazdasági mate-
matikai módszerek alkalmazása feltételezi, hogy a megoldandó
problémát a matematika nyelvén fogalmazzuk meg. Tulajdonképpen
a valóság matematikai modelljét készítjük el, s ennek alapján
végezzük el vizsgálatainkat. Modellek segítségével azonban ál-
talában nem tudjuk a valóságot hűen kifejezni, hanem azt bizo-
nyos szempontból le kell egyszerűsítenünk. Sokszor az egyszerű-
sítést éppen a vizsgálat célja teszi szükségessé, hogy a vizs-
gálat szempontjából lényegtelen körülményeket kiszűrve, a lénye-
gesre irányítsuk a figyelmet. Utóbbi szükségessége különösen
elméleti vizsgálatok esetén gyakori. A gyakorlati döntések meg-
alapozása során viszont mindig törekedni kell arra, hogy a mo-
dell lehetőleg minél hűbb képe legyen a valóságnak. Ha mégis
kényszerülünk a valóság leegyszerűsítésére, nagy figyelmet kell
fordítani arra, hogy az nem jelentheti a valóság torzítását,
mert ekkor vizsgálatunk igen félrevezető lehet.

Általában a modellek három típusát különböztetjük meg:

a./ Képszerű modellek

A képszerű modellek a valóságot képszerűén jelenítik meg,
jellemzőjük, hogy statikusak és csak akkor változtathatók meg
értelemszerűen, ha az eredeti rendszer is megváltozik. Ilyen
képszerű modell a fénykép, a makett, a menetrend, stb.

b./ Analóg modellek

Az analóg modelleket az jellemzi, hogy a megfigyelt való-
ság és a modell jellemzői között szoros kapcsolat van. Az ana-
lóg modellek viszonylag könnyen változtathatók és alkalmasak di-
namikus összefüggések vizsgálatára is. Analóg modellek pl. a
térképek, a grafikonok, a folyamat-ábrák, a kísérleti állatok
és a növények, stb.

c./ Szimbolikus modellek

Szimbolikus modellek esetén a vizsgált folyamat egyes ,
tényezőit és a köztük levő kapcsolatokat matematikai szimbólu- !
mokkái fejezzük ki. Ilyen modellek alkalmazása során nem jelent
problémát a változások hatásának elemzése.

Arra is lehetőségünk van, hogy kombinált modelleket alkal-
mazzunk, így pl. a szimulációs modellek /amelyekkel később rész-
letesen megismerkedünk/ részben analóg, részben szimbolikus mo-
dellek.
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A gazdaságmatematikai módszelek alkalmazása során külö-
nösen fontos szerepek játszanak az optimalizálási modellek. E
modellek több szempontból osztályozhatók:

Az elemi tevékenységek természete szerint megkülönbözte-
tünk:

a./ Folytonos modelleket, amikor a modellben szereplő ele-
mi tevékenységek mind folytonosak, tehát tört értéket is felve-
hetnek. Pl.a termelt tejmennyiség lehet 1500 liter, 1501 liter,
1501,5 liter, vagy 1501,75 liter, stb.

Hasonlóképpen a búza átlagtermése hektáronként lehet 25 q,
25,5 q, vagy 25,32 q, stb.

b./ Diszkrét modelleket, amikor a modellben szereplő e-
lemi tevékenységek kizárólag diszkrét tevékenységek lehetnek,
tehát csak egész értéket vehetnek fel. így pl. a munkaerő lehet
500 fő, 501 fő, stb., de nem lehet 501,5 fő, vagy 501,22 fő.
Hasonlóképpen nem tudunk vásárolni fél vagy negyed traktort,
stb.

c./ Vegyes modelleket, amikor a modellben mind folytonos,
=ind pedig diszkrét tevékenységek szerepelnek. Pl. ha egy válla-
latfejlesztési tervet készítünk, a termelt te-jr, vagy termék-
mennyiségek tört értéket is felvehetnek, tehát folytonos tevé-
kenységek lehetnek, de a beszerzendő gépek csak egész értékűek
lehetnek.

Általában a gyakorlatban a folytonos modellek vannak job-
ban elterjedve, mivel azok kezelése matematikai és számítástech-
nikai szempontból sokkal egyszerűbb. Ha azonban a folytonos mo-
dell nem alkalmas a valóság ábrázolására, hanem annak lényeges
leegyszerűsítését igényli,- ezért esetleg gyakorlatilag hasz-
nálhatatlan, vagy félrevezető eredményhez vezet, - kénytelenek
vagyunk diszkrét vagy vegyes modellt alkalmazni.

A modellek aszerint is osztályozhatók, hogy paramétereik
pontosan meghatározható konstansok, vagy olyan véletlentől függő
mennyiségek, amelyek értékét csak bizonyos /egynél kisebb/ való-
színűséggel tudjuk meghatározni. Ilyen szempontból megkülönböz-
tetünk:

a/ Determinisztikus modelleket, amikor a modell paraméte-
rei egyértelműen meghatározhatok.

b/ Sztochasztikus modelleket, amikor a modell paraméterei
véletlentől függő mennyiségek.

ség.
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A gazdasági problémák természete általában sztochaszti-
kus jellegű, tehát a gazdasági vizsgálatok során a sztochasz-
tikus modelleknek van prioritásuk. Pl. a mezegazdaságban nem
tudjuk pontosan megadni a várható termésátlagot, a várható tel-
jesítményadatokat és költségadatokat, hanem azok alakulása szá-
mos tényezőtől függő valószínűségi változóként tekinthető. A
sztochasztikus modellek problémái azonban még távolról sincse-
nek olyan szinten felderítve, mint a determinisztikus modellek
problémái - bár az utóbbi időben a kutatás e téren is nagy lé-
pésekkel halad előre -, ezért a gyakorlatban jelenleg általá-
ban a determinisztikus modelleket alkalmazzuk.

Az optimális programok meghatározásánál alkalmazott mód-
szer szerint megkülönböztetünk:

a/ Statikus és

b/ dinamikus modelleket.

E megkülönböztetés kizárólag a módszer matematikai struk-
túrájára vonatkozik és nem a modell közgazdasági tartalmára.
Közgazdasági szempontból dinamikus probléma ugyanis vizsgálha-
tó statikus módszerrel is és viszont közgazdaságilag statikus
probléma vizsgálatánál alkalmazunk dinamikus módszert is.

1.3. A gazdaságmatematikai módszerek és a számítástechnika
szerepe a gazdasági döntések megalapozásában

A mezőgazdaságban gyakran merülnek fel olyan döntési fela-
datok, amelyek megoldása sok, egymással kölcsönös kapcsolatban
lévő tényező mérlegelését kívánja meg. Ha pl. el kell dönteni,
hogy egy állattenyésztő telepet létesítsünk vagy ne létesítsünk,
mérlegelni kell, hogy a különböző megoldási lehetőségek közül
melyiket /milyen épületeket és technológiai eljárásokat/ lenne
célszerű alkalmazni, hogyan tudjuk biztosítani a szükséges ta-
karmánybázist, milyen hatása van ennek a növénytermelés szer-
kezetére, a gépszükségletre, stb.stb. Egy konkrét döntési fela-
dat tehát lényegében az egész vállalati gazdálkodásra kihat,
hiszen a mezőgazdaságban az egyes ágazatok általában szoros és
kölcsönös sokoldalú kapcsolatban vannak egymással.

A gazdaságmatematikai módszerek azonban nemcsak a dönté-
sek megalapozása során nyújtanak hathatós segítséget, hanem a
gazdasági elemzések során is. Ha múltban lejátszódó eseményt
vizsgálunk, akkor sem közömbös annak vizsgálata, hogy mi lett
volna optimális, mennyire tértünk el attól és miért? Az elté-
rés milyen hatással volt az eredményre, stb. Másrészt a múlt-
ban lejátszódó események vizsgálata alapján bizonyos összefüg-
géseket, törvényszerűségeket tudunk feltárni, tendenciákat tu-
dunk meghatározni,amelyeknek alapján következtethetünk a jövő-
re, vagy tudunk hozni olyan döntéseket, hogy az adott jelensé-
get célszerű módon alakithassuk.
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A vizsgálatokat végezhetjük népgazdasági, ágazati-minisz-
tériumi, területi és vállalati szinten. Vizsgálataink felölel-
hetnek komplex problémákat, vagy részproblémákat, aszerint, hogy
mi a célunk.

A gazdaságmatematikai módszerek és számítástechnika helyét
és szerepét a mezőgazdaságban tehát röviden ugy határozhatjuk
meg, hogy a gazdasági matematikai módszerek és a számítástechni-
ka a mezőgazdaság számos területén és különböző gazdasági szin-
teken alkalmas múltbeli folyamatok vizsgalatara, elméleti vizs-
gálatök elvégzésére és döntések megalapozására.

A gazdasági életben számos gazdaságmatematikai módszer
alkalmazható. Tananyagunkban nem tuduo* e^at aindegyf&ével rész-
Zetesen foglalkozni, csak azokkal a legfontosabb módszerekkel,
amelyek a mezőgazdasági gyakorlatban jelenlegi ismereteink sze-
rint a leginkább alkalmazhatók. Ennek megfelelően foglalkozunk
a matematikai programozással, a szállitásszervezéssel, a terme-
lési függvényekkel, az ágazati kapcsolatok mérlegével, a háló-
tervezéssel, a grafikus módszerekkel és a nomogramokkal, vala-
mint a szimulációs módszerekkel. Mindezek mellett megismerke-
dünk a számitógépekkel, valamint azok programozásának alapjai-
val is.
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2. FEJEZET

A matematikai programozási modell általános megfogalmazása

A gazdaságmatematikai módszerek közül jelenleg a gyakor-
latban leginkább a matematikai programozást alkalmazzák. A to-
vábbiakban elsősorban erre irányítjuk a figyelmet. Ebben a fe-
jezetben még csak általánosságban fogalmazzuk meg a matematikai
programozási modellt, majd pedig annak speciális típusát, a
legegyszerűbb és jelenleg a gyakorlatban leginkább használatos
formáját, a lineáris programozást. Egyszerű példát is megvizs-
gálunk a lineáris programozás alkalmazására, majd röviden - in-
kább csak vázlatazerden - áttekintjük a matematikai programozás
gyakorlati alkalmazásának területeit. A következő fejezetben
a kétváltozós lineáris programozási modellekkel és a grafikus
lineáris programozással foglalkozunk, majd ezután kerül tárgya-
lásra a grafikus lineáris programozás mezőgazdasági alkalmazá-
sa lehetőségének bemutatása. Mint látni fogjuk, a grafikus li-
neáris programozás még nem igényel különösebb matematikai fel-
készültséget és bizonyos feladatok megoldása során hatékony
segítséget nyújt az optimum megközelítéséhez.

A matematikai programozás megértéséhez viszont szükséges
a matematikai alapok megismerése. Ezért a grafikus programozás
tárgyalása után a programozás matematikai alapjaival foglalko-
zunk. Ezután kerül sor a matematikai programozás gyakorlati
alkalmazása módszerének ismertetésére.

2.1. Az általános matematikai programozási modell

Tegyük fel, hogy valamely mezőgazdasági vállalat n-féle
tevékenységet folytathat. Egyelőre nem vizsgáljuk e tevékenysé-
gek konkrét tartalmát, csak megjegyezzük, hogy a tevékenységek
jelenthetik valamely termék termelését, valamilyen szolgáltatás
ellátását, beruházási tevékenységet, stb. valamilyen módon foly-
tatva.

A tevékenységek - egyelőre ismeretlen - szintjét jelöljük
xi, %2, ..., x^-nel. Ezek alkotják a matematikai modell válto-
zóit. Eszerint x. jelenti a j-edik tevékenység /j = 1, 2,...,
n/ szintjét. A vállalat a tevékenységeket bizonyos céllal vég-
zi. A cél különböző lehet, pl. minél magasabb jövedelem eléré-
se, az export fokozása, vagy az import csökkentése, stb. Tegyük
fel, hogy példánkban a tevékenységek célja minél nagyobb jöve-
delem elérése. Nyilvánvaló, hogy a megtermelhető vagy realizál-
ható jövedelem függ attól, hogy a vállalat a különböző tevé-
kenységeket milyen szinten és milyen arányban folytatja, azaz
ha a megtermelhető vagy realizálható jövedelmet z-vel jelöljük,
annak nagysága az x változók függvénye, vagyis

/2.1./ z = f/x. , x , ..., x /.
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Az igy megfogalmazott függvényt célfüggvénynek nevezzük.
Természetesen a vállalat a cél minél jobb megvalósítására
törekszik, pl. minél több jövedelem elérésére, vagy minél több
exporttermék előállítására, vagy minél kevesebb importanyag
felhasználására, stb. Az Xj, % 2 , ..., x„ változók értékeit te-
hát ugy kell meghatároznunk, hogy a célfüggvény azok mellett a
legnagyobb, vagy a legkisebb értéket vegye fel, vagyis keressük
a célfüggvény maximumát vagy minimumát, azaz szélső /extrém/
értekét, azaz

/2.2./ z = f/x^, X ] ' ..., x^/ = extrém.

A különböző tevékenységek földterületet, munkaerőt, esz-
kBmBket és anyagokat igényelnek. A rendelkezésre álló földte-
rSletet, munkaerőt, eszközöket és anyagokat általában termelési
arzfcrrásoknak, vagy egyszerűen erőforrásoknak fogjuk nevez-
z_i.x. Az erőforrások egy része korlátozott mennyiségben áll ren-
delxezésre, vagyis azok felhasználható mennyisége adott. Jelöl-
;zk az r-edik erőforrásból rendelkezésre álló mennyiséget b -rel.

Az erőforrások felhasználására mérlegeket irunk elő. A,
mérleg egyik oldalán jelöljük az adott erőforrásból a szOkség-
leza%, a másik oldalán pedig az abból rendelkezésre álló meny-
z iséget. Mivel a különböző erőforrásokból felmerülő szükség-
le- szintén az x_j értékek függvénye, az %y értékeket ugy kell
=e-.-álasztani, hogy a mérlegek két oldala között megfelelő, ál-
%al%r.k előirt viszony"/reláció/ legyen. Előírhatjuk, hogy a mér-
lec két oldalán levő mennyisegek pontosan megegyezzenek, vagy,
z:gy az egyik oldalán levő mennyiség nem lehet több, mint a má-
=Lk oldalon.

Eszerint tehát keressük az x^, x%, ..., x^ változóknak
azckat az értékeit, amelyek mellett a célfüggvény extrém ér-
zéket /maximumot vagy minimumot/ vesz fel, azonban az xi, X2,
..., x változóknak ki kell elégíteniük még bizonyos merleg-
felzételeket, amelyeket mérlegegyenletek

/2.3./ *r /*!' %2' " " *n/ " b p ,

*agy mérlegegyenlőtlenségek

/2.4./ $^ /x^, x%, ..., x^/ - b^,

elletve

/2.5./ *r /*!' *2' ''"' ^ / ^ ^ r

alakjában fogalmazhatunk meg.

z Egyelőre ezek részletesebb vizsgálatától eltekintünk.
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Az igy megfogalmazott mérlegegyenleteket, illetve mér-
legegyenlőtlenségeket mérlegfeltételeknek, vagy korlátozó fel-
jicteleknek szoktuk nevezni. ~*~ ^"

Az Xi , xg, .-., %n változóknak ki kell még elé=izer.i::<
az un. határfeltételeket*', vagy nemnegativltásl feltézelexez,
azaz

/2.6./ x^, Xg, ..., x^ = 0.

A /2.1./ formulában kizárólag azt fogalmaztuk meg, hogy
a célfüggvény értéke /pl. a jövedelem tömege/ a különböző te-
vékenységek méretétől függ /a különböző termékekből terzelz
mennyiségektől, a szolgáltatások kiterjedésétől, stb./, s a
/2.2./ formula szerint azok szintjét ugy kell megválaszzar.L,
hogy a célfüggvény extrém értéket vegyen fel /pl. a ler.ezc leg-
nagyobb jövedelmet érjük el/. E formulában egyelőre ir.ég a:%
sem konkretizáljuk, hogy a célfüggvény értéke /z/ hogyan, zz-
lyen formában függ az x változóktól.

Kizárólag e célfüggvény alapján esetleg az mutatx=z-a
célszerűnek, hogy a vállalat csak egyféle tevékenységet. f:ly-
tasson, esetleg minden határon tul növekvő mértékben. .-.zcr̂ ar.
mint arról már szó volt, a különböző tevékenységek erőfcrrss:-
kat igényelnek, amelyekből korlátozott mennyiségek állr.ak a vál-
lalat rendelkezésére, behatárolva a különböző tevékenységek le-
hetséges méreteit. Pl. ha a vállalatnak adott földterület áll
rendelkezésére, s azt maradék nélkül fel kell használnia a
termelés céljára, ez a területmérleg egyensúlyának biztosítá-
sát kívánja meg. A területszükséglet szintén az x_j vál%cz:kscl
függ /valamilyen formában/, s ez képezi a mérleg egyik clfa-
lát /*r/xi, %2' ----' x_/ /, s meghatározott mennyiségű zerü-
let áll rendelkezésre /b^/, ami a mérleg másik oldalát adja.
A mérleg két oldala között meghatározott egyensúlyt kell =iz%:-
sitani, azaz ha a terület pontos felhasználását kívánjuk, a
mérleget mérlegegyenlet alakjában kell megfogalmazni /2.j. .

A munkaerő- és eszközfelhasználásra vonatkozó ir,érle=e-.e%
viszont általában egyenlőtlenség formájában fogalmazzuk reg
vagyis nem irjuk elő, hogy pl. minden hónapban pontosar. és ra-
radék nélkül fel kell használnunk a rendelkezésre álló -_-/.=e-
rőt, hanem csak azt kötjük ki, hogy nem használhatunk fel zczz
munkaerőt, mint amennyi rendelkezésre áll, azaz a munkaerő fel-
használására egy felső határt, felső korlátot irunk elő, de

x/ Oskar Lange: Optimális döntések. Közgazdasági és Jogi Könyv-
** kiadó, Budapest. 1966. 51.o.

I
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_̂  -: e -esszUk, hogy azt ne használjuk fel teljes mérték-

Más esetben - mint később látni fogjuk - előírhatunk al-
:rláz=t is /2.5./, pl. megkívánhatjuk, hogy bizonyos ter-
::L vagy termékcsoportokból legalább egy meghatározott
_i=:=c termelni kell.

A 2.6./ formulában előírtuk, hogy az x^ értékek nem le-
%. ec -egativ mennyiségek. A vállalatvezető természetesnek

*$ri]a. r.ogy nem termelhet pl. -10O hektáron búzát vagy kuko-
zz=ár, vagy nem adhat az állatok elé -10 kg-ot valamely takar-
xényfeleségből. A matematikában azonban valamely egyenletrend-
?Jfr vagy egyenlőtlenség rendszer megoldása negatív erteket is
eredményezhet, illetve, ha ez nem kívánatos, vagy nem enged-
e-= =eg, azt külön feltételként kell előírni.

A mérlegfeltétel-rendszer /mérlegegyenletek és egyenlőt-
le-=ézek/, vagy másként a korlátozó feltételek rendszere

1.3./ - /2.5./ / és a határfeltételek /2.6./ általában az
i_ Táltoző többféle variációját megengedik, azaz többféle meg-
iás is lehetséges. Ezek azonban nem feltétlenül egyenérté-
_= s célszerű kiválasztani közülük azt, amely bizonyos cél,
a: célok szempontjából leginkább megfelel a gyakorlati meg-
i_:=L-ásra. A kiválasztás kritériumát a célfüggvényben fo-
: = _-a:hatjuk meg.

A gyakorlati alkalmazás során - mint látni fogjuk -
zec egyszerű probléma a célfüggvény közgazdasági tartalmának
meghatározása.

A matematikai programozás, s ezen belül a célfüggvény ál-
talános problémáját igen világosan fejti ki Oskar Lange. A ma-
tematikai programozás elméletét a rációnális^cselekvesről szó-
ló általános tudomány részének tekinti, a:az a praxeológiához
sorolja.xx/

A gazdasági programozás szempontjából legfontosabb praxeo-
lógiai eljárási elvnek a racionális gazdálkodás vagy a gazda-
ságosság elvét tekinti, amelynek ket változatát különbözteti
aeg:

a/ A legnagyobb eredmény elve: ha adott eszközráforditás
mellett a kitűzött cél maximalis fokát érjük el.

b/ A legkisebb eszközráforditás, vagy az eszközökkel való
zakarékossag elve: ha az adott célt /vagyis a cél előre megha-
zározott fokát/ a legkisebb eszközráforditással érjük el.

x Mezőgazdasági vállalatoknál általában lehetetlen olyan tervet
összeállítani, amely minden hónapban a munkaerő teljes és
maradéktalan felhasználását biztosítja. E követelmény modell-
be építése megoldhatatlan problémához vezetne.

xx/ Oskar Lange idézett könyve 11-15. o.
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A gazdaságosság elvének két változatát Oskar Lange egyen-
értékűnek tekinti. "Ki lehet mutatni, hogy a"*racionalis gazdál-
kodás elvének mindkét változata egyenértékű. Lényegében a ra-
cionális gazdálkodás elvének második változatát alkalmazva
- adott eszközkészlet mellett - végeredményben a cél megvaló-
sításának maximális fokát érjük el. Ha ugyanis kevesebb esz-
közt használunk a cél megvalósítása meghatározott fokának elé-
résére, vagyis bizonyos mennyiségű eszközt megtakarítunk, akkor
azzal a cél megvalósítási fokát megfelelően növelni lehet és
ezen az utón elérhetjük annak maximumát."*/ Helyteleníteni a
gazdaságosság elvének olyan megfogalmazását, amely a cél leg-
nagyobb megvalósítási fokát kivánja elérni a legkisebb eszköz-
ráforditás mellett. Valóban, az utóbbi megfogalmazás ellent-
mondásos és Oskar Lange elmélete a gazdaságosság elvéről és
a két változat egyenértékűségéről előrelépést jelent.

2.2. A lineáris programozási modell általános megfogalma-
zása

Az előző alfejezetben a matematikai programozási modell
általános megfogalmazása során nem adtuk meg konkrétan, hogy
a célfüggvény vagy a mérlegfeltételek milyen függvénytipust
képviselnek, csupán azt tüntettük fel, hogy itt valamilyen
függvénykapcsolat van.

Mind a célfüggvényben, mind a mérlegfeltételekben sokfé-
le függvénytlpus szóba jöhet, azonban egy bonyolult függvény-
rendszert tartalmazó modell gyakorlati tervezésben való al-
kalmazásának - legalábbis jelenleg - nincsenek meg a feltéte-
lei. Egyszerűségénél, könnyebb kezelhetőségénél és megoldható-
ságánál fogva, ma a lineáris programozási modell az, amely a
gyakorlatban szélesebb körben alkalmazható es elterjeszthető.

Ha mind a célfüggvény, mind a mérlegfeltételek lineári-
sak, azaz a

/2.7./ z = p^+PgXg+.-.+P x ^ extrém

és

/2.8./ 3^*1+^2*2+---+*rn%n = **'

illetve

/2.9./ ariXi+ar2*2+"-+arn*n = %r'

vagy /2.10./ ^1*1+3^*2+-"+*rn*n ^ "=r

x/ Oskar Lange idézett könyve 13.o.
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formában adottak, vagyis a /2.7./ - /2.1O./ a változókat első
fukon tartalmazzák, akkor lineáris programozási modellről be-
szélünk. Ellenkező esetben nemlineáris programozási modellel
állunk szemben.

A lineáris programozás mindenekelőtt azt a feltételezést
tartalmazza, hogy a p-j és a^j koefficiensek konstans értékek
és nem függnek az x^ értékek változásától. A vállalati terve-
zés szempontjából nézve, ez azt a feltételezést jelenti, hogy
adott termékből bármilyen mennyiséget is termelünk, egységnyi
termék pl. mindig ugyanannyi jövedelem realizálását teszi le-
r.etövé, a különböző eszközökből és anyagokból egységnyi termék
előállításához mindig ugyanannyit használunk fel, illetve egy-
ségnyi termék előállítása mindig ugyanannyi munkaerőt, gépi
munkát igényel, stb. Indokolt az a nézet, hogy a valóságban a
problémák nem ilyen egyszerűek, általában nem lineáris formá-
ban jelentkeznek. Ha a gyakorlatban mégis a lineáris programo-
zást alkalmazzuk, akkor tudatában kell lennünk annak, hogy szá-
mításaink csak annyiban tükrözik helyesen a valóságot, ameny-
nyiben a linearitás - jobb hiján - mégis elfogadható. Ha ez
nem áll fenn, kénytelenek vagyunk nemlineáris programozási mo-
dellt alkalmazni.

Tekintsük az előbbiekben megfogalmazott lineáris progra-
mozási modellt. Tegyük fel, hogy p^, P2, ..., P^ az első, a
második és így tovább, az n-edik termék egységnyi termelése
/l q, 1 ha, stb./ során nyerhető jövedelmet jelenti, míg mint
ismeretes, az x^, %2, -.., x,. a különböző termékekből terme-
lendő mennyiségeket szimbolizálják.

Ha az első termék egységnyi mennyisége /l q, 1 ha terme-
lése/ p^ mennyiségű jövedelem megtermelését, illetve realizá-
lását teszi lehetővé, s ha az első termékből x^ mennyiséget ál-
-itunk elő, akkor természetesen az első termék termelése során
Pl%l nagyságú jövedelemre számithatunk. Ha a szorzatokat vala-

I mennyi termékre vonatkozóan képezzük, megkapjuk, hogy a külön-
oöző termékek termelése során - adott mennyiségeket termelve -
aennyi jövedelem érhető el.

A termékenként nyerhető jövedelmek összege az adott vál-
lalat által elérhető jövedelem tömegét adja, azaz a vállalati

, ,<gsszes jövedelem tömege /z/, a /2.1./ szerint

/2.11./ z = p^x^p^x^+...+p^x^,

-^gy rövidebben felírva

/2.12./ z - .%, p^x.



Ha pl. a | az első termék egységnyi megtermeléséhez szük-
séges munkanapok számát jelenti az r-edik hónapban és az első
termékből x^ mennyiséget állítunk elő, akkor ehhez nyilvánva-
lóan az r-edik hónapban a X̂g munkanapra lesz szükség. Ha e
szorzatot minden termékre vonatkozóan elvégezzük, megkapjuk,
hogy a különböző termékek tervezett mennyiségének megtermelé-
séhez az r-edik hónapban hány munkanapra van szükség. Ezek ösz-
szegezése az adott hónapban a termeléshez szükséges munkanapok
összes mennyiségét adja, azaz a /2.9./ formulát felhasználva

/2.13./ ^1*1+^2*2+'"^m^n

vagy rövidebben
n

/2.14./ Z Br4*4'
j-1 =] ]

A munkanapszükséglet nem lehet több a rendelkezésre álló,
illetve teljesíthető munkanapok számánál, vagyis b -nél, azaz

/2.15 ./ j ^ a ^ < b^

Hasonló módon fogalmazhatjuk meg a gépimunka-mérlegeket,
anyagmérlegeket, stb., amelyek részletesebb tárgyalásától e
helyütt eltekintünk.

2.3. Egyszerű példa a lineáris programozás szemléltetésé-
re

A továbbiak során egy nagyon leegyszerűsített feladat a-
lapján vizsgáljuk meg a lineáris programozás alkalmazási lehe-
tőségét, megvilágítva az alkalmazás gazdasági hátterét.

Tételezzük fel, hogy valamely mezőgazdasági vállalat
1000 ha területtel rendelkezik. A rendelkezésre álló terüle-
ten négyféle árunövény termelésére van lehetőség, amelyeket je-
löljünk az abc kezdő nagybetűivel, tehát A, B, C, D-vel. Ren-
delkezésre áll a négyféle árunövény termelésének kidolgozott
technológiája, amely tartalmazza azok termelésének jövedelem-
szamitasait is.

A problémát leegyszerűsítjük és feltételezzük, hogy a
termeléshez csak munkaerőt használunk fel. /A többi tényező
vagy korlátlan mennyiségben áll rendelkezésre, vagy egyszerű-
en e helyütt vizsgálatuktól eltekintünk./ A munkaerő-felhaszná-
lás idényszerüsége azonban szükségessé teszi annak vizsgálatát,
hogy az ev különböző időszakában hogyan alakul a munkaerő-szük-
séglet. Etekintetben legalább havi részletezésre van szükség.
Az egyszerűség kedvéért példánkban csak két munkacsucs-hónap
vizsgálatát végezzük el, azaz csak az I., illetve a II. idősza-
kot különböztetjük meg.



- 2 1 -

A technológiákból megállapítható, hogy az A termék 1 hek-
táron való termelése az I. csúcsidőszakban 1, a II. csúcsidő-
szakban 4 munkanapot igényel és 1 hektáron 900 R jövedelem ér-
hető el. Ugyanezen adatok a B termék termelésére vonatkozóan
4, 2, 900, a C termék termelésére vonatkozóan 4, 6 és 1000, 11-
lutve a D termék termelésére 2, 10 és 1100. Foglaljuk ezeket
az adatokat áttekinthető formában az 1. táblázatba.

l.sz. táblázat

Technológiai adatok

I A | B | c | D
Megnevezés termékek technológiai és

jövedelemadatai 1 ha-ra

Területszükséglet, ha 1 1 1 1

Munkanapszükséglet
az I. csúcsidőszakban 1 4 4 2
Munkanapszükséglet
a II. csúcsidőszakban 4 2 6 10

Jövedelem, R 900 900 1000 1100

Most az a feladat, hogy készítsük el az adott mezőgaz-
dasági vállalat termelési tervét.

Először oldjuk meg a feladatot pusztán logikai kalkulá-
ció alapján, ahogyan azt a jelenlegi gyakorlatban is csinál-
ják. Ennek keretében mindenekelőtt el kell döntenünk, hogy me-
lyik terméket hány hektár területen kívánjuk termelni, azaz az
1000 ha területet elosztjuk a négyféle árunövény termelésére.
Az elosztást azonban - mivel a jövedelem nagysága nem közömbös
a vállalat szempontjából - ugy igyekszünk megoldani, hogy az
1000 ha területen minél nagyobb jövedelem elérése váljon lehe-
tővé. Ezért természetesen az egységnyi területen nagyobb jöve-
delmet adó termék termelését előnyben részesítjük a kevesebb
jövedelmet biztosító termékkel szemben.

A táblázatból kitűnik, hogy 1 ha-on legnagyobb jövedel-
met a D termék termelése biztosit. Igyekszünk tehát a D termé-
ket minél nagyobb területen, mondjuk 400 ha-on termelni. Az
1 ha-on termelhető jövedelemtömeg szempontjából a második leg-
jobb termék a C termék, termeljük ezt, mondjuk 300 ha-on. Az
A és B termék 1 ha-on termelve, azonos tömegű jövedelem elé-
rését teszi lehetővé, azonban az A termék termelése előnyösebb-
nek látszik, mert kevesebb munkaerő-ráfordítást igényel, ezért,
mondjuk az A terméket 200, a B terméket pedig 100 ha-on ter-
meljük. Ezzel az 1000 ha területet a négy növény termelésére el- .
osztottuk a következőképpen:
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A termék 200 ha
B termék 100 ha
C termék 300 ha
D termék 400 ha

összesen: 1000 ha

Egyelőre nem tudjuk, hogy az igy meghatározott termelési
szerkezet az adott vállalatnál megvalósítható-e vagy sem. Erről
csak azután tudunk meggyőződni, ha elkészítjük a különböző mér-
legeket, valamint az adott termelési szerkezet alapján várható
Jövedelemiérvet és megvizsgáljuk, hogy a tervezett termelési
szerkezet megvalósításához rendelkezünk-e elegendő munkaerővel
/gép- és eszközkapacitással, valamint a szükséges anyagokkal/
és az elérhető jövedelmet elfogadhatónak tartjuk-e. E vizsgá-
lathoz tehát el kell készítenünk a különböző mérlegeket és meg
kell határoznunk az elérhető vállalati jövedelmet. A mérlegek
és jövedelemszámitás elkészítése viszonylag egyszerű, mindössze
a technológiai adatokat kell megszorozni a termelési szerkezet
adataival és az igy kapott szorzatokat kell összegeznünk. A
fentiekben meghatározott termelési szerkezet, valamint az l.sz.
táblázatban rögzített technológiai és jövedelmi adatok alapján
tehát a következő számításokat kell elvégeznünk:

Területmérleg

1 . 200 + 1. 100 + 1 . 300 + 1 . 400 = 1000 ha,

Munkanap-szükséglet az I. csúcsidőszakban

1 . 200 + 4 . 100 + 4 . 300 + 2 . 400 = 2600 munkanap

/2.16./Munkanap-szükséglet a II. csúcsidőszakban

4 . 200 + 2 . 100 + 6 . 300 + 10 . 400 = 6800 munkanap

Elérhető jövedelem -

900 . 200 + 900 . 100 + 1000 . 300 + 1100 . 400 =

= 1 010 000 R.

Számításaink alapján kitűnik, hogy az adott technológiai
adatok alapján a tervezett termelési szerkezet megvalósításához
1000 ha terület, az I. csúcsidőszakban 2600 munkanap, a II.
csúcsidőszakban 6800 munkanap szükséges és az elérhető jövede-
lem 1 010 000 R. Most azt kell megvizsgálnunk, hogy a 2600,
illetve 6800 munkanap biztositható-e az adott vállalatnál és
meg vagyunk-e elégedve az elérhető jövedelemmel.
Amennyiben a szükséges munkanap nem áll rendelkezésre, hanem
az adott vállalat ennél kevesebb munkaerővel rendelkezik, vagy
a jövedelmet kevésnek tartjuk, akkor vagy a technológiát kell
megváltoztatni, vagy a termelési szerkezetet, vagy mindkettőt.
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Ebben az esetben viszont ismét el kell végeznünk a mérlegszá-
mitásokat és újra megvizsgálni, hogy az igy előállított terv-
változat kapacitásigényét tudja-e a vállalat biztosítani, il-
letve az elérhető jövedelem elfogadható-e a vállalat számára.
A termelési szerkezet és a technológia változtatását mindad-
dig kell végeznünk, amig egy olyan termelési tervhez jutunk,
amelyben valamennyi mérlegünk elfogadható eredményt ad és az
előállítható jövedelem is elfogadható a vállalat számára.

Egyszerűsített példánkban viszonylag könnyű feladat vol-
na több tervváltozat előállítása és vizsgálata, de képzeljük
el egy vállalat komplex tervét, amikor nemcsak négy árunövényt
kell figyelembe venni, hanem az összes, az adott vállalat kö-
rülményei között termelhető árunövényt, a zöldség-, a szőlő-
és a gyümölcstermelést, a rét- és a legelőgazdálkodást, az
állattenyésztést, a takarmánytermelést- és vásárlást, stb.
Sőt egy-egy termék termelése többféle technológiai változat
szerint is lehetséges. De a munkaerőt sem két időszakban, ha-
nem legalább 12 időszakban /havonként/ vesszük figyelembe.
Vizsgálnunk kell a gyakorlati tervezés során a traktormérlege-
ket traktorkategorianként, vagy típusonként szinten 12-12 idő-
szakot véve alapul. Hasonlóképpen tekintetbe kell venni más
gépimunka mérlegéket is /pl. kombájn, öntözőgép, stb./, anyag-
mérlegeket iSt takarmánymérleqeket is, stb.

Ha összeállítottuk ezeket a mérlegeket, kiderül, hogy
egyik-másik mérlegben a szükséglet és a kapacitás nincs össz-
hangban. Most változtatjuk a termelési szerkezetet, vagy a
technológiát, vagy mindkettőt, ismét összeállítjuk, a mérlege-
ket, s újra nincs minden mérlegben összhang*', ., sőt lehetsé-
ges, hogy azáltal, hogy megteremtettük valamely mérleg össz-
hangiát, egy másik mérlegben azt felborítottuk. Nagyon sokszor
kellene a tervet átdolgozni, hogy valamennyi mérlegben össz-
hangot teremtsünk. Erre a mezőgazdasági vállalatok vezetőinek
aligha van lehetőségük, ezért sok esetben némi javítgatással
csak a mérlegek látszólagos összhangját teremtik meg. Mint lát-
ni fogjuk, a matematikai programozás egyik fontos előnye éppen
az, hogy a modellben figyelembe vett összes merlegek összhang-
ját biztosítja.

Térjünk most vissza egyszerű példánkhoz. Adjuk meg a lo-
gikai kalkulációnak azt az előnyt - bár gyakorlatilag ez igy
soha nem sikerül -, hogy feltételezzük, olyan tervet sikerült
az első lépésben készítenünk, ahol a mérlegek összhangban van-
nak, mondjuk az I. csúcsidőszakban pontosan 2600 munkanap, a
II. csúcsidőszakban pedig pontosan 6800 munkanap és 1000 ha
termőterület áll a vállalat rendelkezésére. A logikai utón
összeállított tervet tehát mindenképpen jónak, illetve elfo-
gadhatónak tarthatjuk, hiszen valamennyi mérlegünk összhang-
ját biztosítottuk és a tervezés során nagymértékben érvényesí-
teni tudtuk azt az elvet is, hogy minél jövedelmezőbb termelé-
si szerkezetet tervezünk meg.
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Tegyük fel azonban, hogy a vállalat ennek ellenére sze-
retne meggyőződni arról, hogy van-e lehetőség az előbbi terv-
nél jobb, jövedelmezőbb terv összeállítására. A leckét ugy ad-
ja fel a programozónak,hogy az adott termeléstechnclogiakat
véve figyelembe, készítsen egy olyan termelési tervet, amely
pontosan 1000 ha terület hasznosítását teszi lehetővé, s az I.
csúcsidőszak pontosan 2600, a II. csucsidőszakTpontosan 6800
munkanap felhasználásával jar, de a lehető legnagyobb jövedel-
mezőség elérését biztosítja.

A programozó az igy megfogalmazott feladatból indul ki.
Adottnak tekinti tehát a termeléstechnológiai adatokat, vala-
mint a termelési forrásokra megadott adatokat és keresi azt
a termelési szerkezetet, amely 1000 ha terület, 2600, illetve
6800 munkanap felhasználásával a legnagyobb jövedelmet bizto-
sítja. Ennek alapján a /2.16./ formulát ugy alakítja át, hogy
az egyes termékek termelésére felhasznált területet ismeret-
lenként kezeli, vagyis az A termék termelésére fordított te-
rületet x^-gyel, a B termék termelésére fordított terűletet
%2-vel, és igy tovább, xg-mal, illetve x^-gyel jelöli. Ennek
megfelelően a /2.16./ formulát a következőképpen alakítjuk
át:%/

Területmérleg

1 x, + 1 x, + 1 %3 + 1 X* = 1000 ha

Munkanap-szükségleti mérleg az I. csúcsidőszakban

1 x^ + 4 xg + 4 %] + 2 x* = 2600 munkanap

/2.17./ Munkanap-szükségleti mérleg a II. csúcsidőszakban

4 x^ + 2 Xg + G X] + 10 Xj = 6800 munkanap

Elérhető jövedelem

900 x. + 900 Xg + 1000 x, + 1100 x. = maximum

A /2.17./ formula tehát megfelel a /2.16./ formulának,
csak most a termelési szerkezetet egyelőre ismeretlenként ke-
zeljük.

A feladat megoldásához tehát rendelkezünk egy négyisme-
retlenes 3 egyenletből álló rendszerrel /később látnT fogjuk,
hogy nemcsak egyenlettel, hanem leginkább egyenlőtlenséggel

x/ Azokat a konstansokat, amelyeknek értéke 1, természetesen
elhagyhatjuk, most a könnyebb követhetőség érdekében tün-
tettük fel.
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dolgozunk/, amelyet ugy kell megoldanunk, hogy közben egy
függvény /a célfüggvény/ maximumát keressük.

A /2.I7./ feladat adatait foglaljuk táblázatba, ahol a
baloldali oszlopban feltüntetjük a sorok megnevezését, majd
a további oszlopok az egyes termékek egységnyi mennyiségére
/l ha-on történő termelésére/ vonatkozó értékeket /technológiai
koefficienseket és fajlagos jövedelemmutatókat/, illetve az
utolsó oszlop a vállalat*' egészére vonatkozó kapacitáskor-
látokat tartalmazza. Az %i, %2, Xg, x, szimbólumokat - amelyek
a különböző termékek termelési szintjet jelentik - a fejrovat-
ban emeltük ki /2. sz. táblázat/.

A 2. sz. táblázat tulajdonképpen egy olyan kiinduló ter-
vet reprezentál, amikor még semmit nem termelünk, minden vál-
lalati erőforrást tartalékolunk és a vállalati jövedelem, mint
azt az utolsó oszlop célfüggvény-adata mutatja, jelenleg még
0.

2.sz. táblázat

Matematikai modell

X, X, X, X.
Megnevezés ' =-l ^1 -— Vállalat

termék

Terület, ha 1 1 1 1 1000
lunkanap az
I. csúcsidőszakban 1 4 4 2 2600
Munkanap a
II. csúcsidőszakban 4 2 6 10 6800

Jövedelem, R 900 900 1000 1100 0

A továbbiakban lépésről-lépésre ujabb tervváltozatokat
fogunk előállítani mindaddig, amig az adott feltételek között
legnagyobb jövedelmet biztosító tervhez nem jutunk.

A 2. sz. táblázatból kitűnik, hogy hektáronként a D ter-
mék ad legtöbb jövedelmet, tehát természetes, hogy ennek mi-
nél nagyobb területen való termelésére törekszünk. Kérdés a-

x/ Az utolsó oszlopban most csak egyszerűen vállalat megneve-
zést alkalmazunk, mert az adatok az egész vállalatra vonat-
koznak, itt még csak a rendelkezésre álló erőforrásokat,
a későbbiekben adott termék vagy termékek termelésének te-
rületét, s a vállalat várható jövedelmét fogjuk itt megta-
lálni.
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zonban, hogy a termeléshez szükséges erőforrásokból rendelke-
zésre álló mennyiségek /terület, munkaerő/ a D termék terme-
lését hány hektáron teszik lehetővé. Ezt megkapjuk, ha a jobb-
oldali oszlop adatait /a rendelkezésre álló kapacitásokat/ el-
osztjuk a D termék oszlopához tartozó adatokkal /a D termék
fajlagos kapacitásszükségletével/, azaz

1000 : 1 = 1000
2600 : 2 - 1300
6800: 10 - 680

Mivel egyik erőforrásból sem használhatunk fel többet,
mint amennyi rendelkezésünkre áll, nyilvánvalóan a termelést
a szűk keresztmetszethez kell igazitanunk, tehát a D terméket
legfeljebb 680 ha területen termelhetjük.

A D termék adatait 680-nal szorozva, megkapjuk a D ter-
mék 680 ha-on történő termeléséhez szükséges területet) és mun-
kanap-szükségletet. Ha az igy kiszámított szükséglet! adatokat
levonjuk a rendelkezésre álló kapacitásokból, megkapjuk azt a
területet, illetve munkanap-mennyiségeket, amelyeket nem hasz-
nálunk fel a D termék 680 ha-on történő termelése során. Esze-
rint az eddig fel nem használt kapacitás a következőképpen a-
lakul:

1000 - 1 . 680 = 1000 - 680 = 320 ha
2600 - 2 . 680 = 2600 - 1360 = 1240 munkanap az I. csúcs-

időszakban
6800 - 10 . 680 = 6 800 - 6800 = 0 munkanap a II. csúcs-

időszakban
és a megfelelő jövedelem, azaz a célfüggvény megfelelő értéke

0 - 1100 . 680 = - 748 000 R

A D terméket tehát 680 ha-on termelve, a II. csúcsidő-
szakban rendelkezésre álló munkanapot teljesen felhasználtuk,
de a területet és az I. csúcsidőszakban rendelkezésre álló
munkanapok mennyiségét nem használtuk ki teljesen. Az elérhető
jövedelem 748 000 R /ez a táblázatban ugyan mínusz előjellel
szerepel,lamely - mint később látni fogjuk - csupán számítás-
technikai okokból adódik, s azt -1-gyel szorozva, pozitív ér-
téket kapunk/.

Most az a kérdés, tudjuk-e hasznosítani a még fel nem
használt 320 ha területet és az I. csúcsidőszakban még rendel-
kezésre álló 1240 munkanapot. Kíséreljük meg annak hasznosítá-
sát a C termékkel. A C termék azonban a II. csúcsidőszakban
is igényel munkanapot, igy termelése csak akkor válik lehetővé,
ha egyidejűleg csökkentjük a D termék termelését, s ezáltal a
II. csúcsidőszakban munkanapot szabadítunk fel.

A C termék 1 ha-on történő termelése a II. csúcsidőszak-
ban 6 munkanapot igényel, a D termék pedig 10 munkanapot. Ah-
hoz, hogy a C terméket 1 ha-on termelni tudjuk, a D termék
területét tehát 6:10 = o,6 ha-ral csökkenteni kell. Miközben
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azonban a D termék termelését 0,6 ha-ral csökkenteni,nemcsak a II.
csúcsidőszakban szabadítunk fel a termelésből 6 munkanapot,
hanem az I. csúcsidőszakban is 2 . 0,6 = 1,2 munkanapot, s
egyidejűleg l . 0,6 = 0,6 ha területet is, s ezzel egyidőben
elveszítünk 1100 . 0,6 = 660 R jövedelmet.

Ha mármost a C termék 1 ha-on való termelése igényel 1
ha területet, de ugyanakkor a D termék termelésének csökkenté-
se révén 0,6 ha-t a termelésből felszabadit, a valóságos terü-
letigény csak a kettő különbsége, azaz. 1 - 0,6 = 0,4 ha.

Hasonlóképpen a C termék az I. csúcsidőszakban 4 munka-
napot igényel, de a D termék termelésének csökkentése révén
2 . 0,6 = 1,2 munkanapot felszabadit, azaz a valóságban 4 - 1,2
= 2,6 munkanap-igénnyel lép fel. A II. csúcsidőszakban a C
termék igénye 6 munkanap, de egyúttal 0,6 . 10 = 6 munkanap
felszabadítását is biztosítjuk, azaz a II. csúcsidőszakban a
munkanap-igény 6 - 6 = 0.

Végül a C termék 1 ha-on 1000 R jövedelmet ad, de ugyan-
akkor 1100.0,6 = 660 R jövedelem elvesztését idézi elő, azaz
a valóságban csak 1000-660 = 340 R jövedelmet biztosit.

Természetesen a terv javítása nemcsak a C, hanem az A
vagy a B termék termelésbe vonásával is elképzelhető, sőt
lehet, hogy ez utóbbi még célszerűbb, ezért a C termékhez ha-
sonlóan átalakítjuk az A és B termékhez tartozó adatokat is.
Az igy előállított adatokat a 3. sz. táblázatba foglaljuk:

3.sz. táblázat

Első tervvariáns

x_ x_ *i
Megnevezés =—I ' =J Vállalat

termék

Terület, ha 0,6 0,8 0,4 320

Munkanap az
I. csúcsidőszakban 0,2 3,6 2,8 1240

x^./D termék termelése
ia/ 0,4 0,2 0,6 6 80

Jövedelem, R 460 680 340 -748900'

A 3. sz. táblázat szintén egy tervváltozatot mutat. A
megnevezés oszlopban a II. csúcsidőszak már nem található,
mivel a II. csúcsidőszakban a rendelkezésre álló munkanapot
felhasználtuk. Helyette beírtuk a D termék termelését*', a-
melynek termelésbe vonása tette szükségessé, illetve lehetővé

x7 /x^-et/
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a II. csúcsidőszakban rendelkezésre álló munkanapok felhaszná-
lását. A 3. sz. táblázatba foglalt tervváltozat azt mutatja,
hogy amennyiben a D terméket 680 ha-on termeljük, a II. csúcs-
időszakban rendelkezésre álló munkanapot teljes mértékben fel-
használjuk a termelésre, de 320 ha terület és az I. csúcsidő-
szakban 1240 munkanap még kihasználatlanul marad. Ez a termelé-
si terv 748 000 R jövedelem elérését teszi lehetővé. Az x^, x;
és xg oszlopokhoz tartozó adatok azt mutatják, hogy az A ter-
mék 1 ha-on való termelése 0,4, a B terméké 0,2, a C terméké
0,6 ha-ral teszi szükségessé a D termék termelésének csökken-
tését, igy a valóságban az A termék csak 0,6, a B termék 0,8,
a C termék pedig 0,4 ha területet.jgényel a 320 ha-ból ahhoz,
hogy 1 ha-on termelhessük. Hasonlóképpen a D termék termelésé-
nek csökkentéséből adódóan módosul az I. csúcsidőszakban a mun-
kaigény, valamint az elérhető jövedelem is.

A 3.8Z. táblázat utolsó sorából kitűnik, hogy az uj hely-
zetben a B termék ad egységnyi területen a legnagyobb jövedel-
met. Újra megkeressük a szűk keresztmetszetet, s az egész táb-
lázatot az előbbi módon átszámítva, uj táblázathoz jutunk. /A
számitások további bemutatásától eltekintünk, hiszen ezt a ké-
sőbbiekben részletesen fogjuk tanulni./ A számitások során ka-
pott adatokat a 4. sz. táblázatban foglaljuk össze. Eszerint
a D termék termelése 611,11 ha, a B terméké pedig 344,44 ha
volt. Ez a termelési szerkezet lehetővé teszi 982 219,20 R jö-
vedelem elérését, s a munkaerőnek mindkét csúcsidőszakban tör-
ténő teljes felhasználását, azonban nem használja fel teljesen
a területet,., hanem 44,45 ha kihasználatlanul marad.

4.sz. táblázat

Második tervvariáns

Megnevezés *1 *3 | Vállalat
termék

Terület, ha 0,55 -0,22 44,45

x% /B termék termelése, ha/ 0,06 0,78 344,44

X* /D termék termelése, ha/ 0,39 0,44 611,11

Jövedelem, R 422,2 -190,4 -982 219,20

A táblázatból az is kitűnik, hogy az A termék termelése
jövedelmező volna, hiszen az uj helyzetben ha-onként 412,2 R jö-
vedelemmel kecsegtet. A C termék termelése az uj helyzetben
veszteséges lenne, amit a célfüggvény koefficiensének negativ
előjele mutat.

Megkeressük most az A termékre a szűk keresztmetszetet
/ez pontosan a terület lesz/ és az előbbi számításokat megis-
mételve, ujabb tervváltozathoz jutunk /5. sz. táblázat/.
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S.sz. táblázat

Harmadik tervvariáns

Megnevezés | | | Vállalat

termék

x. /A termék termelése,
-L ha/ -0,4 80,82

x_ /B termék termelése,
ha/ 0,8 339,59

x, /D termék termelése,
ha/ 0,6 579,59

Jövedelem, R -21,52 -1016 340,00

Az 5. az. táblázat olyan termelési szerkezetet mutat,
amelyben az A terméket 80,82 ha-on, a B terméket 33959 ha-on,
a D terméket 579,59 ha-on*' termeljük és az elérhető jövede-
lem 1 016 340 R. Ezzel optimális megoldáshoz jutottunk, hiszen
- mint a táblázatból kitűnik - a C termék termelése nem len-
ne jövedelmező /negatív előjel/. Könnyen ellenőrizhető a mér-
legek elkészítésével, hogy ez a termelési szerkezet is pontosan
2600, illetve 6800 munkanapot igényel és 1000 ha területet
használ fel.

Figyelemreméltó, hogy bár a feladat igen egyszerű és a
logikai kalkulációval összeállított vetésszerkezet tervezése
során is nagy súlyt helyeztünk a minél magasabb jövedelem el-
érésére, a logikai kalkulációval előállított tervben elért
1 010 000 R jövedelemmel szemben a lineáris programozással
összeállított termelési szerkezet 1 016 340 R jövedelem, azaz
6 340 R jövedelemtöbblet elérését teszi lehetővé. /A gyakorla-
ti tervezés során többmillio R jövedelemtöbbletet is el tudunk
érni./

Érdekes megfigyelni, hogy a C termék - bár önmagában
vizsgálva, a második legjövedelmezőbb termék -, nem szerepel
a programozással készített termelési tervben. A gyakorlatban
is az a helyzet, hogy gyakran egy termék, amely önmagában /á-
gazati szinten/ vizsgálva, jövedelmezőbbnek mutatkozik, egyáT-
talán nem biztos, hogy az egész vállalati komplexumban is '
jövedelmezőbb, sőt esetleg veszteséges is lehet. /A C termék
termelése ugyanis ha-onként 22,32 R-tal csökkentené az elérhe-
tő jövedelmet, mint ez az 5. sz. táblázatból kitűnik./

x/ Gyakorlatilag a tizedes számokat egész számra kerekítjük,
itt azonban célszerű volt két tizedes pontosságot feltüntet-
ni az ellenőrizhetőség érdekében.
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A matematikai programozás alkalmazásának nagy előnye,
hogy az egyes ágazatokat nemcsak önmagukban, a vállalat komp-
lexumából kiragadva tudjuk vizsgálni, hanem a vállalatot teljes
komplexumában at tudjuk tekinteni. Mint az eddigiekből is ki-
tűnt, az optimális tervváltozatot. most is több lépésben állí-
tottuk elő, de minden lépésben a modellben levő összes adatot
átszámítottuk, egymással kapcsolatba, összefüggésbe hoztuk,
s a vállalatot teljes komplexumában vizsgáltuk.

Egyszerű példánkban könnyen megtaláljuk annak az okát
is, hogy a C termék, amely önmagában vizsgálva, a második az
1 ha-on elérhető jövedelem nagyságát illetően, miért vesztesé-
ges az egész vállalati komplexumot tekintve, illetve a B ter-
mék, amely önmagában vizsgálva, 1 ha-on a legkevesebb jövedel-
met adja, miért foglalja el a második helyet a vállalat teljes
komplexumában. Tekintsük meg még egyszer az l.sz. táblázatot.
A legjövedelmezőbb a D termék. Munkacsúcsa a II. csúcsidőszak-
ban van. Ugyancsak itt találjuk a munkacsúcsot a C termék ese-
tében is. A II. csúcsidőszakban rendelkezésre álló munkanapok-
ért folyó versenyből természetesen a D termék kerül ki győzte-
sen, mert magasabb jövedelmet biztosit. A C termék termelése
csak a D termék termelésének nagyarányú csökkentése utján len-
ne lehetséges. Ugyanakkor a B termék munkacsúcsa éppen az I.
csúcsidőszakban van, azaz a D termékkel jól kiegészítik egy-
mást. Ugyancsak a II. csúcsidőszakban találjuk az A termék mun-
kacsúcsát is.

Az ilyen egyszerű feladatoknál könnyű áttekinteni az
adatok kapcsolatát, rámutatva arra, hogy az egyes termékek kö-
zött hol van összhang, vagy ellentmondás. Egy mezőgazdasági
vállalat gyakorlati tervezésé során viszont több mint 100 sor-
ból és oszlopból álló modellhez is eljuthatunk. Márpedig kb.
10 000 adat kapcsolatát és összefüggését aligha vagyunk képe-
sek pusztán logikai utón áttekinteni.

A mérlegösszefüggések problémáját más oldalról közelit-
jük meg,ha a tervet csupán logikai utón állítjuk össze és más
oldalról, ha a matematikai tervezés módszerét alkalmazzuk. Ha
csupán logikai utón tervezünk, akkor - mint láttuk -, először
megtervezzük a termelési szerkezetet és a termelési technoló-
giákat, majd kiszámítjuk a mérlegek szükségletl oldalát, vé-
gül ezt egybevetjük a rendelkezésre álló kapacitás, azaz for-
rás oldallal. A valóságban azonban általában a mérlegek for-
rás oldala a " meghatározott", s olyan termelési szerkezetet :
kell kialakítani, valamint olyan technológiai eljárásokat cél-
szerű alkalmazni, amelyekben a szükséglet! oldala rendelkezés-

' re álló kapacitásnak megfelel és emellett a legnagyobb válla-
lati jövedelmet biztosítja. A matematikai tervezés alkalmas a
probléma ilyen megoldására. /Később látni fogjuk, hogy való-
jában a termelési erőforrások mennyisége sem meghatározott. A
matematikai programozás ekkor is hatékonyan alkalmazható az
erőforrás szükségletnek a termelési szerkezettel összehangolt
meghatározására./
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2.4. A döntési folyamat összehasonlítása

Az előbbiek során egyszerű feladatot oldottunk meg, egy-
részt a jelenleg széles körben alkalmazott tervezési módszer-
rel, majd pedig a lineáris programozással. Ennek alapján al-
kalmunk van arra, hogy a kétféle módszerrel végigvezetett dön-
tési folyamatot ábrázoljuk és összehasonlítsuk.

Induljunk ki először a jelenleg általánosan használatos
módszerrel végzett tervezésből. Láttuk, hogy ekkor először
számbavesszük a feltételeket, ezután megtervezzük a termelési
technológiákat, majd pedig a termelési szerkezetet. /Termé-
szetesen a sorrend meg is fordítható ugy, hogy először a terme-
lési szerkezetet, majd a technológiákat tervezzük meg./ A kö-
vetkező lépésben a mérleg- és jövedelemvizsgálatokat végezzük
el, amikoris felvetődik a kérdés, hogy a tervezett termelési
szerkezet és termelési technológiák megvalósításához rendelke-
zünk-e a szükséges kapacitásokkal, vagyis a területmérleg,
a munkaerőmérlegek, a gép- és az anyagmérlegek, stb. alapján
a terv megvalósitható-e és a terv szerint elérhető jövedelem
nagysága megfelel-e számunkra. Ha igen, a termelési folyamat
befejeződött /stop/, tehát döntünk a terv elfogadásáról és meg-
valósításáról. Ha a mérlegek és a jövedelem nem megfelelőek,
akkor módosítjuk a termelési szerkezetet, vagy a termelési
technológiákat, vagy mindkettőt és ismét elvégezzük a mérleg-
és a jövedelemvizsgálatot. A termelési szerkezet, valamint a
termelési technológiák változtatását, a mérleg- és a jövede-
lemvizsgálatokat mindaddig végezzük, vagyis az egész döntési
folyamatot mindaddig ismételjük, amig olyan tervhez nem jutunk,
amely mind a mérlegfeltételek, mind a jövedelem szempontjából
számunkra elfogadható. Az ilyen módon végzett döntési folyama-
tot az 1. ábra szemlélteti.

Egy komplex vállalati tervezés esetén, amikor sokféle
termelési tevékenységgel és termelési technológiával, valamint
sokféle mérleggel kell dolgoznunk, a mérlegszámitások és a
jövedelemvizsgálat igen munkaigényes és a folyamat többszöri
megismétlésére a mezőgazdasági vállalatok szakembereinek alig-
ha van ideje.

Mint láttuk, másként történik a tervezés, ha azt mate-
matikai programozással végezzük. Az első feladat most is a
feltételek számbavétele, majd ezt követi a termelési techno-
lógiák megtervezése. Ezután összeállítjuk és megoldjuk a ma-
tematikai modellt, amelynek eredményeként olyan termelési szer-
kezetet kapunk, amely biztosan minden mérlegfeltétel tekinte-
tében kielégíti előírásainkat, s e feltételek mellett a leg-
nagyobb jövedelmet biztosítja. /Természetesen ha egyáltalán
lehetséges a feladat megoldása, illetve ha a célfüggvényben a
legnagyobb jövedelem biztosítását irtuk elő./
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/ czÁrcz

Most tehát lényegében nincs szükség mérlegvizsgálatok-
ra, hiszen a mérlegekre előirt feltételek teljesülnek, - ha
van a feladatnak megoldása - és nincs szükség iövedelemszámi-
tásra sem, hiszen a számitógéptől nyert megoldás az elérhető
jövedelmet is tartalmazza, sőt biztos, hogy ez a jövedelem az
adott feltételek között /mármint a modellbe beépített felté-
telek között/ maximális. A matematikai programozással megvaló-
suló tervezés folyamatát a 2. ábra szemlélteti.
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1 Az eddigiekkel kapcsolatban
/4/&/f<26BÍ2* saáTakawábd? néhány megjegyzést tehetünk:

Mindkét tervezési módszer
I vizsgálatánál feltételeztük, hogy

csak egy tervváltozatot készítünk.
Valójában azonban - mint azt majd

* 1 a gyakorlati alkalmazás során lát-
TaTTxatá* Aas^notgéít m fogjuk -, célszerű többféle

/neg/byrcKdse tervváltozatot is elkészíteni, s
azokat összehasonlítva, a gyakor-

| lati megvalósításra leginkább meg-
felelő változatot kiválasztani és

I elfogadni. Ez azzal jár, hogy meg-
I % 1 vizsgáljuk, van-e lehetőség a fel-

2 val és ha igen, számbavesazük, ml-
I lyen változtatások, illetve vál-

tozások lehetségesek. Ezután meg-
nézzük, hogy a feltételek különbö-

l 1 1 z5 változása esetén milyen tervet

| ra vonatkozólag is, hogy a változ-
tatások milyen eredménnyel járhat-
nak, célszerü-e a változtatásokat
végrehajtani, vagy nem, illetve,

* ha a változások elkerülhetetlenek,
I5TO/3 i ™^t kell tennünk, hogy alkalmaz-
\2_____y kodjunk azokhoz.

XdWéa/ö6cy7%3' ninbAz alkalm!^"írra/hw*t5bb"t«vvál-
/na&Ym36ka/yűgra?*%aye%/ao tozatot állítsunk e!5. A matema-

tikai tervezés azonban itt még
Zótra inkább előnyökkel rendelkezik, hi-

szen elegendő a modell néhány a-
datának kicserélése az uj feltételeknek megfelelően, s a modellt
újra megoldva, uj tervváltozatot kapunk. Másrészt, mint látni
fogjuk, a matematikai modell egy-egy megoldása során is több
tervváltozatot nyerhetünk.

Eddig a matematikai programozással végzendő tervezés leg-
egyszerűbb esetét, a lineáris programozást tekintettük példa-
ként, s csak az volt a feladat, hogy adott termelési technoló-
giák és adott termelési kapacitások mellett optimalizáljuk a
termelési szerkezetet. Később találkozni fogunk olyan problé-
mákkal, amikor a lineáris progamozással a termelési szerkezet
és a termelési források összefüggő optimumát kell egyidejűleg
meghatározni, illetve olyan problémákkal Is, amikor a terme-
léstechnológiai terveket szintén optimalizáljuk és számitógép-
pel tervezzük meg egyidejűleg és Összefüggésben a termelési
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szerkezet és a termelési források optimumával. Végül foglal-
kozni fogunk nem-lineáris modellekkel is. Ilyen komplex és
bonyolult tervezési feladat megoldása a jelenleg általánosan
használt tervezési módszerekkel még nehezebb feladat elé ál-
litana bennünket.
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3. FEJEZET

Kétváltozós lineáris programozási modellek. Grafikus lineáris
programozás

A 2.3. pontban tulajdonképpen egy egyszerű lineáris prog-
ramozási feladatot oldottunk meg anélkül, hogy ismernénk a
lineáris programozás matematikai alapjait. Ahhoz azonban, hogy
ilyen vagy még nagyobb és bonyolultabb többváltozós és több
feltételekből álló lineáris programozási feladatokkal megis-
merkedjünk, el kell sajátítanunk a szükséges matematikai ala-
pokat. Mielőtt a matematikai alapokkal megismerkednénk, egy-
szerű kétváltozós feladatokkal fogunk foglalkozni.

A kétváltozós feladatok nagyon egyszerűek, s megoldásuk-
hoz elegendőek a középiskolai matematikai ismeretek. Másrészt
a kétváltozós feladatok lehetővé teszik a lineáris programo-
zás hátterének szemlélését. A 4. fejezetben látni fogjuk azt
is, hogy bizonyos körülmények között a kétváltozós lineáris
programozási modellek jól alkalmazhatók egyszerűbb gyakorlati
feladatok megoldására.

Legyen feladatunk a következő. Meg kell határoznunk azt
az %i, %2 nem-negativ megoldást,amely kielégíti a következő
felteteleket:

/3.1./ 2x^ + 4%2 - 16

3 x ^ + 2 x ^ ^ 1 4

p""^15x^ +20x~ = maximum

A probléma felfogható ugy, hogy egy vállalat kétféle
terméket termelhet, s ennek során kétféle termelési erőforrást
használ fel. Az első erőforrásból 16 egység áll rendelkezésre,
a második erőforrásból pedig 14 egység. Az első termék egy egy-
ségének termeléséhez az első termelési erőforrásból 2 egység,
a másodikból 3 egység felhasználása szükséges. Ugyanez a má-
sodik termék termelésénél 4, illetve 2 egység. Az első termék
1 egységének termelése 15 egységnyi jövedelem, a második termék
pedig 20 egységnyi jövedelem realizálását teszi lehetővé.

A feladat az, hogy meg kell határozni, hogy a kétféle
terméket hány egységben célszerű termelni, ugy, hogy egyik ter-
melési erőforrásból sem lehet többet felhasználni, mint a ren-
delkezésre álló kapacitás és a lehető legnagyobb /maximális/
jövedelmet érjük el. /Egyszerű példafeladatok esetén általában
eltekintünk a konkrét tartalomtól, ezért mind a termelést,
mind a jövedelmet és a termelési források kapacitását egysé-
gekben adjuk csak meg. Az egységek jelenthetnek 1,10, 100 vagy
1000 mázsát, hektárt, litert, stb./
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Vizsgáljuk meg, hogyan tudjuk a /3.1./-ben megfogalmazott
feladatot megoldani. Vegyük először az els5 feltételt.

/3.2./ 2x^ + 4,^3 16

Ha a 16 egységnyi kapacitást csupán az első termék ter-
melésére használnánk fel, vagyis a második terméket egyálta-
lán nem termelnénk, akkor az első termékből 16/2 =* 8 egységet
állíthatunk elő. Az első feltétel szerint tehát egy lehetséges
megoldás a következő:

* ! " * ' . . .. ' - : - /
x_ = 0.

Ha viszont csak a második terméket termelnénk, abból 16/4
= 4 egységet tudnánk előállítani. Ekkor tehát a megoldásunk igy
alakulna:

/ .: %::: v : _ ^ -/
A /3.2./ feltétel viszont mindazon pontokra teljesül,

amelyekre a

/3.3./ 2*i + 4x% = 16,

vagy a ..' '' ' ' -- - ' , '' ' ., : - _ - ' , \ ' .'.".;- '

/3.4./ 2 x + 4 Xg < 16

feltétel teljesül. '

i/3.3./ feltétel viszont egy lineáris egyenlet, amelynek
grafikus képe egyenes. Grafikus ábrázoláshoz elegendő két pont
ismerete, amelyen az egyenes áthalad. Keressük meg most azt a
két pontot, ahol az egyenes a koordlnátatengelyeket metszi.

Vegyük először azt az esetet, amikor az x, koordinátája
0. Ekkor

/3.5./ 2 x^ + 4 . 0 = 16, . ;

^ . % *i - 1 * ' .: - -' /' -,; ;. \ ( ' :--

*i = »' ' . '.;-

vagyis az x-, = 8 és x, = 0 pontokat kaptuk, ugyanúgy, mint a*
előbb, amikor csupán logikai mérlegelést végeztünk.

Ha most azt a pontot vesszük, ahol az x^ koordinátája 0,
kapjuk, hogy

/3.6./ 2 . 0 + 4 x 2 = 1 6 ,
4*2 = 16'
x%= 4,
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most tehát az x, = 0 és Xg = 4 pontokat kaptuk, mint az előbbi
logikai mérlegelésnél is adódott.

Rajzoljuk meg a koordinátát /mivel az x^, x% ̂  0, azaz
ezek nem-negativ megoldását fogadjuk csak el, elegendő a koor-
dinátasik pozitív negyedét megrajzolni/ és rajzoljuk meg a ko-
ordinátasikon azt az egyenest, amely az x-, tengelyt a 8, az
%2 tengelyt a 4 pontban metszi /3.sz. ábra/.

. %

f - -

/ " ' Jcüva / - ' " ,-'-' ' ,

Vizsgáljuk meg az igy kapott egyenest. Az egyenes bár-
mely pontjához tartozó koordinátapontok olyan termelési ter-
vet mutatnak, amelyek teljesitik a /3.3./ egyenletet, vagyis
amelyek végrehajtásához pontosan a rendelkezésre álló 16 egy-
ségnyi termelési forrást kell felhasználni. Az egyenes és a
koordinátatengelyek által határolt háromszög pontjai pedig
olyan terveke't jelölnek, amelyek a /3.4./ feltételt elégítik
ki, vagyis a rendelkezésre álló kapacitást nem használják ki
teljes mértékben. Ha tehát a 3.sz. ábrán a OAB által határolt
háromszöget tekintjük /beleértve tehát az 0,A és B pontokat
összekötő egyenes pontjait is/, a háromszög pontjai olyan
termelési terveket mutatnak, amelyek a /3.2./ feltételnek meg-
felelnek.

Az OAB pontok által határolt háromszöghöz tartozó pont-
halmazx/ tehát egy megoldáshalmazt is jelent a /3.2./ feltétel-
re.

*' A halmazokkal később részletesen foglalkozunk.
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Vizsgáljuk meg most a /3.1./ alatti feladat második fel-
tételét, azaz a

/3.7./ 3*1 + 2*2 - 1* .. : :

feltételt.

Az előbbiek alapján a feladatot egyenlet formájában meg-
fogalmazva, kapjuk a

/3.8./ 3x^ + Zxg = 14 . " . - ̂  .. .

lineáris egyenletet, amelynek grafikus képe az x^ koordináta-
tengelyt a 14/3 = 4,67 pontban, az %2 koordinátatengelyt pedig
a 14/2 = 7 pontban metszi.

Ezt az egyenest a koordináta-hálózatba berajzolva, ismét
egy háromszöget kapunk /4. ez. ábra/.

0 y Z j 4 5 6 7 4 f # "*'
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Egyszerüen beláthatjuk az előbbiek alapján azt is, hogy
most az OCD pontok által határolt háromszög pontjai adják a
/3.5./ feltétel lehetséges megoldásait. Aligha okoz gondot an-
nak megértése, hogy ha mind a /3.2./, mind a /3.7./ feltételt
/vagyis a /3.1./ feladat mindkét feltételét/ egyidejűleg kí-
vánjuk kielégíteni, akkor az 5. sz. ábrán besatirozott négy-
szög területéhez tartozó pontok adnak megoldást, azaz, ahol
az előbbi két háromszög metszi egymást /5. sz. ábra/.

< ? -

3 / 3 3 3 f f 7 3 á a //#1*7

Könnyen belátható az is, hogy amennyiben a vizsgált két
feltétel egyenlet formájában volna megadva, azaz a /3.3./ és
/3.6./ szerint, akkor kizárólag az E pontban kapnánk megoldást
/%2 = 3, %2 = 2,5/. Jegyezzük ezt jól meg, mert a grafikus
lineáris programozás gyakorlati alkalmazása során ez kiemelt
jelentőségű.

Vizsgáljuk meg most a célfüggvényt, azaz a

/3.9./ 15x. + 20x, = maximum
függvényt.
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Mennyit kellene az egyes termékekből előállítani, hogy
egy egységnyi jövedelmet nyerjünk? Mivel az első termék egy-
ségnyi termelése 15 egységnyi jövedelem realizálását teszi
lehetővé, egységnyi jövedelemhez akkor jutunk, ha az első ter-
mékből 1/15 egységet termelünk. Ugyancsak egy egységnyi jöve-
delmet nyerünk akkor, ha a második termékből 1/20 egységet ál-
litunk elő. Nyilvánvaló, hogy két egységnyi jövedelem realizá-
lásához az első termékből 2/15, a másodikból 2/20 egységet
kellene termelni és igy tovább, p egységnyi jövedelem reali-
zálásához p/15, illetve p/20 egységnyi termelésre van szükség.

Tegyük fel tehát, hogy p egységnyi jövedelmet kívánunk
elérni. Ehhez a /3.9./ alapján a

/3.10./ 15x^ + 20%2 = P

lineáris függvény Írható fel, amelynek grafikus képe, mint tud-
juk, egyenes és az x% tengelyt a p/15, az x% tengelyt pedig a
p/20 pontokban metszi.

Különböző p értékekhez tehát egyeneseket szerkeszthetünk,
amelyek különböző jövedelemszinteket mutatnak, tehát azokat
jövedelemszint-vonalaknak, vagy jövedelem nivó vonal aknák nevez-
netjük. A 6. sz. abran néhány nivóvonalat rajzoltunk be /6.sz.
ábra/.

*2

9 -

a -

0 / 2 J 4 5 6 7 8 9 < 0 *'

6 ö6fa
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Az 5. és 6. sz. ábrákat összevonva, a 7. sz. ábrához
jutunk. Ebből leolvashatjuk, hogy a bevonalkázott terület bár-
mely pontját választva, milyen jövedelemre számithatunk. Mi-
vel azonban az a feladatunk, hogy azt a pontot /azt a megol-
dást/ válasszuk ki a lehetséges megoldások közül, amelyikhez
a legmagasabb jövedelem tartozik, nyilvánvalóan az E pontot
fogjuk választani. Az E ponthoz tartozó megoldás tehát az
összes lehetséges megoldások közül a legnagyobb jövedelmet
biztosítja, ezért azt optimális megoldásnak nevezzük. A 7.sz.
ábrán a magoldást szaggatott vonallal rajzoltuk be. Ez a kö-
vetkezS:

*1 * ^' : .
Xg - 2,5,

P - 95.

*z

6-

0 / 2 J 4 5 6 7 g 9 #? -*/ ,

7ó6ra

Tekintsük végig még egyszer a feladat megoldását. A

/3.11./ 2%i + 4%2 ^ 16
3x^ + 2x% S 14

p = 15x + ZOx? = maximum
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feladatot oldottuk meg. Első lépésben megkerestük, hogy a

/3.12./ 2x^ + dxg = 16,

valamint a

/3.13./ 3x^ + 2%2 = 14

egyenesek grafikus képe hol metszi a koordinátatengelyeket,
majd pedig a

/3.14./ p = 15x^ + 20%2

egyenesre vizsgáltuk meg, hogy különböző p értékek esetén hol
metszi a koordinátatengelyeket. E metszéspontokra a követke-
zőket kaptuk:

%1 *2

16/2 16/4 :.
14/3 14/2
p/15 p/20

Ezután a 7.az. ábrán megrajzoltuk az egyeneseket ugy,
hogy a célfüggvényre különböző p értékekhez tartozó nivóvona-
lakat rajzoltunk meg. Végül a lehetséges megoldások halmazá-
ból azt a pontot választottuk ki, amelyhez a legnagyobb cél-
függvényérték tartozik.

Behelyettesítéssel ellenőrizhetjük, hogy az x% = 3,
%2 = 2,5 megoldás a /3.1./ alatti feltételeknek eleget tesz
és a megoldáshoz a 95 célfüggvényérték tartozik, vagyis

2 . 3 + 4 . 2,5 = 16,
3 . 3 + 2 . 2,5 =14, . . :
15 . 3 + 20 . 2,5 -95.

Példánkban azt az esetet tekintettük, amikor a felhasz-
nálható,termelési források mennyiségeit felülről korlátoztuk
/előírtuk, hogy azokból legfeljebb mennyi használható fel/ és
a célfüggvény maximumát kerestük. A gazdasági életben azonban
másféle feladatokat is meg kell oldanunk. Gondoljunk csak ar-
ra, amikor takarmányadagokat állítunk össze. Ebben az esetben
az a feladat, hogy olyan takarmányadagot kell megtervezni, a-
mely a különböző táplálóanyagokból legalább az állat szükség-
letét fedezi, de az adag a lehető legolcsóbb. Vizsgáljunk meg
most egy ilyen feladatot.

Tegyük fel, hogy egy olyan pótabrakot kell összeállíta-
nunk, amely egy liter tej termeléséhez elegendő keményitőér-
téket és fehérjét tartalmaz. Tételezzük fel, hogy egy liter
tejhez /adott zsirszázalék mellett/ 0,250 kg keményitőértéket
és 0,056 kg fehérjét kell legalább biztosítani és a pótabrakot
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két takarmányból; kukoricadarából és buzakorpából kell össze-
állítani. Tegyük fel, hogy a takarmányok beltartalmi és költ-
ségadatai a következők:

Megnevezés Kukorica Korpa

1 kg takarm. kem.é. tartalma 0,726 0,544
1 kg takarm. fehérje tartalma 0,068 0,163
1 kg takarm. költsége R 3,000 2,500

Jelöljük x^-gyel a kukorica, x%-vel pedig a buzakorpa
mennyiségét az adagokban. Feladatunkat tehát a következőkép-
pen fogalmazhatjuk meg:

Keressük azt az x, , x, nem-negativ megoldást /x-,, %2 ^ °/#
amelyek kielégítik a következő feltételeket:

/3.15./ 0,726 x^ + 0,544 x% & 0,250

0,068 x^ + 0,163 Xg & 0,056

c = 3 x . + 2,5 Xg= minimális

Az első lépésben határozzuk meg, hogy a

/3.16./ 0,726Xi + 0,544X2 = 0,25o

0,068%. + O.lGSXg = 0,056

3x + 2,5%2 = c
lineáris egyenletek grafikus képe hol metszi a koordinátaten-
gelyeket, természetesen különböző c értékeket feltételezve.
A következőket kapjuk:

§ f # =0,344 ^ - 0,460

9̂ 056 ^ ̂ , „ 0̂ 056 . ,^„

! ^ 5

Szerkesszük most meg a 7.sz. ábrához hasonlóan a 8.sz.
ábrát /a könnyebb áttekinthetőség érdekében a célfüggvény
nivövonalakat csak az 1 R, 1,5 & és 2 R értékeknél rajzoltuk
meg/ .

Az ábráról a következők olvashatók le: A táplálóanyag-
szükségletet az AED pontokat összekötő egyenesek és a koordi-
nátatengelyek által határolt bevonalkázott rész pontjai elé-
gítik ki. Az OAED pontokat összekötő egyenesek által határolt
terület pontjai nem jöhetnek szóba, mert az e pontokhoz tar-
tozó takarmányadagok nem biztosítják a táplálóanyag-szükségle-
tet. Nyilvánvaló, hogy most, mivel a legolcsóbb takarmányadag
megtervezésére törekszünk, a lehetséges megoldások halmazából
azt kell kiválasztani, amelyikhez a legkisebb célfüggvény ni-
vóval tartozik.
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Ez az E pontban található, s ekkor a következő megoldást kap-
juk /8.sz. ábrán szaggatott vonallal berajzolva/:

x^ = 0,123 kg

Xg = 0,295 kg

c = 1,110 R

Győződjünk meg behelyettesítéssel arról, hogy a kapott
megoldás a feltételeket kielégíti.

A feladatot nagyon leegyszerűsítettük, hiszen mindössze
két takarmányból kívántuk a pótabrakot összeállítani. Nem is
várhatunk most gyakorlatilag használható eredményt. Később
látni fogjuk, hogy - természetesen bonyolultabb vizsgálatok-
kal - gyakorlatilag használható eredményt lehet a grafikus
programozással elérni.
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Ismét felhívjuk a figyelmet arra, hogy ha a táplálóanya-
gokra vonatkozó feltételeket egyenlettel adtuk volna meg, ak-
kor a feladatra csak egyetlen megoldást kaptunk volna. Ez a
megoldás történetesen az E pontban található.

A továbbiakban a rövidebb tárgyaihatóság érdekében nem
adjuk meg mindig a feladat lehetséges gyakorlati értelmezését,
hiszen azt az előbbiekhez hasonlóan az olvasó is meg tudja ten-
ni. Ezt esetenként néhány megjegyezéssel elősegítjük.

Vizsgáljunk meg a továbbiakban néhány érdekes esetet a
kétváltozós feladatok köréből. Állapodjunk meg abban., hogy a
nem-negativitás követelményét mindvégig érvényesnek tekintjük.
Ezt a követelményt eleve teljesítjük azáltal, hogy a koordiná-
taslknak csak az első negyedét, vagyis a pozitív negyedét vizs-
gáljuk.

Legyen feladatunk a következő:

/3.17./ 2x% + 4%2 - 16

3%i + 2%2 & 30

p = 15x. + 20x_ = maximum

Ábrázoljuk a feladatot a 9.BZ. ábrán.

^ "(//// Az első feltételt
# _ X)'/'^//- az A-val jelzett bevo-

\/ ,///// nalkázott terület pont-
# - \// '^/// jainak halmaza, a máso-
,, y / / / % / / îk feltételt pedig a

Y% / / / B-vel jelzett bevonalká-
zz- Y '///'(/ zott terület pontjainak

\C{//%//// halmaza elégíti ki. Mi-
<o- Y / Y / ^ ™ ^ ^^^^ sehol nem fedik
a V///'^/' egymást /nem metszik egy-

Y//'.//y/ mást/, nem találhatunk
a _ \/C/y?//'/ olyan pontot /olyan meg-

\^*%y'y/, oldást/ , amely mindkét
7 - \</%//'/ X feltételt egyidejűleg
g ViX^/// kielégítené. A feladat-

V%'/y///' nak tehát nincs megenge-
5- \%/%//X ^^^ megoldása, mert

\///./\'%x nincs olyan nem-negativ
^ ̂ s_ \ / / % % / / számpár, amely mindkét
,%>>. \%%'/'/C/ feltételünket egyidejü-

//%//^>^ \X/"^%/' ^9 kielégítené. Azt
z-///y/C^>^_ X/ i/^/ szoktuk mondani, hogy a

^ '^*y<//^>^ \%/^"%- ^ ^ feltétel ellentmond
^*^//<//%%/y//>)>y^ ^/^'x ' egymásnak, a feladat nem
(%//%</'/y%.%//y>^ X^X/ oldható meg, vagyis a
^ j j j j J ^ j 9 ^ 1% megoldások halmaza üres

halmaz. Ilyen feladatok-
. ,r, ̂ , _, j -̂  ' ,' nál nincs értelme a cél-
X J. /7. ANbaö/ o/yazo/oja függvény vizsgálatának

9dAra sem.
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A gyakorlatban is találkozunk olyan esetekkel, amikor
az általunk megfogalmazott lineáris programozási feladat el-
lentmondó feltételeket tartalmaz, tehát a feladat nem oldható
meg. Triviális példa erre, ha mondjuk, előírjuk, hogy a lucer-
naterület legalább 800 hektár legyen, de a pillangósok terüle-
te /lucerna, vöröshere, baltacím, stb./ nem haladhatja meg a
700 hektárt. Nyilvánvalóan, mivel a lucerna is pillangós és a
pillangósok együttes területe nem haladhatja meg a 700 hektárt,
ezért a lucerna területe sem haladhatja meg a 700 hektárt, te-
hát semmiképpen nem lehet 800 hektár felett. Ilyen triviális
hibát csak igen gyakorlatlan programozó követhet el. Sokkal
gyakrabban fordul elő olyan hiba, hogy a munkaeröfelhasználást,
a gépfelhasználást, stb. felülről korlátozzuk, de bizonyos ter-
mékek termelésére alsó területkorlátokat adunk meg, a ezek tel-
jesítését a munkaerő- és gépkapacitások nem teszik lehetővé. E-
IGfordulhat az az eset is, hogy az állatállományra, a takar-
mánytermelésre, valamint a takarmánymérlegre elSirt feltételek
tartalmaznak ellentmondást.

Vegyünk most egy másik példát. Legyen feladatunk a

/3.18./ -8%i + 4*2 = 16

p = 15x, + ZOxg = maximum

Ábrázoljuk a feladatot a 10. sz. ábrán.

A megoldás lehetséges ponthalmazait a bevonalkázott te-
rület mutatja. A célfüggvény nivó vonalát bármilyen maga* ér-
tékben is választjuk meg, még mindig a lehetséges megoldások
tartományában vagyunk. A feladatban ugyanis az x% nincs felül-
ről korlátozva, tehát bármilyen nagy értéket felvehet. Az x%
értékének növelésével viszont a célfüggvény is állandóan nö-
vekszik, tehát a célfüggvény is bármilyen nagy lehet. Ekkor
viszont értékei között nincs legnagyobb, s azt mondjuk, hogy
a célfüggvénynek nincs felső korlátja, vagyis a megengedett
megoldások halmazán nem korlátos.

Hasonló probléma gyakorlati modellezés során is előfor-
dulhat. Képzeljük csak el, hogy valamely állatot kizárólag
vásárolt takarmányból kívánjuk tartani és programozással meg
akarjuk határozni, hogy hány darab állatot tartsunk és mennyi
takarmányt vásároljunk, hogy maximális legyen a jövedelmünk.
Az egyik változó által /a takarmány által/ táplálóanyagot
nyerünk, a másik változó /állattartás/ által táplálóanyagot
veszítünk /etetünk fel/, s a kettő között meghatározott vi-
szonynak kell fennállni. Ennek megfelelően az egyik változó-
hoz tartozó táplálóanyagokra vonatkozó koefficienseink pozi-
tív, a másik változónál negatív előjelűek lesznek. Ha a két
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változó célfüggvény koefficienseinek viszonya olyan, hogy ér-
demes egy állatot tartani, mert annak termelési értéke /az
egyéb költségek mellett/ fedezi a takarmány árát, sőt ezen
felül mondjuk 1000 R jövedelmet is biztosit, akkor nyilvánva-
lóan két állatot is érdemes tartani /akkor jövedelmünk 2000
R/, de 10, 100, 1000, stb. állatot is, illetve az állattar-
tás ezen az alapon, ha a modellben munkaerő és egyéb korlátok
nem szerepelnek, a végtelenségig kiterjeszthető. A célfügg-
vénynek tehát most sincs felső korlátja, s a feladatnak nincs
optimális megoldása.

Természetesen elképzelhetetlen, hogy egy vállalat az ál-
lattartás mértékét minden határon tul kiterjessze, vagyis az
előbbi feladat megoldását megkapjuk, ha az állattartás mérté-
két,korlátozzuk. Ha pl. a /3.18./ feladatot kibővitjük az
X, - 5 feltétellel, azaz a /3.18./ feladat helyett a
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/3.19./ -8%i + 4%2=16

3x^+ 2*2 - 14

p = 15x. + 20Xg = maximum

feladat megoldását keressük, akkor már megoldáshoz jutunk /ll.
sz. ábra/.

:: k
/2- /

/#- /

"j -i -/ 0 ^ 2 J 4 } 6 7 3 4 <D Á./Z -*/

// Ö6ra

A /3.19./ feladat megoldását az A pontban kapjuk. Ennek
meghatározását és a célfüggvény nivóvonalainak további megraj-
zolását az olvasóra bízzuk.

Eddigi példáinkban mindig két egyenlettel vagy egyenlőt-
lenséggel találkoztunk, kivéve a legutolsó feladatot, amely-
ben, mint láttuk, 3 egyenlőtlenséggel adtuk meg a feltétele-
ket. Felmerül a kérdés, hogy hány feltétel esetén tudjuk a
kétváltozós feladatokat ábrázolni.
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Kétváltozós feladatot mindenkor tudunk a koordinátasikon
ábrázolni, függetlenül a feltételek számától. /Háromváltozós
feladatokat már csak a térben tudjuk ábrázolni, s háromnál több
változós feladatok esetén le kell mondanunk az ábrázolásról./

Vegyük pl. a következő feladatot.

/3.20./ -8x^ + 4%2 S 16

3x^ + 2%2 = 14

p = ISx-, + 20x, = maximum

Most tehát 5 egyenlőtlenségből álló kétváltozós felada-
tot kell megoldani, miközben keressük egy függvény maximumát.
Ábrázoljuk a feladatot a 12. sz. ábrán.

::: K
o -- /
#-- /
//-- /
/0-- /

i—A—I—i—̂ —i—̂ —̂ —t̂ i—1\ r>—-

-3-2-/ 0 / 2 J 4 5 6 7 g 9/0///Z */

/2. cíAra
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A lehetséges megoldásokat a bevonalkázott sokszög pont-
jai adják. Azt a pontot, amelyhez a legnagyobb célfüggvény
tartozik. A-val jelöltük, ez az optimális megoldás. Könnyen
belátható az is, hogy ha a /3.20./ feladatban a célfüggvénynek
nem a maximumát, hanem a minimumát keresnénk, a B pont adná a
feladat megoldását.

Alakítsuk most át a /3.20./-ban megadott feladatot ugy,
hogy az utolsó egyenlőtlenség helyett a

/3.21./ 8%i + Ilag ^ 88

feltételt adjuk meg, vagyis

/3.22./ -8x + 4%2 ^ 16

T:;
8x1 + 11x2^88

p = 15x. + 20%2 = maximum

Ábrázoljuk a feladatot a 13. sz. ábrán.

A lehetséges megoldásokat a bevonalkázott terület pontjai
adják. Melyik ponthoz tartozik a legmagasabb célfüggvényérték?
Észrevesszük, hogy az AB pontokat összekötő egyenes a célfügg-
vény-nivóvonalakkal párhuzamos. Ez azt jelenti, hogy az A pont-
hoz is ugyanakkora célfüggvényérték tartozik, mint a B ponthoz,
illetve az AB egyenes minden pontjánál ugyanazon célfüggvény-
értéket kapjuk. Ha tehát maximális jövedelemre törekszünk, ak-
kor az AB pontokat összekötő egyenes bármely pontját választ-
hatjuk, tehát a feladatnak többféle optimális megoldása van.
Az AB egyenes pontjai tehát alternatív megoldásokként foghatók
fel, s azok - a célfüggvény szempontjából tekintve - egyenérté-
kűek.

Tekintsük még egyszer a célfüggvényt. A

/3.23./ p = 1 5 x +20x^

függvény azt fejezi ki, hogy pl. az első termék egységnyi
termelése 15 egységnyi, a második termék 20 egységnyi
jövedelem realizálását teszi lehetővé. A két termék jövedelem-
aránya tehát 15:20. Eszerint a második termékből ugyanannyi
jövedelem realizálásához 15:20 = 0,75-ször annyit kell termel-
ni, mint amennyi ugyanannyi jövedelem realizálásához az első
termékből lenne szükséges, vagy másképpen, ahhoz, hogy az el-
ső termékből ugyanannyi jövedelmet érjünk el, mint a második
termékből, az első terméket 20:15 = 1,33-szoros mennyiségben
kell előállítani.
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A jövedelem nivővonalait tehát egyszerűen megrajzolhat-
juk ugy, hogy az x^ tengelyen felvett pontokból kiindulva,
olyan egyeneseket rajzolunk meg, amelyek az Xg tengelyt az e-
lőbbi pont 0,75-szörösénél metszik, illetve az x? tengelyen
felvett pontokból kiinduló egyenesek az x^ tengelyt az előbbi
érték 1,33-szorosánál metszik.

Vegyük most szemügyre a 12.sz. ábrát. A legmagasabb jö-
vedelmet akkor érjük el, ha a lehetséges megoldások közül az
A ponttal jelölt megoldást választjuk. A jövedelem-nivóvona-
lak aránya, mint tudjuk, 1:1,33, vagyis pl. a p = 180 nivóvo-
nal az %2 tengelyt a 9 pontban, az x^ tengelyt a 12 pontban
metszi és 12/9 = 1,33. Mi történne azonban, ha ez az arány
csökkenne, vagyis az egyes termékek ár- illetve jövedelemará-
nya megváltozna. Ez azt jelenti, hogy az A pont addig és csak-
is addig biztosíthatja a legnagyobb jövedelmet adó megoldást,
ameddig olyan ni vő vonalat nem kapunk, amely párhuzamos az AC
pontot összekötő egyenessel. Ez történetesen akkor adódik,
ha a jövedelemarány 1:1 lesz. /Természetesen az 1:1 arány csak



az adott példában ad ilyen eredményt. Most ismét sokféle op-
timális megoldásunk lenne, amelyek mindegyikéhez ugyanazon
célfüggvényérték tartozik. Ha a jövedelemarányt tovább változ-
tatjuk, a C pontban nyerjük a legmagasabb célfüggvényértéket
eredményező megoldást. /Az elmondottakat a 12.sz. ábrán köny-
nyen követhetjük./

A fentiek ismerete alkalmat ad további vizsgálatra, il-
letve megfontolásra. Egyrészt vizsgálhatjuk, hogy a jövedelem-
arányok milyen változtatása esetén marad egy meghatározott pont
továbbra is optimális megoldás, azaz a legnagyobb célfüggvény-
értéket eredményező megoldás. Vizsgálhatjuk, hogy a célfügg-
vény milyen arányváltozása esetén terelődik át az optimális
Megoldás egy másik pontra.

A gazdaságirányítás során tulajdonképpen hasonló problé-
mák vetődnek fel - természetesen sokkal bonyolultabb formában -
hiszen felmerül a kérdés, hogy milyen árváltozásokat, vagy a
gazdaságirányítási eszközök milyen változtatásait kell véghez
vinni ahhoz, hogy a vállalatokat a népgazdasági igényeknek
megfelelő termelési szerkezet irányában ösztönözzék. Más eset-
ben vizsgálni kell, hogy az árak milyen változása mellett le-
het még arra számítani - feltételezve, hogy a vállalatok op-
timálisan cselekednek -, hogy a jelenlegi termelési szerkezet
nem változik.

Ilyen és hasonló problémák megoldása igen bonyolult fel-
adat és kétváltozós modellekkel erre aligha vállalkozhatunk.
A kétváltozós modellek azonban alkalmasak voltak arra, hogy a
problémát és a probléma megoldásának lehetőségeit egyszerű
példákon keresztül szemlélhessük. Bonyolultabb módszerekkel
később Ismerkedünk meg.
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4. FEJEZET

A grafikus lineáris programozás gyakorlati alkalmazása

Kétváltozós lineáris programozási feladatok, mint azt az
előző fejezetben láttuk, függetlenül a feltételek számától és
attól, hogy a célfüggvény minimumát vagy maximumát keressük,
grafikus módszerrel is megoldhatók. A grafikus módszer alkalmas
arra is, hogy többváltozós lineáris programozási feladatokat
vizsgáljunk.

A grafikus lineáris programozás nem alkalmas arra, hogy
többváltozós feladatok esetén biztosan optimális megoldást ta-
láljunk, tehát a grafikus módszer általában nem helyettesit!
az analitikus módszert. Egyszerűbb feladatok esetén azonban a
grafikus lineáris programozással is lehetőségünk van gyakorla-
tilag használható és az optimumot megközelítő, de a logikai
kalkulációs módszereknél mindenképpen jobb megoldást eloallita-
ni.

A grafikus lineáris programozás hátránya, hogy nem biz-
tos, hogy optimális megoldáshoz jutunk. Előnye azonban, hogy
nem igényel magasabb matematikai ismereteket, sem pedig nagy-
mennyiségű számolási munkát, igy nem szükséges elektronikus
számitógép a feladat megoldásához. További előnye a grafikus
módszernek, hogy lehetővé teszi sok megoldási változat gyors
áttekintését, miközben szemlélni tudjuk a különböző megoldások
tartalmi vonatkozásait, mind mezőgazdasági-szakmai, mind pedig
közgazdasági vetületét tekintve.

A takarmányadagok összeállítása viszonylag egyszerű fela-
dat. Ilyenkor általában nem kell sok változóval dolgozni, hi-
szen egy takarmányadagot 3-10-féle takarmányból állítunk ösz-
aze. Ennélfogva a grafikus lineáris progamozás gyakorlati al-
kalmazását is célszerű a takarmányadagok összeállításán keresz-
tül bemutatni, megjegyezve természetesen azt, hogy más, hason-
lóan egyszerű feladatok is megoldhatók a bemutatásra kerülő el-
járással.

Legyen feladatunk az, hogy pótabrak-adagot kell összeál-
lítanunk egy liter tej termelésére. Előírjuk, hogy az adagnak
0,250 kg keményitőértéket és 0,056 kg fehérjét kell tartalmaz-
nia. Az adag összeállításához 5-féle takarmány áll rendelkezés-
re, amelyek beltartalmi és költségadatait a 6.sz. táblázatban
találjuk. A táblázatban az utolsó sorban t-vel jelölve, fel-
tüntettük a különböző takarmányokban található táplálóanyagok
arányát, azaz az 1 kg fehérjére jutó keményitőérték-tartalmat
is. Ugyanezt a szükségletre vonatkozóan is meghatároztuk
/6.sz. táblázat/.



- 5 4 -

A keményitőérték-fehérje arány a kukoricadara és a búza-
dara takarmányokban tágabb, a buzakorpa, az extrahált napra-
forgódara és a szójadara takarmányokból pedig szűkebb, mint a
szükséglet keményitőérték-fehérje aránya. Könnyen belátható,
hogy ha kétféle táplálóanyagból a szükségletet pontosan ki a-
karjuk elégíteni, tehát sem hiányt, sem pedig többletetetést
nem engedünk meg és a takarmányadagot kétféle takarmányból kí-
vánjuk összeállítani, az csakis akkor lehetséges, ha az egyik
takarmányban tágabb, a másik takarmányban szűkebb a vizsgált
táplálóanyagok aránya, mint a szükségletben, vagy pedig a táp-
lálóanyag-arány az egyik vagy mindkét takarmányban megegyezik
a szükséglet! arányokkal.

6.sz. táblázat

Alapadatok pótabrak összeállításához

Kuko- Búza Búza Extr. Szója- 1 l.tej
Megnevezés rica dara korpa napraf. dara tápl.szüks.

dara

*1 *2 %3 *4 %5 0

Keményítő 0,791 0,730 0,474 0,512 0,755 0,250

Fehérje 0,074 0,102 0,116 0,334 0,429 0,056
R/kg 2,00 2,90 2,60 4,95 6,75 0

t 10,7 7,1 4,1 1,5 1,7 4,5

Ha pl. a szükségletben adódó táplálóanyag-arányt t^-vel,
az első takarmányban pedig a táplálóanyag-arányt t^-gyel, il-
letve a második takarmányban levő arányt t2-vel jelöljük, ak-
kor a vizsgált két takarmányból a táplálóanyag-szükségletet pon-
tosan fedező takarmányadag akkor és csakis akkor állítható ösz-
aze, ha a

/4.1./ t^ ^ t„ ̂  tz

relációk fennállnak.

Abban a speciális esetben, amikor a két takarmány, vala-
mint a szükséglet táplálóanyag-aránya pontosan megegyezik,
vagyis a

/4.2./ ti = t^ = t;

relációk állnak fenn, akkor az állat táplálóanyag-szükségletét
bármelyik takarmánnyal, illetve a két takarmány bármilyen
kombinációjával ki lehet elégíteni, vagyis végtelen sok megol-
dás lehetséges.
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Ha azonban a

/4.3./ t̂  <t^<t^

relációk állnak fenn, akkor a szükségletet a két takarmány meg-
határozott arányú keverése mellett lehet csak pontosan kielé-
gíteni, vagyis ekkor a feladatnak csak egyféle megoldása van.

A harmadik fejezetből ismert módon határozzuk most meg a
6.sz. táblázatban feltüntetett takarmányok és táplálóanyag-
szükségletek alapján a koordinátatengelyek metszéspontjait
/7.sz. táblázat/.

7.sz. táblázat

Koordinátatengelyek metszéspontjai a

pótabrak összeállításához

Megnevezés I Kuko_ I ̂  I %", I % ^ . I ^
dara

Keményítő 0,32 0,34 0,53 0,49 0,33

Fehérje 0,76 0,54 0,48 0,17 0,13

Most grafikus lineáris programozással határozzuk meg,
hogy az 1 liter tej termeléséhez szükséges keményitőérték- és
fehérjemennyiséget hogyan tudnánk 2-2 takarmányból pontosan kie-
légíteni, vagyis képezzük az összes lehetséges, 2 takarmányból
álló adagvariánsokat. Ezeket az adagvariánsokat alapvariánsok-
nak nevezzük /13. sz. ábrák/.
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Az ábrákra ráírtuk a megoldások eredményeit és az azok-
hoz tartozó célfüggvényértéket /takarmányköltséget/ is. Ter-
mészetesen az ábrát mm-papiron célszerű elkészíteni és minél
nagyobb ábrát készítünk, annál pontosabban tudjuk a felada-
tot megoldani. Mi most kis ábrákat használtunk, igy a leolva-
sás pontossága 1 dkg, s a tized-dkg-okat csak becsülni tudjuk.

Mivel két olyan takarmányunk van, amelyben a táplálóanya-
gok aránya tágabb és három olyan, amelyben szűkebb, mint a
szükséglet! arány, ezért összesen hatféle alapvariáns állít-
ható össze. Ezek az alapvariánsok kielégítik ugyan a tápláló-
anyag-szükségletet, azonban alkalmazásuk gyakorlatilag nem
lenne célszerű, mert nem felelnek meg általában az állat élet-
tani igényének, hiszen egyrészt csak két takarmányból állnak,
másrészt e két takarmány aránya sem mindig megfelelő. Egy do-
log azonban máris szembetűnik, az, hogy az alapvariánsok költ-
sége igen eltérő; 1,11 R-tól 1,30 B-ig terjed. Legkisebb költ-
séget kapunk az adott példában, ha a kukoricát és az extrahált
napraforgódarát keverjük. Ekkor a költség 1,11 R. Viszonylag
kevés költséggel tudjuk a szükségletet kielégíteni a kukorica
és a szójadara keverésével is; 1,14 R-ért. Ezeknek az adagoknak
is megvan azonban az a hibája, hogy csak kétféle takarmányból
tevődnek össze.

A 13.sz. ábrákon meghatározott takarmányadagokról tudjuk,
hogy azok mindegyike 1 liter tej termeléséhez szükséges kemé-
nyltőértéket és fehérjét tartalmaz. Nyilvánvalóan, ha pl. két
kiválasztott alapvariáns felét vesszük és összeadjuk, akkor
ismét olyan adagot kapunk, amelynek keményitőérték-tartalma
szintén 0,250 kg, illetve fehérje-tartalma 0,056 kg, vagyis
az adag béltartalma ismét pontosan a szükséglettel egyezik
meg /természetesen kerekítési, illetve leolvasási hibától el-
tekintünk/.

Ha tehát pl. a kukorica és extrahált napraforgódara,
valamint a kukorica és a szójadara takarmányokat tartalmazó
alapvariánsok 50-50 %-át vesszük és összeadjuk, a következő
adaghoz jutunk:

kukorica 0,5 . 0,235 + 0,5 . 0,225 = 0,23 kg

extrah.
napraforgó 0,5 . 0,121 = 0,06 kg
szójada-
ra 0,5 . O,O95 = 0,05 kg

költség 0,5 . 1,11 + 0,5 . 1,14 = 1,13 R

Most tehát olyan pótabrak-adagot állítottunk össze két
alapvariáns keverésével, amely három komponensből áll. Termé-
szetesen nemcsak két alapvariáns keverhető, hanem több is. Ha
pl. a búzadara és buzakorpa, valamint a búzadara és szójada-
ra alapvariánsok 10-10 %-át és a 13. az. ábrán feltüntetett
többi alapvariáns 20-20 %-át vesszük és összeadjuk, akkor a
következő pótabrak-adayot kapjuk:
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Kukorica 0,111 kg
búzadara 0,090 kg
buzakorpa 0,133 kg
extr.napraf. 0,041 kg
szójadara 0,026 kg
költség 1,20 R

Az alapvariánsok sokféle keverése lehetséges. Egy a fon-
tos, hogy a keveréshez a százalékos arányszámokat - tulajdon-
képpen viszonyszám formájában - ugy válasszuk meg, hogy össze-
gük 100 %, illetve viszonyszám formájában összegük 1 legyen.
A statisztikából ismerjük, hogy az ilyen viszonyszámokat - ame-
lyek összege 1 - megoszlási viszonyszámoknak nevezzük.

Ha tehát y. a j-edik alapvariánshoz rendelt;viszonyszá-
mot, a. pedig a j^edik alapvariánst jelöli, akkor a keverése-
ket a ̂

/4.4./ _,%! T^a.

formulával határozzuk meg /n-féle alapvariánsból/, ahol azon-
ban

/4.5./ j!l 7 j = l -

Az alapvariánsok keverésére nagyon sok lehetőség van.
Ha két alapvariánst kell kevernünk, a grafikus ábrázolás mó-
dot ad arra, hogy anélkül, hogy bármit is számolnunk kellene,
az összes keverési lehetőséget gyorsan áttekintsük és közben
vizsgáljuk annak hatását különböző szempontból.

A 14.sz. ábrán a kukorica és az extrahált napraforgóda-
ra /A alapvariáns/, valamint a kukorica és szójadara /B alap-
variáns/ keverését mutatjuk be. A vízszintes tengelyen a keve-
rési arányokat ábrázoljuk. Nyilván, ha az A alapvariáns 100
%-át vesszük, a B alapvariáns 0 %-kal szerepel a keverékben.
Ha az A alapvariáns 90 %, akkor a B alapvariáns 10 % és igy
tovább, hiszen mint tudjuk, a keverést ugy kell végeznünk,
hogy a két alapvariánsra előirt százalékos arány együttesen
100 % /vagy viszonyszám formájában 1/ legyen.

Az ábrán két függőleges tengelyt találunk, ugyanolyan
skálabeosztással. A skálák egyrészt mennyiségi adatok, más-
részt költségadatokat tartalmaznak. Eljárásunk a következő:
Meghatározzuk mindkét alapvariánsra vonatkozóan azokat az ada-
tokat /béltartalom, összsúly, költség/, amelyeket vizsgálni
kívánunk. Ezután a két alapvariáns adatait bejelöljük a füg-
gőleges tengelyen, mégpedig azon az oldalon, amelyen az adott
alapvariáns 100 t-os keverési arányát tüntettük fel. Ezek a
pontok azt mutatják, hogy ha az adagot csak az egyik alapva-
riánsból állítanánk össze, mennyi lenne annak béltartalma és
költsége. Természetesen, ha valamelyik alapvariáns valamely
vizsgált anyagot nem tartalmazza, akkor a 0 pontot jelöljük
meg. Rzután a két alapvariánsra a két függőleges tengelyen
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megjelölt pontokat a vizsgált mutatónként egy egyenessel köt-
jük össze /14. sz. ábra/.
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A két alapvariáns mutatóit összekötő egyenes kivetítve
valamelyik függőleges tengelyre, megmutatja, hogy a különböző
keverési arányok mellett azok hogyan alakulnak. Az ábrán azt
az esetet jelöltük be szaggatott vonallal, amikor a keverést
50-50 %-os arányban valósítjuk meg. A keverési arányt függő-
legesen szaggatott vonallal megrajzolt nyíllal jelöltük, amely
egy mozgó skálamutatóként fogható fel, s jobbra-balra mozgat-
ható és segítségével különböző keverési arányokat tudunk vizs-
gálni. Ennek alapján nemcsak sok keverési arányt tudunk vizs-
gálni, de azt is látjuk, hogy a mutató jobbra vagy balra való
elmozdítása esetén az adag tartalma a különböző anyagokból és
takarmányokból, valamint az adag költsége hogyan fog változni,
növekszik vagy csökken. /Példánkban csak a takarmánykomponen-
sek mennyiségét, az összsúlyt és költséget vizsgáltuk. Ugyan-
így vizsgálhatjuk a szárazanyag, ásványi anyag, stb. tartal-
mat is./

Ha pl. a két alapvariánst 50-50 %-ban keverjük, az áb-
rán leolvashatjuk, hogy a következő adaghoz jutunk:

Az adag súlya 0,342 kg
ebből kukorica 0,22* "

extrahált napraforgódara 0,065 "
szójadara 0,052 "

Az adag költsége 1,12 R

Az ábrából azt is látjuk, hogy ha a keverési arány mu-
tatóját jobbra mozdítjuk el, vagyis a keverékben növeljük az
A alapvariáns arányát, a B alapvariáns egyidejű csökkentése
mellett, akkor növekszik az adagban a kukorica és extrahált
napraforgódara mennyisége és az adag összsúlya, és csökken a
szójadara mennyisége és az adag költsége.

Nyilván az előbbiekhez hasonlóan, - mint mondottuk -
bármely beltartalmi vagy egyéb adatot vizsgálhatunk. A kemé-
ny! tőérték és a fehérje vizsgálatának most nincs jelentősége,
hiszen mivel mindkét alapvariáns keményitőértéke és fehérje-
tartalma azonos, éspedig pontosan a szükségletet fedezi, a
két alapvariáns bármilyen keverése esetén is a szükséglettel
pontosan megegyező keményitőérték- és fehérjetartalmat nyer-
jük.

Az alapvariánsok keverését bármely két alapvariánsból
elvégezhetjük az előzőekben ismertetett grafikus módszer sze-
rint. Ennek alapján 3 vagy 4 komponensből álló adagokat nyer-
hetünk. Ezek is felfoghatók alapvariánsokként, s az ismertetett
eljárás alkalmazásával szintén keverhetők egymással, vagy va-
lamely 3 vagy 4 komponensből álló adag keverhető valamely két
takarmányból álló alapvariánssal. Ennek alapján viszonylag gyor-
san, különösebb számitások nélkül, sokféle alapváltozatot tu-
dunk megvizsgálni és kedvező adagot tudunk azok közül gyakor-
lati alkalmazásra kiválasztani.

Természetesen az ismertetett eljárás nemcsak pótabrak-
adag, hanem bármely takarmányadag összeállítására, vagy mint
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már emiitettük, más, hasonlóan egyszerű feladatok megoldására
is alkalmas.

Bizonyos, hogy a grafikus lineáris programozás általában
nem versenyezhet a matematikai programozással, mert egyrészt
bonyolultabb feladatok megoldására nem alkalmas, másrészt nem
biztos, mint már emiitettük, hogy optimális megoldáshoz, pl. a
legkevesebb költséggel járó takarmányadaghoz jutunk. Az opti-
mumot azonban kellő gyakorlat és megfelelő állattenyésztési
szakértelem esetén megközelíthetjük, illetve a jelenleg ál-
talánosan alkalmazott módszerekkel szemben mindenképpen jobb
és pontosabb eredményt tudunk elérni és döntéseinket célsze-
rűbben tudjuk megalapozni. Maga az a tény is jelentős, hogy
viszonylag gyorsan és sok számolási munka nélkül sokféle megol-
dási változatot tudunk vizsgálni.

Ugy tűnik azonban, hogy az ismertetett módszer sok raj-
zolást igényel, hiszen a koordinátatengelyeket és a metszés-,
pontokat összekötő egyeneseket sokszor kell megrajzolni. Ezen
is egyszerűen segíthetünk. Egy vaslemez táblára ragaszthatjuk
a mm-papirt /kb. 1x1 m-es tábla/ és ezen rajzoljuk meg a koor-
dinátatengelyeket. Ezután mágnesdarabkákhoz 2-2 mágnesdarabkát
összekötő húrokat /cérnaszálakat/ ragasztunk különböző hosszú-
ságú cérnaszálakkal. A mágnesdarabkákat ugy tapasztjuk a vas-
táblára, hogy a hurok pontosan a koordinátatengelyen meghatá-
rozott metszéspontokon haladjanak át. így a koordináta metszés-
pontokat összekötő egyeneseket nem kell megrajzolni, hanem a-
zokat a hurok helyettesitik.

A különböző hosszúságú hurok alkalmazására azért van
szükség, hogy a mágnestábla bármely pontján tudjuk azokat al-
kalmazni.

Két ilyen tábla elkészítésére van szükség. Az egyik az
alapvariánsok előállítására, a másik az alapvariánsok keveré-
sére szolgál. AZ alapvariánsok előállítására szolgáló táblán
célszerű a koordinátatengelyeken két skálát készíteni, ugy,
hogy az egyiken 1 cm = 0,1 kg, a másikon 1 cm = 1 kg. Az előb-
bi az abraktakarmányok keverésére alkalmas és pontosabb leol-
vasást tesz lehetővé, az utóbbi pedig a tömegtakarmányok keve-
résére alkalmas, ahol a pontosság nem vetődik fel olyan szigo-
rúan és a 10 dkg-os pontosság már elegendő. Ilyenformán egy
egyszerű, olcsó eszközt alakithatunk ki takarmánykeverési vagy
hasonló problémák megoldására.
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5. FEJEZET

A halmazelmélet alapjai

5.1. A halmaz fogalma

Az előző fejezetekben már találkoztunk olyan kifejezések-
kel, mint a háromszöghöz tartozó pontok halmaza, a lehetséges
megoldások halmaza, a bevonalkázott terület pontjainak halmaza,
stb.

A halmaz kifejezéssel a továbbiak során gyakran találko-
zunk, ezért a gazdasági programozás matematikai alapjainak tár-
gyalása előtt célszerű a halmazelmélet alapfogalmainak megisme-
rése.

Amikor a háromszöghöz tartozó pontok halmazáról beszél-
tünk, akkor ez alatt azoknak a pontoknak az összességét értet-
tük, amelyek az adott háromszög területén helyezkednek el. A
lehetséges megoldások halmazán szintén egy összességet, azaz
az összes lehetséges megoldásokat értelmeztük. Az összesség fo-
galmával gyakran találkozunk a mindennapi életben is. Például
egy termelőszövetkezet állatállománya az adott termelőszövetke-
zet állatainak összességét jelenti. Hasonlóképpen összességet
jelent egy termelőszövetkezet, vagy állami gazdaság összes föld-
területe, szántóterülete, dolgozó állománya, gépállománya, vala-
mely raktár anyagkészlete, stb.

A matematikában az összesség helyett a halmaz kifejezést
használjuk, például az egész számok halmaza, a páros számok hal-
maza, a racionális számok halmaza, a 20-nál kisebb pozitív e-
gész számok halmaza, egy szakasz pontjainak halmaza, egy 3 cm
átmérőjű kör pontjainak halmaza, a lehetséges megoldások halma-
za, stb.

Egy halmazt definiáltnak veszünk akkor, ha bármely je-
lenségről egyértelműen eldönthető, hogy az az illető halmazhoz
hozzátartozik, vagy nem tartozik hozzá. Például egy 2 cm suga-
rú kör pontjainak halmazát vizsgálva, a vizsgálat kiterjedhet
azokra a pontokra, amelyek távolsága a középponttól kisebb,
mint 2 cm. Ekkor csak a kör területének belső pontjait értjük,
s nem tartoznak a halmazhoz a kör kerületén elhelyezkedő pon-
tok. Megfogalmazhatjuk ugy is a feladatot, hogy azokat a pon-
tokat értjük, amelyek távolsága a kör középpontjától mérve nem
nagyobb, mint 2 cm. Ekkor a kör kerületének pontjai is a hal-
mazhoz tartoznak. Ha azokat a pontokat vizsgáljuk, amelyek a
középponthoz pontosan 2 cm-re helyezkednek el, akkor a halmaz-
hoz csak a kör kerületének pontjai tartoznak.

Ha például azt mondjuk, hogy a Gödöllői Agrártudományi
Egyetem Tangazdaságában 1975. I. 1-ón 0 órakor meglévő trakto-
rok halmaza, a halmazt egyértelműen definiáltuk. A halmazhoz
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csak a Tangazdaságban 1975. I. 1-én O órakor meglévő traktorok
tartoznak, vagyis nem tartozik a halmazhoz a gazdaság állatál-
lománya, épületállománya, de azok a traktorok sem, amelyeket a
gazdaság egy előző időpontban értékesített, vagy egy későbbi
időpontban beszerez.

Az elmondottak szerint a halmaz bizonyos szempontból ösz-
szetartozó dolgok, objektumok, vagy jelenségek összességet je-
lenti. /Lényegében azonos értelmű ez a statisztikai sokaság,
vagy statisztikai tömeg fogalmával./

Azokat a dolgokat, objektumokat, vagy jelenségeket, ame-
lyekből a halmaz felépül, a halmaz elemelnek nevezzük.

A halmazt kétféle módon adhatjuk meg:

a/ vagy felsoroljuk a halmaz elemeit
b/ vagy leírjuk azt a közös tulajdonságot, vagy tulajdon-

ságokat, amelyek alapján az elemek halmazt alkotnak.

A halmazt általában latin nagybetűvel*/ a halmaz elemeit
pedig latin kisbetűvel jelöljük.

Azt, hogy a eleme az A halmaznak,

a s A

és hogy b nem eleme az A halmaznak,

b d A

formában jelöljük. Azt is szokták mondani, hogy az A halmaz
tartalmazza a-t és nem tartalmazza b-t.

Ha például azt mondjuk, hogy az A halmaz azoknak az x
értékeknek az összessége, amelyek benne vannak a [2; 6] zárt
intervallumban, akkor természetes, hogy

4,6 e A

viszont

6,2 d A.

A halmaz állhat véges és végtelen sok elemből. E szerint
megkülönböztetünk:

véges halmazt, amikor a halmaz elemelnek száma véges, pl.
egy állami gazdaság dolgozói, egy termelőszövetkezet gépállo-
mánya, 20-nál kisebb pozitív egész számok halmaza, stb.;

végtelen halmazt, amikor a halmaz elemszáma végtelen,
pl. az egész szamok halmaza, a páros számok halmaza, stb.;

üres halmazt, amely olyan halmaz, amelynek egy eleme sincs.
Például egy üres raktár készlete, egy olyan gazdaság tehénállo-
mánya, amely nem tart tehenet, a boszorkányok halmaza, mivel
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boszorkányok nincsenek. Legtöbbször üres halmaz az 5 találatos
lottószelvények halmaza is.

A leggyakrabban előforduló halmazokat külön szoktuk je-
lölni, így pl.:

N - a természetes számok halmaza, beleértve a nullát is

G - az egészszámok halmaza

R - a valós számok halmaza

R" - az n dimenziós pontok halmaza

0 - az üres halmaz.

Ha a halmazt elemeinek felsorolásával adjuk meg, a hal-
maz elemeit kapcsos zárójelbe tesszük. Pl.:

A = (-30; -20; 3; 15; 22}

B = ( 1, 3, 5, 7, 9}

Ugyancsak kapcsos zárójelben lehet a halmazokat megadni,
ha elemeinek közös tulajdonságait soroljuk fel. Pl.:

A = (egy állami gazdaság dolgozói)

B = (egy tsz-ben termelt növények)

C = {az összes racionális egész szám)

D = (x|5 S x = 6} = xl X -[5; 6])

vagyis azoknak az x értékeknek az összessége, amelyek
benne vannak az [5; 6J zárt intervallumban

E = {a 3-mal osztható számok)

Ugyanazon elem több halmaznak is lehet egyidejűleg eleme.
Pl.:

A = (2, 4, 6, 8)

B = (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9)

ahol az A halmaz a 10-nél kisebb pozitiv egész páros számok
halmaza, a B halmaz pedig a 10-nél kisebb pozitiv egész számok
halmaza. A 2, 4, 6, 8 számok mindkét halmazhoz hozzátartoznak.
Ugyanígy például, ha A halmaz egy tsz. férfi dolgozóinak halma-
za, B halmaz pedig a 30 éven aluli dolgozók halmaza, akkor a
30 éven aluli férfi dolgozók mind az A, mind a B halmazhoz hoz-
zá tartoznak.

Ha valamely A halmaz minden eleme egyúttal a B halmaznak
is eleme, azt mondjuk, hogy A halmaz részhalmaza a B halmaznak.
Például, ha A halmaz egy tsz. női dolgozóit, B halmaz pedig az
összes dolgozókat jelenti, az A halmaz minden eleme egyúttal
D halmaznak is eleme. Ezt a következőképpen jelöljük:

ACZB B 3 A /olv. : A részhalmaza B-nek/
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Ha A C B, akkor és csak akkor, ha minden x e A esetén
x e B, azaz x e A =>x s B.

Természetesen egy halmaznak több részhalmaza is lehet. Ha
például az A halmaz egy adott tsz. dolgozóit jelenti, a dolgozó-
kat nemek szerint csoportosítva, megkülönböztetjük a férfidol-
gozók részhalmazát B, és a nődolgozók részhalmazát C. Ekkor ter-
mészetes, hogy

B C A

C C A

vagyis az A halmaznak két részhalmazát., különböztettük meg. Ha
a dolgozókat kor szerint, kereset szerint, stb. csoportosíta-
nánk, további részhalmazokat képezhetnénk. /A részhalmazok kép-
zésénél jól fel tudjuk használni a statisztikai csoportosítás-
sal kapcsolatban tanultakat./

Az üres halmaz minden halmaznak részhalmaza, azaz

0 C A
$ C B
stb.

Minden halmaz önmagának is részhalmaza, azaz

A C A

A 0 és az A halmazok az A halmaznak nem valódi részhalma-
zai. Ha B C A és A f B, akkor B az A halmaznak valódi részhal-
maza. /Természetesen most A f 0 ./

Egy részhalmaznak is lehet részhalmaza. Például valamely
tsz. dolgozóinak a férfidolgozók részhalmazát alkotják, de ter-
mészetesen a 30 éven aluli, 30-50 év közötti és 50 éven felüli
férfidolgozók részhalmazát képezik a férfidolgozók halmazának.

Ha tehát

B C A

C C B ,

akkor

C C B C A.

Ha
C C B

és

B C A,

akkor természetesen

C C A ,

amit a halmazok tranzitív tulajdonságának nevezünk.
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Ha egyszerre több elemről állítjuk, hogy azok elemei A
halmaznak, azaz

a c A

b e A
c c A,

akkor az ezen elemekből képezett halmaz részhalmaza A halmaz-
nak, azaz

(a, b, c}C A.

Két halmazt egyenlőnek mondunk, ha elemeik azonosak, leg-
feljebb csak sorrendben különböznek egymástól. Ezek szerint
tehát:

a/ Minden halmaz egyenlő önmagával

b/ Ha mind az A C B, mind a B(Z A relációk fennállnak,
akkor A = B, Ha A = B, akkor x E A O x e B

c/ Ha A C B, de A ^ B, és A f 0, akkor az A valódi rész-
halmaza a B halmaznak. Maga az A halmaz és a 0 halmaz
a B halmaznak nem valódi részhalmaza.

5.2. Müveletek halmazokkal

Halmazokkal a következő müveletek végezhetők:

egyesítés
közös rész képzés
különbségképzés

K műveletek azonban, mint látni fogjuk, különböznek az
aiitmuLikal műveletektől.

5.2.1. A halmazok egyesítése /uniója/

Az A és B halmaz egyesítésén azt az

A U B /U = unió/

szimbólummal jelölt halmazt értjük, amely mindazokat az eleme-
ket tartalmazza, amelyek az A és B halmaz közül legalább az
egyikhez hozzá tartoznak.

Ilyen, például:

A =- (1, 2, j, 4, 5, 6, 7) B - (2, 4, 6} ,

akkor

C = AU B = ti, ̂ , j, 4, 5, b, 7) ,

vagyis

(l, 2, 3, 4, 5, b, 7)U (2, 4, 6] = (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7]
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Az egyesitett halmaz tehát mind az A, mind a B elemeit
tartalmazza, de csuk egyszer.

Képezzük egy tsz. állatállományából a következő halma-
zokat:

A = {magyartarka tehenek 200 db)

B = (3000 1-en felüli magyartarka tehenek 120 db)

C = (magyartarka-holstein friz keresztezett tehenek
200 db)

D = (3000 1-en felüli magyartarka-holstein friz tehenek
180 dbl

E = (3000 1-en felüli tehenek 300 db)

Most

A U C - 400 elemű halmaz; C U D - 200 elemű halmaz;

A U B - 200 elemű halmaz; E = B Ü D - 300 elemű halmaz.

A fenti esetek geometriailag /pl. körökkel/ a következő-
képpen szemléltethetők /az egyesitett halmaz vastagon bekere-
tezve/: /15. sz. ábra/.

4 .* f f

aw



Az egyesítés a küvobke/u LulajUonöjakkal rendelkezik:

a/ A U A - A /idempotenuia/ /idom - ugyanaz, potencia = ké-
pesség, egyenlő tényezők eredménye/

vagyis: bármely halmaz uniója önmagával éppen
önmaga;

b/ A U B - a U A /kommulativiLas/

vagyis: az egyesítés sorrendje felcserélhető;

c/(AUü)U C ^ AU (BUc) /asszociativitás/

vagyis: kettőnél több halmaz egyesítése tet-
szés szerinti sorrendben
/asszociációban/ végezhető;

d/ A U 0 = A azaz: bármely halmaz uniója az üres halmazzal
nem változtatja meg a halmazt.

A halmazok unióját szokás a halmazok összegének is nevez-
ni. /Mint láttuk azonban, ez lényegesen különbözik az aritmeti-
kai összegtől./ '

5.2.2. A halmazok közös része /metszete/

Adott A és B halmazok közös részén azokat az elemeket ért-
jük, amelyek mind az A, mind a B halmaznak elemei, vagyis ame-
lyek mindkét /vagy több/halmaznak elemei.

A közös rész /metszet/ jele: AflB

Pl.: A = (1, 2, 3, 4, 5) B = (2, 4, 6, 8)

A O B = [2,4]

vagy a tsz. tehénállományát tekintve, az előbbi példát véve ala-
kul:

AO B = 120 elemű halmaz

A H C = 0 -"-

c n o = 180 -"-

A/1 E = 1 2 0 -"-

CfTiE = 1 8 0 -"-

Geometriailag ábrázolva /a közös rész vastagon bekeretezve/:
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4/78

C -4 f

Emlékezzünk vissza a grafikus ábrázolás során készitett
ábrákra. Egy-egy feltétellel a koordináta sikon meghatároz-
tunk egy területet, amelynek ponthalmaza olyan megoldásokat
ad, amelyek az adott feltételt kielégítik. Több feltételt egy-
idejűleg azok a megoldások elégítenek ki, amelyeket az egyes
feltételek által meghatározott területek metszetén elhelyezke-
dő ponthalmazok adnak. Ha tehát A halmaz a keményit96rtek szük-
ségletet, B halmaz pedig a fehérjeszükségletet kielégítő megol-
dások halmaza, akkor A A B ponthalmaz mind a keményitGérték
mind pedig a fehérjeszükségletet kielégitS takarmányadag alap-
variánsokat adja.

A halmazok közös részét, vagy metszetét szokták még a hal-
mazok szorzatának is nevezni.

Azokat a halmazokat, amelyeknek nincs közös:, részük,azaz
ha az

A f\ B = 0,

diszjunkt halmazoknak nevezzük. Láttuk, hogy előző példánkban
az A és C halmazok diszjunkt halmazok /disjunkt = szétkapcsolt,
nincs kapcsolatosság/.

A közös rész képzése a következő tulajdonságokkal rendel-
kezik:
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a/ Af\A = A /idempotencia/

b/ A/1B = BA A /kommutatív! tás/

c/(AAB)nc = A n(Bhc) /asszociativitás/

Az egyesítés és a közös rész képzés müveletét a követke-
ző két disztributió törvény kapcsolja össze:

i. (AUB^nc =fAnc)u(snc)

vagyis: két halmaz uniójának egy harmadikkal alkotott metszete
ugyanaz a halmaz, mint a két halmaznak egy harmadikkal külön-kü-
lön képezett metszetének uniója. Az előbbi gyakorlati példát vé-
ve alapul tehát:

Af\E = 3000 1-en felüli magyartarka tehenek = 120 db

CFIE = 3000 1-en felüli magyartarka holsteini friz ke-
resztezett tehenek = 180 db

(AnE)u(cAE)= a 3000 1-en felüli magyartarka és holsteini
friz keresztezett tehenek = 300 db

AUC = magyartarka és holsteini friz keresztezett tehe-
nek = 400 db

(AUC)HE = 3000 1-en felüli magyartarka és holsteini friz
keresztezett tehenek = 300 db.

Tehát
(AUC)rtE = (AAE) UÍCAE)

vagyis a tsz-ben lévő, 3000 1-en felüli magyartarka és magyar-
tarka holsteini friz tehenek azonosak a 3000 1-en felüli magyar-
tarka és holsteini friz keresztezett tehenekkel.

Geometriailag szemléltetve /feltéve,hogy nemcsak a kétfajta
tehén található a tsz-ben/: /17.sz. ábra/

j . , .

, 2ZZZZ2ZZZL__

= ;;:!::% x %%%%%' =

1111 I /^zgycM'cyAa ik/«f)z4r

h ^ M J 6 W /-»? ̂ /ü6Ve/7goe/(-
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II. (Ar&B)UC = ( A U d n ( B V C )

vagyis: két halmaz metszetének egy harmadikkal alkotott uniója
ugyanaz, mint a két halmaznak a harmadikkal külön-külön
képezett uniójának metszete.

Geometriailag: /IS.sz. ábra/

Gyakorlati átgondolását
n az előbbi példa segítségével

/X^ , , könnyen elvégezhetjük.

/ % % % % 2 ^ \ \ \ \ ^ / 5.2.3. A halmazok különbsége

/ ^^$^7 / Az A és B halmaz különbsé-
R$C$^v — * ge azokat az elemeket tartalmaz-
jRSXXxc/ za, amelyek az A halmaznak ele-
fvvvvvN mei, de a B halmaznak nem elemei.

C
Jelölése: A\ B

^=w»jí/c-r/i^r;/?ra/c) ^ ' ^ " ̂ ' ̂ ' '̂ ̂ ' s)

B - (2,4,6, 8}

A \ B - (1, 3, 5}

Geometriailag: /19.sz. ábra/

/ <<4^e/
/ a-a ̂ ~-»V

Az ábrából leolvashatók még a következők:

a/ A \B ^ B\A vagyis a különbségképzés nem kommuta-

tív

b/ (A \B)C A azaz az A\B részhalmaza A-nak

c/ (B \A)CB azaz a B \ A részhalmaza B-nek

d/ (A \B)C AUB tehát A\ B részhalmaza az A és B
uniójának
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e/ (s\A)c AUB vagyis a B \A részhalmaza az A és B unió-
jának

f/ (A\B)u(ArtB) = A azaz az A\ B uniója és az A és B halmaz
metszete az A halmazt adja

g/ (B\A)U(ADB) = B vagyis a B\A uniója és az A és B halmaz
metszete a B halmazt adja

h/ (A \B)U(Ans)U(B\A)= AUB tehát az A és B különbségének, az
A és B közös részének és a B és A különb-
ségének egyesítése egyenlG az A és B unió-
jával.

Még több más összefüggés is létezik. így pl. a De Morgan-
féle azonosság:

A \(BUC) = (A\ B)A (A\C)

és a U és A jelek felcserélhetek, azaz

A \(Bf\C) = (A\B)U(A\C)

5.3. Alaphalmaz - Részhalmaz

Egy tsz. tagságát csoportosíthatjuk nem, kor, iskolai
végzettség, szakképzettség, kereset, stb. szerint.

Ilyenkor a teljes halmazt alaphalmaznak, a csoportokat
részhalmazoknak nevezzük.

Az alaphalmazt I-vel jelöljük.

Ha A az alaphalmaz részhalmaza, azaz ACI, akkor az

I \A

halmazt az A halmaz kiegészítő /vagy komplementer/ halmazának
nevezzük és Á szimbólummal jelöljük. E szerint:

Á = I\A

Ábrázolva: /20. az. ábra/

7 ' ' '

/i/qc/xzkTOz, /^szAa^nof, ̂ o/77c/g/n«y?/«r-
Ama/mez/
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Az A komplementerének /tehát Á-nak/ a komplementere Á

Felírhatjuk ezek után a következő tulajdonságokat:

a/ A = A azaz az A komplementerének komplementere
az A halmaz

b/ AUA = I tehát az A és A egyesítése az alaphalmaz

c/ Af&A = # vagyis az A és Á közös része #

d/ I = 0 tehát az I komplementere #

e/ AUB = ÁAB azaz az A és B uniójának komplementere
egyenlő az A és B komplementerének közös
részével

f/ AA B = ÁUB vagyis az A és B közös részének komple-
mentere egyenlő a komplementerek uniójával.

A két utóbbi azonosság a De-Morgan-féle azonosságon ala-
pul. Ha ugyanis ACI és BCI, akkor a De-Morgan-féle azonosság
alakja a következő:

I\ (AUB) = (l\A)n(l\B) /,i%

es \,\; -\ ;\/-yr#
I\ (AfkB) = (l\A)ufl\B) -:

Megemlítjük még a halmazok teljes rendszerét.

Egy alaphalmaz részhalmazai akkor alkotnak teljes rend- /
szert, ha

a/ bármely két részhalmaz diszjunkt halmaz és

b/ a részhalmazok egyesítése az alaphalmazt adja.

Tehát: /21. sz. ábra/ ; , . ' \

A továbbiakban általában halmazokkal /mátrixokkal, vek-
torokkal, stb./ foglalkozunk. A halmazokról tanultak alapján
már Ismerősek lesznek az olyan fogalmak, amelyeket a gazdasági
programozásnál fogunk használni. /Pl. A lehetséges programok
az L halmaz elemei, x cL, azaz az optimális program eleme az
L halmaznak, stb./
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6. FEJEZET

Lineáris algebra

A halmazelmélet fontosabb alapfogalmainak ismeretében egy
speciális halmazzal, a lineáris térrel ismerkedünk meg. Mint
látni fogjuk, elképzelni csak egy, két vagy három dimenziós
esetben vagyunk képesek, s a tér elnevezést csak képletes érte-
lemben használjuk. A matematikának azt az ágát, amely a lineá-
ris terek vizsgálatával foglalkozik, lineáris algebrának nevez-
zük.

Mielőtt megismerkednénk a lineáris tér fogalmával, illet-
ve azzal, hogy milyen feltételeket kell a halmaznak kielégite-
ni ahhoz, hogy lineáris térről beszéljünk, - néhány uj fogalom-
mal és az ezekkel elvégezhető műveletekkel ismerkedünk meg.

6.1. Mátrixok

6.1.1. A mátrix fogalma

Foglaljuk táblázatba néhány takarmány fajlagos beltartal-
mi adatait.

_ Megnevezés I ^ c a " I ^ . T I ^ ^ -

Szárazanyag 0,280 0,840 0,131

Keményitőérték 0,150 0,321 0,081

Fehérje 0,012 0,129 0,006

A konkrét adatok vizsgálata nélkül a következőket tudjuk
mondani a táblázatról:

a/ Háromszor hármas táblázattal állunk szemben, vagyis a
táblázatnak három sora és három oszlopa van.

b/ A táblázat oszlopokra bontható /az oszlopok az egyes
takarmányok fajlagos beltartalml adatait tüntetik fel/.

c/ A táblázat sorokra bontható, /a sorok egy-egy tápláló-
anyagra mutatják a különböző takarmányok fajlagos bei-
tartalmi adatait/.

d/ A táblázatban az adatok rendezettek a sorok, illetve
az oszlopok szerint.

Az ilyen táblázatokat a mctamatikában mátrixnak nevez-
zük. /A statisztikában a statisztikai táblázat elnevezést hasz-
nálják./ A mátrix természetesen bármennyi sorból és oszlopból
althat. Általánosan azt mondjuk, hogy m sorból és n oszlopból
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áll. E szerint tehát az m sorból és n oszlopból álló számtáblá-
zatot mátrixnak nevezzük. -

Fi 3 5
2 5 4
5 2 3
8 1 2

számtáblázat tehát egy 4 . 3-as mátrix, vagyis négy sorból és
három oszlopból áll. Azt is mondjuk, hogy 4 . 3 tipusu /méretű/
mátrix. Az m sorból és n oszlopból álló mátrix tehát m . n tipu-
su mátrix /m és n bármely természetes egész szám lehet/.

Azokat az adatokat, amelyekből a mátrix felépül, a mátrix
elemeinek vagy komponenseinek nevezzük. A mátrix komponenseit
szögletes zárójelbe tesszük.

A mátrix komponenseit konkrét számok nélkül általánosan
is felírhatjuk. Pl.:

*11 *12 '" "in ' \ . \ . . '

*21 *22 '" *2n ° :'" ' . ' : '

*ml "m2 '-' *mn

m . n tipusu mátrix. A komponensek első indexe a sor, a második
indexe az oszlop sorszámára utal.

Ha meg akarjuk takarítani az összes komponens felirásá-
val járó fáradságot és helyigényt, ekkor a mátrixot félkövéren
szedett latin nagybetűvel, vagy kézírásban aláhúzott /vagy két-
szer aláhúzott/ latin nagybetűvel jelöljük."
Tehát . ,. ,

A vagy A illetve &

Ha ilyenkor a mátrix típusát is jelölni kívánjuk, a szim-
bólum alatt előbb a sor, majd az oszlop indexét zárójelbe tesz-
szük. Pl.:

6 vagy ^
/5.3/ /m.n/

/Ötször hármas vagy m-szer n-es tipusu mátrix/

Szokás még a mátrixot ugy jelölni, hogy általános elemét
/i-edlk sor és j-edik oszlopban lévő elemét/ szögletes zárójel-
be tesszük, azaz _ _,, * = N
'jelölhetjük a mátrixot egyszerűen latin nagybetűvel aláhúzás
nélkül is, ha ez nem zavaró, azaz, ha latin nagybetűt csak
mátrixok jelölésére használunk.
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Ha egy mátrix sorait és oszlopait felcseréljük, az igy
nyert mátrixot az eredeti mátrix transzponáltjának nevezzük.

Például az előbbi takarmány-beItartalmi mátrix transzpo-
náltja a következő:

Száraz- Keményítő- Fehér-
Megnevezés anyag érték je

Silókukorica 0,280 0,150 0,012

Lucernaszéna 0,840 0,321 0,129

Takarmányrépa 0,131 0,081 0,006

A mátrix transzponáltját A vagy A -vei jelöljük. A mátrix
transzponálása tehát a sorok és oszlopok felcserélését jelenti,
azaz

6.1.2. Speciális mátrixok

a./ Zérusmátrix /nullmatrix/

Olyan mátrix, amelynek minden eleme zérus. Jele: 0.
Például: *

0 0 0 .
0 0 0
0 0 0
0 0 0

b./ Négyzetes /kvadratikus/ mátrix

Olyan mátrix, amelyben a sorok és az oszlopok száma meg-
egyezik. Szokás nevezni n . n tipusu, vagy n-ed rendű mátrixnak
is.Pl.

l* 5 2|
A négyzetes mátrix a,, alakú elemeit /bal felső saroktól

a jobb alsó sarokba húzott átló /un. fődiagonális/ mentén el-
helyezkedő elemeit/ diagonális elemeknek nevezzük.

Az előbbi mátrix diagonális elemei tehát 3, 5, 4.
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c./ Diagonális mátrix

Olyan kvadratikus mátrix, amelyben a diagonálistól külön-
böző elemek mind zérusak. Pl.

|5 0 0 |5 0 O
0 3 01 vagy O O O
O O 7j O O -2

illetve

"»11 ° ° "
0 a,2 O

-° ° "™.
A diagonális mátrixokat szokás jelölni a,

<&!!' =22' -'"' *nn>

formában is, amikor csak a diagonális elemeket irjuk fel.

d./ Egységmátrix

Olyan diagonális mátrix, amelyben minden diagonális elem
1.

Például:

|"l O ol

Jele: E

e./ Permutáló mátrix

Olyan mátrix, amelynek soralt vagy oszlopait megfelelően
átrendezve, egységmátrixot kapunk. Például:

f./ Háromszögmatrlx /trianguláris mátrix/

Olyan kvadratikus mátrix, amelynek vagy a főátló elemei
feletti, vagy az alatti elemei mind zérusak. Az első esetben
alsó háromszögmatrixról, a második esetben felső háromszögmat-
rixrol beszelünk, s az ilyen mátrixot ks. vagy ^T] szimbólum-
mal jelöljük. ^
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A^sw liuiumüZogmaLrix

2 ü 0

[\̂  = 3 4 0
7 O -5

l'első haromszögmatrix

1 -3 2

^xT]- 0 5 0

0 0 3

A diagonális mátrixok egyben trianguláris mátrixok.

g./ Minormatrix
Egy mátrix tetszés szerinti számú sorának és oszlopának

elhagyásával nyert mátrixot minormatrixnak nevezzük.

Ha adott az

4 7 6 5 3

2 -7 6 5 1

A = 4 3 2 7 6

8 5 2 9 4

6 1 -3 2 1

mátrix és ennek második és ötödik oszlopát, valamint első és ne-
gyedik sorát elhagyjuk, a maradék minor a következő:

G 6 5"
2'3'5 4 2 7

- 1'3'"|6 -3 2_

A felső indexek azt mutatják, hogy hányadik sorokat, az alsó
indexek pedig, hogy hányadik oszlopokat tartottuk meg.

h./ Hipermatrix

Olyan mátrix, amelynek elemei maguk is mátrixok. Nagymére-
tű mátrixokat, vagy ha gazdasági okokból a mátrix egy-egy ré-
szét célszerű külön bontani, vízszintes és függőleges egyenesek-
kel a mátrixot blokkokra bontjuk.
Például:

1 1 1 1 0 0 0

A = 0 0 1 1 0 0 0 , F^ll -12]

1 5 4 3 2 3 4 (_j21 -22J
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uliol:

1 1 1 1 0 0 0

A ^ = 1 1 0 O ; A^2 = O 0 0 ,
0 0 1 1 0 0 0

5 3 2 ll Fs 7 6

A ^ = 1 5 4 3 ; 6.22" ^ ^ * '
1 7 2 1 3 6 5

Az egyes blokkokat minormatrixoknak, a blokkokra bontást
particionálásnak nevezzük.

Ha egy hipermatrixban a diagonális blokkoktól különböző
blokkok zérusmátrixok, kvázidiagonális mátrixról beszélünk.
Például:

2 3 0 0 0

5 4 O O 0 JA . 0

"; : : : ;j'F '̂ ̂
= <*!!' &22> , ' ;

f./ Vektor

Mondottuk, hogy a mátrixok sorokra vagy oszlopokra
bonthatók, s igy egy számsort vagy számoszlopot kapunk. A mate-
matikában egy számsort vagy számoszlopot vektornak nevezünk.
/A statisztika a statisztikai sor elnevezést használja./

Az olyan mátrixot tehát, amely egy sorból, vagy egy
oszlopból áll, vektornak nevezzük. Az oszlopvektor m . 1 ti-
pusu, a sorvektor pedig 1 . n tipusu mátrix. E szerint a mátrix
sorvektorok, vagy oszlopvektorok rendszereként is felfogható.

A vektorokat félkövéren szedett, vagy kézírásban alá-
húzott /vagy kétszer aláhúzott/ latin kisbetűvel jelöljük.
A Borvektornál a transzponálást is feltüntetjük.

E szerint tehát:

Oszlopvektor:

a vagy a , Lllelvc a
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azaz

=2

a= :

*m

sorvektor:

a* vagy g^, illetve a* vagy a7, illetve

* Ta vagy a

azaz

a* = ^ , a; a^j

Jelölhetjük a vektort általános elemének felírásával is.
Pl.:

pi.1 /j = 1, 2, ..., n/

vagy helytakarékosság céljából a

S = [=!' »2 =n] * = [=1' =2' "" *nl
jelölést is alkalmazhatjuk, amikor az oszlopvektort sorvektor
formájában Írjuk fel,de a transzponálással jelöljük, hogy az
oszlopvektor.

A továbbiakban néhány speciális vektorral is megismerke-
dünk:

Zérusvektor /nullvektor/: ;

Olyan vektor, amelynek minden eleme zérus.

Jelölése: O vagy 0 , illetve 0^

Például: r i
O

0 = 0 vagyO =|o, 0, OJ

0

A zérusmatrix tehát zérusvektorok rendszereként is fel-
fogható.
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Egységvektor:

Olyan vektor, amelynek i-edik eleme 1, a többi 0.

Jelölése: e vagy e., illetve eT

Például:

0

2 - % ' &* - &' °' i' °]
o

összegző vektor:

Olyan vektor, amelynek minden eleme 1.

Jele: 1., illetve 1. vagy 1

például . % : , \v/:.:

1 - i , 1* - |l, 1, 1, l] -
1

A vektorfogalom ismerete alapján könnyű belátni, hogy a
mátrix oszlopvektorok vagy sorvektorok rendszereként ia felfog-
ható. Az A mátrix tehát felírható

oszlopvektorok rendszereként

& " [&!' *2 %n] :
Például:

s 3 2"] |"s 3 2 \ : ;-
1 4 7 = 1 4 7 :\^ '. .. -' ..ÍJ
6 5 4 6 5 4

vagy
sorvektorok rendszereként

"̂* Y -'
12

A - .
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Például: r

5 3 zl [s, 3, 2]
1 4 7 = [l, 4, 7]

6 5 4 [6, 5, 4]

Aligha kell bizonyítani, hogy az egységmátrix egységvek-
torok rendszereként fogható fel, azaz

5 " íkl' =2 Sn]

és r 11

E = .

_-m.

g./ Skalár:

Olyan mátrix, amelynek egy sora és egy oszlopa van, tehát
1 . 1 tipusu mátrix /vagy olyan vektor, amelynek egy eleme van/.

Ilyenkor nem is használjuk a mátrix vagy vektor Írásmó-
dot.

6.2. Nagyságrendi relációk

Egy m . n tipusu A mátrix egyenlő egy m . n tipusu B mat-
rix-szal, ha megfelelő elemeik azonosak. Például ha *"

akkor A * B , mert

*11 " ^ii, a^2 = b^2, a^i = b ^ , 833 - b^^.

Ugyanígy értelmezzük a vektorok közötti relációkat is, azaz ha

akkor a - b .
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Az azonos elemek összehasonlítása alapján értelmezzük az
alábbi relációkat is:

A > B » > b
A > B » > b
A < B a < b

A á S a < b
A 2 0 a > 0

A nagyságrendi relációk természetesen csak azonos tipusu /u-
gyanannyi sort és ugyanannyi oszlopot tartalmazó/ mátrixok kö- '
zött értelmezhetők.

6.3. Müveletek mátrixokkal

6.3.1. összeadás . :

Az összeadást csak azonos tipusu mátrixokkal tudjuk elvé-
gezni.
A: A = [*ij] , & = [ b ^ és C = [c^.] m . n
tipusu mátrixok összege alatt az

A + B + c - [aij + [b^] + [c^j] - [â j + b^j + c^j]

ugyancsak m . n tipusu mátrixot értjük. Az azonos tipusu mátrixo-
kat tehát ugy adjuk össze, hogy az azonos helyen lévő elemeiket
összeadjuk.

Például: '

5 -4 3 4 3 1 ,4 2 6

2 7 6 0 6 -5 0 1 -B

^ " - 6 7 5 & - 2 1 7 ^ " « 5 2

4 2 1 3 5 2 -3 04

"l3 1 lo"
2 14 -7

A + B + C = 2 13 1,

4 7 7

Természetes, hogy A + O = A és 0 + A = A

Mátrixokkal végez müveleteket a gyakorlati szakember is,
még ha nincs is tudatában annak, hogy mátrixokkal dolgozik.
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Például tegyük fel, hogy valamely gazdaság két termelési
egysége a felhasznált mütrágyamennyiségekrSl féleségenként
/N, P, K/ kimutatást, táblázatot készít, amelynek oszlopai a
különböző növényekre, sorai pedig a mütrágyaféleségekre vonat-
koznak. A két termelési egységben összeállított táblázat mátrix.
Az egész gazdaság mütrágyafelhasználását megkapjuk, ha a két
táblázat azonos helyen levő elemeit összeadjuk. Pl.:

Őszi- kuko- napra- Őszi- kuko- napra-
buza rica forgó búza rica forgó

N 800 1000 500 N 1000 1300 0

A = P 700 800 400 ; B = P 800 1000 0

K 500 600 200 K 600 800 0

Őszi- kuko- napra-
buza rica forgó

N 1800 2300 500

A + B = P 1500 1800 400

K 1100 1400 200

A mátrixok összeadására érvényes a

kommutativitás A + B = B + A
asszociatív!t6s 7& +"B/ + C = A + /B + C/

A vektorokra vonatkozóan is érvényesek a mátrixokkal kapcsolat-
ban elmondottak, hiszen azok speciális mátrixok. Tehát

a + b = [aj + [bj] = [â  + bj
azaz

5 2 5 + 2 7

4 + -1 = 4 + /-!/ = 3

3 7 3 + 7 10

vagy

a* + b* = [a,] + |b,] = ̂  + b,]
tehát

r s, 4, fi +r2, -i, ?i =r 5 +2,4 + /-1/, 3 + ?i =

= [?, 3, 10]
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és & + b = b + a

/ a + b / + c = a + / b + c /

""" .'+ b*= b* + .*

/ / + b*/ + c*= a* + /b* + c* /

és természetes, hogy

a + 0 = a és 0 + a = a

Könnyű belátni, hogy

illetve \

/a + b/* = a* + b*

vagyis az összeg transzponáltja egyenlő a tagok transzponáltjá-
nak összegével.

6.3.2. Kivonás

Az összeadáshoz hasonlóan csak azonos tlpusu mátrixok ki-
vonása értelmezhető. A kivonást ugy végezzük, hogy a megfelelő
elemeket kivonjuk egymásból, tehát

A - B = [=1,] - [bi,] = ^ j - ti,]

vagyis az A mátrixhoz hozzáadjuk a B mátrix -1-szeresét, azaz:

A + / - 1 / B .

Például:
5 8 -3 2 2 8 -5 3

A- = |_3 4 6 -3J' 2 - [l 3 8 2j

3 0 2 - 1

C = A - B = ^ 1 -2 -5

Természetesen

A - O = A
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és
O - A = - A

A vektorokra, mint egy sor vagy egy oszlopból álló mátrixokra
is a fenti szabályok érvényesek, vagyis

. - & - H - H - [*. - »J

Például:

Í1 ni M
a = 2 ; k = l és a - b = 1

a* = [3, 2, 5]; b*= [4, 1, -2]

a* - b* = [-1, 1, 7)

Természetesen

A - B f B - A /kommutativitás/

és ' ' .

/A - B/ - c f A - /B - C/ /asszociativitás/

vagy vektorok esetén

a - b f b - a

és

/a - b/ - c f a - /b - c/

Aligha kell bizonyítani, hogy a mátrixok kivonása a mezőgazdasá-
gi gyakorlatban is előfordul.

6.3.3. Mátrix szorzása skalárral

Mátrixot /vagy vektort/ skalárral ugy szorzunk, hogy a
mátrix /vektor/ minden elemét megszorozzuk az adott skalárral.
Tehát
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Y a*. ?[.,] _ |;,y]
Például:

'Í3 [:] '"^ 3 [2, 4] . [«, 12]
A mátrixok skalárral való szorzására érvényes a

kommutativitás yA = Ay

asszociatív!táe (y^ Yg)* = y^ (Y% A)

disztributivitás tyi + Y?) A = y. A + y, &

illetve
y ( A + B ) = y A + y B

Mátrixok skalárral való szorzása is előfordul a mezőgazda-
sági gyakorlatban. Például, ha egy táblázat fajlagos adatai /wü-
trágyafelhasználás, munkaerőfelhasználás, stb./ kh-ra vonatkoz-
nak és azokat ha-ra kell átszámolni, ezt ugy végezzük, hogy a
táblázat adatait szorozzuk 1,73-dal.

6.3.4. Vektor szorzása vektorral

A müvelet csak akkor értelmezhető, ha a szóban forgó vek-
tor elemszáma azonos. Ha vektort vektorral szorzunk, akkor az
egyik vektort sor, a másik vektort oszlopvektorként irjuk fel.
így vektort vektorral két módon szorozhatunk, s e szerint be-
szélünk skaláris szorzásról és diadikus szorzásról.

a./ Skaláris szorzás

Skaláris szorzásról akkor beszélünk, ha sorvektort szor-
zunk jobbról oszlopvektorral. Eredményül skalárt kapunk. Tehát:
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b/

a* b = L , a% aj bg - Fa^ b^ + a% b% + ... +

+ =n^j =Y

vagyis a szorzást ugy végezzük, hogy az azonos sorszámú eleme-
ket összeszorozzuk és a szorzatokat összeadjuk. Például:

5, 8, -3 4 = is . 2 + 8 . 4 + /-3/ . 1 =

= 10 + 32 - 3 = 39

Tegyük fel, hogy egy termelőszövetkezet egy vizsgált idő-
szak alatt 3 féle terméket értékesít az alábbi mennyiségben és
egységárral:

Termék Értékesített Egységár
mennyiség R/q

A 5 000 300
B 8 000 400
C 15 000 500

Hogy mennyi volt az árbevétele, azt megkapjuk, ha a ter-
mékvektort /értékesített mennyiségek vektorát/ jobbról szorozzuk
az árvektorral /egységárak vektorával/, azaz

r i í'°°
I 5000, 8000, 15000J 400

500
= [1500000 + 3200 000 + 7500 OOol = 12 200 000 R

Aligha kell bizonyítani, hogy a mezőgazdaságban ilyen mű-
veletre gyakran kerül sor, s ezen mit sem változtat, hogy a té-
nyezőket vektorként irjuk fel vagy nem.

A skaláris szorzatban a két vektor felcserélhető, ha azo-
kat transzponáljuk, azaz a skaláris szorzás kommutatív jellegű
kifejezés. Tehát

a* b = b* a
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Például az előbbi adatokkal

5 000

Í300, 400, 5Ool 8 000 - 12 200 000 R.

15 000

Egyszerű példák segítségével Igazolhatjuk, hogy érvényes
a disztributlv tulajdonság is:

a* /b + c/ = a* b + a* c

és

/a* + b*/ c = a* c + b* c

A továbbiakban ismerkedjünk meg még néhány speciális eset-
tel.

A 0 vektorral bármely vektort szorozva, eredményül O-t
kapunk. *"

Például: ,. Q = O* , = O

azaz Tol

[S, 2J ^ j = [5 . O + 2 . o] = O
Ha az a vektort az e. egységvektorral szorozzuk, eredmé-

nyül az a vektor i-edik elemét kapjuk.
Például:"

a* e^ = e^ a = ^

"" r i M r i
|_3, 2, 5j 1 = |3 . 0 + 2 . 1 + 5 . Oj = 2

O
Ha egy a vektort összegző vektorral szorzunk, akkor ered-

ményül az a vektor elemeinek összegét kapjuk.
Például: n

a* 1 = 1* a = ^ at

azaz r-
1

[4,3,] 1 =|4.1 + 3. 1 + 2.Í] - 9,
1
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vagy

4 '

Ti, 1, ll 3 = [ l . 4 + 1 . 3 + 1 . 2 l = 9 .

W
b./ Vektorok diadikus szorzata

Vektorok diadikus szorzatáról akkor beszélünk, ha oszlop-
vektort azorzunk jobbról sorvektorral. Eredményül mátrixot ka-
punk, amelynek annyi sora van, mint ahány eleme van az oszlop-
vektornak, és annyi oszlopa van, mint ahány eleme van a sorvek-
tornak.

A müveletet a következőképpen végezzük:

=ii r*ii r*ii [*ii
a b = . b , , bgf.-.fb = . b _ , . b g , ..., . b

Például: _ 1 '

5 5 5 5

3 ["4, 8, 5] = 3 4, 3 8, 3 5 =
2 . 2 2 2 - -'.\'y..-/ ;'\ ,' \

20 40 25 20 40 25

12 , 24 , 15 = 12 24 15

. 8_ .16_ 10 8 16 10
J L J

Jegyezzük meg, hogy , /\

* b* , . b a* : ' ' .-;.( ^ \. . - ;_

Az előbbi példa alapján

4I 4] 4 4 20 12 8

8 [5, 3, 2] = 8 5, 8 3, 8 2 = 40 24 16

5 5 5 5 25 15 10



- 9 3 -

vagyls most az előbbi mátrix transzponáltját kaptuk. E szerint

/a b*/* = b a*

Természetesen

a 0 = 0 a = 0

vagyis ha az egyik tényező O vektor, eredményül O.mátrixot ka-

punk.

Ha az a vektort az e. egységvektorral szorozzuk, olyan

mátrixot kapunk, amelynek i-edik oszlopvektora maga az a vektor,
a többi vektora pedig zérusvektor. *"

Például:

4 p ] p*! |" 4l [b 4 ol
8 fo, 1, ol = 8 0, 8 1, 8 0 = 0 8 0
5j [sj L5J [sj jp 5 oj

vagy

0 ^ O O O 0 0 0

1 [4, 8, 5J = 1 .4, 1 8, 1 5 = 4 8 5

0 0 0 0 0 0 0

Ha az a vektort összegző vektorral szorozzuk, olyan mát-

rixot kapunk, amelyben az a vektor annyiszor fordul elő, ahány

elemű vektorokat szoroztunk.

Például: _

4 g. ^ 4 4 4 4 4 4

8 1,1,1 = 8 1, 8 1, 8 1 = 8 8 8

^J k L.SJ l_5j Is 5 5_

ll 1 1 ll 4 8 5

1 4, 8, 5| = 1 4, 1 8, 1 5 = 4 8 5

l ' - - ' l 1 1 4 8 5

/azaz most az előbbi mátrix transzponáltját kaptuk/
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A mezőgazdasági gyakorlatban a vektorok diadikus szorza-
ta is előfordul.

Például valamely növénynél megterveztük a mütrágyaszük-
ségletet 1 ha-ra mütrágyafeleségenként, mondjuk, hogy N-ből
326 kg, P-ből 366 kg, K-ból 144 kg természetes egységben. Az
adott növényt három táblán termesztjük, amelyek területe 100,
150, 200 ha. Diadikus szorzat alkalmazásával egy olyan táblá-
zat /mátrix/ nyerhető, amely az egyes mütrágyaféleségekből ki-
szórandó mennyiségeket tartalmazza táblánként.

Például:

326 _. _, 32 600 48 900 65 200

366 100, 150, 200 = 36 600 54 900 73 200

144 14 400 21 600 28 800

6.3.5. Mátrix szorzása vektorral

Mátrixot jobbról oszlopvektorral, balról sorvektorral
szorozhatunk. Ez következik a mátrixok szorzására adott defi-
niálóból.

a./ Mátrix szorzása jobbról oszlopvektorral

A müvelet csak akkor végezhető el, ha a mátrix oszlop-
vektorainak száma és a vektor komponenseinek száma megegyezik.

A müveletet ugy végezzük, hogy a mátrix első oszlopvek-
torát a vektor első elemével, a második oszlopvektorát a vek-
tor második elemével, stb. megszorozzuk és a szorzatokat össze-
adjuk. Eredményül vektort kapunk, amelynek annyi eleme van,
ahány sora volt a mátrixnak. Tehát

A x = a^ x^ + a, x, + ... + .^ x„ - ^ a, x, - b

Például: r- -,

Mátrixnak vektorral való szorzása a mezőgazdaságban igen
gyakran fordul elő.
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A 6.1.1. alatt egy táblázatot adtunk meg, amely háromfé-
le takarmány bultartalmi adatait tartalmazza. Ha most összeál-
lítunk egy takarmányadagot, amelyben 25 kg silókukoricát, 3 kg
lucernaszénát és 10 kg takarmányszénát kívánunk feletetni, az
adag szárazanyag, kemény!tőérték és fehérjetartalmát megkapjuk,
ha a fajlagos beltartalmi mátrixot szorozzuk a takarmányok meny-
nyiségeire vonatkozó vektorral, azaz

0,280 0,840 0,131 25

0,150 0,321 0,081 3

0,012 0,129 0,006 10

0,280 0,840 0,131

0,150 25 + 0,321 3 + 0,081 10 =

0,012 0,129 0,006

7,00 2,520 1,31 10,830 Sza.

= 3,75 + 0,963 + 0,81 = 5,523 ké.

0,30 0,387 0,06 0,747 fehérje

b./ Mátrix szorzása balról sorvektorral

A müvelet csak akkor értelmezhető, ha a mátrix sorainak
száma és a vektor komponenseinek száma megegyezik. Eredményül
sorvektort kapunk. ' -

A müvelet elvégzése:

** & = [*i &i + *z *2 + '-' + *n 4] " Ji =1 &I - b*

Például:

[s 4]
[2, 4, 5] 2 3 = 2 [5, 4] + 4 [2,3] + 5 [3, 2] =

3 2 '

= [lO, sl + Fs, 12] + Fl5, lol = [33, 3ol

Könnyen észrevehetjük, hogy az előbbi egyszerű példát
szerepeltettük most is és a kapott vektor az előbbi vektor
transzponáltja. Ennek alapján egyszerű belátni, hogy



A x " k

és

Vizsgáljuk meg, mi kürténik, ha egy mátrixot egységvek-
Lnrral, vagy öss/egz5 vektorra] s/orzunk.

Ha az A mátrixot az e vagy e, egységvektorral szorozzuk
meg, akkor eredményül a mátrix j-edlk oszlopát, vagy i-edik so-
rát kapjuk.
Például:

* «1 = »j

5 3 2*1 Fol Tsl Fal zl [3"
4 7 6 1 = 4 0 + 7 1 + 6 0 - 7

3 1 2 0 3 1 2 1

%&-.;

5 3 2

[o,l, o] 4 7 6 = [5,3,2] O + [4,7,61 1 + [3,1,2] 0 = P,7'ö]
3 1 2

Ha az A mátrixot az 1̂  vagy 1̂  összegző vektorral szoroz-
zuk meg, akkor olyan vektort kapunk eredményül, amely a mátrix
oszlopainak vagy sorainak összegét adja.

*̂ = A -j :. .

5 3 2 1 5 3 2 10

4 7 6 1 = 4 1 + 7 1 + 6 1 = 17

3 1 2 1 3 1 2 6 '
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5 3 2

[l, 1, l] 4 7 6 =[l2, 11, lÓ|

6.3.6. Mátrix szorzása mátrixszal

A művelet csak akkor értelmezhető, ha az első tényező
oszlopainak száma és a második tényező sorainak száma megegye-
zik. Eredményül olyan mátrixot kapunk, amelyben a sorok száma
megegyezik az első tényező sorainak számával, az oszlopok szá- :
ma pedig a második tényező oszlopainak számával.

A müvelet háromféle módon végezhető el.

a./ A müveletet ugy végezzük, hogy azt mátrixnak jobbról
oszlopvektorral való szorzatára bontjuk fel.

A B = Fa. b^, A b^, ..., A b l = C -

5 3 2 H 6 5l * 3 Z M ^ ̂ ; ,
1 ? * 3 -2 7 - 1 ? * 3 , X :
< 5 3 1 4 2 < 5 3 1 , . ^
2 1 4 ^ -" [2 1 4 " - l y

5 3 2 ^ ^ 5 3 2 r 1 ^ 3

1 7 6 ^ 1 7 6 ^ 1 7

4 5 3 -2 , 4 5 3 ? ' 4 = + 5 3 +

2 1 4 L*J 2 1 4 U J 2 1

2] [si Fal [2! ("sí rf
+ ^ 1 , 1 6+ ? -2 + * 4, ^ 5+ ^ 7 +

3 4 5 . 3 4 5
4 2 1 4 2 1

2 10 9 2 30 -6 B

6 2 21 6 6 -14 24

+ 3 % - 8 +15 + 3 24 + -10 + 12

4 4 3 4 ' 12 -2 16 ,
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25 21 4 |"21 32 5(f

5 49 12 29 16 66

20 35 6 ^ 26 26 61

10 7 8 11 26 25

b./ A müveletet felbontjuk mátrixnak balról sorvektorral
történő szorzataira

% %1
A B - ; = C

ö \ -
Például: :

i 7 6 p * =1 r il"' * '"
4 5 3 3 -2 7 = |5, 3, 2J 3 -2 7

2 1 4J U * 2J l_l * %J'

1, 7, 6| 3 -2 7 , J4, 5, 3I 3 -2 7
^ -" 1 4 2 *- J 1 4 2 ,

2, 1, 4] 3 -2 7 = FsT 2, 6, 5| + 3|" 3, -2, 7| +

+ 2 [l, 4, 2], 1 [2, 6, sí + ?[ 3, -2, ?] + 6 [l, 4, 2] ,

4 [2, 6, 5] + 5 [3, -2, 7] + 3 1, 4, 2], 2 [2, 6, s] +

+ 1 [3, -2, 7] + 4 [l, 4, 2] = [lO, 30, 2s] +

+ [9, -6, 21 J+ [2, 8, 4j , [2, 6, 5] + [21, -14, 49] +

+ Fö, 24, 12], Te, 24, 2o] + FlS, -10, 35l + F3, 12, 6l,
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21 32 50

[4, 12. 10] + [3,-2, ̂  +[4. 16, 8]1- =% % *%
J 11 26 25

c. / A müveletet felbontjuk vektorok skaláris szorzatára.

*1 b^, a_i bg, ...,a^ b^

»2 ki' á* ^2' '--' &2 -n

4* b^' a^ b, a* ^

Például:

5 3 2 Fz 6 5

1 7 6 3 -2 7

4 5 3 1 4 2

2 6 5

[5,3,2] 3 , [5, 3, 2] -2 , [5, 3, 2] 7
1 4 2

2 6 5
Fi, 7, el 3 , |"i, 7, el -2 , Fi, 7, el 7

-" 1 "" "" 4 ^ - " 2

2 6 5

[4,5, 3l 3 , ["4, 5, 3l -2 , [4, 5, 3l 7
^ U -" 4 *- -* 2

21 32 50
^ 29 16 66

26 26 61
11 26 25

Az A B szorzat általában nem rendelkezik a kommutatív tu-
lajdonsággal, vagyis általában

A B f B A
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Lehetséges, hogy az A B értelmezhető, de a B A nem is ér-
telmezhető. Például:

% '1 [4 4
ha A = 4 5 és B = ^ J

1 0 L J

AB= 4 5 r H
1 0 "- J

értelmezhető, hiszen az első mátrix oszlopainak száma és a máso-
dik tényező sorainak száma megegyezik, de a

nem értelmezhető, mert az első mátrix oszlopainak és a második
mátrix sorainak száma eltérő.

Tekintsünk két négyzetes mátrixot, vagyis

Most mind az A B, mind a B A szorzat értelmezhető. Végez-
zük el a müveleteket:

- - " [e aj [0 íj " [is 20J

3 2 2 4 18 28
B A =

0 1 6 8 6 8

tehát
A H f B A

Vannak speciális esetek, amikor a tényezők felcserélése
nem változtatja meq az eredményt.
Például:

-i: :] [: 3i: :]
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** 1 0 2 4 2 4
E A =

L? iJ U íj b i_
Könnyen belátható az is, hogy

A 0 = 0 A = 0

Ha az A és B diagonális mátrixok, akkor szorzatuk a követ-
kező:

a ^ 0 ... 0 b^^ 0 ... 0

0 a-g -" 0 0 b-g .. 0

_° ° -" "nnj L° ° '" »""

*11 *»ii O ... 0 \

O a;2 b;; ... 0 '

-

vagy másképpen

(*!!' =22 *n%> (^ll' ^12 b ^ -

" <&11' ̂ ii, *22 "22 *nn ̂ nn) '

vagyis két vagy több diagonális mátrix szorzata olyan diagonális
mátrix, amelynek diagonális elemei a tényezS mátrixok megegyező
helyen lévő diagonális elemeinek szorzata.

Például, ha: , \ , ^
A= (*, 5, 3> és B-(2, 3, y ,

akkor , . .
AB-<t, 5, 3> <(2, 3, 6> -

- X 2, 5 3, 3 . 6 \ = ^, 15,1^>
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és ilyenkor

A B a A

Például:

B A = <2, J, 6> 4, b, j> = <P. 15,18>

A diagonális mátrixok szorzatából következik, hogy egy
dlagonális mátrix m-edik hatványa /m nemnegativ egész szám/
olyan diagonálls mátrix, amelynek diagonális elemei az eredé?
ti mátrix elemeinek m-edik hatványai.

Ha tehát

A = <%ii, a^ a^n>

akkor

A" =<&ll", a ^ a^">

Például:

A = <3, 4, 2>

A"*= (27, 64, 8> .

Felsorolunk még néhány speciális szorzatot:

Ha egy mátrixot jobbról s/orzunk egy diagonális mátrix-
szal, akkor elég a szorzandó oszlopait a megfelelő diagonális
elemmel megszorozni.

Ha balról szorzunk diagonális mátrixszal, akkor a mátrix
sorait szorozzuk a megfelelő diagonális elemmel.

Ha alsó vagy felső háromszögmatrixokat szorzunk össze,
eredményül azonos tipusu háromszögmatrixot kapunk.

Egy mátrixot jobbról, illetve balról szorozva permutáló
mátrixszal, csak a sor-, illetve oszlopvektorok sorrendje vál-
tozik meg.

A mátrixok szorzásánál is érvényes az

asszociatív!tás /A ü/ C = A /B C/,

valamint a

disztributivltás A /B + c/ = A B + A C

^ /A + B/ C '= A C + B C
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A matrlxszorzat transzponáltja

Egy szorzat transzponáltját megkapjuk, ha a tényezőket
felcseréljük és mindkét tényezőt transzponáljuk.

Általában érvényes, hogy

/A B/* = B* A*

vagyis a szorzat transzponáltja egyenlő a felcserélt tényezők
transzponáltjának szorzatával.

Hasonlóképpen
/ A B C / * = C * B * /

Például: _ -. __ _,

2 4 1 0 .

Természetesen

/**/*= ^ loj
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Tehát valóban

6.3.7. Mátrixok hatványozása

Hatványozni csak négyzetes mátrixokat lehet, a következők
szerint:

4 -** . : \.. -
A = A^ A = A A A
A* = A^ A = A A A A , /'' !'

Természetesen , :

A? A * . A? a? ' - .. ' : , :;' ;. :

6.3.8. Müveletek blokkokra bontott mátrixokkal

A mátrix müveletekkel kapcsolatban megismert szabályok
érvényesek akkor is, ha a müveleteket blokkokra bontott mátrixok-
kal végezzük. Ha tehát a hipermatrixokat alkalmas módon particio-
nálással blokkokra bontjuk, ugy hogy a blokkok között a müvele-
tek elvégezhetők legyenek, akkor

A-ll + B^i A^2 + B^2 ,'
A + B =

A-21 + gjl A-22 + &22 .. . ' ., \ .
L. _ _ , . \ ' , , .

** r T ^ : : ;
A-ll ^11 + A-12 B.21 A-ll %12 + A-12 »22 \ /"

A B =
A-21 Síi + A;2 B^i A,i B^2 + ^ 3 B^,

Hapúidául

4 3 0 -3 2 2 3 1 0 -1
3 2 - 1 - 2 3 0 2 2 1 Ü
^ 1 -2 -L 4 1 1 3 2 1

A --» ; B =
" 0 O - 3 U 5 0 0 2 3 2

1 -! -4 L (, 3 -1 1 2 3
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akkor r"
6 6 1 - 3 1
3 4 1 - 1 3

A + B = 3 2 1 1 5
" " 0 0 - 1 3 7

4 -2 -3 3 9

vagy a müveleteket blokkokra elvégezve

4 3 0 2 3 1 6 6 1

-11 + -11 ° ^ 2 -1 + 0 2 2 = 3 4 1

b 1 -2j Ü 1 3-J [3 2 1_

-3 2 O -1 -3 1

&12 + B ^ = -2 3 + 1 0 - -1 3 .,:. .

L"! < J J 1 1 5

Fo o -3"] Fo 0 2*] fo 0 -ll
621 + 221- [l -1 -4J + |_3 -1 íj - [4 -2 -3J

:.'.'' .. 6 6 1 -3 1 -."'".

^ ̂  ̂  _ p u + ̂ 11 ai2 + mi,l_ 3 ; ; -; ;

|_*21 + ̂ 21 *22 + »22_ " % _° [1 I 3 ?

Szorozzuk össze a két mátrixot

1—' í r n
4 J O - 3 2 2 3 1 0 - 1

3 2 - 1 - 2 3 0 2 2 1 O

A . B = 2 1 -2 -1 4 1 1 3 2 1 »
0 0 - 3 0 1 0 0 2 3 2
1 -1 -4 1 6 j -1 1 2 3
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14 16 6 -2 -4

14 9 3 O 1

= 14 2 O 2 6

O -4 -8 4 12

16 -9 -5 6 15

Végezzük el a szorzást blokkokra bontott mátrixszal

4 3 0 2 3 1 8 18 10

-11 -11 " ^ 2 -1 0 2 2 = 5 12 4
2 1 -2 1 1 3 2 6 -2

"-3 2l FÖ O 2"! Fő -2 -4"

_-l 4_| b -1 ÍJ ŰZ -4 2_

4 3 o O -1 3 -4 -̂  ,.

. All%2 = 3 % -1 1 ° = ° -* ' ,
2 1 -2 2 1 -3 -4

"-) %i rí 2I ["-5 °"
±12 522= -2 3 , , = ° 5

-i 4 2 3 5 10 _

0 O -3 2 3 1 F-3 -3 -f

1 -1 -4 1 1 3 |_-2 -3 -13_

ü l 0 Ü 2 3 - 1 1 ,
A., B. -
"- -^ l 6 j -1 1 18 -6 8
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Végezzük el az összeadásokat és állítsuk össze az eredménymat-
rixot, vagyis

^11 ^11 + *12 &21 &11 &12 + &12 &22
A B =

&21 S11 + &22 »21 &21 2i2 + &22 ".2
- . . . . : .. : -", , ..

Példánkban tehát

ITÍ 18 idl ["6 -2 -4HF3 -4l p5 (TI
5 12 4 + 9 -3 -1 0 -4 + O 5
[2 6 -2 12 -4 2 -3 -4 5 10

H-3 -3 -9*1 ["3 -1 íl í̂ 6 -3I FlO 15~1
-2 -3 -13 +18 -6 8 -9 -5 + 15 20

14 16 6 -2 -4

14 9 3 0 1 / , .

14 2 0 2 6

O -4 -8 4 12

16 -9 -5 6 15 : / \

Természetesen a blokkok közötti müveletek csak komformobilia

blokkokkal végezhetők.

6.3.9. Vektorok ée mátrixok lineáris kombinációja

A k,, k%, ..., k skalárokről és az a^, a^, ..., a "n"
komponenst! vektorokbői alkotott k. a. + k, a_ + ... + k a ki-

1 —1 6 —z p —p
fejezést a vektorok lineáris kombinációjának nevezzük.

Kikötésünk csupán annyi, hogy "p" természetes szám legyen.
E szerint a

ka
is lineáris kombináció. Ez a legegyszerűbb lienáris kombináció,
amikor egy vektort szorzunk meg skalárral. Ilyen formán viszont '
.egy vektor is felfogható lineáris kombinációként, hiszen ha
k = l, akkor
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1 a = a

A saklárszorzók előjele szerint beszélünk pozitív, negatív,
nempozitiv és nemnegativ lineáris kombinációkról. Azokat a nem-
negativ lineáris kombinációkat, amelyekben a skalárszorzók ösz-
szege 1, azaz

P
Z k, = 1

1=1 1

konvex lineáris kombinációnak nevezzük. Például:

k^ = 0,3 kg = 0,4 kg = 0,3

és
k + k_ + k = 0,3 + 0,4 + 0,3 = 1

Lineáris kombinációval találkozunk akkor is, amikor mát-
rixot vektorral szorzunk. A

A x vagy % A

szorzat ugyanis nem más, mint a mátrix vektorainak és a vektor
komponenseinek lineáris kombinációja, hiszen mint ismeretes,

A x = a^i + ajX; + ...+ a^x^

illetve

y* * = y]AÍ + YzsS + --- + y»=*

Ilyen jellegű feladatok megoldására gyakran kerül sor a
mezőgazdaságban. Például amikor takarmányadagot állítunk össze,
a beltartalmi táblázatot /mátrixot/ szorozzuk a takarmányadag-
gal /vektorral/ és megkapjuk az adag beltartalmi értékeit. Ha-
sonlóképpen, amikor munkaerőmérlegeket, vagy gépi munkamérlege-
ket készítünk, a különböző termékek fajlagos munkaerő, vagy gé-
pi munkaigényét tartalmazó táblázatot /mátrixot/ szorozzuk a
termelési szerkezet vektorával, s megkapjuk, hogy az adott ter-
melési szerkezet megvalósítása havonként mennyi munkanap, illet-
ve gépi müszakszükséglettel jár.

A vektorok lineáris kombinációjához hasonlóan értelmezzük
a mátrixok lineáris kombinációját.

Ha az m.n tipusu

^1' *2 &p
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matrixok és a

%!' %2' " " kp

skalárokból alkotott

tlAl + ̂  + '-' + tpSf

kifejezést tekintjük, mátrixok lineáris kombinációját állítot-
tuk elő.

Ha A kvadratikus mátrix, akkor az

f /A/ = k^A° + k ^ + kgA? + ... + k^A™

lineáris kombinációt az A mátrix m-ed fokú polinomjának nevez-
zük, ahol k , k_, kg, ..7, k^ skalárok és

Például az

f /A/ = 8 A° - 6 A + A^

az A mátrix másodfokú polinomja.

A lineáris kombinációt természetesen csak azonos elem-
számú vektorok, illetve azonos tipusu mátrixokkal alkothatunk.

Tekintve, hogy skalárok bármely valós értéket felvehet-
nek, az összes lineáris kombinációk halmaza végtelen halmaz.

6.4. További speciális mátrixok :

Nilpotens mátrix .

Ha van olyan m > o egész számú kitevS, hogy

A*'O,

az adott mátrixot nilpotens mátrixnak nevezzük.

Vizsgáljuk meg, hányadik hatvány ad zérusmatrixot, ha

0 0 0 0

4 0 0 0

^"63 0 0

5 2 5 0
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O O 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0

4 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0

- " - - ^ 6 3 0 0 6 3 0 0 * 12 0 0 0

5 2 5 0 5 2 5 0 38 15 0 0

"b o o o"l To o o o " F"o o o o™
_. 2 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0

- " - - " 1 2 O O O 6 3 O 0 " O 0 0 O

38 15 O O 5 2 5 O 60 O 0 O

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

^ ^ 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0
6 " A A - g g g g g ^ Q O * O O 0 O

60 0 0 0 5 2 5 0 0 0 0 0

Tehát az adott példában

A< . q , . . : v
Aszimptotikusan nilpotens mátrix

Ha valamely A - 0 mátrixra fennáll az

1*A<1*

reláció, vagyis ha a mátrix elemeinek összege minden oszlopban
I-nél kisebb, az adott mátrixot aszimptotikusan nilpotens mát-
rixnak nevezzük.

Ez azt is jelenti, hogy pozitív egész számú m kitevő nö-
velésével az A™ hatvány a zérusmatrixhoz közeledik.

Legyen adva az :

O,4 0,3 0,4

A = 0,1 0,3 0,2

0,2 0,2 0,2

mátrix. Képezzük az 1̂  A szorzatot, azaz
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|- -,0,4 0,3 0,4 |- _

1* A - 1, 1, 1 0,1 0,3 0,2 = 0,7, 0,8, 0,8

0,2 0,2 0,2

teliül lunnáll, hogy

1* A - ü,7 0,8 0,8 < 1, 1, 1

Most képezzük az A mátrix hatványait

0,4 O,3 0,4 0,4 0,3 0,4 0,27 0,29 0,30

A^ = 0,1 0,3 0,2 0,1 0,3 0,2 = 0,11 0,16 0,11

0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,14 0,16 0,16

0,27 0,29 0,30 0,4 0,3 0,4 0,197 0,228 0,226

A.3 = 0,11 0.16 0,11 0,1 0,3 0,2 = 0,082 0,103 0,098

0,14 0,16 0,1b 0,2 0,2 0,2 0,104 0,122 0,120

Látjuk, hogy A < A < A f., Ellenőrizhetjük, hogy a hat-
ványkitevő további növelése esetén mátrixunk a zérusmatrixhoz
közeledik.

Minkowski - Leontief-féle mátrix

Ha A aszimptotikusan nilpotens.mátrix, akkor az

E - A

mátrix Minkowski - Leontief-féle mátrix. Az ilyen mátrix diago-
nális elemel pozitivek, a többi elem pedig nem pozitív. Például:

1 0 0 0,1 0,3 0,2 0,9 -0,3 -0,2

E - A = 0 1 0 - 0,4 0,1 0,3 = -0,4 0,9 -0,3

0 0 1 0,2 0,4 0,4 -0,2 -0,4 0,6

Szimmetrikus mátrix

Az olyan kvadratikus mátrix, amelynek elemei a fődiagoná-
Lisra szimmetrikusak.
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Ilyen például az

"4 3 l"

A = 3 2 4

1 4 2

Ha A szimmetrikus mátrix, akkor

A * = A

Ahhoz, hogy két mátrix egyenlő legyen, azonos tipusuaknak
kell lenniük. Ebből következik, hogy szimmetrikus mátrixokat
csak kvadratikus mátrixok között találunk.

Egy kvadratikus mátrixot ferdén szimmetrikusnak, vagy an-
tiszimmetrikusnak nevezünk, ha érvényes az

A = -A*

reláció.

Sztochasztikus mátrix

Ha A nemnegativ, tehát

A - °
és eleget tesz az

A 1 = 1 ' .

követelménynek, akkor azt sztochasztikus mátrixnak nevezzük.
Például:

0,3 0,6 0,1

A = 0 0,4 0,6

O,5 O,5 0

sztochasztikus mátrix, hiszen

O,3 0,6 ü,l"l Fl"| Fi

A 1 - 0 0,4 0,6 1 = 1

_0,l 0,5 0_ 1 1

Hasonlóképpen
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0,2 0,3 0,5 1 1

A 1 = 0,6 0,3 0,1 1 = 1

0,2 0,6 0,2 1 1

6.5. Geometriai értelmezés és ábrázolhatóság

Az 1 elemű vektorok, vagyis a skalárok számegyenesen ábrá-
zolhatok. Vegyünk fel a számegyenesen egy tetszőleges 0 kezdő-
pontot. Válasszunk egy egységnyi szakaszt a 0 ponttól kiindul-
va jobbra /ez megállapodás/ mérjük fel a számegyenesre. A sza-
kasz végpontjához egy egyelemü egységvektort rendelünk, vagyis
1-et, tehát

So = [l] - 1

Ezt a szakaszt ismételten felmérve a számegyenesen, a ka-
pott végpontokhoz irjuk a természetes számokat /skalárokat, egy-
elemü vektorokat/.

1 1 H 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6

A természetes számokat igy kétféle módon szemléltethetjük.
Egyrészt a számegyenes. _ meghatározott pontjaival, másrészt
azokkal az egyenes szakaszokkal, amelyek kezdőpontja 0, végpont-
ja pedig az a pont, amelyhez a megfelelő szám van Írva.

A számegyenesen szemléltethetjük a természetes számokkal
végzett müveleteket is. Például 2 + 4-et a számegyenesen ugy
szemléltetjük, hogy a 0 pontból kiindulva felmérjük a 2-nek meg-
felelő szakaszt, majd ennek végpontjából a 4-et reprezentáló
szakaszt.

2 4
' * -4 »

I 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 ' .

A második szakasz végpontja adja az eredményt.

Könnyű belátni, hogy az összeadással ellentétes müveletet
a kivonást, ugy végezzük, hogy a kisebbitendőt a 0 kezdőponttól
kiindulva felmérjük a számegyenesre, s ennek végpontjából kiin-
dulva, ellenkező irányban felmérjük a számegyenesre a kivonan-
dó t reprezentáló szakaszt, melynek végpontjában kapjuk az ered-
ményt. Például 5 - 3 a következő:
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3

4 1
5

I »
I 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6

5 - 3

Ha a kivonandó nagyobb a kisebbitendőnél, az eredmény a
0 ponttól balra esik. Pl. 2 - 5

5
4 1 '

2
I 1 »
I 1 II 1 1 1
0 1 2 3 4 5

Az eredményt csak akkor tudjuk leolvasni, ha a számegye-
nest a O ponttól balra meghosszabbítjuk, s erre az oldalra is
ismételten felmérjük az egységnyi szakaszt. Az igy kapott pon-
tokhoz a -1, -2, -3, ... számokat rendeljük. Most már ábrázol-
ni tudjuk a 2 - 5 müveletet:

5

'' ^ ' % \ ^
i 1 * 1 1 1 1 1 ; —
-4 -3 -2 -1 O 1 2 3 4

Az igy elkészített számegyenesen az összes természetes
számok ábrázolhatok és a számegyenes pontjai és a természetes
számok között kölcsönös és egyértelmű megfeleltetés létesíthe-
tő^ vagyis minden természetes számnak megfelel a számegyenes
egy és csakis egy pontja, illetve a számegyenes minde*pontjának
megfelel egy és csakis egy természetes szám.

Azt sem nehéz megérteni, hogy ha e egyelemü egységvektor,
azaz

S*= [1]
ennek nyújtásával, zsugorításával bejárhatjuk az egész számegye-
nest. Ha ugyanis e^ = [l] és ezt k szorzásra nyújtjuk, akkor a
k megfelelő megválasztásával a számegyenes bármely pontját meg-
kaphatjuk /bármely természetes számot/. Ha például k = 3, akkor

ke,-, = 3 . 1 = 3. Ha k = -0,75, akkor k e*, = -0,75 . 1 = -0,75.
és igy tovább.
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Felvehetünk a számegyenesen bármely más egyelemllj/ektort
is és ezzel is bejárhatjuk a számegyenest. Ha pl. a =[5jés k = 2,
akkor k a = 2 . 5 = 10. Ha k = -0,5, akkor k a = -0,5 . 5 = -2,5,
stb. Ha b = -3 és k = 2, akkor k b = 2 /-3/ ="-6, vagy k = -3
esetén k b = -3 /-3/ = 9, stb. ""

Hasonlóképpen egyértelmű és kölcsönös megfeleltetés lé-
tesithető a kételemű vektorok és a sik pontjai között. Ezt de-
rékszögű /vagy ferdeszögü/ koordináta-rendszerben tudjuk ábrá-
zolni. Ábrázoljunk néhány kételemű vektort:

--" / a*- C 5]

-f -5 -4 -3 -2 -/ % / 2 j 4 f % = D ' °]

Nem nehéz belátni, hogy az e? = [l, q] és eE = jő, l]
kételemű egységvektorok nyújtásával, zsugorításával, es összea-
dásukkal, bejárhatjuk a koordináta sikot. De bejárhatnánk a si-
kot bármely más nem egy egyenesbe eső kételemű vektorral is,
ha azokat k^-, illetve kg-szereaükre nyújtjuk, illetve zsugo-
rítjuk, összeadjuk, vagy kivonjuk.
Ha például k. = 2 és k2 = 3, akkor

%1 &T + k, e? = 2 [l, o] + 3 [o, l ] - |j, ̂

vagy ha

a%= g, ̂  &,,;=[;, 2]
akkor

2 â  + 3 a% = 2 [2, 3]+ 3 [4, 2]=[lG, íz]
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A háromelemű vektorokat három tengelyű térbeli koordiná-
ta-rendszerben tudjuk ábrázolni, s kölcsönös és egyértelmű meo-
feleltetés létezik a ter pontjai és a háromelemű vektorok
között. A háromelemű egységvektorok, vagy bármely nem egysik-
ba eső háromelemű vektorok nyújtásával illetve zsugorításá-
val és összeadásával bejárhatjuk a háromdimenziós teret.

A négy és ennél több komponenst! vektorokat nem tudjuk áb-
rázolni". A geometriai ábrázolhatóság azonban nem feltétele a
vektorok létezésének és annak, hogy azokkal müveleteket tudjunk
végezni. Az n komponensü vektorokat ugy foghatjuk fel - az e-
lőbbl egyazerü és ábrázolható esetekből általánosítva -, mint
n dimenzió* tárban ábrázolható vektorokat.

Háromnál nem több komponensü vektorokkal végzett müvele-
tek is szemléltethetők. Az egyszerűség kedvéért válasszuk a
kételemű vektorokat.

Ábrázoljuk az a + b müveletet, ha a = fz, Íj)* és b =(4, l)

akkor g + b - [Ö, (| /23. ábra/

-"̂ 11—I—I—I—I—I—I—»
0 / Z J 4 5 f 7 3

Az a és b vektor összegét a következG módon definiáljuk:

Vegyük fel a b-t ugy, hogy kezdőpontja az a végpontjá-
val azonos legyen. Az a kezdőpontjából a b végpontjába vezető
vektort az a és b vektorok összegének mondjuk és a + b-vel je-
löljük.

Az összeget eredőnek, az összeg tagjait összetevőnek és
a vektorok definíció szerinti elhelyezését a vektorok egymáshoz
fűzésének mondjuk.
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A vektorokat hosszúk és irányuk szabja meg, s párhuzamo-
san eltolhatok. A vektorok szabad eltolhatóságából következik,
hogy az összegre adott definíciónk a két vektor összegét egy-
értelműen határozza meg. /24. ábra/. 4

Ha tehát 4 b /

/ A / b, akkor a / a + b

Ha . ^ b

| * b, akkor a j j ^ ^
^ ^ a + b

és

Az ábrából az is látható /és a vektorok szabad eltolha-
tóságából következik/, hogy az összeadandó vektorokkal, mint
oldalakkal /esetleg elfajuló/ paralellogrammát szerkeszthe-
tünk. Ebből az is kitűnik, hogy az összegvektor nem függ az
összeadandók sorrendjének megválasztásától, tehát

a + b = b + â

vagyis mindegy, hogy a b-t illesztjük az a. végpontjához, vagy
az a-t a b végpontjához, ugyanazt az eredményt kapjuk.

Az összeadás alapján nem nehéz ábrázolni a vektorok kü-
lönbségét sem. Legyen a = [6, 4]? és b [4, l]. Ábrázoljuk az
adott vektorokat és az*"a - b különbséget /25. ábra/.
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' A kivonást most ugy vé-
geztük, hogy az a végpontjához

7" ' illesztettük a kTvektort el-
, lenkező irányban.

r_. " Végül ábrázoljuk a vek-
torok skal&rral való szorzá-

j _ . _9 sát. Legyen a = [2' Q ' % = 2
a-A _*——**!%y és ábrázoljuk a k a szorzatot

J-- ~ / * * ^ * % / / /26. ábra/

*Ml "I 1 MM 1 1--- j_-

#«%«, ?"'

Ábrázoljuk még az a^ -[2, 3]; ^ ^ ^

a% = [3, l] vektorok, valamint # / 2 j 4

a k^ = 2, kg = 3 skalárok a?o6no

lineáris kombinációját. /27. áb-
ra/

1̂1—1—t—̂ —1—1—1—̂ —1—1—1—1—
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7. FEJEZET

A lineáris tér

7.1. Az n elemű vektorok tere

A 6.S-ben láttuk, hogy az egyelemü vektorokkal leirhat-
juk a teljes számegyenest. A számegyenest tehát az egyelemü
vektorok terének nevezhetjük. Igaz a tér most egy egyenes, de
mi a továbbiakban a tér kifejezést fogjuk használni, ha az a-
zonos elemszámú vektorok összességéről van sző. A kételemű
vektorok tere a sik, a háromelemű vektorok tere a háromdimen-
ziós tér, az n elemű vektorok tere ezek szerint az n dimenzi-
ós tér. Az n bármely természetes egész szám lehet. Ha törté-
netesen n=l, akkor az egyelemü vektorok terét, vagyis a száme-
gyenest kapjuk a térfogalom általánosításaként.

Az összes n elemű vektorok egy halmazt alkotnak. Legyen
ez a halmaz az L halmaz. Ha e halmazt L -nel jelöljük, akkor
azt is feltüntettük, hogy elemei n komponensü vektorok /tud-
juk, hogy n bármely természetes agész szám leheti/.

Az i, halmazt lineáris térnek nevezzük, ha elemei a kö-
vetkezS feltételeket teljesitik:

a./ Az L elemeire nézve értelmezve van az összeadás és
a skalárral valő szorzás művelete.

Ha
atl^és k < S y

akkor

' a + biLn ' , . ' '

és ha

a & L , és x skalár, akkor

& * 6 L „

/vagyis, ha a és b eleme az n dimenziós lineáris térnek, akkor
a + b is eleme az*n dimenziós lineáris térnek, illetve az a
7vagy b/ és valamely x skalár szorzata is eleme az n dimenzjős
lineáris térnek/.

A 6. fejezetből már ismerjük, hogy az n elemű vektorokat
összeadva eredményül szintén n elemű vektort kapunk, illetve
az n elemű vektorokat skalárral szorozva, szintén n elemű vek-
tort kapunk, tehát az n elemű vektorokra az összeadás és a ska-
lárral való szorzás művelete értelmezve van, s az eredményül
kapott vektor szintén n elemű, tehát eleme az L^-nek.
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b./ Az előbbi két műveletre érvényes a kommutativitás,
az asszociativitás és a disztributivitás törvénye.

Ez azt jelenti, hogy tetszőlegesen kiválasztott vekto-
rokra, ha azok elemei a halmaznak, azaz ha a, b, c & L érvé-
nyesek a 6. fejezetben megismert törvények, azaz "

a + b = b + a 1
** "* ** "" Skommutativitás

xa = ax J

/a + b/ + c = a + /b + c/j

/xy/ a = * /ya/ kasszoclativitás

/ x + y / a = x a + y a l

^disztributivitás
x / a + b / = x a + x b í

c. / Az L^-nek a zérus eleme, a halmaz bármely eleméhez
adva, azt változatlanul hagyja, vagyis ha

akkor

a + 0 = a

Ezt a 6.3.Írből már ismerjük.

d./ Ha az cl E L halmaznak, akkor igaz, hogy ,

1 . a = a

Mivel egy vektor komponensei bármely lehetséges értéket
felvehetnek, az L végtelen halmaz.

A fentiekben megfogalmazott négy feltétel teljesülése ese-
tén tehát a halmazt lineáris térnek nevezzük. Természetesen e
feltételeket nemcsak a vektorok, de a mátrixok is teljesítik,
tehát nemcsak a vektorokkal, de a mátrixokkal kapcsolatban is
beszélhetünk lineáris térről.

Magát a lineáris teret nehéz elképzelni, a szemléltetés
azonban - elemi geometriai értelemben - nem lényeges kelléke
a lineáris tér fogalmának. A tér kifejezés tehát lényegében
átvitt értelmű, hasonlóan a valószinüségszárni kasban használt
esemény tér kifejezéshez. A 6.5.-ben azonban láttuk, hogy a há-
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romnál nem több elemű vektorok tere geometriailag is reprezen-
tálható. Az L-, lineáris tér mint tudjuk, nem más, mint a va-
lós számok halmaza.

7.2. Az altér fogalma

Az L^ lineáris téren belül mindig létezik olyan részhal-
maz, amely a lineáris térrel szemben támasztott négy követel-
ményt kielégíti. Ez a részhalmaz az L altere.

Ha az L térből kiválasztjuk az

a^, ag, .... a%

vektorokat, akkor e vektorok összes lehetséges

X1&1 + %2^2 + '-' + *k3t

lineáris kombinációi /ahol x-,, x,' - */ x% valós számok/ az n
elemű vektorok végtelen halmazát jelentik. Ezt a halmazt L'-
nel jelöljük, és az L alterének nevezzük. Az L' tartalmazza
a zérusvektort is, hiszen ha x, = ... x, = 0, aRkor

a^ 0 + a% 0 + ... + a% 0 = 0

Ez a zérusvektor triviális előállításának módja.

Természetesen az 1/ altér részhalmaza az L lineáris tér-
nek, azaz

^A = ^n

Ha

LA c L^, de L^ f L^ és L^ f *

/ahol 0 az egyetlen nullvektorból álló zérusaitér/, akkor az
L'-t az L valódi alterének nevezzük. A zérusaitér és maga az
L lineáris tér nem valódi altér. Az L' altér önmaga is lineá-
ris tér. "

Egy p . q tipusu A mátrix oszlopvektorainak összes lineá-
ris kombinációi az L lineáris tér alterét állitják elő, mig
sorvektorainak összes lineáris kombinációi az L lineáris al-
terét. Beszélünk tehát az oszlopvektorok, illetne a sorvekto-
rok által generált altérről. Az előbbit az A mátrix oszlop-
vektorterének, az utóbbit pedig az A mátrix sorvektorterének
nevezzük.
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Ha például

3 5 2 1

A = 1 O 7 5

2 3 6 1̂  . .

akkor az

I 3 5 2 1

-1 H ̂  ' ^2 " ° ' 3 ] = ? ' = 4 = 5

bj W L*J LU
vektorok oszlop vek torteret, a

b* = [3, 5, 2, ]]

b* = [l, 0, 7, 5]

b* =[2, 3'G'l]

vektorok pedig sorvektorteret alkotnak.

7.3. Vektorok lineáris függetlensége, függősége

A 6. fejezetből ismeretes, hogy az

-1' -2' '--' %

n elemű vektorok és az

*!' *2 *k

skalárokből /tetszőlegesen megválasztott valós számok/ képe-
zett

%1 Él + %2 2; + '-- + *k 5c

kifejezés által meghatározott vektort az adott vektorok lineá-
ris kombinációjának nevezzük. Mivel

0 a^ + 0 a% + ... + 0^ a^ = 0

természetes, hogy az összes lehetséges lineáris kombinációk
között a zérusvektor mindig szerepel. Ez azt is jelenti, hogy
az

%1 a^ + x, aj + ... + x% a% = 0
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vektorégyenlétnek mindig van megoldása. Az

*1 = *2 = -' = *k = °

megoldást, - tehát amikor a skalárszorzók mindegyike zérus -
triviális megoldásnak nevezzük.

Ezzel kapcsolatban megismerünk egy fontos definíciót.

Ha az

%1 *i + *2 ^2 + '-- + %k Ac = 0

egyenletnek csakis triviális megoldása létezik, akkor az

-1' -2' ' ' Ac

vektorokat lineárisan független vektoroknak nevezzük. Ellenke-
ző esetben lineárisan függő vektorokról beszélünk. Szokás azt
is mondani, hogy az adott vektorok lineárisan független /vagy
lineárisan függő/ rendszert alkotnak.

Legyenek adva az

2 -1 0

a - 3 , b - 4 , o - 2 \ .

ij " L -ti k
vektorok, vizsgáljuk meg, hogy az adott vektorok lineárisan
függetlenek-e?

Képezzük az adott vektorokból az

x a. + y b + z c; = 0 :

kifejezést, illetve részletesen felirva az ^

-2i r-ii ró] ro-
x 3 +y 4 +z 2 = 0

_ij L -iJ W k
formát. Ez a vektoregyenlet egyértelmű a következő egyenlet-
rendszerrel:

2 x - y = 0

3 x + 4 y + 2 z = O

x - y + 3 z = 0
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Az egyenletrendszert megoldva megkapjuk, hogy x = 0,
y = O, z = 0, azaz a három vektor lineárisan független.

Ugyancsak lineárisan független rendszert alkotnak az

e, = E, 0, *] *

e, = [ő, 0, 1]*

vektorok, mert a 0 vektort csak triviális módon képesek előál-
lítani, vagyis *"

0 e + 0 e_ + 0 ê_ = 0

Nézzük meg, hogy lineárisan független rendszert alkotnak-e
az

"sl Til Fzl Ti

'-_!' ^ :' --: - ^ -:
3 -2j ]_ -8

vektorok. Vegyük e vektorok

2 a - 3 b - 4 c + d

lineáris kombinációját:

5 1 2 1

2 % -3 3 -4 -3 + -? =
-1 2 -2 0
j -2 1 -8

-ioi r-3i r-8i r n p-
4 -9 12 -7 0

= -2+ -6 + 8 + 0 = 0

6 6 -4 -8 0

vagyis a 0 vektor nem csak triviális módon állítható elő, hi-
szen azt a 2 a - 3 b - 4 c + d formában is elő tudtuk állita-
ni, amikor a skaláriszorzók nem mindegyike zérus, sőt az adott
esetben zérus skalárszorzónk nincs is. Az adott vektorok tehát
lineárisan függő rendszert alkotnak.
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A lineárisan független illetve függő vektorokkal kapcso-
latban megismerünk néhány egyszerű tételt:

a./ Lineárisan független vektorok között a zérusvektor
nem szerepelhet. A zérusvektor ugyanis nem nulla skalárral
szorozva is zérusvektort ad eredményül. Ekkor a zérusvektor
olyan lineáris kombinációval is előállítható, ahol nem minde-
gyik skalárszorzó egyenlő nullával.

b./ Lineárisan független vektorok bármilyen nem üres
részhalmaza ugyancsak lineárisan független rendszert alkot.
Ha tehát n lineárisan független vektor közül elvesszürkk vek-
tort, ahol k < n, akkor mind a kiválasztott k vektor, mind a
visszamaradó n-k vektor lineárisan független rendszert alkot.

Tegyük fel, hogy a^, a^, ..., a^ vektorok lineárisan
függetlenek. Hagyjuk el"az a^ vektort. A maradék 32*8.3, ...,
an vektorok is lineárisan függetlenek kell, hogy Tegyenek.
Ellenkező esetben ugyanis az a^ vektor hozzáirásával adnának
csak zérusvektort, ha annak együtthatója x^ f 0. Mivel azon-
ban az adott vektorok aj-től a^-ig függetlenek, igy x^ = 0,
tehát azt a rendszernek hozzáírva

*1 *i + *z 8] + ... + x^ a„ = °

Ez viszont, ha a maradék nem lenne lineárisan függet-
len, ellentmondáshoz vezetne.

Például

-fi 1-31 n.i ro-
ci - 3 + 0 1 + 0 1 = 0

-2 2 1 0

Ha az adott lineárisan független vektorok közül, bár-
mely vektort /vektorokat/ elhagyjuk, a maradék vektorok szin-
tén lineárisan függetlenek. Például á

'3"] F i i Fo"
0 . 1 + 0 . 1 = 0

2 1 0

csak zérus skalárszorzókkal vezet zérusvektorhoz.

c-/ Lineárisan függő vektorok közül legalább az egyik
kifejezhető a többi lineáris kombinációjaként.

Vegyük az a,, a_, ..., a, lineárisan függő vektorokat,
üz azt jelenti, hogy az "

*i 2i + *z =2 + --- + *% 3t = g
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klfejezésben nullától eltérS együttható is van. Tegyük fel,
hogy %i f 0. Ekkor azonban

4i - — A, - -sj- a, - ... - -;&- a*

Vezessük be a következő jelöléseket

*2 *3 *k

: ? 2 " - 1 ; ' ?3 - - =; ?* - - ;-

6s akkor .: . ;:^ , ; _ : : .

ll - * 2 S 2 + ? 3 l 3 + . . + Yk"k
tehát az a, vektort kifejeztük a többi lineáris kombinációja-
ként.

Legyenek adva az

' si r fi r 2] ri-
2 3 -3 -7

» = -1 ' k = % ' S = _2 , É = o
3 -2 1 -8

vektorok. Mivel

2 a - 3 b - 4 c + d = 0

az adott vektorok lineárisan függS vektorok, s közülük lega-
lább egy vektor kifejezhető a többi lineáris kombinációjaként.
Válasszuk a többi által kifejezendSnek a b vektort:

- 3 b = - 2 a + 4 c - d

:''..' ' - - _;-. - ^ - - "" . : r'','.:--.. -;:;.; .
, . ' : / ' Ö - § 4 - T S + ? á ,. . ' , : -, , . .; ;. -

' ' - \ - - .. ' ' "'' - ' - .'- " -"'': -'/

3 1 -8
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"ii í-ii rí] r#i r i"
i 4 -i & ^

= + + = =

_&J |_-ij |;IJ l̂ lj ; =
tehát eredményül ténylegesen a b-t kaptuk.

d./ Ha az adott n elemű vektorok közül az egyik kifejez-
hető a többi lineáris kombinációjaként, akkor az adott vekto-
rok lineárisan függő vektorok.

Legyen adva, hogy

Sl = *2 &2 + *3 *3 + '-' + *k &k . . ., .. \

és innen

1 =1 - *2 ̂ 2 - *3 ̂ 3 - -'- - *k %k " 2

A bal oldal olyan lineáris kombináció, ahol nem minden
skalárszorzó nulla, ugyanis x, = 1, tehát az adott vektorok
lineárisan függő vektorok.

7.4. A vektorrendazer rangja

A vektorok halmazt alkotnak. Az azonos számú elemet
/koordinátát/ tartalmazó vektorok véges halmaza vektorrend-
szert alkot. Ezzel kapcsolatban fontos szerepe van a rang de-
finíciójának.

Az a,, a,, ..., a, vektorrendszer rangja r, ha kivá-
lasztható belőle egy r lineárisan független vektort tartalma-
zó részhalmaz, de bármely r-nel több vektorból allo részhal-
maza mar lineárisan függő rendszert alkot. A vektorrendszer
rangján tehát a vektorrendszerben felvehető lineárisan füg-
getlen vektorok maximális számát értjük. Ha tehát egy vektor-
rendszer rangja pl. 6, az azt jelenti, hogy az adott vektor-
rendszerben 6 lineárisan független vektor vehető fel, s ehhez
a vektonrendszer bármely vektorát hozzávéve, már 6 + 1 vektor
lineárisan függő lesz. A rangot r-rel jelöljük, miszerint r
vektor lineárisan független, r + 1 vektor már lineárisan füg-
gő.
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A vektorrendszer rangjával kapcsolatban bizonyítás nél-
kül lássunk néhány tételt:

a./ Ha a vektorrendszer rangja r, akkor a vektorrend-
szer bármely vektora egyértelműen előállítható a rendszerből
tetszőlegesen kiválasztott r darab lineárisan független vek-
tor lineáris kombinációjaként. /Az egyértelműség azt jelenti,
hogy a kiválasztott lineárisan független vektoroknak csak e-
gyetlen olyan lineáris kombinációjuk van, amely a kérdéses
vektort előállítja./

b./ Ha egy vektorrendszerből olyan vektort veszünk el,
amely kifejezhető a többi vektor lineáris kombinációjaként,
akkor a vektorrendszer rangja változatlan marad.

c./ Ha egy vektorrendszerhez olyan vektort csatolunk,
amely kifejezhető az eredeti vektorok lineáris kombinációja-
ként, akkor a vektorrendszer rangja ugyancsak változatlen ma-
rad.

d./ Ha az a,, a,, ..., a. vektorrendszer vektorai mind
előállíthatok a bT, bZ, ..., b* vektorok lineáris kombináció-
jaként, akkor az" a,T a_, . .7? a^ vektorrendszer rangja leg-
feljebb p. -^ "^ "*

: . ' % ' - . '
7.5. Dimenzió és bázis

A lineáris teret nem a ranggal, hanem a dimenzióval jel-
lemezzük. A dimenziót hasonlóképpen definiáljuk, mint a vek-
torrendszer rangját.

Az L lineáris teret n dimenziósnak mondjuk, ha az L-ben
található n lineárisan független vektor, de bárhogyan is vá-
lasztunk ki az L-ből n + 1 vektort, azok mindig lineárisan
függő rendszert alkotnak. ;

Az n elemű vektorok tere n dimenziós, ami szerint n e-
lemü vektorok között n lineárisan független vektort vehetünk
fel. Ilyenek például az n elemű egységvektorok:

»1 = D' °' ---' ÖT
=2 = [°' i °|* r

=n = [°' °' "" íj*
n-nél több lineárisan független vektort viszont az n elemű
vektorok között nem lehet felvenni.
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Az n dimenziós lineáris teret L -nel jelöljük. Bárhogyan
is veszünk fel az L -ben n lineárisan független vektort, azok
bázisát alkotjak az L-nek. A bázis alapvető tulajdonsága,
hogy aT"tér bármely vektora kifejezhető a bázis vektorainak
/az úgynevezett bázisvektoroknak/ lineáris kombinációjaként,
mégpedig egyértelműen.

Ha tehát a

b_l' b,, ..., b^

vektorok az L egyik bázisát alkotják és a c vektor is eleme
az L^-nek, akKor találhatók olyan *"

=1' =2 =n

skalárok, amelyekre nézve teljesül a

S - °i &i + cg %2 + '" + =n 5o

egyenlőség, s ezek a skalárok egyértelműen meghatározottak.

A c,, c_, ..., c skalárokat a c vektor koordinátáinak,
mégpedig a b,T b_, ..., b bázisra vonatkozó koordinátáinak"
nevezzük. "^ """ .

Bázist alkotnak az e,, e,, ..., e egységvektorok is,
amit triviális bázisnak nevezünk, miveT"a koordináták ebben
a bázisban minden külön számítás nélkül rendelkezésünkre ál-
lanak. Ezek a koordináták ugyanis nem mások, mint a kérdéses
vektor komponensei. Az

2 = &1' "2 *n]"
,-

vektornak az
Sl' «2' ---' «n

bázisra vonatkozó koordinátái tehát az

»!' *2' '"' =n

skalárok. E megállapítás egyértelmű és könnyen ellenőrizhető
az

a = a^ e^ + a, *% + ... + a^ e^ = E a

összefüggéssel.
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Az L lineáris térnek mindig van olyan részhalmaza, a-
mely önmagában véve is lineáris térnek tekinthető. Az ilyen
részhalmazt, mint tudjuk, az L alterének nevezzük.

Az L^ adott

a^, a%, ..., a^

vektorainak összes lehetséges lineáris kombinációi, azaz az

s = x^ a^ + %2 a% + ... + x% a%

alakban felírható vektorok például mindig alteret alkotnak
/x,, %,' - ' *% tetszőleges valós számok/.

Bebizonyítható, hogy a definiált vektorok halmaza eleget
tesz a lineáris térrel szemben támasztott követelményeknek.

Ha bevezetjük az ' %

& = [&!' *2 3n] / ^

*" r i* - - -̂  ^

^ = [*!' *2 %n] "
jelöléseket, az előbbi s_ vektor az , _ : ,/

alakban is felírható, ahol A egy n . k típusú mátrix, x pedig
egy tetszés szerinti k elemű vektor. Az összes lehetséges a
vektorok által meghatározott alteret az A oszlopvektorai által
generált altérnek nevezzük. Jelöljük eztTaz alteret L'-lel.
Azt pedig, hogy ez az L' az A oszlopvektorainak lineáris kom-
binációjaként előállítható s"vektorok halmaza, a következő-
képpen szimbolizáljuk:

L' = (sl s_ = A x )

Az L' feltétlenül részhalmaza L -nek, azaz ':

L'<Ln

Az L' dimenziója megegyezik az A oszlopvektoraiból alko-
tott /tehát a generáló vektorokból alkotott/ vektorrendszer
rangjával, ami természetesen nem lehet nagyobb n-nél. Ha az L'
dimenziója történetesen valamely n-nél kisebb természetes szám,
akkor az L' halmazt az L valódi alterének nevezzük. Ha az L'
dimenziója n, akkor

L'^n
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vagyls az L' nem valódi alteret alkot. Mint már ismerjük,
altérről beszélünk akkor is, ha

A = 0

vagyis amikor L' egyetlen elemből áll, a zérusvektorból.

Ezt az esetet az

l'-(0)

szimbólummal jelöljük. Ez a zérusaitér, amely ugyancsak nem
valódi altér.

7.6. A mátrix rangja

Minden mátrixszal kapcsolatban beszélhetünk két speciá-
lis altérről, mégpedig az oszlopvektortérről és a sorvektor-
térről. A sorvektortér és az oszlopvektortér dimenziója, vagy
ami ugyanaz, a sorvektortér és az oszlopvektortér rangja bár-
mely mátrixra nézve megegyezik. Ezt a közös számot nevezzük
a mátrix rangjának és jelöljük r/A/-val.

E szerint tehát valamely A mátrix rangján az oszlopvek-
toraiból, illetve sorvektoraibóT alkotott vektorrendszer rang-
ját értjük.

A mátrix rangjának meghatározására a későbbiekben egy
jól kezelhető számítási eljárást mutatunk be, az un. elemi bá-
zistranszformációt. ElSbb azonban még megismerkedünk néhány
kérdéssel a mátrixok rangjával kapcsolatban.

A rang ismeretében a kvadratikus mátrixokat két csoport-
ba sorolhatjuk, mégpedig a szinguláris és a nem-szinguláris
mátrixok csoportjába. Ha egy kvadratikus mátrix rangja kisebb,
mint rendje /oszlopainak, illetve sorainak száma/, akkor a mát-
rixot szingulárisnak, ellenkező esetben nemszingulárisnak ne-
vezzük. A nem-szinguláris mátrixnak tehát mind az oszlopvek-
torai, mind a sorvektorai lineárisan független rendszert alkot-
nak. A szinguláris mátrixoknál ezzel szemben mind az oszlop-
vektorok, mind a sorvektorok rendszere lineárisan függő.

A mátrixok rangjával kapcsolatban gyakran támaszkodhatunk
az alábbi megállapításokra:

a./ Egy mátrix rangja nem lehet nagyobb sem oszlopainak,
sem pedig sorainak számánál. Egy 5 . 3 típusú mátrix rangja
legfeljebb 3.

b./ A diagonális mátrixok rangja megegyezik a zérustól
különböző diagonálls elemek számával. Az

5 0 0 0 i
. _ 0 0 0 0 -
- " 0 0 3 0

0 0 0 6
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matrix rangja 3.

Egy diagonális mátrix tehát csak akkor nem-szinguláris,
ha a diagonális elemek között nem szerepel nulla.

c./ A kvazidiagonális mátrixok rangja egyenlő a diago-
nális blokkok rangjának összegével.

d./ Egy trianguláris mátrix akkor és csak akkor szingu-
láris, ha diagonális elemei között 0 is található.

e./ Az összeg rangja nem lehet nagyobb a tagok rangjának
összegénél, azaz

r /6i + &2 + '" ^ *&/ * ^ '-1^ + ^ /*;/ + --- + r /A%/

f./ A szorzat rangja nem lehet nagyobb egyik tényező
rangjánál sem, azaz

r /A^ A] ... A^/ $ min r /A*/

g./ Ha a p . r tipusu A mátrix rangja r és az r . q tipu-
su B mátrix rangja ugyancsak^r, akkor az A B szorzat rangja is
r, vagyis ha

r/A/ = r /B/ = r ; ,._ / ^

/P.r/ /r.q/ ; . .J,

akkor . ,., : / . / .
r /A B/ - r . . . . . . ... ...

7.7. A mátrixok faktorizációja

Ha valamely adott mátrixot fel tudunk Írni az :

- , & - *i a* . . A' .. ;,...

összefüggésnek megfelelően két mátrix szorzataként, akkor az A
mátrix egy faktorizációpa áll előttünk. /Természetesen a fak-"
torizációnál több tényezB is számbajöhet, mi azonban csak a
két tényezőre való felbontásra fordítjuk a figyelmünket./

Bárhogy is történjen egy mátrix faktorizálása, a ténye-
zők rangja nem lehet kisebb, mint az adott mátrix rangja. Eb-
ből az következik, hogy az ilyen felbontásban az első tényező
oszlopvektorainak száma, illetve a második tényező sorvektoral-
nak száma legalább annyi, mint az adott mátrix rangja. Ha az
első tényező oszlopvektorainak száma és ugyanakkor a második
tényező sorvektorainak száma is megegyezik az eredeti mátrix
rangjával, akkor minimális felbontásról beszélünk.
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Az A minimális felbontása az

A = &i A,

/p.q/ /p.r/ /r.g/

egyenlőséggel szimbolizálható, ahol

r - r /A/

A minimális felbontásnak a következő tulajdonságai van-
nak:

*'/ r /A^/ - r /*%/ - r /A/

Ez azt is jelenti, hogy mind az A, oszlopvektorai, mind
az A, sorvektorai lineárisan független"*rendszert alkotnak.

b./ Az A. oszlopvektorai bázisát alkotják az A oszlopvek-
torterének, azTA, sorvektorai pedig bázisát alkotják az A sor-
vektorterének. "" "*

c./ Az A2 oszlopvektorainak komponensei az A mátrix osz-
lopvektorainak" az A, által meghatározott bázisra vonatkozó
koordinátái, az A, aorvektorainak komponensei pedig az A sor-
vektorainak az A% által meghatározott bázisra vonatkozóikoor-
dinátái. ^

A minimális felbontást bázisfaktorizációnak is szoktuk
nevezni. A bázlsfaktorizáció igen jöl használható a lineáris
egyenletrendszerek megoldásánál.

7.8. Az elemi b&zistranszformáció

Amikor az L egy adott bázisából egy másik bázisba térünk
át, bázistranszformációról beszélünk. A bázistranszformáció
legegyszerűbb esete az, amikor az adott bázisnak csak az egyik
vektorát cseréljük ki. Ez az elemi bázistranszformáció, vagy
röviden elemi transzformáció.

Legyenek az L^ lineáris tér bázisvektorai a következők:

'sl Fzl Ti

2 1 4

Mivel az

Al %i + =2 *2 + S3 %3 = 2

Csak akkor áll fenn, ha
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*i-*2-*3-°' . Y: . . - .' . .'
az a,, a_, a. vektorok lineárisan független vektorok, tehát az
Lg Tineáris (érnek bázisát alkotják.

Válasszunk egy tetszőleges cs L, vektort, ahol c # 0 és
cseréljük ki ezzel az elSbbi vektorok valamelyikét /pl. a.-et/
ugy, hogy a

c, a%, a^

vektorok is bázist alkossanak.

Mivel az a,, a_, a, vektorok lineárisan független vektorok,
tehát L? bázislt alKotjak, a c vektor /o s L./ kifejezhető az
&1' ^2' *3 bázisvektorok lineEris kombinációjaként, azaz

c - Ci a^ + cg a, + c, a, , ; .. . . _

Mivel c f 0, a c vektornak legalább egy null&től különbö-
z5 komponense van. Tegyük fel, hogy c. f 0. Ekkor vimzont a.
kifejezheti a c, a,, a, vektorok lineáris kombinációjaként,
azaz "* "" "~

Tegyük fel, hogy x az L? lineáris tér egy tetszgleges vek-
tora, amely kifejezheti az a,, a,, a? bázisvektorok lineáris
kombinációjaként, vagyis "~ "

% - «1 %i + *2 *2 + &3 *3

írjunk most a. helyébe az előbbi kifejezést, tanát

3 " (c% E - E[ 12 - 5; la) «i + *2*2 + '3*,

és innen:

- " z; - * (*: ~ z; =2) *2 + (=3 - z; =3) is

Most tehát megkaptuk a tetszőleges x vektor koordinátáit
a c, a?, a? bázisvektorokra. Természetesen az a? vagy a? vek-
torokat ugyanígy kicserélhettük volna a c vektorral. Másrészt
a bázistranszformációt nemcsak c, f 0, de c, f 0, vagy c, f 0
esetén is végrehajthattuk volna, vagyis annyi különböző módon,
ahány O-tól különböző koordinátája van a c vektornak az adott
bázisra vonatkozóan. ""
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Vizsgáljuk meg, hogyan lehet az elemi bázistranszformá-
ciót elvégezni.

Az n dimenziós c vektor felírható a

C = C ^ + Czej + ... + C ^

formában, ahol a c.-k az egységvektorok által meghatározott
bázisra vonatkozó koordináták. Ha c ^ 0, akkor a c. skalárok
között van nullától különböző is. Tegyük fel, hogy c, f 0.

" Ekkor viszont e. kifejezhető az előbbi egyenletből, azaz

Sl * 5% S - ̂  =2 - ... - ̂  ^

A c, e?, ..., e vektorrendszer lineárisan független
rendszert alkot. Ugyanis, ha az

%lS + %2&2 + '-' + *nSn " °

egyenletnek lenne a triviálistól különböző megoldása is, akkor
a c vektort az e, , ..., e vektorok lineáris kombinációjaként
is"elő lehetne állítani,"ami viszont ellentétben áll a c, f 0
feltétellel.

Az előbbiekből következik, hogy ha a,, a,, ..., a egy
tetszőleges bázis, akkor annak feltétele, Rogy az a, bazisvek-
tort kicserélhessük n dimenziós tér tetszőleges ci vektorával,
az, hogy a c vektor i-edik komponense nullától különböző le-
gyen.

Hogyan alakulnak a vektorok koordinátái, ha egyik bázis-
ból a másikba térünk át? Legyenek x vektor- a., a^, ..., a
bázisra vonatkozó koordinátái x, , xL, ..., x T E szerint te-
hát 1 % n

x " Xl»l + %222 + '-- + *n%n

Tegyük fel, hogy c vektor ennek a lineáris térnek egy
tetszőleges nullától különböző vektora, azaz g ^ 0. A c_ vek-
tor felírható a bázisvektorok segítségével, azaz ^ ~"

c = c^ai + cza, + ... + c%a*. + ... + c ^

ahol c, a c; vektornak a bázisra vonatkozó koordinátái. Mivel
c: f 0, Így a ĉ  között van legalább egy, amely nem nulla. Le-
gyen*"ez a c%. Ebben az esetben a bázisvektorok közül az a.
vektor kicserélhető a c vektorral, vagyis az au, a?, ..., 2'
..., a vektorok szinten bázisát alkotják a lineáris térnek,
ugyanis ezek lineárisan független vektorok. A vektorcsere
feltétele, hogy a c vektornak az a,-ra vonatkozó koordináta-
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ja c% f O legyen. Mivel c. f 0, a c vektorra felirt lineáris
kombinációból a^ vektort Kifejezhetjük, azaz

Most az a. értékét az x vektorra felirt egyenletbe be-
helyettesítve kapjuk, hogy *"

r 1 1 - / ,
x - x^ai + x^a, + ... + x% - — c^a^ - — Cga, - ... +

és szorzás, összevonás után :

r %k 1 r *k 1 *k
z - *i - ̂  =1 ii + *2 " s; =2 Sz + --- + 3; s + ... +

vagyis az egyenlet jobb oldalán zárójelben lévő együtthatók
/skalárok/ adják az x vektornak az uj bázisra vonatkozó koor-
dinátáit. ~* :

Habevezetjük az

jelölést, az előbbiek egyszerűbben felirhatők a

x = /x^ - 6c^/a^ + /x^ - 5Cg/ &2 + --- + 5c + ... + /x^ - Gc^/a^

formában. Az elmondottakat a következő táblázatos formában tud-
juk szemléltetni:
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1̂  11^

Régi Tetszőleges Uj TetszSleges
bázis - x régi koord. bázis - x uj koord.

*1 c^ %i *i o *i - ac^

— Ak Ek)f° %k -»S 1 ^ - *°k

Látjuk, hogy mivel c vektort bevontuk a bázisba az a.
vektor helyett, megváltoztak a c vektor koordinátái, vagyis
a régi koordináták helyére az e7 egységvektor koordinátái
léptek. Ugyanis a c vektort az"uj bázis vektoraiból a

c = 0 a^ + 0 aj + ... + 0 =^_^ + 1 c + 0 a ^ + 0 a^

formában tudjuk előállítani. Az I. táblázat tehát a c, x vek-
toroknak a régi bázisra vonatkozó koordinátáit, a II? táblázat
pedig az uj bázisra vonatkozó koordinátáit tünteti fel.

A c^koordinátát, amely jelzi, hogy a c vektort melyik
bázisvektor helyére vonták be, generáló elemnek nevezzük. Ez
csak nullától különböző koordináta lehet. A generáló elemet
/kitüntetett szerepét hangsúlyozva/ a táblázatban bekeretez-
tük.

Az elemi bázistranszformáció során az x vektor uj koor-
dinátáit két lépésben számítjuk ki. "

Az első lépésben a generáló elemmel elosztjuk az x vektor
megfelelS koordinátáját. Az Így nyert hányadost 6-vel jelöl-
tük.

A következő lépésben meghatározzuk az x vektor többi
koordinátáit, ugy, hogy a régi koordinátákból rendre levon-
juk az uj bázisvektor régi koordinátáinak 6-szorosát. /Ter-
mészetesen, ha 6=0, vagy ha az uj bázisnak a megfelelő régi
koordinátája 0, az x koordinátái nem változnak meg./
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A gyakorlatban mindig az egységvektorok által meghatáro-
zott bázisból, az úgynevezett triviális bázisból indulunk ki,
s ennek vektorait lépésről lépesre cseréljük ki alkalmasan
megválasztott uj vektorokkal. Legyenek adva az

3 Fzl Fll 111"
*1- 2 , a% = 1 , â  = 4 , b = 17

4 2 3 19

vektorok és legyen

- " *lSl + *242 + *343 . ;

Cseréljük ki az e_, e^, e, bázisvektorok valamelyikét és számít-
suk ki az a. vektorok uj koordinátáit. Vonjuk be a bázisba mond-
juk az a. vektort és legyen a generáló elem az a. vektor máso-
dik koordinátája /a táblázatban bekereteztük/. "^

Az a- vektor uj koordinátái x. - 6c. alapján a követke-
zők: "^ * *

(* - ? - °'S)

2 - 0,5 . 3 = 0,5,

2 - 0,5 . 4 = 0.

ugyanígy az a^ koordinátái fö = ̂  = 2/

1 - 2 . 3 = -5,

3 - 2 .4 = -5

és a b vektornál (ő = iZ = 8,s)

11 - 8,5 . 3 = -14,5

19 - 8,5 . 4 = -15,0

Foglaljuk az adatokat táblázatba /nyíllal jelöljük a báziscse-
rétl/:

I. II.

& I *1 -2 -3 I " bá^a I ̂  ^ 53 I k .
e. 3 2 1 | 11 e 0 0,5 -5 I -14,5

*-e_2 G Q 1 4 j 17 -»a^ 1 0,5 2 I 8,5

6] 4 2 3 | 19 e, 0 0 -5 | -15,0
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Bevonhatunk a bázisba egy másik vektort is. Mindegy,
hogy melyiket, de célszerű lehet ugy választani, hogy kedvező
legyen a generáló elem, hogy egyszerűbben tudjunk számolni.
Vonjuk be a bázisba a^-at és válasszuk generáló elemnek annak
harmadik koordinátáját.

II , III

%%L I -2 2, 23 | » ;,,%, í ̂  A, », j S
e^ O 0,5 -5 |-14,5 e 0 0,5 0 |0,5

a^ 1 0,5 2 | 8,5 a^ 1 0,5 0 |2,5

<r=e] 0 0 QjTj |-15,0 =^a^ 0 0 1 '3

Megfigyelhetjük, hogy mivel a.-nél ó = —r = 0, az a,
koordinátái nem változtak. *" " "*

Bevonhatjuk a bázisba a,-t is. Válasszuk generáló elemül
ennek első koordinátáját. Ekkor a következőt kapjuk:

III IV

L12L I -2 ^ ^ | ^ b&:L 1-2 ^ ^ í &
# s % o |o,s| o I 0,5 s%2 ° i o I 1

â  1 0,5 0 | 2,5 a 1 0 0 | 2

â  0 0 1 | 3 a O O 1 | 3

A b oszlopában találjuk a b vektornak az uj bázisra
vonatkozó koordinátáit, amikoris~~mindhárom egységvektort ki-
cseréltük az a, vektorokkal. A kapott koordináták a

b = =1*1 + Xzag + x^aj

lineáris kombináció x. , x_, x_, skalárjal és mint a táblázat-
ból látjuk, x =2, x,= 1 éB Xg = 3. /Vigyázni kell a skalárok
sorrendjére. Az a,-nek megfelelő sorban lévő koordináta az x,
skalár, az a, sorában található az x^ skalár és a^ sorában a*
x_, skalár. E szerint

3 2 1 6 2 3 11

b =2 2 + 1 1 + 3 4 = 4 + 1 + 1 2 = 17

" 4 2 3 8 2 9 19
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A 'triviális bázis szerint

b = 11 e^ + 17 e% + 19 e,

vagyis

"il Tol ' To
b = 11 O + 17 1 + 19 O

0 0 1

Ll O O 11

= O + 17 + O = 17

O O 19 19

Könnyen észrevehetjük, hogy a táblázat belsejében permu-
táló mátrixot kaptunk, melyet átrendezve, egységmátrixhoz ju-
tunk.

Az egységvektoroknak pillanatnyilag semmi szerepük nincs,
ezért azokat elhagyhatjuk. Ennek alapján a számításokat egy-
szerűsíthetjük. Ilyenkor a táblázatokat nem ismételjük, hanem
egymás mellé irjuk.

*1 *2 &3 I ^ ^2 »3 I b ág | b I b

—4-A2 % 2 1 j 11 0,5 -5 j-14,5 |o,5| 0,5 1

»&1 E ] 1 4 | 17 0,5 2 | 8,5 0,5 2,5 2

— t a g 4 2 3 I 19 0 QE]|-15,0 O | 3 3

Kevesebb munkával ugyanazon eredményhez jutottunk.

Megjegyezzük még a következőket:

A vektorok bevonásának sorrendje közömbös.

Egy m . n tipusu mátrix esetén /mint tudjuk, m a sorok
száma, n pedig az oszlopok száma/:

ha m < n, nem tudunk minden oszlopot a bázisba bevonni,
csak legfeljebb m oszlopot

ha m = n, akkor annyi /de legfeljebb m számú/ oszlop von-
ható a bázisba, ahányszor sikerül a szabad sorokban
zérustól különböző generáló elemet választani

ha m > n, akkor nem tudunk minden sorba uj vektort bevon-
ni, mert nincs elegendő oszlopvektorunk.
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7.9. A mátrix rangjának meghatározása

A bázistranszformáció megismerése után egyszerűen jutunk
el a mátrix rangjának meghatározásához.

Egy mátrix rangját ugy határozzuk meg, hogy a triviális
bázis bázisvektorai helyébe az adott mátrixnak annyi oszlop-
vektorát vonjuk be, amennyit csak lehet. Az utolsó bázis uj
bázisvektorainak száma lesz a mátrix rangja.

Vegyük például az

L" 2 3J *" J

mátrixot és határozzuk meg rangját.

Kiindulunk a

Bázis a^ a% a^

±1 2 4 1

S.2 % 1 <

= 3 4 2 3

táblázatból, majd először az a , majd az ̂ , stb. vektorokat
vonjuk be a bázisba mindaddig, amig ujabb vektor bevonására
lehetőségünk van. Ahány vektort tudunk a bázisba bevonni a
triviális bázisvektorok helyére, annyi az adott mátrix rangja.
Végezzük el a báziscseréket az előző pontban az elemi bázis-
transzformációval kapcsolatban megismert számítási eljárás
szerint.

Bázis a^ a% a^

e_i E 4 1

I ej 2 1 4

e_3 4 2 3

Bázis e^ ág a^

»1 1 2 0,5

9.2 0 ED 3

2.3 0 -6 1
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Bázls e^ e^ a,

a^ 1 O 2,5

=2 ° 1 -1
8] O O 1-5 |

B6=lB Íj, e, e,

-1 1 0 0

&2 0 1 0

«3 ° ° 1

Mindhárom oszlopvektort be tudtuk vonni a bázisba, te-
hát az adott mátrix rangja

r / A / = 3

A számításokat most is célszerű az egységvektorok elha-
gyásával, leegyszerűsített módon elvégezni, azaz

=1 =2 ^3 Sz &3 A3

a^ _g^ [2] 4 1 2 0,5 2,5

=2 2^ 2 1 4 E H 3 -1

a^ 3.3" 4 2 3 -6 1 |-5J

Határozzuk meg az

1 3 1

4 6 -2

^ = 0 1 -1

2 2 -2

mátrix rangját.

*1 &2 ^3 =2 ±3 &3

fi &f DÓ 3 1 3 1 -2

a, ĝ- 4 6 -2 [^ -6 1

«3 0 1 1 1 1 0
e^ 2 2 -2 -4 -4 0
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Az a vektort már nem tudjuk a bázisba bevonni, mert az
e_2 és az e.-re vonatkozó koordinátája nulla, márpedig mint
tudjuk O-at nem választhatunk generáló elemnek, tehát r/s/ = 2.

Határozzuk meg még az

1 2 1 - 1 2

2 3 1 - 2 3
& - i % _* % _3

_1 2 5 -4 6_

mátrix rangját.

&1 =2 &3 ^4 *5 »2 &3 &4 SS &3 &4 &5 &4 %

61 E % 1 -1 % 2 1 -1 2 -1 -1 0 -^ 1

62 % 3 1 -2 3 |-l| 1 0 - 1 1 0 1 ^ 0

a^ 1 1 -4 2 -3 -1 -5 3 -5 Qi] 3 -4 -^ 1

1 2 5 - 4 6 0 4 - 3 4 4 - 3 40 0

Az a. és ac vektorokat nem tudjuk a bázisba bevonni az
f:i' a?' -T vektorok mellé, tehát a mátrix rangja

r / A / - 3

7.10. Báziafaktorizáció

A 7.7. pontból ismerjük, hogy a mátrixokat tényezGkre,
mátrixok szorzatára tudjuk bontani. Mondottuk, hogy a minimá-
lis felbontást bázisfaktorizációnak nevezzük. Az elSbbi pont-
ban megismert számitások alapján könnyen elvégezhetjük a bá-
zisfaktorizációt is.

Vegyük az elSbb már megismert

1 2 1 -1 2

2 3 1 - 2 3

- " 1 1 -4 2 -3

1 2 5 - 4 6

mátrixot. Végezzük el e mátrix rangjának meghatározását egy-
szerűsítés nélkül.
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Bázis a^ a, a, a, a%

e^ (T] 2 1 -1 2

e% 2 3 1 -2 3

e, 1 1 -4 2 -3

e, 1 2 5 -4 6

Bázis e^ »g ^ S4 A5

a^ 1 2 1 -1 2

±2 ° E3 -1 o -1
e? 0 -1 -5 3 -5

e, O O 4 -3 4

Bázis e^ ég a^ a, a^

a, 1 0 -1 -1 O—1

â  0 1 1 0 1

63 O 0 2 3 3 -4

e. O O 4 -3 '4

Bázis e^ e^ e^ a^ a%

Sl 1 °.\ ° "í 1
a, 0 r 0 ^ 0
»3 0 0 1 - ^ 1

ê  0 0 0 0 0

írjuk fel a bázisba bevont vektorokból az A mátrixot
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"í 2 r
r - , 2 3 1

^1 " Lrl' -2' -aj " 1 1 -4
1 2 5

Az utolsó táblázat alapján felírhatjuk az

I O ol
Ep- O 1 O

° O U
r oszlopvektorból álló egységmátrixot, valamint a be nem vont
vektoroknak a lekötött sorokra vonatkozó uj koordinátái alap-
ján a

"- i l"

-i i
mátrixot.

Tudjuk, hogy az a. , a^, a lineárisan független vektorok
bázisát alkotják az aoszlopvekFörok által generált altérnek.
Az A mátrix minden oszlopa felírható tehát az A. vektorainak
a. ,*~a.2' a lineáris kombinációjaként, azaz "*

"l 2 ll |--, Ti*
2 3 1 ^ 2

Sl = ̂ 1 Sl = i i _4 ° = 1
_1 2 5J i?J [l

2 3 1 3

=2 = A-I ̂ 2 = i i _, 1 " i

_1 2 5j ÍPJ [_2_

~i 2 ii r_. Ff

2 3 1 ° 1

1 2 5 LU 5
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2 3 1 3 -2
* , - 6 i d i - i i _, ^ - ,

1 2 5 " ̂  -4

1 2 fi r--, r"2"

vagyis ennek alapján az A mátrix a következők szerint irhatő
fel: ~"

A = gi, a,, a,, a,, agj
azaz .- - - ^y " ' : V

A = [&i«i' A ^ , A1&3, A ^ , Aid,]

- és A^-et kiemelve

A = A^rei, ej, ej, d^, djl

vagy másként

* " ái [Ír' ^
vagyis '. ., '.

1 2 1 7
2 , , i o o - T i

& = l l _ 4 0 1 0 ^ 0

1 2 5 0 0 1 - % - l

1 2 1 -1 2~

2 3 1-23

1 1 -4 2 -3

1 2 5 -4 6
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Készitsük el mégegyszer az előbbi mátrix bázisfaktori-
zációját, de ugy, hogy a vektorokat ne sorba vonjuk be. Al-
kalmazhatjuk az egyszerűsített eljárást is, de tudjuk, hogy
a bázisba bevont vektor helyén egységvektorok szerepelnek, a-
melyeket az adott a. vektorral kicseréltünk.

*1 *2 á] a, És *2 ±3 A* 3.5 =2 ±4 &5

Ai [3 % 1 -1 2 2 1 -1 2 1 -1 1

a^ 2 3 1 -2 3 -1 23 0 -1 1 0 1

1 1 -4 2 -3 -1 -5 3 -5 QQ 3 0

1 2 5 4 6 0 4 3 4 - 4 30

3̂ - i 1

52 i o
00

Most tehát

A = [ll' =3' ̂ 2] [ki' e.2'O3'44'djj|

vagyis

: 1 ^ 1 o 0 - j 1
2 1 3 *

A - 1 -4 ^ O 1 O - ^ 1 -

1 5 2 0 0 1 T °

1 1 2 -1 2

2 1 3 -2 3

1 -4 1 2 -3

1 5 2 4 6
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Vigyázni kell természetesen a vektorok sorrendjére. AZ
oszlopvektorok eredeti sorrendjét megkapjuk, ha a második és
a harmadik oszlopot felcseréljük.

7.11. Kompatibilitás

Ha az L^ lineáris tér egy tetszőleges b vektora előál-
lítható az a,, a%, ..., a% vektorok lineáris*kombinációjaként, :
azt mondjuk? hogy a b vektor kompatibilis az a,, a_, ..., a%
vektorok által generált altérre nézve, vagy misként, a b veK-
tor benne fekszik az a., a,, ..., a. vektorok által generált . .
altérben. /A kompatibilitás latin s9ó, összeférhetSséget je-
lent./

Ha viszont a b vektor nem fejezhető ki az a , a_, ..., a%
vektorok lineáris kombinációjaként, azt mondjuk, Hogy a b vek-
tor inkompatibilis az a,, a_, ..., a. vektorok által generált
altérra nézve. "^ "^ ^

A bázistranszformáció ismeretében a kompatibilitás prob-
lémája egyszerűen eldönthető. Kiindulunk a triviális bázisból
és az a., a,, ..., a. vektorokból annyit veszünk be ebbe a
bázisba, amennyit csak lehetséges. A bevont vektorok a kérdé-
ses lineáris térnek bázisát alkotják, s a számításokból leol-
vasható, hogy a b vektor kifejezhető-e az adott bázis segítsé-
gével vagy nem. ;

Legyen adva az

2 1 4

A - 3 4 1 . . .

1 2 4 /.

mátrix és vizsgáljuk meg, hogy a

b = Fii, 19, 12"!* . j

vektor kompatibilis-e az A mátrix oszlopvektorterében.

A bázistranszformáció során megismerteket alkalmazva,
az ̂ . vektorokat rendre bevonjuk a bázisba, azaz

Bázis a^ ^2 ag| b a^ a^ | b a^ b b

É2&1 "z [T] 4| 11 Ü 7*] 11~ -2 1 3

a^&2 3 4 l| 19 O H -15 | -25 3 | 5 2

838,3 1 2 4I 12 -3 -4 1-10 [F]' 5 1
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Mivel a számitások szerint

b = 2 a^ + 3 a»2 + a,

vagyis a b vektor kifejezhető az adott bázisvektorok lineáris
kombinációjaként, a b vektor kompatibilis az a,, a,, a, vek-
torok által generált"*altérre nézve. Ez azt is jelenti, hogy
az A mátrix oszlopvektorai lineárisan függetlenek és hogy
r/A? = 3.

Csökkentsük most a b vektor harmadik elemét 5-tel, vagy-
is vizsgáljuk meg, hogy a"

b = [ll, 19, ^T

vektor kompatibilis-e az A mátrix oszlopvektorterében.

Bázis a^ ag a^ I b a^ a^ | b a^ | b

*2 J&f % [l] 4 I 11 2 4 | 11 -2 |l

a, j&z" 3 4 1 j 19 ESI -15 j-25 3 15

eg 1 2 4 | 7 -3 -4 |-15 5 | 0

A b vektor most is komptabilis az A mátrix oszlopvek-
torterére nézve. Most azonban a b vektor az a-,, a^, vektor-
ral is kifejezhető. " " *"

b = 5 *i + a;
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8. FEJEZET

Lineáris egyenletrendszerek megoldása és mátrixok inverziója

8.1. Lineáris egyenletrendszerek

Az x,, Xg' "'-' *n ismeretleneket tartalmazó

"11*1 + =12*2 + '" + =ln*n " ̂ 1

=21*1 + =22*2 + '-- + =2n*n " *»2

=ml*l + »m2*2 + '" + *mn*n " *»_

egyenletek halmazát elsőfokú vagy lineáris egyenletrendszernek
nevezzük. E halmaz m számú egyenletet tartalmaz n számú isme-
retlennel, ahol az a., együtthatók /az első index a sor, a má-
sodik az oszlopindexf^valós számok.

Az a., együtthatók az

*ii »i2 '-' =ln

=21 =22 " ' =2n

A = . .

jml =m2 '-' =mn_

mátrix, az x. /j = 1,2, ..., n/ ismeretlenek az

x = x^, x^, xJT

és a b^ /i = 1,2, ..., m/ együtthatók a

b =[bi' b^ b^]T

vektor formában is felírhatok, azaz egyenletrendszerünk rövi-
den az

A x = b

formával is jelölhető, hiszen
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"ll"l2 " "in *1 "l

* 2 1 * 2 2 " ' "2n *2 ^2

*ml "m2 -'- *nm *n *>m

azaz

""11*1 + "12*2 + -" + "ln*nl 1̂ 1

"21*1 + "22*2 + '" + "ln*n *=2

"ml*l + "m2*2 + '" + "mn*n ^

Felírható még egyenletrendszerünk az

Sl*l + ̂ 2*2 + '-- + "n*n " ^

vektoregyenletként is.

Abban az esetben, ha n = m, vagyis ha az ismeretlenek
száma megegyezik az egyenletek számával, azaz ha az A mátrix
/úgynevezett együtthatómatrix/ kvadratikus, akkor az*egyen-
letrendszer reguláris; ellenkező esetben irreguláris.

Ha a b., b_,..., b mindegyike nulla, vagyis b = 0, ak-
kor az egyenletrendszert homogénnek, ha pedig a b, %i ="l, 2,
..., m/ közül legalább egy nem nulla, vagyis b f o, az egyenlet-
rendszert inhomogénnek nevezzük. *" **

8.2. A lineáris egyenletrendszer megoldása

Vizsgáljuk meg először a lineáris egyenletrendszer meg-
oldását általánosan. Egy lineáris egyenletrendszert megolda-
ni annyit jelent, mint meghatározni mindazokat az x vektoro-
kat, amelyek kielégítik az A x = b összefüggést. Álmegoldás
szükséges és elégséges feltétele,"hogy a b vektor benne fe-
küdjék az A mátrix oszlopvektorterében, vagyis hogy a b vek-
tor kompatibilis legyen az A mátrix oszlopvektorterérelnézve.
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A mátrix faktorizációjánál láttuk, hogy az A mátrix fel-
bontható az A., mátrix, valamint az [*E , D*l matrixTszorzatára,
azaz *** L-r -J

A - 6.1 [^, g|

és tudjuk, hogy az A a bázisba bevont vektorokból alkotott
mátrix, az E az r sZámu kicserélt vektor helyébe kerülő egy-
ségvektorokbol alkotott egységmátrix, D pedig a báziscserébe
be nem vont vektorok uj koordinátáiból""alkotott mátrix, amely
vektoroknál csak a felhasznált sorok koordinátáit vesszük fi-
gyelembe.

Tegyük fel, hogy az
A x = b

egyenletrendszernél a b vektor kompatibilis az A oszlopvektor-
terére nézve, azaz az egyenletrendszer megoldható. Legyen az
A mátrix rangja r, azaz r/A/ = r. Ekkor viszont az A mátrix
faktorizálható az "" "*

A = A l ^ , DJ

összefüggés alapján, amiből viszont az következik, hogy

ahol a d komponensei a b vektornak az A. mátrix által meghatá-
rozott bázisra vonatkozó koordinátáit tartalmazzák.

Ha ugyanis b kompatibilis, akkor felírható r számú lineá-
risan független vektor lineáris kombinációjaként, vagyis felír-
ható az A, mátrix oszlopvektorainak lineáris kombinációjaként,
hiszen mint tudjuk, az A, éppen r lineárisan független oszlop-
vektorból áll.

A fentiek alapján az

A x = b

összefüggés kifejezhető az

&1 [̂ , o] x = b
és az

&i d = b

formulával, vagyis

AlTs^, Dl X = A^ d = b

Ez csak akkor teljesül,ha
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KépezzUk most: az x vektornak az A mátrix lineáris füg-
getlen oszlopvektoraira vonatkozó koordinátáiból- vagyis az
első r komponenséből - az x = [x,, x,, ..., x l vektort,
azaz az úgynevezett kütött Ismeretlenek vektorát, a többi
n - r = s komponensből pedig az x^ = l^isl' x _' - ' %n]
vektort, azaz a szabad Ismeretlenek vektorát.

E szerint az x vektort a következőképpen particionál-
tuk: "~r- 1

-"k
Ekkor viszont az

[S.;, o] % = d
felírható az

|"^r' ^1 '" = 5r^r + E * s = Xr + D X g = d

formában, ami szerint viszont

^ = d - D x^

s ezt a formát az egyenletrendszer általános megoldásának szo-
kás nevezni. Ebben az x komponensei a kötött ismeretlenek,
az x komponensei tehát^a szabad ismeretlenek. A kötött isme-
retlenek száma megegyezik a mátrix rangjával, a szabad Isme-
retlenek száma pedig az egyenletrendszer szabadságfokát adja
és ez az ismeretlenek számának és a rangnak a különbségével
egyenlő:

s - n - r

A szabad ismeretlenek - azaz az x̂ . vektor - tetszőlege-
sen választható, a kötött imseretlenek - x vektor - viszont
függ attól, hogy a szabad ismeretlenek ért&két hogyan választ-
juk meg.

Az egyenletrendszer megoldása tuhát numerikus szempont-
ból csupán a D és a ü konkrét meghatározását jelenti, ami a
7.11. pont alapján könnyen clvégc/hoto.

8.j. A mátrixok inyiüy.iúja

ismurotMH i'lött.iink, hoyy ay

y <ix

egyenlőkből az x k l lejczhi't'i a/.
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* = a

formában. Ez viszont egyenértékű az

x = y . 1

kifejezéssel, vagyis mindegy, ha "a"-val osztunk, vagy annak
reciprokéval szorzunk.

Ismeretes az is, hogy ha valamely számot reciprokéval
megszorzunk, eredményül 1-et kapunk, azaz

Az - számot az "a" inverzének is nevezik és jelölésére
használjuk az a" szimbólumot is.

Kvadratikus mátrixok esetén is beszélhetünk inverzről,
és azt /ha létezik/ az

szimbólummal jelöljük. Ha az A mátrixot inverzével szorozzuk,
egységmátrixot kapunk eredményül, azaz

A A"l = A"l A = E

vagyis négyzetes A mátrix inverzén egy olyan n-edrendü mat-

rixot értünk, amelynek az Aval alkotott szorzata az n-ed ren-
dű egységmátrixot adja. "

Ha az A kvadratikus mátrix és van inverze, akkor az

A x ^ b

egyenlet az inverzmatrlx ismeretében az
_ i

X -- A b

[(irmában Ls luli iható. Az inverz mátrix tehát felhasználható
lineáris cyyiMileLrendw/urck megoldására, ezért mielőtt az
oyyonlűtifMfjHzi'ruk megoldásul számszerű példák segítségével
is bemutatjuk, ,-éls/e,ii ine,|ÍHiiierkodni a mátrixok invertálásá-
vül.

Tekintsük a/

speciális nutii ixeqyen lelet, amit részletesebben felírva kap-
juk, Uoqy



[A%i' A Xj A x J ^u,, u, e^]

A kút waiiix akkui cyy^níw, ha ^Iviuei tcndre megegyez-
nek, vagyis a koveLk^zn tíqycMlul rtudHZej 1 kapjuk

A % , =Y_L

Az egyenletrendszer mindegyik egyenlete n ismeretlent tartal-
maz, az együtthatómatrix viszont, miiulen egyenletben ugyanaz.
Az egyenletrendszer csak akkor uldható meg, ha az egységvek-
torok mindegyike benne van az A mátrix oszlopvektorterében,
azaz, ha az egységvektorok kompatíbilisak az A oszlopvektor-
terére nézve. Ez viszont csak akkor teljesül, ha az A mátrix
rangja megegyezik rendjével, r/A/ ^ t, azaz ha a mátrix nem-
szinguláris. Egy kvadratikus mátrix tehát csak akkor invertál-
ható, ha nem-szinguláris. Szinguláris mátrixnak nincs inver-
ze .

Az Inverz mátrix nuineiikun meghal.aio/.ása az

A X ^ E vagy Y A U

maLrlxugyunlet megoldását jelent.!. Ax «lsű esetben a mátrix
jobboldali, a második esetlien a mátrix baluldali inverzéről
beszélünk.

Szoru/.zuk n*ig u/.onliaa ,*/

Y A l̂'J

matrixugyk u letet az X mu(*ixH/al jubhinl.Hzaz

Y A X ' K X

Azonban
i:.X X

A X I:
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azonban mivel

Y ü = Y,

ezért

* = X'

azaz a mátrix inverzének meghatározása egyértelmű, vagyis akár
a jobboldali, akár a baloldali inverzét számítjuk ki a mát-
rixnak, ugyanazon inverzmatrlxot kapjuk.

A bázistranszformáció ismeretében az Inverz numerikus
meghatározása már igen egyszerű. Induljunk ki az

A % = %

mátrixégyenletbői, amelyből kaptuk az

A *2 = e,

egyenletrendszert, amelyet meg kell oldanunk, és a megoldásul
szolgáló X mátrixot az A jobboldali inverzének nevezzük. Meg
kell tehát keresni az E egységmátrix oszlopvektorainak az A
mátrix által meghatározott, bázisra vonatkozó koordinátáit?
Mivel az A mátrix közös és csak a jobboldali egységvektorok
különbözőek, az egyenletrendszert egy táblázatba foglalva
egyszerre oldjuk meg. Nem kell ugyanis mást tennünk, mint bá-
zistranszformációval felcserélni az A és E mátrixok szerepét.
Technikailag ezt ugy végezzük, hogy egy táblázatba az A mát-
rix mellé felírjuk az e. egységvektorokat, azaz az E egység-
mátrixot, ús az A oszlopvektorait elemi bázistranszformáció-
val rendre bevonjuk a bázisba, s minden transzformációnál ki-
számítjuk az E oszlop vek torainak koordinátáit a megváltozott
bázisra vonatkozóan.

lla^ározzuk meg teh.it az

] -' 1

A ^ ' j

I I i

wciiiix iiivi/eL. Koyluijuk Labla/alba az A mátrixot és Írjuk
m,H I,' uz K i qysi"iiiwl rixol . /A/ x cl Lókuküt kiemeltük a fej-
I KVíll lm. /
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..JlL__Ĵ  _̂J_
1 2 i ' L o O

2 5 3 | Ü 1 O

1 3 3 I O U 1

Vinjuk he rendre a bázisba az A mátrix osziopvektoralt

x {T] 2 l i l O O 2 1 I ] 0 0 - 1 Is -2 0 6-3 1

x, 2 5 3 | 0 1 0 [l] 1 {-2 1 0 1 |-2 1 O -3 2 -1

X 1 j 3 I O O 1 1 2 |^1 u 1 [l], 1 -1 1 1 -1 1

6 -3 1

A*l = -3 2 -1

1 -1 1

A számításuk helyességét ellenőrizzük a/

A X - E

alapján.

1 2 1 u -3 I I O O

2 5 3 -3 2 -1 (' l O

1 i 3 1 -1 I u u 1

A számításokat i;yys/ci UUn n v»/t|,"/ln'l. jük el, ha a követ-
kezőképpen járunk el. Pel írjuk ,: knvntkwzö táblázatot:

_1_..J\L._ *J. _
' ,.| I 2 1

"j ' ' '
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Ebben a táblázatban az x , x_, x szimbólumok az un. pri-
mál változókat, az u,, u^, u szimbólumok pedig az un. duális
változókat jelentik. A primálváltozókhoz az A mátrix oszlop-
vektorait, a duális változókhoz pedig az E egységmátrix oszlop-
vektorait rendeltük. Az A mátrix invertálasa felfogható ugy,
hogy megkeressük az E_ egységmátrix oszlopvektorainak az A osz-
lopvektorai által meghatározott bázisra vonatkozó koordinátáit.
Ez azt jelenti, hogy fel kell cserélni prímái változók és a
duális változók szerepét.

A számításokat a következőképpen végezzük:

a./ Generáló elemet választunk a. /A generáló elem vá-
lasztásnál a sorrend, - hogy melyik oszlopból és
sorból választjuk - lényegtelen, a számitások végre-
hajtása után azonban vissza kell térni a helyes sor-
rendhez. Tudjuk azt is, hogy a generáló elem nem le-
het nulla./ Uj táblázatot szerkesztünk, amelynek a-
datait a következőképpen határozzuk meg:

b./ A generáló elem helyébe beírjuk annak reciprokat.

Vagyis —

c./ A generáló elemnek megfelelő oszlop többi adatát meg-
kapjuk, ha az előző táblázat megfelelő adatait szo-
rozzuk a generáló elem reciprokénak "-l"-szeresével
/ - Y-val/

d. / A többi adatot az elemi bázistranszformációval kap-
csolatban tanultak szerint számítjuk ki.

Az előbbi példánk tehát a következő számításokhoz vezet:

*1 *2 *3

û  Q] 2 1
U] % 5 3

Ug l 1 J

Jfl___*jL_. _ . * ] _ . _
x^ I 2 I

^ -' CD i
u, -1 1
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"l "2 *3

x^ 5 -2 -1

%2 -2 1 1

U] 1 -1 [Q

"l "2 "3

%i 6 -3 1

%2 -3 2 -1

Xg 1 -1 1

Tehát

6 -3 1

A ' l ^ -3 2 -1

1 -1 1

Vegyük az

egyenletrendszert és legyen A az előbbi háromszor hármas mat-
rlx, b pedig a következő: ~"

b = Fl3, 32, 23JT

Keressük azt az x vektort, amely kielégíti az

A x = b

egyenletrendszert, vagyis

1 2 1 x^ 13

2 5 3 Kg = 32

_1 3 3 Xg 23

Tudjuk, hogy

x * A*^ b

és mivel ismerjük, hogy
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?S -3 1

A " l = j-J 2 -1

és

b = Il3, 32,23*1

az x vektort a következőképpen kapjuk meg:

6 -3 1 13

x = -3 2 -1 32

1 -1 1 23

azaz

6~] P3I Ti
-3 13 + 2 32 + -1 23 =

1 -1 1

vaj F-^öl r 2f Fs"
= -39 + 64 + -23 = 2

13 ; -32 23 4

ellenőrizzük, hogy A x = b, azaz

1 2 1 5 5 4 4 13

2 5 3 2 = 10 + 10 + 12 = 32

1 3 3 4 5 6 12 23

tehát az egyenletrendszert valóban megoldottuk.

Végül Invertáljuk az előbbi mátrixot ugy, hogy a generá-
ló elemet más sorrendben választjuk meg, majd az eredményt
rendezzük előbb a sorok, majd az oszlopok szerint.

*1 *2 *3

û  [Q 2 1
Uj 2 5 3

U] 1 i 3
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"1 %2 %3

U] -1 1 2

"l *2 "2

%1 3 1 -1
X] -2 1 1

uy 3 ^Ü -2

"l "3 "2

%i 6 1 -3

X] 1 1 1

*2 "3 -1 %

Rendezzük a sorokat x, és x, felcserélésével:

^1 "3 "2

%1 6 1 -3

%2 -3 -1 2

Xg 1 1 1

Most rendezzük az oszlopokat az u, és u_,felcserélésé-
vel:

"l "2 "3

%1 6 -3 1

x% -3 2 -1
x_ 1 1 1

Mint látjuk, eredményül az inverz mátrixot kaptuk ugyan-
úgy, mint előbb.

A továbbiakban tekintsük meg numerikus példák alapján a
lineáris egyenletrendszerek megoldását.
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8.4. Lineáris inhomogén reguláris egyenletrendszer megol-
dása

Ha az

6 * = b

Unoáriw egyenletrendszerben az A mátrix kvadratikus és nem-
szinguláris, akkor az egyenletrendszert megoldani annyit je-
Wiit, mint meghatározni azt az x vektort, amely az adott e-
gycnletrendszert kielégíti. Mint tudjuk, a megoldás szükséges
és elégséges feltétele, hogy a b vektor benne feküdjék az A
mátrix oszlopvektorterében, azaz hogy a b vektor kifejezhető
legyen az A mátrix oszlopvektorainak lineáris kombinációjaként,
vagyis "

2l*i + *2*2 + --' + Am*n = ^

A b vektornak az a , a , ..., a bázisvektorokra vonat-
kozó koordinátái éppen a keresett ismeretleneket adják.

Legyen feladatunk az

X^ » X2 + Xj = 11

2x^ + %2 + 4%j = 28 ' - ' '; ^

*1 ' 3*2 + *3 = 1?

r'iycnlul rendszer megoldása.

A/t, hogy a b vektor benne fekszik-e az A mátrix oszlop-
vckl.ui terében , a bázis transzformáció során megismert eljárás-
nál állapi tjük meg, azaz

^1 ^^ ^3 | b ^ &^ , b a^ , b b

x,», rií 1 1 1 ii 1 1 1 11 31 17 5

x./ , ,! I 4 ' 28 |^l] 2 I 6 -2 I -6 2

X (; , I ! l | IS 2 0 I 4 |TJ| 16 4

Ti hal rí L vektor benne. íe-kszlk az A oszlop vek torterében

I, : !,.,| 1 / ^ , 4,y

I I 1 ' , 2 4 11

, .' i .. I t 4 4 lu ^ 2 + 1 6 = 2 8

1 j_ I ü 6 4 15
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vagyis az egyenletrendszer megoldása

*i " 5, Xg = 2, X] = 4

A mátrixok faktorizációja alapján - mint tudjuk - az A
mátrixot az

A = 4i [^. g]

fámában is felírhatjuk. Most azonban D = ü, vagyis

1 1 1 1 0 0 1 1 1

A = 2 1 4 0 1 0 = 2 1 4

1 3 1 0 0 1 1 3 1

és

Ai ^ f , s ] x = A ^ d - b

azaz

1 1 1 1 0 0 5 1 1 1 5 11

2 1 4 0 1 0 2 = 2 1 4 2 - 2 8

1 3 1 0 0 1 4 1 3 1 4 15

Mivel nincs olyan vektorunk, amelyet ne vontunk volna
be a bázisba, a faktorlzáclónak az adott esetben nincs jelen-
tősége.

5/.ámítsuk most ki az A mátrix inverzét:

üi_J!ü li-

u% % 1 4
U; 1 J 1

1̂ 2̂ 2̂._
x^ 1 1 1

", ^ l - l l -?
u, -I 2 U
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"l "2 %3

%1 -1 1 3

*2 ^ -1 "2

ug -5 2 [I]

"1 "2 "3

x^ 2,75 -0,5 -0,75

x% -0,50 0 0,50

X3 -1,25 0,5 0,25

Most az A inverzének ismeretében az egyenletrendszer az

' * = A"" k

alapján is megoldható, azaz

2,75 -0,5 -0,75 11

-0,50 0 0,50 28

-1,25 0,5 0,25 15

2,75 -0,5 -0,75

-0,50 11+ O 28 + 0,50 15 =

-1,25 0,5 0,25

30,25 -14 F-11,25 5

-5,50 + O + 7,50 = 2

-13,75 14 3,75 4

a megoldás tehát most is . _ % .

% l - 5 , % 2 " 2 , X g = 4

Oldjuk meg most a következő egyenletrendszert, ahol
- mint látni fogjuk - az A kvadratikus mátrix szinguláris.

x ^ + 2 x 2 + X g - 1 1

2x^ + 3 x 2 + 3 x ^ = 1 8

2x^+ X; + 5Xg - 10
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V',".iH.'.;áik e] a számításokat:

ZJ__=^_Z?_ í - I 2% ^3 | ̂  | Sj I b
[T] /: 1 i 11 2 1 j 11 j I 3
2 3 j | 18 Ql] l| -4 - l | 4

2 1 ü I 10 -3 3 <-12 O I O

A/ a, moüL nem vonható be a bázisba és

k = 3*1 + 4*2

vagyis az A mátrix oszlopvektorterében az a , a^ oszlopvekto-
rok bázist"alkotnak, viszont az a. vektorral már lineárisan
tüyijő rendszert kapunk. Valóban az a. vektor lineárisan függ
az a., a, vektoroktól, kifejezhető azok lineáris kombináció-
jaként,"azaz

3 3 = 3 * 1 - 3 2

tenat r--, r- -, r-,

'1 1 '
A,: uilot | egyenletrendszerben csak két független egyen-

IfLiluK vau - umiat majd arre még visszatérünk - három ismeret-
lenn, I, Laliul, az egyenletek és az ismeretlenek száma nem egye-
zik n,:t|. i.y. viszunt azt is jelenti, hoyy r/A/ = 2, vagyis a
inaLiix rángj,:, ös rendje nem egyezik meg, tehát az A mátrix
u/inyulaiiü. Tudjuk viszont, hogy a szinguláris mátrixoknak
uiri'ii iavúi/iik, tehát most az Inverz nem használható az egyen-
Ivl r,Mi,jr,/« i im;y) tdásár.l.

A íakLoil/ucio liánján viH/ont most a következőket irhat-
;uk lel:

I .' 1 ') il F i 2 1
A A, ÍK|, ni ,' : " 1 I 2 3 3

' .' I ,, ,, ,) 2 1 5

I A, [,:,. ,,| , .,, ,1



vagyis

1 2 1 1 o ( 3 1 2 11

b = 2 j 3 0 1 I 4 : 2 3 ^ = ig

2 1 ü 0 U () 0 2 1 * io

8.5. Lineáris inhomogén irruguláris egyenletrendszerek
megoldása

Tekintsük az

2%i+ 3x^ 4 4%j+ bx^ = 12

3x, + 4x% + 5)y + 6X4 = 17

lineáris egyenletrendszert és oldjuk meg.

*i a? ^3 24 I ̂  &2 2] a,} b a, a, | b

[T] 1 1 1 | 5 1 1 1 | ̂  -1 - 2 | 3

2 3 4 5 |l2 [ l ] ^ 3 | 2 2 3 | 2

3 4 5 f, [17 j ^ i' 2 0 0 I 0

A b voktor tehát kompatibilis az ̂  , a^ oszlopvektorok
alLal generáli altérre nézve. Ugyanakkor az a, és a. vektorok
a/ a,, a, vektoroktól rüygenek, ugyanis ""

*ll Tll Fi*
*3"('l.4l) ,2a^-(-l) 2 + Z 3 = 4

L u L4J La.
éw

"il Fíl l"i*"

1:/ i/i ,M |,-|,iii 1 , h u y y i.s.ik k é t r ü y y e t l e n e g y e n l e t ü n k

v.iit, 1 iu]im,Klik ,1 kii -Is'., ,-i|yii,[,'t k ü v r r k n z m é n y e .

l.ili i''/..nk m'-i| ,u A (i<m:,.'.|"Ui.iH iának 1 a n y j á t , m e r t Í g y

- 11,; 1,1 l.iiiii r'n<|i,ik a/ 1., ki,l< 1 ü l , Innjy .1 k é l ( e g y e n l e t m i l y e n

I ] :n t 1 1 :. k ' .ml, I '1,1' t 1' ), 1 .1 I I .y ,, I i il ,H nui-1 i k ,U ,/.! Tía j ] í t a n i .
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1 2 3

^ ' 1 4 5

1 5 6

L
határozzuk meg ennek rangját

_ 1̂ b% b,| bj ^_l^3_._
[l] 2 3 2 3 ]
1 3 4 E l 1

1 5 6 3 3 |o|

tehát b. + bu = bj azaz

1 2 3

1 . ^ + 1 . ^ = "
1 4 5

1 5 b

vagyis a harmadik ^yyenleL az első két egyenlet összege.

Mivt-l a/ A mátrix oszlopvekLorai közül csak két lineári-
san független vektor választható, r/A/ - 2.

l'akturizaljuk az együttható mátrixot, azaz

1 1 1 U -1 -2

A A I E^, D 1 : ^ 3 U 1 2 3 .
L- J 3 4 U u 0 0

Ismerjük, liuyy a/

A x h

'i:isx»-tügk|és lulirli.itu t̂ :

,,| íl^ , 1,1 X A| U h

I m unl' ,itt , ,.uai ' -s dl', ak k c.u a I. I I c n n , h u
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és ahol a d vektor a b vektornak az A. mátrix által meghatáro-
zott koordinátáit tartalmazza, példánKban

Bontsuk az x vektort két komponensre, az x kötött isme-
retlenek vektorára és az x szabad ismeretlenek^ektorára, vagy-

—s

vagyis

%r + 2 Zg = É

amiből
%r = d - D Xg ,

ezzel megkaptuk az egyenletrendszer általános megoldását.

Tudjuk, hogy

s = n - r

az egyenletrendszer szabadságfoka.

Az x vektor komponenseit tetszés szerint megválasztva,
partikuláris megoldásokhoz jutunk.

Példánkban

Legyen az x _ vektorunk < t|y /íruiivi.ktor, tehát
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és

x = (á, %, O,o]

Ha viszont

akkor

vagyis r -r
x = |_6, -3, 1, ÍJ

Ellenőrizzük, hogy az

A % = É

most is teljesül, azaz

1 1 1 1 G g"* 3 ]i n 5

2 3 4 5 "^ ^ 12 _ 9 + 4 + 5 = 12

3 4 5 6 1 18 12 5 6 17

Alakítsuk át az előbbi egyenletrendszerünket ugy, hogy a
Harmadik egyenlet jobb oldalára 17 helyett Írjunk 15-öt, és
próbáljuk megoldani.

Él ^ a, a,, b a% a^ a, , b a^ a* , b

[T| 1 1 1' ^ 1 i 1 1 5 -1 -2 I 1

2 J 4 ^ | 1 2 [ l ] ^ 3 | 2 2 3 | 2

j 4 S hl 15 1 2 3 I 0 0 O I -2

A fulaüatot "«m tudjuk megoldani, a b vektor nincs benne
jz A maliix os%lupvektorterében, hiszen

Miv^L kt:-L Lun.iiisan lü(|ywMen usz lop vektort tudunk k i -
v.ildsztani, lehat i/A/ .', aiia qundolunk, hogy valamelyik
cijyculiit: ,1 nUMik k,ii., kiivl.k*/nK'»yu. Az A mátrix Lranszponált-
icinak lun*;)-'' î "t ''- ''ItU.li mt''|h'il.trolink, s ebből kiderült,
ln,[|Y n li'iima'.lik ,.<iyi;u tel ,1/ t< I :ü, kél. i i|yr[%let összege . Ellenő-
li/lnliük, lmi|y ",- ,,/ ,ijy,nl"iiu,iüH/.'-i l,al ulilaiára vonatkozóan
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igaz, azonban a jobb oldalra nem áll fenn, hiszen 5 + 12 = 17,
de egyenletrendszerünkben itt csak 15 található. Most tehát
a harmadik egyenlet nem következménye az első kettőnek, illet-
ve csak a bal oldal következmény, a jobb oldal viszont nem,
tehát az egyenletrendszer ellentmondásos és nincs megoldása.
Nem biztos tehát, hogy egy egyenletrendszernek van megoldása,
ha az ismeretlenek szama nagyobb, mint az egyenletek szama.
A megoldhatóság feltetele, hogy az A mátrix rangja megegyezzen
az[A blrangjával, vagyis

r/A/ - r / A , b/

Legyen adva egy olyan lineáris egyenletrendszer, amely-
ben az egyenletek száma több, mint az ismeretlenek száma

/m > n/. Vegyük például az

* l + 2 * 2 = ?
2%i + 3Xg = 12

3x^ + 5%2 = 1*
4x^ + 7%2 = 26

egyenletrendszert és vizsgáljuk meg, megoldható-e?

_ Sí »2| k | a_2J b I b

|T| 2 I 7 2 I 7 3
2 3 j 12 g | I -2 2
3 5 I 19 -1 | -2 0

4 7 '26 -1 ' -2 0

A megoldás tehát x. " 3, x^ = 2, vagyis

b . J a ^ + 2 â

tehát a b vektor kompatibilis az A oszlopvektortérére nézve,
és

r /A/ - 2

A harmadik és a negyedik egyenlet tehát az első két e-
gyenlet következményű, s kifejezhető azok lineáris kombiná-
ciójaként.

Állapítsuk meg az A transzponáltjának rangját

*̂ 1 ^ k] ^4 ^ kj ^4 I ^3 ^

LI] ^ ^ 4 2 3 4 1 2
2 3 L 7 [2]] ' I -1 1 1
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azaz

vagyis a harmadik egyenletet megkapjuk, hí az első és második
egyenletet összeadjuk, a negyedik pgyuti le lel pedig akkor kap-
juk meg, ha a második egyenlethez liozz i/,d juk az első egyenlet
kétszeresét.

Legyen most adva a következő üyywu Lütiendazer

x, + 2x + 7x, t<

2x. + 2%2 + 10x - 8

3x^ + 4x^ + 17x, J4

4x, + 6xg ' 24x =- 2O

Vizsgáljuk a b vektor kompatibilitását.

*1 *2 a ] } k I a% ^ ] | ̂  | áj | b

2 2 10 I H |22] -4 ' -4 J | 2
3 4 17 | 14 -V 'i | -4 U I 0

4 b 24 I 20 -_' 4 I -4 0 | O
l ' I 1 I

Az egyenletrendszer meijolday,)

Az eddiy tanultak alapiau kunnyen rájövünk, hogy az a_
vekLur lineárisan fUqy 1/ a , .1 , vektoroktól a **

' ^j ' / .".,

formában. Laltuk a/t is, duyy u h u m u d i k os a negyedik egyen-
let kövclkezmúnye ax ,.lsíl ,-,; ., m,i<i,,llk ' ,,yi-ii IclTiek.

Ax .jgyin ívL rullÜH/cl t/'l iu rncucht,^.,:! ,1/

uluy i'iu illiiii H iuk ,1,,.



- 1 7 Z -

8.ü. Lineáris homogén reguláris egyenletrendszerek megol-
dása

Az előbbiekben inhomogén egyenletrendszerekkel foglalkoz-.
tünk. A továbbiakban vizsgáljuk a homogén egyenletrendszereket,
amlkoris - mint tudjuk - b = 0, vagyis

A x = ü

A homogén egyenletrendszernek mindig van megoldása, mivel
b = 0 és a zérusvektor minden altérnek eleme, tehát a 0 vektor
kompatibilis az A oszlopvektorterére nézve. Az A x = 0 homogén
egyenletrendszert az x = 0 vektor feltétlen kielégíti, hiszen
A 0 = 0. Az x = 0 megoldás"t triviális megoldásnak nevezzük.

Ha A kvadratikus mátrix és nem-szinguláris /tehát rendje

és rangja megegyezik/, akkor az

A x = O

megoldásaként kapjuk, hogy

x ^ A o ^ q

vagyis triviális megoldáshoz jutunk. Ilyen esetben nincs is más
megoldás.

Oldjuk meg az

X] f JXj + JXj 0

2x. I ̂ x^ + ^ X ] - O

x ^ 4 Jx̂ , + x, = 0

egyenletrendszert.

A tanultak alapján ullunöiizhetjük, hogy a r/A/ = 3 vagy-
is a/ A mátrix nem-szinguláris, rangja és rendje megegyezik.

Határozzuk meg a/ A invn/ct. Kapjuk, hogy

4,ü 1,4 u,8

A ^ ' U,b (),4 u,2

U,M u,.' u,4
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A megoldás tehát

4,b 1,4 U,8 o O

x = A*l 0 = 0,6 -0,4 u,2 O = O

0,8 -0,2 -0,4 O 0

vagyis a megoldás csakis

% = O

lehet.

Legyen most egy olyan példánk, amikor az A mátrix szin-
guláris, azaz rangja kisebb, mint rendje. /Mint*"tüdjuk, az
ilyen mátrixnak nincs inverze./

2x^ + 2x2 + ^X] = 0

2x^ + 5x^ + Xj - 0

3x^+ X] + 8%] = 0

A triviális megoldás természetesen most is létezik, de
mint látni fogjuk, létezik más megoldás is.

Határozzuk meg most a mátrix rangját.

*1 a% S] I =2 A 3 I S]

[2] 2 4 1 2 3

2 5 1 [5] -3 -1

3 1 8 - 2 2 0

Tehát
r / A / = 2

vagyis a mátrix szinguláris és

Az egyenletrendszer altalánow megoldása, mint tudjuk

ahol a d a b vektornak az A mátrix állal meghatározott koor-
dinátáit tartalmazza. Mivel neonban b o, ii|y ü - 0, elegen-
dő tohál ci U-t megállapítani.

L'i; Idánkban r- —,

-L1



l/l

telwt i

azaz példánkban

Most ha x ^ 1, akkoi

-[!]' M
vagyis az egyen Lekrendsy.ei iwyoldása

x. " -3, x., I, x, = 1

valóban

(-,) 2 + 5 í ,

UJ La Lej MJ
"* "j " ^' r -i r i

-3

vagyis x. = -6, x., 2, x /

azaz

2 J 4 u

(-ö) 2 t . ' ', i ' 1 ,,

3 I H ()

A z x oitek,:L tfiiai i< r, - % ,/<-ijiit. f e l v e h e t j ü k , s e t t ő l

lütfyó'Mi ax i;'iy(!nlciii'i,i|:,..i i n d '., ,,i, i,:u y,)k m e g o l d á s a v a n .

y . Y . i.ineaiis In,in,,.|,,. ii,i,|ui,,i]:, ^ y y c n l e ^ r w n d y & e r e ^
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egyenletrendszer homogén /b = 0/ és irreguláris, vagyis az e-
gyenletek száma /m/ és az ismeretlenek száma /n/ nem egyezik
meg, tehát m < n vagy m > n, az egyenletrendszernek mindig
van a triviális megoldáson kivül más megoldása is.

Tudjuk, hogy homogén egyenletrendszerben

így

Legyen feladatunk az

*1 """ 2*2 + X3 + 3x^ = 0
2x^ + Zx^ + 3x^ + x^ - 0

x^ + SXg + 2xg + 2,5x, = o

egyenletrendszer megoldása, ahol m<n.

Határozzuk meg D-t

5i ^ a^ A* I =2 ^3 ^4 I &3 &1 I&4
[Y] 2 1 3 2 1 3 2 -2 2
2 2 ' 3 1 QT| 1 -5. -0,5 2,5 1,5

1 3 2 2,5 1 1 -0,5 |l,5| -3,0 -2

A megoldás tehát

Zr = -- 2 %g = - 1,5 Xg

-2 .

Ha például x^ = 3 .

Xr = -1,5 . 3 = -4,5

vagyis

x^ - -6, Xg = -4,5, Xg - 6, X* - 3

ellenőrizzük

"i] p l rí] l"3 1 r°l
( - 6 ) 2 - 4 , 5 2 + 6 3 + 3 1 = °

1 3 2 2,5 OJ
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*J » 2 * J < ::, "

^X. I X, I tx, - O

ÜXj 1 4 x ^ 4 /a, ('

4x. i 5x t üx ' O

'!yyt'iil<'1i*,yitJŷ i*j niuyoldásaf nhui in ^ n.

Határozzuk ii»xi a U-k

_^] ^2 L' * j. .^ -3 I -3
IjJ ^ ' ^ 1 5/3
.? 1 3 í:l] I -1/3
b 4 7 -u .' 0

4 5 'i - I 1 O

r %i

_ 1_

ÓH ll.l % V

vayyi.^x^ ^ -Ŝ , x., ^ , x 2

'"" r4-| r e "

il-{'íí:| - H H
U, IU i(,
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9. FKJBZKT

Lineáris egyenlőtleneégrends / <.'i uk megoldása

A gazdasági számítások során, mint látni fogjuk, igen
nagy szerepük van az egyenlőtlenaégrunda/ereknek. A lineáris
egyenlőtlenségrendszerek általános alakja

=11 %1 + =12 *2 + --' + *ln * & ^1

=21 *1 + =22 *2 + -'- + =2„ * & ^

=ml *1 + =m2 *2 + '" + * ^ *n& \

amit összevontan az

A % 3 b

formában irunk fel.

Gyakran vizagáljuk valamely kJ választott egyenlőtlensé-
get. Vegyük például a rcnds/ur i ,-dik egyenlőtlenségét, azaz

*il *1 + *12 *Z + --' ' " U %i ' '- + *in *n S bi

amit összevontan a

i*ij *j ' '\

formában Is jelölhetünk.

előfordul,hogy a iuinls/ci)"ii műn r.yak -, irányú, hanem
> irányú relációk is t.al.i lh.il.uk. T,:,,yiik (cl, "hogy az i-edik
egyenlőtlunsúy ' ii.anyu, va'jyi:;

% _ . * . . ^

Kz viu/onl. könnyűn *\ a I ak r a iir̂ xlmt " , r:; upán - .1-gyei
kuli bu:i/oro/nuuk , va<iyJ:; a
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(igyenlötleuséggel.

Lehetséges az is, hogy a rendszerben egyenlet is szere-
pel. Tegyük fel, hogy

Minden egyenlet helyettesíthető azonban vele egyenérté-
kű két egyenlőtlenséggel, vagyis

Ü *ij *j % \

esetén

Az elmondottakból belátható, hogy mind az egyenletek,
mind az ^ irányú egyenlőtlenségek a

i *ii %i S fi

normál alakra hozhatók.

A gazdasági számítások során csak a nemnegativ megoldá-
sokat keressük, azaz amikor x ^ 0 és általában a feladatok-
ban b > O, ezért mi az un. normál egyenlőtlenségrendszerekkel,
vagy röviden normálrendszerekkel fogunk foglalkozni, azaz

A x ^ b , x ^ O , b ^ O

A > relációjú egyenlőtlenségek esetén általában nem -1-
gyul való szorzást, uanem más eljárást fogunk követni.

Nemcsak egyenlői alakítható át egyenlőtlenséggé /ami-
kor az egyenletet kőt azonos értékű, ellentétes irányú egyen-
lőtlenséggel helyettesítjük,/ hanem az egyenlőtlenségek is
átalakíthatok Agyon lut.wkkr.
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egyenlet, ahui u. i_ liianyvallozun.ik m.vuy./ük ús azt mutatja,
hogy a bal uLUiI mumiyivel kevesvlih, mint a jobb oldal. /Meny-
nyi hiányzik a bal oldalról, hogy iy egyenlő legyen a jobb
oldallal./ Unnék ulapján az

A x ^ b

helyett az - - /'j<-.,.;,;,_ u ,-,-,

A x + u L- u ,: u

Ei láda kot oldhatjuk meg, ahol u vektor a b - A x különbséget
jelenti. ""

Hasonlóképpen a

% *lj %j ^ ^ ....-» , o:

^ ' - 'i-'- 1% , ., ál-,

egyenlőtlenséggel egyenértékű a - "-" ' -::,- :;' j ej

j *lj *] - "i ' ^i - ' - , r „ni4,j a_

egyenlet, ahol v.-t többletvültozunak nevezzük és mutatja, ; i
hogy a bal oldalaménnyivel nagyobb, mint a jobb oldal /mennyi
a többletünk/. Ennek alapján az

A x k b - r ' <",, -i ,,

helyett a/
A x - v b y ^ O

feladatot oldhatjuk meg.

Annak jelölésére, hogy _» feladatban mind a <;, mind a &,
irányú egyenlőtlenség, sőt az egyenlet /=/ is előfordul, al-
kalmazzuk az

a *; k .. , _.. . , .,:

jóimat, amely ugywnérlékü a/

A x + u - v b

feladatiul, uliol .,/ u és v vektől ok jy. A :-. b különbségét
H-lentik.

A.y ,'iyenl,,l leiise'iicnils/i'r! kieleyiiu x /ekl.uiok liaima-
.'.II. ,1 lel,, l.',,'(|e^ IIIU'I'.' lU.ISCk 11,1 tUl,I '111,ll. H e v e .'..'.Ük e H l,-]cl J G -
l"l |iik. n.i ,i.. I, liilm.iy néni ú i , ; ; , ,l.l,,i i. e ' i y e n l ó i t e u ü é g r u n d -
.:/.eii k,;n.'.i:;y.l,xi^nek, e | |enl.e/.<j e s e i i i e n i i i k o n / . i s z t c n s n t ' k u o -
'/e/.'iik .
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Legyen adva az

x^ + 2Xj = 10

2x^ + 3Xg = 17

4x. + 3x_ - 30

egyenlStlenségrendszer, s feladat ennek megoldása. A hiányvál-
tozók bevezetésével a feladat felírható az

x. + 2%2 + u, = 10

2x. + 3Xg + u^ = 17

4x^ + 3%2 + Uj = 30

formában.

Ka a lehetséges megoldások halmazából az x =[p, Ö] vek-_
tort vesszük, akkor u, = 10, Ug = 1?' "3 = 3O. Ha az x =[l, l]
vektort választjuk, aKkor u, = 7, u^ = 12, u = 23, aF x =[2, í]
esetében u. = 6, u, = 10, u = 19 , stb. ~"

Az x vektort a megoldás primál részének, vagy primális
megoldásnak, az u vektort a megoldás duális részének, vagy
duális megoldásnak nevezzük.

Foglaljuk a feladatot táblázatba, kiemelve a változókat
a fejrovatba.

%1 %2 "l ^ "3 ^

1 2 1 0 0 10

^ j u 1 0 17

4 j 0 0 1 30

Látjuk, hogy az x vektorhoz az A együtthatómatrix, az
u vektorhoz pedig az ̂  egységmátrix tartozik. A feladat megol-
dását az ismert módszerekkel kapjuk.

X] %j "l "j U, I b

|T] .' I U 0 I 10

I U I <J ',17

4 I f U I ' J O
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*2 "l "2 u, | b

%1 2 1 O O | 10

FY| -2 1 0 j -3
-5 -4 0 1 |-10

"l "2 "3 | ^

%i .3 -2 0 | 4

%2 -2 1 0 I 3
-14 5 [l] | 5

"i "2 I ̂  : : y
ír 3 ^r~1 ;
=2 -2 1 I 3
U, -14 5 | 5

:. ' ' ' ' .". '-

Tehát
x. = 4 , X j - 3 , u. = 0 , U 2 = 0 , U g - 5 .

A számítás, mint tudjuk, az Ê  elhagyásával egyszerűsít-
ve is elvégezhető, azaz

*1 %2 I ^ | %2 I ̂  I ^
XlUf 13 2 | 10 2 | 10 4
Xg Uy 2 3 I 17 E g j -3 3

Wy 4 3 | 30 -5 | -10 5

A megoldás most is

x ^ = 4 , x = 3 , u ^ = 0 , u^ = 0, U ] = 5 .

Az első /induló/

: %i *2 ^

u^ 1 2 10

Ug 2 3 17

u^ 4 3 30
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táblázat is egyféle megoldást mutat, mégpedig az x. = 0, x, = 0,
u. = 10, Up =17, u. = 30 megoldást. Ez a triviális bázismegol-
das. Az u Komponenseit bázisváltozóknak is szoktuk nevezni,
mig az x komponensei a szabad változók. Az

A x + M " b

triviális megoldása

x = 0, u = b

Mint mondottuk, a gazdasági számitások során követelmé-
nyünk az is, hogy az egyenletrendszer nemnegativ megoldásait
állitsuk elő. Ezt a követelményt teljesítjük, ha az utolsó táb-
lázatban a b vektor koordinátái nemnegativak. Célszerű arra tö-
rekedni, hogy a számitások során a b vektor koordinátái között
egyik táblázatban se szerepeljen negatív érték. Ezt elérhetjük
akkor, ha a generáló elemet ugy választjuk meg minden lépésben,
hogy a

^ ' % ' ' " '

hányadosok közül a legkisebbnél választunk generáló elemet.

Vegyük az alábbi feladatot

x^ + 2x% + 4xg 3 18 ,

2%i + 3x% + 5xg ^ 25
Xi + x% + 3Xg S 12

Oldjuk meg az egyenlötlenségrendszert.

*1 . *2 *3 b_

u^ 1 2 4 13 18 : 1 - 18

u% 2 3 5 25 25 : 2 - 12,5

Ug [I] 1 3 12 12 : 1 = 12

Ha tehát az első oszlopból választunk generáló elemet,
célszerű annak harmadik elemét választani, mert ekkor kaptuk
a legkisebb hányadost. Elvégezve ennek alapjain a transzformá-
ciót, a következő táblázatot kapjuk:

"3 *2 *3 b_ ....

u^ -1 1 1 1

ty -2 |T| -1 1
%i 1 1 3 12
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Válasszuk most a második oszlopból generáló elemet.
A következő táblázatunk

"3 "2 *3 ^

u. -3 -1 0 0

%i 3 -1 4 11

A megoldás x. =11, x ^ - 1 , x . = 0 , u = 0 ,

Ug ^ 0, U] = 0

A

%1 %2 -- %n

%1 *!! »12 --' »ln b^

"2 *21 *22 --' *2n ^

"m »ml =m2 '" ^mn ^m

táblázatot vagy mátrix alakban felírva az

U A b '

táblázatot szimplex táblázatnak nevezzük.

Megjegyezzük, hogy ha A kvadratikus és nemszinguláris,
akkor az x vektor az ismert bázistranszformáció által kicse-
rélhető a? u bázisvektorral. Ha A nem kvadratikus és rangja
r, akkor átrendezéssel elérhető,"hogy A az első r sorban és
r oszlopban helyezkedjen el, s ezzel a? x kicserélhető az u
változókkal.

A lineáris programozási feladatok megoldása során mi a
szimplex módszert fogjuk alkalmazni. Kiindulunk a

M A b
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szimplex táblázatból és vigyázva, hogy a b vektornak csak nem-
negativ koordinátái legyenek, bázistranszformációkat hajtunk
végre. Az eljárást grafikusan is szemléltethetjük kétváltozós
feladatok esetén.

Oldjuk meg az

=1+ =2-! %
2x^+3x^-12
x^ + 2 ^ 3 9

egyenlőtlenségrendszert.

*1 *2 ^

u E 1 5
u, 2 3 12

Uj 1 2 9

x^ 1 1 5

u% -2 Q] 2
U] -1 1 4

"1 "2 I '

x^ 3 -1 3

x% -2 1 2

Ug 1 -1 2
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\
7-

g-

—i—i—i—i yi^i—i—+^M—i—i—i—.

A megoldások L halmazát az OABC pontokat összekötő vona-
lak által határolt négyszög pontjai alkotják. A OABC négyszög
egy konvex poliéder. Az L halmazt konvex halmaznak nevezzük,
ha e halmaz bármely két pontjával együtt az azokat a pontokat
összekötő szakaszt is tartalmazza /2B-29. ábra/.

A poliéder sokszögű testet jelent. Kon-
X' " x. vex poliéder a négyszög, a kocka, a há-

/ \. romszög, de egy szakasz is. A konvex
/ xt\ poliéderek zárt és konvex halmazok. A
/ ^X^ *\ korlátos konvex poliédereket konvex po-
I /% I litópoknak nevezzük. így a konvex po-
I X^ I litop az előbbi ábránkban az OABC négy-
\f^ / szög is.

\ / / A lehetséges megoldások L halma-
^- "^ zát azok az x vektorok adják, amelyek
Z9ób-o az adott egyenlőtlenségrendszert kielé-

AtWM,* AodTKZZ gitik, azaz xc L. Az L extremalis pont-
jának nevezzük azt az x c L vektort, a-
mely nem belső pontja egyetlen olyan

szakasznak sem, amely benne van az L halmazban. A OABC négy-
szög 0, A, B, C pontjai tehát extremálls pontok /csúcspontok/.
Olvassuk le ábránkon az extremális pontokhoz tartozó koordi-
nátákat.

A 0 ponthoz a triviális megoldás tartozik, vagyis

x, = 0 és ekkor ui = b

Az A ponthoz tartozó koordináták

X = [5, o]T, ekkor u = [o, 2, 4]^
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A B ponthoz tartozó koordináták

x = [3, 2] , ekkor u = [0, 0, 2]

A C ponthoz tartozó koordináták

x = [0, 4] , ekkor u = [l, O, l]

Az olyan konvex politópot, amelynek eggyel több csúcsa
/extremális pontja/ van, mint amennyi dimenziója, szimplexnek
nevezzük. A konvex poliéderek között a legegyszerűbb alakzat
a szimplex. E szerint tehát az n dimenziós szimplex olyan kon-
vex poliéder, amelynek n + fextremalis pontja van.

Nulldimenziós szimplex a pont.
Egydimenziós szimplex a szakasz.
Kétdimenziós szimplexek a háromszögek.
Háromdimenziós szimplexek a tetraéder.
A háromnál több dimenziós szimplexeknek nincs már külön
nevük.
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