[image: image1.jpg]AGRARTUDOMANYI EGYETEM
MEZOGAZDASAGTUDOMANYT KAR
VALLALATOAZDASAGT TANSZEK

OPERACIOKUTATAST ISMERETEK ES MEZOGAZDASAGT
ALKALMAZASUK

DR.TOTH J0ZSEF

DEBRECEN
1988





[image: image2.jpg]AGRARTUDOMANYI EGYETEM
HEZOGAZDASAGTUDOMANYL KAR
3 VALLALATGAZOASAGT TANSZEK

OPERACIOKUTATAST ISMERETEK ES MEZOGAZDASAGI
" ALKALMAZASUK

OR.TOTH 20ZSEF

w

DEBRECEN
1988

y
il

I




[image: image3.jpg]Lektorok:

Dr. Bartos Attila
tanszékvezets
4 mezbgazdasdgi tudomény kandidétusa

Dr. Ertsey Inre
kandidétus

Kgszlilt:
AGRARTUDOMANYT EGYETEM DEBRECEN
. Sokszorosit6 izemében
363 oldal. 625 példany.

127/88.
Dr.Szész Gébor  Fv.: Nagy Dezsd

%





[image: image4.jpg]]

'BEVEZETES

Hazénk agrdrfelsdoktatdsl intéményel KUzl ¢ 7=air a Debm
receni Agrdrtudomdnyi Egyetemen indult meg . -5o-osn &5 ope:
zéoi Slutats nesdeartasil alkalusden lehetosigetnek és
médszertant kérdémeinek udomdnyos kuteldsa. Saduitégép igény-
bevételérdl akkor nég su6 sem lehetett, amnek ellendre djabb
dg Gjabl tertileteken sikerilt a5 elkalmasds nédszertant kér-
déseinek cidolgondsa, Léul szémftésokiel teszielve a gyakor-
lati elkaluazésok lehetiaégeits

A tudoményos kutatdsban tiértént elérebalaids lehet§vé
tatte, hogy 23 oresdg agrdrfelafoitatdal intémnényel kSalll
ssintdn elSssdr Debravenben inifljon meg mAr 1561-ben fakul=
Tativ tiryidnt e spordc:druiatds, velosint eg operdoidiuia-
‘ﬁsémsliglw‘aséy elkelmazdsa médssertani kérdéseinek az ok-
tatdsa.

A tananyeg betekintégt cagedett & halmsselméletl alapok,
& ahtrizlgebra, o linedris tér, a linedris programosds tray-
kreibe, valamint »ésulstesebb |smertetiBt ayijtott a Debrece-
ni Agrértudominyl Egyatemer kicolgosott menbgazdas: kal-
esfackinl keposolitos médszertani kéradsexrl, s nfol leme-
zetet adott a nemlinedris programoudsrél és méS operdeiékuta
tésl médszerskril.

A fojifdiswe Teltétulsk hidaya Ga sudmos objektfy a smube
jektiy akeadlyoss tinyess ollenére is-toratlen volt mind &
fudomdnyos kutatasban, mind es oktatdsban, s me nir senkl nem
Eéradjeles: meg az npsrdoidkutatds meségesdasel alkalnasdza
tudoninyos iutatdstuat 18¢jogonultasgdt s sallkségasasest,
g9 pedic ag okiatés sallkadgensiait, SOt Veraen kead Eial
Eflni o Seriileten, aul ternéssetesen egylitt jdr vadhajbésok-
Lal is, de elvitathatatlan, hogy ez jobb Lelysetet teremt,
mint as anikor a legnagyobb problémd’ a ssubjektiv ellendilds
ckosta, mAsrésut mint mindiz, igy most is iges, hogy egy &)
Falondindg gySaslence Juidse soiak suanl{ietdnik gydkeres
megvéltosdsdt kivinje §s eredméngesi.

Bigonyos, hogy az operdeidkutatds olismeréadben éa +érhé-
aitdatban nhgy Sasrepst jAtswott, hozy srilstése pillanatée
télgkezdv! nagyfokd tirekvés mutatkesott & gyakorlati alkal-
masdsokra.

Kesdetben es a tdrekvés negy sllendlldat véltott ki, de
belyenként snnek ellenére sikerils sgy-egy exeinéuyes kistr-
letl alkaluasés $5 mir 1968-ban dtaddera keriils gy linedris
programosdssal megalaposott komplex véllalsifejlesstéel b
teruslBesbyetkeset suamira, EYES1 Eesdve ~ huildmvilgyekk
tarkitve ugyen - mind nagyobb ssdmdan késsiltek komplex vél-
lslati fejlesatésl és 6ves tervek, mikbzben 41landdan fejls-
8%t 8z alkalnazds médsgere, ual véghl is elvezotett egy auto-
matizélt tervesdsi rendazer’ kidnlgosdsdhos.
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[image: image5.jpg]A mesfgasdaség! véllalatoknél is mindinkébb megterentéd-
%ok a ssduftdstechniks gépi feltételel bistositdadnak loho~
t8adget, & Keadatben sserényovd, maid ttebb technikal
e55kbabk kesdtek olterjedni & mesSgasdasigban, E véltozdsok
kil8nbbas feladatok megoldésira alkaluas ssénttégépes Tend~
sserek kidolgosdsdhos vesettek. Killbnbsen elétérbe kerlilt a
ssénvitell és nyilvéntartdsi rendsserek kidolgozdes és elter- *

Bunok nem csak as a magyardzata, ho t
s nyilvéntartési rendszerek kidolgosdsa s
mivel ezek nem igényelnek semmiféls bonyoll
spparétust, banon ag is, hogy & milirs vonatkoss témek rog-
s{tése ogyaserdbd, kézentekvibd, mésré kbnyvelés
45 @ nyflvéntarids kSteless a messgas
néra, meghatirosott keretekben, anig
ns\il‘gu&l noghatérosott keretel
tenként forndlis, gyakran nem segfti, a6t gdtolja a terv
sptinalizldosel S5rtéud negalaposdalt, Bionyosan srerepet
Jdtasik 1tt az is, nag% a3 agrarnémkok még ma 1s jobban
Bzeretik a kényelmesebb "tapasstalatokra, logikai megfento-
Tdsokra® alapolott vozstést, Hint & SOCEAL Daeyovh elnélyllt-
Béget sdgot s matinatitad /operdoidiutatdsi/ tmme-
igényl6t. Ez ut6bbl hatékonyabb, de nehesebb, nagyobd
felkdasiilfabget kivin, s megfeleLs Sasténzés hidnydbén allg-
he vérhat( elterjedése. 3

Az operdeikutatés nesSgasdaségl alkalmasésa gyakran igen
Batdkonymak blsomyult, o ue mér olyen saéalifgépes eliird~
80k 15 rendelkeséare &llnak, amelyek a felhassndlékidl nem
igényelnek feltétlenil nagasebb matemaiikal immeretoket, hi-
saen az adott probléns megolddséhos sslikséges matematikai mo-
Qol1t'1a a sidartdasp 115tja o16. A felhasmndls munkéje es
ben osak a3 alapadatok helyes megaddséra éa as eredné-
nyek sselmai elbir , tent kizdrélag as érdeni, szakmai
mmkére  irdnydl,

Ma mdr aligha vitathaté, hogy & Jov6 e sséudtdstechnika
alkalnasdeds, Est as utat @ mezdgasdaségl véllalatok sem ke-
41k meg, 68 as agrérmérndicbkkel szemben mindiukdbd k-
Inény, hogy olyan operdoilkutatési és saduftéstechnikal

mek, amelyek & ssdn{tds-
eohnika hatékony alkalnasdsét LehetSvé teszi. Més kérdés,
hogy még ma & gyors fej16dés idfssakiban is taldlunk agrir-
szakembereket, akik osak & 10-20 évvel eselftti helysetet
ismerik, s osen a ssinten is gondolkodnal

A spémitéstechnika hatékony alkalmazdsa elképzelhetet-
lon anélkdl, hogy & déntésmegalaposdsban, tervesésben, sser-
Vesaben, ai_opexativ irdnyiidsban és geidasdgi elemsésben
azas & villalati vesetés minden terilebén alialmasmuk a szé-
-(t‘l;.llzlmiuh E terfileteken pedig a 5 szerep az operfoid-
kutatdsé.





[image: image6.jpg]Célun & Dobrooeni Agrirtudeninyi Egyetem hallgatéinak a
koaébe adni sgy olyam tamanyegot, amely feldlell a legfonto-
58bb operdoidkutatdsl isnerctoket, olbusgitl amok elanjdtic
tpkt §a mogterentt e alagot mesfgasdendgl alkalnasdaokion,
aodyet s késfiyt tmmyagokhen ismemok meg. Mdarduzs tora-
sk arzs, hogy mulkdns egyidsiiisg késllony jellegt 1s
legyen, s témpontot nyijtson & vigsett hallgatéimak, vala-
mint e gyakoriatban dolgosé és ax operdoiékutatds irdat fr-
dek1545 ssakembereknek au operdoidkutatési ismereiek elsa
34bithadra, 1letve fololevent ténér

Bér o mes6gasdasgi alkalmazéeok médsmertani kérdéseivel
régzletesen li: tunln{lgokm foglalkozunk ée ehelylitt alap-
vet6 cSlunk az operdolékutatdsi médsmersk moglsmor

lehet & probl: meségazdasdel alkalmasisi szemléle
Eyaljuk, azon cél Altel vesérelve, hogy as elmélet é
sgertanl lsmeretekot as agrédrszakemberek gondslatvilgéban
snakmal érdeklédési tersbe helyesve megkimnyitslk asok elsa-
Jrivdagt, St caclghlide o Jogyietbon taldluats eabgasds-
aégl alkalmazdel immeretek ¢s példék is.

Reméljilk, hogy torekvéseink sikerrel jérmsk és elésegftik
ast, hogy & jUvven a3 operdoifiutatis alkalassdsa sierves
része legyen a mezdgazdaségi villalatl vesetésmek.
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[image: image8.jpg]1. FRJEZET  As_operdeistutatéprsl
" 1.1. Az operdoiGkutatds fogalng
séget §

o 016 miveletet, tevék:
2 sty Velot, pénsiigyl ms: /s

Operdoilkutatds a fentiok sadszerinti érielmeséusben
mivale vékenynégkuta tdat t,

s operdoilkutatds 1lyen egysserd msgrogalnasdes igaz-
ségtartalma mellstt nmem elég{tl ki dltaldban az opardoid-
™ kutetdasal foglalkozdkat, mem pedig az operdcidrutatds tar
talnd tod 5 igényeif. Nom csoda tehdt, ha a kilonbiss
saersdk kUlonbissképpen hntrossdk meg as operdoiSkutatés
fogalmét. A tGbbféle meglogalmesisbol kinxﬁphed& azok
{1falénos jegyek, ame: doi Siuta td a1ndh

ont /pl. hadmivelet,

- As sperdoibiutatés operdols alats Gitalfian

oélirényos_operfeidt /tevéke:
2%/ erteines,

= Az operdoidkutatds al{nn ud 08"~ gys-~
korlatl tevékenységnek tokinthet: s amelynsk

k elSkész{tése, megalapd: .

=~ Az operdcibkutatds vise

szenléletiel ¢s tudsaiioos mAterebeal ot
. Tagy stororhes Jurm ey

utnak v.
dellesési és a metematikei eiisre o
wﬂx o] midsgerek.

. As Angol Operdoibiutatdsl Térpasdg ordot dkutatés
fogaludnak meghatérosdadra ax alibbi defintoist fogadta
el: "As operdoifkutatés a tudominy nélsuerainek alkalna-

dget, mi

5ésa & nagy emberi, gépi, i 62 pénsiigyl médsmersk
. Il EoBa, veretobnet Togs1an Demairt dssere
ban, a kare; & honvéde-

delemben, 2 k!llgplr :4sban
lemben. Jellegnetes kizelitési médjn & rendsser tudomd~
Byos modelljének megalkotdsa olyan .inyesdk mérése dim
mint & véletlen és & kockdzat, amelyekkel alter-
Bativ dantéeek, stratégldk €s irdnyisdnok
6re asénbavenatsk éa dsssehesonititatd
gegitaen & vezstéamek politikijst 4z o
ményosan megalaposni!f

Mint minden definioif, fgy os is vitathaté., Egyrésst
operdoidkutatds teriiletét nem lahot - éa sgyre kevésbé
lehet - az ipar, kereskedelem, a kisigssgatis s honvéde
lem teriiletére ssdk{tent,
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pigy alkelmazhaté a mezégazdaség, @ kizlekedés s hirkdz-
s, & politolégia, a ssooioldgla, pssicholégla, biolégle
5o, Gebiietén, i1letve a7 Elof mingen terlletén. Az sem
bisios, hogy a'vélotlen tnyesdket u @ kookfastot ki kell
1ni's tobbi tényesdk kozlil, A viesont alighamem kie-
slond6, hogy ag operdsidiutaids eguakt vizsgdlatokat, ma-
%enatikai midsserek alkalmasdsét, de mindemképpen egzakt
sondolkodésmédot jelent, LegiObbsadr bonyolilt rendszerek-
© foglalkosik, amelyek matematikei vizsgilata szémitds-
chnikai essksok alkalmasdsdt tessi ssUkségessd.

inennyiben ez operécidkutatds oélja, hogy segitsen a
setésnek polltikejdt és caelekvéselt tudomnyosan megala-
szni, akker az operdoidkutatést a dontésmegalaposds tudo-

, batena
dssereEet hassndl fel. Az operdeilkutatds teht nem egyen=
& Qdntéssel, vagy a vesetésgel, csupdn a helyes dant
& célazerd vezetés megalapozésénak essktze. A dont:
lapozdsa a dontéseldkéssitést, a terveaést /véllala
{a1, termeldsi, technoldglal, Termelésaservesési, operativ

ga:
n D

dnyitdsi tervek elkésmitését/, a dntési alvernat{vék ki-

dolgozdsst mindenképpen e T

1.2, Az operéoifkutatés kialakuldsa, toriéneti &ttekintés

Az operdotdkutatds Kialgkuldedt o IL. vilghiborité]
ssém{t]dk, amikor is siraifglal, hadmivele ;evikenysegek
megterveséssben alkalmeztdk dllit6lag eredményesen. Felme-
rliltek példdul olyan feladatok, hogy milyen nagysdgl hajé-
onvojokat célszerd tsssedllitani ds azoknak melyik lehetsé-
zes tengeri fitvonalon célszerd ketondkat, vagy hadianyagokat
& tengeven dtszéllitani. Széuftani kell arra, hogy az ellen-
565 meg skarje akaddlyomni a ssdllitndny célbaérkessast
felderitést, majd témaddsokat véges a szllitményok ellen.
dontéenél figyelemmel kellett lenni arra, hogy a nagyobb
Gkenvoj nagyobb véderdt képvisel as ellenséges témaddsok-:
sgemben, de lassabban halad, igy az ellens: ?:ek t8bb
411 rendelkesésre & felderitésre és a témadasokhoz. A
obb hejdkonvo] gyorsabben mozog, rovidebb 1d6 alatt te-
=i meg & tengeri uivonalat, de kisebb Vﬁdereiéhél fogva
sebeshetébb, Mésrészt hasonlé probléma vetddik fel az Ut~
vonal msgilu!ltém sekintetében, mivel a rdvidebb dtvonal
tételéhes kevesebb idére vam ugyn s3likssg, de az
enadg dltal jobben ellendrzatt és femndll a veszélye,
gy & hajékonvojokat hamarabh felderitik, ho: b dton
Zont mognohezdl & felderités és a tdmadds, de erre az
ellenségnek tobb 146 411 rendelkezéare.

& hébor. befejesése uidn a haditevékenység oéljdra kifej-
lesztett eljdwésokat a gazdasdg helyredllitésém , killdnSsen
a kbugasdasdgi tevékenység megalapozottabbd tételére kezd-
$6L agyre inkdbb alkalmesni, vagyis es operdoidkutatds





[image: image10.jpg]= més terilletek mellett - kzgasdasis. alkalmasdsok terfi-
letére tovSdbtt t, Terméssetesen, min: dltalfban minden-
nek, igy a matematikai eljérdsok kozgasdasdgi alkalmas’-
sénak is messse a miltba nyilé gydkerei talalhatdk.

A matematikinak s kizgasdasdgl tevékemységben val( al-
kalmazdsa irénti igény lényegében a XVIIT, sadsadban je-
lentkesik, Mr Francols gucw ktzgasdasdgl tdblézatai-
Ft i AR R e
szeribb p .~ Ques: 2gasdas ata: 5
zsenidlis Htlatkégrﬁikalh.

A XIX, szdzad kbsgazddssel kozil kiemelkedik N.G,

sevazkij, kinek kozgazdasdgi tanulményait Lol

s nagyra értékelték. Midr sok géld(bdl 1 ttuk,
en médszereket alkalmaz a politikel gasdaségten a ma-
ga feladatainak megolddsdra. Ezek & médsz
ak. S es nem 1s lel mésként, hissen emnek a tudoménynak
o brgyai memyinigok, ame ok negasémlélhaték és mérneték,
8 csupdn szdmolds és mérée utjdn foghaték fel,"

/H.G. Caernisevszkij: Izbramnlle ekonomiosesskije proizve-
5@3__IH_SIL‘IL - 51. old. Gasspolizdat 1948./

Ismeretesck Marx ijratermelési sémdl és "Matematikai
fuzetel", amelyek errél taniskodnak, hogy Marx is igen
nagy figyelmet szentelt a kosgazdasigi jelenssgek matemd-
tikai elemzéséne!

ic matematikai-

Lenin tovébblejleaste rater-
sénéit, és igon magy jelent on{tott &
gek matematikai lefrdsénak emzésénak.

Z,Walras 1874-ben mir egy bonyoldlt matematikai modellt
30120805t Ki. J.B.J, urier nagy matematikus 1823-ban
el8s3dr v‘l"gﬂin Tmeg & linedris egyenletek rendszerében a
legkisebb maximélis eltérés meghatdrozdsénak probléméit,

A feladatot & sokrétd halmaz legalsé pm‘iﬂ‘lﬂ Mg‘lhpfﬁ-
séra vesette visssa. Médszere az egyik csicspontrdl a mésik-
ra valé sorozatos eltoldsbél 411t, vagyid ajdonképpen

a Jjelenleg széles kirben alkalmazott ssimplex médsser alap-
Jén 411t. Az § példdja tekinthetd a legrégibb linedris
Programcadsl pélainak,

A valéssintaégssénitds és sok més tertleten kifejtett
munkésséga nellett jelentés mértékben jérult hossd a lined-
ris egyenletek é5 ogyenlStlenségek mélyebd megiamerdséhes
is K.F. Gauss /1826/, Algoritmust dolgozott ki normil
egyenTetsk gyakorlati megolddséra. Cramer svéjol matemati~
kus 1150~ben a linedris egyenletrendsserek megolddsira be-
vezette a determindnsokat. P,Cordan 1873-ben tételt dolgo-
s0t% ki, mely srerint a nom Regatiy hemogén sgyenletrend~
szernek van megolddsa, amelyben legaldbb egy Vltosd posi-
+iv, ha a mésodlagos rendsserben az 6les egyemlStlenségek-
kel'nincs megoldés, L ki transgpos{oiéval alketott
tétole, J.Farkas 190Z-ben pul alaprets jelen-
+886gl & matematikai programozdsi feladatokmdl, F,Stimke
1915-ben kiegéssitette Gordan tételét.
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A magyer ssérmazdst Neupann Jénos 1926-ben megjelent
inimah 14i61ebon. sovaEbIes Tesstotte Bull Boral munkd-
4%, 5 egsel lorakta a linedris egyenlStlenstgek elmdle-
4nsk matematikal alapjdt. Elméletének jelemtdsége akkor
bontakosott ki igasdn, amikor Morgenstermnel egylitt 1944~
Don ieata ‘alepvess mivet. /Neumahn o = Horsenstern 0.1
Theory of Games end Boonomic Behaviours ston, 1944.
1932-ben jelent meg. "As dltalinos gasdaségl egvensily
modellje" c. mmkdja, melyben & linedris programosds 4i-
nanikue modelljét fogalmazta meg. A tovdbbiakban is ve-
z6t6 szevepst Jdtezott & tudomdny sok terliletén. Kilond-
5en nagy volt & hatésa as atomenergia és an elektronikug
Szénitdstechnika fejlgddsére. Az USA-ben 1945-ben kezd=
%ék ol az elsé elekironikus szénitégépek sorosateyirtd-
sit, melyet Busoh késsitett Neunann Jénos réssvételsvel.

& XL saézadban a kizgazdesigtan fejl6aése, és & ren-
dolkeséare 4116 inforndeiék memnyiségi novekedése és
ninfaégének javuldsa mindinkibb lehetdvé tessi, hogy &
sgasdaségl kutatdsokban az elméleti modellelrdl az empi-
cikis modellekre tirjence i, Bot magyben elfseitstte
a is, Hogy a Tepresentativ iatissitkai megfieyelés 3o
Beoslés medszerének kidolgosésa lehetsyvé tefte mind t5bb
Eougaatasdg jelenaés megiigyeléadt, illetve becaléeit.
Eesdtak alialommni ¢ felcasdgek vizigdlatdoen 8 reex
& "analfziat, amely a jelonségek kozbtti kapesolatok
ysbb feltirdedt teszi lehetsvé, e trend amalfzist, intre
59140165 és sxtrapoldeist, a jelenségek 1aGbeli véltosdsé-
ek vizsgdlatéra.

Telentds Lepés da Gostona volt o tudomdagol fodlade
sében, hogy a Szovjevinidban mér & szocializms épitésének

=5 Sveiben kiilénboad mérlegesdnitdsi médezereket dolgoz—
tak ki, majd gadig az 1923/1924, évre megszerkesatették a
Sovjetinid népgasdasdgl mérlegét.

5in

W, Leontie??, ismerve a Szovjetinidban végzett mérleg-
Z7%essel Eaposclatos munkékat 1936-ben megalkotta as
rikai gasdaségra vometkosé mérleget, a riforditds ds
Sernékkitoosdtds emerikal mérlegét, Leontieff érdeme,

Togy 6 koubindlta elsssor a termelésl mérlegnsk és
wadelmi termék, illetve a nemzeti jivedelem elosztdsémak
tiblizatait és & mérlegnek matematikai értelmezést adott.

LT, Eaptorovics szoviet matematikus Hossaf évek sorén
sogliTinett & Eatenasiea forvesésl feladatokben vals fel-
hasmniliséval. 1939-ben megjelentette részletes monogrdfis-
J4t, ansiyben elbssor sirta fel, hogy a legfontosabb ter=
helfsi feladatok magyrésze tisatdn matematikal alakban kife
Jeshets. /L,V. Eantorovics: Matematicsesskije metodll
Srganyisacll 1 plaryirovinyije proisvodsatva. Isd. LU.
Mosskva, 1939/
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Véleménye szerint es lehetGséget ad arra, hogy a feladato-
kat memyiaésl oldaizél EGzelitstc neg 65 saguoRé ol jies
sokkal oldhassuk meg, Szénos olyan, a termelés szervesése
&8 tervenése kirébe tartosd kérdést tett vizsgilat térgyd-
vé, melyeknek klilgnbiss megolddsal lehotnek, s ezsk kbail
kell az optindlisat kivdlasstani, A probléna megoldésa
olyan matematikei szélsdérték feladatokhos veset, melyek.
ben & véltosdk lineéris figgvényekmok és korldtoknak van-
nak aldvetve, A feladatok megolddséra Kantorovios & meg
01d6 szorzék médszerét dolgosta ki, Munkdssdga sok tekin.
tetben megazabta a linedris programozdsi médszer far|
mAt 65 tovibbi fej15dését, Kéabbbi munkdssdga sordn
igen jelentSs mértékben jérult houzé & matematikai progra-
mozds fejl6déaches. Mint Dantsig irja "Ha Kantorovios el-
86 munkéit mg;;. enésitk 1deJén megfelels modon Srtékeltsk
Tolma, ey lebatedgos, hogy napiainkban a linedris pros:
remosds mér 1ényegesen messsebb tartana, mint jeleniegst
/G.B. Dentsig: Linear Programing end Extensions, Prince-
ton University Press, Princeton. New-ersey, 1983,/

A mésodik vildghdbord, majd ast kivetsen a gazdasdg
helyredllitdsdnak feladaial nagy 1okést edtek a tervesésl
modszerek fejlesstése irdnysban, As USA-ban kildndsen
1947-49-05 években indult meg @ linedris programosdsi méd-
szerek kidolgosdse, 1947-ben G,B. Dentsig kidelgozsa,
mejd 1951-ben pubiikélja a ssimylex ndssert, mely Foha-
mosen terjedt ol az egéss vildgon és nagymértikben fellen-
ditette a matematikai programosds eluéletd kidolgosdsst e
és gyakorlati fe: dt. hz operdoidkutatds fejldéast {
1947 utén nehéz lemne nyomonkbvetni /ma mér bibliogréfidja ‘
18 t5bb kitetet tess ki/, ezért csupdn a fejl8dés néhdny
fontosabb vonatkosdsainak folvésoldséra ssoritkomunk, &

‘teljesség igénye nélkiil.

Le¥. Kantorovics tovébbi munkdsséga, valamint M.K, Ga-

TR er, C,S. Rubinsteln, Sz.N. CoofmylEov
& masol 8548 & Sz0v. & atimatiis tiren
valamint a konkrét alkalmasésokra vonatkozé példdikkal nagy-

mértékben hoasdjdrultak a matematikei progremosdsi médsz
Tek kifejlesstééher és gyakorlati alkalmsndsénak eldbbrevi-
teléhes. A matematikal programosds elméleti tovdbbfejlesstés
sével egyiddhen foglalkostak a szénitdsi eljérdso. kldola
sésdval is. gy péladul a terv fokomatos javitdsinak médsse-
266 s ssoradk lsd és felss daiiknareciiar nédsner

/LsT, Kentorovics - V.E. Zalgaller: Raszcsot nacionalnovo

rasuiala pronlalonalls SRterialoy, Lomindas, 19510/, &
ssorsék javitdadnak médszere /L.V. Kentorovies: iatemati-
caesskala netodit oreanizacii & PIAEyIrGVERTLIS protevodsate
va. izd. LGU, 1939/, a potencidl médszer szémitds! felada-
$ok megolddsdra, /L.V. Kamborevics = K. Gavurin:
Primenyenyije matenaticsesskih metodov v voprossah analize
Eruaapototov, Tad. Lis DiSssth. 1900 Jerenise mnsi.
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A,J. Goldmepn és AW, Tucher, valamint D. Gale-- H,
Kubn'~ LV, Tucker o duilis 7eladatokkal foglalkostak:

3 e - B, Kuhp - A, Tucker és & magyar
Sérmazden Vajde Sindor B e e
45 a ndtrix-J4i8keInelet ckvivalencidjdt, Sok kutaté foglal-
kozott & szinplex médszer tovébblejlesstéaével, gy Halls

) S. Vajda, G.B. Dantsiz, A, Orden, Pa. Wolfe,
it e s e PRt
8%t Ao Oharnes, Wall. Gooper, A, Hendenson, E.UsL.

ey
rkov
o!

Beale.

C.E. Lemke dolgozta ki a dudlis szimplex médszert,
Enbiez hmsonlc Beale vezet§ vAltozdk modsaere, I.S. Notskin
relaxiciés médszere, h. Ordens - L. Coldstein, U.5: Tompking
Drojekoids médazere, vETenTat L., etskin — . felffa =
G.L. Thonson - R.M.'Thrall kéthcghatarosds modsgere.

G.B. Dantzig - L.R, Ford - D.R, Pulkerson 1956-tan
eéy_ﬁn an modszert dolgoznak ki, mely a linedris programo-
2ds primklis és dulis feladatét egyidejiileg oldja meg.
Médszerilk 1ényegében azonos Kantorovics egyiitinatsk javitd-
sénak médszersvel.

S.I. Gass, T,L. Saaty, J.L, Kolley és mésok a paramet-
rikiig programozissal Togialkostak. Hamarosen megindult &
Zei1806s & neniin éris programodsssl Eaposolatben is,

L, Charnes - C.E. Lemke és E.U, Beale konvex oélfliggvény
alEaTnazdsat vizegaTiak, Denteiz, X. Prenk - 2. Wolfe és
E.¥, Barankin, R, Dorfman, I, Warkovits, AW, Tucker és
H.W. Tohn & neaTinearis /4SESHE & Evadratikus/ progremozds-
BaI foglalkostak.

A hiperbolikus programoséssal elSszir Martos Béla foglal-
kozott, akitfl az elnevezés is ssdrmasik.

A bizonytalan krilmények kiadtti, vagy sztochasstikus
prograseadusal foglalkostak LM, Dandkin, OBy Dentzl
P BT e e e e L progrenos: sen
TAgy Jslentssége lehet a mesSgazdasdgl alkalmazdsokben.
Az egéunértéicd progranozés médsserével foglalkosott

BoE, G S, Beer, G,B, Dantsig, A dinamikus progra-
n%ﬁ- , Do Myaer TTEHIE, Sok tecintetben
megyil aba helyesi a dinamikus modellek kérdését ké-
86bb LS. Ponmirjagin.

Bér as operdeidkutatds tertletein mind a tudoményos
kutatésban, mind a gyakorlati alkalmasdsben a legldtvé-
sabb & matematikal programosds terfiletein volt a fej-
THada, oz 14t sléet sikevor, valanint 4jabh 6s fjadd tu-
hl‘ny:n!l;h kialakuldsa é fej16dése /rendszer-
o nfo





[image: image14.jpg]Klil6nbo38 programyelvek stb./ mds operdoikutatéal el-
3érdsok 160resottet o fojldidsst erednényente.

Ma mér ast sem lehet pontosan kbrvonalasui, hogy hel
a hatdr az operdoikutatds, Skonemetria, statisstika tu-
doménydgak kbsstt.

A 3f11{tés1 feladatok optimalizélésa linedris prog-
ramosfasal Ts megoldhats, de igen jelentés méretd mo-
delleket eredményes, A feladat megolddsira kifejléatek
nds médazerek is, amelyek Kozl leginkébb a disatribu-
ci6s médsser, a Karda-Vogel féle mddsser immert,

Bizonyos teriileteken - Jsszefliggésvis: ol 0=
Bgastiaids st - elfiérbe Lorlliok o termelds e

Iy 8 faktoranalis:
KHlSntsen a tevékenység szervezés teriiletén a -
St/

elméletre elspozott halétsrvesési médszersk /CEI,
Siionyiltac haswnosuak. UAs egetetben a gorbandlidst
obléndk médszertani megolddsai keogegletnek tudomi-
B35 35 Evakor aci srednshysckels Kilonsen biyam
tekben, amikor a megoldandé probiéms nem fogalmash
meg egyértelmien analitikus modellekkel, valamint ami-
kor e bizonytalansigi tényeadk nagy saerepet jétssanak,
illetve amikor nem as optimm meghatdrozdsa a oél, ha=
nem egyéltaldn valamely rendsser viselkedésének vizsgd-~
lata stb. magy sserepi méds
Ez termésse’ 5%, Bogy & Ssimuldcios
médsserek alkalmasdsdval elvetjik as optimelizdldsra
vonatkosd igényeinket, 56t mint Cgébfalvi :
"e digitélis szimuléoié nem a sa 6t3 op
si ok _egyike Dbérmilyen ismert egaakt, vé-
ges, iterativ, lonte Carlé bézisd vagy heurisstikus opw
tinAlizdl4si e1Jdrdsnek mintegy "fékpadul" szolgal.
Sgysgerd példévil éive: be o 5611005 provlonst =
linedirs programosds médsserdvel kivénunk megoldeni,
érdenes az egéss szél1ftdsi vendssert egy olyan egyaé
gel egylitt ssimuldlni, emelyben a ssébanforgd szillit
=1 probléma as enlitelt lineéris progranosést milsser
esetrfl esetre megolddik., Ilyen srtelemben dgyassa be &
srimuldoids modell as egsakt progremosdsi médgzert.
mint ahogy a motorok probajératésghos a valésdgos késgbbi
krnyezetet utdnosze egy fékpad. Altaldben az operdeiiu-
tatds ssdnos mds médsserénok biztosithatmnk & szimuldoim
s modellekkel redlis kirnyesetet, 1
B8 a szimuldeidt csupdn eayéb

SaTam i T gan 5
tanban, Kézgazdasdgi és Jogi KényvkiadS. Budapest,
1973, k¥nyvhés irt "Bevesets a magyar kiadéshos" tamul-
nénys /14.01d./
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6 & V158g Tobléma Lonyegen
Jobban megfelels médszert vegy nédsser
ki haté] tedget.

Hazdukben jelentSs munkdt végestek s operdoiftuta-
tésl médezerek fejlesstise ds alke. sa verén Acsél
stvin s tyde kay Coltdn, Bod Fster, Ugath

doifkutatds alialuazdsénak -

A mesdgaadesdgban oz oD
16lo aiétével kapogom

el§tutéraként taldn & 0.7, Stigler
latos feladat me O Tt anaiyes New-York-ban
a "Matematikai tdblazatok” csoporijdnak munka tArsa,

Lgggrsem 1947 +égén clactt meg a hen sokkal azel6tt ki~
g0%0Et B lex~médaser ellenSraése alkalmival.

7 8ga térnéd{tésa velsjdben en 1950-e5 §vekbel
me gl serhaiidze valfldhen cn 19%0uee Sretias

A mezbgasda: alkalmazésokban jslentds saerepet
jtagott E.0, Hemuy az I0WA-i Allaui Sgyetem professszora,
a Magyar mﬁﬁ“lu Abadémie tisstelotbeli tagia,. a
Debreceni Agrértudominyi Egyelem Lo; ris ceusa doktora.
A Ssovjetunidban a ssakua jelea képviseléje volt a kem=
dotl 1d6ssakban R.G. Krevesenko. A KGST oramdsok mér
19€4-ben Préghban megtartoiiak & matenatikel médszersk
mesSgasdasdgl alkalmazdse témakdrben ez I. Nemsetkdad
Tudondnyos Ssimpéziumot, emi fulajdonksppen as operdeil-
iutatds mesbgasdasdgl alkealnazdsdval foglalkosott.

Magyarorss a3 1950-28 6vek mAsodik feldben indult
neg o maz¥gasdasdgl alkalmsésokial kaposolatos tudomdngos
kutatds, Az Grdx styén Jéagef as Agrarensdssdgl
Eutatéintézet A San el I BISE Tanert mumkda *4
terneldsl érték G & £3Mb tarmeldal tényesfl kaposolata

ekben". /Csete L. szerk. A termelé-
sdssdgi kérdsssi/ Akadémte Kisds,
Kéabbd foglalkozott a termelési mserke-
et optimelisdidsdval a termelés teriiletl slhelyesésének
op;u-luu(unx. majd népgardssdzl asintl visogdlatoke
kale

As o188 kisérletekhes gyorsan sérkésott fel a Debre-
cend “ﬂn‘wi&!tm, shol “M6th Jéssef 1958-ban
ke el foglalko: npu:&nlérm-lu Tes6gazdasigl
altaimasdudval, A tudomdnyos kutatés 1it kesdettSl fog-
Ta B4vBa6AULE & gyekorlati altalmazdsokkal, amsiymek

4




[image: image16.jpg]S5

erednénye b alkalmazés médszertani megoldds kimmkdldsa
és elméleti vizsgdlatok elvégzése, Viszonylag hamar 1961-
ben az agrérfelsdoktatdsi intémények k5zgtt ey

a
Debreceni Agrért: Egyetemen inddlt meg az operdoié-
o a: Tatens anti GyEGRE,

% e1s8 jelentdgebb publikdei a témakirben 1961-ben je-
lent meg' /Iéth J.: A tekarminynivények vetésteriilete opti-
mélis arénydnak meghatérozésa, Statisstikal Szeml

est, 1961, 12, 83, valamint 26th J:t A3 lgemi takarmény-

N Sraalia oybfnkiis sreckeratén atérosdsa linedris
ogramosdssal, Doktori értekesés 1961./ 1964~ben

ebest, fel egyllst képviselidk Magyerorsadgot a
Dedgal T Wemsetkbsi Srimpéatumon 2-2 elfaddssal.

J-ben 2Liis 260 publicdlje SUldmmsmositdsl opti-
mumok c. & 1Inedris pl‘o%mnnlil folhassndls munkdjét.
{Kertduiets Gu Sblaneti Polakola Kiadvézys, Bulspest,

1967-ben jelent meg Képsdros Sndor:uitrégydk hatékony-
ségénak vizsgdlata és elosz matematikai modszerekkel.
/Ganddlkodds, 1967, 1, g5, Budapest./ Munkdja Gj lendiletet
adott & matematikai eljérdsok mesSgasdaségl alkalmandsa
terén a figyelem felkeltésének, ®

1969-ben Csdki Csaba publikélfa as Oroshdsi Allami Gas-
daség saémdra linedris Si;mml s alkalnasdséval késsitett
fojlesstésl tervet /Gasddlkodds 1969. 1l. sz. valsmint
Akadémiai Kiadé, Budapest 1969./

A tovébbiakben egyre bOvilt a kbre asoknak, akik az
operéoidkutatis mesdgazdaséal alkalmazdséval kesdtek fog-
lalkosni, béviilt a gyakorlati alkalmesds kére is. Ez utéb-
bit tekintve jelentds !lll'la:ﬁ Jétszottak a technikai fel-
tételok maglozamtése, ag altaimaads nédssrtani provléadk
sayes oélseriivh magolidsa és metékony swoftverek kitei-
esztése.

1.3. Az operdoidkutatés helye, kapcsolata mds
ud okkal

A tudomdnyok fej1dése mind nagyobb differencidlédde-
hoz, mind tobb tudoményég kialakuléséhos vesstett, A bo-
nynlilt vildg megismerésdt & tudomdnyok differenciilédéss
réunben elésegitette, réssben gitolta, hiszen as scynasal
sgoros kapcsolatban 16v5, sokoldali jelenségeket egyadstsl
elazigetelten osupén a5 egyes fudomdnyok szemsudgébSl és
sszkdzrendggereit alkalnazva aligha lehef valdsdghtien |
vissgdlnl és megimmerni. Sallkség volt tehdt arra, hogy

“§1lanad integraleddsi. folyanat is végbemenjeh a mdo-

ok kbrében és kialakuljamak olyan hatdrtudoményok,
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amelyek tobb tudoménydgat Seezekaposolva vizsgdljdk bonyo~
T80 vi1dgunkat, Tlyen ssetskben ringont maf:lzuvetheea
a kérdés, hogy vajon az adott, mis tudoményok hatérteriiie-
%én 16v6’ tudoményok ondllé tudomduynak tekinthetok-e? Az
is tagadhatatlan, hogy 3 operdcilkutatds slvélasztéddsi
folyanate az egyea suds 41 nlg jelenieg is folpa-
matben van, mésrésst, hogy az operéciskutatés kilonféle
tudomdnyok /matematika, kozgazdasdsi tudomdnyok, hadl
tudondnyck, ssoclolcgia, atb./médssersit és ssskizeit
ateslmaza és oélje valinoly rendujer /msgieinkban legine
kédb valamilyen gazdasigl rendsser/miksdése, Lrdnyitdai,
sgervesési, tervezési, dontémegalaposdal probléméinak
oélsuerd migoldésa, Binek meefelelben az operdoiliutatis
sgozos kepcsolatban van @ matematikdvel, bissen sszkiztéra
nagyrésst matenatikal. Szoros a kapcsolata a rendsze:
le¥tel, hissen vissgdlatai dltalében valamely rendszer mi-
igdéabre irinyilnak, Tgon suoros a kapcsolate a kiberneti-
kdval, hissen vizsgdlaténak £6 célja a remdsser irdnyitésa.
Tiyen szempontbdl is elvitathatatlan kapssolsta a veuetés

&5 azervezéstudondnyokkal $n /ninthogy ax irdnyitds suer-
ves résse és nélkiiléshetetlen esskize a megfeleld informdli~
ség/ az informfcidelnslettel.

D s opardoiGkutatés nen vessi 4t a vesetés szerepst,
ceupdn a vezetdl d'ntések megalapozdsdt segiti, vissont
Bint dlyen szores ' aposolathan van e ddntéselmslettel.

Egetonként szinte el sem lehet hatdrolni az opsrdoid-
kutatdst a stalisstika 4s az Skonometria sgyes terdletétsl,
son uédsnorek az egyikndl is a misiimél is felhasmné~
1dsra kerillnek.

As operdeifkutatés visegdléadsl threyét Kilonbosé rendsse-
ok képesik. § remdssersk valdséghi, tudoményos megftélése
len a7 adott Tenisser torvényezerdségeit feltdrd mis
doudnyok immeretéisl s eredményelk felnasmdldadtol.

i gasdaségl rendsserck vissgdlete elkdpzelhotetlen a
kosgazdasdgl tudoményok, valamint ag adott teriilettel kap-
omviatos sgskiudominyok /messgezdasdgban pl, & movényter-
Sanstint, Slatcenyéuséel, kertisnett, giposttéol, reohe
nolégial, talajtanl stb., 86% esek tudaményos nupinxg ké-
3§ kémlai, fisikal, biolégial sib. tudomdnyok/ nélkil.

bGL s adsdik, hogy as operdcidkulatdst team-ek /munka-
osoportok/ miveinatit hatékonyan, vagy as operdoiskutaté-
nak ol kell sajétitanie mindazon tudoményos Lemereteket,
amolyek az &ltala vizsgél: rendszersk miki 636t befolydsol-
Jék. & misodik vildghdboriban, wir an operdeibkutetds kia~
lakildednak kezdsti - naddsset! probidndk megoldésa so-
rén olill ‘osoportokat szervesiek, amelyek tagjai katonai
Bsakemberek, matesatikusok, statigzatikusok, kozgazddszok,
biolomunok, pasionologusok s nds tudondnydeak képviselsi-
b6l £litak Bssze.
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i operictdiutatds
kel vizsgljs és nagyobb résst bonyolult rendszerek-
kel foglalkosik, amikor is & rendsser vizsgélete jelents
adatfeldolgondst
smelyok elvéga
5a0r elképreinetetien, Ilyen ss
Van s paéattdstechnikéval, A ssénitdsteohnikdt
hassndlja fel feladatainak elldtdsa sordn.

1.4. Az operdoiékutetdsimnke folyamets

Az operdcidkutatdsl tevékenység - mint arrél mér
- mindig valamilyen rendszer mikddésének vizsgdlatdra ird-
yil, od1ja a rendsser miksadsére vonatkons Lrdnyitdsi /1
51} Asntések megalapozdsa, s esskbaéil matematikal méd
rek szolgdlnak, A munka fdsisait a ssakirodalom kféle
don irja le, a munkafézisok t5bb vagy kevesebd kassre
t3rténd bontdsdval, tleg. lmaldlléi felcserélésével, Me-
Tov lhatéroldst temn: &ltalében mem odlsserd éa nem is ssllk-
, hissen a munkék folyamsta, ssakassokra bontdsa is
fuge 'az operdoilkutatds személyl éu tirgyl felidieleitsl, de
as _egyes szakassok ismétlSdnetnek, ogymdst dtfedhetik stb.
Oé1055rd azonban valamilyen 1ltalinos rendess elvet kialaki-
tani, amelyet aztén kenkxét feltételek alapiém alkalmazhatunk.

Az alébbiakben = ssekirodalom figyelembevéielével éa gya-
korlati tapasztalateink felhassndlésdval megkiséreljlk sz
:plrtseiékngutlu ‘tevékenység xdvid lefrdst mmkafdsisokra

ontva.

A rondszer elemsé;

A5 operdoidkutatési tevékenység mindig o vis:

aner mogiamerésével, slemsésével kell, hogy kesdddjs:
orén sgeknailag, térben éa Lddven korilhatéroljuk ex adott
rendssert, amelyre vizsgélatainkat irdnyitjuk, Meghatdrossuk
& rendsgzer elemeit és egymis kBzgtti kaposolateit, e kapeso~-
Luiok Tayegét §o atbenifiet, o rondsiemel o siisctask iy
esolatalt ‘rendszerekkel /kiilss, rendsseren kivili kapcso-
Jator/, & remdszer viselkedését, a rendsser viselkedésére he-
%6 tényezbket és korlitokat és a rendszer viselkedésében meg-
mutatkosé t8rvénysseriségeket stb., & termésgetesen meghaté~
rossuk & remdsser céljdt atl

A rendszer elemsése sorén arra tbrekssziink, hogy feltdrjuk
a renigues jeleniegl &1lapotét, helysetét, miltbeli viselke-
dését bs kivetk ssiink a rendsser vdltostatdsdnak, illsive
a mikodésében elérhets véltostatdsokmak & lehet&ségeirsl is.
Ennek sorén &ltaldban eljutunk egy olyan ‘koncepci kialakité=
séhos, emelyben meghatdrozauk a Tendsser véltostatésdnak le-
hetdeégeit és korldtait, nem dontve termégsetesen a konkrét

véltogtatdsok tekintetében csupdn lehetéségelt krvonalazsuk.
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A renduzer modellesdse

A rendazer megismerssét, elomaéeét kbvetheti a rendszer mo-
dellesése. Pnnek sordn mindonekelfti meghabérosguk, hogy milyen
matematikal modelleket alkalsazunk, msjd biztositiuk a modell-
hes sailkadges paranéterekot /a modell adatbdzisdt/, a modellt
1étrehoszuk, megoldjuk, varifnssséndtdsokht végelink és amok
erednényeit’ elemezailk.

A modellezés segitségével 4ltaldben eljutunk velamilyen
slmélett, vagy gyakerlaii kivetkeztetéohes, 1llotve dintéshes,
“iazen a vizsgélatainiat /s varidnesinitsokat/ mindaddig
Zolytatiuk, anig megfeleld ereduényhes el nem jutunk.

Az_eredméngel gyakorlati nevezetéss

Amemnyiben a modellesés sordn
vagy dontéshes jutottunk, akkor ki
Ten 3rténd hesmmositdse. Bk 5o
Eorlati kdvetkestetdseinkat fella
+6gide és takiikdk kialak
hogtunk azt a gyekorlatban

afelels kivetkentetdohes,

kouik eanek s gyakorlat-
eluéleti, illatve gye~
ntéaak

1.5. Modellek

Az operdeidkutatds fogslu

6, hogy "jelleg: ja a rendgzer tudcmdnyos
e

modelljének mogal biskben 14ttuk, hogy as
cgengolotatardsl o5 munkaidzisa & modelliew
235,

Nyilvén felmerdl @ kérdés, hogy mi & mode

A modell az pbjekiy valésig tibbé-kevigh bi képe. Nem
mage az objekt{y valdpag, nem 15 aunak pontos mipa, csak
t5bbé-kovéabé hil tilize, ou embor dltal & valomdgrsl alkotatt
leogyszerisftett képs Az eayserfsités gyakran kénygueri=
B6gbSl /e valésdg Lsmersténck nidnydbl, a valdsdg 4ltalunk
Dem kbvethetd bonyoliltsdgabél atb/, mdskor odlsserdssghsl
7a lényegre valé tonosnirdlés érdekfben a savard, melldkes
%ényendic kisdrdea/ aadoiics

4 modelleket hirom £5 tijusba suokds sorolni, gy mintt

A képmort modellok o valdsdgot Kpecorien jelenitik mee,
Jellems8jlik, hogy stetikusak és csek akker véliozlathatsk
eg értelemsserien, ha as eredetl rendsser is megyditosike
Ilyen képsserd modell a fénykdp, a makett, a menetrend, stb.
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Analég modellek

Az analég modelleket az jellemsi, hogy & megfigyelt
valdadg és 8 modell jellemsdi kisitt sseros kaposelat
Tem. ds amaltg modellek vissonylag kimmyen véltentatia-
46k 68 alkalmasak dinamikus Gassefiggések visagélatera
15, Analég modellek pl. a térképek, & grafikonok, a fom
Tyannt-dbide, & Kisérlots £llatok 4o 8 abvények, atb.

o., SsimbSlikus modellek

Szimb6likus modellek esetén a vissgdlt folyamat egye
tényesbit ¢s & kistilk 16v6 kaposelatoknt matematikai :
ssimb6lumokkal fejessilk ki. Ilyen modellek alkalmasésa
sorén nen jelent probléndt & véltosdsok hatdsénak elem-

Arra dn LonetCoégiak van, hoy Kempinfls medeljeket
alkalnaggunk, Igy pl. & ssimilécids modellek /am 1
kégbbb részletesen mogiemerkedink/ részben anallg, réss-
ben szimb6likus modellek.

& gasdaséguatematikai nédsserek slkalsasdsa sorén
Killtndaen fontos sserepet jitssensk s opiimeli
modelick. § modellok £5bb a: thd1 os]

Az slem tovéenyeéask ternéssste suerint meghlin-
bstetimEs

s aket, anikor  modeliben serepls
Leni’ e et eo STaT Telytenneak, Tends ohrt driibes
s folvehetnek. Pl. a fermelt tejmemiyiség iehot 1500
1’;;'!, 1501 liter, 1501,5 liter, vagy 1501,75 liter,
ath.

Baginlétigpen @ bise @tlagterabes hekséranként lenet
2 %, 2,5 t, vagy 2,54 t sth.

Yor Hgicit aslallstaty amiler @ mielipon szerepls
olemi’ tavi ‘lag disskrét tevék

5 ségok
Tehetnek, tendt ssak agéas dridrat vehetnek 2o f%; Lo
a munkaers lehet 500 £8, 501 £6, ytb., de mem lehe
501,5 26 vagy 501,22 16. Elllnlx!‘gpl nem tudunk vésé-
Tolni 261 vagy megyed traktort, stb.

6., ¥ 1leket, anikor & modellben mind folyto-
nos, o soied: " sovéionyadgek srezapeluek. El.
ha egy V‘ﬁlhgflilollt‘li tervet késsitimk, a termelt
tej=, vagy termékmemnyiségek tértériéket is felvehetnek,
tehdt folytomos tevékenysdgek lehetnek, de & ‘bessersend}
gépok osak egéss rtdkek lehetmek.

iR

T




[image: image21.jpg]A1taidban modellek vammak
Jobban elierjedve, mivel azok ki matematikal &5
sdnitésteohnikal ssempontbél sokkal egyaseribb,
2semben & Zfolytones modell nem altalmas e valésig dbré-
Zoldséra, henem amnsk lémyages lsegysserisitését igény-
11, - exért emstleg gakorlatilag hassndlnatatlan vagy
téirevenats erednényhos vese' -, Lénytelemek vegyunk
dtsskedt vegy vegyes medellt alkelmeuni.

4 modellek aaserint is esstdlyosheték, hogy pavemé~
tarsik pontosan meghatérciat( konstansok. vagy olyan
véLotlentsl ‘memuyisfgek, emelyek é:tékét osak
biscayos /e kigebb/ valssindséggsl inciuk megha-
térosmi. Tlyen sscmpontdsl megkdl¥nbostetinki

., Dot satiius mode; , emiker & modell pas
Mtu’ﬁ%%ﬂ sgyérteliion neghetAroshaték.

., Ssgochesatifue modelleket, amikcr  modell para-
utuniW- ot Barmylpégek.

Akker is estochasstikus medellrél bessélink, ha vala-
mely modsls parauétorainek osak egy résse vélstlentsl

flige§ mennyiség.

4 easdasist pr bléndk természete dltaldban extochasse
tixus jellegl, tehd: a gazdaségi vissgdlatok sordn a
sstochaestikus modellekmsk van prioritdsuk. Pl. a mesd=
rms“bll men tudjuk pontosan M?m 2 vérhaté termés-
tlagot, a virhaté teljesitményadatoxns éu koltségadatom
kat, Hadex axok elekuldse sadmos +ényosétél figgs valdsmi-
niisbgl vAltombként tokinthots, A sutoshesstikus modellek
probléuil asompan aég tévolrci sinosemek olyan ssimben
felderitve, mint s determinisstikus modellek probléméi -
br as utéboi 1dSben a kutatés e téren s nagy lépésekkel
balad elbre-, esért a gyakorletban jelenleg gﬁll a
determinisztikus modelleket alkalmmszuk.

Ax optindlis programok meghetérosdséndl slkalmasott
nbdsser’ srarint Begrilonbontstink:

., Btatikua, ., Dipamikus modelleksts

B megkillinbdstetén kisérélag a médszer matematikel
struktirdidra vomationik nem & modell kbrgamdas:
tartalafre. Xis azdgl ssempontbsl dinamikus probléma
ugyanis vi: 6 etatikus midsserrel ie, visgont ks
gaxiasigling statiicus providan visogdlotindl slialsssunk

[inswikus modesert is.
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1.6. Gazdaségi fe;

A gasdasdgl feladatok modellesését as operdsiSiutatdsi méd-
sserek koalil a jelenlegl gyakorlatben leginkéb: alkalmasott
matematikai programozds leegyaserisitett médon torténs bemu-
tatdséval éraskeltetjik, Fazel analég médon foghatd fel dl-
taldban az operdoidkutatdsi nédsuorek alkalnazdsa, sarmésre—
fesen & gasdasdgi probléme és as alkalmasobt matenatikai
médszer sajétossdgainak figyelembevételivel.

Tegyllk fel, hogy valamely mezdgasdasdgi villalat n-féle
tevéks éget folytathat. Egyeldre nem zagéljuk e tevékeny~
Eal EOREEH tartatnds, ocal megjegyeszilk, hogy o tevékenyae:
gek jelenthetik valamely termék ‘termeléeét, valamilyen szo:
géltatds elldtdsét, berundzdsi tevékenységet, atb. valemilyen
médon folytatva.

A tevékenységek - egyelire ismeretlen - smintidt jelslilik

Tyr Xgy seey xn-tl. Ezek alkotjdk a metematikal model) vélto-
261t. E szerint x. jelenti a J~edik tevékenység /j=1, 2, seay
B sintsses 1 vitienes Gevékonyafeokal bluoiyes sbiial
végui. A cél kiilonbsss lel t, pl. minél magasabd jbvedelem
elérése, az ort fokozésa, vagy az import csdkkentése,

atb, Tegyilk ;3, hogy E!ldinkm a tevékenységek céljm minél
nagyobd jUvedelem elérése. Ny{lvénvals, hogy a megiermelhets
vagy realizélhats jovedelem filgg att6l, hogy a vdllalat a
kllinbdz5 tevékenyeégeket milyen szinten és milyen ardnyban
folytatja, ha a megtermelhets vagy reali: 16 jovedel-
met :-nl JelBljlik, annak nagysdga az xy ¥éltosdk flizgvénye
vagyis

1./ B = 2/3, Ty eeey /e

{gy megfogalmazott fliggvényt oéLn 6ic vagy haté-
frleerd Devesnit, TomSosetam v et s,
OGb megveldeitdssira torekssik, pl. mindl 5bh

lem slsrésére, vagy minél tibb export termék 0l841litdsdra,
vagy minél kevesebd import anyag felhasmdldséra, sib. An

X3 Xpp eees %, VlosGk ériékeit tendt Gy kell meghatéron-

nunk, hogy a célfigavény azok mellett a legnagyobb, vagy a
legklastb értéket vegye fol, vagyis keressic o e-'l!ﬂ%v_‘g
maximmdt vagy mimimidt, ates sulad Jexiren/ Erifies, avas

1.2,/ %= 2/3), 5,

%/ = exizen,

A Killonboas tevékenységek 5latertletet, mnkaerst, essks-
28ket és anyagokat igényelnek. A rendelkesdere 4116 thldteri-
letet, minkaerdt, eszidzbket s anyagokat dltaléban termslém
8L _erforrdsoimak, vagy ogysserden ersforrésoknak fogyak
neveant,
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/Bggelére suek réssleteseb vizsglatétdl eltekintink./ Az

erdtorrdsok egy része korlétozott memnyiségben 411 rendelke-

3ésTe, vagyis azok felbaszndlhaté memnyisége adott. Jelsl-

%ms o3 T-edik exSforréabil rendelkeséare 116 momylséget
rel.

Az eréforrésok felhasandléséra mérlegeket irunk elf.
Sk olialdn Jelsliuk a7 sfoti erdtornishsl o

& R
i tutla s xJ értékek figgvénye, as x; ér-

tékeket gy kell megvélasstent, hogy & mérlegok kt olaala
Ksbts megreleld, dltel -min nmn'i"ﬂrm. ony
58y & REFIR EGF o BenyTedeel bontosn meg-
C&lllmll. vagy, hogy az egylk olulnn 1ev6 mennyiség nem
lehet tGbb, mint & ik oldalon.
E sserint tehdt keressik az Tys Xpy eees Ty véltozbimak

azokat ag értékeit, amelyek mellett a oflfliggvény extrém
értéket /maximumot'vagy minimumot/ vess fel, azomben az

T)s Xpy eeey T vEltosSimek ki kell elégitenilik még bizo-
xyos mellékfeltételeket, amelyeket mérlegegyenlotek

N Balxiy z, vl =

vagy érlezegyentStlonségek
I/ /%y, Tps eeer T/ by

111etve
750/ GifEL s Ton eonalBf S By
alakjében fogalmazhatunk meg.

As igy megtogslmazott nérlogegyenlotekot, illetve nér-

legegyenlstlenségeket mérlegfeltStelekmek, vagy korlétosd
ST AR i o e

Iy, Ty eeey X, vEltonbimak ki kell még elégitenti

2z wn. muxunsunn /05% T-!gie. Optimdlis ddntések.
Kdlg,udm

est, 1966, 51. 0u/
vagy nemnegativitdsi feltStelokst, ases

6./ iy w2y, B
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says

4 /1.1./ ormuldban kizéréleg ast fogalmaztuk meg, ho
8 oélfigavény értéke /pl. e jovedslen tomege/ & kiloabds
tevékenységek méretétsl figs /a kUlinbns termékekbSl tor—
melt mennyiségektSl, a szolgdltatdsok kiterjedésétsl, stb./
58 /1.2,/ formila sserint azmok szintjét igy kell megvé.
jasstant, nogy  oflliggvény extrén értékot vogyan tel
/pl. & lehetd legnagyobb jsvedelmet érjlk el/. B formuld
bem egyeldre még ast sem konkreiisdljuk, hogy s oélflgg-
:AD’éHJ;‘k‘ /3/ hogyen, milyen forméban fligg az x'1 VAl
0a6kt6L.

Kladeleg o oflflggrény alapién essileg as mutatkoma
célazertnek, hogy a vallelat omak egiéle tevéemyadest
folytasson, esetleg minden hatdron il novekv mértékben,
Azonben mint arrél mér ssd volt, a Killsnbdad tevékenyaém
gek erdforrdsokat igényelnek, amelyekbSl korlitosott
memnyiségek dllnak a vallalat rendelkeséaére, behatdrolva
& kilonboss tevSkenységek lehetaéges méreteit. 1, ha &
véllalatnak adott foldtertilet 411 rendelkezésére, s ast
maradsk 261kl fol kell hassndlnia a termelés céijéra,
212 jerllemiries ogyensilyduak biatost tdsdt kiv
meg. A terliletsallkséglet szintén as x, vAltozdktél figg,

/velanilyen forméban/, s es képesi e mérleg egyik olda-

16t (&4/%), Ty +uey /), & meghatérosott memnyiségd
terlilet 411 rendelkezésre fbr/, emi a mérleg mésik olda-

1d% adja. A mérleg két oldala kizdtt meghatérozott egyen-
sdlyt kell bistosfteni, azaz he a terillet pontos felhasz—
néldsdt kivdnjuk, e mérleget mérlegegyenlet alakjéban kell
megfogalmazni /1.3./.

A mankaerde és eszkozfelhassndlésra vonatkozd mérlege-
ket viszont dltaldban egyenl&tlenség forméjéban fogalmazpuk
meg, vagyis nem {rjuk eld, hogy pl. minden hénapban ponto=
san és maradék nélkil fel kell hasznlmunk a rendelkeszéare
4116 munkaerst, hanem csak azt k8tjuk ki, hogy nem hasg-
nélhatunk fel t8bb munkeerdt, mint amennyi rendelkesésre
411, szaz & munkaerd folhasuhilisira egy felss hatdrs,
Zelg5 korldtob frunk 518, de lehotévé tessalk, Hoay ast
e hasgRaljuk fel teljes nértékben. /Mezsgasdasdgi vélle
latokndl éltaléan lehetetlen olyan 'tervet Gaszedllftaw
ni, emely minden hénapben a muniaerd teljes s maradékta-
lan felhapsndldsdt biztositja. E kivetelmény modellbe
dpitéae negoldhatatlan probléndhoz vezstme./

Més esetben - mint késfod 1étni fogjuk - eléirhatunk
aled korldtot is /1.5./, pl. megkivinnatiuk, hogy bizonyos
‘TermeEeLbol, vegy termékcsoportokbOl legaldhh ogy meghaté—
Tozott memnyiséget termelni kell.





[image: image25.jpg]A /1.64/ formildban elSirtuk, hogy az x, értékek nem le-
netnel megativ monnyissgek, L villaletveseds ternészetemnek
%artje, hogy Rem termelhet pl,~100 hektdron bizdt vagy kuko-
ricdt, vagy nem adhat as £llatok elé =10 kg-ot valamely ta-
karnényféleségbSl. A matematikdban azomban valemely egyemlet-
rendszer vagy egyenlStlenségrendsser megolddse negailv or
!Jg'__-ez ] eremw'-lﬁn et, %ﬁ;{&e ve, ha 6z nem kivdnatos, vegy nem
engedhets meg, ast kilén feltftelként kel elsirni.

A mérlegteltétel-rendszer /nérlegegyenletek és egyenlsi-
Jenségek/, vagy méskent a Eorlitosé feltételek rendszere
7/1.3./ = /1.5./) 86 a hatérieltstelek /1.6./ Altaliban as
x; véltoadtibbrsle varidei6jét egengedik, asaz fBbbréle

meEnlﬂ‘l is lehetsé Ezek azonban nem feltétlendl egyen~
T ek, s 0élasy ivélasstani kizllik azt, emely bizo-
nyos cél, vagy clok szempontjébil leginkébd megfelel a gya-
korlati megvalésitdsre. A kivilasstés kel tériundt & o1flge-
vényben fogalmazhatjuk meg.

A gyakorlati alkalmazés sordn = mint 1&tni fogjuk - nem
egyszerd probléma a cdlfiiggviny kbzgazdasdgl tartalninak
neghatérozdse.

A matematikai programozds, § esen belil a célfliggvény .
d1taldnos probléadidt igen vildgosen fojti ki Ockar langs.

4 patematikai progremozés elmsletét a raciondlfs cselekvés-
261 53616 &ltalénos tudomsny részének B
razeolégidhos sorolja. /Qsker Lange idéuett kinyve
Lo

4 gasdaségl progremozds ssempontj&bél legfontosabb praxeo-

18gial eljérdsi elvmek a racionflis gasdélkodés vagy a gasda-
sésomség lvét tekinti, oo g

¥ meg

$okarébsssas elve adott cslt /vagy el8re meg-
SRTEroreTe SoRaLy o logkisetd esckinrdfordftdssal érjlk el.

L gagdaségonshg olvének k6t véltosatdt Oskar lange egyen-—
v e e et hngﬁ?ﬁn- gas-
déikodds elvének mindk<t viltosata egyenértékl. Lényegében
& racionlis gasddliodds elvének mdsodik véltosatét alkal-
masva_ - adott esskbskéasles mellett - végeredusnyben a oél
negvalésftdsénak mexindlic Zokdt érjik el, Ha ugyanis keve-
sebb epsidst basemdlunt = oél megvelésitdsa meghatérosott
fokdnak elérésére, vagyis biponyos memnyiségl esskbat meg-
bakerdtunk, akkor assal e cél megvalésitdsi fokét megfelels-
en novelni lehet &3 ex ton elirhetiiik ammak maximmét,"
/Oskar Tange idézett
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Helytelen{ti a gasdaségosség olvének olyan megfogaluazésst,
amely & cél legnagyobb megvalésitdsi fokdt kivénja elérmi
& logkisebb esskburdfordftds mellett, Valdben, az utébbi
megfogaluazde ellentmonddsos és Ogkar Iangs clmélete a
gazdesdgonség elvérsl s a két B e R
eléreldpéat jelent.

A matenatikei programozdsi modell &ltaldnos megfogalna-
zfsa sorén nem adtuk meg konkrétan, hogy a oélfiggvény
vagy & mérlegfeltételek milyen figgvénytipust képviselnek,
e ch et tintertis tel, mogy 1tf valamilyen figevenykap:
csolat van.

Mind & célfiiggvényben, mind a mérlegfeltételekben sok-
£1e figgvénytipus oucba jShet, asomban egy bomyolilt 2
vényrendssert tartalnasé modell gyakorlati tervezésben val
alkalnazdsdnak - legaldbbis jelenleg - ninogenek meg a fel-
tételel. Egysmeriségénél, konnyebb kezelhetdségénél és
megoldhe t6s&géndl fogve, ma a linedris programozds modell
&g, amely & gyakorlatban szél rben a: 5
siberjonatnett, udsréont magyon sof menlinedrie foladst
1o vissuavezethetS linedris programozési feladatre, Illet-
ve megoldhaté valamilyen modon linedris programozdssal.

Ha mind & oé1ffggvény, mind e mérlegfeltételek linedri~
sak, azez &

N/ Ba DyEy £ DyEp + ees + ByE, = extrém,
és

/1.8./ Byq%) + ppTp + eee ¥ BpXy = by
1lletve

71.9./ O T L
vagy

/1.30./ BT + BTy + eee + BEis By

formiber adottak, vegyis & /L.7./ = /1,10./ & véltozdkat
¢1s6 fokon tertalussnd:, skior lnefrls promamostsl medsli-
761 bessélink, Ellenkosd esetbell memlinefrls profraspeis:

d1lunk azemben,

A linedris programozds mindensk slStt ezt & foltdtale-
sést tavialsassa, HOgy & py 99 &y koofficicnsel konstans
értéior 6 nem figgnel: an Xy Ertékel vAltosdsdsil, A villa-
lati tervenés ssempontjdb6l nésve em ast a feltdtelesést
Jelents; nogy adoty tusadipdl pizmilyen memmyisdges is ter-
ellink, "o

yeégnyi teradk pl. mindlg ugyansmnyl jovedslem
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realishlésdt tessi lehetSvd, s Lilsnboss easkbuokbsl és
anyagokbll egységnyl termel e15dllitdsdhos mindig ugyan-
annyit hasandlunk fel, illetve sgységnyl bermk el6Elli-
%488 mindfg ugyanannyl mnkeerst, gépi munkdt igényel,
stb, Indokolt as s nézet, hogy a valsdgban a problémdk
Dem i1yen egyssertok, difeldben nenlivedris forndvan
jelentkeznex, Ha a gyakorlathan msgis a linedris prog-
ramozést alkelmszsuk, akkor tudatdban kell lennink an-
nak, hogy szdnitdsaifk osak annyiben tikrozik a valésd-
got, amennyiben s linearitds - jobb hijén - mégis elfo-
=dhaté, Ha es nem 411 femn, kénytelemek vagyunk nemline-
Zris programoszési modellt alkalmasni.

Tekintsiik az el6bbiekben megfogaluazott linedris
programozési modellt. Tegylk fel, HOgY Dy, Dpy ++os
D, 8% ols6, a mésodik és fgy tovébb, az n-edik termék
egységnyl termelése /1 t, 1 ha, stb./ sordn nyerhets
J6vedeluet jelenti, mig mint ismeretes, az x;, X,
«nes %, & KUIOND5Z5 termékekbSl termelends mennyisége-
ket szimbolizdljdk.

Ha az els6 ternék egységnyi memnybsége /1 t, 1 ha
termelése/ py memnyiségl jovedelem megtermelésst, illet-
ve realizdldsdt tesai lehet6vé, s ha az els termékbSl
=, memnyiséget &1l{tunk e15, akkor terméssetesen az
©1s6 ternsk termelése sorén pyx) negységd jivedelemre
sadnftnatunk, Ha & szorzatokat valemennyi termékre vo-
zatkozdan képessilk, megkapjuk, hogy & killenbsas termé-
kek termelése sordn - adott mennyiségeket termelve
~ memnyl jtvedelem rhotd ol.

A termékenként nyerhetd jovedelmek Saszegs az adott
Téllales f1ta) e1éshets jivedelon tinecst adje, eaex

& S0 danne joTedzion ks Ve ./ sne-
rin

a1/ 3= DE 4 Py e * BT,

vagy rbvidebben folirve
a2y
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Ea pl. o) ez elsb ternék egységnyl megtermeléséhes
szilkséges munkanapok széndt jelenti as r-edik hémapban
65 az els6 termékbél x; memnyiséget Ellftunk el5, akkor
ehhes nyilvénvelan az T-edik hénapben a,x) mumkanap-
ra less sallkség. Ha e ssorzatot minden termékre vomat-
kosdan elvégesslk, megkapjuk, hogy & kiloubsa§ termékek
tervesett memnyisSgének megtermeléséhes & r-sdik hémap-
ben hény munkenepra van szlikség. Ezek Ssszegesése az
adott hénapban a termeléshes salikséges munkanapok Sssszes
mennyiségét adja, azaz ag /1.9./ formulét felhasandlva.

71213,/ By0F) Xy + eee + BTy,

vagy rovidebben

S
71140/ le L

A munkassiikséglet nem lehet tSbb & rendelkezéare
£116, illetve teljesithets munkanapok & » vagyis
b-nél, azaz

n
<
113507 & HE

Hasonl médon fogalmashatiuk meg a gépimunka-nérle-
geket, anyagusrlegeket, stb., emelysk részletesebd tar-
gvalédsétél e helylitt eltekintlink,

1.7. Egyszerd példa a linedris progremozds

szenléltetsssre

4 tovibbiek sordn egy nagyon leegysgerdsitett feladat
alapjin vigegdljuk meg o linedris programosds alialuazé~
i D ihatistent megviidgitva az alkalmazds gasdasdgi-
‘hétterst.
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T4telesziik fol, hogy velamely mezSgazdasdgi villalat
1 000 ha teriilettel rendelkesik. A rendelkezdsre 116
teriileten négyféle drunsvény termelésére ven lehotdeds,
amelysket jeloljink az avc kesdS magyvetiivel, tehdt
i, By G, D-vel. Rendelkezésre 411 a négyféle &rungvé

ny
termelésének kidolgozott techmol6gidje,ramely tartal-
mazza azok termelésének jSvede St enastai besait is.

A probléndt leegyszerdsitjilk és feltételessiik, hogy
& termeléshes osak munkaerSt hassndlunk fel, /A Ebbi

“ényeat vagy korldtlan memnyisigoen 411 rendelkezésre
vegy egyszerilen e helyltt vizsgdlatukt6l eltekintink./

A munkaers-felhasznélds idénysgerfsége azonban saiik-
sr—‘s—e—‘l——rl—ﬁ?rﬁg 55 Tesal smmak VIgsgalatét, hogy a1 ¢y killinbias
id8ssaksben hogyan alakul a minkeerd-spilkséglet. E
tekintetben Legaldbb havi S i,
Aa sgyszerfiaég kedvéért példdnkban csak két mnkscsics-

id6sgak vizsgdlatdt végessik el, ezaz osak az L.
9557 & 11 1aGszakot Kilombostetiuk meg.

A technolégidkbol megéllapithaté, hogy ez A termék
1 hektéron valé termelsse az L. csicsiddszakban 1, &
TI. ceicsiddszakban 4 munkanapot igényel és 1 ‘hektéren
27700 Pt jovedelem érhet§ el. Ugyanezen adatok a B ter-
mék termelésére vonatkozéen 4, 2 és 2 700, a C termék
Yerngiésére vonatkosden 4, 6 Ss 2 900, ilietve a D
termék termelésére 2, 10 és 3 300, Poglaljuk ezeket az
adatokat &ttekinthetd forméban az 1. téblézatba.

Termékek technolégial és jovedelemadatal 1 ha-re

1. sz, téblézat

\
\
Megnevesés 4 B c » y
Teriiletsziikséglet, he 1 i i &
funkemapsslksgelet
&z T. csfosidszakben| 1 4 4 2
lukanapssiikaéele’
2 II. osfosiddszekben| 4 2 6| 10
Jtvedelen, Pt 2 700 |2 700 |2 900 |3 300 ‘





[image: image30.jpg]Most az = feladat, hogy készitsilk el ez adott mezSgazda-
ségl véllalat termeldsi tervét.

El§sstr oldjuk meg a feladatot pusstén logikei kalkulé-
c16 alapjén, ahogyan azt a jelenlsgi gyakorlatben is osi-
néljék. Emmek keretében mindenekeltt el kell ddnteniink,
hogy melyik terméket hény hektér feriileten kivénjuk ters
melni, ezaz az 1 000 ha terliletet elosztjuk a négyféle
&rungvény ternelésére, Az elosstést asomban - mivel a jo-
Tedslen nagységa nem kbuinbds e vAllalat ssampontidhl
- gy igyeksslink megoldeni, hogy az 1 000 ha tertleten mi-
n61 nagyobb jovedelem elérise vdljon lehetSvé. Exért ter-
aéssetesen oz ogységuyl terileton nagyo fuvedelnst edd
ternék termelésdt elényben résesitjik a kevesebb jovedel-
met biztosits termékkel szemben.

A t4b1ésatbél kitfnik, hogy 1 ha-on leguagyobb jovedel-
met o D teraék termeléss blatosit. Tgyekesunk vandt & D
ternéket minél magyobb terileten, mondjuk 400 ha-on termel-
ni. Az 1 ha-on termelhetd jovedelemtbmeg szempontjébsl a
mdsodik legjobb termék a C termék, termeljik est, mondjuk
300 ha-on. Az A és B termék 1 ha-on termelve, asonos timegh
Jovedelen elérését tessi lehet6vé, azonban az A termék
Yernelése elénydashbnel 14tssik, mert kevesebb munkaers-
rézorditdst igényel, ezéri mondjuk az A ket 200, a

ermeket pedig 100 ha-on termeljiik. Eazel az 1 000 ha
teriletot @ négy novény termelésére elosztottuk a kivetke-
a6képpen. :

A termék 200 ha
B terndc 100 ha
G termék 300 ba
D fsrmék 400 ha

o

Wi
8858
s

sesen 1000 ha 1

g
8
®

E16ro mem tudjuk,

v az gy meghatérozott termelésl
ggerkezct as adott

leindl mogvalésithatée vagy sem.
zni, ha elkésuitjilk & kil-
SemidE e cini alapydn
izsgdljuk, hogy e torvesett
séhon Tendelksziink=a elegen-
pacitéasal, v 2 sile-
jgveaelne’

& kii-

216
Jovedelenspinitds elkém
sze a fechnoligial adatos
sdataivel és ez
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gy kapott sgorzatokat kell Ssszegesni. A fentiekben
meghatérozott termelési szerkeset, valemint az 1. s2.
tdbldzatban rogsitett fechnolégial ¢s jovedelmi ada-
tok alapjén tehdt a kdvetkess szénftdsokat kell el-
wégeaniink:

Teriiletmérle
1.200 +1-100 + 1 300 + 1+ 400 = 1 000 ha,

unkenap-salikséglet az I. csdcsidSssakban

1-200 + 4100 + 4300 + 2400 = 2 600
munkanap.
/116,

Munksnep-szilkséglet a II. csicsiddezakban
4+ 200 + 2 100 + 6 300 + 10 * 400 = 6 800

‘munkanap,

Blérnets jovedelen
2700+ 200 + 2 700+ 100 + 2 900 + 300 + 3 300 +

+ 400 = 3 000 000 Pt

Szénitéseink alapjén kitnik, hogy as adott techno-
16gial adatok alapjén a tervesett termelési szerkeset
negveldsitésshos 1000 ha terlilet, 8z I. cafcsiddssak-
ban 2 600 mmkanap, & II, csiosidfszakban 6 B00 mun-
kansp szlikséges és az elirhetS jovedelem 3 000 000 P,
Host ezt kell megvizsgdlnunk, hogy a 2 600, illetve
6 800 munkanap biztosithatd-e az adott véllalatndl
45 megvagyunk-e_cldgedve az elérhetd jovedelemmel,

imennyiben e szikséges munkanap nem 11 rendelkeszésre,
R TV T Tt e o bovopabb punbacrdvel -
g7 & techuolo;

B1_szerkesetet, vaay mindEettdt. &
oot Leaft CT'Tell Tegennink & mérlegssdnitdsokat

&s Gjra megvizsgdlni, hogy as igy el8dllftott tervvdlto-
et kapacitdsigényét tudja-e a véllalat bistosftani,
illetve az elérhetd jovedelem elfogadhaté-e a véllalat

szdméra, & _termelési sgerkeset $s 8 technologia véltos-
Satdsdt nlmiadii FeTT vEperinl —euis ery e terne-
s1_tervhes J

Egyssertaftett péladnkben visgonylag komuyd feladat
volns $obb tervviltozat_elddllitdsa $s vizsgdlata de
képzeljik el egy véllalat tomplex tervét, amikor mem-
osak négy Arundvényt kell figyelembe vemni, hanem az
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Gsszes, az adott yvéllalat korilményel kosdtt termelhets
érunsvényt, a zoldség-, a a3616-, ¢s a gylmolos termelést,
& rét- &5 4 legeldganddlkoddst, az Allattenyssstést, a ta-
karmdnyternelést és -vésirldst, sib, 5% egy-egy termék
ternelése tobbIéle technolégial véltogat szerint is lehet-
sSges, De & muntRerSt Ben Lit IT0satoen, nanen legalive

12 iddszakban /havonként/ vesszlik figyelembe. Vizsgdlmunk
et os-

kell a gyskorlati tervezss gordn a_traktormérlegeke!
usonkent_szinten 12-17 1d3szakot véve alapul. Ha-
Sonlokippen terinie o1 verni mis gipimunka-msrlege-

ket is /pl. Kombajn, OHtCZCEEp, munkagp, sib./, anyagmér-
Tegeket is, takarminymérieseket is stb.

Ha Gaszedllitottuk eseket a mérlegekst, kiderill, hogy
egyik-ndsik mérlegben a saiikséglet é5 a kapacitds mincs
Gsszhangban, Most vAltostatjuk a termelési szerkezetet
vagy a technologit, vagy mindkettdt, Ssssedllftjuk a mér-
legeket, s djra nints minden mérleghén ssshang, sot le-
hetasges, hogy azéltal, hogy megteremtetiik valamely mirleg
BEeRAnEIAY gy nETL nir erben ast felborTottu, agvon
Sokasor eTione & tervet dtdotsomy, oy valamemnsl nev-
TR T R T A T L O
s eier il Tt zazdasiel vallalatok vezetdinek aligha van le-
hetfséallk, esért sok esetben némi javitgatdssal osak a

mérlesek 1dtasélagos Sasghengjt teremtik meg. Mint 1dt-
BT TO5u, « BatepatTial progtarosds exyik fontos slonve
R L e e
RS Aeame tan Saames RO
Térjink most vissza egysserf példdnkhos. AGjuk meg &
logikei kalkuldeiénak ast as elényt - bér gyakorlatilag
s2-dy sone nem sikeril -, hogy Teltéielasalk, clyay tor-
Vet sikerlilt az elss lépésben készitenink, anol a mérlegek
Sgszhangban vannak, mondjuk ez I. osdosidfszakban pontosan
2 600 mnkenap, o T3, "osiosidsaekien pedie ponsosan € 00
inkansp 85 1 500 ha ferndteriles 411 s vAlisiat rendelkezésé-
Te. h logikal dton Osszedllitobt tervet tehdt mindenképpen
Jénak, illetve elfogadhatonak tarthatjuk, hissen valsgennyl
mérlegink Gssshangjet biztositottuk éa a tervesés sordn
hagymértékhen érvényesiteni tudtuk ast az clvet is, hozy
minel jSvedeluesddd teruelésl suerkesetet tervessink mes.

Tegylik fel azonban, hogy a vdllalat ennek ellensre sze-
retne mezgyaddni Hogy van-e lehetSads az 615bbi
tervnél jobb, Serv Gaszedllitdsdra, A leckét
fgy adjs fel'as operdoiSiuteténak, hogy az adott termelés-
$EmRcAsidtat veve sievelente, Ligafisen sey olyan terme
1251 tervs:, smely dontosan I 000 ha terliTet Dassnositdsat
fesaT Teneihvl, 53 L. 57ek pontosar 2 500 junka-
nap, & IT. csicsidl 5 5 500 muEanzy felhasz-
Dalsdval Jir_ de s 1chetd Issnagyonb jOvedelnerdsiy eleré-





[image: image33.jpg]v megfogalmazott feladetbél in-
w2t a Termeléstechuolégial ada-
< “oredsokra megadott adatokat
slisi seovkesstet, emely 1000 ha te-
6 800 munkanap felhaszndléséval a
Dbigtositja. Ennek alapjdn az
gy alakitia 4T, hogy ez egyes termékek
1% teriilote} imeretlemként keseli,
ayis az A termék termeldsére forditott teriletet

~eyel, a B termék termelésére forditott x,~vel, és igy
57ébb, xy-mal, illetve x,-gyel jelsli. Bunek megfelelSen

/1436, e tkenSképpen alakitjuk &t: /Azokat
= Eongtansokat, amelyelnek értéke 1, természetesen elhagy-
natjuk, most a kbmnyebd kovethetGads érdeksben tintettik
zel./

formulét e &

1z + 1x, + 1xy + 1z, = 1000 ha

!unkenap-sziksézleti mérleg az I. cofesiddszakban

1z + 4%, + 43, + 2%, = 2600 munkanap
Lo ATe/

g a IL. catosidSszakban

= 6800 munkanap

+ 2900x, + 3300z, = maximm

1 &z /1.16,/ formlénak,
etet egyeldre iemeretlen—

4t rendelkeslink egy négyis-
S Seniszerrel /késiin TOEET
Gizmem leginkébb egyen-

aita,
ook megnevezé=
ok egységnyl
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mennylséere /1 ha-on tirténd termelésére/ vonatkozs ére
tskeket /technoldgiai koeffiolenseket ds fajlagos jove-
delenmutatkat/, flletve az utolsé oszlop & véllalas

/Aa utolsd oszlopban most osek egysserfen véllalat meg-
nevezést elkaluazunk, mert e adatok az egéen véllalaie
T8 vonatkounak, itt még osak  rendelkezéare 4116
griforrdsokat, a késébbiekben adott tornék vagy termé-
kek terielésének teriiletét, s a véllalat virhats jovedel-
mét fogjuk it megteldini./ egészére vonatkozd kapacit
korlétoket tartalmasze. Az x|, I, x;, x, ssimbilumol

- amelyek a kiilonboss ternékek termelési szintiét je
lentik - & fejrovatben emeltlik ki. / 2. sz, t4blizat/

A 2. s3. tdblézat tulajdonképpen eay olyan kiindulé
fervet reprosentdl, anikor nég semnlt nem termellnk,
minden véllalati ersforrést tartalékolunk és a véllala-
1 jSvedelem, mint ast az utolsé osalop céifliggvény
adata mutatja, jolenleg még O, Est a tdbldzatot induls
ébldzatnak’ szoktuk meveani.

Induld t4bldmat
2. sz, tébldzat

Hegnevezés x = E) =,
termék | termék| termék|termék |Véllalat

[Teriilet, ha 1 1 1 1f 1 000

Munkanap sz I. o . % |

losticsidsszaken

Munkanap a I,

lestics1asazekban 4 2 B 10| 6 800

Utvedelem, Pt 2700, 2 700| 2900| 3 300 0

A tovébbiakban 16péswdl lépsare Gjabb tervvdltozatom
kat foguni el8411{tani nindaddig, amig az adott feltéte-
Jovedelnot biatoslts tervics mem

Lek kbzgtt legnagyobb
Jutunk,

o tdblézathSl kivinik, hogy hektéroniént a D
1egtobb jvedsluet, tehdt terméssetes, hogy
61 nagyobb tcrilleten vald termelémére iurckmsiimk,
en, hogy a termeléshes sallkséges eréforrdsok-
2dare 4116 mennyiségek / terillet, mukaers/ a





[image: image35.jpg]a D termék termelésés hdny helct 51 Lehetovs,
3¢ megkepjuk, ba & jobboldal: osglop adatait /& rendel-
Cagéses 4116 kapeodtusokat/ slosztjuk a D termék osslo-
oéhoz tartosé adatokkal /e D termék fajlagos kepacitds-
“silicégletével/, asas

1000 : 1=1000
2600 : 2=1300
6800 : 10= 680

Mivel egylk exéforrdshél sem hassndlhatunk fel tSbbe!
mint emernyl rendelkezésinire d11, nyilvénvaléan a ternme:

1ést a ke thos kell igazitanunk, tehdt &
D_ternéke’ teriileten termelhetjiik.
4D terndk adatalt 680-nal szorozva megkapjuk a D
termék 680 ha-on 16rténs termeléséhes sullkséges teriil
és muskanap-ssliséelotet, Ha s {gy kiszénitott s
ségleti edatokat levonjuk c rendelkezésre 4116 kapacité-
Sokb6l, megkapjuk as a terilstet, illetve mnkenspmennyi-
ségeke, amelyeket nem hasznilunk fel a D termék 680 ha-on

$Grbéns’ termelése sordn. E sgerint az oddig fel nem hass~
nélt kapecitds a kovetkesGképpen alakuls

1000 - 1-680=1000~ 630

320 na

2 600 - 2+ 680 = 2 600 = 1 360 = 1 240 minkenap
as I. casfcsiddszakban
6 800 =10 « 680 = 6 800 = 6 800 = O munkanap a

catiosidbazakoan

azes & oSlfiggvény megfeleld

= - 2 244 000 Pt

0 - 3300 68C

terméket tend; 680 ha-on termelve, a IL. osfce=
yan vendelkssésre 4116 munkamapot beljesen fel-
atet és az L. cslicsiddszakban
ipok mennyiségét nem hasmnAl-
5 jovedelem 2 244 000 Pt
szebepel, amely - mint késSbb

Seteonzikel okokbél adddik,
ct kepunk, ez az
an a -z szimbélumot





[image: image36.jpg]hasznéljuk £ a jovedelen -l-szevesét taldljuk. B

Xost 83 a kérdés, tudjuk-s hasanositani a még fel nem f
haszndlt 320 he terfiletet és as I, osdosidéssakban még
rendelkezésre 4116 1 240 munkanapot, Kiséreljilk meg an~
nak hesgnositdsdt a C termékkel, A C_termék azonban a II,

csiosiddszaben 1g igényel munkanapot, gy termelése o
Sior véLLk JehetGvé, ke savideifles oo kKWMS =

1Eaet, b en cancslasssel
Broteeenatn

Gabaditunk fel.

A C termfk egy ha-on térténs termelése a II. osfiosidS- |
szakban € mmkanapot igénuyel, a D termék pedig 10 mmka-
napot. Abhoz, hogy @ O termeket 1 hawon termelni tudjuk,
2 D ternék terlletés tendt & ; 10 = 0,6 ha-ral csdkkente~
ni kell. liikbsben azonban & D termék bermelését 0,6 ha-
ral osSkkentjilk, nemcsek & II. oséiosidszakban szabadi-
tunk fel a termelésbl 6 munkanapot, hanem as I. celios-
id6saakban is 2 - 0,6 = 1,2 munkanapot, s egyidejileg
1-0,6 = 0,6 ha terliletet is, & sszel egyiddben elvessi-
ink'3 300" 0,6 = 1 980 ¥t jovedelmet.

Ha mir most a C termék 1 ha-on veld termelése igényel 1
1 ha teriletet, de enakkor & D termék termelésénak !
Csgkkentése Tévén 0,6 ha-t a ternsléwbbl felszavadit, & ;
Tidsiaos terliletiglny o kevtd kilonbssge, ases 1 = 0,6 = J

Hasonléképpen & C terudk az L. catosiddssakban néey ‘
munkanapot igenyel, de a D ternék termelésének csdikon- j
tése révén 2+ 0,6 = 1,2 mmkenapot felssebdit, azaz a
valdadghan 4 - 1,2 = 2,8 munkansp-igémyel 16p fel, &
i, oatositdsmaiben & & teraél igiye € mukenep, &
aﬁﬂttnl 0,6+10 = 6 munkanap felszabaditdsdt is bizto-
5
5

<k

i3k, asds @ I1. oslosidfesakben o munkanap-igény

Véghl a C termék 1 ha~om 3 000 Ft jvedelmet o
ugyenakicor 3 300 - 0,6 = 1 950 Pt juvedelen elve
idési 616, azaz = valdsdzban 2 500 - 1 980 = 520
Jévedelnet bisto

Sl

Természetesen a e
A vagy & B termék terme.
86% Tehct, hozy
‘termsi) >
fartozé waatoua’
82, téblisatba 2

ag





[image: image37.jpg]Bled tervvaridns
3. sz. téblézat

Megnevezés e x> *3

ternéic | ternék | torpgy | VEUelat
etz e 0.6 | 0.8 0.4 320
Mikandn on e 0.2 3.6 2.8 1 240
csdosidsasakben
z,/D termélc

ot | o2 0.6 680

| terme1se na/
[oveselem, #0/-2/] 1380 | 2 040 920 |2 244 000

A 3. gz, tébldzat szintén egy tervvéltozatot mutat. A
negnevesés oszlopban a II. cslosidsesak mér nem talélha-
t6, mivel a 1T, cedosidSssakben & rendelkezéare 4116
munkenapot felhaszndltuk. Helyette beirtuk a D termék
‘termelésit /X ~et/, emelynek bermelésbe vondsa tette aallk-
ségessd, 1llefre 1enetsvé a II, csicsiddszakban rendelke-
Zéovo £116 mumkamapok felbmssndldsdt. A 3. oz, tdbldzat-
e foglalt tervvéltosat szt mutatja, hogy amennyiben & D
terméket 680 hawon termeljlik, a II, cguosidfezakben ren-
delkezésra 116 minkanapoh $51jes mértékben felhasadlink
= termelésre, de 320 ke texilet és az I. csicsidfsaakban
1 240 munkanap még kihesgndlatlanul marad, Ez a termelési
Yerv 2 244 000 Fy jovedelem eléréaét teszl lehetdvé, Az
ys %, &6 x osalopokhos fartosd adatok az mutatjdk,. hogy

a3 A terné 1 he-on valé termelése 0,4, a B ternéké 0.2,
%4 towmdné 0.6 heorei tesni saikadgoasé a D ternék ter-
Geléviner osikenténdt, 1g7 o valbsdghen az A termék ceak
0.6, a B tormék 0.8, o C toruék peaig 0.4 ha berilletst
izéigel a 320 ha-bél enhoz, hogy 1 ha-on termelhessik, Ha-
Semidedppen & D bemmé termelésének cabkkentésébEl adsds-
27 médopel ez I, selosidfezekban o munkaigény, valamint
&5 elézhets jovedslen is.

A 3. s3. t4blévet utolsd sordbl kitindk, hogy &z &)
helyzeiven e B torndk o3 agységnyl terlileten legnagyobd
edelnet.

Ujre megkeressiic & suil keregzimetszetet, s az egéss
thbldzatot az slobbi nédcn disaémitva & tébldsathoz ju-
funk, /A ssdnitdsol vovébbi bemutatdadtol elisiintiak,
hisson ezt @ késSublekbon réssletesen fogjuk tamulni.

4
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4 szém{tdeck sordn kapott adatokat & 4, s téblézatban
foglaljuk Gssze. E szerint a D termék termeléme 611,11 ha
& B ternéké pedig 344.44 ha volt, Ez a termeldsi szerkezel
lehet5vé teszl 2 945 551 Ft jGvedelem elérését, 5 a munka-
erének mindkét osiiosiddssakban torténs teljes felhassndlé-
84t, azonban nem haszndlja fel teljesen a teritletet, hanem
44.45 ha kihasznélatlanul marad.

Mémodlk tervvarifns
4. 53, téblémat

Megneveséa xl . Véllalat
termék termék Laau

(Tertlet, ha 0.55 -0.22 44,45
(%2 /3 termék 0.06 0.78 344,44
terneléss, ha/

[x4 /D termék 0.39 0.44 611,11
termelése,ha/

Gvedelem, Ft/-z, 1 257.6 -671.2 ~2 945 551

lége jovedelmess volna, hiszen az 4j helyzetben ha-onként
1257.6 Ft jsvedelemmel kecsegtet, A C termék termelése
az U helysetben veszteséges lonne, amit a célflggvény
koefticiensének negativ el5jele mitat.

A téblézatbél az is kitinik, n§ az A termék terme-

Yogkeresslik most az & termékre a szdk kereszizetsze-
et /ez pontosan a_terillet lesz/ és az elébbi széuitdso-
ket megismételve, djabb tervvéltozathoz jutunk
/5. sz. tévldzat/.

Eerpagik tervvaridns
. sz, tdbldzat

liegnevesds | t;iék Véllalat

X, /K termée | |
ternelése, ha/ | =0.4 80,82
z, /B termék 1
termelsse, he/ 0.8 339,59
x; /D ternék i

- termeldse he 0.6 579.59
TbY | 6826 -3 047 654 |





[image: image39.jpg]Az 5. sz, tdbldgat olyan tormelési sgerkezetet mutat,
emelyben az A berméket 60,62 ha-on, & B termket 339.59
ha-on, & D terméket 579.59 ha-on /Gyakorlatilag a tizedes
sadnokat egéss ssémra kerekitjuk, itt azonban célszerd
volt két tigedes pontosségot fellintetni az ellendrizhe-
1856 4rdekéven/. termeljilk és az egész elérhetd jovede-
lenm 3 047 654 Pt, Bagel optimdlis megolddshos Jutotiunk,
issen - mint a_tébldzatbél kitinik - & C termék terme=
1ése men lemme jSvedelmez§ /negativ elijel/. Komnyen
ellendrizhetd a mérlegek elkészitésével, hogy ez a ter-
melési sgorkeset 1s pontosan 2 600, 1115ty & 800 munka-
nepot igényel és 1 000 ha teriiletet haszndl fel.

Figyelenre mélté, hogy bér a feladat igen egyszerd
45 & logikai kalkuldoidval bsszedllitott vetésszerkeset
fervezése sordn is megy silyt helyestink a minl magassbb
jovedslen elérésére, & logikal keliuldcisval el§&llitott
Servben elért 3 000'000 F

3 OI7 £94 Ft [Bvedalen, ezet 47 654 Tt 3
STeresat Tessi Tehetave. 4 gyakorlati tervezés sordn
16bbmi1116 Pt jovedelemtbbletet tudunk elérmi.

Erdekes megfigyelni, hogy & C termék - bér tnmagéban
vizegdlva a sy legjovedelnesibb termék -, nem szere~
Bl @ programondssal Lisaitett tormelési tervben, A g
orlathan & tor 2

. ermék termeldse ugyan ¥
osbkkentené az clérhetd jovedelmet, mint ez az 5. s5.
8bldzath6l kitlnik./

STATgToRLSL Ts ELUURG, &3 Opt 5 Tervvaltozatot most
1is 6bb 1épéaben d11itottuk 1§, de minden lépégben &
modellben lev§ dmaszes adatot dtsszémftottuk, egymdesal
kaposolatba, Bsssefiiggésbe homtuk, s a vdllalatot tel-
jes komplexumban vizsgdltuk.

Bgyssert példénkben ktnuyen megtaldltuk amnak az okdt
15, hogy & C_terngk, amely mmagdban vizsgdlva, a mésodik
23’1 ha-on elérhets jovedelem nagysdght illetSem, miért
Yossteségos an egéan villalats komplexmot tekinive,

4ermék, amely Smmagében vizagdlva, 1 ha-on
lmet adja, miért foglelja el & mdso-
at teljes komplemumdban. Tekintsiik

l
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neg mégegyazer ax 1, sz, tabldsatot, A legjovedelmessbb
& D terndk. lunkacsiosa a II. omicsidSszakban ven, Ugyan~
csak itt taldljuk a munkacsiosot a C termék esetében is.
A II, csfcsidSszakban rendelkesésre 4116 munka~apokért
foly6 versenybSl természetesen a D termék kerfil K¥ 65~
tesen, mert magasabb j&vedelmet biztosit. A C f‘ﬂ‘?
termelése csak a D termék termelésémek nagyardnyd cabk-
kentége Gtjén lemne lehetséges. Ugyanakkor a B termék
mumkacsicsa éppen az I, csicsidészakban van, asaz & D
erntkkel 341 Elostnsitit oaymdnts Tayancmm a IT. oaion=
iddszakban taldljuk az A termék munkacsicsdt im.

As 1lyen egysgerd feladatoknil kimny§ &ttekinteni az
adatok kaposolatét, rémutatva arra, hogy 8z egyes termé-
Kok k5gbtt hol ven Sssshang, vezy sllenvmondds Egy med-
atasial villalet gyacoristi tesv sordn visgont

Sbbezéz sorbsl éa oszlopbbl 4116 modellhes is eljuthatumk.
Mérpedig tobbezer adattomeg kapcsolatit és Sas: 88t
aligha vagyunk képesek puszidn logikai Gton Attekintent.

A mérlegbsszefiiggések probléméjdt més 0ldalrél kbze-
11tjuk meg, ha a tervet osupén logikai §ton AIl{tjuk
asze és mds oldalrél, ha e matematikei tervesds médsze-
rét alkalmazzuk, Ha csupdn logikai dton tervesiink, akkor
- mint l4ttuk -, eldszdr megtervesziik a termelési szerke-
zetet é5 a termélési technoldgidkat, majd kissénitjuk &
mérlegek szilkségleti oldaldt, végil ezt egybevetjlik a
rendelkezésre 4116 kepacitds, azas forrésoldallal. A valdé=
ségban azonben Fltalisan o mérlegek forrdsoldala a "meg=
hatdrozott", s olyan termelési szerkesetet kell kialaki-
tani, velamint olyan technoléglai eljdrdsokat célszerd al-
kalmazni, emelyekben a sziikségleti oldal a rendelkezésre
4116 kapdoitdenak meafelel és emsllett a legnagyobd villa-
lati jovedelmet biztositja. A matematikai terveués alkal-
mas a probléma ilyen megolddséra. /Késébb létmi fogjuk,
}‘m%y valdjdban a termeldsi erSforrdsok mennyisége sem meg-
hatérosott, A matematikai programosés skkor is hatdkonyan
alkalmazhaté az eréforrds sziikségleinek a termelési szer-
kezettel 5sszehangolt meghatdrozdséra./

1.8. 4 dontésl folyamat Ssszehasonlitdsa

Az e16bbick sordn egysserd feladatot oldottunk meg, e
részt a jelenleg széles kbrben alkalmazott terveséel mod:
szerrel, majd pedig a linedris programozéssal, Emnek alap-
Jén alkdlmmk van arre, hogy a EStféle médsserrel véglg—
Vezetett déntési folyamatot dbrdzoljuk és Gsszehasonlitsuk.

Tndfljunk ki e16satr a jelenleg 4ltelénosan hasunila
tog médszerrel végastt terveséabél, Lattuk, hogy ekkor
elészdr szémbavesszik a feltételeket, ezutdn megtervesallk
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a termelési technolégidkat, majd pedig & termelési suerke-

setet, /Természetesen a sorrend meg is fordithaid dgy, hosy
185zt @ termelési szerkezeted, majd a technoldgisket fer-
vozsik meg. /A kivetkess lépésben a mérleg- £s jovedelem—
vissgdlatokat végessik el, amikor is felvetSdik a kérdés,

kogy o tervesett termelési szerkeset és termelési techno-

14Z14k negvaldsitdsdnos rendelkesink-e a sziiksges kape-
itisokkal, vagyis e teriletmérleg a munkaerémérlegek, & >
ép- 45 az anyagnérlegek, atb. alapién a_terv megvaldsit-

a5 62 & terv sgerint elérhetd jovedelem nagységs mee~

slel-e szimunkra, Ha igen, a_termelési folyamas befejen-

435% /STOP/, tehd’ dontink a berv elfogaddsirdl és megvalé-
tdsérél, Ha mérlegek és a jovedslen nem megfelellek, ak-

(cor médositiuk a termelési szerkezetet, vagy a termelési
echnoldgidkat, vagy mindkettdt és ismst elvégesailk a mér-

log- és & jovedelemvizsgdlatot. A hermelési serkeset, va- 2
lemint a bermelési technolégidk véltostatdsdt, a mérleg-

%5 8 jovedelemvizagdlatokat mindaddig végessik, vagyis az

“gész aontést folyamatot mindaddig ismételjilk, amig olyan

Servhes nem jutunk, amely mind a mérlegfeltételeket, mind v
o jbvedelen 3zempontjdbil sadmunkra elfogadhaté. Az ilyen

26don végaett dbntssi folyematot az 1. dbra smemléltetl.

4 geltételek szdmbavétele

SR
A ternelési technolgidc
= negtervezése

A termelési szerkezet

megierveséoe
T e
i Uérlegek €5 jovedelemszémi~

tdsok slksazitése

“Tﬁ Tegtelel

~_& tery

4 aontési folyamat vézlata
1. dbra

Zgy komplex véllalati tervesés esetén, amikor sokféle
termeiési bevikenysigeel és termelési technolégléval,

valamint sokféle mirleggel kell dolgoznunk, 8 mérlegszé-

mitdsok és a jovedelemvizsgilat igen munkaigényes és a
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folyamat t5bbssdri megiaméilémére a mesSgazdnsdgl véllala-
tok azakembereinek aligha van ideje.

Mint léttuk, mdsként tirténik a tervesés, ha azt mate-
matikal programoséssal végeslk. Az elss feladat most is
a feltételek szémbavétele, majd ezt kiveti a termelési
teohmolégidk megtervesése. Esutdn osssellitjuk és megold-
Juk » matematikai modellt, amelynek eredményeként olyan
termelési szerkezetet kapunk, ll.l% biztosan minden mérleg-
feltétel tekintetében kieldgiti el: irdsainkat, s e felté-
telek mellett a legnagyobb jovedelmet biztosit; /Termé-
Bzetesen ha egydltalin lehetséges a feladat megolddes,
1lletve ha a cé1fl ényben a legnagyodb jovedelem bizto~
sitéadt irtuk elé.,

Most tehdt lényegében nincs szlikség mérlegrizsgdlatok-
Ta, hiszen a mérlegekre elSirt felidtelek teljesiilnek,
= fa van & feladatnak megolddsa - és mincs szikaég Jovede-
lemszéxitdsra sem, hissen a ssénitigéptsl nyert megoldds
23 elérhetd jovedslnet is tartalmasce, adt bistos, hogy
ez a jovedelem az adott feltételek kdzstt /mér mint a mo-
dellbe bedpitett feltételek kozdtt/ maximélis. A matema-
tikai programozdesel megvalésuls tervenés folyamatdt a
2. dbra szemléltet.

A feltételek ssémbavétele

A g i B

Termelési technolégidk
megtervesése

et

A matematikai modell
megszerkesztise

1

Az optimdlis termelési terv
kisaénitdsa

A dbntést folyamat vislata
2, £bra
Az eddigiekkel kaposolatban néhdny megjegyzést tehe-
tilnk: Mindkét tervezési médszer vizggélatdndl feltdtelez-
tilk, hogy osak egy tervvéltozatot késaitimk. Valdjdban
azonban - mint azt majd a gyakorlati alkalmazés sordn
14tni fogjuk -, célszerd tobbféle tervvéltozatot is
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azokat Ssszehasonl{tva, a gyakorlati meg-
valésitéara leginkébb megrelels viltozatot kivélasstani
és elfogadni, Bz assal jdr, hogy megvissgéljuk, vem-e
lehetdadg & feltételek megvdltostatdsira, vagy ssdmo
‘unk-e agok megvéltostatdséval és ha igen, szémbavessl
milyen véltostatdsok, illetve véltosdsok iehetssgesek.
Esutén megnézalik, hogy a feltételek kiilonbons vAltosd
eseién milyen tervet lemne oélsserf megvaldsitani. Az 1gy
elkészitett tervek Ssszehesonlitdsa sordn témpontot kapunk
arra vonatkozdlag is, hogy a vltostatdsok milyen er
méunyel jérhatnak, oélszerf-e a véltoztatdsokat végrel
tani, vagy nem, illetve, ha a véltozdsok elkerdlhetetlenel
mit kell temnlink, hogy alkalmazkodjunk asokhosz.

Uindkét tervesési médszer alkalmas arra, hogy tBbb terv-
véltozatot &11{tsunk el5. A matematikai tervezds azomban
1%% még inkébb elfnybkkel remdelkezik, hiszen elegends a
modell néhdny adaténak kicserélése as ij feltételeknek meg-
folelSen, 5 a modellt Gjra megoldva, Gj teryvéltozatot ka-
punk. Méarésst mint 1dini fogjuk, a matematikal modell egy-
egy megolddsa sordn 1s t8bb tervvéltosatot nyerhetiink.

ke,

Bdlg & matematikal progremoséssal végzends tervesés
legegyszeriibb esetét, a linedris programozést tekintettiik
éldaként, s csak az volt a feladat, h.? adott termelési
guhnlén&k és adott termelési kapacitdsok mellett opti-
maliséljuk o termelési sserkesetet, KéaShb taldlkosni fo-
gk o1yen providadkia, sxiter o linedris progremcaéses]
a termeld orkeset §s a termelési forrdsck Saszefligss
optimmat kell egyidejileg meghatéromni, illetve olyan
problémékkal is, amikor a termeléstechmoligiai terveket
intén optimalisdljuk és ssdmitégéppel terve n!
és Gaszefliggésben a termelési sserkeset és

optimmaval, Végil foglelkommi fogunk

nemlinedris modellokkel is. Ilyen kemplex s bomyolilt
tervesési feladat megolddsa & jelenleg 4ltalinosan hassmélt
+ médsserekkel még nehesebb feladat elé 4llftana
A matematikai programosdssal tirténs tervesés-
Rk Lgannagy elfnye az is, hogy mind a {ervesés adatbds
sénak megteremtése, mind a modell Gassedllitdsa, megoldi~
98 éa & varidnssséntésok, velamint a ddntés utdn a terv
résaletes kimnkdldsa, illetve a modellmegoldds réesletes
foldolgosésa is nagymértékben automatizdlhaté,
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2. FRoRZED
LINBARTS ATGERRA

Linedris algebrének nevessik a matematikinak azt az dgst,
gmely e linedris terek vizsgdlatével foglalkoziks 4 linec

dris teret cgy specialis halmeznak tekinthetjilk, Flképzelni
csak az egy dimenzids, k6t dimensids és hirom dimensids li-
nedris teret tudjuk, de a linedris tér vizsgdlatdt ez medi.
mensids linedris iérre terjesstjik ki, emikor is a tér eL=
mevezest caak képletes értelemben haszndljuk.

4 linedris tér fogalméval - illetve azzal, hogy milyen
Zeltételeket kell adott halmaanak kielégitenlie aihos, hogy
linedris térr6l beszéljiink - a kbvetkez§ fejezetben ismere
kedilnk meg, SlStte meg kell ismerkedni a mitrixokkel és &
métrizokkal végezhetd miiveletekkel, azaz a mitrizaritmetiki-
val, & linedris algebréval.

2.1, Métrizok

2.1,1. Mitrix fogalma

Foglaljuk t4bldzatbe néhény takarmdny fajlagos t4pldléa-
nysg tartalmét.

1 kg tekarmdnyben 16vS tdpldldanvag mennyiségek

6.52. t4bldzat

Uegnevezds Kukorica- Extrahils
dare n.forgé dara

Szérazenyag  g/kg 912,000 909,000 908,000
HE, uifkg 8,321 8,236 6,465
) wikg 7,798 7,508 6,256
TE, Wikg 6,680 6,340 2,992
lyers fehérje g/kg 91,200 136,35 364,108
Caleium /CaO/ g/kg 0,300 0,800 3,500
Fossfor /B,0;/ g/kg 2,800 3,200 10,100

/Mg, WEy, WE, & tekarmdnyozdstanbl ismert, életfenntartér

si, tejternelési, illetve testtimeggyarapoddsi energia me-
gajoulbean megadva./
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A konkrét adatok vizsgdlate nélkiil a téblézatrél a kbvet-
kezdket tudjuk mondani:

8./ A szémtéblézatnak hét sora és hirom oszlopa vanm, te-
hat egy hétsger hirmas tibldzattal &llunk szembe.

b./ A téblizat sorokra bonthats, s a sorok mutatjdk, hogy
egy-egy tépléldanvaghil memnyit tartalmez a killonbozd takar-
ok egy kg~ja.

./ A téblézat oszlopokra bonthaté, s egy-egy oszlopa fe-
Jezi ki, hogy valsmely adott takerminy egy kg-jiben s Kulonbs-
26 snyagokbél milyen memmyiségeket taldlunk a hozzd tartozd
/a sorokban megadott/ mértékegységhen kifejezve.

8./ A téblézatban sz sdatok, sorok, illetve oszlopok sze-
rint rendezettek.

A matematikéban sz ilyen tdblézatot mitrixnak nevezsik, /A
statisztikében a gtatisstikei tdblizat elnevezést haszndljuk./

4 mAtrix természetesen bérmennyi sorbél és bérmennyi oszlop-
b6l é1lhat, ltaldnosan azt mondjuk, hogy egy adott mitrix m
50Tb61 é5 n 0szlopbGl 411, ahol 8z m 68 1 bérmely természetes
egész szdn lehet.

4 fentiek alapjén sz m sorbdl és az n oszlopbél 4116 széme
téblézatot mitrixnak nevesslk, S
2.1.2. A métrix jelslése
Egy konkrét szémokbél 116 métrixot jellhetiink dgy, hogy
8z adott konkrdt szémokat szogletes girGjelben felirjuk:
R
4 7.3 7
2 6 5-8

Azokat az sdatokat, amelyekbl s mitrix felépiil, a mitrix
elemeinek, vagy kompomenseinek nevessilk.

Jelolhetjiik s mitrixot 4ltalinosen, szimbélumokkal, latin
kisbetilkkel is, a konkrét szdmok felirisa nélkill, a konkrét
szdnok helvett hasgndlt betiiszimbélumokat szogletes zdrdjel-
be foglalva. Ilyenkor mindig jelezzik, hogy az adott szimbé-
lum, azaz & mitrix adott komponense hinvadik sorhoz és hinya-
ik’ oszlophoz tartozik.

A komponensekhez irt elsé index mindig & sor, & misodik az
oszlop gorszdmira utel.Az adott mitrix tehdt m sorbél éa n
oszlopbél 411.
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Ha meg akarjuk takaritani az Gsszes komponens felirdséval
Jéré férsdtsdgot és helyigényt, akkor a métrizot fé1kovéren
szedett latin nagybetiivel /vagy kézirisban aléhizott latin
nagybetiivel/ szoktdk jelolni, ezan:

4

vegy emennyiven Jelolni kivénjuk a mitrix tipusdt /hény
S0rb61 65 hiny oszlopb6l 411/, arkor a3t & RATIIX slett sré-
Jelben megjegyezzilk:

A

vegy
/me nf /50 3/

Jeldlhetjiik a métrixot 4ltalénos elemével is szdgletes zd-
réjelbe téve, azaz:

[sij], vagy /A=1,2...0/

A= [ulj] /fi=12

2.1.3. A métrix transzpondltje

A 6.5z, tdblézatban megadott példsben Snkénvesen vélasz-
tottuE, ogy a sorokban & tplélanyagoket, az oszlopokben o
takermdnyoket adtuk meg. Elkéssithets a tdblizat a sorok és
oszlopok felcserélésével is, anikor a sorokban a_takerményo-
kat, oszloponként pedig & t4plaléanvagokat ednink meg.

a/

lis egy mitrix sorait ¢s oszlopait feloseréljik, akkor szt
mondjuk, hogy sz adott métrixot 18 érednényil az

Sranszponsltuk,
ezedetl métrix trensmpondltist ST A T toan

4t o mitrizhoz"a Jobb Telst serokhoz irt cs:
Detiivel jeldljik, azaz:

S [ [
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LJEmen +tipust mitrix trenszponltja n - m tipush mAt-
rix,

Természetesen az A mitrix transzponiltjének transzpondlt-
ja maga ez A métrix, vegvis

T
[+
2.1.4. Specidlis mitrizok

s./  Zérusmétrix /nullmdtrix/

Olyen mdtrix, emelynek minden eleme zérus.
Jele: 0. Pl.:

S5 o
coo
coo

b./  Négysetes [kvadratikus/ métrix

Olyan métrix, smelyben & sorok és oszlopok szdms
megegyezik, azas m = n. Szokbuk nevezni n - n tipusi, vaey
n-ed rendii métrimek is. Pl.:

o n

'
TS
2

A négrzetes mitrix a;, slaki elemeit /bal felss sarokbél

& jobb slag sarokbs hizott &t16 - un. 264416 -~ mentén
elhelyezkeds elemeit/ diagonilis elemeknek neveszilk. Az e-
SO adiets ategonddts elsmel Tohdt 5, -6, -T.

o./  Diagonlis mitrix

Diagondlis métrixrél beszélimk, emikor a mitrix
aiagondlistél kilonbozd elemei zérusok. Plu:

4 0 6 o0 a1 0 0
0 2 0f vegy |0 0 of,illetve (0 ayy 0
o o 7 o o

-1 0 0 ay
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4 diagonflis métrixokat a
<E11r 8ppr eee s B>

forndben 1s szokds jelslni, emikor csupénadiagonilis eleme-
ket irjuk fel.

4./ Egységmitrix

Olyan disgondlis mitrix, smelyben minden disgondlis
elem: 1. Jele: E. PL.

iog
0 1 o
o 0 1

./ Permutdls mitrix

Olysn métrix, smelynek sorait, vegy oszlopait megfe-
leléen trendezve egységmitrixot kspunk. Fl.:

0 1 4
o o 1
109

f./ Héromszégmdtrix /trianguldris métrix/

Olyen kyadratikus mtrix, smelynek vagy a £64t16 fe-
lettl, yagy a ?64t16 alatti elemei mind zérusok, Az elag eset-

ben als¢ hiromszogmitrixrél, a misodik esetben hirop-
ST ROl DescETIEL, b Suokiuk alteimasns s o Fon ~
SzImbglumokat is jeldlésiikre. Pl.:

K186 héromszdgmdtrix:

1]
w
oo

d]
0|
5

Fels§ hiromszsgmétrix:

oo
ERCUES
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Természetesen az alsé héromszogmétrix transzpondlésével &
[SE RS

métrixot, felsd héromszdgmétrix transzponilisével a
<t~

métrixot nyertik.

Legyen:

RN

L=

L= A

K-

Bz esetben fenngllnak e kbvetkezd bsszefiiggések:
R

Bk X

By = H

LS

nésrészt sz adott hiromszogmatrizok egymdsbSl tukrozéssel
is képeshetdk, hiszen Hoa H, felss vigszintes tengelyre va-
16 tilkrozaése, 11l Hf e g-nek 8z als¢ vizszintes tengely=
e vals tukrozdaése, H4 a Hi-nek o fiigedleges tengelyre vals
tikroadagae, illetve 2o Tinek a figgoleges tengelyre vals
tilkroz6dése, s ugyanilyén s fiiggbleges tengelyre vonatkozta=
tott tilkrozodést taldlunk H, és H, kozott. Végul a és ﬂ; k-
6%t i & vizszintes tengeldre V416 tikros6aés lenstésége’ 411
fenn.

g./ Szimmetrikus mitrix

Olyan kvagratikus mitrix, emelynek elemei a fédiago-
nélisrs szimmetrikusek. Ilyen példdul az:

S
a

1 4 2
Ha A szimmetrikus mitrix, skkor: A&
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Szimmetrikus mitrizokat cssk kvadratikus mitrizok kozstt
taldlunk.

h./ Ferdén szimmetrikus mitrix, vagy antisszimmetrikus
mitrix, fa ervénves o

A=t

reldcid, azaz ha &z A métrix transzpondléséval olysn mitriz-
hoz jutunk, emelynek elemei az A mitrix azonos helyen 16v4
elemeit6l coupdn eléjeliket tekIntve killonboznek.

1./ Szalagmétrix

4 szalagndtrixok olyen mitrixok, emelyekben a diagondlis ele
mek, velamint a diagondlis elemekkel szomszédos elsd, miso-
dik’ esetleg harmadik, negyedik, stb, elemek killonbsznek zérus-
11, te & 64t16t61 bizonvos thvolaigra 16v6 elemek mindegyi-
ke zérus.

Ismeretes, hogy amemnyiben a disgondlis elemeken kivili
elemek mind zérusok, disgonilis mitrixrél beszélink, s emnek
speciilis esete az ogységmitrix, smikor a diagondlis elemek
egységek, imennyiben a fodiagondlis és sz ezzel szomszddos e-
lenek kiilonbbanek zérustél, de s mitrix tobbi eleme mind zé

Tue, skor Kontinugy /oriafegonsl i/ mitricrél vey Jacobls
£éle métri; 53

imennyiben tovibbi szomszédos elemek ie kiilonbanek zérus-
61, akkor azt szoktuk megjeldlni, hogy hiny "ferde sorban
taldlhaték zérustdl kilonbosd elemek, PAIAZul gy Stmoros szs-
lemmétrix vézlatosan jelolve a koveikesd:

N

Egy sdott 3 sgalagndtrix transspondltja mega is szalagmite-
iz, emely ugyenemnyl 'ferde" sorbél 4Ll 'mint az eredeti
mitrix, imennyiben a mitrix nemsérus elemei sz 3 mAtrizben
azonosak &z S1 = 5, azaz & transzpondlt mitrix as evedeti mAt-
rix-szal megegvezik. Ugvancsak egyezdség 411 femn, ememnyiben
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& £6diagondlist6l azonos tAvolsigra 16v6 elemek mindkét i-
rényben azonosak.

4 szalagmitrix nemzérus elemei lehetnek azonosak, egy-egy
ferde sorban azonosak, stb. Ha egy mitrixban - fiiggetleniil
att6l, hogy szalagmétrix-e vagy sem - minden "ferde" sor csu-
pe megegyess elembol 411, vegyis e mibrix elemei osupén osz-
Top 65 sorindexilk kiilinbaégétol figgenek, akkor az adott mét-
rixot Toeplits tipusi mdtrixmak nevezzilk. Ez esetben:

83y = 8y, G282

®ensl ®ens2 fened 000 %o
Ha egy Toeplits mitrix szimmetrikus is, elemeire érvényes az

13 = 8 g-1f
Gmezetiggés.

Ternészetesen & sselagnitrix nemzérus "ferde" soral mem
csak a bal felsd sarokbél  jobb alsé serck felé tarthatnak,
hanen e bal als§ saroktl a jobb felsd sarokba tartd &t1s sze-
rint is, 4 bal fels§ saroktél & jobb alsé serok felé tarts mem-
sérus "ferde" sorokbél 4116 szalaguitrix és & bal alsé sarok-
Bé1 8 jobb felsd serokba tarté nemsérus "ferde' sarokvél &116
szalagnitrizok egymds bilkrozodései, amelynek tengelve mind viz-
szintes, mind figgéleges irdnvd lehet.

A kégbbbiek sordn megismerkedink még a szslagndtrixok, ve-
lemint £1taliben a Toeplitz tipusi mitrixok tobb érdekes tu-
lajdonsdgdval.

d./ Minormitrix
Egy mAtrix tetsués szerinti sordnak és oszlopdnak el-

hagydsdvel nvert mitrixot minormitrimnak nevesink. He pélasdl
ez

47 653
g7 575 1
4 =[43276
8529 4
6 1-3 2 1
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mitrix elsS és negyedik sordt, valsmint misodik és 5todik osz~
Topét elhagyjuk, & maradék mihor e kovetkesd:

6
2

m o

4 felss indexek azt mutatjsk, hogy hényadik sorokat, az alsg
indexek pedig, hogy hénvadik oszlopokst tartotbuk meg.

k./ Hipermitrix

Olyen métrix, emelynek elemei maguk is mAtrizok.
Nagyméreti mitrixokat, vagy ha gazdasigi megfontoldsok vagy
nés okok miatt velamely mitrixot vagy métrixrésst célazert
killén mitrizokra, mdtrizblokkokra bontani vizszintes és fiig-
gélepes cevenesekkel, & kapott blokkok sz eredeti mitrix e
Ilemeit képeshetik, Pl.:

i

1
i |2 . [An k2
5 407 oo

B

1
3 A E 0 0 g
=110 of, 000
0011 000
532 5 7 €
P | Y
T g 5 6 5

4z egyes blokkoket minormitrizolmak, s blokkokra bontdst
particiondlésnak nevesslk,

Ha egy hipermitrixot ugy particiondltunk, hogy a diagondlis
blokkoktdl kiflgnbozs blokkok zérusmitrizok, kvdzidiagondlis

métrizrél beszélink. Pl.:
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5
o
o

1./ Yektor

Jiér 926 volt arrl, hogy  mitrixok sorokra, vagy osalopoke
ra bonthaték, s igy szémsoroket vagy szdmoszlopokat kspunk.
4 matematikében egy szénsort, vagy egy szdmoszlopot yektor-
nak neveziink. /A atatisztikiban s statisztikai sor elneve-
268t haszndljak./

4z olyan mitrixot teht, amely egy sorbél, vagy egy oszlop-
BST &1T, vektornak neveszilk.

Az osplopvektor m- 1 tipust, a sorvektor pedig 1- n tipus
S Bt

nit; Bzerint & mitrix sorvekforok, vegy oszlopvektorok
Tendsgersként 1s TelTORRATEL o L -ORELORLEKIOnOK

4 vektorokat Télkbvéren szedett /vagy kéziratban aldhizdssal
Jelslt/ latin kisbetiivel jeldljik. A sorvektorokndl a transs-
ondlést is feltiintetjik, hiszen & sorvektor felfoghatl &z
BEiivexior transuposdlijaént. Eeserint Sehdt:

Oszlopvektor: &,
3 *
Sorvektor: 2%, illetve g,

=

Jelslnetjilk a vektorokat 4ltalinos elemilk felirdsivel is
szdgletes zaréjelbe téve, pl.:

Bal: BT Pil"

vegy helytakerékossdg cé134b61 a:

siel et =i o o el
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Jjeldlést is alkalmashatjuk, amikor is az oszlopvektort sor-
vektor forndjében irjuk fel, de a transzpondldssel jelsljik,
Eogy az oszlopvektor.

|4 tovébbiakban ismerkedjlnk neg néhény speoidlis vektor-
ral:

Zérusvektor
Olyan vektor, amelynek minden eleme nulla. Jeldlése: o

vagy of, illetve of, péladul:

o
2

[05:6; owe s 0]

0,

A zérusmitrix tehdt zérusvektorok remdszereként is felfog-
haté.

Bgységvektor
Olyen vektor, emelynek i-edik eleme 1, a 6bbi 0. Jelslém

se g, vegy gf, illetve ¢f, péladul:
o
1 T
e s -0 010
vl $-5-Bosa
.

Usszegzs vektor

Olyan vektor, amelynek minden eleme 1. Jeldlése: 1, illet-
ve 17, vagy 1¥, péladul:

[ivety @ 1

e

A vektorfogalom ismerete alepjén komnyil beldtni, hogy &
métrix oszlopvektorok, vagy sorvektorok rendszereként is fel-
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foghaté. Az A mitrix tehdt felirnaté osslopvektorok rendsze-
reként:

A= o gy oee s ] pélauL:

\
4 6 3 4] [e][? ‘
21 50= |l2ff1][5
754 7f15] L4

vagy sorvektorok rendsze:

, példsul:

Pt Bl

[+ & 3]
[z 1, 5]
[ s 4

Dernégetes, hogy sz eqvaéguitrix egvséevektorok rendszere-
ként foghat fel, példdul:

e

k]
5=
4

Rl ORI

m./ Skaldr

Olyen métrix, amely egy sorbél 6s egy oszlopbél &ll,
%ehdt 1 - 1 tipust mitrix /vegy egy elemii vektor/. [lyemkor
nen 4a haszniljuk & mitrix vegy vektor irismot.
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2.1.5. Nagysigrendi relécidk

. gy m.n tipust A mitrix ekkor egyenl egy m.n
tipusd B méiriz-szal, ha megfeleld helyen 18v6 elemeik azo-
nosak. Pé1d4dl: ha:

T

akkor 4 = B, mert
bt L R O
vagris

agg= by

Ugysnigy értelmeszilk s vektorok kozstti reldciskat is, ezaz

ha
it
=[50 emor a-p

4z azonos helyen 16vG elemek Gsszehasonlitdsa alapjdn értel-
mezziik az aldbbi reldeilkat is:

4>3 e=} nagyobb
> 3z ;
4%3 223 nem kisebb
4<B s<b kisebb
453 e%p nem nagyobd
429 aZpg nem negatiy

A nagységrendi reldcidk természetesen cssk azonos tipusd
/ugyenannyl sort és ugvanannyi oszlopot tartalmezs/ mite
rixok, illetve ezonos elemszdmi vektorok kozitt értelmez-
neték.

2.2,  Hiveletek mdtrizokkal
2.2.1. Osezeadds

42 Gsszeadds milvelete cssk azomos tipusi /azo-
nos sorbél és azomos oszlopbil 4116/ mitrixok esetén érvel-
mezhets. Az

srpale 1]
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men tipust mitrixok Geszege ugyencssk m- n tipust mitrix

o= [o]

4 milveletet ugy végesziik el, hogy az azonos helyen 16v6 em
lemeket Gsszeadjuk, azaz:

+3=C mésként [en] + [b”.] =
2o eng] - [ou] -

o illetve:

I

Pé144d1:

3 25 268 5 8 3
S el 4 5] 3012
3 8-6 629 9% 3

©

45 3 875 1212

4 gyakorlatban dolgosd agrrszakember gyakren talélkosik

e228l, hogy k€t vagy t5bb mitrixot kell Ssszeadnis, jolle-
Bet nem mindie gondol arrs, hogy mitrizokkal dolgozik. Yoo
gyiik csek azt az egyszerii esetet, smikor egy mezbpesdisdgi
villalat hirom nvénytermesztéssel /vegy novénybermesstés-
sel is/ foglalkoss egységgel rendelkezik. Jindhirom egyeée
kinutatést ad a vdllalat kzpontja részére mondjuk a novée
nyenkénti miltrigyafelhasmnslderél sz sldbbiok szerint

G, Kukom N, G, Kuko- X.

biza rica forgs biiza rice forgs
K[60o looo Soo ¥ [2000 1300 0
4=7|T0 800 400 B=2| 800 looo 0
¥|500 600 200 k| 600 800 ©

0. Kuko- 3.
biiza rica forgs

T [7oo 80 looo
=[50 600  Boo
K |300 400 oo

4 hirom kimutatés Gsszesitése a vdllalet Gsszes miitrégys-
folnsezndldsdt adje, azaz:
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vegyls az Usszeg transzpondltja egyenls a tegok transzpo-
niltjdnak Goszegével.

Egysgeriien ellendrishetjik, hogy bimely vektorhoz az

g, egységvektort sdva erednényiil olyan vektort kepunk, a-
whly ez evedeti vekiortl csak annyiban tar el, hogy i-oe
dik eleme -l noveksaik, Ha vissont valamely veksorhos
Gesnegzgvekctort sdunk, skkor az eredeti vektor minden ele-
mét 1-el nbveljiik mog. He egy adott mitrizhos egységmit-
rixot adunk, akkor a diagondlis elemeket noveljik l-el, vi-
szont ha valsmely A mébrixhos olyan mitrixot sjunk, amély-
nek minden vektora Gsszegzgvektor, akkor eredményil olvan
nétrizot kapunk, melymek olemei lel nvekeduok A elemsines
dpest.

Frdekes eredményhez jutunk, amennyiben rendelkesiink m- n
tipusd E ogységméirixz-sual, gy m- 1 tipush & sérasvektor-
a8, "] 5nlF Tipuad bY aérub sopvektorral 65 Sev m o 3. n -
tipust 3 negetiv eIojelll egységmdtriz-szal, szaz:

100 0 o
0100 0 2
I= , e=]%, ¥*=[0, o, 07,
= 1o g a el = |e [ 1
00 0 1] 0
1 0 0
=foa 0
0 01

Adjuk most az E egységmétrizhos 6z g, b', ~E~b61 megfe-
1el8 médon képzett mitrixot a kovetkezdk szerint:

[

s, azaz:

"
It

1000 0] [ o ¢
o010 of, [lof |o-1 o
0010 af-lio feal] v _vemvia:
00 0 1} of Lo o q
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100 0] fo-2 0 0] [1-20 ¢ s
2=]0 1 00| oo 0| [o10 ¥
0010|ooo-1]|foo1m
0001]loooo] o001

gy specidlis szalagndtrizot keptunk tehdt, emelymek o
268 1agonélison elhelyesked elemei egységek 65 ezek jobbol-
481l sconszédos elemei renire -1, a tobbL elemed zérasoks 5
spectlis mitriz-szsl nég gyskran fogunk talilkozni. Host
csupén emnyit jegyezsink meg, hogy a T métrixhoz hesonléan kém
szithetink specidlis wétrixokat tgy, hogy a nem sérus elemek
nen egységek, de azonos ériéiiick, misrésat, hogy © sznlegmite
rixmak e Gisgondlis elemekiGl jobbra kit vagy Gbb elemsive
is fenndll, hogy azok nem zérus elemek, hanem cgymégek, elo-
Jeliik lehet poaitiv vagy negativ,vagy viltozd, lehet hogy &
Giagondlis elemektSl jobbra zérus elemeket teldlunk és azok-
$61 balra vannak a nem sérus saelegok, stb., vagy mind bele
Ta, mind jobbra vannak nem zérus eleml ferde sorok /szelagok/
esetleg ezek zérus szelagokkal véltakosnak. Igen sok és érm
dekes sualagndtrix &11ithatd iey o16, s an euckkel végzett
miiveletek specidlis sajétosségokksl Tendelkenek.

Egyenlére megkisérelhetjik, hogy Ssszesdunk kilonbiss eza~
lagntirixokat. Csupsn példaként mutatunk be néhinye

1-1 0 0] FL 10 0¢] [oood
011 0f]o-110| o000
6o1-1f|oo-11ffoo0 00
000 1flooo-f|ooo0a
2.2 0 0] F2 2 0 0] fo 00 0
oz~2u‘o—7zojl:ouun
002-2|loo-22[]oooo
0002f]ooo-2flooog
1000] 1100|2100
2 1 00f o111 0] f1 210
0-1 10| 7001 [0 2m
ooa i) [ooo1] o0
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2.2 00| 11 00] [1-1 00

02-20f Jo-11 0| fo1-10
00 2-2["foo-1 1| |o o0 1.1
000 2 00 o0-1f [o0 01
1-10-1 0 [oo101 [1-2 217
01-10-f |1 0010 11 1-1
001-1 0o f1-1 001 [1-1 111
0001~ {1 141 00 J1 1-1 141

Szémos mds véltozatot is képeshetiink,

2.2.2. Kivonds

Hasonléan az Gsszeadishoz a mivelet osak azo-
nos tipusd métrixok esetén értelmeshetS. Az A mEtrixb6l B
métrizot gy vonjuk ki, hogy sz A mitrix elemédsl a B mibrix
agonos helyen 1676 elemeit kivonJuk, zes:

- [au-] = [b ] - [u‘j 3 bu].Példéﬁl, hes
I:s z _7], akkors

i) Ternészetesen:
1 10

=

9-4=

4 fenti szabdlyok természetesen érvényesek a vektorokra,
mint egy sorbél, vagy egy osslopbSl 4116 - tehdt 1-n &g
m-1 tipusi - mitrixokra is, azes:

S SNCECENE
Bl REd-
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P61addl:
5 2 3
a=|(4], “1| esetén g - 5|, tlletve:
3 5 =2

= B:43), ¥ =[,5-2]

4z Gsszeaddshos hasonléan végeshetiink milveloteket speciflis
métrixokkal /pl. egységmitrix, sselagmétriz/ is.

- Bo2,5] esetin

Ternészetesen & kivonds mivelete nem kommutativ:

A-B4B-4 é5 a-bdb-3

és nem asszociativ:

/=B ~CHA-/B-C/ s fa-b/ -gde-lo-g/
st b e L s
aligha kell bizonyitani.

2.2,3. NAtrix szorzdsa skaldrral

Uétrixot /és természetesen vektort/ gy szorzunk

skelérral, hogy ' mdtrix /vektor/ minden slenét megazoroaik
az adott skaldrral:

O e ] @
Ya= x[at]= [“1]- etve:
<y ][] s
d B 5] il [1: 12]' ol [§]= [12]

4 métrizok skaldrral vald sgorzésire is érvényes a kommuba-
tivitds:

/S Wee
sssaociativitds: /¥y ¥p/ A= ¥y /180

I




[image: image62.jpg]3

disstributivitde:
ZEN PY7ER S Y4 s ¥/up/-gasd3

Ugyanezek természetesen érvényesek vektorok esetén is.

Uitrizok skaldrral valé ssorsdse is gyakran eldfordul a
mezbgazdasdgl gyakorlatben pl.: ha egy tAblazat fajlagos
datelt /alitréevatolnoomilis, ‘munkenap- 6o gép1, milasaite;
haszndlds/ kell dtszémiteni mondjuk a régebben haszndlatos
kateaztrdlis hold /kh/~r6l ha-ra, vagy &rvéltosds ssetén
KUlonbiss drakst egy szorséssém slepjén szémolunk &% az
dralnak megfelelfen, stb. Természetes, hogy:

04=40=0

-

1/ ='=A , 8 es utébbi értelmében:
A~B=h+/AB/ = ks [/

220z 8z 4 - B dgy 1o értelneshets, hogy az 4 métrizhos hoz-
zéadjuk & B mAtrix minusz egysseresét.

4z ediig megismert miiveletek az al4bbi blokkdiagrammokkal
szenlélte thetok. /3. &bra/

A kivonds blokkdiegramjs ugvanes, ceupén o
muldt kell alkalmaznunks H

a4 byy for-

Ertelemsgeriien alkalmazhaték a fentick a mitrimak skaldrral
vel$ ssorasira is, azouban ternésseiesen 16t a o) n,‘,ﬁ
-

miiveletet kell haszndlni, shol & egy skaldr, smellyel a
rix minden elemét megazorozzuk.
2.2.4. Vektor szorséss vektorrsl

A miivelet osak akkor értelmezhets, ha a szében-
forgé vektorok elemszdma azomos.

Ha vektort szorgunk vektorral, akior az egyik vektor mindig
sor-,o mAsik vektor oszlopvekforként irans fel. Atsl filge
géen, hogy a baloldali, vagy & jobboldali tényezst irjuk fel
sorvektorként, beszélink skeldris szorsdsrél és diadikus
szorzdsrsl,

8./ Skaldris ssorsis

Skaléris szorzdstél beszélink akkor, he sorvektort szorzunk
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lgtrizok Seszeaddssnak
Dblokkdiagramnie
3. dbra

Jobbrél oszlopvektorral. rednényiil skaldrt kspunk. A mive-
letet a kivetkeaSképpen végezaik el:

o
by
e ] b2 |- [ulblm2\z2'.,.+sn‘nn] -
by
5 3
= § am =
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vegyls ez nzonos sorssémi /azonos helyen 1676/ elemeket taze
szesgorozzuk €s a szorzatoket Osszeadjuk. Pl.:

5
[4-2,3] (2 |=[4-5 + /=2/-2 + 3. T] = [20~4421] = 37
7

4 gzénitds menetét az aldbbi blokkdiagremnal szemléltetjilk:
/1439 kovetkez oldalon 4. dbrén/.

Vektorok skaldris suorzatival s mezdgazdeségli gyakorlatban
is sckszor talilkozunk, fie péladil ez 4, 5, G Fernékekpsl
500, Boo 68 1500 tonndt értékesitink ¢s ezek tonndnkénti egy-
Sségira Jooo, 4000, 5000 Ft, akkor ez drbevételt e kovetkezom
Iéppen kapjik:

3000
[500,800,1506] | 4000 | = [1500000+3200000+7500000]
5000

= 12200000 Ft

i gkaldris ssorsds sordn a két vektor felcserélhet6, ha azo-
ket transzpondljuk, vegyis s skaliris ssorzés kommufativ jel-
legit kifejerés, azaz:

18870 = ks =¥ 2"/

1°Ln /n-elenii vektorok esetén/.
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d=d+egby

Skaliris szorsds
blokkdisgrammja
4. dbra

b./ Yektorok disdikus szorzats

Vektorok diadikus szorzatirél bessélink akkor, ha
oszlopvektort szorsunk jobbrél sorvektorral. Lredmsnyil
métrixot kapunk, emelynek annyi sora van, mint sbiny eleme
van az oszlopvektornek, és amyi oszlopa ven, mint ahdny
eleme van a sorvektornak.

A miivelet elvégaése a kivetkezSképpen tbrténik: /5. &bra/

1

;
2|
[ R~

*n]
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Péladil:
ki EINREE 12 21 18
2| [7.6]= | Jo]4 |97, (26| = |6 1 12
5 si 1ol s 20 35 3o

Komnyen ellenSrizhetjik, hogy:

b

8", viszont igaz, hogy:

o

14 - Ef
i
S

4 vekforok disdikus ssorzata is eldfordul e mezdgasdasig-
Den. Ha pl. valamely novény miitrdgveszikséglote ha-omisss
&, P &s K niitrdgvdknél Joo, 200,80 ke, s az adott movémyt
1oo, 8o €s To ha-os tdblikon termeljtik, akkor tAblinként o
iilonféle miitrégyékb6l felhassndlandd mennviségel:

T6bla I II 11 1 I mx

N [300 N [30 000 24 coo 21 aoo
P (200|[100,80,70] = P |20 000 16 000 14 000
K| 8o k| 8000 6400 5 600
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blokkdiagrammja
5. dbra

2.2.5. lAtrix ssorzdsa vektorrsl

I trizot jobbrél oszlopvektorral, belrél sorvek-
torral sgorozhatunk.
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8./ Wtrix ssorsdsa jobbrl osslopvektorral

4 miivelet coak akkor értelnezhetd, ha a mitrix osz-
lopvektorainak széns €5 a vektor komponenseinek széma megen
gvezik.

4 miveletet ugy végessik, hogy & métrix elss oszlopvek-
torét a vektor elss elemével, a misodik oszlopvektordt az
oszlopvektor mésodik elemével, stb. megszorozzuk és az igy
kapott szorzatoket Ssszeadjuk. Iredménviil oszlopvektort ka-
punk, amelynek annyi eleme van, ahdny sora Yolt s mitrimeak.
Tehst:

2%y = b, példdul:
)
[2 : -7] e [2]‘ : [4]5 ‘[‘7]7 .
75 alls 3 5 1
2[8]. o], [49]. v
p2 " |25 7 4
létrixmak vektorral vals szorsata s mesSgszdasigban gyek-
Ten fordul 16, PéLA4(l tiblisstbe foglelnetjuk vlamely ta
kerménysdagban szerepld tekarménvok fajlagos’ bebartalnl ada
tait. Az igy kepott mitrizot megssorosva o takarminyadagbun
szereplé takerményok mennyiséeét kifejess vektorral megkap-
Juk, hogy & kilinbdss tépldlenyarokbsl ez sdeg mennyit ter-
falnas. Hesonloképpen a termelési tevékenységek fajlagos mun-
kenaposiiknégletelt, vogy valamely géptipusbol adods fajiegos
milsaakszilkedelotét iddazekonként ndtrixbe fozlalva €a megszo-
Toava a tevékenységek berjedelnét /volumenst/ kifejegs veke
forral megkapjuk egy adot vllalati terv megvaléaitdsdnak

munkaers, illetve gépimunks szikségletét iddszakonként /pl.
havonként, dekidonként/.

b./ Wtrix ssorsdss balrél sorvektorral

A miivelet cack akkor értelmezhetd, ha & mitrix sora-
ingk szfms és a vektor komponenseinek szdma megegyezik,
rednényil sorvektort kapunk. A miveletet lgy végessik, hogy
& mitrix elsé sorét a sorvektor elss elemével, mdsodik so-

it 2 mésodik elemével megogorozzuk, s az igy nvert sorvek-
torokat Ssszeadjuk, vagyis:
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=" = [4,5,7] i é = 4 R3]+ 5 @]+ 7L -
7

= [817] + [20,25] + [~43,7] = [-21,44]

Vegyilk észre, hogy most is az el6bbi egyazeril pélidval dol-
goztunk, és érednényiil az elobbi vektor transspondltjdt kap-
Tuk. A milvelet természetesen cask akkor volt értelmeznetd,
ha & szorzdtényesdket is transzpondliuk. Komnyll - & femtiek
és egyszerti péladk, vagy 4ltaldnos formuldk-uijdn is - be-
1létai, hogv:

T, vagyis:

s

Lz=

/S Y

Bgyszeriten meggySziidhetiink arrél is, hogy:

Loy =gy 1=
»
& =y gyl
AL -

®
1 = 5 o

i=1

4 milvelet elvégséséner blokkiiagramia o Kovetkezs:
/1484 kivetkezs oldalon 6. 4brat/.

Ternészetesen ha métrizot balrl sorvektorral szogozauk,
akkor g = gyx; helyett értelemszeriien o= "ji{ adédik.

2.2.6. MAtrix szorzéss métriz-szal

A miivelet osek skkor értelmezhets, ha az els§
tényezs oszlopainak széma 65 & misodik tényesd sorainak szé-
me megegyezik. Eredményiil olyan mitrixot kepunk, amelyben
& sorok széna megegyesik az elsS ténvezs sorainak szimival,
&z ogslopok suéus pedis mésodik tényez6 oszlopainak sza-

val.
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1= 44

Métrix szorzdsa vektorral
6. dbra
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A miivelet héromféle médon végeshets el:

6./ A miveletet dgy végessilk, hogy apt felbontjuk mdt-
rixnik joBbrél oszlopvektorrel vals sporsatdrs:

e [A b A sl b] o, péladil:

& by

) [ XY PO

R o 5

s afle 7oAl [s aflal s ol s o]l
2] [46] [4e 22 46 44
= |[32], |6x], |51 ||= |32 € 51
] |57 [ 1 37 45

b./ A miveletet felbontjuk métrimek balrél sorvektor-
rsl tOrt¥ng ezorzatar:
2, £ i
475

Jeaf e ][”5]]=

. [[3[2,5,5} @) s g, E[z,s.e} 1@,7,5]}

- [6,18,24] +[i6,2823], [3,12,26] + 8,49, 3] , [los 46 + 4,7, 5]

1w

=g, péladil:

]
e

N

22 46 44

= [22,46,44], B2,61,51] ,[14,57,45] = |32 61 51
4 37 45
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c./ & milveletet felbontjuk vektorok skeldris szorzaté-
Ta:

PR

[646 18:28 24420 22 46 44
=| 4+28 12449 16435 2 8. 5
l1o+ 4 3047 40x5] |14 37 45

4z 4 B szorzat ltelsban nem kommutativ, azaz 4ltaldban:
AE4BA

Az is lehetséges, hogy az A B métrix szorzat értelmezhe-
6, de a B A sgorzeb nem is értelmeshetd. Pl:

2 3 i 2 5]’ o
A=14 5, B=|3 1|~ AB=14 5|3 1
10 1D

értelnezhetS, mivel A oszlopainsk széms és B sorainak szdm
ma megegyezik.
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e
Bad=|5 q] |45
= 10
egyesdaég mem 411 femn.

nem értelmezhets, wert a fenti

Vegylink most két kvadratikus mitrixot:

H

4]
le o

@z 4 B, mind &

lost mind
négyzetes
niiveleteket:

E & -

B=

1

B

J

e
=

is
4

B

4z eredmény tehdt eltérs, szaz: A B4 B A

Varnak

utdn is ugyanazt ez eredméhyt Kapjuk, példddl:

[+
7

I
It

Lgyszeriien beldthaté az

3
K
Ha 8z &

vetkezs:

o.
o
o

is, hogy

b

Ouesb,

mn,

R

40=04-0

és 3 diagondlis mitrixok, akkor ssorzatuk a

Snbii oee
o

22202200+

o Ouuis

‘!

B 4 sgorzat érielnezhetd /s ez
ndtFixok esetén mindig femn &11/. Végezailk el

B

50

a

28
24

specislis esetek, amikor a tényezék feloserélése

i

Ko

isiire &

nn,
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mésként:
RGHL I S G N
=<e110110%20%222 ++ 18P

4 fentiekbSl kvetkezik, hogy két, vagy tobb diagonilis mit-
Tix szorzata olvan disgonilis métrix, emelynek disgonilis -
lemei o ténvess métrixok megegyess helven 16v4 diagomdlis em
lemeinek szorzata. Ilyenkor a ténvesimitrixok felcaerslése
nem vdltostatja meg az eredményt.

4 disgondlis mitrizok szorszatébsl kbvetkesik, hogy egy diago-
nilis métrix k-adik hatvinys /k nemnegativ egész szam/ olyan
diagonélis mtrix, amelynek diagonilis elemei az eredeti mt-
rix elemeinek k-adik hetvényai., Dzek szerint ha:

4 =<ayyan e >
B e
Eah e >

4 =342> s 8 =LoT,60,8>

firdekes megvizsgdlni specidlis mitrixok szorzatét. Ha példd-
il egy métrizot jobbrél szorsunk dimgondlis matrir-szal, sk-
kor elég & szorzendd mitrix osslopait a megfeleld diagondlis
elemekkel megszorzoni. Balrél valé szorzésmil értelemsseriien
& mitrix sorait sgorozzuk a megfelels diagondlis elemekkel,

gy mitrixot jobbrél, illetve balrél szorozva permutéls mit-
rix-szal, csak o mitrix sorainak, illetve oszlopainak sor-
rendje vdltozik.

Hg &
nényi
kepunk.

lirdekes eredményt kepunk, ha egy A mtrixot olyan hiromszog-
métrix-szal ssorsunk meg, emelynek nemzérus elemei egységek.
Jeléljuk ezeket a mitrixokat a kovetkezGképpen:

6, vegy TelsG hiromszgmitrixokat sgorzunk Sssze, eved-
azonos tipust /alss, vagy felss/ néromszdgmitrixot
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4 A mAtrixot ezekkel szorozva e kivetkezs eredményeket
kapjuk:

LB = [ageeptagt cen tgpepvegt e tay, a_n]

[al'gyse, AT IR -ﬂzn]

5 ——

2y

B = [efefeed o cfiade .l

Tem kevésbé érdekes eredményeket &llithatunk els, ha vala-
mely mitrixot szalagnétrixszal szorzunk. Vegyilk ebbél e szem-
pontbél azokat a szalagnitrizokat, amelyek disgonilis elemei
egységek és valemelvik szomszdios ferde sor elemei -1, & tob-
i elemei 0~bSl dllnak. Valdjiban négyféle ilyen szalogmdte
Tix kilonboztethets meg a kbvetkesdk szerint:

14100 1000
01 0 1100
Leloo1a L=[oa 10
0001 001
0 0 X 000 T
0-11 0 i n | 00 HTT
£y A g o R
1000 1-1 0 9
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F16s56r ig kénnven ellenirizhets, hogy a fenti métrizok ki
Z8tt fenndllnak & kovetkesd csszefiiggések:

o

, =23, azez 1y és I, egvmés trensspondlt-

Jai. Ugyenakkor I s T-nek a TlgeSleges T, pedig Tpnck s
vizszintes tengelyre vals tukrozédése.

Ha egy A mitrizot a fenti T mitrixokkal ssorzunk & kovet-
kesd eredndnyeket kapjuk:

AT = |8,85m8,858, ~--,5n-5n_1]

1L

= [reerfes "’En-l'in"*m]

LR R o L '52‘5-1’51]

s
IS

égeasiink miveleteket mis szalagmdtrizokkal is. A mezdgaz-
dasdei alkslmazésok sordn /még a tovébbi matematikel ismere-
Sek sorén is/ litmi fogjuk, hogy a H és T mitrizok ismerete
megkonnyiti bizonvos specidlis metematikal modellek kezelé-
adt.

4 métrixok szorzdsinil is érvénves as asszociabivitd

/AB/C=A/BC,
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velamint & gisztributivitds
A/B+Q/=AB+AC és /A+B/C=4CHBC
vetkezs blokkdiagrammal szemléltet-

Ké% mAtrix szorzatét &
ks 7. dbra.

Star

=141

3=341

nem

Mitrix szorzats

St
7. ébra o
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2.2.7. A mitrixezorzat transzpondltja

Bgy sgoraat trensmpondltiét megkepiuk, be o fé-
nyezfket felcmeréljik 68 mindkét tényesGt trenszpondljuk.
f1taldban érvényes, hogy:

/S0 o

vagyls & szorsat trenssponélijs sgyenls a Zeloserélt ténye-
26k transepordltjdnak szorzatival. Hesonléképpen:

/aBo/f=c® FF A", pélasdl:
(FH S A
| af]. e af] [14 s]

5 SJE]’ e 5][2] T

o

I

g G s]B]. S GJ[Z] NER:!
B o 5][2] b [5 10]

Tehat valéban:

/870 'y
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2.2.8, [Atrizok hatvinyozdss

Hatvényozni csek négyzetes mitrixcket lelet a
KovetkezGik szerint:

=
S

i

e
I

44, ternészetesen:

2.2.9. Mveletek blokkokra bontott mAtrixokkal

4 métrix miveletekkel kapcsolatban megismert sza-
vélyok érvényesek ekkor is, ha a miveleteket blokkokra bom-
tott métrixokkal végezailk, Ha tehit e hipermirixoket alkal-
nas médon particionildssal blokkokra bontjuk, ugy hogy & blok-
Yok k6zott & miveletek elvégeznetSk legyenek, skkor

hape|mrtin A2tho
b+ B dpp t B
ypo|miBnthele et

boy By *dop B Ay Bpp &

ay
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66 1-3 1
3412 3
32115
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|

PR

akkor:

vagy a miveleteket blokkokra elvégezve:

Szorozzuk Sssze a két mitrixot:
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14 16 6 -2 -4

4 9 3 e
=f1 2 o 2 ¢
0 -4 -8 4 12

16 -9 =5 6 15

Végezziik el a szorzdst blokkokra bontott métrixazel:

4 3 o[z 3 1 e 18 10
A11§11= 3 2-1llo 2 2|=]5 12 4
lz 1-2]f1 1 3 l2 6 -2
E= (TR 6 -2 o4
f2Bn = |22 3 |55 g=[:9 -3 2
-1 4 12 -4 2

[3-4

i 0 -4

L=3 -a.

-5 o

= 05

5 10,

dpp By =

401 Bpp
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Végesziik el ez Gsszesddsokat és dlliteuk Gssze az eredmény—
nmatrizot, vegyis:

[h1 30 + 412 31 &y Bip + dyp By
|21 211 * dop By Ay Byp + App Bop

I
I
"

Példdnkcbsn tehdt:

8 18 10 6 -2 =4 3 -4] o
5 12 4]+ 931 o-4)1 410 5
2 -

3

6 -2 12 -4 2, 3 -4 510,

3-1 0 -6 3], [1o25
18 -6 8 =9 5 15 20

I
%
T

e

4 3 30 1
= w2 92 5
0 -4 -8 4 12
6 -9 -5 6 15

Ternészetesen a blokkok kizotti miveletek csak kompatibilis
blokkokkal végezhetdk,

2.2.10. Yektorok és mitrizok linedris kombindciéja

A% ks
+ » & "n" komponensii vektorokbSl slkotott kygy + kpmy + sev
tkpay Kifeloadst e vektorok linedris kombindcisjinak neves-
iy

)k, skaldrokrél és &z g), &g -

Kikotéslnk csupin ennyi, hogy "p" természetes szdm legyen. T

szerint a ks is linedris kombindcié. iz a legegyszeriibb li-
nedris kombindcis, smikor egy vektort szorsunk meg skalirral.
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Tlyen formén viszont egy vektor is felfoghaté linedris kom-
bindciéként, hiszen ha k = 1, ekkor:

la

A skaldrszorzgk eléjele szerint beszélink pozitiv, mega-
1y, nempozitiv s memhegativ linedris kombindeidkrél. Azo-
kat'a nemnegativ linedris kombindcidkat, smelyekben s skaldr-
szorzdk sszege 1, ezez:

b3
T k=1, konvex limesris kombindeiénak nevesaik, pl:
=1

k=03 k=04 k=03 és
k1+k2+k}=0,3¢0.400,3= 1.

Linedrie kombindciéval talilkozunk skkor is, smikor mit- -
rixot veltorral szorzunk.

4z Ax vegy yT A  szorzat ugyanis nem més, mint o

métrix vektorainak és & vektor komponenseinek linedris kom-
bindcisje, hiszen mint ismeretes:

AZ =X 4 a4 eee +axy , illetve:

x =
+eee *ypan

A=yl v

Tlyen jellegii feladatok megolddsira gyskran keriil sor e
mezdgazdaségban, PEldddl amikor takerménysdazot £11itunic
sssze, & beltartelmi tdblézatot /métrixot/ szorozsuk & ta-
karminyedaggsl /vektorrsl/ és megkapjuk sz sdeg beltartalmi
értékeit, Hasonldképpen, emikor munkaerd mérlegeket, vagy
gépi munkemérlegeket készitiink, s kiilonbozd termékek fajla- .
o5 munkaerd, vagy gépi munkeigényét tertelmazd téblizatot
smétrixot/ szorozzuk a termelési szerkezet vektordval, s meg-
kapjuk, hogy az adott termelési sserkezet megvslésitdsa ha-
vonként mennyi munkensp, illetve gépi milszakszilkséglettel
Jér.

4 vektorok linedris kombindcidjihoz hasonléan értelmesziik
a métrixok linedris kombinicicjat.

Ha ez men tipusd by hpr wee s By mEETINOK 63
e ky, Ky wee s Ky skaldrokbsl

slkotott kg + Eplp + eer +IGA B
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kifejesést tekintjilk, mitrixok linedris kombindeidjét &lli-
tottuk el6. Ha 4 kvadretikus mitrix, akkor ez

- igd?

linedris Xombindeilt az 4 métrix m-ed fokd polinomjénak ne-
vesziik, ahol kg, Ky, kp, sessky skalérok és

k40
PE1846L: £/ =B %64 a2"

o 1 2
£ /8 = koa® 4 ka4 pa? v

&z 4 mitrix mésodfokd polinomja.

A linedris kombindciét ternészetesen csak azomos elemszémd
vektorok, illetve azonos tipusi mitrixokkal alkothatunk.

Tekintve, hogy skaldrok birmely valés értéket felvehetnek,
az tsezes linedris kombindcik halmasa végtelen halmaz.

2.2.11. Tovibbi specidlis mitrixok
Nilpotens métrix

e ven olyan m> o egéss szémi kitevs, hogy
adott mébrizot nilpotens mdtriznak nevezsik.

Vizsgdljuk meg, hinyadik hatvény sd zérusmitrixot, ha:

P =0, 8z

00 0 0
4000
A=
6300
5. 2 50
000 0] [ooogd 0000
4000 (2000 0000
h=AA= =
=N 6300 6300 |12000
5250 [5250] [381500
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0000 0.0 0 0 0 0 0 0
peiad| 0000 |#000 fooo0o
12 0 0 0 6300 0 0 0 0
3815 0 0O 525 0 60 0 0 0
000 0O 0 0 0 0 0 00 0
0000 4 000 00 0 0
“loooo| [6300f Joooo
60 0 0 0 525 90 000 0

fTehét &z adott példéban;
Aszimptotikusen nilpotens mésrix

Ho velemely A2 0 mhtrizre femndll sz 1% 4<1%

reldcid, vagyls ha e mitrix elemeinek Gsszege minden oszlopbsn
1-nél kisebb, sz sdott mérixot sszimptotikusan nilpotens mit-
rimak nevessiik.

Ba ast is jelenti, hogy positiv egész szémi m kitevii no-
velésével sz A™ hatviny e zérusmétrizhoz kbzeledik,

Tegyen sdva az:

0,4 0,3 0,4
=01 0,3 02
0,2 0,2 0,2

métrix. Képezzitk ez 1™ A szorzatot, azez

0.4 0,3 0,4
[1, 1, 1] 01 0,3 0,2 [c,'/ s 0y8ks o,a]
0,2 0,2 0,2

"4
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Tehdt fenndll, hogy:

é=[o,7 0,8 o.s]<[1, 1, 1]

lost képezzilk az 4 mdtrix hatvdnyait:

0,4 0,3 0,4] [0,40,30,4| [0,27 0,29 0,30

#£=]01 03 o2 |0103002[=|011 0,16 0,11
02 oz 02| |o20202| [0 016 06
0,21 0,29 0,30|[0,4 0,3 0,4] [0,297 0,228 0,226

=011 0,6 0,11]|0,10,30,2|=]0,082 0,203 0,098

0,14 0,16 0,16][0,2 0,2 0,2| |0,204 0,222 0,120

Idtjuk, hogy A > a2 17
kitevs tovibbl novelése
zeledik.

llengrizhetjik, hogy & hetvény-
n mitrizunk & sérusndtrixhos ko-

Ninkowski - Leontief-féle mitrix

He A sssimptotikusen nilpotens métrix, skkor &z & = 4
mitrix linkowski - leontief-féle mitrix. 4z ilyen mitrix die-
gondlis elemei positivek, a t5bbi elem pedig nem pozitiv. Pl.:

0,1 0,3 0,2] [0,9 -0,3 -0,2
0,4 0,1 0,3[=|-0,4 0,9 -0,3
0,2 0,4 0,4] |-0,2 -0,4 0,6

Sztochasztikus mitrix

Ha A nemnegativ, tehdt:

65 eleget tesz az:

kovetelnénynek, ekkor ezt sztochesztikus métrimek nevez-
sk,
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0,3 0,6 0,1]
a=lo 04 06
0,5 0,5 0

sztochesztikus métrix, hiszen

03 06 o1 [1] [¥
al=lo 04 o6 [1]= ]2
05 05 0 | |1 |t

Hasonléképpen:
0.2 0,3 03] [¥ 1
i1=|06 03 01| 2]« |2
o2 06 o2 1] [z

2.2.12, (Ceometriai értelnesés és dbrizolhetésdz

42 1 elemil vektorok, vagyis & skaldrok szémegyemesen db
rézolhaték. Vegyink fel o suémegysnesen egy tetszileges O
kezdGpontot. VAlesszunk egy egységuyi szcksszt a 0 ponttél
kiindulve jobbre /ez megdllapodds/ mérjik fel a saimegyenes-
e, 4 szekess végpontjénoz egy egyeleml egysigvekbort Ten-
aelumk, vegyis l-et, vebdt:

g =3~

F2t o sskasat ismébelten felmérve o szimegyenesen, o ko-
post végpontokhioz irjuk o ternészetes szdmokat /skeliroket,
egvelemi vektorokst/:
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4 ternészetes szdmokat igy kétféle médon szemléltethet-
Jiik. Fgyrészt s szdmegyenmes meghutirozott pontjeival, mis=
Tésat szokkel az egyemes szskeszokkal, amelyek kezddpontia
0, végpontia pedis s o pont, emelshe: a megfeleld szdm ven
rva. |

4 szénegyenesen szemléltethetjik & természetes szdmokkal
végzett miveleteket is. PELAZNL 2 + 4~ot s _szémegyemesen ugy
szemléltetjik, hogy & 0 pontbél kiindulva felmérjik a 2-nek
megfelels szakasst, majd ennek végpontjdbél a 4~et veprezen-
416 szakaszt.

& mésodik szakasz végpontjs adfa az evedményt.

nnyil beldtni, hogy mz bsssesddssal ellentétes milvele-
4ot & kivonist ugy végeszilk, hogy = kisebbitendst a O kezds-
pontt6l kiindulva felmérjik a ssdmegyenesre, s emnek végponi-
55061 kiindulva, ellenkesd irdnyben feluérjik a suimegyemes-

e Yo & kivonsnddt reprezenidld szekaszt, melynek végpontjdban
kepjuk ez erednényt, PELA&HL 5 - 3 & kbvetkezd:

3
- «—
5
=
et ——t—
g 1 2 3 &4 5 6
st
N 5-3

Ha & kivonsndé negyobb o kisevbitendénél, ez evedmény s O
ponttél belra esik, Pl.: 2 - 5t
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Az eredményt cegk akkor tudjuk leolvsoni, ka a szdme-
gyenest o O pontt6l belre meghosszabbitjuk, s erre az ol
dalra is ismtelten feluérjiik ez ogységnyi szekeszt, 4o
igy kepott pontokhoz & =1, =2, =3 ... szdmokat Tendel-
Jilk. Host mér dbrizolni tudjuk & 2 - 5 miveletet:

4 =3 =2 -1 0 1 2 3 4

4z lgy elkészitott sadnegyenesen az sszes terngszctes
szémok fbrdzolhaték és a sadnegyenes pontjei és e ternénze
o8 spénok kUpdtt kolosondb 87 EevErERTHT TertTTEoTE T8
TesTthets, vagvis ninden tevnésustes sadmak meglelel & &

Sgvenes egy és cackis egy pomtje, illetve e szdmegyeres min-
den pontjdnak megfelel egy é5 osekis egy természetos szim.

: eevségvek-

4zt sem nehés megértent, hogy hs e, egveler
tor, azez:

5= [
ennek nyijtdsival, msugoritésdvel bejirhetjuk ez egész szdme-
gyenest. Ha ugyenis e = [1] és ezt k szorzdsrs nydjtjuk,

akkor a  k megfelels © megvilasztdsdval & sudmegyenos' bir-
mely pontjst megksphetjuk /bérmely természetes szdmat/.

He pélo&dl k = 3, skkor kej = 3-1=3.
Iis k = -0,75, akkor ke, = -0,75-1 = -0,75
48 igy tovdbb.

Felvehetink a szimegyenesen birmely mis egyelemii vektort is
69 ezzel is bejirhatjuk a szdmegzyenest.

He péladdl g = [5]és k= 2, skkor kg = 2+5 = 10
He k= ~0,5, ekkor ka = -0,5¢5 = -2,5, stb.
Ee b=-3 és k=2 akkor ki =2 /-3/ = =6,
vegy k= =3 esetén kb= -3 /-3/ =9, sib.
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Hegonléképpen epyérielnil Ss kilestnus megPeleltctés 1é-
tesTtheto ¢ kstelent vektorok €s o sik pontjel kizott. Fet
Terdkezbpd [vagy Terdesadgl/ Foordinita-rendszerben tudjuk
&brdzolni, Abrizoljunk néhény kételemi vektort:

*-[3 3]

[

e

—6=5-4-3 -2 -],

s

-[1, g

KStelenil vektorok dbrézolisa
8. &bra
] : T &z
Tew nehéz beldtni, hogy az gy = 1, 0 éa g5 = 0, 1

kételenl egységvektorok myijtdséval, zaugoritdsival és Yssze-
addsuickel, bejérhatjuk s koordinita sikot, De bejdrhatnink a

sikot birmely mis nem egy egvemesbe esd kételemil vektorral is,
he ozokat k-, illetve ky-szeresiikre nyijtiuk, illetve zsugo

ritjuk, dsszeadjuk, vagy kivonjuk. Ha péloddl ky = 2 és
, = 3, skkor:

klei\pk22=2[1,]»3[ﬂ 1]- E}],vsnym
g_{ = [2 3:1 6 )= [ ] , alkor
2l + 3% - 2 [2 ] 3 ]:4‘ 2] - [Js. 12].





[image: image91.jpg]- g0-

4 hiromelenii vektoroket hfrom tengelyil térbeli koordind=
ta-reniszerben Tuijuk Zbrézolnil, b KOlosOngs ¢s egyerielud
erreleTtotes TEtetil o ter pontial %o s hiromelenl vekbo-
ok kbz0tt. A hiromelemil cgysévektorok, vagy bimely nen
egysikba_ess hiromelemil vektorok nyijtisdvel, illetve zsugos

ritdsival és Ssszeaddsval bejirhatjuk a hiromdimenzids te-
ret.

4 négy 68 ennél t3bb komponensii vektorokab nem tudjuk sb-
régoTil, % geonstrial AGrazolhatisie azonban nem Telteicle
% vekiorok Istesésének és amnak, hogy azokkal miveleteket
tudjunk végeeni. iu n kowponensil vekioroke! ugy ognatiuk
£e1° az e10bbi egysseri és 4brazolhaté esetekbol dlfaldno-
5itva - mint n_dimensi¢s térven gbrizolhaté vektorokat.

Hiromnsl nem 6bb komponensii vektorokkal végsett miveletek
is szemléltetnetok. iz egyszoriséy kedvéért vilssezuk a kbe-
Lenii vekborokat.

fbrézoljuk az & + b miveletet, ha & Iz, z]T és b=
<[4 1], skxor & + b= [6, 4] /9. dvra/s

Vektorok Ssszeaddsa
9. &bra
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2 8 és b vektor Usssesst e kovetkezd médon definidljuk:
Vegyiik fel @ b=t ugy, hozy kezdbpontja ez a végpontjdval a-
zonos legyen, Az 4 kesddpontjdbél s b végpontjdba vezetd

vekbort sz & és b vektorok sszegénel mondjuk és g + bmvel

Jexs1jik,

45 bssgeget eredémek, oz Ussseg tagjelt Sssmetevémek és
& vektorok definicié szerinti elhelyezését a veltorok egymés-
hos fizésének mondjuk.

4 vektorokat hosszuk és irdnyuk szabja meg, s parhuzamo-
san eltolhaték. 4 vektorok szabad eltolhatdsigdbdl kivetke-

21k, hogy ez Gsszegre adott definicidnk s ket vektor Sseze-
g6t egyértelntien hatdrozza meg /10. 4bra/. Ha tehst:

/3 /9, ' exkor a+b.

akkor ; +b és

I

arb= [51*“1- 52%]

10. bra: Vektorok tsszeaddsa
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42 dbrébél az is 1ithaté fés a vektorok szabad eltolhato-
sdgdvol kovetkezik/, hogy az bsszeadandd yektorokkel, mint
B kel Jesetlog elfsjulé/ perelellogramdt szerig 2ihe-
e Re1 oz is kitgnik, hogy as Usszegvekior nem Tige 02
e ongék sorvendjének megvdlasstisiidl, tehdt:

g+b=bre

Jagyis mindegy, hogy 8 bet illessijik a2 g végpontidhoz,

vagy 2 a-t o b vgpontjéhos, ugyanaz 8 orednényt kepjuks

4z Bsszeadds alepjin nem nehéz dbrézolni & vekforok ki~
Lonbaégét sem. Legven: e

'—gt.E, A]T 6 b [4, 1]

iorégoliuk az adott vektoroket és ez - b Lonbsézet
/1. dvra/.

Vektorok killonbsége
11, ébra
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A kivondst most ugy végestilk, hogy az a végpontjshoz il-
lesztettik a b vektort ellemkez§ irdnyban.

Végiil dbrdzoljuk a vektorok skaldrral vald szorzdsdt. Le-
gyen:

a=[2,1]; k=2

s &brdzoljuk a k a szorzatot /12. sbra/.

05 1.2 3
12, dbre: Vektor sgorzdsa skalirral

Abrézoljuk még sz gy = [2, 3], 8, = [3, 1] vektorok, va-

lamint @ k =2, k=3 skaldrok kja) +kpa, linséris
kombindcidjdt A3. dbra/:

13. dbra: Linedris kombindeid

8 + ke,

i

P snaowb

0123456789bN1213
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2. FRgerEn
LINEARIS THR
3.1. Az n-elemii vekforok linedris tere

livel egy vektor komponensei végtelen sok valds szémérté-
ket,_felvehetnek, végtelen sok n-komponensii yektor ven. Esze:
rint tehdt az n-komponensii vektorok Ssszessége végtelen hal-
maz.

4z el6bbickben 14ttuk azt is,hogy a szémegyenest az egy
elemii vektorok terének neveshetjik. Magdt s tér kifejesést
Iépletes drtelemben haszniljuk, hiszen az egy komponensti vek-
forok tere valdjdban egy egvenss /egrdimensie iér/, ml ason-
ben mindig a tér kifejezést fogjuk haszndlni, amikor azomos
elemazdmi vektorok tsszességérol van szé. Ennek megfelelfen
a két elemii vektorok tere a sik, a hirom elemil vektorok tere
a hiromdimensiés tér, e négy elemii vektorok tere a négydimen-
2iés tér és igy tovdbb, az m-elemil vektorok tere az n-dimen-
2ids t6r. Az n terméezetesen birmely természetes egész sadm
lehet. Ha n = 1, skkor éppen az 1 elemil vektorok terét, azaz
& szémegyenest kapjuk a térfogalom &1taldnositdsaként.

4z _Ssszes n-elemi vektorok egy végtelen haluazt slkotnak.
Jel5ljik ezt e halmazt I-el, illetve ha azt is fel kivénjuk
tiintetni, hogy e halmas az n-komponensil vektorok halmaza, ak-
kor az l-jelslést hmszndljuk..

Ii a tovébbiskban egy specidlis halmazzal a linedris tér-
rel fogunk foglelkozni, liagit a linedris teret nehés elkép-
Zolni, hiszen magdt a tér fogalmat is legfeljebb csak hirom
dimenzidig tuajuk elképzelni ¢s geometriailag sbrézolni, a
héroms] $6bb dimenzids teret nem tudjuk szemléltetni, A li-
nedris tér kifejezést tehdt képletes értelemben haszndljuk
6s a kovetkesdk szerint definidljuk:

Az T halmazt linedris térnek neversik, ha elemei s kbvet
kezS Toltételeket teljesitik:

a./ 4z 1 slemet kizott 6rtelnesve ven ex Gsspeadds és s
skaldrral val$ szorzds mivelete.

He tenét gy és 3, vektorok n-komponensii vektorok, akkor
azok elemei az I halmaznak, azes:

s€L, és bEL,

5 ekkor e vektorok ssszege és bdrmely n-komponensii vektorok
Saszege, illetve adott n-komponensii vektor birmely skaldrral
valé mzbraata szintén n-komponensi vektort eredmsnyez, azaz
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olyan vektort, smely szintén eleme az ILj-nek, vagyis ha
8€1, és DEL, , akkor:
&+ bEL » 6o ha:
2€1, és x skaldr, skkor ax = xa €I, vagy mdsként
Jelolve:
8, bET,=>a + bEL,
a€l, =>xmbl.

4 fentickbGl ez is kivetkesik, hogy az elemeinek bhr-
mely linefris kombindciéja szintén eleme " az L halmaz-
nek, azaz:

o B €T =Ty + Koy + ee + HE Ly

ltindezeket az e1636 fejezetben is megismertik.

21 80 -

b./ Az elfbbi két miveletre érvényes s kommutabivitds
a2z asszocla = 65 a disztributivitds torvénye.

Eszerint hs tetszglegesen kivdlasstott vektorok n-kompom
nensiiek, tehdt I - ek, ezas:

2 b, c€L,

akkor azokra vonatkozdan érvényesek az aldbbi torvényszerii-
ségek:

2+
kommutativités
Ja+b/+o=a+ b+l ,
Tarra n = fial asszociativitds
/x+v/a=3a T
disztributivitds

x/a+b/=xa+
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c./ 4z I helmaznek van nulla eleme, &z nekomponensii
2érusvekior, amelyre iges, hogy ezt az L halmaz

bérnely eleméhes adjuk, ast vAltozatlanul hagyja,
azaz ha:

2€L, akkor s+0=g
4./ Ha 8z g€1L, halmaznak, skkor igaz, hogy

lrg=a-l=3g

“lra=g-/-1/=-a 68

12+ /-l/a =0

4 fentiekben megfogelmazott négy feltétel teljesiilése e-
soti Tohdt o haTnast TTReieTa Heret mevesaTle ApatntrSy. négy fol-
TETelT Terndsuetesen nem csak Vekiorok, de mATTiok is tel-
Jesithetik, igy nem csak a_ vekforokkel, de a mitrizokkal

kapesolatben 1s beszélink linedris t4rrél.

3.2. Az altér fogalms

42 T linedris téren belil mindig 1étezik egy résshalmaz,
amely " & linedris térre vonatkozd mégy feltételt teljesi-
ti. Bz a részhelmer az Ly altere. Ha az L térbol kivélasst-
Juk az:

815 8pr eees B
vektorokat, ekkor e vektorok ssses lehetséges:
38y + Xplp +eee b XA

linedris kombinici6i /ehol x;, Xp ..., X, velds szdmok/

82 n-elemil vektorok végtelen halmazdt jelenbik. Ezt a hal-
mast Li-el jelsljik 6s az L alterének novessilk. 4z L tar-

relnezza @ zérusvektort is, hisgen ha ¥jsmps ... = Xy = O,

810 +.8,0 + 4ee + 8,0

Iz_/emikor minden skelérszorsé zérus/, a zérusvektor trivi-
41is e16411itdsinak médja.

Ternéezetesen sz 1) altér résshalmaza az I linedris tér-
nek, azaz:
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WL, de 4L, é8 I 40
/ehol O az egyetlen nullvektorbél 4116 zérusaltér/, akkor
a3 Igtas 1y valdal elteréuok nevezzik. 4 sérusaltér és meze
az L linedris tér nem valédi altér. iz 1) sltér Smmega is
linedris tér.

figy p - g tipusd 4 métrix oszlopvektorainek Ssszes lined-

ris kombindoiéi az Ty linedris tér alterét &111tjék els, mig
orvektoreinak Gagses linesris kombinfeiéi az Lq linedris al-

terét, Beszéliink tehdt az oszlopvektorok, illetve a sorvekto-
rok 4ltal gonerdlt altérrél. Az elsbbit Az A mitrix oczlopvek-
torterének, az UL Pedls az A mitrix sorvektorterének me-
vezzilk, Ha példddl:
5 3 0=2
1|65 4 8| akkor es:
izsa
3 3 Fe
=|6|, ap=|5], B
3 2 1

vektorok oszlopvektorteret, az ¢
[5: 3, 0, =2]
2] = [6, 5,4, 8]
o] = [Baysy, 21

veltorok pedig sorvektorserst slkotnak.

3.3. Vektorok linedris figgetlensége, fiiggSadge

N&r iemerdilk, BOEY 87 81, 8p +ers 8 n-kompomensil vek=
$OTOKBS1 €5 a2 X, Xpy -e-, X, SkalirokbSl /tetsailegesen
megvélasstott valés szdmokbol/ képsett:

Xy8) F gy +oeee + X8
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kifejezés 4ltal meghatirozott vektort
nedris kombindcidjénsk nevesziik. kivel

2z adott vektorok 1i-

Oa; + 0y + ooe + Ogy = 0

igy az Gsszes lehetséges linedris kombindeifk kbott a mérus-
vektor mindig szerepel. iz egyben azt is jelenti, hogy as:

T8+ Xply + e + T = O
vektoregyenletnek mindig ven megoldésa. Au:
X=Xy == =0

megolddst /amikor a skeldrszorzdk mindegyike zérus/ triviée
1is megolddsnsk mevezzilk, Ha az:

Ty8) + Tplp ¢ eer + X8y = 0
egyenletnek csakis trividlis megolddsa 1éteik, akkor az:

a

21 E

oo gy

vektorokat linefrisen figgetlen vektoroknsk mevezsilk. [l
Tenkesd ssetben IImeRrToun FUFEE vektorokrsl besséitnk. Sro-
ks azt mnﬂsnl,ﬁ_ﬁﬁ_'ﬂugy az adott vektorok Tinedrisan filggetlen,
vagy linedrisan fliggs rendszert alkotnak. Legyemek:

2 -1 0
o IR B 2
. -1 4

Linedrisan fiiggetlenek-e sz adott vektorok? Képezzik az:
T+ gD+ ee =0

vektoregyenletet, vagy réssletesen felirva:

2 -1 o] [o
|3+ w| 4+ z| 2|=|0
1 -1 3 o

formit, ami egyértelmi a kovetkesd egyenleirendszerrel:

2x - 3 =0
3x 4y + 28
=y +32
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s ha ezt megoldjuk, kapjuk hogy

X=0,3=0,2=0

tehdt az adott vektorok linedrisan fiiggetlenek.

Linedrisan fiiggetlen vektorok mindig az egységvektorok,
mert a O vektort csak triviilis médon képesek elolliteni; o
vagyis

0Og; + Ogp + 08

vektorok viszont nem linedrissn figgetlen vektorok, hiszen
ezek:

28 = 3b - 4e + 0

linedris kombindcisja zérusvektort eredményez, azaz:

5| EY 2 1
2 3 -3
2 - - =
-1 3 2 4 -2 i
3] 2] Ll
10] -3— [~8T 1] o ‘
FEO % PR R -3 B 5 P -
-2 -6 8 of o ’1
6] Lel [-4 ] Lo \

vagyls ez adott vektorokkal a zérusvektor nem csak trivide
1is médon &11ithatd els, sit az adott esetben nincs is zé-
Tus skeldrszorsénk. Az adott vektorok tehdt linedrisan fiig-
€6 rendszert alkotnsk.

Néhdny tétel a linedrisan figgetlen, illetve fiiggs vekto-
rokkel kepcsolatban:
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./ Linedrisan fggetlen vekborok kosttt a_ zérusvektor
nem sgerepelhet, hiszen ennek nem mulla skalarral
valé szorzata 14 zérusvektort eredménmyes, s lehetde
vé toszi, hogy a mérusvektort akkor is el641litsuk,
he nem minden skaldrszorzé nulla.

b./ A lineirisen filggetlen vekborok birmilyen nem iires
T CHE T T T s S T MR T

&Tkot,

Hs 1 linedrisan fiiggetlen vektorok kizil elveszink k vektort,
ahol k>n, skkor mind a kivilasstott k vektor, mind a vist-
szemaradé -k vektor linedrisen figgetlen remdssert alkot.
Tegvenek a), 85, +++ » & linedrisen fliggetlen vektorok.
Fagyjuk el a) vektort. A maradék 5, G5, -ee , &, VeKtorok
is linedrisan figgetlenek kell hogy legyemek, mert ellenkeas
esstben ceak sz a) vekfor hoszdirdsdval tudndnk linedris kom-
bindciéjuk segitségével a zérusvektort elgdllitani, mégpedi
ugy, ha g vektor egyiitthatéjs x, ¢ O volna. livel azonban az
sdott vektorok a)~$61 g -ig linedrisan figgetlen rendszert

alkotnak, igv X = 0, vagvis:

Xy8) + Ty + aee + Ep8 = 0

Iz viszont ellentmonddshoz vezetne, ha a maradék nem lenne 1i.
nedrisan figgetlen, PEladil:

o

4 3 1
of=3|+ 0|1+ of2f=]0
-2 2 1| |o

linedrisen fiigeetlen vektorok kizil bérmely vektort /vektoro-
kat/ elhagyjuk, e marsdék vekforok szintén linedrisen fiigget-
Llen vektorok, példdil a:

5 1 o
o|1f+ of1]|=|0
2 1| |o

yekctorok caak zérus skelérazoradkksl veretnak sérusvekior-
0z
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./ Iimedrissn velborok legaldbb sz egyik
Sjezhett & THeris Kombinaciojekent

Vegrilk az £, 8ps-+resay Lizedrisan Tiiggd vektorokat, 5z

&zt jelenti, hogy dltaluk a gérusvektor nem csek trividlis
médon &111thaté 16, vagvis as:

X8 + XpEp *+ e * Ny

Kifejesésben nulldtél eltérs egviltthatd /skeldrszorsé/ is ta-
141naté. Tegvilk fel, hogv:

) % 0. Edor agonban:

z

3
R

Vezesstik be a kbvetkesd jelvléseket:

g

.

8) = ¥y + ¥3ly b eee + Ny

vagyls az g vektort kifejestilk a fbbi vektor linesris
KoubindoisThuént. Legvenek adva az:
5 T z )
aol2l, 88| 2. e walT
il A P e 1 R B
3 =3 = -8
veiborok, M
- m-deri=g

a5 adots vekiorok linedrisan fiiggé rendszert elkotnak, s
EBatit 1ezaldbb egy vektor kifejeshetd a tUbbl linedris
kombindcidjaként.

VAlasszuk a tobbi vektor linedris kombindeidjaként kifeje-
zends vektornak a b vektort, beb:
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2= %a-%c+%2  vemis

¢ 2 1
22 Y
b= - -
=" 3|3 9-2*7 0

3 1 -8

tehdt eredményil a b vektort keptuk.

4./ Ha az adott n elemil vektorok koziil az egyik kife-
2shees o tobyt Timeiets FonnindoTesariar. skbre
82 adott vektoro isan TUgES vektorol

legyen adva, hogyv:

A4 baloldsl olyan linedris kombinicié, ahol nem minden ska~
l4rszorzé nulla, ugvenis x) = 1, tehdt az adott vekiorok

linedrisen fiiggs rendszert alkotnak.

3.4, A vektorrendsszer rangja

A vektorok halmazt alkotnak. Az azonos szémf elemet
/koordintdt/ tartalmazé vektorok véges halmasa vektorrend
Bzert alkot. Eazel kapcsolatban fontos szerepe van a rang
definieijdnak.
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getlen veltort tartalmand
155 vekioXhel £1T6 reszhatiana
Vektorrendszer rang-
5 linedrisan figgetlen
borok maxindlis széndt értjik. Fa tehit egy vektorrendszer
gia pl. 6, az azt jelenti, hogy az adobt vektorrendsgerben
iinedrisan’ fiiggetlen vektor vehetd fel, s ebhes & vekiorrend—
er_bdrmely vektordt hozzvéve, mir 6+1 veltor linedrissn
lesz. & rengot r-rel jelgljikk, miszerint r_vektor line-
ggetlen, r+1 vektor mir linedrisen figgd.

4 vektorrendszer renzjdval kapcsolatban bizonyitds nélkiil
:6hdny tétel:

8./ Ea @ vektorrendszer rangja r, akkor a vektorrendszer
bérmely vektore egyértelniien e154111%haté o rendszerbSl tet-
saélegesen kivilasgiott r darsb linedrisen fizgetlen vektor
lineéris kombindcidjeként. /iz egvértelmiség szt jelentl, hogy
kivélasziott linedrisan ?izgetlen vektoroknak osak egyetlen
yan linedris Fombindeldsul anely a kérdéses vekiort e-
18&11itja./

b./ Ha egy vektorrendszerdsl olysn vektors vesgimk el, a-
mely kifejezhet§ a tobbi vektor linedris kombindeidjeként, ak-
or a vektorrendsger rangja viltozatlan marad.

Ziez olyan vektort csatolunk, a-
elforok linedris kombinieisja-
Ja ugyancsak véltozatlan marad.

1y kifejeahets az ered.
Zint, & vektorrendszer ran.

4./ Eaan gy, 25, oo, 3y vekforrendszer vektoral mind
S56s15%hatok by, Do, - 5 By Vekiorok limedris kombindoié-

nt, akkor ez g, g -

» 8y vektorrendszer rangja leg-

o
Tinearfsan Tlg-

szerint n elemii
* sehetiink fel.
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Tlyenek példful az n elemil egyeégvektorek:
: 2
g = [10, 40y 0]

= [tz ®

= el

n-nél £5bb linedrisan fiiggetlen vektort vissont az a elemt
vektorok kozott mem lehet felvenni.

4z n dimensids linedris teret Iy-mel Jeloljuk. Birhogyen
1s vessiink fel as L-ben n linedrisen figgetlen vektort, a-
50k bézledt alkotidk ez Iy-nek. A bdsis alepvets tulajdonsdge,

hogy g tér birmely vektora kifejezhetd a bizis vektorainsk
/az —T‘wﬁmumewn z1sveltoroknal 52¥is kombInAcidjakent,
mégpedig egyértelilion.

Ha teBdt & By, By eees By

22
&

vektorok az I egylk bézist alkotjdk és a o vektor is eleme
@z L-nek, skkor tallhat(k olyan

o e
skaldrok, smelyekre nézve teljesiil a
R

egyenldség, s ezek a skalirok egyértelmiien meghatérozobtak.
403y 5y wesy O Skaldrokat & o vektor koorddntdinak,

mégpedig & By, Dyy +eey by Dézisra vonatkozd koordindtéinek
Bis 55 b, bezisre vonstkozd koordindtéingk

nevess

Bézist elkotnek sz gy, €5, ooy &, CEYBEEVEktoTok is,

amit trividlis bésisnek nevesiink, mivel a koordindték ebben
& bézisban minden kilén szdmités nélkiil rendelkesésinkre &l-
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lenak. Ezek a koordinitdk ugyanis nem misok, mint & kérdéses
vektor komponensei. 4z:

T
e [ul. CTIRN anJ vektornak az:
10 s eer 8, ésiora vonatkosd koordindtdi tebdt az:

®n

a1 8 o

skaldrok. B megdllapitds egvértelmii és konnven ellensrizhets
8zt

8= ayey + 8y +sss +Ae, = B Gssuefiggésael.

Az L linedris térnek mindig ven olyen résshaluazs, amely

somagéban véve is linedris térnek tekinthetS. Az ilyen rész-
halmazt, mint tudjuk, ez L alterének meversik. iz I adott:

10 8o 8

vektorainsk Gsszes lehetséges linedris kombindcisi, azaz az:

B oz R ey

&lakben felirhaté vektorok példdul mindig slteret alkotmak
/xys Xpy e Xy tetszdleges valds szdmok/.
Bebizonyithaté, hogy a definiglt vektorok halmaza eleget

tesz a linedris térrel szemben timasztott kovetelményekmek.
Ha bevezetjik az:

v

z

alakban is felirhaté, ahol 4 egy n- k tipusu matrix, x pedig
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egy tetszés szerinti k elemii vekior. iz Gsszes lehetséges
g_vektorok 41tal meghatérozott alteret az A osslopvekiorai
Zltal generdlt altérnek nevezsik. Jeldljik est az alteret
T'~lel. Azt pedig, hogy ez az L' az 4 oszlopvektorainak li
nedris kombindcisjsként el6al1ithaté g vektorok halmaza, a
ibve tiezképpen szimbolizdljuk:

= {sls = 4z}

4z 17 feltétlentll részhalnaza I -nek, azaz:

ver,

Az 17 dimensi6js megegyexik az A oszlopvektoraibsl alko-
tott /tendt a gemerdld vektorokbél alkotott/ vektorrendsser
rangjdval, ami termésgetesen nem lehet nagyobb menél. Ha ez
T dimenziéja torténetesen valamely n-nél kisebd terméaze-
%es ssdm, akkor az I’ halmazt az L valodi alteréuek nevese

zik, Ha az I dimenzija m, akkor:

e

vagyis au 1 nem val6si elterst alkot. Mint mér imeriik,
1térr6l bessélunk akkor is, ha:

a-0

vagyis amikor I’ egvetlen elembSl 411, & zérusvektorbsl.
Bz esetben:

v+ (o)

szinbélumel jelslink. Bz a gérussltér, amely ugyancsak mem
valédi altér.

3.6. A métrix vengja

Minden mitrixszal kepcsolatban beszélhetiink két specié-
1is gltérrél, mégpedig ez oszlopvektortérrdl és a sorvei-
Tortérrél. A sorvektortér és az oszlopvektortér dimenzisja,
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vagy emi ugyanaz, a sorvekiortér és az oszlopy

Ja bérmely mirtrixra nézve megegyesik. Ext a kizts szdmot me-
Veszilk & mitrix rengjdnek és jeloljik r/A/-val.

Esverint valamely & mitrix rangjén az oszlopvektoraibsl,
faetve ‘sorvektoraibél alkotott vektorrendsser rangdt ért-
Jik.

4 métrix rangjének meghatirosdsdra a késSbbiekben egy
361 kegelhetS szdmitdsi eljdrast mutatunk be, az un. elemi
$éz1atranszfornicit. Elgbb azonban még megismeriedink né-
nény kérdéssel a mAtrixok rangjivel kepesolatban.

4 rang ismeretében a kvadratikus miirixokat kéi caopori-

e gorolhatjuk, mégpediz a szl uléris és a pem-szinguléris
e rt3ein. B opy Eveirstiiis mitrts Tongia K-
5e5h, mint remdje /oszlopainak, illetve orainak szama/, gk
oF & mitrizot ssingulirisnak, ellenkeszd esetben nem-szingu-
$5ak peverslk, A nem-szifgulirls ndfrlmmek Tehat mind az
SssTopvektorat, mind a sorvektorai linedrisen figgetlen rend-
szert alkotnak. A szinguldris métrixoknil ezzel szemben mind
3z oszlopvektorok, mind & sorvektorok rendazere linedrisan

2liggd.

4 métrizok rengjdval keposolatban gyakran témaszkodhabunk
sz aldbbi megéllapiidsokra:

a./ Egy métrix rangjs nem lehe: nagyobd sem oszlopsinak,
sen pedig Sorainak széminil. Egy 5° 3 ‘bipusu mitrix rangja
legfeljedd 3.

b./ A diagondlis métrizok rangja megegyesik a zérustdl
iflénbssé dlagonilis elemek szémdval. Az:

50 00
me[1S 7819 10 métrix rangle 3.
00D 6

gy diegondlis mitrix tendt cesk akkor memszinguldris,
s a diagonslis elemek kos6it nem szerepel mulla.

0./ 4 kvizidiagonslis métrizok rangje egvenld a diago-
n41i8 blokkok ramgjiuek csszegével.

4./ Bey trianguliris métrix skkor és csak akkor szingu-
14ri%, ha diagonilis elemei kozott O is taldlnaté.

o./ iz sgszeg rengje mem lehet nagyobb a tagok rangjd-

nak bsszegénsl, szas:

Ty by et il S 1 Ihgf v Mgl 4 e v T ]
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£./ 4 szorzat rangja nem lehet nagyobb egyik tényezd
rengléndl sem, agaz:

o b/ f omin [r/Ak/]

g./ Faa p-r tipusu A mitrix rangla r ésas r.q
+ipisu B mitrix rengja ugvancsak T, akkor az A B ssorzat
rengja I r, vagvis ha:

Sy

r /A =7 /B =T
/oexl el akkor:

TAY =T

3.7. A métrixok faktorizdcidia
Ha valsmely adobt mitrizot fel tudunk irni as

bty

Goszeriiggéenek megfelelfen két mitrix ssorzateként, akkor
a2 4 mAtrix egy fakiorizicidja 41l eléttink. /Természebe-
e ik T EAv cifyess is ssdubajihot, al agont
ban csak a két tényesore vald felbontésra forditjuk a fi-
gyelmiinket. /

Rérhogy is torténjen egy mitrix faktorizdldsa, e tényesSk
rangja nem lehet kisebb,mint ez _sdott mitrix rangja, EbBGL
az kbvetkenik, hogy az ilyen felbontdsben az elsd tényezd
oczlopvektorainak szdma, ill. a misodik tényezd sorvekiorai-
nek széma legalébb annyi, mint az adobt mitrix rengja. Ha
a7 els tényess osslopvektorainsk szdma és ugyanskior a
mésodik tényezs sorvel inck széma is megegyesik az erede-
1 mibrix rangjdval, ckkor minimilis felbontdsrél beszélink.

egvenldségzel szimboli atd, ahol T =71 [A/

pilis fels

2k a kivetkess bulajionsdgal vame
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vektorei, mind az 4y sorvekioral linedrisen fiiggetlen rend-
szert alkotmak.

b./ 4z b osslopvektoral bizidt alkotyék az 4 osi-
lopvektorterének, az o sorvektorai pedig bdzisdt alkotJdk
ez 4 sorvektorterének.

c./ 4z A, oszlopvektorainsk komponensel az 4 mitTix osz-
lopvektorainak ez Ay Altal meghatérozott bézisra vonatkozd
sordindtdl, az Ay Sorvektom inak komponensel pedig ez 4 sor-
ktorainak az Ay 4ltsl meghatérozott bizisra vonatkozd ko-
ordindtdi.

A minindlis felbontést bézisfaktorizdciének is gzokiuk ne-
yezni, A bézisfaktorizdei6 igen JO1 Bessmiluats a linedris
egyenletrendszerek megolddsdndl.

3.8. Az elemi bézistrenssformfeil

imikor az I, egy adott bézisdbSl egy mdsik bizisba wérink

%, bézistranszforniciérél beszélink. & bézistranssforndeis
ohegvazcribh esete gz, amikor az adott bdzisnak osak az e-
1% vektordt cseréljik ki. G az elemi bdzistrenssformiols,
fiv oviden elemi brenssformdoié.

Legyenek az L, linedris iér bézisvektoral a kovetkesSi:

"ﬂ Al
1ty 5
A ;

Mivel ez @y%; + 8% + 8y%; = Q  csak akkor dl1 femn,

=%y =x3 =0, o5 gy 8 8y vektorok linedrisan

n vektorok, tehdt sz 1, linedris térmek bdzisit

Vélassounk egy tetszélezes gLy vekiort, anol o # 0 és

oseréljiik ki ezzel az elgbbi velktorok valamelyikét /pl. gy-
87 Gay, nogv 8 & 8y &y veksomok is bAzist alkossamdk.
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mivel 8z &;, 8, 3 vektorok linedrisen filggetlen vekto-
ok, tehdt Ly bénisdt alkotjék, a ¢ vektor / g€l / kife-
Jeznets az &), 85, 8, bézisvekiorok linedris kombindeidja
Eént, asas:

L= el * ooy + 038
Mivel ¢ # 0, a ¢ vektamsk legaldbd e? nu11446L kiilonbo-
0.

26 komporense van. Tegviik fel, hogy gy # O. Ekkor viszont

a) kifejeshets & g, 8y, 85 vektorok Tnekria vombtntotsio
ként, azas:

c.
3

-2

LR

Tegyllk fel, hogy x az Ly linedris tér egy tetszSleges vek-
tora, amely kifejezhets az &, 8, 8, bézisvektorok linedris
¥ombindciéjaként, vagvis:

Irjuk most a; helyébe az elsbbi kifejesést, tehdt:

) X + 85T, + 8%y és mmen:

Nost tehdt megkaptuk a tetszbleges x vektor koordindtdlt
&g &, 8, brisvektorokre. Tornészetesen az 8, VagY g vek-
torokat usfenigy kicseréluettik volna & o vektorral, Kiasdest
@ bézistrensatornioit nencoak oy 4 0, dev, A 0, Vagy o3 4 0
esetén is végrehajthatiuk volne, vagyis emnyi kilonbbss mé-

don, shiny 0-t6l kiilonbozg keordindtdja van a g vektornak
az adott bdzisra vonstkozdan.
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Vizsgsljuk meg, hogyen lehet az elemi bézistrensuformém
©16% elvégezni. 4 n GimenaiGs g vektor felivats a:

22008 + Cpfpteeet o8

fornban, ahol & o;-k a3 epyadgvektorok &ltel meghatdro-
béziera vomatkozd koordinitdk, Hs g # O akkor a of
skaldrok kszstt ven nulld$él killonbozé is. Tegyilk fel, hogy
4 0. Bikor viszont g kifejeshetS az elobbi egyenletbsl,

A8 5 +ue » &, vektorrendszer linedrisan figgetlen
rendszert alkot. Ugyanis, he az:

X)8 + Xp8p + e Ty

egvenletnek lemne a trividlistél kilonbizs megolddse is,
akkor 8 ¢ vektoTt az ey, ---, &, Vekborok linedris kombi-

ndctéjaként is e1§ lehetne 41llitani, ami viszont ellentétben
1a'c # 0 feltétellel.

Az el5bbiekbSl kovetkezik, hogy ba 81, 850 eves & CEY
ta%epSleges bézis, skkor ammak feltéiele, hogy az g; bézisvek-

%art kicserélhessik n dimenzids tér tetszbleges ¢ vektordval,
:, Bogy & ¢ vekior i~edik konponense nulldtél kTLombozs le-

& vektorok koordindtdi, ha egyik bizis-

k 447 Legyenek x VEKSor &), Bpresesfy

21y XpseeesXy. Eszerint te-

=bing velktora, szaz ¢ #
=vekiorok segitségével, azaz:

8= 08y + Cpliy +oeae + Syl +oone + Oyl
&=y + ey i ndn
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ahol c; & ¢ vektornak a bizisra vonatkos koordingtdi. Mi-
vel ¢ 4 0, 1g¥ @ o, kozStt van legaldbb egv, amely nem mul-
la. Tegven ez a cy. Ebben az esetben & bdzisvektorok kozil

a2 g, vektor kicserélhets a g vekiorral, Vagyis 1z 81, ).+
45 C +esy 8 vektorok szintén bézisit alkotjdk a linedris

térnek, ugyanis esek lineirisan filggetlen vektorok. A vek-
torcsere feltétele, hogy & ¢ vektornak az gy -Te vonatkozd

koordindtdje o, # O legyen. Mivel o 40, a g vektorra

felirt linedris kombindo1gbSl gy vektort kifejeshetjik,azaz:
1 1

-3 R mhos

1
ol
5 2%

Most 8z 8, értékét az x vektorra felirt egyenletbe behe-
lyettesitve kepjuk, hogy:

X18) + Xplp + eee +

G tnﬁn] ety

x
& =
0 O - T

’l[ﬁ,’_x] -

vagyis az egvenlet jobb oldalén zéréjelben 16v6 egyiibtha-
46k /skalérok/ edjdk az x vektornsk az Gj bizisra vonatkoss
koordindtAit.

&

Ha bevezetjik az:

B . & jelsiést, sz elsbbiek egyszeribben felirhatdk a:

[y oy fay + [xgm Boplay +eeet Be teuet [rmEoyfay

fornéban. Az elmondottakat a'kivetkesd tdblézatos formdban
tudjuk szemléltetni:
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I. IL.

Régi _ Tetsadleges X Ui, TetssSleges
vésis & régi koord. vizis € x uj koord.
8 ), 0 m-dey
Bl & 0t i
-y G0 1 xedop
] % o mply

I4tjuk, hogy mivel g vektort bevontuk a bAzisba az gy
vektor helyett, megvéltoztak a ¢ vektor koordindtdl, vagvis
& régl koordindték helyére az g, egységvektor koordindtdi
léptek. Ugvanis a ¢ vektort az uj bdzis vektoraibél a:

£ = 08y + 08y + «ou'+ Oy + 1e + Ogeyy + 08y

formiban tudjuk elfillitani. Az I. tébldzat tehdt a g,
x vektoroknak a »égi bézisra vonatkozd koordindtdit, a IL.

T&blézat pedig az uj bézisra vonatkozé koordinitdit tinte-
1 fel.

4 oy koordintit, emely jelsl, hogy a g vektort melyik

bézisvektor helyére vontdk be, generdl¢ elemnek nevessiik.

Do bouk Avl16es] Filonbtsd KobriTadta TORSt: 4 generdls e-

Lemet /xitimtetett szerepét hangsulyosva/ a t&bldzatban beke-
retentiik. ‘

43 elemi bézistramssformécié sordn az x vektor uj koordi-
ngtdlt két lépésben szémitjuk ki.

43 els§ lépésben a generdld elemmel eloszbjuk az yeke
for megtelals koordinitéjdt. Az igy nyert hinvadost&-vel je-
s1tik,

4 kbvetkes§ 1épésben meghetdrozzuk gz x vektor tobbi
koordindtéit, ugy, hogy a régi kooraindtdkbsl rendre levon-
juk an u bazisveksor régi koordindtdinak & -smorosit.
Jmermészetesen, ha 6 =0, vagy ha az uj bézisnak a megfelelf
régt koordindtdda 0, az' I koordinitii nem viltomnak meg./

4 geXoriatien winiis ot egységvektorok 4ltal meghatéro.
sott Bézisbl, as ugyevesett frivilis bdzisbél indulunk ki,
» emek vektorait lépésrSl lépéere cserflflic ki alxaluasan
megvélasztott uj vektorokkal. Legvenek adva az:
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vektorok és legven:

b=xg + 28y + 3y

Cseréljik ki az g), g5 g5 bdzisvektorok valamelyikét és

suénitsuk ki az a; vektorok uj koordintdit. Vonjuk be a bé~
zisba mondjuk az &) vektort és legyen a generdl$ elem a
vektor misodik koordindtdja /a téblézatben bekereteztilk/.

4z g, vektor uj koordinitél x,~&c, alapjén a kovetke-
26k:

-39

2-0,5-3=0,5
2-0,5-4=0.

ugvanigy ez g; koordindtdi:

(4
1-2:3=25

3-2-4=-5

65 a b vektornil:

(d’ i s,s)
18,53 =145
19 -8,5-4 = -15,0

Poglaljuk sz adatokat tdblizatba /nyillal jelsljik a bdzis-
cserét/:
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I IL.
Régt ) U '
bésis| 81 82 8312 bizis |22 %2 2312
T T
2. L =5 |
&3 1 &[0 05 51 14,5
«g|E 1 417 —g |1 05 2] 85
!
a5
B4 2 3 slo o -5la5,0
Bevonhatunk a bdzisba egy misik vektort is. Mindegy,
hogy melyiket, de oélszeril lehet ugy vilasstani, hogy kedve-

%6 legyen a generdl$ elem, hogy egysseriibben tudjunk szémol-
ni, Vonjuk be a bdsisba g -at s vilasssuk gemerdlS elemnek

annak harmadik koordindt4Jjét.

.
Régt , ]
bésis|%2 22 5]k bézis
T
8|0 05 -51-145 LY
8|1 05 21 85 8
“eg5f0 0 @;.ls.o —>a5

Megfigyelhetjilk, hogy mivel g,-nél § ._%. 0, 8z 8,

koordindtii new vdltostak,

Bevonhatjuk & bdzisba g -t is. VAlasssuk generdls ele-
mil emnek els§ koordinitd J4t. Skkor a kovetkezst kapjuk:

III. .

Régi ! Ui ]

nisis|%2 22 &2 bizis |22 &1 83,2
T

c-a_loo;c,s -g [0 1 0‘11

&1 05 025 gft o o2

! 1

glo o 113 &0, 0 T3

A 3 esuioniven taldljuk a b velctornak ez uj bézisra vo-

natkoZs koordinitdit, amikoris

m egysigvektort ki-
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cserélilik az g; vektorokkal. A kapott koordindtdk

b= X + X8 + ey

Linedris kombindeié x), X, X, skaldrjai és mint a t&bli-
zetb61 16tJuk, x)=2, x,=1'6s X; = 3. /Vigydeni kell a ska-
Lirok sorrendjére./ Az g;-nek megfelels sorban 16v6 koordind~
te a5 x) skaldr, az 4, sorban taldlhats uz X, skalér és 5
sordban’sz x; skaldr. Begerint:

3 2 1 [6] [2 7l [af
B=2(2[+211)+3] 4| =|4]+|2]+]12|= |27
4 2 3| le| |2 9| |ao
4 trividlis bdzis szerint:
B=1lg +1Tg, +19 gy, vagyis:
1 o o
2= |of + 17 (1] + 13 |of =
0 0 1
far ) 0 I
- of « [27] + | of = [ar
o 0 19 19

Kongven észrevehetjik, hogy a tdblizat belsejében permue
$416 mitrizot kaptunk,me:
unk.

vet dtrendesve, egységmitrirhos ju-

llenatnyilag semmi szeepil mincs,
Enuek slapjén a sgdwisdsoket egy—
tdbldzatokat nem iemételjilk,hanem
¢ irjuic és keresebb munkdval ugyanazon sredmény

b

[ww el

0,5}
2,5}
3

o
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Megjegyessik még a kbyetkesdke!
A vektorok bevondsinak sorrendje kozombis.

Bgy m-n tipusu métrix esetén /mint tudjuk, m a sorok
s2dma, n pedig az oszlopok széuma/:

he m<n, nem tudunk minden oszlopot a bfzisba bevonni,
osak legfeljebb m oszlopot,

ha m = n, akkor amnyi /de legfeljebb m szému/ oszlop
vonhaté a bizisba, ehényszor sikeril a szabad sorokban zé-
Tustél Kilonboz6 gemerdls elemet vélaszteni,

ha m>n, akkor mem tudunk minden sorba uj vektort bee
vonni, mert mines elegends oszlopvektorunk.

3.9. A mfbrix rengjénak meghatirozdsa

4 bézistranszformicié megismerése utdn egyszerilen jutunk
el a métrix rengjdnak meghatérozdsihoz.

Vegviik péladul az:

2 41
A= (21 4] = [51.52.53]
4 23

métrimt és hatdrozzuk meg Tangjét:
Kiindulunk

Miis | 3 5 8
Y 2 4 1
e 2 L A
N 4 2 3

+t4b14zatb6l, majd eldsadr az a), majd az gy, Stb. vekio-
rokat vonjuk be & bézisbe mindadd amig ujabb vektor be

néséra lehetSséglink van vektort tudunk a bizisba b
onni  trividlis b4zisveKEorok helyere, o 52 ado
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Bitoic sange, Végeanik ol o béisoseréket az 106 pont-
21 az elem; dzistranszformiciéval kapcsolatban megismert
szémitdsi eljérds szerint.

Bazis gy

& 2 4 2
- 2 in

e 4 2 3

5 1025

& 10 o0
a o L 9
8 [ .

Minghgron oszlopvektors be tudtuk vonni a bdzisba, tem
hét az adott mAtrix rangja:

/bal=3

4 szémitdsokat most is célszeril az egységvekborok elha
gyéséval, leegyszeriisitett mdon elvégezni, azaz:




[image: image121.jpg]8 % 8| % 238
5 & | 4 1]2 05
8% % 2: I 4 3
83 £ 4 2 3 |- 1
Hatdrozzuk meg az:
1. 5 %
2 =& 82 métrix rangidt.
0 1 -1
P, -2
8 8 & 8 23| %
5 # B 3 1|3 1|-2
5 % 4 6 =2 |E = | 1
& o 2 A |a a2 0
2 2 2 2 |<& =& o

vektort mr mem tudjuk a bézisba bevomni, mert az
e -re vonatkozé koordinitéja nulle, mérpedig mint

tudjuk O-&% nem vélaszthatunk generdld elemmek, tehdt r /A/ =
=2,

Hatérozzuk meg még az:

12 1 a1 2
gu % & B W D
101 -4 2 -3
1 2 5 -4 6

mitrix rangldt.
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2312310101

8y (1 1-4 223 |-1e5 3-5 ] 34

o oo
-

12 5-4 6|0 4~3 4|43 4

4z 8y é8 a5 vektoroket nem tudjuk a bdzisba bevomni sn
81 85 85 vektorok mellé, tehdt a mitrix rangja:

T /A =3

3.10. Bézisfakctorizdeid

4 3.7, pontbél ismerjiik, hogy a mitrizokat tényemSire,
métriZok szorzatéra tudjuk bontani. londottuk, hogy & mini-
nmdlis felbontdst bizistaktorizdoiénsk neveszilk, Az elgbbi
pontban megismert sz&mitdsok alepjén komnyen elvégezhetjilk
& bizistaktorizéciét is.

Vegyilk az e16bb mir megismert:

iz 1L e
y=l2g =
114 2-3
125 -4 6

métrizot, Végezaik el a mitrix rangjdnak meghatdrozisit
egyszeriisités nélkil,

Bdzis

|L°uww
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métrizot:

&

Irjuk fel a bézisba bevont vektorokbél az

1
2
1
b
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4z utols t4blézat alepjén felirhatjuk as:

10 0
E,=|0 1 0
0o 0 1

r oszlopvektorbSl 4116 egységmitrixot, valamint a be nem
vont vektorokmak & lekdtstt sorokra vonatkoz uj koordindté-
i alspjén a:

Tudjuk, hogY 8% 81, 8y 4; linedrisan fiiggetlen vektorok

bizisét alkotjék az oszlopvektorok dltsl generdlt altérnek.
Az A mitrix minden oszlopa feliraatd tehdt mz 4) vektorai-

mak 8, 85 8; limedris kombimfciéjeként, azas:

1 2 1 1 ]
2 3 2 2

ke o
ahnuctly 2wl []:
lz-2 3 3
fa 2 1l [e
22 3 s
1 1 -4 0 T
kT 2 o L2
i 2 % 0 1
% 2 3 1 ola *

101 -4,

T 2.8





[image: image125.jpg]45 4j-et kiemelve:

vagy misként

rétrix a kovetkezSk szerint

e
! "o M
i ! et ol

o o





[image: image126.jpg]225,

Késeitsik el mégegyazer as elébbi mitrix bézistektorizde
©16J4%, de ugy, hogy a vekiorokat me sorba vonjuk be, Alkal-
mashaijuk az sgyszertisitet eljdrdst is, de tudjuk, hogy &
Tézisba bevont yekior helvén egységvekiorok suerepelnek, &~
melyeket az adobt a; vektorral kicseréltiink.

IR LR L
1«1 2|2 41«1 2|1 = 1
Ay 2 3 1 =2 3|1 o 1
1 1 =4 2 =3 |1 5] o
1 2 5 4 6|0 4 3 0
&% 5

0
7

e
1

SRS

ol o
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Vigvdzni kell természetesen a vektorok sorrendjére. Az
osslopvektorok eredeti sorrendjét megkapjuk, ha a misodik és

& harmadik oszlopot feloseX

3.11. Kompatibilitds

Ha 52 I, linedris tév sgy tetsuSleges b vekiora el6llit-
1at6 82 8), Bpye-es &y Vektorok linedris kombindcidjaként, st
zondjuk, hogy & b vektor kompetibilis az 8y, Hpreees Sy VOk-

sorok &ltel generdlt altérre néuve, vagy mésként a b vektor
tenne Tekszik az g), pyeee & Vektorok Altal generdlt al-

{ér}:ex}. /A kompstibilitds latin szd, UsszeférhetSséget je-
ent.

Ha viezont a Db vektor mem fejeshetS ki az 1, Spseees 8y

vektorok linedris kombiniciéjaként, azt mondjuk, hogy @ b
vekior inkompatibilis az 8;, S,0+--s B Vektorok &lial gemerdlt
altérre nézve.

A bézistranssformicié ismeretében a kompatibilitds problé-
méja egyszeriien eldonthetd. Kiindulunk e trividlis bézisbol
€3°05 8, Spyeee, B VEtorKDA ammyit vessink be ebbe a b~

2isba, amennyit caak lehetséges, A bevont vektorok a kérdéses
linedris térnek bézisdt alkotjak, 5 a szdmitésokbsl leolvas-
haté, hogy & b vektor kifejeshetd-e az adott bdzls segitsé-
gével vegy nemy

Legyen advs az: e
we |5 4
i 8 2 4
.
g, B A [u, 19, 12]
vektor kompatibilis-e az A mitrix oszlopvektorterébens

2éirix 65 vizsgdliuk

A bdzigtranszforndeis sordn megismertekey alkalmasva, az
g vektorokat rendre bevonjuk a bizisbe, ezez:

zéois la) 8, 231B(8 84 b Jaj| b | B
Bale @ 42 4[:1 2|13
|
3 4 1 15 425 502
AL : 5| 3|5
N O cslaolElis |1
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Mivel a szémitdsok szerint:
=2g +38,+a

vagyis & b vektor kifejezhetS az adott bdzisvektorok line-
4ris kombindcidjeként, a b vektor kompatibilis az 5,8p.8;

vektorok dltal gemerilt altérre nézve. Ez ast is jelenti,hogy
8L & mAtrix oszlopvektorai linerisan figgetlenck és hogy

/4= 3.

Csbkkentaik most a b vektor harmadik elemét S-tel, vagy-
is vizsgdljuk meg, hogy a:

.
b [11, 19, 7]

vektor kompatibilis-e az A métrix oszlopvektorterében.

Bdzis | = &3 ‘11 8 [ 3
T

88 2 4 : 1 (-2 1

8 & 3 =15 |=25 =4

& |a -4 45| 5|0

4 b vektor most is kompatibilis az 4 métrix oszlopvektor~
terére néuve. lNost szomban a b Vektor az &), &, Vektor-
ral is kifejezhets:

b 5g it
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4. FRJEZET

Linedris egyenletrendszerek megolddsa és mdirixok
inverzisia

4.1. Lineiris egyenletrendsserek

A8 x), X,y eeey X, Lameretlensket tartalmasé

8))%) + 81p%p * eee + AT =By
8gyX) + 8ppTy + ue ¥ Byxy = by

BTy + BppTy + eee +ApTy = by

egyenletek halnagét elsSfoki vagy linedris egyemleirend-
ernek nevessiik. § nalnaz 3 Saém & 'E*I—rre”ﬁm—.n it tarta;
‘#zému ismeretlennel, ahol az & —eRyltthatok /az elsd index
& sor, a misodik az oulepxndlxj valds -z@g .

Az agy egyiitthatlk ez

413 81 eee By

85 855 +ee By

métriz, 8z %y /3 = 1,2, +e0y 0/ Lameretlenck az

oy 5. B

58 by /1=1,2, oo, 0/ egyutthaté a
[g byy Byy eees b,

ktor formiban is felirhatdk, azas egfenletrendsserink
roviden az

-1

forméval is jelolhetd, hiszen
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azaz
Ay +agm, + oo + o] [0
)T + Bpp¥p * eee + ATy [P

IO

Pelirhaté még egyenletrendszerink az

8)%) + BgFp * eee BT, =
vektoregyenletként is.

Abban az esetben, ha n = m, vagyls ha az immeretlenek
szdna megegyezeik az egyenletek szdméval, azaz ha az A
mdbrix /dgynevezett egylitthatindtrix/ kvadratikus, ekFor
&3 ogyenlstrendazer re uldris, ellenkesd esetben irregulé-
zis.

Ha & by, byyeee by mindegyike nulls, vagyis b =
akkor az sgyenletrendszert homogémnek, ha pedig & by
/i =1, 2,00., W ksl legaldbb egy nem nulla, vagyis
b # 0, az egyenletrendszert inhomogémnek neverziik.

4.2. & linedris egyenletrendszer megolddsa

Vizsgdljuk meg elsztr e linedris egyenletrendszer meg-
olddsdt dltaldnosan. Bgy linedris egyenletrendszert megolda-
7l annyit jelent, mint meghatdrozni mindezokat ez x vekto-
Fokat, emelyek kielégitik az A x = b Gsszefiggést. A meg-
oldés’ szlikséges &s elégséges Teltétele, hogy a b vektor
benne rekiidjék az A mirix oszlopvektorterdben, vagyls &
¥vektor kompatibilis legyen az A mitrix osslopvektor-

erére nézve.
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bonthatd az A métrix, valamint az [, D | nétFix szorzatéra
azez =L 2 i

A métrix faktorisdeisjdndl la’ttukE ogy az A métrix fel-

és tudjuk, hogy az A) a bézisba bevont vektorokbol alko-
tott métrix, az B, 8z r ssém kicserslt vektor helyéve
kerl6 egységvektorokbl alkotott egységndtrix, D pedig
a bézisosersbe be nem vont vektorok &j koordint&ibsl
alkotott mitrix, amely vektoroknl csak a felhasandlt
sorok koordindtélt vesssilk figyelembe.

Tegylik fel, hogy az

Axz=D

sgyenletrendszernél a b vektor kompatibilis az A osslop-
Vektorterére nérve, auaz az sgyenlsirendsser megoldhare.
Legyen az A mitrix rangja r, asaz r/i/ = r. Ekkor viszont
&z A métrix faktorizdlhaté az

Ae by [En DJ
Bsszefliggés alapjdn, amibSl viszont as kovetkesik, hogy
bedpd

ehol a 4 komponensei a b vektornak az A; métrix éltal meg-
hatérosott bézisra vonatkozd koordindtélt tartalmazzdk.
Ha ugyenis b kompatibilis, akkor felirhaté r sadmu 1i-

nedrisan fiiggeTlen vektor linedris kombindeidjaként, va-
gyis telirhaté as 4) métrix osslopvektorainak lineiris

kombindciéjaként, hissen mint tudjuk, az Aj éppen T line-
érisen fiiggetlen oszlopvektorbél &ll.

A fentiek alapjén az

4z=1
tsszetliggés kifejezhets az
4 l—%,. 11] =2
4d=2
formiléval, vegyis i E}" 2]5 s ddinsty

és az
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opak akkor teljesil, ha

E,‘. pla-2

Képonsilk most as x veEtornak as A métrix linedris fig
getlen oszlopvektoraira vonatkozd ordindtdibél 'QL{ 8
e O onponensébbl — 8% Ky = [X» Tps eeer B VOE™

tart, azas ap ugynevesett kiUt idReretlenek vektordt, &
i5bbi n - x = 8 komponensbSL pedi 8% Iy = [ry1» Xri2?

sons x; vektort, azaz a szabad ismeretlenek vektordt.
E sgerint az x vektort a kovetkezSképpen particiondl-

tulecr
9
£

Ekkor viszont &z

folirhaté az

[5-2]? SEE D5 EtDE-E
=

=

forméban, smi szerint vissont

5 =8-2

o ozt & formét az egyenletrendsuer dltaldnos mego
nak szoks nevesn omponensel &

meretlenek, az x, komponensel a ssabad ismeretlenek. A
L5ttt Lsmeretlonok szima megegyesik a métrix rangjdval,

O vad lameretlenek szdna pedig az egyenletrendazer
o e adford: adja $s oz az iseretlenck széndnak &3 &

rangnak a kulsnbssgével egyenl:

S

s=n-r

A sgabad Lemeretlensk - azas az X, Vektor - tetssSlege-
en vélasgthaték a kStott lmeretlenek X, vektor - viszont
figg att6l, hogy a ssabad imeretlenck értékét hogyen
vélasztjuk meg.

Az egyenletrendszer megolddsa tehdt mumerikus szempont=
061 agusina D és & d konkrét meghatérodsdt jelentl, ami

203,10, pont alapjén komnyen elvégezhets.
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Tsmeretes elSttink, hogy az
y=ax
egyenletbSl az x kifejezhets az

x,%

formdban, Bz viszont egyensrtéki az
x=y.%

kifejezéssel, vagyls mindegy, ha "a"-val osstunk, vagy
annak reciprokéval szorzunk.

Ismeretes az is, hogy ha valamely szdmot reciprokéval
megszorsunk, eredményil 1-et kapunk, azaz

1
K0 > ¢
4z L ssénot ag "an inversének is nevesik ds jelolésére
hesondljuk ez a™> saimbéluzot is.

Kvadratikus mitrixok esetén is beszélhetlink inversrél,
43 ezt /ha ¥tezik/ az

e

szimbSlumal jelBljlik. Ha az A métrizot inverzével szoroz-
zuk, egységmétrizot kapunk ersaményil, ezaz

WAL o T

™

vagyis pégysetes A mébrix inverzén egy olysn n-sdrendd
métrizof Srtink, amelynok ag A-val alkotott szor:

8% n-ed Tendl efysiamstrizot adja

Ha az A kvadratikus mitrix §s van inverse, akkor az

ix=2

egyenlet az invermndtrixz ismeretében az
Ly

z= 4

forndban is felirhaté. Az invers mitrix
baté linedris egyenleirendsnerek megoldissn
8%_egyenletrendszerek megoldasat suimsuerd pslddk pegftségé-
vel is bemutatjuk, célszerd megismerkedni s mitrixok imver-

téldsdval,
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Tekintsik az
LX-E

seciélis métrizegyenletet, amit réssletesebben felirva

kepjuk, hogy
-y

[:up A e A-’m]'[iv 2 -

4 két métrix akkor egyenlS, ha elemei rendre megegyez-
ok, vagyls. & kovetkesd egyenletrendszert kapjuk

Lzy=g
LT =
bmog

47 egyenletrendszer mindegyik egyenlete n ismeretlent
tartalumaz, az egylttheténdtrix viszont minden egyenletben
ugyanaz, Az egyenleirendszer csak akkor oldhatd meg, ha

27 egységvektorok mindegyike benne van az A mtrix oszlop-
Vektortersben, azaz, ha az egysigvektorok Fompatibilisak

2% & osalopvektortersre nézve. Ez viszont osak akkor tel-
SesT1, ha az A mitrix rangje megegyesik remdjével, r/A/ = T,
Gzag he & mAtrix nesminguldris, Zgy kyadretikus métrix
iehit cesk akicor TnvertAibats T O
Zr1s nilrimmet fiacs inverse.

A4z invers mitrix numerikus meghatérozdse az

AX=E vegy L

1

trizegyenlet megolddsét jelenti. Az els§ esetben & mét-
- jobboldali, a misodik esetben a mAtrix baloldali im-
versérl besaélink.

Szorozauk meg azomban &z

Li=

=

nitrirsgyenletet az X mdbrizszel jobbrél, azaz

YAI=EX

Azonban

B
[T
B

W
e 1
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azonban mivel

azaz & idtrix inversének meghatérozdsAegyértelul, vagyls
akdr a_jobboldell, akér a baloldali inversét szdmitjuk ki

8 pAtrimak, ugyenason IRverzmatrizot kapjuk.

A bézistransaformdcid ismeretében az invers mumerikus
meghatérozds mdr igen egysserf. Inddljunk ki az

LX=E
nétrizegyenletbél, amelyoél keptuk az
ixm=g

z5=

e

I =%

egyenletrendszert, emelyet meg kell oldanunk, és & megolddw
sul mrolgdlé X mitrixot as A jobboldali inversének nevezailk.
Meg kell tendl keresmi az E egységuitriz osslopvektorainak
a2 A métrix dltal meghatdrozott, bdsisra vonatkosd koordifd-
$41%, Hivel az A mdtrix kosds és csak a jobboldali egységvek-
forok kiilonbdzsek, az egyenletrendszert egy tiblézatba fog-
lalva egyszerre oldjuk meg. Nem kell ugyenis mdst temniink,
mint bisistrenszforndeiéval feloserslni az 4 és E métrizok
szerepst. Technikailag ezt gy végesalik, hogy ogy sdblasat-
e aa 4 métrix melld felirjuk az e, egységvekiorskat, azas
sz E egységuétrizot, és az A oszlopvektoreit elemi bisis-
trafissforndcival rendre bevonjuk a bézisba, s minden
{renszforndoiéndl kissdnitjuk 22 E osslopvektorainak koordi-
néb&Lt & megvéltozott bizisra vomatkozden.

Batérozzuk meg tehdt az

L 2'a
L=2 5 3
L 3 3

nétrix inversét.




[image: image137.jpg]Toglaljuk tdbldzatba az A métrizot és frjuk mellé az E
cayssgnatrizol. /Ag gy éFséieket kiemeltik a fejrovatba./
SE o= 5
T 2 N ° o
N 2 5 340 1 o
- 3 3 40 0

Tonjuk be Tendre & bdzisba az A mitrix osalopvektorait

nmnl (wd |9 |
2 1100 ofals-2 of6-3 1
5 3j010 ofile 1 0f3 24
i 3 24080 3 Lo A T
o 6 -3 1
P
- = |=3 2 -1
e 1 a1
b szénftdsok helyessdgét ellemdrissik az
LI=E
elepidn.

r - =

1 o o

| 2
fz2 5 30 |- 2 a|={o 1 0
1 o 0 1

{ibben végeshetjilk el, ha a kbves-
Juk a ksvetkesd tdbldzatot:

D X
[l 2 1
wl2e 5 3
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oben a tdbldsatben az x;, Xp, X ssimbélumok az un. pri-
%, a5 uy, uy, Uy szizbSlumok pedig as un, dudlis
véltosgkat jelentik. A primdlvéltosdiios as A métrix osslop-
vektorait, a duilis vAltosékhoz pedig az E egységmdtrix osz-
lopvetorait rendeltilk, Az A mitrix invertdldsa felfoghaté
Gey, hogy megkeressik az § egységuétrix oszlopvektorainak
az & osslopvektoral dltal neghatérezott bizisra vonatkoss
koordindtéit. Bz azt jelenti, hogy fel kell oserélni primil
véltozék $s a dulis vdltosdk szerepét.

4 saénftésokat o kivetkeadképpen végesallk:

a./ Genersls clemet vélassiunk a, /A generdlé elen vi-
Toosidondl & sorrend, - hogy melyik osslopbil éx
sarbé] vlasgtiuk - lényegielen, & szdniidsok vég

rehajtdse utdn ecomben vissza kell térni e helyes
sorrendnez, Tudjuk ast is, hogy a generdl¢ elem
nem lehet nulla, /Uj t4bldzatot szerkesstink, amely-

nek adatait a kéveskezSképpen hatdrozauk meg:
b./ 4 generdl elem helyébe beirjuk annak reciprokd.

Vemyis & =Y
H

./ A generdl$ elemnek megfelelf osalop
megkepjuk, he ez 81878 tdblésat megfel
szorozzuk & generdld elem reoiprokinal
sével / -y —vel/

4./ & t6obi adatot as elemi bizistrenszforadeidval kap-
csolatben tamultak szerint sadmitjuk ki.

4z e16%bi példénk tehdt a kbvetkead sadnitdsol
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Vegyiik az
4z=D

egyenletrendsgert és leayen A az elfbbl hiromszor hirms
ndtrix, b pedig & kbvetkea

» EJ, 32, z;]T

Koressiik ast as x vektort, amely kielégfti az
LE=R

egyenletrendszert, vagyia

1 @ = 13
2 > 3 x =] 32
1 3 3 3 23
Tudjuk, hogy
=4t 2

68 mivel iemerjilk, hogy





[image: image140.jpg]- 3

s

)
is |:13. 32, 23]

az x vektort a kovetkezSképpen kapjuk meg:

6 -3 1 13
= |3 2 = 32
12 2 23
azaz 6 3| 1
3|3+ 32+ || 23 =
i -1 1
8 96 23 5
=f39| o+ |64l o+ fe3| = |2
13 32 23 4

Ellenfrizzilk, hogy 4 X = b azaz

T & ¢ 5 5 4 4 13
2 5 3 2| = |[10f+|10|+]2|=)32
13 3 s 5| Lol bzl ol

teht az egyenletrendssert valéban megoldottulc.

Végil invertdljuk az elobbi métrizot igy, hogy & ge-
nerdld elemet ms sorrendben vélasztjuk meg, majd az
eredményt rendeszik e15bb a sorok, majd az 0szlopok
szerint.




[image: image141.jpg]. %
o3 1
nle 11
w3 B =2

i s )
nls 1t =
Hit o1 1
|3 a2

- 40





[image: image142.jpg]- -

Jost rendeszlik as oszlopokat as U, 68 uj feloserélésé-
vel:

L
nle =3 1
53 2 -l
3 ‘ 1 1 ¥

Kint 144juk, eredményil as invers mitrizot keptuk
ugyandgy, mint el6bb

A tovébbiakben tekintslik meg numerikus példdk elapjdn
= linedris sgyenletrendsserek megolddsdt.

4.4, Linedris inhomogén reguléris egyenletrendszer
‘megolddsa

enletrendszerben az A métrix kvadratikus és
akkor az aﬂmlefrandn'rt megoldani

SR%, mint meghatdromni ast az x vekiort, amely
etrendszert kielégiti, Nint tudjuk, a meg-
o5 €8 elégaiges feltétele, hogy a b Vektor
Denne fekiidjék az A métrix oszlopvektorterdven, azez hogy
a b vektor kifejeshetd legyen az A méirix osslopvektorai-
nak lineéris kombindciéjaként, vegyis

B R
A b vektornak az &, 85, +evs & bézisvekiorokra vonat=
koz6 koordindtél éppen a Leresett ismevetleneket adjék.

Legyen feladatunk az
x +m =1l
2x) + x, +hxy = 28
X 0 by = 1T

egyenletrendszer megolddsa,
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Azt, hogy & b vektor bemne fekszik:
Lopvekiorterdben, a bdzistranssforndo
e1jérdssal &llapitjuk meg, azaz

az A mitrix oss-
sordn megimmert

Tehdt a b vektor bemne fekszik az A oszlopvektor~
terében s

D= 5a; + 2mp + ey
azaz
1 2 1 5 2 4 (1]
5 |2 |42 |1|+4 [af= 10| + |2]| +[16] =|28
T 3 o 5 6 4 |

vagyis az egyenletrendszer megolddsa

=5 n=2, =4

A métrixok faktorizdeidja alapjdn - mint tudjuk -
a5 & métrixot az

Lo B ﬂ
forméban is felfrhatjuk, Most azonban D

i a3 1 @ B o b 3 o3
a=]2 1 4| o 1 of=f2 1 a4
T el o o @l e 32

A,]:B,, ﬂ z

0, vagyis

s
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azaz
11 1ffr o ofls| [ 2 2f]s| |2
21 4flo 1 oflz|=|2 1 4|f2]|=jes
13 1o o 1ffe] |13 1f|4] |25

liivel nince olyan vektorunk, amelyet ne vontunk volma
be a bézisbe, & faktorizdoiénak az sdott esetben ninos

jelentéodge.
Sadnftsuk most ki az 4 métrix inversét:

o Eox

o T x

wlz 1 4
i3 A

2,75 =0,5 =0,75
% |-0,50 0 0,50
1,25 0,5 0,25
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lost az A inversének ismeretében az egyenletrendazer
az

b

z

alapjén is megoldnats, azaz

2,75 -0,5 -0,757] [ir

0,50 o 0,50 | |esf=
-1,25 0,5 0,25 | |15

2,75 0,5 0,75

0,50 1+ | o |28+ |050[ 15 =
1,25 0,5 0,25

30,25 14 1,25 5

5,50 + | o] + | T.50|= |2

-13,75 1 3,75 4

& megoldds tehdt most is
TR e T

014juk meg most a kivetkezS sgyenletzondazort, ahl
- mint 1dtni fogjuk - az 4 kvadratikus mtrix szinguldris.

;v o+ oz o=l
ax o+ Oy 4 3xy =18
) + xm, o+ 5% =10

szénitdsokat:

Végezzik el &
‘515253:1‘22531‘ :!z
o7 A fanfie 313
3 3 4ae L 4 4
1 5 !110]|=3 010

Az 8 nost nem vonhatS be a dézisbe ds

+ gy

b
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vagyis az & métrix osslopvektorterében az g;, 8, 082~
Lopvekorok bdzist alkotnak, vissont az g vektorrel
nér linedrisan figg§ rendszert kepunk. Veldban az g,
vektor linedrisan figg as &), 8y vektoroktol, kifejes-
het6 azok linedris kombindoiljaként, azas

g3=08 - %

tehdt
1 2 2
e =3 |2| - 3] - ]2
2 B 5

Az adott egyenletrendszerben osak két filggetlen eeyen-
1etiink van - amint majd erre még vigssabérink - hérom
iamevetlemnel, tehdt az egyenletek és az ismeretlenek
Saéon nmem egyesik meg, Ea viszont ast is jelenti, hogy
/4 = 2, vagyls a mdirix rangje és rendje nem egyesik
THeg, tenit az A métrix sainguléris. Tudjuk vigzont, hogy
@ singuléris A einosah ninos Tveraik, tendt most &z
nvers nem haszndlhatd es egyenleirendsser megolddsdra.

A faktorizdoid alapjdn viszont most a kivetkesSket
irhatjuk fel:

1 2 1 0 3 1. 2 1
A'Al[ir- njs 2 0 @ syl=l2 B 3
2 o 0 of [2 15

-
S
'
&
B
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4.5. Iineéris inhomogén irreguléris egyenletrend-
szerek megolddsa

Tekintsilk az
T T A

2x) +3x;, +4xy +0% =12

3, + 3%, 5% +6y =17

Tinedris egyenletrendszert éa oldjuk meg.

8 85 8y ha;!_ﬂ‘h‘

L
i1 3 51—2'\3
504 5 202 312
156 2|0 olo

A b vektor tehdt kompatibilis az ), 8, oszlopvektorok
£ltal generdlt albérre néave. Ugyanakkor az aj és g, vek-
torok az a), , vektorokt6l figgonek, ugyanis

4 3 1
g (g = G0 2| 42 3] =
3 4 5

és
1 1 3
B U I P T E T T
3 4 3

Ez azt is jelenti, hogy csek két fiiggetlen egyenletiink
van, a harmadik a két elsé egyenlet kvetkeanénye.
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Hatérozauk meg az A transzpondlijénak rangldt, mert igy
mint 1itni fogjuk, az is kideril, hogy a két egyenlet milyen
linedris kombindciéjéval lehet a harmadikat el8Allitani.

1
3,
- ¥
1,

wos o
o v s w

hatérozzuk meg emnek rengidt

bbbk |
1 2 3 &
1 3 4 b !
1 4 5 2
1 5 6 3
tehdt bl + !2 = azaz
1 2 3
1. *: e ¥ lalh
X 4 -
1 5 6

vagvis a harmadik egvenlet az els§ két egyenlet osszege.

Mivel az A mitrix oszlopvektorai kisiil csak két lined-
risan figgetTen vektor vilaszthats, r/s/ = 2

Paktorizdljuk az egyiitthaté mitrizot, azez
1 1|1 0 -1 -2

A.él[gr,ﬂ - 2 3lJo 12 3
3 4o o o o
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Gaszefiiggés Telirhatd az

R LT

fornéban, ami csak akkor 411 fenn, ha

65 ahol a d vektor a b vektornak az Ay mitrix dltal megha-
t4rozott koordindtéit tartalmazze, példdnkban

"

b

i =\

Bontsuk az x vektort két komponensre, az X, kitbtt is-
meretlenck vektoréra és ez x, szabad ismeretlenck vektord-
ra, vagvis

-2z

és akior

I
CRINE

vegyis

X, + D

E = g

I
amibsl

Zo=d-DZp

enzel megkaptuk az egvenleirendszer &ltaldnos megolddsdt.
Tudjuk, hogy
s= n-T
az egyenletrendszer szabadsdgfoka.
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Js x, vektor komponenselt tetenés sserint megvdlasstva,
partikuldris megolddsoknos jutunk.

Példdnkban
7 B
i =
2 a2 B
tendt
3 -2
z = - x
=2 2 3|

Legyen an x, vektorunk egy zérusvektor, tehdt

w b g

amikoris

o b T

és
x = [3, 2, 0, 0]
Ha viszont
m
g
akkor
3| [ 2| [2] |3 | 6
a7 |2 3| (2] 7J2| 7| 5| |-

vagvie

]

o]

Ellensrizzilk, hogy az

Az=Db





[image: image151.jpg]most is teljestil, azaz

6

s i B A 6 3 1 b 5

23 4 5| [P ||z |-]o|+]4]+]5 |22

3 45 6| |1 |18 12 5 6| |17
1

Alakfteuk &t az eldbbi sgyenletrendszeriinket dgy, hogy
& harmadik egyenle? jobb oldaldra 17 helyett irjunk 15-Gt,
s prébéljuk megoldani.

525},54:“‘525394:3‘93 8,5
11 3§53 2 o3 @ jn o= L
3 4 5 112 |[@ 2 3 5| B (2
4 5 6 115 (1 2 3 10 |0 o i-2

i i

A feladatot nem tudjuk megoldani, a b vektor nincs
bemme as A métrix oszlopvektorterében, hiszen

beay + 28 - 298

Mivel két linedrisan filggetlen oszlopvektort tudunk ki-
vélasgtani, ten&t r/A/ = 2, arra gondolunk, hogy valamelyik
egyenlet a misik ketts kovetkesménye. Az A mdtrix transz—

onélijdnak rangjat mir az clobb meghatdrogtuk, s ebbél ki-
Beriilt, hogy a harnadik egyenlet az elsé két egyenlet Sasae-
ge. Ellendrizhetjiik, hogy ez az egyenletrendsser bel olda-
T4ra vonatkozdan igas, azonban a jobb oldalra nem &1l femn,
hiszen 5 + 12 = 17, de egyenletrendszerinkben itt osak 15
taldlhats. Host behdt a harmadik egyenlet nem kbvetkezménye
az elsé kettsnek, illetve ceek a bal oldal kivetkesmény,

& jobb oldal viszont nem, tehdt az egyenletrendsger ellemt-
Soaadace. da nines megorales: Nex biztes Cehit, Bery &
e e ot hoer Tauetutienet Sud-
8 nagyol Rt ag egyenletek safia, I megoldhatisds Tel-
D R A e S AT iy a2 A mAiriy rang]d mogesyerzen sz b ramE-

I&val, verris

T /A = r/h Y

Legyen adva egy olyan linedris esyenletrendszer, amely-
ben az egyenletek spdna tbbb, mint az ismeretlenck széma
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/m>n/. Vegyiik példéul az

SR

i
I
A megolads x; =3, X, =2, vagyis

3g + 28

tendt a b vektor kompatibilis az A oszlopvektortersre
néave, s

r /=2

4 harnadik és & negyedik egyemlet tehdt ez elsS
két egyenlet kbvetkemnsnye, s kifejeshetd azok linedris
kombindeiéjaként,

f1lepitsuk meg az A transspondltjdnak rangjst

A
b B 4\—2 3 by by by
2 3 \2 4 1 2
305 @-) =1, il o
azaz ”
By =% + B
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vagyis a harmadik egyenletet megkspjuk, ha az elsS éa
mdsodik egyenletet deszeadjuk, a negyedik egyenletet
pedig akkor kapjuk meg, ha & mdsodik egyenlethes hozzé-
adjuk az elsé egyenlet kétazeresst.

Tegyen most adva & kbvetkess egyenletrendsgzer
B x 42, +7x3 = 6
25, +2x, +105; = 8
3 +4x, #17x; =14
4x) + bx, +24xy =20

Vizsghljuk a b vektor kompatibilitésdt.

8 !\ & 8 b ‘ & | b
¥ (& 2 T B8 E|
0 8| -4 4|2 12
7 4|2 -4 -4|0 0
| 24 120 | -2 -4 -4 |0 o

Az egyenletrendszer megolddsa
3 =2 % =2 =0

Az eddig tanultak alapjén kinnyen réjovink, hogy
8, vektor linedrisen figg az &, 8 Vektoroktdl a

3 + 28

forméban, Léttuk azt is, hogy & harmadik és negyedik
sgyenlet kivetkezménye az els§ és a misodik egyenletnek.
Az egyenletrendsser tobbi megolddsét as

5-4 - 25

alapjén dllithatjuk elS.
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4.6, Linedris homogén reguléris sgyenletrendszerek
Hego:

Az elébbiekben inhomogén egyenletrendszerekkel foglal-
koztunk, A tovdbbiakban vizsgdljuk a homogén egyenletrende:
szereket, amikoris mint tudjuk b = O, vagyis
4z -0

A homogén egyenletrendszernek mindig van megolddsa,
mivel b = 0 65 & zérusvektor minden altérnek eleme, tehdt
a 0 vektor kompatibilis az A oszlopvektorterére nézve.
Az A x = 0 homogén egyenleirendszert az x = O vektor fel-
tétTen kielégiti, hiszen A O Az x = O megolddst

rividlis megolddsnak neveszik.

Ha 4 kvadratikus métrix és mem-szinguléris /tehdt
rendje és rangja megegyesik/, akkor az

4x=0

megolddsaként kapjuk, hogy
=410 - 0

vagyis trividlis megolddshoz jutunk. Ilyen esetben nincs
122k meputite; tosoLadhon dutank

Oldjuk meg az

X 42, 315 = 0

2 425, + 513 = 0O

G+ ox = 0
egyenletrendszert.

A tenultek alapjén ellenérizhetjiik, hogy a r/A/ = 3
vagyis ez A mitrix nem-szinguldris, rangja és rendje
megegyezik,

Hatérozzuk meg az A inversét. Kapjuk, hogy

4,6 1,4 0,8
A - o6 -0, 0,2
0,8 =02 -0,
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4 megolads tehdt

46 1,4 0,8 o 0
o=|0,6 -0,4 0,2 o|=1o
0,8 -0,2 -0,4 o o

vagyis a megoldds caakis
=0
lehet.
Legyen most egy olyan példdnk, amikor az A mitrix
szinguléris, azag rangja kisebb, mint rendje. /IHnt
udjuk, az ilyen mitrixnak nincs inverze./
2x1 + 2x2 + 4x3 = 0
2x1 + 56Xy + X o= (]
33 o+ xm o+ 8y = 0
A tirividlis megoldds természetesen most is létezik,
de mint 1dtni fogjuk, létezik mis megoldds is.

Hatdrozzuk meg most a mitrir rangjdt.

5 % | B 2
e d 2 3
2 5 4 -3 =1
3 1 8 2 o
Tenst
/A = 2

vagyis a mitrix szinguldris és
83 = 38 -8
Az egyenletrendszer &ltaldnos megolddsa mint tudjuk

z,

8.~ Dx,




[image: image156.jpg]- 155 -

ehol e & a b vektornek mz A) métrix 41tal meghatdrozott
koordindtéit tartalmazza. Mivel azomben b = 0, igy
4= 0, elegends tehdt & D-t megdllapitani.

Péladnkban
3
D
-1
tehdt
s 3
L. = -Dx, = -
E 2% )

azaz péladnkban

vagyis az egyenletrendszer megolddsa

5 =0 o oel, xm o=l

valéban
2 4 o
S w510
3 1 8
Hax, = 2,
=3 6
= 2 =
1 2
vagisxm = 6, T =2, x =2
azaz
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Az %3 értékét tehdt tetszés szerint felvehetjuk, s
ett5L filggden az egyenletrendssernek végtelen sok megoldd-
sa van.

4.7. Limséris homogén irregul&lis egyenletremdsze-
rek megolddse

Ha

iz-b

egyenletrendszer homogén /b = O/ és irreguliris, vagyis
Y ayenitek sadma /m/ ¢g az Lomeretlenek sséus /n/ mem
Sgyesle meg, tenét m<n vagy myn, es egyenletrendsnci
el mindig van @ trividlis megofddson kivil mds megoldd-
sa 1s.

Tudjuk, hogy homogén egyenletrendszerben

iy

Legyen feladatunk az

R

am rmy e by = O

x 40w, 42y 42,5% = O
eyenletrendszer megolddsa, ahol m<n.

Hatérozauk meg D-t

2 % 24
m 2 2
2 2 1,5
103 -2
4 mogolads tendt 3
5 =-2% - = 15 x





[image: image158.jpg]Ha pSladul x, = 3
= -6

ellensrizaiik
1 2 1
76/ |2 |=4,5 [2|+6 [3] +3
1 3 2
TLegyen most feladatunk az
X+ + o3 o= O
) 4+ x 43X = 0
5% + 4xp + 1% [
4x 4+ 5, + 5;y = O

egyenletrendezer megolddsa, shol m)n.

Hatérozzuk meg a D-t.

L &% 5| e
T 2 1| 53
1, 3 1| -3
4 1 |6 2 0
& 5 5 |5 1 0
‘8
k=3 g 5
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Ee— g}
o
N
g

Ellenfrizailk:
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enl 5t1

szerek megolddsa

A gazdaségl suénitdsok sordn, mint ldtni fogjuk,
igen nagy szereplik van az egyeniStlensigrendszereknek.
K linedrie egyenltlenségrendszerek 4ltaldnos alakja

b i TRl i B
<
G T F By X bty T S by

+ag oz $ by

LA R
amit sszevonten az
Az 4D
formdban irunk fel.
Gyakran vizsgdljuk valamely kivélasztott egyenlét

lenséget. Vegylik pslddul a rendszer i-edik egyemlSt-
lenségét, azaz

hiy B 8l B Fiane § &y shive
emit Ssszevonten
L

3%

forndban is jeldlhetink.

El6fordul, hogy & rendszerben nem osak & Lo,
henem 2 irdnyu reldcidk is talélnaték, Tegyilk fel, hogy
az i-edik egyenlStlenségdirényu, vagyis

OTE R
Bz viszont ktmyen £ alakra hozhatd, ceupdn -
kell beszorosnunk, vegyis a

T
iU
egyenlitlenség ekvivalens a

b5

3353

>"1

egyenlftlensigzel.




[image: image161.jpg]Zehetséges az is, hogy & rendszerben egyenlet is
saerepel. Tegylk fel, hoay

I
3%
linden egyenlet helyettesithetd azonban vele egyen-
értékd két egyenlSilenséggel, vagyis

Py
%43

Ehet!

esetén

4

%%
A% clnondottekbs] beléthats, hogy mind az eyenletek,
aind asZirdnyu sgyenlotlenségel &

Fogmy fo

normél alakra hoshaték,
A guatesdgi sadntdsok sorén csgk o Bemegaify mogoldd-
sofas veresgit, aaas amikor x 2 O e Tela-
$Eckoan b 2 0, esért ni az U, goril epvenlSilensie

eveFcel, vagy Toviden normilrendsgevekkel foguik
foglalkoani, ez

A 2t 220

Az reldeitiu egyenlétlenségek esetén 41taldban nem
_1agyel vald suoradst, hanen nis eljéréat Sogunk kovetni.

Nemosak egyenlet alakithaté 4t egyenlStlenségeé [ami=
kor az egyenletet két azonos riékii, ellentétes irdnyu
o aatiiinsdeeel helyebtesitj,/ hanen as egyemlotlen-
ségek is 4talak{thatdk egyenlatekid.

Mol

egyenltienségeel egyensrtéti

z
et

egyentet, ahol v~ hiényvéltoadnek nevess és ast m-

tatja, hogy & bal oldel menayivel kevesebb, mint a Jobh
O Moyt hidngaik a bel oldalrél, hogy ez egyenld
Jegyon & jobo oldallal./ Eunek elapjdn a2

£y

i

iz
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wlo

dzru=

feladatot oldhatjuk meg, shol u vektor ab =4 X
kilonbadget jelenti.

Hasonldképpen a
by 2
Yoz &y
eayenlstlenséggel egyenértsili &
e
egyenlet, ahol v,~t fibbletvéltosénak mevessilk és mi-

tatje, hogy a bal oldal memnyivel nagyobb, mint & jobb
oldal’/mennyi a tSbbletink/. Exnek alapjén az

szt
helyett az
e R o
feladatot oldhatjuk meg.
(s e S
S16toraul, elksimeszuk ez
sxfe
formit, amely egyenériékil az
Az > -3 = b

teladattal, ahol az u és ¥ vektorok az 4 X - b kilsmb-
ségét jelentik.

45 egyomaStionségrendagers Klelégits x rekiorok bal-

mazdt a Lehetséges megoll zénak nevezzilk és
az % nem Ures, akior as egyen-

vt konzigstensnek, ellenkesé esetben
inkonsisstensnek nevesslE.

Tegyen adva az

x+ 25, 820
22+ 3, & W
o+ om § 30
egyoniStlenségrendazer, s feladat emek megolddsa.
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A hiényvéltossk beveseséaével a feladat felfrhats az
5 +2m + ow =10
2 + 3, + ow = 17
4x ¢ 0m, o+ ouwy o= 30

?
#6gen mogoladnok halmudbol az x = o, 0]

ik, akkor u) = 10, u, = 17, uy = 30,
Ea ez x [, 17 vektort vélasstjur, akkor w = 7,
nz-zz,nz-zs,u;.[z.q ében u; = 6,
u, = 10, uy - 19, stb.

As I vektort a megoldds priml réssének, vagy primflis
megolddmak, az u vektort a megoldds dudlis réssének, vagy
dudlis megolddamak nevesziik.

Foglaljuk a feladatot tdbldzatba, kiemelve a véltozbkat
a fejrovatba.

B M B CETEE
1 2 1 o o 10
2 3 o 1 o 7
4 3 o o 1 30

Létjuk, hogy az x vektorhos as A egyiitthatémdtrix,
az U vektorhoz pedig az E egységmitrix tartosik. A feladat
megolddsdt az iamert médszerekkel kapjuk.

A% oh %oy B
!
g e a 0 o |10
2 3 o 1 0 117
4 3 9 @ I l=o
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u oy iR

% 3 2 4

x5 = a 13

uy a5 1S
Tehédt

x4 =3, =0 up= 0 up=Se

4 ssémitds mint tudjuk, as E elnegydséval egyszeri-
sitve is elvégeshets, azaz

[ 5 sid]=ixle |
H 1
o | [ 1w 21 w0 4
X, 2 o [ 1)
uy 4 30 3| 5 | 0]

A megoldds most is

x =4 x=3 =0 =0 U= 5




[image: image165.jpg]Az els6/induld/

tébldzat is egyféle megolddst mutat, mégpedig az x;= 0,
xp= 0, = 10, uy= 17, uy= 30 megolddst. £z & trividlis
bésismegoldds. A% u komponenseit bézisvdltozdknak is szok-
tuk nevezni, mig az x komponensei a szabad vAlbosdk.

iz

Az + u =D
trividlis megolddse
Z=0p 1

Mint mondottuk, a gazdasdgl szén{tdsok sordn kive-
telnénylink az is, hogy az egyenletrendszer nemnegatiy
megolddsait &117teuk e16, Eat a kiveteluényt teljesit-
JUk, ha az utolsé tébldzatban a b vektor koordindtéi
nemiegativak, Oélszerd arra borekedni, hogy & gsénitd-
sok sordn a b vektor koordindtdi kbsitt egyik tdblizat-
ban se serepsljen megativ drtfk, Sat elirhetilk akkory

he & generdld elemet ugy vélasztjuk meg minden lépssben,
hogy &

» 3

= 2, st

15 P25

hényadasok kozil a legkisebbnél vélasztunk generdl$ ele-
met.

Vegyilk az aldbbi feladatot

x 4 2my + 4z £ 18
2x) + 3%, + 5%, § 25
$ 12

X+ 3+ 0E
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01djuk meg es egyenlétlensgrendszert.

e E B
uy X 2 4 13 18: 1=18
mlE, =B 25 251 22125
1 3 12 124 1w12

He tehdt az elsG oszlopbSl vélasstunk generdld elemet,
célgzerd amek harmadik elemét vdlassiani, mert ekkor
kaptuk a lsgkisedb hinyadost, Elvgeste emek elapjain &

‘transatorndcist,

a kbvetkess t4bL:

zatot kapjuk:

e )
wlr 1 1 1
wie @ - T
s & hz

Vélasszuk most a mésodik 0szlopbéligenerdlé elemet.
A kbvetkesd t&blézatunk

e

b
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tdbldzatot vagy mitrix alakban felfrva az

|3

téblézatot szimplex tdblézatnak nevesalk.

Megjegyesallk, hogy ha A kvedratikus és nemssingulérie,

akkor az x vektor az immert bésistranszformdoi &ltal
kioserélhets az u bézisvektorral, Ha A nem kvadratikus

és rangja r, akkor &trendesé:

X kloserélhets az u_ véltosdikal.

4 limedris programoszdsi feladatok megolddsa sordn mi
® ssimplex médssert fogjuk alkelmazni. Kiindulunk a

saimplex téblézathél és vigyésva, hogy a b vektornak

osak nemnegativ koordindtéi legyenek, bézistranssformdoi-
kat hajtunk végre. As eljdrést grafikusan is szemléltethet-
Uk kétvéltosds feladatok esetén.

0ldjuk meg as

x11x225
2 + o3, L2
n o+ 2 $9

egyenlétlenssgrendazert.,
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14. éora
A megolddsok L halmaza

A megoldgok L haluazdt az OKEC pontokat Usgaek3ts
vonalak £1tal hatérolt négyssde pontjel alkotjsk. A
OABC négysudg egy konvex poliéder. Az I halmast

Conven Earmasnat nevereie. e s Haloas birmely két pont
Javal sgylit az azokat a pontokat dssuekotd ssakasst is
Yertalnazss /14-15, dbra/.
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A poliéder mokssigll testet je-
lent. Konvex polidder a négyssig,
a kooka, a h&romazig, de egy ssa-
kesz is. A konvex polidderek zdrt
és konvex halmazok, A korldtos
konvex polisdereke’ komvex polits:

 heveasik. Tey & Koves 3o

&z e16bbi dbrankban s OABC
négysatg ia.

A lehetséges megolddsok I hal-
mazét azok az x vektorok adjdk,

amelyek az adott egyenlStlenssg-
15. dbre rendszert kieldgitik, asaz xcl,
Konver halmas Az L extremdlis pontjénak nevezziik

agt az x€L vektort, amely nem bel-
56 pontja egyetlen olyan
szakasznak sem, amely benne ven az L halmasban, 4 OABC négy-
sag 0, A, B, & pontjei tehdt extremdlis pontok /osiospontok/.
Ol‘.:n‘:il:k le dbrédnkon az extremdlis pontokhoz tartozd koordi-
nétdkat,

A 0 ponthoz a trividlis megoldds tartozik, vagyis
x=0¢s ekkoru=

Az A ponthoz tartozé koordindtdk

x [5, O]T, ekkor u = E), 2, {|""
A B ponthon tertozs koordindték
Be
A C ponthos tartoss Koordindtdk
2z [o, 4:’, ekkor u= [1, o, 1]

Az olyan konvex politépot, amelynsk eggyel tibb osdcse

Jextrendlis ponte/ van, hin} anemiyl cinewsisia; ssimpiez-

REE neveszilk, 4 kouvex polidderek KUzott & legegysreribs

elakzat a szimplex, X sgerint tehdt az n dimensid
konvex polidder, emelynek n + I 6%

x=[3, 2], exkor

"

=

Yen

Fulldimenzids ssimplex a pont.
dinenids saimplex & siakess.
tdinensids ssimplexek a hiromszdgek
Hérondimenziés ssimplez e tetraéder.
A hirom&l t5bb dimensils ssimplexeimek mincs mér
kiilon nevitk.
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6. PRIBZED

Linedris programos:

A linedris algebra, a linedris tér, valamint a linedris
egyenletrendszerek és egyenlotlenségrendszerek megolddsdnak
igmerete utén rendelkezink azokkel a matematikal alapokkal,
amolyok lenotdvé tessik o linedris programozés eloajdtitdsit.
Mint 1étni fogjuk, ennek sorédn linedris egyenletekbsl és_egven=
18%1lenségekbSl 4116 feladatokat kell megoldamunk. A megolddst
szimplex midszerrel fogjuk elvégezni, smit 1ényegében az els-
36 fejesctbSl mér ismerink, st ezt mir kétviltoads feladatok-
re geometriailag is értelmeztitk. Egysszerii megdllapitani azt
is, hogy e tenanyag elején térgyali grafikus linedris progra-
mozds is a szimplex médszer felhasznildsivel tortént, emikor-
is kétvéltozds feladat grafikus ébréja elapjdn e sokszbg azon
extrendlic pontidt /osiospontjt/ kerestik, mmelyhes oev filge-
;m /a_oé1Tiiggvény/ extrém értéke /maximume vagy minimuma/

artozik.

Ebben a fejezetben mér olyan feladatok megolddsdval is
megiemerkediink, emikor sz ismeretlenck s az egyenleiek és
egyenl§tlenségek szdma elvileg korldtlan lehet, gyakorlatilag
pedig csak & rendelkezésre 4116 szémitékapacitdstdl fige.

4 linedris programozds - mint 14tni fogjuk = 61 alkelmez-
hat6 gazdassgl feladstok megolddsre. z is indokolja, hogy

most & linedris programozds 4ltalinos térgyelisdt ave-
korlati, gazdaségi példdkkal illusgbréljuk, még ba egye-
16ve kénytelenck vagyunk is szokat lényegesen leegysserilsi-
beni. & gazdaséei, eyakorlati feladatok ugyanis legtobbszsr
ipen nagynéretil modellhes vegetnek, Jelenleg célunk a linew
firs programozés &ltalénos médsgerteni megismerése 6 meg-
értése, emely kisebb modellek alapjdn kinnyebben megvaldsite
haté. Késobb a_gyekorlati alkaluazds modszerének térevaldsa
sorén viszont lehetsséglnk less arra, hogy a gyakorlail gase
dasdgl Teladstoket teljes bonyolultsdgukben megismerjik.

6.1. A nornéifeladat és megolddsa degenerdci nélkiil

Tegyilk fel, hogy egy véllalat srindvénytermelési tervés
kell elkésziteni.

Vegylik az egyszeriiség kedvéért a 2. fejezet 2,3, ponbjd-
D6L mér ismert példdt, mert iey nem suilkséges & feladatol
tijre_részletesni. Coupin emlékestetSiil megjeeyersilk, hogy
a vdllalat szémira rendelkezésre 411 looo he teradteriile,
2600 munkanap ez els csicsidSszakben, 6800 munksnap a ma-
sodik csicsidéazakban, a technolégiei és a jovedelemsdatol
pedig a kovetkezdk:
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Megnevezds Teol Gvedelenadatok I
Ta

Tertiletsziikaéglet, ha| 1 1 2, 1
liunkanapssiikséglet

2z I, csiosidfezakban | 1 4 4 2
Iunkanapssiikséglet

& II. celcsiddssmkben | 4 2 6 10
Jovedelem Pt oo [900 |1000 | 1100

/A} B, C, D - mint tudjuk - a termelhetd nsvények felsorold-
o8,

A termelési tervet /programot/ ugy kell Ssssedlliteni,
hogy a teriilet és a munkaersallkséglet nem haladhatia meg &
rendelkezésre 116 kapacitdst és az elérhetd jovedelem a
lehetd legnagyobd, maximélis legyen. /A kapacitds teljes
kiheszndldsdhos & 'véllalat nem ragasskodik, ha az nem
lemne jovedelmesd,/ Természetesen negativ termelés nem
folytethaté,

4 feladat a kbvetkezd linedris programosési modellhez
vezet:

Xy Xy X3 Xy % ¢
i T oAX v oI i 1000
X Hix, *41.; + ZX‘ = 2600
4m 42x, 463y +10x, £ 6800

% = 900%,+900x,+1000x5+1100x, = max ,

Toglaljuk a feladatot tdbldzatba, kiemelve az ismeretle-
neket a tdbldzat fejrovatdba,

N x, X x, |
1 1

1 1 | 1000
1 4 4 2 | 2600
4 2 6 10 | 6800

900 900 1000 1100 | O
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A téblézatban szerepls cechno]é%isi adatok /fajlagos
kapaci tésigények/ mitrixa a technollgiai mitrix /A7, A jobb
oldali oszlopban & kapacitdsadatol alal uk, ez tehdt a
kapacitds vektor, amit jelsljlink b vektorral, Az alad sorban
a jovedelemadatokat taldljuk, amelyek aazt mitatjdk, hogy a
kiilonbozd termékek milyen hatékonyan jdrulnak hozzd a vdlla-
lati jovedelemhez, Nevezziik ezt hatékonysdgi vektornak és
jelsljuk p-vel. VSgil az x,, '_w_é%_x;‘ x, & lermelési progra-
ot /erneldsi tervet/ fog)a adni,’igy’az ezekbsl képezett
x vektort programvektornak fogjuk nevesni.

Bunek alapjén a feladatot a kbvetkeaSképpen is felirhat-
Jul:

4z &b 220 22O

6.1.2,
2Fx = max

E szerint keressik azt a nemnegatfy x vektort, amelyhez

' célfligavény maximums tartosik és emely kielégfti az
z{ b Zfeltsteleket,

i

.
£
Az A x < b feltételeket kielégitd vektorok as L értel~
mezési tartominy4t hatdrozzdlk meg. Az L elemeit lehetsiges
megolddsoknak, vagy lehetsSges progremoknak nevezzik.
Tz olyan
ZE T

1lehetaéges programot, emelyhes a p'x cSlfiggvény marimma
%artosik, optimélis mesolddsnak vagy optimdlis programnak
peveacik, Pt e e yeen falfinass

6.1.3. max{p | 230 Az 220}

felirdeméd is.

Mésrésat a métrix, illetve vektorok dltaldnos elemeit
kiragadva, a feladat az

$vy o320,

} 155

o/

et Jpp mmex.  / 3=
o/

forndban is felirhaté.
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Véglll {rjuk fel szimbélikusan az elfbb megszerkesztett
téblézatot

1=

1,6 [

Bz & szimplex médszer alkalmsésa sordn megsserkesstett
186, ugynevesett indulé tdbldzat, ahol u-val ast is jelsl-
bk, hogy a trividlis bdzisb6l indulunk Ki a megoldds so-
rén.

liel6tt o szémszer példateladatot megoldandnk, foglal-
Juk Sesze a normdlfeladat jellemssite

A lineéris programozési feladatot normdlfeladatnak ne-
veziik akkor, ha &

8/ célfiiggvény maximmdt keressiik /maximumfeladat/
b/ felttelek kbattt kizarclag kisebd egyenls /4/
Teldcibk taldlhatdk, =

A megolddshoz sailikséges szémitdsok az 61526 fejezetekbll
lényegében mér ismertek, ezért azt ceak roviden, 1spésenként
Bsazefoglaljuk, najd a példateladat mogolddsdt tdbldzatosan

9a5Ltik.

4 megoldds 1épéset:

L. 1épé:

Inqulé t4bldzatot sperkesztink. /Tudjuk, hogy
a trividlis bazishél indulunk ki, majd szt
rendre kiosersljilk /ameddig lehetséges/ az

A mdtrix osslopvektoraival./

Ueghatdrozzuk, hogy melyik oszlopbél vélasz-
tunk generdlS’elemet. liivel a oélfiiggvény
meximmdt keressik, olezerd abbél az oszlop-
6L vélasztani generdlé elemet, amelyhes a
legnagyobb célflggvényértée tartoaik, mert
1gy ast remSljiik, hogy kevesebb szdmitdssal
jutunk el a feladat megolddadhos. /Megjegyes=
SUE, hoey a5 ta1fban 1gan 14,80 pemnln-
alg.

. 1évés: Generdld elemet vélaszbunk, Mint tudjuk, gene-
7416 elem csak 0~t6l kilonbbad szdm lehet, Ui-
vel a feladatnak csak nemnegativ megolddsdt
keressilk /negativ termelést nem folytatunk/,
fontos, hogy a b vektor koordindtdl /legaldbbis
& megoladst adé utolsé t4blézatban/ nemnegati~
vak legyenek, Célszeril ezért generdld elemnek
ast a positiv elemet vélassteni, amelynél a
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b vektor slemeivel alkotott hémyados a
Tegkisebb, 4 Eenerélé elemet tehdt ugy vé-
laszitjuk ki, hogy a b _vektorhoz tartoz:

olemnek, smelyhes o Tegkisel ados tar-
05Tk, £%% bekeretessik.

Uy téblézatot szerkesstiink, amelyben a gene
&1 elemhes tartoss sor- §s osziopasimbélu-
mokat felosersljil,

Az 6] tébldzatba a generdl6 elem helyére
beirjuk amek reciprokds, /g

Az 63 tdbldzatba a generdld elem oszlopd~
nak adateit megkapjuk, ha az el6sd tAbldzat
megfelels adatait szorozsuk a generdl elem
reciprokdnak ~l-szeresével.

4z 6] téblézatban a generdlé elm sordnak
adatait / Vi / megkapjuk, ha az el§s§ tdblézat
megfelels adatait szorozzuk a generdld elem
raciprokéval /vegy osatiuk & generdls elon-
mel/.

Az G tébldgat tobbi adatait megkapjuk, ha
a régi tdbldzat megfeleld adataibél levon-
Jukt & régi tdbldzat generdld elem oszlopdben
& megfelels sorban 12vé adst, valamint az ij
t4bldzatben ar adatnak megrelels oziopban
taldlhaté uy szorzatdt.

A szémitdsokat téblézatrél - tablizatra haladva mindad-
dig folytatjuk, amig a cilflggvény sovdban /utolsé sox/ pozi-
41y elemet talilunk, Ha ilyen nincs, optimilis megoldshoz
Jutottunk, tehdt az utolss tablizat a feladat megolddsdt ad-
Jja. A szénitdsokat szimbGlikusan az aldbbi t4blézatokban

mutatiuk be:

b S

M. 2 s %
L2
v |
I
; g - Bl
Byy s [Baglers S i By
. s g | |
P Pn £
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/Az indulé téblizatban ternészetesen z = O/
&y Uy ene x,
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EX XN

ILéssuk most példateladatunk megolddsdt és & megoldés sordn

kapott tdbldzatokat,

55
v 1 1 1000
uy 1 4 2600
Il; 4 2 6800

-z 900 | 900 0





[image: image176.jpg]SaggE

2 % 2 55
uy 0,6 0,8 0,4 | =0,1 320
Uy 0,2 2,8 =0,2 1240
x, 0,4 0,2 0,6 0,1 680
-5 460 680 340 =110 |~748000

2 b o TG
uy P55 -0,22 =0,22  =0,05| 44,45
x| 0,06 0,28 0,78 -0,06| 344,44
0,39 -0,06 0,44 0,11 611,11

-z | 422,2 -188,9 -190,4 =-69,2 |-982219,2

uy W, )

x| n8 04 0,4 -0,09| 80,82
5 | =01 03 0,8 -0,05| 339,59
5, | om0l 0,6 0,15 579,53
-5 [=767,6 =20,0 -21,52 -32,1 |=1016340

A kapott optimdlis megoldds tehdt a kivetkess:

3 = 80,82, =395, x= 0 3= 5195

w =0, u =0, uy= 0, 3 =1016340
vegy nésicéppen telirva

80,82
- |99, pe g ee 10630

579,59
yessiik, Rogy a tébldsatben a 1 negeily elSjellel
szevepel, Ex kizdrélag ssémitdstechnikai okokbl van iy,
hogy & oélfilgavényérték kissénitdsére ne legyen sailkaéy
kiilon eljérdara, Valdjdban et -l-gyel beszorozva, positiv-
nak vessaik.
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4z utolsé t4blézatbsl leolvashats, milyen termeléai
progran adja a legnagyobb jovedelnet. Az 1.7, ponthan vizs-
DE2fuk o megolddet 68 az eredményt gazdasdsl guempontbel
B 3k “hogy o harmadik ternék, bir ommagdvan szemlél-
e 361 Jovedelness, as utolsé tdblizat mutatja, hogy @ har-
yealk tormék 1 ha-on vals termelése 21,52 Ft jovedelem-
B kenést okozma. Nindhirom termelési eriforrist teljes
e roinapsnAltuk, An utolsd tAbldzat utolsé sordbil
e Aliap] thatd, logy amemnyiben valamelylk eréforrds-
B Mievesenb dlina rendelkezésre egy egyssggel, akkor an
L g tosrdat fokintve, 767,6 Fi-tal a masodik exdfornds-
0 T otal, o harmadik eréforrdsnil 32,1 Fi~tel cevkken-
2 P veacion. Az crforrdsok emy egységgel velé nvelése
B aoss ugyanannyi jovedelememelkedéshes vezetme, Funek
iTan3dn a villalatvesetés aunthet arrcl is, hogy melvik
Do irasbil volna célszeri a kpacitdst novelni, vagy
o ivintent. Ha ugyanis valamely erdforrds olcséyban gze-
g 'be. ‘mint av egységnyi eriforrds 4ltal elérhetd
edcaenibvblet, akkor érdemes ebbSl s kapeoitdst noyel-
S lenkezS emetben 8 kapacitds csvkkentése célszeril.

Vegvik péladul au slss eréforrist. EbbSL cflazert G-,
vitesE a khpacitdst, ha beszerzése kovesebbe keril /egya
genként/ 767,6 Ft-nal. Ha példéul a piacon &z ela§_erofor=
B wéyonként 600 Fi-ért lehet besseresni, célazeri
ezt megtenni, mert & 767,6 Fi_jovedelem nemcsak fedezi

a koltséget, de még 167,6 Pt jovedelmet is eredményez. A
véllalatnak tehdt az adott esetben az_elss_erdforrds egy
e 7,6 Ftoot ér /hivsen ennyivel emeli a Jovedelnct/,
‘bérhogyan is alakul az adott eréforréds giaci 4ra. A modell-
‘ben tehdt az erdforrdsok mintegy felértékelddnek, 8 ez
mutatja, hogy &z adott korilmények kozott - fiiggetlenil a
‘beszerzési artél, illetve ko1tségektsl - mennyit érmek

a védllalat szdméra. A dudlis véltozdkhoz tartozd célfiigg-
e ituot Ja duglis megoladgt/ drmyéidirnak nevesaik. Az
érnyékdrekkal & késobbiek soran még gyskran ‘taldlkozunk.

41 ellensrizsik a megolddst azzal, hogy a kepolt
Sttesitjik a 10.1.1. vagy a 10.1.2.-be,

80,82 + 339,59 + 0'+ 579,59 = 1000
80,82 + 4 4 339,50 + 4 . 0 + 2 . 519,59 = 259,36 = 2600
4. 89187137 339)39 4 61 0+ 10°.7575,596798,56 = 6800

500 . 80,82 + 900 . 339,59 + 1000 . 0 + 1100 o 573,59 =
1015918 ¥ 1 016 340

o 80,82
1111 |339,59 1000
1442 = | 2800
4 2 610 9 6800

579,59
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I 80,82
339,59

[}ao, 900, 1000, 1100] o | 1015 918 % 1 016 340
579,59

A lényegtelen eltérés kerekitésekbSl adddik. Az adott
példa alkalnas volna arra, hogy segitségével kilonbdzs prob-
iémiat vemutassunlk s Usazefliggéabe hosauk o geadiadgl nét-
térrel is. A kerekitésekbSl adddé hibdk azonban mindvégig
averndnak benninket. E hibdk agomban csSkkenthetdk, ha a
szémadatokat némileg dtalakitjuk. MindSssze négy adatot kell
megvéltoztatnunk s méris nagyobb pontossdggal tudunk szdmol-
ni. Alakiteuk tehdt 4t a feladatot ugy, hogy indulé t&blé-
zatunk a kbvetkesd legyen:

Tk 5 o
uy T E A A 1000
w Le 44 4 2 2600
uy 4 2 5 10 6800
-z 900 900 950 1100 o

Ha most az

200
100
E= 300
400

logikai uton el8411TtotT termelési programot valdsitjuk
meg, akkor a kapacitdspzikaielet

b= 2600
6500
68 & célfiiggvény éridke /a véllalati jovedelen/
= 995 000 Pt
Tegyllk fel azonben, hogy & mésodik osicsidSssakvan

most ig 6800 munkanap’ 411 Tendelkezésre, amit a logikai
uton késaitett termelési program nem haszndl ki.
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0ldjuk meg & feladatot

. e O L . ¢
ml @ = e 1000
ul 1,8 44 4 2 2600
1y 2 5 g 6800
-z | 900 900 950 1100 o
ik o
u| 06 0,5 0,1 320
w| 1 3 -0,2 1240
x,| 0,4 0,5 0,1 680
-z | 460 680 400 -110 | -748000

W oz

uy =0,2 -0,10 =0,06 72

x,| 0,25 0,25 0,75 -0,05 310
x,| 0,35 -0,05 0,35 0,11 618
-% 290 -170 -110 -76 958 800

uoom oz o

x| 2,5 -0,5 -0,25 - 180
x, =0,625 0,375 0,81 ~ 265
X, -0,875 0,125 0,44 0,16 555

-z | -725 =25 37,5 -32,5 |-1 011000

- As optindlis pegclads tendt
x =|[265] u=0 5= 1011 000
)
555
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Ez a termelési program /be).\elieﬂeuitélul ellendrizziik/
mindhérom erSforréskapacitést teljesen kihasmlja és & jo-
vedelenttbblet 16 000 Ft.

Az &rnyékdrak azt mutatjdk, hoa a f5ldteriilet niveldse
hektéronként 725 Pi-tal, as I. csicsidSssak munkserSkapaci-
tése wunkenaponként 25 Ft-tal, a IL. ostosidbssek pedig
32,5 Ft-tal emelné a jovedelmet, viszont a harmadik termék
termeléme hektéronként 37,5 Pt=tal csSkkentené az elérhets
véllalati jovedelmet.

Tegylik fel, hogy ha a véllalat a f§ldteriletet nem is
képes bSviteni, a nem rundvénytermels &gasatokban jebb mm-
kasgervezéssel el tudja émi, hogy az I. csicsidfssakben
360 mumkanap-kapacitéat felssabadit és &tirdnyit as &runt-

Yényternelés teriiletére, Enmek alapjén a kapacitéas a kbvet-
kesSképpen alakul:
1000
b = [2960
6800

st & feladatot:

n  n
. 1 1 1 1000
uy 1,8 4,4 4 2960
U 4 2 8 6800
-z 900 900 950 o
= = uy
uy 0,6 0,5 -0,1 320
uy 1 3 =0,2 1600
=, 0,4 0,5 01| 680
-z 460 400 -110 |-748000
% u, 3
o 529 0,2 0,10 )
£ 0,25 0,25 0,75 400
= 0,35 =0,05 0,3 6500
-z 290 -170 110 76 | =1020000
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e
& 2,5 0,5 -0,25 0,15 o
Py 0,625 0,375 0,61 =0,01 400
z 0,875 0,125 0,44 0,16 600
- 7125 25 -37,5 -32,5 | =1020000
4 megolads tendts
‘“’g u=0 z = 1020 000
600

Most tehdt cmak két terméket /az elsSt és a mésodikat/
célszertl termelni, az erdforrdsokat most is teljesen fel-
hasmdljuk és a_jovedelem az e18z6 megolddshoz képest
1 020 000 ~ 1 011 000 = 9000 Pt-tal emelkedett. Figyeljuk
meg, hogy az el8bbi megolddsban a mAsodik erSforrdshos
25°F% dkér tartozott. Az erSforrdst 360 egyséagel
bavitettlk, s {gy 360 . 25 = 9000 Pi-tal emelkedett &
Jovedelem.

Bévitsilk még & mdsodik erforrdst 40 egységgel, hogy
a2 3000 munkanap legyen és oldjuk meg a modellf.

Ay S S
uy 1 1 1 <) 1000
u, 1,8 44 4 2 3000
uy 4 2 5 f9 6800
-z 500 900 950 1100 o
5 B B W
uy 0,6 [ 0,5 =0,1 320
uy 1 4 3 0,2 1640
Xy 0,4 0,2 0,5 0,1 680
-z 460 680 400 =110 ~748000
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= w x U
x, 0,75 1,25 0,625 =-0,12% 400
Uy -2 =5 0,5 0,30 40
) 0,25 0,25 -0,375 0,123 600
-g ~50 -850 =25 =25 (=1020000

4 megoldds most tendt a kivetkeals

¢ o
[ e 2 =1 020 000

600

4 mdgodik erSforrds tovdbbi 40 egységgel vald bivi-
t8sének fendt nincs jelentdssge, ant as adott terillet s
a 1. ostosidéssakban rendelkesdare §116 munkaerkapaci-
%45 mollett nem tudjuk felhasondlni, EobSL tehds most
folesleges kapacitdmunk van. A msodik eréforrdsra most
em i3 Eaptunk érmydbivat, viszont jelentGsen szelislett
& terilletnek, mint viszonylag leginkébb sailk kapacitds-
nak ag 4ruyskare.

Tegyiik £ol, hogy a harmadik termk terelésére ninos
1s lenetSeégink, vagyls most osak hérom viltosd sserepel
& feladatban /x,-et most xy-nak vegyil/. 4 feladet meg-
olddsa o kbvetkdad:

L &g X
uy 1 1 =
up 1,8 44 2
uy 4 2 fro]
= 500 S0 100 | ¢©
i = u.
u 0,6 o
u, 1 @
=, [ 0,2
-z 450 680
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4 tdbldnat belsejében ag & métrix helyén most amnk
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Végiil tegyilk fel, hogy rvéltosds Kovetkestében o
harmadik termék fajlagos jovedelue 950 PE-rél 1000 Fi-ra
emelkedik, Oldjuk meg most e feladatot:

5 e
uy 1 1 1 1000
e 2600
uy 4 5 6800
- 900 900 1000 1100 o

= 5w
u | 0,6 0,5 0,1 320
w 1 3 w02 1240
x, | o4 0,5 01 680
E 460 620 450  -110 | 748000

T L E
uy =0,2  =0,10 =0,06 72
x | 025 025 0,75 -0,05 310
x, | 035 005 035 o1 618
= 290 -170 60 =76 | -958800

T

2,5 -0,5 -0,25 0,15

-0,625 0,575[0,8] 0,01

0,873 0,125 0,44 0,16

125 w25 12,50 -32,50
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b 2,30 -0,35 0,31 -0,153| 261,79
= 0,77 0,46 1,24 -0,012| 327,16
5 ~0,54 =0,08 0,54 =-0,165 411,05
-z -115,4 -30,8 -15,43 -32,3 |-1015089,5
A megoldds
261,79
0
z= =0 2= 1015 089,5
= s1,06) T T
411,05

Most az x,-t ki kellett cserélni as x;-mal, Az x, és
z; véltosk oseréjét megtakerithattuk volna, ha figyelem-
e vessalk a véltozdk leguusyobb Ssszes hozamdt.

Figyeljiik meg az induld t&bldzetot és szdmiteuk ki a
kill8nbbzé ternékekhes tertosd lenetsiges legnagyobb hoza-
mot, ugy, hogy a kapacitdsvekior adatait oszbjuk a fajla~
gos_saiikaégleti adetokial és kiszdnitjuk a legkisebb hinya-
doshoz tartosd célfiggvényértsket. L kbvetken

Az 156 ternéire:

1000 : 1 = 1000
2600 3 1,8 = 1444
6800 : 4’ = 1700

A mésodik termskre:
1000 : 1 1000

2325

o
1000 : 1 = 1000
2600 : 4 = 650
6800 : 5 = 1360

4 negysdik termskre:
1000 : 1 1000
2600 : 2 130

6800 : 10 880

1000

591

650

et kapjuk:

.+ 900 = 900 000
. 900 = 531 900
.1000 = 650 000

0 .1100 = 748 000
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4 mésodik er6forréskapacitds a mdsodik és a harmadik
ternékre vonetkosdan mutatkozott saliknek, /Az elsd termék-
nél ez els, a negyedikndl a harmadik erdforrés volt &
saiilc kapacitds./ nikor tehdt a migodik exSforrdsndl vé-
geaallk a bdaisoserét, célsaerd a mdsodik ¢s harmadil ter-
mék kol ast vdlassteni, amelyhes nagyobd lehetséges ji
delen tartosik, Ez pedig o harmadik ternék, amelynél a lehet-
séges Bessjovedelen 650 000 Ft, mig a mésodiknAl osak 531 900
Pteot kaptunk, 4 mésodik 1épésbon tendt z, helyett xyomt
Lenne célszeri a bézisha bevonni. Gyakorld8képpen oldjuk
meg igy is a feladatot,

6.2, Degenerdoid

4 degenerdoid probléndjéval mér az elSbbiekben taldlkos-
tunk, csak akkor még ezt elhallgatiuk. Vegyilk as eldvbiek-
561 bir {omert Telasatot, amikor intuld tébiink & kovetke-
56 volt:

N
w 1 3 1 1000
u, 1,8 44 4 2950
uy 4 2 5 6800
- 900 900 950 1100 o

A ndsodik tdbla ekkor igy alakult:

S uy
w 0,6 0,8 0,5 =0,1 320
uy i 4 3 =02 1600
x, 04 02 05 0, 680
-2 460 680 400 110 | 748000

Bayértelal, hogy & Koveliea lépésben u nésodi torné-
ket kell & programba bevomni, tehét & mdsodik oszlopben
vélasziunk generdlS elemet, hiszen egyérteluilen ehnes az
oszlophos tartosik & legnagyobb célfigevény koefficiens.
De a mdsodik oszlop hdnyadik eleme legyen & gemerdls elem?
Tugjuk, hogy & generdlé elemet ugy vélasstjuk, hogy az
utolss’ oszlop elemeit osatjuk a_generdls oszlop slemei-
vel s azt vélasstjuk generdlé elemek, ‘shol a legkisebd
nényadogt kapjuk.

Végezallk el 2z osztdsokat:
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Az els6 és a mésodik elemel osstva, azonos /mindketts-
161 legkisebb/ hényadost kapunk. Nem tudunk tendt egyértel-
Difen generdld elemet vélagstani, mert mind az elss, mind

= ndsodik elem egyfornén lehet generdlé elem. Ilyen eset
Den tendt, amikor mem tudunk egyérielniien generdlé elemet
vélagatanl, degenerdoiével &llunk gsemben, Hogyan jérunk
¢1 tiyenkor, axikor Jvagy tobb/ generdl elem-jelsliiink
ven'

4 legsgyanertiy eljérds, he a generdl$ elem-jelSltek
Kosil taldlonra vlasztunk ki egyet gemerdlé elemmek. Ilyen-
kor vissont elSfordulhet, hogy egy bldzat késSbb megis-
m6t16dik, 86t ha esetleg i: en ugyanugy vélasztjuk

enerdlé elemet, "kbrben forguuk" és nem jutunk a fela-
aat_végér ariibb ugy eljdrni, hogy a generdlé elem
jelsltekkel balrél jobbra halagva, elosstjuk az adott
orban 16v6 tobbi technolégial egyltthatét. Amely sorban
e15bb taldljuk a legkisebb hényadost, abban vélassiunk
fgonerd1s elemet, Példdnkban tendt az elsG sort 0,8-del,
& mésodik sort 4-gyel végigosstjuk, azaz

Els§ sor

87% =075 §f= 0625 ek - 0,125

Mésodik sor

$-o025 §-015 2042 - 0,05

A% els§ hényados az elss sorban 0,75, & mésodik sorban
aivel 0,25 0,15, madrt o ddridss snroes vélass-

$iak generd1s elemet. A'10.1, pontban tehdt JO1 véle:
fottusk generdld slemet. /A mogolddst mér immerjuk.

A degenerdcié elffordulhat mér ez indul téblésatban is,
vagy bérmely més tdpldzatban, Akkor iz daﬁnﬁ-‘nléﬂl &1unk
Ssemben, ha az indulé, vagy bérmely ms tabldsatben & b
vektor elemei kosdtt két t6bb nulldt talélunk, Ilyen~
Yor & ssllk keressimetszetet jelenté hduyadosok mullék

6.3+ A pro tor citésok egyldeji optima-
Eﬁu skior éo 8 kapsoltisok eqvideil ontize:

Az eddiglekben & feladatot ugy fogalmaztuk mei
rendelkezéare 411 meghatdrosott erSforrdskapacit:
ehhes kell optimalizdlni a termelési suerkesetet. A gya-
korlatban azonban 41taléban men ez
oltésok ténylegesen meghatérozott memnyis
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rendelkezésre, mésok viszont véltostathaték, ha e véltos-
latds céleseril, PEladul lshet, hogy a rendelkezésre &116
f61aterliles adost, de gépeket $o anyagoket - slvileg -
ietanés sgerinti mennyisighen beszereshetink, vagy ssilkit-
petjik, illetve bivithstjik e munkaerSlétezdmot, stb.

Vegyiik az e15bbiekbfl mér ismert feladatol és tételes—
itk fel, hogy az 1000 ha foldierilet adva van, azon nem véle
toztathatunk, a munkaers vissont tetszés szerint véltoztat=
haté. Tegyilk fel, hogy & 2600, illetve 6800 munkanap kapa-
1t4s ugy edédott, hogy 100 2§ munkaers dllt e véllalat ren-
Gelkeséedre és az elas ogiosiddszak kb. egy hénapot Glel
%21, amely egy hénep alabi sgy-egy dolgoz 26 mapot dols
gozik, mig a mdsodik csucsiddssak egy niromhénapos perid-
&us, & ez alatt egy dolgozé 68 munkanapot dolgozhat.

is
X % % % Y o
o+ mexp e, 100
$ 2600

1,8, b 4dEy HE 425
4 om empaor, & 60

300, + 900k, + 950z, + 1100%, smax.

se1adat most tehdt a koveties
X o g Ty %

mt memex S 1000

1ox + 44z, HE 2%, f 2 . 100

Uxy b 2xp 45 68 . 100

900x; 900, + 950%; + 1100k, =mex.

45t mondottuk asorban, hogy most nem 100 £5 £11 rendel-
kepéslinkrs, hanem ennyl, amennyl ssiitadges, i

Zismerii, Uzt az egyelfre ismeretlen munkeerdszifitségletet
-nal jeldlve, = feledat a k¥vetkezd:
£

e R
160y + 44n Hxy 12T

PN

34102,
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s
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88y

1000

900 x; + 900x, + 950x; +1100%,
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Most még eltekintink att6l, hogy & munkaerSvéltoadhos

xul8n oéleigavényértéiet rordeliink,
Serméker jovedsinét ugy snénftotink ki,
53dvan a munk

ket i figyelembe vetSik.

hiszen & kilonbozs
hogy & munkabsre-
ger rendelkezss-

re 411dsénak is van koltsége, de essel majd a gyekorlati
alkaluasds tdrgyaldsa sordn loglalkozunk. Oldjuk meg tehdt

2z el60bi feledatot:

EE i
oy T 3 O [] 1000
u 1,8 4.4 2 -26 o
uy 4 g 5 R -68 [

- 900 900 950 1100 0O 0"

Tatjuk, hogy degenerélt modellel

&1lunk szemben.

5 B B L 7
uy 06 0,8 0,5 -0,1 [,8 | 1000
U 1 4 3 =0,2 -12,4 o
A 0,4 0,2 0,5 0,1-8,8 o
-z 460 680 400 -110 T480 0
P
¥ 07 -0,02 0,15 | 147,059
Uy 3 0,02 1,82 | 1823,53
= o 1 |1000,00
-5 200 200 150 O -1100 |1100,000
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) =0, 2=0, x; =0, x, = 1000
y = 147,06 Y147,  up =0, u = 183,53
uy =0, 2 = 1 100 000

Most_tendt mind az 1000 ha-t a negyedik termét termelé-
sére célszeri felnassndlni és 147 dclgosbra van sallisse.
X jovedelen 1 100 000 Pt. A munkaert ossk & II, osdcsids-
szakban hassnaljuk ki, es 1. idészakban 1823,53 munkanap
kihagsnélatlanul mared, Behelyettesitéssel meggyGnddnetink
arrél, hogy ez adott termelésl progrem az I. idGszakben
2000, a 11, idgszakben 11000 munkanspot igényel, s az I.
aGstakvan 3823,3 minkanap €11 rendelkerésre /tendt
1823,3 munkanap' feleslegea/, a II. idszakban pedig
10000 munkanap. Termésuetessh nem mindig osek sgy Termék

S1lazerti. Emeljilk csak meg a misodik ternskhez
bvedelnet mondjuk 300 Fi-tal. lidris a kbvetkezs
megolddst kapjuk:

x =0, x = 933,98, x3=0, X, = 666,02
y = 106,98 u= 0, 5= 133398

6.4, Dsbb oflfiizsvény vizspdlata

Gandasdgi feladatok megolddsa sorén &ltaldban nem csak
egy hatékonyadel mutaté alapjdn dontiink. Siem biztos, hogy
aa% tekintiik & legjobb termolésl programuak, amelyhes a
egnagyobb: jivedelen tertosik. Lehetsiges ugyanie, hoay
ook megvalssitése igen nagy berubdudst izdnyel, veay
Igen sok importanyag felnasandldséi tessi sullkssgesss,
atb, Do termelfgzbvetkesetben o jovedelemnsk is kit for-
néjit vessik szdmba, a bruttd jsi 1
munkabérét, illetve’ résaesedsst nem sadmoliuk fel kGlt-
Ségkint/ 43 a netté jovedelmes /amikor a munkaerd Kblts
6% 1 felogdnoltuk/.

Hogy & termeldai progranzdl déntex
tsndt 8 modellt tobb oélilizsvémnyel is
a berundsds 4a as_ importanyss

ogran a j6, e
mportenyagzélnasmdids tarsozik
Teladatol megolddudt még nem ianerjilk, egyelf
Teladatondl meradunk.

1 pildateledatokat haszudlve

negyilk 11, hogy a2 eddi
sélunk.

k6t oLeipzvényt maximali




[image: image191.jpg]Tegyenok ezels sz aldbbiak:
2 - [900, 900, 950, -:oo]

2= [1500, 1200, 1800, 1506J

Mot tendt kit céltiigevényt vizsgdlnatunk, példdul e
heies jovedelnet /z,/ 6 a bruttd jovedelaet /z/s

& 1gy feladatunk & kbvetkess:

n o H %
uy 1 1 1 1 1000
uy 1,8 4,4 4 2 2600
. 4 2 5 10 6800
-2y 900 900 950 1100 o
~Zy 1500 1200 1800 1600 0

A tenultak alapjén nines aksddlye annak, hogy a fela-
aatot e16bb as egyik, estdn a misik célfiggvémyel meg-
lajuk és a kapott ereaményeket sszehasonlitsuk. Ha gy
Sdrumkcel, akkor ugyenazt a modellt kétazer kell megolda-
31, bér & sdmitésok egy résue /amig a két oélfiggvény
Ssirint sadmolva e generdlé elem azonos/, esetleg osak
24soldst jelent, mert & két feladatban azonos.

Gélazertibb ugy eljérni, hogy = bér & ssdmitésokat ez
egyiE célflggvény szerint végessiik - mindkét célflgevényt
{8péarsi-1épdere kignénitiuk, majd amikor az egyik cel-
figgyény saectnt & faledstot segoldottul, aktor folytatjuk
o e iatidsokat a mésik cdlfligevény sserint, Emek az 2z
319nge is megvan, hogy mindkit megolddshos mindkét oél-

logvényértétet megkapiuk andlkil, hogy & behelyetiesi-
463t _elvégemnénk.

Tehdt
X 5 =
uy 1 1 1 1000
u, 1,8 44 4 2600
uy 4 2 5 6800
= —5%0 300 350 T
-2 1500 1200 1800 o
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ug 0,6 0,5 =0,1 320
u, 1 3 =02 1240
T 0,4 0,5 0,1 680
-5y 460 680 400 110 | =748000
=gy 860 880 1000 =160 | -1088000

x  w x;  uy

uy -0,2 =0,10  =0,06 72
x 0,25 0,25 0,75 =0,05 310
Xy 0,35 -0,05 0,35 0,11 618
-2y 290 170 -110 =76 | -958800
-3, 640 =220 340 -116 | -1360800
uy  u % w
= 50,5 05 <015
% ,625 0,375 0,01
x -0,875 0,125 0,44 0,16

~zy |-125 -25 37,5 -32,5|-1011000
-z, |-1600 120 500 20 | -1476000

Az elsé célfiiggvénnyel megoldotiul
tassuk a mezolddst a mdsodik cSlflgev:
oszlopban vdlassiva generdl elems

b | g s
2 s
x3 =0,77 0,46 ;: 1
%, m, S

~5y | -753,9 1,64 45,3
2 -111,48 -617,3
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4 feladatot megoldottuk a msodik cflfiiggvény szerint
15, /llincs sallkass a tiblizet toubi adatéra, mivel a
=l ¢4 eatilk, ezért ssokat nem is sadmoliuk ki./

4 megoldds tehdt a kivetkess:

Wetts Jovedelen | Yratts jovedelen
sserint sgerint

= 180 261,79
x, 265 o

|

| x o 327,16

| =, 555 411,05
uy ° o
y o °
uy o o
7 1 011 000 99673145
3 1 476 000 1639560,2

Wint 1dtjuk, uds az optimm a nettd s nds @ brutts
jovedelen mixifalizildsa ssetén. A villalatvessfs fels-
data, nogy ddntsdn, melyit fermelési progran megvaldsi-
$dsa’célozerti, Ha & nettd jovedelem optimmdt vilasatjuk
1272685 F6 netts jévedeluet nyerink, de a brutté jovede-
lem 163 560,2 Pi-tal kevesebb lesz, Ellenkess esetben
163 580, 7t brutté jovedelemiobbletért elveszitink
127289,5 ¥t mettd jovedelnet. Hogy melyik mellett domtink,
a3 szdnos tényesstol Tigs.

Az sem foltétlemil biztos, hogy as egyik vagy a misik
megolddst fogadjuk el. A feltstelrendssert ugyanis mind-
k4t megoldds kielégiti, tendt az erdforrdskapacitdst be-
kintve, mindkét termelfsl program megvaldsithatd. De ha
nindkst termelési program feldt vesssilk és sszeadjuk, az

igy kapott 220,5
132,5
163,6
483,0!

5y = 1004 865,7

5, = 1557 790,1
orogrem is megvaldsithats az adott srbforzds kapacitdssal.
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$s az igy kapott termelési programok is megvaldsfthatdk.
Az opty é5 opty; programot most tehdt alternativ progra-
moknak fogjuk fel $s megosslési vissonyssdmok segftedgé~
vel azokkal ujabb termelési programokat nyernetiink. Baek
egymistél kilonbszhetnek az erdforrds felhasandlésvan is
/ha azt nem egyformdn hasundljdk ki/ $s a oélfiiggvény ér-
t8két tekintve is, de megvalSaithat programok.

Ea 5 feladatot szdmitégéppel oldjuk meg, akkor is a
megoldéat olobb as els6 cilMgzuimyel nyekitk, Sutin

& gépbe tépldljuk a mdsodik clfliggvinyt és folytatjuk

& szénftdst /mint el5bb 13/ e szerint a célfiiggvény sze-
rint, A saénitégép azonban esetieg - ha csek kULon prog-
Tamot nem csindlunk ilyen céllel - cgak ast a oélfliggviny-
értéket irja ki, amellyel az optimalizdldst végesbik, A
progranok Jssuehasonlitdsit azonban mogkimnyiti, ha min-
den megoldds sordn minden oélfiiggvsny Sriéket ismery

Bzt egysneriien elérhetjik, oéLtilgevény véltoadkat
alkalnazunk, Ilyenkor as S15bbi célfigavényeket feltétel-

kénb épitjik a modellve 4s & célZlggvény most tehdt a

Kvetkezs less:
n 5 %
| 10 3 o 10
w18 44 0 2600
ul 4 2 0 6300
| 900 s00 o 0
1500 1200 -1 o
| 0 o o o 1 o I o
“z| 0 0 o 0 o 1 |
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4 megolddst most médosity

téblésstoen

valasatunk és most ne
ez an-l-st vilecztiul
nem 411 femn a veszélye aunak,
oé12iggvél
akkor méris pozi
214016 3

em foglalkoztunk./

oszlopdban
elgjelre,

kKBzott negativ less. /A

hatndnk -1

Rk Bior vissont 8§
egyelbre még nue

a3

—gyel,

>Int szdmolva tendt &
vetkezgrépnen elakul:

mésodil

enerdlé elemet ea e

3y = max.
2, = max.

k ennyiban, hogy et indulf

156 c8:

hogy &

1 fugavényvaltozs

n vagyunk tekintettel az
k., livel a hdnyados 0 less,
b vektor koordindtdl
ny feltételeke: besgorou~
tiv lemne a generdlé ele-

~ze véltosna, amivel

45 els§ céliigevény

e

4% narmadik tébldzat a ko-

Eel n_ %
it 1 o o To00
Uyl 1,8 44 [ 0 2600
uy 4 2 0 0 6800
%y =500 =900 -1 o 0
U 1500 1200 1800 1600 o =1 o
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Yem folytatjuk a szdmitdsokat, hiszen kbmuyl beldtni,
nogy_azok sz elébbivel megegyeznek, Ha a feladatot az ei-
56 céltigevénnyel megoldottuk, & masodik célfiggvényhes
tartozd -1-et vdlaszijuk generdlé elemnek és folytatjuk
& sudmitdst a misodik célfiigevény szerint. liint mir errél
526 volt, ennek az eljérdsnak sadmiteépes megolddsndl
lehet jelentésége, ha & megolidsprogram egyidejileg

sk ey célfiggvénys keael.

4 provléudt igen sokféleképpen lehet nég kezelni, igy a
szénitogépre a megoldéprogramot tobbréleképpen is elkém
suithetjik.

6.5, Alternativ optimumok

Tegyiik fel, hogy az x,-hoz tartoss célftiggvénvkoeffi-
ciens 950-61 987,5-re eelkedik, azaz induld tébldza-
funk & Kovetkead:

# =
uy b § i 1000
uy 1,8 4 2600
ug 4 2 5 6800
-z 900 900 987,5 1100 o
Ekkor az opbimilis t&bldzat:
u u,  x oy
x 2,5 0,5 -0,25 =0,15 180
x ~0,625 0,375 [0,8] -0,01 265
x, | 0875 0225 0,44 0,26 555
-z =725 =25 o ~32,5 |-1011000

Optimdlis megolédshos jutottunk behdt, Nost azonban
& harmadik termék is bevorhatd & programds, s az igy ke-
pobt megoldshor ugyancsek 1 011 000 FY célfigevényerté
tartozik,
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vagyis
uy u, % uy

x | 2,30 -0,38 0,31 -0,153 261,79

Xy | =077 046 1,24 -0,012 327,16

x, | -0,54 0,08 -0,54 0,165 411,05

-z | -725 25 0 -32,5 | -1011000

Két egyenértékil /optimslis/ megolddsunk ven tehdt,
emelyek mindegyike eleget tesz a feltételrendszernek
s mindkét termelési programhoz ugyanaz a jovedelemts—
meg tartozik,

azaz opty optyy
180,00 261,79
265,00 o
B o 321,16
555,00 411,05,
=0 u=
= T 2= 1011000 F& T

& két progremot, mint alternativ optimumot, most is
keverhetjk a k), k, /k; + k, = 1/ megossldsi viszony-

szémok alapjdn, s kbmyen beldthaté, hogy az fgy el8dll
tott termelssi programok egyenériiklek, hozzdjuk ugyan~
azon célfliggvényériék tartozik, tehdt azok is optimslisak.
s tend: ogy feladammsk kit /vigy tivb/ optindlls megsl-
adsa 1étezik, akkor végtelen sok optimdlis megolddsa le-
hetaéges.

Hagonl6 volt az ¢15a6 pontben térgyalt probléma is,
Ott azonban & kétféle megoldds nem volt egyenériskil, Ss
nem voltak egyenértikilek a keverdsikiel elS4llitots ter-
melssi programok sem. Az o158 pontben kapott megolddsok
Yendt olternativ programok voltak ugyan és oleget tettek
& feltételrendszernek de mem voltak alternativ optimumok,
hanem egyik megoldds az egyik oélfilggvény sserint, a mé-
stk pedig & misik o¥lflggvény sgerint wolt opii .
mélis 65 @ keverssiikkel kapobt programok egyik cSlfligevény
szerint sem voltak optimdlisak, hanem e kSt oSlfigevinyt

figyelembe véve, kompromisszumos megolddst eredményeztek.
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6.6 l6dositoth normdlfeladat

A% eddigiek sordn a feladatot mindig ugy fogalmaziuk meg,
hogy a feltételrendszerek kozdtt csak & irdnyu egyenldtlen~
ségek, azaz kisebb egyenld, illetve nel nagyobb egyvenldtlen=
ségek woltek. El6fordul azombal olyan feladat is, amelyben a

telek kozott egvenletek is vannak.
ek ovinb e Te  ac elobbiekben vizsgdlt gyakorlati
foladainal, azouban tegyik fol, Boey 8 termels villalat
mér leszerzddstt a felvdsdrlé véllalattal, hogy az elsé
Serméiet portosen 100 na-on, ¢ hemadik timmélet pest pon
tosen 50 ha-on termeli és ezekbSl csak emnyit tudunk ériéke~
siteni, vagy esetleg az elsé és a harmadik termékek takarmé-
nyok és azokbdl annyit kell pontosan termelni, hogy az &llate-
4llomdny igényét kielégitsék e takarminyokbdl és nines ér=
tékesitési lehetdcégink.

Most & feladat a kbvetkezdképpen irhaté fel:

T 5 20
T B X3+ = 1000
1,6x) +  4,dx, + 4z + 2z, 2600
o+ e 5% 108, 6800
= 100
900x, + 900m, + 950xy + 1100x, =  max.

ost olyan njgyismevetlenes feladattal
anelyben niron &irdnyu egyenlGtlenség me
tlink is van 48 8 célTigaviny meximumdt ker
tot mdtrix alakben felirve, a kivetkezfket

£20 B2

Az_olyen 1i:
Den ¢ irdnyd enve
médositott normdlfel
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ivetkess egy-

o+ 3mp = 19
o+ 2% = 11

42 egyenlet megoladedt s

% =5 By w3

adja, hiszen

20 3 . = 19
2

5 % Z
54 2w 3
Adjuk Bssze a két egyenletet
3%, + 5%, = 30
szx =5 Sox, = 3 megoldds a két egyenlet Sssea
4ése utjdn nyert egyemletet is kielégitl, azaz

3 . 5ES 07 30

De kénnyen ellensrizhetjiik, hogy e megoldds kielé
2o eloobi kit egyenlet kilombsigst, szorsatdt, std. is,
2ni terndsgetes, hiszen 23 x) = 5, T, = 3 behelyetteaités-

sel egyenléségrdl van sz6. 4z egyenlefelnek ebbSl a tu-
Jajdonsandbtl kovetkesic, hogy a linedris programozdsi
oladatoen eléforquls ozyenlstek Ssssegét képeahetjik, s
cadital egy olyan feltételt kapunk, amelynek teljesiilése
Goetén toljesiinek azok a feltételek is, amelyekbsl est
(ipoztik, & megoldds sordn tendt arra kell titekedni
hogy sz egyenletek Saszeaddsdval nyert felbétel teljesil-
J5m e16sadr.

Foglaljuk tébldza

=) %) %X
™ oL 3 1000
uy 1,8 4,4 4 2 2600
bl 4 5 10 6800
Iu4 : 0 0 o 100
Fug 0 1 0 50

900 900 950 1100 o

i 0 1o 150





[image: image200.jpg]iz igy elkészitett t4blizatben ez egyenleteket tartal-
mazé sorokat *-gal megjeldltik. 4 *u,, Tug szimbSlumok te-
it erra utalnsk, hogy ¢ sorok egyenletek, s eledsorban ezek
teljesitéaére torekssiink. A t4bldzat utolsd sordven az egyen-
leteket tartalmazd sorok /egyenletek/ bsszegét taldljuk és
© sort ®z-vel /osillagos z/ jeloltik. T sor maga ie lined~

ris fiiggvény és misodlagos célfuggvénynek nevernilk.

4 feladat megolddsa sordn elfezsr a mdsodlagos célfilgg-
vényt kell megoldanunk. Lppen ezért mindaddig, amig a mésod-
lagos célPiggvényt meg nem oldotiuk, a generdlé elemet a mé-
Sodlagos célfiggvény szerint vilaszijuk meg, vagyis abban az
oszlopban, amelyben a misodlagos célfiiggvény sordben a leg-
nagvobb koefficiens talilhatd.

A szénitdsoket tAbldzatrél-tdblazatra haladva, ugysnugy
végezziik, mint a normil feladatndl tenultyl, mindossze emmyi
wédositdssal, hogy ameddig a misodlagos céliiigevény szerint
szdmolunk, a generdl elem oszlopdt az uj tsblizatben fresen
hagyjuk, & ezdltal elkeriiljiik, hogy ujra abben ez oszlopban
véladezink generils elemet.

4 mdsodlagos c6lfiiggvényt akkor oldottuk meg, amikor en-
sordban_végig O-t kapunk, Ezutdn a szamitésokat az el-

leges célfiigevény szerint folytatjuk, a nowmil felsdatmél
ot e

0ldjuk meg tehdt feladatunkat:

nt % =y 5
u I R
up 1,8 4,4 4 2
us 4 - 5 10 |
"y 0 ? ° | ]
g CRRE ) 5
-z 900 900 950 1100 )
* 10 15
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A mésodlagos célilggvinyt megoldottuk, fohdt az elsd-
leges célfiigavény szerint sadmolunk tovdbb, elhagyva a
ndsedlegos odlfiiggviny sordte
B uy
w| 08 0,1 235
u -0,2 990
x| 62 0,1 615
x5 0 [ 100
a o o 50
| w0 -110 | -514000
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u, u.
u 0,20 0,06 37,0
o5 0,25 0,05 241,5
x4 0,05 0,11 565,5
x 0 0 100
% 0 0 50
-z -170 76 -982300

4 foladatot teh&t megoldottuk. A megoldda:
x = 100, x = 247,5, %3 =50, X, = 565,5

3 upE 0; uy =0, u =0,
u = 0 z = 982 300

Az %), x;-re elfirt egyenleteket teljesitettik, 4z eré-

forrésok egyikét, a teriiletet most nem hassniliuk fel tel-
jesen. Az slérhetd jovedelen 982 300 Ft. Agéltel tehdt,
hogy & véllalat elfafleg - nielStt amnak oflsgertissgérSl
szdnitdsok utidn negeySasddtt volna - leszersdddit sz elss
$s a harmadik  terndk 100 1ll. 50 ha-on vald termelésére,
olvesaitett 28 700 Pt jovedelmet, /Littuk, hogy eldzdleg

o Taiaaast 6111000 Bt Jgvadelennn vouotattes S0t aa adott
foltstelek kozott a_terlilet egy réssét /37 ha-t/ nem is
tudje kinagandlni. Irjuk csak el§ gyakorldsként, hogy & te-
riiletet teljesen fel kell hassndlni, vagyis az els sort

is ogyenlotként kell vemni, A feladatot nem fogjuk tudni
megoldani! Au adott kirilmények kbzott - errdl is kimnyen
nmeggydaddhetink  a terilet csak akkor hasamdlnaté ki, ke
a mésodik eréforrdst 185 egyssgeel bévisjik

iz e16bb térgyalt eljérdsnak, emikor mdsodlagos célftigg-
vény szerint haladva az 4j tdbldzatban a generdld elem
lopat liresen hagyjuk, megvan az @ hitrénya, hosy as edd:
kicaerslt dulis vdlbosdkra nem kepunk &rnySidrat. Bzt
Keriilhetiik, ha megdllepocunk abban, hogy & mir kicseréls
osillagos dudlis valtozdket még egyszer nem visszlk visssa
& bdaisba, vagyis osillagos véltoskhos tartoss osslopok-
San nen vilesetunk genetéld slemete Shoen az ssetben tends
nen sallkaéges ozen oszlopok fresen hagydss. iz elgbbi fela-
dat seénitdsal tehdt most a kovetkezdket adjdl
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lost a mésqdlagos oélfiggvény megolddsét az mutatja,
hogy az utolsé sorban nincs pozitiv elem, minden csillagos
VAltozét kioseréltlink a bézisbél és a b vektorhoz a mésnd-
Tagos oéLtiggvény soréban O tartosik, X mésodlagos oélfiigg-
vény sordt most elhagyjuk, s folytatjuk a szémoldst az
elabdleges céltigavény szerints
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Buy I 't &
uy =0,6 0,5 =0,1 235
w| 1,0 =3,0 -0,2 990
x| -0 =0,5 0,1 615
£y 1 o o 100
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I ; 3 o o o 100,0
zy o o 3 o 50,0
g =290 =170 110 ~76 982300

Most & feladat megolddsa az drmyékérakat is mutatja.
Hogyen ériékelnetiuk eseket.

Az elsd feltételhes nem tartosik érnyékér, hiszen u-et
ki sem oseréltlik a bézisb6l, A meglévé kapacitdst sem tudtuk
tendt kiheszndlni, igy DOVitésének szdmunkre - az adott fela-
dat, illetve adoth kdrilmények kszott - mincs jelentSsége,
vagyis a kapacitfsbGvitésnek szémunira nmincs "értéke”.

A mésodik er§forrdst kihaszndltuk, Ha egy egységet meg=
takari tandnk, esdltal 170 Pi-ot veszitenénk, illetve a ka-
pacitds egysignyl bovitése 170 Fi jovedelem-emelkedést
eredményezne, Hasonlé a helyzet a harmadik ertorrdsnél 76 Ft
erejéig.

Az u-hes - 290 dmnyékér tartosik. Ha tendt a smeradaést
nen 100%haora ksbotték volna, hanem kevesebbre, akkor amnyi-
Smor 290 Fomtal oadkkenne e jévedelatink, shény ha-ral keve-
Sebbre ssélna o sgerasdésink, illetve, ha o szersbistt te-
Flet bovithots, e bovités ha-onként 290 Fi-iel emelnetn
a véllalati jovedslmet,
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Az u_-hdz viszont Eoziliv drnyékdr tartozik. Most tehdt
a5 e18bBivel ellenkes§ hatdst tapasztalunk, vagyis s szer-
25d5tt terlilet csdkkentése dltal novekedne, - s kiterjessz-
tése &ltal csokkemne a jovedelem ha-onként 110 Ft-tal.

A 6.3. = 6.5, pontben térgyaltak tendt a degenericis,
& programvektor s a_kapacitdsok egyidejii optimalizdldsa,
& Toub oélziggvénnyel vals sadmolds és az alternatiy opti-
munok probléndja - terméssetesen a modositott normdl fela-
Gatra, 86t a kivetkeadkben térgyalandd dltaldnos esetre ds
minimom feladetokre is érvényesek. A tanultak alapjdn kiny+
nyen beldthaté az is, hogy & médositott nornil feladat és
2z 4ltaldnos eset is visszavezethetd normil feladatra.

6.7, A maxindlés dltaldnos es

45 e16bbi megolddst Srtdkelve, begylk fel, hogy a kivet-
keadképpen okoskodunk: A kSt termékc teriiletére mir lesserzSd-
Yk, & harmadik novényre megkbtStt ssersfiés viltoatatdsdra
nince lehetSsigiink, mert a partner ragasskodik a megkBidty
szerz6déshes és feibontdsdhos, vagy & terdlet osdkkentéss-
hez nem jérul hozzi, de a teriilet noveldsét sem akarja, bdr
o5t mi sem ergltetjlk, hissen a ssdndtdsok smerint ez nem
volna cilsserf. Az pertuer viszont, amelyikkel az elsd
ternskre ozerz6dtink, szivesen ktne sgerzdddst tovabbi
teriiletre is. /Vagy ha két takarminyntvényrél van szé de
foltesssiik, hogy ac elsSt eladdsra is termelhetjilk, tehst
annak teviiletst novelnetjik, hasonlé helyzeiben vagyunk./

Znnek az okoskoddsnak az e kbvetkeaménye, hogy megkisé-
reljik a modellt ugy megoldani, hozy ez elsd termékre nem
eyenletet, hanem alsd korlétol /¥ relicist/ adunk meg.

Kivel ugyanis az e18bbi megolddsndl az u,-hes tartosd dr-
nyéidr ast mitatta, hogy oélazert volna'a korlét tdeitdsa
/vagyis nagyobd teriileten valé termelés/, ast reméljik,
hogy ezdltel ersforrdsbévités nélkil nagyobd jovedelme
Znifnk o1, S8t ragaskodunk ahhoz is, hogy & terilleiet tel
2s mértikben kihaszndljuk, s az elsd termék teriiletdnek
titerjesztésével reménylink van exre is.

Brnek alapién feladatunk a kivetkesS

Z 0

Xy % T3 X
n+ X+ T+ X o= 1000
‘J,BxX *4,4x2 + 4x3 + 2x4 i 2600
4% + 2x, + 513 + 10x4 = 6800
. 3
d x5 = 50

900%, +900x, + 950z +1100%, = mex.
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Olyan maximunteladatta) dllusk
a feltételek kozott mind &, mind

tehdt sgemben, amelyben
Zeldoléjy egjenlStiensi-

gek, mind pedig egyenlet

./ is taldlhatd. Ez a maxrimdlds

4ltalinos esete.

U&trix alakban az &ltalénos esst teRat

$29 mZo B9 nio
Lg Sy
Lz - b
Lz 2oy
Pz = max.

Az > irdnyu egyenlétlenséget tobbletvdltond bevezeté
sével egyenletts alakithatjuk, s ezdltal médositott mor-
nélfeladetot kapunk, azaz feladatunk:

e

T X Iy oIy T [
n o+ o+ o3+ ox = 1000
1,8x; + 4,4x, + 4x3 + 2%, < 2600
1% 2 3 4 2
x4 2xp + 5%y +10%, S 6800
x - = 100
x3 = 50
900xy + 900k, +950x; +l100r, = max.

lMost tehdt a feladatot, mint médositott normdl feladatot
oldjuk meg, amit mér ismerink. Oldjuk meg tehdt a feladatots

= x5 B v,
3 1 1 o [ 1000

"y
u, 44 4 2 o | 2600
uy 2 5 10 o | 6800
=, o o o al w
Fug 0 1 0 0 50
-z |90 900 950 1100 o o
*z 2 1 2 1, -1 | 1150
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A mdsodlagos oflfiigevényt elhagyjuk 8s folytatjuk a
szdnitdst az elsddleges célfiiggvény szerint.

b =, . Xul
vy | -1 1,33 -0,83 0,17 1,67 | 391,67
w o [2.66]-1,87 -0,3¢ -1,67 598,33
= 0 =0,33 -0,17 0,17 =0,67 458,33
. o 1,33 1,17 -0,17 1,67 491,67
X, [ o 1 0 0 50
-z 0 66,67 -16,67 -33,33 -766,67 -994166,67

%, 7

% N, W, T,
v =1 -0,50 0,10 o 2,50 92,50
e 0 0,38 -0,70 0,13 -0,63 | 224,94
xj 0 0,12 0,40 0,13 -0,87 | 532,56
X 0 =0,50 2,10 o 2,50 192,50
x ) 1 0 0 50,00
-z 0 -25,06 30,20 ~24,81 =724,8 |-1009163,1

A megoldds tehdt:

192,50
224,94
50,00
%, = 532,5
hsY 92,50

2= 1009 163,1

Jost tehdt minden erSforrdst kihasanflunk. /A teriiletet
is!/ Az els6 terndk ternelésst 92,5 ha-ral kell bivitemi,
azaz az elGbbi 100 ha helyett 132,5 ha-on kell termelni.

/4 vy a bbletet mutatia./ Természetesen, ennek megfele-
16en’ a tobbi terndk termelésének terjedelme is vélfozik.

A jvedelem 1009 163 Ft, vegyis az elivbihes képest

26°863 Pt-tal emelkedett.

/23 kerekitési hibdkt6l eltekintve, 290 . 92,50 = 26 B25-nek
%elel meg./
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_ Az eddigiek sordn kizdrdlag olyan matematikei programo-
2ési feladatok megolddséval foglalkoztunk, amikor a cél-
figevény maximumdt kerestiik, W&r emlftettlk azonban, hogy
a gazdaségi felsdatok optimalizdldséndl kiltnbozs hatd-
konységi mutetkat vizegdlhatunk, kUlinboas célfiiggvé-
nyekkel dolgozhatunk, Gyakran olyan feladabokat kell meg-
oldanunk, amikor a célfiggvénynek nem a maximmét, hanem
dppenhogy a minimmdt keressik $s ast a programot tekint-
Jilk optindlisnak, amelynél a célfiigevény minimmdt kapjuk.
2é1a4ul clunk 1shet olyan termelési program kidolgozdsa,
emely minimdlis beruhdzdst igényel, vagy emely minimdlis
termelési kéltséget, vagy minimdlis importanyag felhasz=
ndldst, stb. kivdn, Késobb foglaliosni fogunk a takarminy-
adagok’ bsszedll{tdsdval, Dkkor az less a feladatunk, hogy
nminindlis ksltségl takerndnyadagot tervessiink, vegy olyan
takarndnyternelési szerkesetet tervesziink meg, amely az
adott 4llatdllomdny eltertdsdt minimdlis tertieten, vagy
nminindlis termelési kbltséggel tessl lehetdvé,

A tovdbbiakban tehdt minimmfeladatokkal fogunk foglal-
koani, A minimmfeladatok megolddsa - mint 14bni fogjuk -
egyélialén nem fog nehézsdget jelenteni szdmunkra. X maxi-
numfeladatok megolddséra mir megismert médsser ugyanis al-
kalmas minimunfeladat megolddsira is, mivel minden mini-
nunfeladat visszavezethetd maximumfeladatra,

A kouépiskolai tenulminyokbSl is ismeretes, hogy egy
iggvény minimumhelye azonos ellentstjének maxinumhelyé-
vel. fbrdsoljuk csak az

Y, =5 +3 + 0,58
msodtoku, najd az
Y, =5 =3x - 05%
ndsodfokn filggvinyt.
Az ¥, ninimmhelye (x, = =3) és az Y, maximumhelye
(z, = -3) egybeesik.
43 ¥, figavény mintmuma egybeesik az Y = <) flgavény
nmaximunével, azaz

v 1 ¥, ek
Tiain = 37 Yomax = P

asaz mivel oy 5
¥, o=y, ezért Y= 35
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Hasonldképpen &
= 57y + 2%, + 4%y
fiiggvény minimma ott van, ahol &
5y =-5%) - 2%, - 4%y
filgevény maximuma taldlhaté, azaz
min ¢ /x/

o%t van, anol

max [- z /xlj

taldlhaté, tovdbbd

mine £ /x/ = o[-t s5/)
az aldbbi dbre szerint: }
nin #/x/ = £ /)

max(- £/x/)= £ /x)/

16. bra
Fliggvény minimuma és-1-szeresének
maximma

Az elmondottak alapjdn tehdt az
x 2 9 b 2 2

<
az fp

5252

Az

o 15 15

<z = min,
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feladat az
o il
£
bz éy
LE 5 2
Az £ by
-

-’z = max,

feladatra vezethetd visssa, A minimum feladatot tehdt a
oé1tliggvény ~1-gyel torténs beszorzdsdval maximmfela-
detté elekrtjus €t és éppen ugy végossilk & szénftdsokat,
minthe maximinfeladattal &llndnk szembe.

Vegytik a kivetkezs feladatot:
Mome oxm ot 0
n o+ o2, v 3m Elo
Y IR 21
EE 7
mns s R
x4 20m, + 16x, - ainimn

Az elss két feltételt v, s v, tobbletvdltozdk beveseté-

aével egyenletts alakitjuk, s ekkor a feladat:
>

. T3y 30 V1o 2 = 0
x o+ 2x2 #* BX} s B 10
L 4x, + 213 - 2 12
x o+ £
X+ =z : s
0%y + 20x2 * 15!.3 = minimum.

Alakitsuk 4t a feladatot maximm feladattd dgy, hoay
a odltigavény minusa egyszeresének maximunt keressli,
TTudjuk. hogy o5 mz eredeti oflfugevény minimelizdléedt
Selenti/.
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5 T 5 T 0
Bk e ey, -
X+ A%y 213 - = 12
5 o+ oo s g
5 s = s s

-10x1 - 20x, - 15x3 = maximum!

Oldjuk meg a feladatot $s foglaljuk a szokésos tdb-
1ézatba az erednényte

X E % ww B
uy 12 9 A o 10
uy @ 2 o 2
uy 2 o o o 7
u 1 0 1 0 o 8
-z | -0 20 <16 0 o o
W 2 6 5 -1 -1 22
7,

R B

*a, | 0,50 -1 0,50 4
x, | 0,25 0,5 0 -0,25 3
u | 0,50 o 0,50 1
W 1 1 0 o 8
= |5 % 0 = 60
%z | 0,5 2 -1 05 4
Byomv L

=z -0,50 0,250 2
it 0,25 -0,375 2
Uy 0,50 0,750 3
Uy 0,50 0,250 5
-z -3 3,5 72
= o o o
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Vegyilk észre a kivetkezdkat.

A suémitdsok sorén a -z éridke végig pozitiv, suemben

2 maximun feladatndl tapasztalt negativ elsjellel.

Természetesen ennek megfelelsen z srtdke negativ.

E gzerint teh4t az optimdlis megolddsban z = ~86, azaz
egységnyi  vesztesdgiink keletkezett, s ez egy-

ben az elérhets legkisebb vesstesdg is.

A harmadik t4blézatban™s értske nulldra redukdlédott.
Innen kezdve a mdsodlagos célfliegvényt elhagytuk, s a
:za’:nitésukat az elsddleges célfliggvény szerint foly-
attuk.

4 legkevésbé veszteséges terméket 4 egységben termel~
jik /) = 4/, ugyenakkor o mdsodik termékbél /a leg-
negyobb: veszteséget adébSl/ tobbet termelink

/x; = 1,5/, mint a kevésb$ vesztessges harmadik termék-
61 /x; = 1/. Ennek oka, hogy a mésodik ternék nagyobb
mértékben jArul hozzd ahhoz, hogy a mésodil feltStelin-
ket /legaldbb 12 egység teljesitése/ megvaldsitsuk,
nmégpedig ennek végrehajtdsa okoz nagyodd nehézsiget.
Léssunk nost egy gyakorlati pélads, Tegyiik fel, hogy
‘akkeveréket kivénunk optimslizdlni tejtermelshez.

on takarmdny 411 rendelkesésiinkre amelyek beltartalmt
kel 45 drai a kbvetkesdk:
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Kukorice  Extr.napra. Buga

) dara forgt aara

sséresanyag g /kg 912 908 903
netts energia

laktdoibra  MI/kg 7,84 6,27 7,55

nyers fehérje g /kg 91,20 364,11 136,35

& Ptk 3,96 7,4 3,1

Bgy kilogramn tej eldéllitdsdhoz saliksée van 3,1 Mega-
Joule /i/ netté energidra és 8] g fensrjére.

Legyen még kivetelménylnk, hogy az 1 kg tej termelési-
ez adand$ abrakban legaldbb 0,15 kg kukoricadara legyen
és ez extrahélt napraforgédara’és a buza dera mennyisége
nem lehet t6bb 0,15 kg-nal.

E szerint modellink:

%is %pa Xy Z o N
Tex s 62+ 1553 23,1
91,20 %) + 364,11 3, + 136,35 7, 2 7,0
x 2 0,15
¢ -
5 2 0,05
z $ 015
3%+ T Hm+ 3Tlx = min
ahol
ESS a kukoricadars
x az extrahdlt napraforgé
=, & buza dara adagbe keverends,-egyenlére

ismeretlen-mennyiségei.

4 modell megolddsa a kivetkes§ takarmdnykeversthes
vezet:

kukoricadara 0,15 kg
extr. mapraforgé 0,15 kg
buzadara 0,14 kg

A keversk dra 2,21 Ft
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_ Bs az adag 400 g szdrazanyagot, 3,15 LJ nett energidt
68 B7 g nyers fenérjét tartalmaz.

6.9. Néhdny megjegyzés a linedris programozds
alepessteifiez
A tovdbbiakban roviden foglaljuk Sssze a linedris

progranozdsi_feladatok alepeseteit 45 a feladatok megoldd=
séval kaposolatos néhdny tudnivalés

Léttuk, hogy az
, 2 2o

™
1o

IS
™
A v

2

Iy
u

maz.

feladatot, tehdt amikor a feltételi egyenletek mindegyike
kiebb egyenls alakban van megfogalmazva és a célfilggvény
maximmdt keressik normdl feladatnak nevessifk.

Amennyiben ogy maximm feladatban a feltételeket na-

£70bb egyenld formiben irmdnk els,a feladatoh mem tudnink
megoldarl, Ilyen esetben ugyanis azt irnénk el5, hogy

Tegaldob b memnyiségll eréforrdst fel kell hasméini, de -
bérmennyif felhassnlhatunk ég kersssiik a u‘uu;giny

/mondjuk a véllalati jovedelen/ maximmét. Nyilvénvals,

hogy jovedelness termelési tevékenységek smetsn akkor

kapjuk & legnagyobb jovedelmet, ha a termelést a végte-

Lenbe ltexjesstiti, Sior o bredelaink 1p vigtelen uagy

lesz. A fo ‘tnak_tehdt ninos 5 korldtia
165 zelatat/ fey ninos is negolidsa.

e
, 2 i :

Mom

o
e 1o

I

= mex.

feladat tehdt  memkorlitos.

Amennyiben azonban a cé1fliggvény-koefficiensek mind
negativ elfjeliiek, a feladat olyan, mintha. minimum fe-
ladet volna, ezac’ha oy _ _p; minden esetben fenndll,

akkor az

v u

MM

A
(&5

oo

z

o5
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feladat egyenlo az

™y

min,

(s

lo 4=

feladattal, s az ilyen feladatnak van /ha van/ optimdlis
megolddsa.

Forditsuk meg cssk a reldcilkat és legven feladatunk
az

min.

felagat, Optimilis megolddsként a zérusvektort kapjuk.
Temészetes ugyanis, hogy e céltiiggvény akkor less minindlis
he nem csindlunk semnit, vagvis ha x = O,

#mennyiben a feltételek kizott mindhdrom relicict meg-
+taldljuk akkor mind a maximum, mind a minimm Peladatnak
lehetséges optimilis megolddsa.

6.10. Dualitéds

Az eddigiekben lattuk, hogy a linedris programozdsi fe-
ladatok megolddsa sordn 4z drnySkérak a ternelésl erdforrd-
sok bizonyos gazdasdgi felértékelését teszik lehetdvé,
Léttuk azt is, hogy az Arnydkdraknak milyen nagy jelentGsé-
gk van a gazdasdgi Srtskelds sordn, segitségiikkel az erd~
forrdsckat - ez adott feltételek kozstt - feldrtékelhetjik,
s dgnbhetiink arrdl, melylk ergforrdskapaoitds bovitése &
hatékonyabb.

I4ttuk, hogy az

iz S =z

2% x = max.

1o

norndl feladat az ugynevezett hidnyvéltosék /segédvdltozsk/
bevezetdsivel az

u+

P x = max.

forméven is felirhetS, ahol as u vektor komponensei a duslis

¥éltonk, mig az x vektor KompoRiensei & primdl viltonsk.

ilinden linedris programozési feladathos megadhats egy
vele szoros kapcsolatban 14v6 mdsik linedris programozdsi
feladat is, amelyet az eredeti /ugyneveset primdl/ feladat

dudljdnak /¢uélis feladatnai/ mevezzilk, A Quil feladat vAl-
tozdl éppen az u vektor komponen azas & Quilis valtosds
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dudlis feladat tartozik.

A dualitds kinnyebb megértése cé1jdbsl induljunk ki egy
leegysmerdsitett gyskorlati feladatbSl. Tegyilk fel, hogy
egy vdllalat hdromféle anyag felhaszndldséval héromféle
terméket d11it elf, Az elsd anyagbdl 70, a mésodikbél 55,
& hammadikbél 60 egység 411 rendelkezésre. A fajlagos
anyagszlikadglet §s a fajlagos jovedelem ismeretsben fel-
irhatunk egy linmedris programozisi modellt, feladatul
tlizve ki olyan termelési szerkezet meghatdrozdsdt, amely
& legnagyobb jovedelnet biztositja s ogyik anyaghél sem
igényel tobbet, mint a rendelkezdsre 4116 kapacitds.
Legyen modelliink a kovetkezd:

Xy Xy Xy &0
o By, b By S 70
m o+ om o+ xS s
n o+ o+ xS 60
70z +80m, + 50z, = maxl
Iint 1étjuk, a feladat indulé téblije ssimblikusen a
.
a 4 b

formdban is felirhaté, Oldjuk meg a feladatot.
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4 megoldds tehdt:

8
= |a|l ,u=9 5-2 10
10
Az e15bb megoldott feladatot prindl feladatinak ne-

vezzlik, Ezutdn azonban fogalmaszul meg = feladat dudl-
3&t, azaz a Quél feladatot. Ez a kovetkesd:

v w0

ot o+ w270
g+ w2y 2 e
b
2|x] + uy wy & 50
Tou ¢ S5u, + 60w = minl
amelyhez szimbolikusan felirva a
= 2

induld tdbla tartosik. Mint 1dtjuk, a feladatban az osz-
Topok 45 a sorok smerepét felosersitlik, a < reldoidk
helyett 2 reldcidkat irtunk és a célfiiggvé maximdlds
helyett = ninindljuk.

Olajuk meg a feladatot

u u, u.
x 1 3 70
= 2 1 80
) 2 1 1 50

2 70 =55 -50 0
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£ =
= 0 0,5 30
uy 1 05 10
ey 1 -0,5 10
= o 25 30 2400
Ay £} 2
o 0 0.4 0,2 jr)
u -0,2 0,6 3
=, w02 -=0,4 4
= T 25 2700
5w =
u 0 04 =02 12
uy 4 o 1,0 32
uy 1 0,2 D4 4
= 10 s 2 2740

A mogoldds tebdt . o

TR
32
Hasonlitsuk 3ssze a két feladatot és azok megolddsdi:





[image: image221.jpg]= 220 o

Prindl feladet

Duslis feladat

e N R S
ntemeam $ 70 wadmy e w270
ERE R 2+ w2y 2 w0
i+ x $ 6o 2wy ouy 250

0z, +60x, +50x; = max! 0w +55u, 60wy = min!
5
& b z B
o T |o
| = = u o w  w
1 2 2| 70 3 1| 7
3 1 1|55 1 2| =0
a1 2 1|60 x4z 1 1| s0
2 70 | 8 50| 0 -af1o -5 0| o
x| x. W by
w o | -1 110 xf 0 2,5 w05 30
was| 05 o 25 w1 05 o5 4
% 05| 05 053 xl1 05 -0,5 10
Tz 30 | 40 1ofes0 -zf10 25 30 [2400
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A két optimdlis tébla Gsszehasonlitésébél kbnnyen ésareve-
hetjlik, hogy e & prisdl feladaiol megoldottuk, ennek opti-
nélls tébldzetdbél a duklis megoldds, illetve a dudlis fela-
dat optimdlis tdbldsatébl a primdl feladat megolddsa leol-
Vashatd, lindsssse a sorok $s ogslopok smerepét kell felcse-
rélni é5 kizben a primdl feladat optimélis tdblézaténak utol-
56 sordt, illetve a Quilis feladat optimilis téblézaténak
utolss oszlop&t -l-gyel beszoroami.

Az optimdlis megoldds tehds:

& primdl feladatndl o Gudl feladatndl
8 4
. = |2 12
- 10 32
3 = 2740 5 = 2740

A oélfiiggvény sriéke tendt a két feladatban azonos, /elSjele
kiilsnbsad/ azaz

oz opt. = Dlwopt. = 2 T40

4 primfl feladatben a oélfiggvény maximmdt kerestik,
mig a duél feladatban minimmdt. Eg &ltaldban is igaz, azez
ha a primil feladat meximinfeladat, akior a dudl feladat
minimunfeladat, és ford{tva, ha a prindl feladat minimunfe-
Tedat, akior o hozzd tartoss dudlfeladat meximmfeladat. &

dualifds tendt szimmetrikus fogalom.

§ gzerint tendt a maximumfeladat dudlja minimumfeladat
s forditva:

Prindl foladat Dufl feladat
P i
szt u

" = max, 2% = min

=
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EbbSl kiunyen $szrevehetjilk, hogy e16bbi esetben a
‘hidnyvéltosék u, utébdl esetben a tibbletvdlioadk ¥ a
duAlis véltosdE. Ha a feladatban egyenletek is szeTepelnek,
akkor vagy két egyenlStlenséggel felirva a feliéieli,
Ayerjilk & megfelels dudlis viltozdkat, vagy pedig megiart-
Juk Az egyenletet, de a hoazd tartosd dudlvéltozdt osillag
gal Je1615ik /mestersézes nidnyvAltozd/, amelyet a dudlis fo-
Tadatban kotelezs a bazisba bevonni. Az ilyen csillagos
Jmesterasges hidnyvaltond/ hidnyvdltozkra nem k8tjik ki a
nemnegativitdstl

A @idlis feladat duélja maga a primdl feladat. B szerint
minden feladat dudljénak duélja.

4 ineérig programordst feladaiok Quélis /ketta/ termé~
szete, mint 14ttuk, j61 hassnosithaté a gyakorlatban. Bzt

mondjA ki a dualitds tétel: Ha a primél &s dudl feladatok

k8ziil valamelylknek van megengedeit megolddsa €s v3ges op-
[ v Do G O van—&me%sﬁéerrﬁg—ze Tegolddsa 55

Veres optimuma, Is a kst Feladat optimalls cilflgevényerté-
Ee sgyeni. A tétel blzonyiiasatol eltekintumk.

A Quélis megolddst, mint iemeretes, drnyékdrnak is ne-
vensiik, mert mintegy felértskeljilk ma eréforrdsokat. Uey is
Ertelmechetilik a dudlis feladatot, hozy minden termelsi fo-
Iyemat a termelés duills oldalaként egy Srickelssi Zolyama-

L Pos Tiire, mintegy felértikelidnek § fermelosi forrasok.
FoTTehstilk a kérdést, nogy ag eldbbi villalat ssdmira memnyit
&rnek & KUlonbozs anyagok. Nyilvén annylt, amemnyivel segit-
aégikkel képesek vagyunk omelni a villalati jovedelmet. Leg-
Seljebb ennyit hajlendd  vdllalat fizetni eien anyagokért,
hiszen ha azok ennél tibbe kerilnének, mir vessteséges volma
felhaszndlésuk.

6.11. Duél szimplex médazer

Induljunk ki az >
. ox 20

e TS
ez, 36
oz, 410

2

2x 2

- 2

E

minimmfeledatbél,
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Tnnek megolddsa /a tanultak alapjén kdmnyen ellendriz-

hetjiik/
3
E= , z = 40
¢
4 teladat dudlja
2
Ty Ym Y W7 o
4y o+ 2w, + 2y $s
Sy
vt T oY, b
v, +10v, + 6v; + 4vy = max.
Oldjuk meg a dudlis feladatot:
vy v, 7. vy
o @ 2 2 0 8
5| 1 o 1 4
| 16 10 6 4 o
i v, vy vy
v 025 05 05 o 2
vy =0,25 -0,5 ' 2
FIE 2 2 4 -32
xz 4 i
vyl 0,5 -1 1 -1 0
V| 0,5 2 -1 2 4
| -4 o o 40

A megoldds tehdt

¥ = z= 40

© o= o
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Most azonban a v. v, oszlopokban az utolsé sorban O
van, tehit a szémitdst folytathatjuk szok bevondsival. Hia
a v3-at vonjuk be a bdzisba, generdld elemként az elsS ele-
net Svélassihelpuk, o hayadds ey O, vegyic a meeoldds nen
véltozik. E1térd megolddshoz jutunk azonben, ha v,-et vonjuk
be a bdzisba, amikor is a kovetkez§ tdbldzathoz ~jutunk:

=1 %o Y3 T
v 0,25 0 0,5 05 | 2
v -0,25 1 5 05 | 2
*z -3 -4 o 0 -40

Most tendt & megoldds

“
[
moomwm

A duél feladatnak tehdt két optimdlis megolddsa van.
A primdl feladatnak csak egyféle megoldésa van, Ez abbél is
kitlinik, hogy a dudlfeladat két ogtuﬂi! tdbldzatében a
prindlvltozbkhos ugyanakkora értékek tartomnak.

A feladatot tehdt megoldnatjuk primdl feladatként és
megoldhatjuk dudlpirjénak megolddséval, A tovdbbiakban egy
jabb lehetSséggel, a dual ssimplex médszerrel ismerkediink
neg.

Az
o om B0
o+ oxm 2B
211 + £ Z 10
2z 2 6
2 4

%2
B, + 4, = mn

feladatot normél feladatts alakithatjuk. Bkkor a kivetkend-
ket nyerjik:
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moom Lo
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Host tehds normél feladattal dlluk szembem. Egt a
feladatot most ugy oldjuk meg, hogy a gemerdls sl
gy osslopvektorban keressik

.
an (— ey 400
o

hanen egy ‘sorvektorban a
~c.

nin oy (0
’ 15
*\ony
alapjén, GenerdlS elem tehdt most osak negatiy elem lehet.
4 sunitdsok egyébiént megegyemek az eddig tamultakkal.

nem

Oldjuk meg tehdt a feladatot:
L)y %
A -1 -16
| =2 -1 =10
V3 -2 o -6
vl ° -1 -4
=z | -8 -4 0

A -b osslopban most kikeressiik a legkissbb elemet, Bz
4orténetesen a -16. Mogt ebben & sorban 1év6 elemekkel
/=4, =1/ képezziik a -g~ elemeivel a kivetkezd hényadosokat:
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Azt az 0szt6t vélasztjuk generdlS elemnek, amelynél &
legkisebb hinyadost kaptuk /-4-et/. Elvégessiik a bézis-
caerét a primél szimplex médszernél tanultek alapjén és
2 kivetkeas tévldzatot kapjuk:

n =
=, [-0,25 0,25 | 4
v,|-0,5 -0,5 | -2
v3|-0,5 0,5 | 2
Vgl 0 -4
-z [-2 32

Polytatjuk a szémitést az eldbbiek szerint és a kivetkezs
tdblézathoz jutunk:

v v
x,[-0,25 0,25 | 3
v|0,5 =0,5 | ©
v3[-0,5 o |
x| 0 -1 4 .
- |2 -2 40
Megoldottuk tehdt a feladatot.
A primdl feladat megolddsa:
3
z= B z = 40
4
A @uél feledat egyik optimilis megolddsa ~
o ¥
- , 5 o= 40
o
2

Uivel & b vektorban & v, és vy-hos nulla fartosik, a
szémités folytathaté és megkapjuk a dudlis feladat mésik
optindlis megolddsdt, mint azt mdr 1dttuk.
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Terméazetesen, ha a dudl feladatmak tobb alternativ
megoldésa van, akkor ezek konvex linedris kombindoiéi
adjdk az Ssszes megolddst, ases
k) B opty +kp Bopty +ees + ky u oDty
ahol
kp tlp +eee vl =1 E8ky 20 /i=1,2, eeey 0/
legjesyesziik, hogy a dudl szimplex médszernsl is talfl-
kozhatunk degenerdcidval, vagy lehetséges, hogy a feladat

nem oldhatd meg, azaz ugyamazon problimikkal taldlkozhatunk,
mint & primdl szimplex modszerrel kapcsolatban tanultuk.

6.12. édositott szimplex médszer

Tekintsitk az aldbbi feladatot:

2
X, X X3 X X X 2 [
x1+x2+x3*x4+x5+1629
2x1 * 4x2 + 213 < 2x5 + X =18
2: 516

axy +2x, + 1 &

10:1 -)'12:2 + 5X3 + 514 + 615 + 2x6 = maX.
0ldjuk meg primdl szimplex médszerrels
%% g A B

ug 1 1 1 1 1 X 3
wle [@ 2 0 2 % 18
uy 4 2 o >3 o ] 16
=~z [10 ;.2. 5 5 6 2 o
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= | 4 -3 -1 5 0 -l 54
W oz %
% T 0[5 5,75 45
x5 0 0,5 0,25 45
uy A1 -1,5 41,25 2,5
-2 =5 =2,5 ~4,75 | 16,5
ug W X w X X
x| ©.2-02 08 1,208 1 4
x, | =0,2 0,3 0,8 0,208 0,5 4
x| 0/4-0,1-0,6 -0,4-0,6 ~0,5 %
-z | -0,6 -1,6 =2,6 ~4,4-1,6 -4,0 -78

Bdr viszonylag nagyon egyszerd feladatot oldottunk mee,
mégis elég sokat kellett sadmolnunk, Kounyen émsrevesssiik
azt is, hogy sok foldsleges szdmoldst végestiink, hiszen
@ bazisba csak a valtosk feldt vonhattuk be. Ha elére
tudtuk volna, hogy az Xy, X5 48 Xz véLtoadk nem vonhatli

be a bégisha, azok oszlopaiban nem végestilk volna el a
saémitdsokat, hiszen e szdnitdsokra nines ssilksigink.
Csakhogy ez = kiilsnosen nagyobb, bonyoldltabb feladatokndl -
nem 14thatd olére.
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Azt tudjuk, hogy a bézisba legfeljebb annyi véltozd
vonhaté be, ahdny sor van &  feladatoan s & Obbi véisozde
hoz tartozé oszlopben felesleges szémitdsokat végeztiink
minden 1épésben. Pelmeriil a kérdés, hogyan lehetne a feles-
leges sadmitdsokat elkeriini? Erre's mddositott szimplex
nédszer alkalmasdse myujt lehetSségets

Az el6bbi feladat a hidnyvéltozék bevezetésével a kivet-
kezSképpen irhaté fel:

T T Iy Iy X Xy W, U 2o

R R T =9
2+ 4x + 2 4 25+ x5+ w = 18
4x v 2xy + LA ay= 26
lel !—1222 A Sx3 * 5X4 2 5x5 o sz + 0n1+0||3 = max.
Irjuk fel ennek alapjdn az indulé szimplex téblézatot:
n_n x oz o= )
| A 1 68 1 1 1 9
w2 ] 2 0 2 1 o 1 o.|18
Uyl 4 2 o 1 o 0 o o 1(16
-z [lo 12 5] 5 6 2 o 0 ofo
Az induld tébla szimbSlikusan felirhaté a kivetkesdk
szerint:
= o
LS Elb
s o

Hajteuk most végre az adott példateladaton az slsd b=
siscserst, azas végesslik el az x, 45 oz u, oseréjét, de ugy,
hogy csak’az E-nek az uj bizisra‘vonatkozd koordindbdit
Badntteni ki
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Kdzben az oszlopszimbélumokat meghagyhatjuk, csak a sorok
szimbélumait alakitjuk ugy 4%, homy jelSljlik ez x,-nek
a béaisha tortént bevondsdt. A kivetkesd tiblizatod kapjuk:

X Xy Xy X X oup uy uy
uy| 1 -0,25 0
= 0 0,250
1y 0 -0,5 1
=

Az E-nek az uj bézisra vonatkozs koordindtéit igen
egyszeT volt kiszénitani, hisgen minddssze egy oszlopot
kellett véltoztatnunk.

Jels1jilk most a_kapott mitrixot
1_);] szinbGlummal,

Az e18bb dltaldnosan felirt

4 B L

g o

métrix vektorrendszerének bdzisa

E [

B, -

1

r
g 1

bézishos jutunk /ahol di-t ugy kapjuk, hogy az u'.transz-
formélt oszlopdban a p -beli elemet beiktatjuk, vagyls a
példateladatvan x, és az u, cseréje esetén az uy-hoz tar-
036 péltliggyény koefficiens 12 lesz, Yagyis a D)-hes

o =[o, 0, 0] meryets aal =E, 12, 0] cé1fiiggvénysor
tartozik/, akkor az L, oszlopvektoraimak az uj bdzisra
vonatkozd koordindtdit az
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c1

BEh L
adja. A Bjl-et a B, invertdldsdval myerjuk:
L
T o1
.dl D). 5
tehdt:
& 0 4 E D
o [ L E 2
5 -
o]
5o
S T =1
P () B 3

Fa tehdt a Dj'-et 65 a d)-et meghatérozzuk, megkapjuk a mA
sodik szimplex t4bla valamennyi vektordnak koordindtdit az
4j bdzisra vonatkozélag.

* Példafeladatunkban
1 0,25 o
=0 0,25 0 és
0 0,5 1

g =b, 12, d

Végenzilk el az 1j-hez sziikséges saémitdsokat:
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3 0 -1 1 -1 -0,

Bllensrizhetiilk az e16bbi saduitds misodik tdbléja
alapjén, hogy ugyanazon eredményhez jutottunk, /Ha a fela-
datot E métrizazel bovitettiik volna, s x, oszlopdban,
mint tudjuk [0, 1 7 -t kmpunk, az u, oszlop pedig
22 E mésodik oszlopdba kerile/

A ismert.
1 =0,25 0 9 4,5
= |o 0,25 of [18] = |45
0 0,5 6 7
o 4 = [io, 12,5561 -(E: 12,9 .

2 ot lr 2 & 4 2
o off2 4 2 o 2 1 =

o 1 2 0 1 0 o
SO D T P Y
=[lu, 12, 5, 5, 6,2]~E), 35 ﬂl} 42 021
42 0100

=[10, 12, 5, 5, 6, 2] - E, 12, 6, 0, 6, 3:| =

=E, 0, =1, 5, 0, -ﬂ

a7 DI értékst as e15bb mér ki kellett ssdmolnunk, azaz
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0 =0,5 3 16
9

= EJ, =3, czl 18| = -54
16

Az adatoket t&hldzatba foglalva behdt a kbvetkezSkben
kapjuk az uj tébldzatot:

I
uf0,5 0 0,5 1 0,5 0,75 1 -0,25 0 | 4,5
w05 1 0,5 0 0,5 0,25 0 0,25 0 | 4,5
3 0 -1 1. =05 0 05 1|7
-z (4 0 -1 5 0 -1 0 -3 0 |-54

lost az x, oszlopdbSl vélasztunk generdls elemet, a
szokdsos médon,

Ha igy folytatndnk, nem nyernénk semmit, hiszen most
is minden oszlop adatait kiszdmoltuk. Bzt elkeriilvén, a
IkGvetkesdképpen jarunk el:

Az e16bbi sadnitésokbSl nem végessilk el a DI A kiszd-
mitésdt. Ekkor a kivetkez§ tdbldzathoz jutunl

N B X3 X F X W Y U
w 1 -0,25 0 4,5
uy 0 0,25 0f 4,5
z 6 55 L T
|4 0 -1 5 0o -1 0 -3 0|5
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A t4blézatbll eldonthets, hogy most az x, ose:
kell generdlé elemet vélasztani. Elegendd tEhst
oszlopdt kiszémitani shhoz, hogy generslé elemet vilassthise
sunk. Az e oszlopéhoz tariozé elemeket a

1
ooy
formula alepjén kapjuk meg, azez
1 0,25
1
5ley - o 0,25
0 0,5

0|
0|
1

1
Gl =
1

lost tehdt ezt az oszlopot a t&blzatba beirvi

kezGket kapjuk:

lopéban
csak az x,

.
[
1

&, @ Kovetn

™ x Xy Xy X Xg up Uy ug
uy 1 -0,25 0 45
u, 0 0 0,25 o 45
=5 1 0 05 1 7
=z | 4 0 -1 5 0-1 0.3 o =54

Nost a szokésos médon kivdlssztjuk a generéls elemet.
Bnnek segitségével ujra elvégezzik a transzformicidt és

kapjuk, hogy
=1,

4

L

tehdt kiszdnitiuk D31 -et

xf—(ﬁ&?)i\ _(ﬁ_;) =

&3 W, %
1 -0,25 o
o 0,25 o
o =0,5 1

= w u
1 025 o
o 0,25 o
e ~0,25 £ ¢
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azez
L [r oem o
e |0 0,25 0
=1 =0,25 -2
1 0,25 ;i
o o2 of [18] = |45
fa ~0,25 1 16 2,5
Mivel
1 w25 o
n“'u'll:s 12(3! o 0,25 o:[;lvsﬂ
8 355, 12, b s L5
=1 =0,25 1

~0,25 0] [9

0,25 o [i8f =
~0,25 1| |16

a -[5, 3,755 u] 18 = -7T65

p_“'-(g'ég;)g: [10, 12y I8y 5y & 2:| _

T 3 e 3 1 Ir 1
- E, 1,75, él 2 4 2 w0 2 1a
2 o x o [
= [10. 12, 5, 5, 6 2] - Ea,s, 12, 8,5, 5, 8,5 6,'@:

-

=M.m-m.m-m.mﬂ
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Ebb6l méris eldtnthetjuk, hogy a kivetkezs lépéshez az
elg5 oszlopben kell generdld elemet vélasztani, hiszen 1tt
taldljuk a célfiiggvény sordban a legnagyobb pozitiv szémot
/1%t mis pozitiv célfiiggvénykoefficiens mAr nincs is/.

Ki kell tehdt szémitanunk az els§ oszlophoz tartozd
adatokat, azaz

1 -0,25 0 1 0,5
= o oz o 2| = fo5|"  *
-1  -0,25 1 4 2,5

Mot mér mogererkongthet ik s e16ub kisndnitott ade-
tokbdl az uj tabldzatot, azaz

X T %o X x & u 8y
X4 0,5 3 =0,25 o 4,5
(0,5 o 0,25 0 45
u;@ =~k ~0,25 2 2,5
=2]1,5 0 +3,50-2,5 =475 -5 -L,T5 0 [-76,5

Az x; osulopdban generdl$ elemet vilasztunk, 2,5-et
ég folylatjuk a szamitdsokat.

Sedmiteuk ki tehdt elgsadr

1,2 0,2 -0,2
0,2 0,3 - 0,2
“0,4° =0,1 0,4

&
g,-l:ﬁ,lz,lﬂ

és mint az €1676ekbSl kbvetkeztethets

L g B el
2 (55 15)

-1
2t
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o
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fn
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=

-E,t, 1,6, o,éj 2 4 2 0 2 1

[

=[10, B 5 5 B 2]- Eo, 12, Ti6 5 W6, e}
;E), 0, =2,6, 0, -1,6, -ﬂ
mér mutatia, hogy a kbvetkess Tablizat célfigevény sordban
mér nenm talilunk positiv elemet, tehdt optimflis Vébldzate
hos jutottunk.
4z optindlis t4blézathos tartoss koordindték most

Lz o o 9 4
5 n=| o2 6,3 W62 B =|a

w04 -0,1 o4 |16 1

8 célfiiggvenyérték

3 ot 3) - Em, 176 o,E' 18 |- 18
16

Mivel optimdlis téblézathoz jutottunk, a t&bldzat tovdb-
bi részének kiszdmitdsa sziikségtelen, bér célszerii az drnyék-
4rak meghatérozisa is, azez

T =1
)

amit azonban mir ismeriink az elSbbibél, mindtssze elSjelet

kell vdltoztatni, azaz
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[—4,4. 1,6, o,e:l

4 feladatot tehdt megoldottuk, az optimilis tdbla
5 x oz Xy X X W U W

Xy 4
x, 4
%1 1

-z 0 0 -2,6 0 1,6 -4 ~4,4-1,6-0,6/-T8

vagris az optimlis megoldds

£=[1' 4 0, 4 O, o:]
78

1 méositott szimplex médsser alkalmazdsénak akkor ven
nagyobb jelentﬁsége, ha az oszlopok széma tbb, mint & sorok

széma. Tiyenkor lényegesen kevesebb szdmolds szikséges & ‘
feladat megolddshos.

6.13. Speciélis problémik

4 nédositott srinplex médsuer alkelnazdss sorén & D',
5%, .oy DY métrizokat hatéroztuk meg 6 sogitedgikkel a

-1 1
Dby D3 B ees BSR

slapjdn eldéllitottuk a megengedett megolddsokat, valamint
T 1) T o=1) T =1)
@) (85 b - (B0

alapjén s célfiiggvény sordt.
Ha ez s+l-edik t4bldzatben az optimdlis megolddst kepjuk,
ekkor &

szorzat a primil feladat megolddsdt adja és a célfiigevény

maximuma
T 1) '
- (d I ) ®
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Tegyiik fel, hogy & linedris programozds alkelmazdsdval
gyakorlatban készitimk vdllalati tervet. Sgyrésut a tervezés
folyamats is 146t vess igénybe és lehetséges, hogy mire a
terv elkéesiil, megvéltoznak a feltStelek. 1Garésst, ha fej-
legztési tervet kiszitink, annak megvalésitdss éveket vesz
igénybe. Tlyenkor kilsndsen nagy a valdszinisége amnak, ho,
viltoanak a feltételek. A feltételek vdltozdsa egyben kétsem
gessé teszi, hogy a linedris programosdssal elSallitott terv
fovébbra ie optimglisee, célszeri-e annak megvaldsitdse, vegy
pedig g tervet 4t kell dolgozni. Legtbbbezor az utdbbi 411
Term. &t kell dolgozni e tervet.

A ferv dtdolgozdsa, mint litni fogjuk, ha linesris prog-
ramozdssal tervestik, viszonylsg egyszeril, Modositjuk a mo-
dell megfeleld adatait és a Teladatot ujra megoldjuk. Felmew
x4l azonban a kérdés, hogy sallkség van-e arra, hogy & szémi-
tdsokat elG1rél kezdve vépig megisméteik. l&tni fogjuk,
hogy & modositott saimplex médezer alkelmaadedval ez elkeril-
hetd.

Mielstt az ezzel kapcsolatos szdmitdstechnikai eljérdso-
kat megismernénk, vizsgdljuk meg, hogvan jelentkezhet a mo-
dellben a feltételek megviltozasa.

Mindenekel6tt megvdltoshatnak az erSforrdskapacitdsok,
Kilondsen a fejlesstési tervek megvalésitésa sordn az eli-
Tényzottndl nagyobb beruhizdsi lehetségek adédhatnak, kore
szexiibh, nagyobd teljesitményil gépeket szevezhetink be, vAl-
fozhat o minkserSkepacitds, stb.

Tehetsges az i3, hogy felmerill egy uj termék termelé-
séuek lehetésége, éa el kell domteni, céleserii-e annak ter-
melése és ha igen, akkor milyen memnyiségben és hogyan kell
ennek érdekében o termelés mzerkezett megviltoztatni, Ilyen-
kor a modellbe uj véltozdt kell beépiteni, Eithez hasonls
probléma, ha valamely termék bermelésére ‘uj termeléstechnolé-
gldt dolgoznak ki és el kell donbeni, hogy a Tégl vagy az ij
ftechnolégidt célszeril alkalmaani és he ez uj bechnologidt al-
kalmazzuk, hogyen kell a ternelés szerkezetét megvdlioztatni.

Végil lehetséges, hogy a modellbe &j feltételeket kell
beépiteni, PElagul a megvéltosott piecl /éridkesitési vagy
beszeraési/ feltételelmek megfelelden korldtosni kell néhdny
ternék termeléaét, anvagfelhasandlésdt, stb.

E véitozdsok jelentkezhetnek kiilsn-kiilsn és egyidejilleg
a mér elkészilett terv jelentés megviltoztatisit tehetik
szitkgégegeé. Ugyanezen problémdk meriiinek fel tervvaridnsok
kiszdnitdsakor is.

4 véllalatvezetSk sokszor pansszkodnak, hogy hidba ter-
veznek, a tervet nem lehet megvaldsitani, meri a gazdasdel
feltételek igen gyskran viltoznsk, 5z valéban igaz, kiildnd-
“en o mesdgasdasigben, Oktalsnsdg voina azomben oiyen
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igémyel fellépni, hogy a gazdaségl Teltételek hossad idsn
kerossiiL ne valioenenak hog. Es g gardescet G1CE fguote
vit6sét, o gandasdgi fejléaés megdllitdsdt jelentens, ami

- caak ezért, hogy az egyszer elkészitett tervet /minden
szémadatit illetden/ teljesiteni tudjuk - alighs volna kivd-
natos.

A gazdasigi élet szerencsére &llanddan viltozik, fejlsaik,
8% mondhatjuk, gyorsuls {itemben fejlodik, és a véllalatve-
zetés feladata, hogy ez &llanddan valtozd feltételeimek
megfelelden j6l mikGdjon a vAllalat. Ez pedig azzal a kve-
telnéunyel jir egyiitt, hogy alkelmeskodni kell a vdltozd
feltételekhes, 5 a tervet suikség szerint kell médositani,
&tdolgomni. EbbGL kivetkezik, hogy a tervezést nem szabad
egyszeri akiusként felfogni, hanem az egy parmanens folya-
mat, tebdt a tervet dllandsn a vdliozd gazdasigi feltéte-
leknes igazodva karban kell tartani.

A kovetkezSkben megiemerkediink azokkal ez eljirdsokkal,
amelyek segiteégével a szamitésok teljes megismétlése nél-
kiil lehet a tervet dtdolgozni, optimalizdlni.

6.13.1. Terviédositds a kepacitdsvektor /p/ véltosdss
miatt

Induljunk ki a 6.12.-ben megismert példsbsl, azaz az

X Ty X3 Iy Xy Xg 2 u(
x1+x2113+x4vxs+x5=<9
2% +4x, +2x +2xg 4+ xg = 18
1 2 3 5 ¢
4x o+ 2xy +ox, BT
10x; #12x, +5%; +5%, +6xg +2xg = max

Tsmerjilk, hogy ennek megolddss

Zpt = [1 4 0 4 0 <]

Tegyilk fel azonban, hogy iaGkdzben médosult a termels-
kepacitds, ezez a b vektor. Mondjuk, hogy & b vektor min-
den eleme’50 %w-kal bSvillt, tehst az uj b vektor, azes b
& kovetkesd: 5 T35

» o= 1,5b = L5 |18 27,0
16 24,0




[image: image242.jpg]- 2

Kérdés, hogy most mi volua a feladat optimilis megoldé~
sa.

4 6,12.-b51 mér ismerjuk & DI'-et, amikor as utols
Joptindlis/ téblézatnoz jutottudk.

1,2 =0,2 -0,2
=1
el 02 0,3 0.2
0,4 0,1 0,4

Azt 1s tudjuk, hogy

B v

Az uj b vektor ismerstében most az uj optimdlis megol-
adat egyszeriien ki tudjuk sadmitenti, asaz

1,2 -0,2 =0,2| (13,5
s iy = 4
Elgpe o Dy BRI 03 =0,2| (27,0
~0,4 =0,1 0,4| [24,0] 1,5

T
&

Konnyli észrevenni, hogy mivel a kapaciidsvektor minden
eleme 1,5-szirossre véltozott, az uj megoldds is az el8bbi-
nek 1,5-sabrose, azaz

4] e
Ty = LIEowt =154 = |6
1| |

Ha tehdt a b vektor komponenseil k-ssorosdra véltoztat-

juk, akkor - amennyiben b-vel volt optimdlis megoldds - a
kp-hes tartosé optindlis megoldds kxyye

Az uj optimumhoz tartozd céltiggvényérisk
1,2 0,2 =0, ru.ﬁ—}

T o IE 7
_(13 2332 = _Ls,xz.wJ 0,2 0,3 -0,2| 27,0J =

0,4 =0,1 0,4 | 24,0
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13,5
=EM. 1,6, 0,§] 27,0 = -117
24,0

emi az eldbbinek szintén 1,5-sz6rése, azez 1,5 .(~78)= =117.

Ha tehdt a b vektor minden eleme egyforma ardnyban, k-
szoroséra vAltozik, as uj optimumot megkepjuk, ha az e15bbit
k-val szorozzuk.

Mds a helyzet, ha a b vektor elemei kiilsnbss arduyban
véltoznak. /A gyakorlatban &ltaldban ez a helyzet./

Tegyiik fel, hogy most a feladatban a b vektor a kbvet-
kezSképpen médosul: 5

B [9, 23, mj

Kiindulunk az ismert

Prfedy Sy % % By

A 1,2 -0,2 -0,2
x5 0,2 0,3 =0,2
x 0,4 =0,1 0,4

t4bl4zathSl és folytatjuk a szénftdst:

1,2 =0,2 =0,2] 9 2,8
2 .
- | oz 03 —0g |2 |4
-0,4 =-0,1 0,4 18 1,4
45 @ célfliggvény értéke 7
- ( - o 16 n,ﬂ 22 |« -85,6
I
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A téblézat tobbi értéke nem filge a b’ Srtékétsl, tendt
8 b* vekrtorhoz tartozd uj tdbldzatunk & kivetkess lesz:

X % X X X X W 4w
x; 1,2 0,2 =0,2 | 2,8

1, 0,2 0,3 -0,2 | 4,8
0,4 0,1 0,4 | 1,4

2 [0 0 2,6 0 -1,6 -4 -4,4 -1,6 -0,6 [-85,6

4 megoldds strukturdja nem vAltozott, azaz a b~hez
tartoz6 megolddsban ugyanazon x. értskek fordulnak els,

mint & bohes tartosd megolddsben, csupdn az x; Sriskek
nagysdga vdltozott meg.

Ha ugyanis

akkor a megoldds strukturdja nem vdltozik. Ha azonban
PRE Y
a megoldds struktiréja is viltosik.
Tegyiik fel most, hogy a médosult b vektor a kovetkez:
B = [s, 53, 14:|T

Ekkor
1,2 -0,2 0,2 9 3,6
g;‘ B o= 0,2 0,3 =0,2 22| = | 5,6
-0,4 -0,1  0,4] |14 0,2
Most tehdt

gl ¥ oo

vagyls az x vektor komponensei kuzstt negativ is vem,
tenat a szamitdst folytatni kell, mégpedig a médositott
dudl szimplex médszerrel.
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1,2 -0,2 =0,2 3,6
0,2 0,3 0,2 | 56
0,4 =0,1 0,4 |-0,2

8

2z |0 02,6 0=1,6-4-4,4 -1,6 =0,6 -83,2

9
T
-Bs'y - -Em, 1,6 o,ﬂ 2 L sy

14

1 b vektor legiisebb komponense a -0,2 az X sovdban

van, Tenit ebben a sorben keresiink generdld eldmet, A

o lemeit mogkapjuk; ha as A mitrix i elemeit meghatévozauk,
azas

1,2 -0,2 =021 11111 ”

= lo2 o3 -02lf2 42021 =
0,4 -0,1 0,4{|4 2 0100

o b 6,8 1 08 X
= o 1 0,8 o 0,8 0,5

1 0 =06 0 =0,6 =0,5 ;
Most tehdt tdblézatunk a kivetkezSképpen alekul:

T T T T T T

zlo o bEa a8 1L 1,2 0,2 =0,2| 3,6
PATLA TR 0,2 0,3 -0,2| 5,6
nl1 o 06 0 0,6 -0,5-0,4 =0,1 0,4| =0,2

|0 0 =26 0 -1,6-4 =44 -1,6 =0,6| -83,2
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gemerdl6 elemiink tehdt a -0,6 less, az x;-his tartozd

oszlopban, /Megjegyessik, hogy elegends lett volna a:
A métriz ) elemelt osak az X)-hes tertosé sor és I -hiz

tartosé oszlopban meghatdrozni./

Folybatjuk tehdt @ szénftdst és meghatérozzuk D

métrixot.
L1 L L)
3067 03 0,33

xf0,33 0,17 0,33
0,67 0,11 0,67

tendt
0,67 0,33 0,33
ot |
o= 0,33 0,17 0,33
0,67 0,17 =0,67

-1
b

T T o=l T pl T p=1)
So(ge), - Em -(dw)e

alapjén kissémitjuk az ug megolddst, Az lhhnlltutuzé
éltiggvényéridiet és az uj tAbldzat cilflggvény sordt,
azaz
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0,66 -0,33 0,33 | 9| [3,3
o = |-0,33 0,17 0,33 |22 |=| 5,33
0,66 0,17 =0,66| (14 0,33

/Megjegyenik, hogy D" Werskitett adatokat tartalmaz,
ezt a sdmitdsok sordn igyekestink kiszirni./

A céltliggrénysrtsk szémitdsar

]

o o} ,Eo, 1B, 5y 5y by {l-ﬂi. 12, e].
0,66 0,33 7] | PO T T TR

« 033 017 03| |2 4 2 0o 2 1=
0,66 0,17  -0,66)| [4 2 o 1 o o

- E.z,ﬁv, 0, <1, 0,0, =2,67]

EDD6L 1dthats, hogy a ssémitést befejestik, mert a cél-
fliggvény soréban mincs positiv elem.

A oélfiggvény ériéke
) 0,66 -0,33 0,33 | 9
T 1 _
-(2424 Q = -[5, 12, 6] 0,33 0,17 0,33) |22 |=
0,66 0,16 0,66 |14
= 82,67

Az utolsé szimplex tdblézatunk tendt
o O R T .

x; 0,66 3,33
= =0,33 5,33
= 0,66 0,33

-z |-2,67 0 -1 0  0-2,67-3,33 -1,33-1,66}-82,67
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utvel 0,66 =0,33  0,33]

_[5, 12, 5] -0,33 0,17 0,33 =

0,66 0,17 =0,66

- E].33, =1,33, -lxﬁﬂ

A feladatot tehst megoldottuk. 4 megoldds:

=E- 5,33, 0, 3,33, 0,33, (ﬂ

s

o I

2 = 82,67

Ellendrizaiik: = <
5,33 8,99
3,33 = 21,98
953 13,99

PSS
[
om
e
o m
orw

o —‘
5,33
[0, 22, 5, 5 & 3 o = 82,59 ¥ 82,67
3,33
0,33
o

45 elmondottekat felhasznilhatjuk termésaetesen akkor
55, hia gy adots feladatot t0bb b vektorral kell megoldent.





[image: image249.jpg]6.13.2. Tervmédositds a célfiipavény vdltozdsas miatt:

Az elbbiek ismeretében mir nem nehés megoldani a fela-
datos, ha megvéltosik a clflggyény, vagy ha tobb oSLfugs-
vénmyel kell a feladatot vizsgélni.

Ea p¥ vektor p'™-re véltosik, akkor viltozit a d is,

6o ennek kovetkestében mindazon vektorokat &t kell szdmolni,

amelyek alakitésében a d° szerepet jdteaik. Bzek a kivetke-

%8ks
T -1
-
T
-
és
o - (93 2;1) S
Nem véltozik a
-1
s
=1
5
és az el8z8 szdmitdsokbSl ismert a
-1
EA

Ha a oflfliggvény minden adata ardnyosan, mondjul k-szo-
roséra véltosik, ekkor az x . nem viliozik meg, csak a

hozzd tartozé célfligavénysrtik, tendt elegendS, ha azt
k-szorosdra véltostatjuk. Ha tehdt

T =
p? = kp
akkor
Zopt. = Zopt.,
vagyis az optindlis megoldds nem vdltozik s

@ = k z.
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Ha azonban a cilfigg y komponensei kiilsnbtsd ardnyban
v4ltoznak meg, akkor & 4 dltal érintett vektorokat az &f
cé1tigavénynek megfelelfen dtszdmitjuk. Ha ez igy nyert téb-
Sézathos berton6 oi1figevénysorban nincs pozitiv elem, mé-
ris optimdlis tbldzathoz jutottunk. Ha viszont a célfiige-

Vény sordben posifiv clemet taldlunk, folytatni kell a szd-
mitdsokat a primil szimplex médsgerrel mindaddig, amig op-
MRS o o

Tegyiik fel, hogy a_6.12,-ban megoldott feladat célfliggvé-

nye megvltozik, mivel az Gtodik termsk dra emelkedett s
iky a jovedelen 6 egységrdl 8 egységre emelkedett.

liost tehdt a
T =[10, 125 55 5 6, 2:|

EJ:I:w. 2, 5, 5, 8 El

cé12uiggvénnyel kell dolgoznunk.

helyett a

Ismeretes, hogy
12 02 =02
e |02 92 ~0j2
]:c,a 0,1 0.4

o
d
& - E,, 12, uﬂ

Ennek alapjdn

1,2 -0,

0,2

0,4





[image: image251.jpg]vegyis mivel a véltozds olyan ferméknél kbvetkeastt be,
amsly még nem suerepel a basisban, esek az eredmények az
e1625 téoldzathor képsst nem viltostak, Ha terméscetesen
olyan véltozdhos tartozd oélfiggvnyérték vAltozik meg,
amely a bizisban ven, akkor &

v
kel
véltozdsa miatt a
2 =l
-5

is megvdltosik.

Ternészetesen a

megvéltozik akkor is, ha a célfiiggvénykoefficiens véltozdsa
olyan terméknél, kvetkezik be, amely nem kerilt be & bézis-
be, hiszen a p - véltosik, vagyis:

2 -(g§ a;l)g =Eo, 12, 5 5 8 ZJ-EM. 1,6, 0.5[

3 X 1 L 3 %
e 2 o B I -Ev, 0, 2,6, 0, 0,4, .]

4 2 o 0 0

suimplex tble tehdt a kfvetkess:

n oz, 3 I T X 0 W U

=y 1,2 =0,2 =0,2 | 4

= 0,2 0,3 0,2 4

= 0,4 =0,1 0,4 1
| 0 0-2,6 0 0,4 =4 -4,4 =1,6 =0,6 |-78

A téblézetbél kitinik, hogy az xs-hds positiv oélfige-
vényértéc tartorik, tends folytatni’ kell a szdnitdst a
prindl szimplex médegerrel, Sihes elfbb as x;-hoa tartozs
ozzlop adatait kell meghatiromni, azaz
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-1 o |
e, - 0,2 0,3 =0,2||2 [40,8 |
-0,4 =0,1 0,40 | {06/

Vegyis kepjuk a kévetkes§ t&bldzatot:
e D e s W, S - R |

= 0,8 1,2 -0,2 0,2 4
) 0,8 0,2 0,3-0,2 4
x| 0,6 0,4 0,1 0,4 i

-2[0 02,6 0 0,44 -4,4 1,6 -0,6 | 78

Meghatdrozzuk a generdls elemet:

str=5 olp=s |

ivel a hinyadosok azonosak degenerdoidyal llunk
szemben. A szdmitdsoket a prindl szimpler nédsserrel foly-
tatve, az aldbbi megolddshoz jutunk.

P P A
z = 80

6.13.3. Tervmédositds uj termék /vagy tachnolsgia/

elktatass mlett

Vegyllk ismét a 6.12.-ben megimmert feladatot, azaz

2

e T T T 9

LI IE T

2x) + 4x, + 2x, vor 4 x $18
£

4z £ 2xp =

10z, +123, + 5%

+ 51y + 625 + 23

Mint tudjuk, ennek megolddsa

z =El, 4y 0, 4, 0, o]
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g = 18

az optindlis megoldést szolgdliatd suimplex tébla pedig,
mint ismeretes, & kovetkezd volt:

X 5 X %R B

1,2 -0,2 =0,2 4
x, 0,2 0,3-0,2 | 4
-0,4 =0,1 0,4 | 1

-z 0 02,6 0-1,6 -4 -4,4 =1,6 0,6 |_1e

Tegyiik fel, hogy iddkgzben felmerilt két uj termék
termelésének lehetdsége, ezért a feladatot ujabb két .
véltonval kell kibéviteni: y; és yp-vel 63 igy @ feladat
ez aldbbira médosul:

Xy Xpe X3 Ty Ty I To 2 °

m o4 Ty Tyh Xph FTpd Fgk Tyt yzéa
23y + 4z + 273 +oxg+ x4yt Y =18
ixy + 2%y + xy + 25 + 23, £

10z, +12x, + 5x3 + 5% + 6xg + 2%g + Ty + &y = WX

5z a feladat mitrix alekban & kbvetkesSképpen irhaté
fel:

&

pix + pjy = mex

14z eredeti feladat optimdlis téblzatdt ismerjilk. Dzt
most ki Eell boviteni a két uj viligsval, és elsé lépés-
ben a2t kell megvizsgdlni, hogy a p, elemei kbatty ez op=
fimdlis tdblazatban taldlhaté-e positiv koefficiens,
vagyis -

2 -(132;%2 - [7 o- ([ = i -
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1,2 -0,2 0,2 1 1]
0,2 0,3 -0,2 4 | -
0,4 0,1 0,4 2 2

B g - fo s o
B ford o]

Az y,-hoz tartozd célfiggvénykoetficlens tehdt positiv,
esért & szénitdst folytatni kell. Meg kell tehdt hatdrozni
z tartozé oszlop elemeit, azaz

o e
u

g 0,2 -0,2| 1 0,6
lega = | 02 0,3 -0,2 1 |=slos1
0,4 =01 0,4 2| |o3

Ennek alapjdn a kbvetkea§ ogimplex tdbldzat d1lithaté
Gssze:
% 7, %, A B 8

A 0,6 1,2 -0,2 -0,2 4
=z 0,1 0,2 0,3-0,2 4
) 0,3 =0,4 =0,1 0,4 1

% [0 02,6 0-1,6 -4 -5 0,8 -4,4 -1,6 -0,§78

Az y, oszlopdban generdld elemet vélasztunk:

B TR R TR SR

0,6 0,1 0,3
Tehdt a 0,3 lesz a generdld elem. Yost meghatdrozzuk g;let 5
majd az djabb tdblzathoz tartozd oélfligavényértskeket,
mezolddsvektort, stb, és a szdmitdsokat @ mdr Lsmert modon
mindaddig folytatjuk, amig optimdlis megolddshoz nem jutunk.
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6.13.4. Iervaddositds uj feltStelek csatoldsdval

Uj teltételek ceatoldsa ast jelenti, hogy az eredeti
Zh2hD

nzt

[

by

25 x = max.

feladatot bévitjuk ujabb

Loz -k
(2 3
feltételekkel.

Eddigl ismereteink alapjén nem lesz nehéz megérteni,
hogy as eredeti feladat optimilis megolddséra nyert op—
timd] téblézat most is felhaszndlhaté a bivitett fela-
dat megolddséhoz.

Most azonban a feltételek szémdnak novekedése megnsvell
a basis méretét és az eddigi

¢
z,
&
‘bézis helyett az uj bészis
[
B - e g 0
¢ & 1

Ha as s-edik 1épésben kaptuk az eredeti feladat optimilis
negoladsdt, akkor az uj feladat sserinti bizis a kbvetkesd:

oy 2 9
N -ER
§ ¢ 1
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Ennek inverze:

=1

g s 9 <
Tt o - ptpl

By 2 D oy Ei- °
T =1

-t e 1

Az eredeti teladat optindlis tABL&IADGL tendt D-ltel~

hesznlhats és el54llithats a bovitett feladat s-edik
Dbézisdnak inverze.

A bovitett tébla felirdsa ubdn el tudjuk dvnteni, hogy
2z eredeti megoldds optimdlis-e, vagy folytatni kell a
szénitdsokat, Ha a bovitett tabldban a \_72 vektor koordind-

41 mind pozitivak, akkor a bovitett feladat optimdlis

megolddsa gegegyeslk az eredeti feladat optindlis megolddséval,
tehdt a szdnitdst nem kell folytatni. Ha a by vektor koordi-

nEtAL koabtt negativ ig taldlhaté, folytatni kell a ssdmi-
tdst a dudl szimplex médszerrel. Ugyancsek folytatni kell a

szémitést, ha o osatolt feltételek konstt egvenlet is vam,
mivel ennek teljesiilni kell.

legyen feladatunk a kovetkes

2
e S
o e
X + %3 S 30
wem, 4y 9§ m
Ty =Ty =Xy xﬁ 0

) T, %y Wy ¥R

A feladat megolddsdt az alébbi optimilis t&bldzat
szolgdltatia:

noHoxmoxy omowm ouw ouou

e T F % - &b
) o 1 o 0|3
x, o o 1 of10
= o 1 1 1| 40
-z |-16 =12 0 0 o0 -8 -9 -5{330
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Bévitsilk a feladatot az

x +x5 - x5

w~on

40

ES I, +x tx, 4%

feliélelek ceatoldsdval.
& feltételek sudmdnak novekedésével természetesen a

bézis méretel megnovekednek, vagyis az indulé t&blihoz
tartozd bézis

E oo ¢
R
¢ J 1

4z s-eaik 1épéshes /amely sz eredd%i feladat megold-
54t szolgilja/ tartosd basis

3, o O
- |mRE O
@k w0t a
Ennek inverze
o o 0
= |mE o= o«
5t & s

4 07! az alapfeladat optindlis t4b14J4b6L ismert, a
-1 D¥szoruat el6411ithats, igy a bOvitett feladat
s-edik bdzisdnak inverze mir adott. A bivitett feladatot
felirva megvizegdlhatjuk az optimalitds feltételeit.

Mivel az slapfeladat optimilistdbléjdban a
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szerepelnek, csupdn a
i
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vektort kell megvizeglni. Ha e vektornek minden eleme
positiy, akkor a bévitett feladat optimuma megegyerik az
alapfeladat optimumival. Ellenkesd esetben folybatni kell
& szénitdst a dudl szimplex médszerrel. Ugyancsak folybat-
ni kell @ szinitdst, ha & bovitésként csatolt feltételek
kB26tt egyenlet is szerepel.

Vizegdljuk meg tehdt az elobb megadott bévitett feladat
megoldasdt:

woxn o ox x|l
= |lo 1 o A|fo
0
0

11
o o
10
o 1 11
223 -

1
1
0
1

~ oo
e e

6] [o 30 16
40 |+fo 0| = |40
o

-0

A bovitett feledathor tartos t4blézat tehdt az s-edik
1épésben & kovetkezd:
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Nivel o vovitpénrben egvenlet van, o szémitdst foly=
tatni kell, 8 az~us sorbél vilasgiunk generdlé elemet,
emelynek elemeit ° a tablizatba beirtuk. Eat &

I

& 4
formuléval oldottuk meg, ahol L§ o D7t métrimak asa
sordt jelsli, amelybSl a generdlé elemet vdlasztjuk
fmost az'\iﬁ sorban/, vagyis genersld elemet vilasztunk
és folytatjuk & szdmitdst, s a kovetkezd lépésben opti-
mélis megolddshoz jutunk, smelyhez & kivetkezd tdblizat

x5 v Uy v u
[ 1 1 0 0 -1 0| 4
) o 1 0o o o of 30
x| o o T e o of 10
x5 o 1 o o0 -1 of 24
uy] 0 @ 3 & 1 0 16
ug o 2 1 o0 -1 1| 24

-z |6 =2 00 0 0 -8 -4 O 5 01250
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SZIMPLEX MODSZERREL MEGOLUHATG, PARAMETERES, EGESZER-
EARTS NODELLE

A matematikai grogrumazisi modellt 4ltaldnos formiban
& kovetkezd osszevont formiben Fogalmazhabjuk mej

z = £/z/ = extrém

IR

by Iey

£ 29

Tudjuk, hogy he &z /x/ és &;/x/ linedris formik, ak-

kor linedris programozéssal &llunk szemben. A 6.fejesetben
14ttuk, hogy a linedris programozdsi feladat a szimplex méd-
sserek valamelyikével megoldnaté, ha van s feladatnak megol-
dsa.

4 gazdasdgi gyakorlatban elsSsorbdan a linedris programo-
2451 modellek kerilnek slkalmazdsra, mivel viszonylag egysze-
ritek, konnyen kezelheték. A lineerités feltételezése vissont
2 valésdg lényeges egysseriisitéséhes verethet, hisgen a gazda-
5égi problémdk legtobbszor nem linedrisak. Valéjdban e gau-
dasdgl jelenségek ha nem is lineirisak, linedris modellekkel
i5 301 vizsgdlhatok, 361 koselithesdk &g a linedris modellek
nem’ okoznak jelentdsebt problémikat. Sok ssetben viezont a
1inedris modellek a valisdg lényeges egyszeriisitését kivimnk
meg, ezért kénytelenek vagyunk umis megolddsokhnoz Folyamodni.

Ebben a Tejesetben a parenéteres programozissal, g e=
gésndrtékii programozdssal és a nemlinedris programozds néhdny
esetével fogunk foglalkoani, Az ismertetésre kerills modellek,
mint 1itni fogjuk, szintén megolihaték szimplex médszerrel.

4 mezégazdasdgi mérnimek nem lehet feladatay hogy mate-
matikei programosési modslleket kézi szdmitdasal old]
iilonssen nem keriil sor arwa, hogy bonyol
vagy nemlinedris modellekst oldjon meg <gv

1sdgépek is,
L 145 alatt tud mdg egyssertivb
feladatokat is megoldeni, illetve bomyolultabb, nagyobd fela-
datok megolddsa ezck nélkil elképzelhetetlen.

Ma mér elérhetslk szdmdra a nazyteljesitményil szdni
amelyekkel olosgbban £s rovide

4 szénitégépek programosd
Az agrémérndksk 4 eszedl!
kész programok vamnak, vagy e i
Xor 1§ célszeriibb ast kells gvako

5k Teladata.
negolddséra
progrem nincs, k-
1kond programo=
zéval elkéssittetni, hisgen a progrant eymériékben TUgg &
feladat megoldésdnoz szikséges géoics, ami meghatdrozza & gép-
koltséget.





[image: image261.jpg]4 modellek megvélaszi:
e, & feladet meglogal

sa, a gazdasigi modell megszerkesze
zdac viszont mindenképpen az ag-
rérmérni sdata kell legyen. Ennélfogva a figyelwet
@ kérdégekrs kivin, rényiteni, amibes viszont az eddig

36 slapot nyujtenak, A szamitistecnikai kérdése-
ket tendt s tovddbiskban legfeljebb csak igen roviden tdr-
gyaljuk. Részletesebb idrgyaldsukra s rendelkesésre 119
oktatdsi keretek sem adnak elkslmat. h szdmitdstechnikai kér-
dések irént érdeklGddk szémire az eddigl ismeretek alapot
adnek srra, hogy st smakkinyvekbsl elsajdtitsdk.

7.2,

Pareméteres lineiris programozdsi modellek

Pareméteresnek nevessilk agokat a linedris modelleket, a-
melyekben az 4, b vagy o- elemei kiubst figgvények is
szerepelnek, Ha ezék a Piiggvények egyvéltozdsak és e vdlio-
6% 6lg5 fokusk, & modellt egyparaméteres linesris modellnek
neveszilk. Hasonlé érielemben beszélhetiink tobbparaméteres
¢5 memlinedris modellekwél.

5254t szerspelnsk fagevények, a paraméferes modellek hirom
esetét kilonboztetsik meg:

1. Peraméteres primdl célftiggvény esete

43461 riggden, Hozy a modellhen sx A, b vagy o slemel

v

z20

Azcd

{37 + n’gt) =

aiy

S

extrém

<

”»

1454juk tendt, hogy & primél célfiiggvény elemei figgvények-
ént venmek xegadva, Mint ismeretes, a primdlis célfigevény
¥ & “izgauiesigi tartalommsl biThat. Lenet célunk a jo-
zszizalizdlisa, o gépfelhasandldsnak, a foldterilet
{axamminyternelds programozdsinil/ mi-
@ fzjlagos jovedelem viltoshat
ag rar viltozdsinek, a ternslés méreiének, vagy a koltség-
ténvesdime, stb. a Jugevénysven. Hasonldképpen g fermalési
KSltsés 62 4 berubdzdeok, gép- 65 s foldterilet Telhassndlé-
sa is gz mds tényezdkisl, mely figgvényekei megadva, para-
néteres feladathoz juiw
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Ndsrészt, ha egy feladatot adott célfilggvény mellett mege
oldunk, felmeriil s kérdés, hogy mi torténik, ha a fajlagos
hatékonysdgok /célfiiggvény koefficiensel/ megvéltoznak, Mi-
1yen vAltozds mellett nem viltozik az optimdlis megoldds, il-
Tetve a oélfiggvény koefficiensek milyen viltosdem esetén kell
a megolddst /tervet, illebve programot/ médositani, uj opi-
mumot keresni, Hasonld kérdésrsl van sz6, amikor a mexindlis
Jovedelemre torekszimk, de tekintetbe vesszik a bizonvtalan-
gl témyezst.

Tlyen és hasonld problémik megolidsdra alkalmas a modell
paraméteres primél célfiiggvény alkalmazdsa esetén.

2. Paraméteres technolégiai mdtrix esete

x20

(s+ 2 252

" x = extrén

2

Most tehdt az A technolégiai mitrix perametrikus, Valé-
Jdban & fajlagos munkserdszikséglet, a fajlagos gép- €5 a=
nyagszikeéglet, stb, is valtozhat, illetve figevényként ad-
haté meg. Nilyen hatésa van o viltozdsoknak, meddig /milyen
vdltozdsok mellett/ marad egy optimilis megoldds tovdbbra is
optindlis? A modell ilyen problémék vizsgdlatdhos nyujt segit-
séget.

3. Pparemetrikus dugl célfiiggvény esete

"
w
o

sxfpewe

VN

2" x = extrén

Most a b vektor paraméteres /a feladat dudljéban, mint
tudjuk, ez Tess o célfiigevény/. A mesdgazdasdgi gvakorlatban
is példdul valamely tehin napi tdpldléanyagsziikséglete fiigg
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a tejhozamtsl. Véltozik
terilet, = piacon értére
hatdsa ven e vdltoziso
dugl célfiiggvény peramet:

srékapacitde, gz Untizhets
termélmernyiség, stb. Milyen

lven jellegil problémdk a

val vizsgilnatok. 1

ML szzsl az eseitel, ami¥or az 4 technoldgial mitrix

paranetrikus, nem foglalkosunk, Ugvancssk mem foglelkozunk -
8 cemlinedris pareméterss modellckkel €s a tobbparaméieres
modellekkel,

A paraméteres modellekst jellemzi, hogy &ltaliban egynsl
4EBD op¥imdlis megolddsuk van & paraméter érielmezési tarbo-
sdnya felets. 4z optimilis megoludsok a pareméter Ziizevényei.

A paraméteres modellek megolddsdt - ha & priml célfligg- >
vény pareméteres - az sl4bbi lépésekben végess

. FI111%5uk o prinmdlfeladat egy lehetséges bézimegol-
adsZt /prindl vagy audl ssimplex médszerrel/, *

2. Tudjuk, hogy optindlis uegolddshos skkor jutobtusk,
ha & prinil cdlfiggvény elemei nempositivek /kivitelt kém .
peznek az#u elemei/. Eu csak gkkor teljesil - mivel o pri-
mél eélsor Glemei linedris fiiggvénvek = ha van olvan[t,, b

infervallum, smely felett az Ssszes figgvények nempozitivek. :
Ekkor leolvashatd a modell optimdlis megolddma:

1 AT 1
E T oA

e [For t] tntervelium sésse oz [)4] intervallun-

25 o sz optinalitss kritériumal nem teljesiiluek, akkor .
8JaBD trensstorndeidt, vagy transaformécifkat végsink, ter- 5
Bosuetesen o ) velriorte & sulk kerosstmstagetet véve Figven

eabe,

4o Ha egy [b, %] karakterisstikus intervallumot mogha-
tdrostunk, mir egyszeri feladat a tovébbiak meghatirozése.
Az vizsgdljuk, hogy & ©>%, vegy t<t, paraméterértékek

mellett a_oélsor aktuilis elemei kozil melvik vélty posttr
e ¢ legkisebb megiiltostatisdra [min. (& - b)) -

Bnniek a célelemnek ossiopvektordt transsformdlea, az 1.
femtartise mellets vagy “eljesedik 2. da skkor ujabb ope
tindlis megolddst myerink:
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<
2 B s s n Sl
- _ vagy a 3. smerint eljérva jubunk el az opiimumhos, fel-
téve, hogy @ [y, %] intervallum része oz [£) A] inver~
vellimnek és e célfiiggvény korldtos.'

A4z eljérést a_ 4.szerint ismételve folytatjuk, smig az
oLyB intervallum minden pontjét be nem soroliuk valamely
rakterisztikus intervallumbs, Vvagy meg nem dllapitottuk,

hogy a feladatnak nincs optimilis megolddsa.

Tegyen feladatunk az:

LS
x +%,
X +2x,
- (4+%) + (2:3 4) = max,
3Kt <5

Elkészitjilk az induld t4bl41

it
SOl
2 |as
= PN

4z indulé t4blizatbsl a szémitds csak akkor indithatd,
ha a céltilggvény egviitthabdl kozott pozitiv is van, tebdb:

vegy 4 + t20, azaz tZ -4,

vagy 2+ 3820, azer tX-3.

- Vélasszunk generdls slemet az x)-hez tartosd oszlopban
63 végezzilk el a transzformdldst.
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vagyis az adott megoldds optindlis, ha 15t 56

4 feladat megolddsal tehit o kbvetkesfl:

%pz. =B 0 ; 2 = (~32 - 8t)
kiS4 §
A R = = (=22 - 18t)

Emzel & kit kavekterisziikus intervallumel a [-3, 5]

intervallumot teljesen lsfeds
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A megolddsok tehdt mem vdltoznak a karskterisztikus im-
tervallumon belil. & célérték viszont egy intervellumon be-
14l linedris fuggvénye b-nek. Ugyancsak egy intervallumon be-
il is linedris fliggvénye t-nek a duslpdr optimdlis megoldd-
Ba. Példdnkban:

- LEE VR

a@af6-4-2429

Bddigi ismereteink slapjén egvsserilen beldtjuk azt is,

hogy az:
sl
azfpewe
>
= T

p'x = extrém

feladat megolddsét, /emikor a dudl célftigevény paremetri-
Xus/, dudlpirjdnak megoldésdvel nyerjilk, azes:

&2
==

(+p?t) u = min.

emi viszont maximum feladatként irhaté fel, azaz:

>

ulg

-

N

-3

(-2-2'%) u = max.

: emslyet az eddig tenultak felhaszniliséval mér meg tu=
qunk oldani.
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7.2, Bgésgértéii /integer/ programozds

4 gazdaségi jelenségek lehetnek folytonos és diszkrét
jellegilek. Az eddigiekben ismertetdsre keriilt programozdai
modellekben a viltozkra vonatkozélag kiziréisg az volt &
kikotéstink, hogy azok csak nemegativ értéket veheinek fel.
Eméloogra wepengelilk, boey o v&ltossk nemnegativ tort ér-
tékeket is felvegvenek, vagyis asokat folytonos viltozékmak
tekintetbilk, A gazdasigi programozis soran azonbsn nem min-
dig engedhets meg a vAltozdk folytomos értéke, hanem gyakren
8z is kivénalomként meriil fel, hogy a véltozék csak egész ér-
téket vehetnek fel. -

Gondoljunk osak arra, amikor s termelési szerkezetet és
& termelési forrdsokat egyidejiileg, egymdssal ssoros kap-
csolatban kivénjuk opfimalizdlni. Ilyenkor a gépszilkedgletet
/gévparkot/ is optimelizdljuk, Nem javasolhstjuk azonban,
hogy a véllalat valamely géptipusbsl példdul 22,35 db-ot
szerezzen be, hanem vagy 22 vagy 23 db gép beszerzését ja-
vasolhatjuk. A megolddsként kapott eredmény utélagos fel-
vagy lefelé tbrténd kerekitése jelentdsen ronthatja as ered
ményt. Megoldhatjuk azomban a feladatot, ha eleve elfirjuk,
hogy ezek a Viltosk kizirlag egéss értéket vehetnek fel.
Tlyenkor sz optimmot eleve ugy 4llitjuk eld, hogy emnek az
el6irdsnak eleget tessiink.

Hasonldképpen meriilhet fel, hogy as Allattenyésstési
viltosgira elizjuk s ogésuértekiséget. 4 korsseri éllatie
nyésztési telepek ugyanis meghatdrozott méretekre késziilnek.
Ha ezek kizdtt vilaszthatunk, akkor eléirjuk, hogy azok va-
lamelyikét 1étesithetjilc, vagy nem létesithetjuk, de létesi~
tésiik esetén agokat az adott méret szerint kell megépiteni.
Ilyenkor ltaldban a viltozé értéke csak O vagy 1 lehet, az~
az 0 - 1 ériékil vAltozérdl van szd.

Ha & modellben szerepl valamennyi véltozéra eléirjuk az
egészértékiiséget, akkor tiszta esetrdl, vagyis tiszta

digzkrét feladatrsl besaélink, ha visgont cseka VAItozsk
'L—’“"T“Tsheg Tesze cgesirté, akkor a feladatot vegyes feladatnak,
vagy vegyes egészértékii teladatnak nevess

A tiszte disgkrét feladatot:

% <
mex. {27z | zent, 42§y
fermiban, a vegyes egészértékii feladatot pedig a:

<
max, [nféth zex, zen, _Aly&!.;!}
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41talénos formfban irhatjuk le, /Természetesen max. he-
1yett min. ia sgerepelhet, he minimumfeladatrdl van szd,
1. m;;.n tudjuk, & minimmfeladat 4talakithatd maximunfela
Gdattd,

Az elsd esetben a lehetséges megolddsok halmazdt /I/ az
n dTmenzics enkllaészi tér nem negativ ricspontjaibsl konste
rudlt y vektorok adjk, azez azok a pontok, emelyekhez s
Véltosix cgéon értdky kbordindicy tartomnak és_ ternéssetesen
kielégitik az A x § b feltSteleket és a célfiiggvényre
vonatkous el6ir&Sunkat, as aldbbi 4bra szerimt:

T2

Egészértékii megolddsok  ¥1
/récspontok/ 17. dbra

1z dbrdn megrigyelhetjik, hogy P a folytomos modell
optimélis megolddss, nem optimdlis megolddsa viszony az e=
gésaértékil wodellnek, mert nem ricspont, ezes a ? ponthos
a v&ltozdk nem egészériéie tertozik, Olyen megolddst kell
hit keresnink, amelyben a vdltozék egészértékisége telje=
siil, de természétesen a lehetséges legnagyobd /maximum/ cél-
fiiggvényérték mellett.

4 migodik esetben vegyes egéozériéki feladatrsl van szd.
Most s lchetsiges megolddsok L halmazét ez 2y dimensids
euklidészi tér ason Hememepabiv x vektoraidl, és sz Ly
dimenzids euklidészi bér apon mem-negativ y rAcspontiaibs
konstrudlt . /x, y/ vektorpirok alketjik, amelyek kielégitik
az A /x, ¥/ % b reldcickat. Fzen az L haluason keressilk a
naxinumt sz adovt f /xz, g/ o0élfliggvénynek, smelyrdl fel-
tespatik, hogy korlitos az L felett.
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4z egésubrtékil feladatot msgfogalnazhatjuk egyszeriien
ugy is, hogy az:

1
w

[

™
oA

b

4
' x = max. .

1

feladatot adjuk meg, de cléirjuk, hogy 8z x vekior egész-
Sriérit koordinitdira kell e feladatot megoldani. Az X; vdl-

toudk egészériskiiségdt [:j] szimbélumal jelsljik. /Hasonld
Srtelemben jérunk el vegves feladat esetén, amikor a véltozdk-
ek gy réssére irjuk el§ az egésuériéiiiséget, A tovdbblak-
‘ban Altalében osak & tiszis esettel foglalkozunk, hissen en-
nek ismeretében a vegves feladat is megoldhatd./

Hogyan oldjuk meg a feladatot? A megoldés tibbréle mid-
szerrel is lehetséges. irra nincs lehetlségink, hogy valameny-
=yi médszerrel részletesebben foglalkozaunk.

Ha az e18bbi &brét tekintjilk, 1tjuk, hogy a folytonos
megoldds optimuma /2/ mem récspont. h halmazt swilkiteni kell.
ot ugy végesuilk, hogy alkaluas méGon megvilaszbott uj kor-
15t05g seltetelek bovezetéasvel az eredeti halmazb6l lemetszimk
355 bizonvos résst, E metszéseket mindaddig folviatjuk, aulg
S5 spértiit megoldkehos nem jutunk. Eat ez eljéTést metsaési
mddszernek nevezik, emelye: Gomory dolgosott ki.

4 feladatot gyekorlstilag ugy oldjuk meg, hogy az egész-
é=t4kil megoldds érdekében a ‘feladathoz egy segédfiiggvényt
csatolunk, azas:

52 (- B (3 =10 25 caesn)
és az optimdlis megolédst az [xj] ériékekre a:

= 3 = mim.

feltételes szélad értékkel keressilk.

) feladat megolddsét szimplex médszerrel a Gomory dltal
Kidolgezeti eljdrés szerint egy egvszexi péladn Eeressbil
mutatjuk be.

vetkez§: /1. kbvetkezd oldalon/

Legyen feladaturk & K

Tudjuk, hogy [x;] az x; véltezd egészértékét jelsli.

/4 megolddsza o Gomory~2éle slidvdst fogjuk alkelmazni, e~
{5tte egonben néhEny Topelut Fell megismernilnk./
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v

z=0 6 [xgd
+ 2x, S16

o, 4
2, -y + 3 S0
Eot Mx) + X < 8

TR

Egészrész fliggvé /antxer-ﬁieg'é / [ejtsd: antyie=
SUgEVnT . TRIaReTy Valbs siin egben novzin oot s [e] szin-
belummal jelglt /antyie "a"/ maxinlis nagységu szdmot érte
jik, amely eleget tesz &

[ £ a IrikGtésnek is.
:
lf ==y
[-4] =4
[0,
[0,2]
[4/3
4/ = -2
4z “a" valés szém tort részén az:

a =~ [4

kifejesés dltal definidlt szémot értjiik.

Ea &z igy nyert tort részt "t"~vel jeloljilk, erre nézve
az adott definicié alapjan feltétlentil teljesiil a:

0£tal  reldeis.

Nost bevesetjiik a Gomory-féle metszet fogalnit. Az adott:
8)¥) +ag¥p 4 e vayy £ b
egvenlitienséghes rendelt Comory-féle metszeten a:

B¥ +ET, 4 ees by B b
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egyenltienséget értiik, amelvekben a by, tpyeesy by memm
negativ skaldrok, az 815 8gy eees By egyiitthaték tort része-
it (a - [4) Jelentik, o © peaig s b tort részét (b ~ [i).

0Oldjuk meg tehdt az eldbbi feladatot:

A feladatot els§ 1épésben /szokds mondani I, interdoidnak
15/ megoldjuk folytonos modellként, a kovetkesSk szerimt:

T T
T o o 2 16
uy o 2 =1 20
o
u 5 1 4 8
-z ] al i 5 0 P!
5 m x5

w | -1 -4/3 =273 -2/3| 8/3
% o 2/3 =1/3  1/3| 20/3
-2/3 13/3 5| 45

-z 3 =1/3 8/3  =5/3|-100/3

PO V2 - EVE R V2 ) 2
= o 2/3 -1/3  1/3| 20/3
n | 1 s owsoan| s

-z -3 =1/3 =31/3 =2/3| =3T3
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Jmennyiben most x;-nek nem kelleme egészértékimek lemni,
megkaptuk volna az * optimdlis megolddst. Ugvanosak optimim
1is leme a megolddsunk, he minden x; érték egéasértékil vol-
na. Mivel azondan x; és'z, mem egéapériski, folvtatm
ni'kell a szdmoldsty

Tekintsiik eldsztr sz x; véltozét.

Képezzik az x)-hez rendelt Gomory-téle feltételt az utol-
86 szimplex t4blézat x)-hez tartozs sordbsl, azaz:

(- Wy, *(‘?"E%])’? & (1'5 g [111])‘3 (-
24 [4

24-[4]

azaz &z X sorban 16v5 egyiitthaték és egészériékeik kozdttl

Kiflonbségnek a hoszéjuk tartoss vAltosdkkel alkotott szorza-
t4% képezziik, majd ezek bsszegét, 6s azt keressik, hogy e se-
gédoé1fiiggvény 6rtéke ne haladje meg az x, = [x;] értekeket,
[lagris twlajonképen a o = (z, = [xgz - min. feltSteles
s261a8 ériskkel keressik az optimitis meBélddst,/

gy tendt kapjuk, hogv:

(1-1) u3+(-§+1)x2+(-133-4)x3+<—§+1)u2 2
§(§.1) . vagvis:

W

1.1 2 L
SIS AT S B

ezt ~l-gyel beszorozva, a reldcid irénya megvdltoztathats,
tehdt:

1 1 2, 2.1
o e |

Az utolsé szimplex tdblizatban iktassunk be egy sort, -
Jel6ljitk ezt £y-gyel /kszi/. Tehdt:
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4+ dudl szimplex médszerrel sadmolunk tovébb. Kovetkez§
t4blizatunk:

&1 2 e
uy =1 -2 -3 b 8 2
£ o L =1 =1 6
n |1 2 5 1 c
nlo = 1 2 1
| -3 ET I

menét optimilis téblézgthoz jutottunk, a felgdatot megol
dottuk, & megoldds a téblazatbil leolvashatd. I&tjuk, hosy
& véltozéira egsszértéki megolddst nyertiink.

Ternészetesen a Gomory-féle eljrdst mindiaddig folytat-
Ju, amedais as egészértéiiséy feltétele nem teljesil /ma
Van’ egydltalin megoldds/.

Megjegvzés

4 probléna bonyolultabb vegyes feladat esetén.
$letiben & dudlis szimplex medszert célsgeri slkalmasni,
i Gomory-féle meiszési médpzer gyakorlati alkalmszdsdndl
suini EoGoCRETEST nehérscaek lephetuek fel, s magméretil fel-
Sdatok megolddsdndl kerekitési mibék mistt igen meghlzistals
e redndnyre versthet. Exért az ubGbbi idkben eldtérbe kew
L ouhinatorikus midszerek. Eveknél dsntd sserepet jét-
Eamenak bizonves kombinatorikus megfontoldsok.
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Téhdny sz6t 8 kombinstorikus médszerekrsl
Elényiik

a./ Nemcsak lineiris tipusu feladatok megolddsira alkal-
masek, hanem egyéb, memfolytonos problémék megolddsdra is.

b./ Kerekitési hibdkra nem reagdlnak olvan érzékenyen,
mint a metszési médszer.

c./ A kombinaorikus médszerek elonyei leginkibb a 0 = 1
értékil véltozdikal veld ssdmoliemdl domborodnak ki. Bz nem
Jelent 1ényeges megszoritast, hiszen birmely diszkrét vlto-
24 vizsgélata visszavezethets O ~ 1 értéki vdltozdicra, pl.
séptecmolégie 1, 2, 3, 4, stb. vAltozatban, illetve a vilto-

E sugna cadkkefithéts, ha azt a biniris exdnrentserben ir-
Juk fel.

Legyen feladat a kivetkes§ /hitizsdk probléma/

Bgy gyalogburdad n killtnbdzd térgybél kivénja felszerelé-
86t kivilasztani, ugy, hogy a lehetd legnagvobb értéket vi-
hesse magdval. Korldtoz6 feltétel csupén az eszsily / amit
képes elvinni/.

A térgyak nem darabolhaték.
Feladat:

ST vy =

Sily 16v) + 157, + 1wy + 97, + 595 5 25 ke

Erték 20y) + 157, + 8y + 107, + 875 — max.

A feladat értelmében
a2 aldbbi lehetGségek ad:
szerepel vagy mem szerepel & coomaghan/:

[oo000] (0) [0000] (20)
[00001T (s) 20001] (28)
[poad] (20) [oo10] (30)
[o00z1] (183 [20021]

[bosoo] (8)

- bawar] ()
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Az elfogadhaté megolddsokat /amelyek g sulykorlitnak ele-
get teaunel/ aldhuztuk, s kiszémitottuk és mellé irfuk & hoz-
24 tartozé oélfliggvény értékeket.

Tehit

Gsszesen 32 féle megolads kiziil 13 féle megolddst taldl-
tunk, amely a feltételeknek /sulvkorldtnak/ eleget tesz.

4 legnagyobb célfligevény Erték Jo ez 1,0,0,1,0 vektorndl
ta1d1haté, behdt az elsG és negyedik tdrgvat célaseri a
hatizedkba pekolni, igy a suly 1649 = 25 kg ¢és as elszdl-

lithaté érték 20+10 = 30. .

5 az eljérds ezonban s gyakorlatban mem alkalmashatS. U-
gyanis, ha & vAltosdk szims 50 /s ex 0 - 1 ériékl feladatok-
21 nem 18 nagy feladat/, sz osszes lehetGaégek szdma 1415

ani nér igenmsgy sgén. Ho egy nagybeljesitményii szémoléveron-
Gezés mésodpercenként 1000 megoldést tudna sgambavenni, akkor
is %obb, mint 25000 éviz tartana a vissgélat.

wonvetett leszénlizist szoktak alkelmazni, I8t 8 lexi-
o%% egy irényitott grd?, pontosabban

51 vgeusux el a rendezést. Bz
térgket, ledgastatdsokat.

=3 To ‘segit
lenetsve fesz alkalmas

A médsser tovébbfejlesztéseként tekinthetd a szétvélagntds
és korldtozis médszere. /Ezeket Xrek¢ B. Optimumszimitas c.

myviben /Kog. &s Jogi Komyviiadd, 1972./ ez érdekladk
megtaldljdk. /
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Vegyes feladatok megoldnaték particionilissal is, amely-
761 a fenti konyvbil szintén t4jSkozsdhatunk.

Gyskorlati szémitdsok sorén, ha vegyes feladattal &1lunk
szm%ﬂ———rkeq, 5 a2 egesuertoki valtondk sadma nem nagy,  vagy
tiszta egéazértéki feladatnil nem negyszému véltozs esetén
alkslmazhats a kovetkesd megoldds:

8./ Megoldjuk & feladatot folytonos problémaként.

b./ A kepott eredmény kirnyékén egészériékii megolddssoro~
zatot szamolunk. Ilyenkor a véltozdk egészértlkiiségét egyen~
letekkel irjuk eld a folytonos megoldds kornyékén. Ezt az el-
Jdrdst dltaldban akkor célsgeri alkalmazni, ha az adott szim
B tdgéphes egéanériéiil megoldé programisl nég nem Tendelie~
ziink.

7.3. Nemlinedris programozds

Fddigi vizsgdlataink sordn mind & feltételeket, mind pedig
a célriiggvényt linedris formdban adtuk meg, vagyis azsal &
feltételezéasel ltink, hogy mind & feltételek, mind & oélfigg-
vény a véltosk linedris fiiggyénve. 4 linedris kapcsolatok
feltételezése viszont ndr Snmagéban is a valdsdgos gazdasdgl
robléndk leegyszeriisitését jelenti. i gazdaségi problémék
&1taldben sokkal bonyolultabbak 65 gvakran nem tudjuk azokat
linedris modellel jellemezni.

. Gondoljunk csak egyes termékek drdnak slakulisira, 4 pri-
mbr z6ldségrélék dra kezdetben, - amikor még azokbél kevés
taldlhat a piacon - igen magas, majd késdbb - ahogyan a pia-
oi kinflat novekszik - egyre csOkken., A paradicsom éra kez-
detben - amikor még csak liveghdzi paradiosom talilhaté a pia-
con - 180-200 Pt 15 lehet kg-onként, majd ez drek &llands
osbkkenése tapasztalhati /eseteniként leketségen bermésmetesen
Bulléasés is), 8 vegUl lo-2o Fewra is lecudkken, figgsen. a
terméstol, KésGbb - szezon végén - ujebb emelkedés tapasstal-
haté. Hia pl. a paredicsom - vagy hasonld termékek - vi dru-
termelését s 4ilagdvdt Sssgehasonlitendnk, ast tapasstale
nénk, hogy az &tlagér nagymértékben fiige a termelt mennyiség-
61; amikor kevesebb terem, akkor drdgdbd, boVeDd termés ese
#én 0losbb. Az éveket & termésmennyiség szerint sorba rendez-
ve, tendenciijdban az alibbi Ssazefiizgést figyelhetnénk meg
/18. &bra/. /Iésd kbvetkezs aldulan.5

4z _egvabgér /vagy &tlagdr/ cstkkenése kbvetkestében myil-
vanvalé, hogy a paradicsombermelésbol ereds drbevétel sem a-
Tényos & termeléssel, vegyis a termésmennyiség és az drbevém
tel koz6tt nem linedris s kapcsolat, hamem csGkkend, ugyneve
sott degresaniv Uassetiigaés o Jellemss, smit & 13. '4bra smem-
ot
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4z érelskulds lehetséges tendencidja
18. ébra

drbevétel

termelés

4z drbevétel lehetséges tendencidja

19. dbra

De a termelési kiltségek sem arényosan viltoznak a ter-
melt ternéimennyiséggel, Példadl amig nem sziikséges uj be-
Tubizds, addig a termelés mennviségének novekeddsdvel a ter-
mésnsvelmény koltsége csdkkens, ezért az Gsszes koltség nove-
kedése lassubd itemil o termelés novekedéséndl, mzez ilvemkor

1tségdegresszidval talilkozunk, a 20. 4&bra szerint. /I4sd
. ko7etkezs oldalon./
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ternelés

Koltaégdegressaid

20. dbra

El6fordulhat ennek az ellenkesGje is. Ha pélééfl az ex-
port novelésére torekszink - éppen a kindlat novekedésének
Ratdsaként el64116 drcsdikends miatt - a devizaszergés noe
vekedége a hazai réfordités gyorsul novekedssét izényli a
21, 4bra szerint:

Hazai
réfor-
ditdsok

deviza-
forgalom

€kvé koltségek
21, 4bra

Nenm nehéz beldtni, hogy az drbevétel és a kiltségriige=
vény, velemint mis tenyezSi hatdsaként a termelés és a jo-
vedelem kozstt sem linedris a kapcsolat. De a munkaser§fel-
hagndlis, a géplelhapsnilis $s ex anyegfelhesznilés sem
arényos & termelés volumensvel.
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Ha & matematikai programozdst az:

S

6 /x5 0
ool £ 0
5% ; £ /g = mex.

enld £ 0

41talénos formiban fogalmazzuk meg, ez a felirdsmid mir
nem Jolent semni megszoritdst. Mivel mem adtuk meg a komkrét
Fuggvényt, csak e figgvénykapcsolatot jelestik, ez a modell
Sppugy jelentnet linedris programozdsi modellt, min vala-
milyen nemlineéris programozdsi modellt.

1ie16%t nénny gerlizeéris rogramozdsl feladatot komkré-
ten megismeriink, az elobbick ¢llemcre is celszery kiemelni
& linedris programozds jelentGségés a kbvetkezok miatt:

a./ Elméletileg a linedris programosds ven leginkbd ki-
dolgozva.

b./ A Kkilénféle nemlineiris progremozdsi feladatok megol-

aéséra kidolgozott modszerek legtouoje valamilyen formiben
szintén a linedris programozdst heszndlia.

./ Elméleti kidolgozisa és egvszeril kezelhetSsége miath

& gyakorlatban leginkibb a linedris programozds kertl alkal-
uazésra.

7.3.1. Konvex és konkiv programozfs

Smlékezzink, hogy & 2.2.,10 pontban a vektorok és matrixok
linedris kombiniciéival kapcsolatben azt mondotiuk, hogy ha
a skalirszorsék Osszege ey, akkor konvex limedris kombind-

016761 beszélink.
Ao 3 €K, 65 x, € 5, pontok 4ltsl meghatérozott ssaka-
/ szimbélummal jelslt szekaszt

szon tendt azt az /x;, %
érijiik, emely tartalmazae ez I €5 az X, Ussses konvex line-
éris kombindci6it. fzt szimpélikusan & ¥dvetkezsképpen

irhatjuk fel:
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Bgy ¢ /x/ figgvényt konvexnek nevesiink, ha tetszbleges

65 x, - esetén:

>

3 em0g Ky ety

fly sl tinl et i

N

teljesil.
2 2

Bz egydimenziée Tiiggvény esetén ast jelentd, hogy a Plgg-
vénynek megfelels gorbe két tetszileges pontjit 0sszekots ew
gyenes szakasz minden felez§ pontja a grbe felett vanm, mint
ezt s 22, &bra szemlélteti.

Konvex fuggvény
22, 4bra

Tommésotosen ugvanes gz @ k67 vetgrSleass poutot Gan-
s2eki5%6 teljes szakessra is Jami az AbrébSL is 13thaté/.

Ha o flggvény bémely két pontjdt véve fel, mindig

tforml  Pinletiesl

<
2 2
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konvex, de nem szigoruan konvex, hi-
szen o flggvénven olvan pontok is felvehetdk, Bol a:

szigoru egyenldtlenség érvényesiil, szigorusn konvex fiigg
véngres bemsdiimic. Ugyangkior & 23, 4bsdn THTHATE EaFamione
nedris Pigevé:

1Y R Y Y

F 2

Szakaszonként linedris Tilgevény
23. dbra

Egy Tilgevény /szigoruan/ konkiv, ha negativja /szigoruan/
konvex. A linedris Tuggvény egyszerre konvex 63 konkAv.

4z ¢1 /z/ S 0 feltételekben szerepls & /x/ fiiggvényekrsl
konvex, vagy konkiv programozdsi feladat eSetében feltételez-
ziik, hogy konvex figgvények. 5z a feltevés bistositja, hoey
& Iéhetsdges programok X hslmaza konvex helmas. Ez elsGsor-
Ban & matematikei kepelhetSség érdekéven Fontos, de gyakorla-
1 szempontb6l mem jelent megszoritist. Ha az ®i/x/ fggvénvek
Tinedrisek, abban az esetben a lehetséges programok helmaza
Yonvex polihedrikus helmar, emi kétviltomés esetben sokszdget

jelent.

4 2426, &brék a korlitos, a nemkorlitos konve mint
o oontmse: beisazekre matethak be pEIidt. 7ldad kbvetkess ol-
dalon./

4 Lehetaéges progranck helmannak konvexitéséra vonatkozd
411itds konoyen belithatd. Ea ugvemis x és xp-ret
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. (.

Korlitos konvex halmaz
24, &bra

Ya

4

Tem korlitos konvex halmaz
25, dbra

=

e ey

Temkonvex halmez
26, dbra
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01/l 0, ey/m/S 0, 0 /m/So, 6aa

02/%/ $0, @,/ 0,..., w/Es/ $ 0 teljesil,akkor:

Hvizy .
= ~-Tre az s Oy
fiiggvények konvexitdsa folytén:
‘mrn) emlen/ 00 =
b s 2 = 0, vagyis az
2 2 2 _
Xt
7S is lehetséges program. 'S

Konvex programozési feladatben az £/x/ célfilgevény konvex.
vagyis feladat a konvex filgevé: elizd1dge, anivel viszont
egvenériéiai a &v_TiiZgve Lizdliss. Hasonléképpen
konkdv feladgtban konkdv célffiggvényt maximalizdlunk, vagy ez-
%ol egvenérickii a konvex célfugevény minimelizéiZsa:

Anikor linedris programozdsi feladatot szimplex médszerrel
oldunk meg, ugy Jérunk el, hogy a Teltételek dltel meghatiro.
Zott konvex poliéder szomgzédos csucapontjain heladunk végig
olymédon, hogy mindig e célfiggvény szempontidbol jobd, ssomszé- -
dos csucsot keressili. Ha ilyet mir nem taldlunk, as adets cswos. .
ponthoz tartozé program optimdlis program. /4 lehetséges proge
Tamok k8zstt mem taldlunk olyat, amely a kérdéses programndl
Jobb volna & célfiiggvény szempontjbdl./ iz optimum tendt li-
nedris programozds esetén mindig osucspontben van, mégpedig
9lyen csucspontben, amelynél e szomszédos csucspomtok & oéi-
figevény szempontjsbsl nem jobbak. Ebben az esetben tehdt az
& program, emely kbrnyezetéhez képest optimilis /lokilis opti-

) ‘a2 Gsszes lehetaéges programok kizstt is optimilis Jelo

5 optimun/, Elegands volt tehat az optimum keresése sondn

a poliéder hatirdn maradni. .

Altalénos esetben konvex halmazoknil osucspont helyebt ext-
e tokat vizsgdlunk. 4 konvex halmsz extremilis pomb .
Jén érijuk az ontot, 1 2 e, en, 3
& halmaz pontjaibél €116 szakasznak sem. Ilyenek & Eonvex
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sokszdg csucspontjai, a kor keriileti pontjei, stb.

Fegy adott kovex halmaz tetszfleges pontja elféllithaté
extrendlis pontisinak Konvex Iinedeis Kombindoiéjaréat. & sse-
rint egy tetszfleges x ponthoz felvehetSk olyan E10 Epseeey
x, extremilis pontck &8 nemnegativ ki, Kp,..e, Kb MKotipri..+

KP= 1/ skaldrok, hogy:

zekgm +kpmn +e v kT
teljesiiljon, PSlddul a24.4brén.

ERE S 9

Egyszeriien lehet bizonyitani azt is,hogy & konvex f£/x/ cél-
figgvény esetén az optimum extremdlis pontban is elérneiS, Ha
ugvanis x optindlis program, X, X . & lehetséges

programok konvex halmazénak extrendlis poutjai 6a ky, kpy..ak,
nemnegativ skaldrok, akkor:

L

Bkt tlg =1

és & konvexitds definiciéj4bsl adédik, hogy:
¢
2/x/ = 2/kyZ) + KpXy teent kp5p/ = 5 /x) [ [xp e i 2 /2y

878z nemesak a gorbe két tetszSleges pontja 4ltal meghatéro-
Zott snakasz, hamem a gorbe tetszdleges pontial d1tal meghatd~
rozott sokszdg is teljes egészében a gorbe felett ekszik,

Ha visgont az X, Xp,...) X, oxiremélis pontoknak megfele-

16 célfiiggvényériékek kisebbek lennének, mint f/x/, vagyisfhy/
<&/x ) ?E}xz/ <2/%/y.eey 1/5)/ ¢ 2/x/, skior HETRE eevens

16t1enségbSl kovetkezne,hogy:
2/%/<ky2 /5y [+i52 By e «pr/ﬁ, /<k1f/§/+k2f/§/+. s

a2/xl = 2/x/

ami ellentmondds.
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E Hasonlé okoskoddssal lehet beldtni, hogy konkdv célfiigg-
vény esetén s lokélis optimumot szolgdliatc program egyszer-
smind globdlis optimum is /és szogoruan konkdv célfiiggvény
esetén csak egy optimdlis program létezik /.

4 27. dbrén K konvex sokszog adja a lehetséges progra~
mok halmazdt, s keressik az £/x/ konvex fiiggvény meximumdt

846 programot. A célfilggvény nivévonalait megrajzolva, ldt-
S8, ok as 'k poneben Sgy JoRsTEs optinumal rendelkeslink,
7e lokilis optimm nem feltétlenil jelent globdlis optimus

mot/, azonban a globdlis optimmot a B pontban taldljuk
/27. évra/.

/) =2,
2/x/ =2,

/\ th/ =7,
N
£/x/ = Pl

Konvex programozss
27. dbra

4 28. és 29, dbra a konkiv maximalizdlis két esetét °
mutatja be. Egvik esetben a célfliggvény abszolut maximu-
mit /ha semmilyen korldtoss felté i volna/ & lohet
Béges progremok halmazén kivil taldljuk. Ekkor az optimum
& lehetséges programokat tartalmazé konvex sokszog hatdran
van, ha nem is feltétlenil caucspontban. 4 mAsik esetben

a célfiiggvény abszolut meximumét belss pontban teldlivk.
Tivenkor az optimum is bels§ pontban van.

A gyekorlatben &ltaldban linedris feltételek mellett
konvex cé1Piiggvény maximalizdldsdra, vagy komkdy célfiigg-
vény minimalizdléséra keril sor.
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2/x/ =2y
/) = 2,
£/x/ =P

7

/R1<ByRs/

Konkév programozés
28. 4bra

/5 =B
O

X

Konkév programozds
29, dbre
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Tiyen feladatok megolddsénak egzaki médszere, —smikor
meghatérozzuk & linedris feltételek dltal meghatdrozott kon-
Ves polidder dsszes csucspontjait, majd kiszamiiva az esek-
hes tartozs célfiggvényériskeket, kivdlasztiuk ast a csucs-
pontos, amelyhes a legnagyobb célifiiggvényérték tartosik. Ea
D5 as optindlis program. liivel azonben visgonylag kevés
feltétel mellett is nagyon sok a csucspontok széma, ez az
eljdrés nehézkes.

A grakorlatban inkibb szt as eljérdst kovetlk, hogy vé-
Letlensseriien vélasstanak egy_csucspontot. Az ehhez tarto-
26 saimplex t4bldzat alapjén trenssformécifkat végesnek
Masonloan, mint a linedris programozdenil, 4ttérds suomsué-
dos csucsra/, mindaddig, amig & célfliggvény értéke javit-
haté. Igy egy lokdlis optimumhoz_jutunk. Ezt a folyamatot
eobszis megismételve, & kapott lokdlis optimumok kbaill ki-
véinsatiuk & legjobbat, s est a programot optimilisnak fo-
padjuk el. Hogy a folyematot hanysgor ismételjik meg, az
Fiigz a reltételek s a viltonck sadmitol.

A konkdv maximalizélési feladatrs kidolgozott &ltalé-

oo médarerek 4ltaldben kbzelitd méasgerek. /Kivéve a kyads
esotét, amelyre véges eljdrdsok is van-

o issonck oy Tésuinél egy lehetséges programbél
fhSudunk ki, majd keresink egy olyen irényt, amely memtén
haladva a program javithaté, azaz & cé1fiiggvény értéke nd-
velhetd. Eﬁv {lyen irdny mentén addig a pontig megyink, a-
neddig & céltigavény érvéke nbvekssik, vagy smelyen tul el-
hagynnk o lehetséges programok halmazdt.
Ebb6l a pontbdl ismét keresiink egy olysn irényt, smely irdny-
‘ban haladva a oélfiiggvény névelnets. Ezt addig folytatjuk,
amig caldlunk olyan irdnyt, emely mentén a célfliggvény érbé-
ke névelhet§. Ha ilyen nincs, az adott pont optimdlis megol-
dés. i tovdvbhaladds irénvénak meghatéroésa vagy egy lime-
4555 programosdsi feladat megolddsdt igényli, vagy alkalnas
Siinpies tibl4b6l olvashaté le. A médsmert o hatékony ird-
e Sidszerénok nevezik. Spemléltetését a 30, 4bran muvat-
FiE be. /ldsd kovetkess oldalon./

7.3.2. Konvex és konkdy programozisi feladetok megoldd-
5 ey T BT mea_r’ﬂ_ﬁ—n_l—_s-_r 721t modelle

Olyan programozési feladatok esetén, amikor a feltételek
linedrisek, de a célfigevény konvex, vagy konkdv, egyszeri-
on tudunk kozelitGen kielégitd megolddst myerni a kovetkezd
eljérdssal:

Helyettesiteilk az f/x;/ konvex /vagy konkév/ fiiggvényt
egr hur poligonjdval. E poligon minden ssekaszéhos bevesetiink
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Hatékony irdnyok médszere
30, 4bra

egy-egy uj véltosst, amikoris az £y figgvény a kovetke-
26 formdt nyeri:

/)

myyxyy, ha 0% xy Sy, ahol my; = m-'l— =g Ly,

-

3 Mty geTyphe B

Bmyghyy + gy 4 eee + By pe By Sz €ngy,

Szemléletesen mutatja ezt a 31. dbra. /Idsd kbvetkess
oldalon./

Természetesen:

ngy $mg, € oo Sy, ha £/xy/ konvex tigavény /alul-
r6l konvex fiiggvény/ és

mgy By 2w Zmyy, ha 2y/x;/ komkdv fuggvéay /gelil-

151 konvex/.
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2/agpl = g/

gy
s
th hjz hjk
Szakaszonkénti linearizlt konvex Tiiggvény
31. ébra
o =l
4xSp
% >
X t /X:/ = extrém
3=1

feladatban most sz x, vAltozd a5 xiy 4 Xy f uue Xy B30
kaszvdltosk osszegével] helvettesithdds az 23753/ 3% od1-

fliggvény pedig az mi.lx 1% BypEjp +eee + My, Ssszeggel,

hiszen ha 8z x; véltoad bekeFlil'sz optimélis programba, akkor
< = 2y &

vegy x; £ hyp, s ekkor xy = %, vaay oy § xy € gy, 8 akor

%y = hy) + Xyp, 6o igy tovéb, s ekkor a célfiiggvény értéke

mjy%y tllebve mphyy + mipxs,, sth.

A feladat igy linedris programozdsi feladattd alakul &t,
emelyet a szimplex médszer valamelyikével meg tudunk oldani,
s ezéltal az eredeti feladat egv kbzelits megolddsit kapjyk.

Példaként tekintsiink két egyszeril feladatot:

Legyen feladatunk az:
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W%

x4 3 =2l

2x) + 4x, 240 |

32+ 2B 42, = min

A 2% + 4x, = 40 Zeltételbsl kovetkesik, hogy ha X, = 0,
akkor x;i 20 65 ha x; = 0, nkkor X, § 10 és az £ 3 0 miatt
0%x 320 6s 08, %10

Az értelmezési tartomdnyokat bontsuk fel 3, illetve 2 sza-
kaszra a kovetkezdk szerint:

%4, Ty By 21 %20
> 3y —+ >Xn
o T 14 21 o 5 10
4352 65 az x5 + 2x, konver fiigavények, emelyek meredek~
sége az . és £ résztartoményaiben a kovetkezd:

x |o T 14 21 x5 | o 5 10

Vizsgdljuk meg eldszdr a feladat értelmezési tartomdnvét. }

m 6 17

lMost & felsdet kizelitl megolddséhoz a kivetkezd linedris
programozdsi feladatot adhatjuk meg:

f/x110 14T ses 1323 f/xp/|0 35 120
m 2 63 105

2
ne T Ty T %2 50

>
Ty + Epp o+ Ty 4%y b 3%y = 2
2x)) + 2mp + x4 dxp + ATy = 40

xy =T 1=1,2,3 2 §5, 1= 1,2

21xyy+ 635, 205m) 3 + by + 1Txpp = B
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A feladatot szimplex médszerrel most mir meg tudjuk ol-
dani, hiszen linedris programozési feladattal allunk szemben,
liyilvinvals, hogy & megolddst:

ity e b e
X5 T sdja.

HasonlGképpen jarunk el konkiv feladat megolddsa sordn is.
Természetesen a szakaszoknak mem kell feltétleniil azonosalmak
lemn:

Megjegyenzilk, hogy mezdgazdasigi feladatok sordn a vilto-
s6knak szakaszviltondkra torténs felbontdsat gvelren célszertt
elkalnasni, Ilyenkor nem is mindig egy ismert nemlinedris oél-
fiiggvénybSl indulunk ki, hiszen szt Sokssor mem is ismerjik.

4 Felbontds lénvege 6z eredménye szomban lényegében ugyanss,
mint onikor egy idmert nemlinedris célfiggvénnyel dolgozunk,
Tegyilk fel, hogy x, valamely novény, pl. biza termelését je-
lemti, Tételeszik * fel, hogy a biza Gaszes terilletére felss
korldtot irunk els, mondjuk 1200 ha-ben. Ha csak Boo ha bi-
2ét bernelnénk, skkor azt a legjobb talajon termelhetnénk. Az
egen felili termelést aronban kevésbé j6 talajon tudjuk csak
biztositani, Yiris két ssakaszvdlloséra kell bontanunk x,-et.
De lehetséges, hogy foo ha=on belill csak 6oo ha teriiletrd ele-
gends vetmagial Tendelkenink o leghivebben terns fajtdbol.
Fikor nér hiron szakaszvdltondra van seikeégink, Tovibbi bon-
e vélnat saiikségosse o mitrdgvaigiay biztosiidss, o gépesi-
%68 megolddaa, Gntostt vagy sziras termelés, sbb. szempontié-
bél. 5 megbontés szerint természetesen mds lésu ez egyes sma-
kasivéltozskhon tartond oélfiggvénykoefficiens is, azan an
gdott nvémmnél newlinedris oflfigavénmel dolgontak, do sta-
keavonként linearizélt megktzelitéseel oldjuk meg a feladatot.

Ilyen esetben természetesen eltérG less szakaszonmként a
munkaerdszlikeéglet, gépszikséglet, stb, is, azas a feltétel-
rendgzer sem lineéris, de szakaszonként linearizilt meglt-
zelitéasel oldjuk meg. Mint 14tjuk, a feladat ilyen megkozeli-
tése gyakorlatilag igen hasznos, ¢s mivel szimitdstechnilain

lag nem jelent kiilndsebb problémit, igen jol alkalmazhats &
mez6gazdasdgban.

7.3.3. Hiperbolikus programosis

Hiperbolikus programozdsrél beszélink ekkor, ha linedris
feltételrendszer /egyenletek és egyenlStlenségek,/ nemnegativ
megolddsait tertalmazé L halmaz felett olyan raclondlis
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t6rtfigevény maximumdt keressik, amelyben mind a szémldld,
ming & nevesd legfeljebd lineiris. A hiperbolikus programo-
zés &ltalénosan a kovetkezGk szerint fogalmazhaté meg:

1o 1o

shol az £/x/ és g/x/ legfeljebb els§ foku nomok, azaz
Leieijens 11nsdrie Hidpvények, Ha foricuctesen s B/a/  ml-
ladfoku, akkor linedris feladatrél ven szé. Ha ez £/T/ mul-
3 7 ,
ladfoles, ekkor oz gy figavény adéeik, viewont az gy =

meximumot a g/x/ =min. kielégiti, tehdt a probléma ilyenkor
is visszavesethetG kozonséges linedris programozésra.

Az r/;{ és g/x/ fuggvényeket részletesen felirva, a kovet~
kez§ 4ltaldnos formit kapjuk:

o
By BoRasteeatilptn = By B EE g

z= = o
C)F) + CpXp Feent OpXy =€ EE = G

Tulajdonképpen o probléna LSUb oflfuggvény smerintd opti-
malizdldst jelent, hiszen a feladatban két célfiiggvényiimk
van /mégpedig ké% linedris célfiiggvény/, & azt kivénjuk biz-
tositani, hogy hénvadosuk & lehetd legnagyobb értéket /maxi-
mumot/ vegve fel.

) pepe T elnevezést az indokolja, hogy az egvvilto-
268t

Px - B

¥ =
ox = oy

linedris tortfiiggvény képe az /x, y/ sikon hiperbola,
Snemléltetésképpen néhdny Piiggvény grafikus 4bréit mutatjuk
be /32. ibra}:
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A hiperbolikus programozds alkslmazésira sokszor van
szikeég_gyakorlati gazdasigl szdmitdsok sorén. A mezgazda-
ségi véllalatok a lehet legnagyobb jovedelem elérésére tim
rekednek, de nem mindegy az sem, hogy ehhez milyen srom jut-
nak. ehet, hogy a maximilis jovedelemidmeg elérése igen sok
é16munka~réforditéat vegy jelents beruhdzdst igényelne. Nem-
csak a_jovedelem tomege az irénvadS, hanem azt is vizsgdlni
kell, hogy milyen a jovedelem és a koliségréforditds viszo-
nya, azez egy forint koliségre mennyi jovedelem jut, illetve
az elgbbieket véve alapul, egy forint beruhizéssal, egy fo-
rint munksréforditésgel, ogy Golgozéval, stb. memnyi jovede-
lem érhetd el, stb. Altaldban is a mezdgazdasigi vallalatok
/65 mds villglatok/ tevékenysége nem itélneis meg egyeilen gaz~
dasdgi mutaté elepjdn, illeive a villalat nem egyetlen mutats
slakuldsdt veszi figvelembe, hanem tobb mutatd egyideji vizs
gélatdra ven ssilkség. Sz egyben ast is jelenti, hogy a gya-
korlati tervezés /dontésmegalapozés/ sorén &ltgliban £Gbb cél-
fiiggvénnyel kell dolgoznunk, és azok abszolut ériéke mellett
50k esetben ardnyukra /viszonyukra/ is tekintettel kell len~
ni.

A gyakorlatban elgfordulé hiperbolikus programozdsi felam
datok /emikoris a lehetséges megolddsok halmaza korldtos,
tehdt & halmaz konvex poliéder, 65 amelyeknél a tort nevezs-
Je s lehetséges megolddsok tartominyéban nem zérus/, szimp
lex médszerrel megoldhaték. /A megoldds médszerét Martos Bé-
1a magyar matematikus dolgozta ki./ As:

22

£ o

hiperbolikus feladat induld t4bldjét ugvanugy suerkeszte
Jiik meg, mint linedris programozési feladat esetén, csak
most a t4blizatban két oélfiiggvény sor szerepel, az elss &
célfiiggvény szamldlojat, a masik a mevez5jét tartalmazsa.
A, illetve o érbéket a szdnldlé, illetve neves§ sordba

irjuk, sz eréforrdskapacitést tertalmazé oszlopba, azaz minte
ha ezek erSforrdsok lennének.

Ternéazetesen, ha a feltételek kizdtt egvenletek /osilla-
gos sorok/ vannak, most is képezniink kell a misodlagos cél-
fiiggvényt, s elészor e szerint végeszik a sszamolist, s csak
ennek megolddsa utén a hiperbolikus célfiiggvény suerint.
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Az indulé téblézatba még egy sort kell beépiteni a ko=
vetkezdk szerint:
s
£ Do, & =0y o’

4 37 koordingtéit a formula alapjén minden szimplex téb-
14zatban ki kell szémitani. A szimplex médszert alkalmazva,
& szémitdsokat mindaddig kell folytatni, amig "j >0, azaz

amig a 7 vektorban pozitiy elemet taldlumk, A generdlf ele-
met 41tgléban abban az oszlopban vilasztjuk, amelyben &

+* koordindtéja a legnagyobb.
0Oldjuk meg az:

T, Xar X3
P
b 3

PR
2x1+4x2 +313 - 2

~ o
°

12

8

m ey + 0

niperbolikus progremozdsi feladatot.
Indulé téblézatunk a kovetkezs:

o, A
uy 2 1 1 12
*uy 1 o 8
*
uy 0 1 5
3 2 4 2
c 1 2 pe -3
1 2 2 13
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4 oélfiiggvény felfoghaté mondjuk ugy, hogy & szémlélé-
ban & termelési érték, a mevezhen a termelési koltaég ta-
14l1haté, teb4t g feladat az 1 Pt termelési koltséggel elér-
hats termelési ériék maximalizdlése. A oélriiggvény szémldlé-
jéban a konstans tag lehet példdul a gesdesdgi 4ltalénos
koltaég - ami adott és nem fiigg /legalabbis jelentdsen/ a
termelds szerkezetét6l. 4 cé1figgvémy mevessjében 16v6 kons-
tans pedig Telfoghaté szintén egy fir koltségként, mondjuk,
hogy a_ternékek értékesitésébSl adgds koliségként. [Megie-
gvezsiik, hogy a p, és c, lehet nulls is egy feladatban, I~
Iyenkor ezek hely®n sz Cindulé tébliban O szerepel, de &
szénitdsok sorén a O helyére velamilyen O-bGl Kilonboas szém
mot fogunk kapni./

Mivel médositott normdl feladattal 4llumk sgemben, mésod-
lagos oélfiiggvénvt képestimk Mzf, 5 el8szir e sserint vé-
gezzilk a szdnitdst, Ilyenkor a §° koordindtéinak kissémité
séra nings sailkségiink, csek majd amikorgmir a mésodlagos cél-
Tilggvényt megoldottuk és a sadmitdst i szerint kell véges-
ifnk.

42 164bi indulé t4blézatbol a harmadik sor hermadik osz-
1og b;n vélasztve generdld elemet, & kivetkezd tdblézathoz
Jubunk:

T o
0 0 -1 7
*uy -1 -1 3
LA 1 1 5
» | 2 1 ENEE
o |2 1 -1 | -8
*» 1 -2 3

Mivel tovébbra is a mésodlagos célﬂxggvén:’ szerint kell
szémolni, s &' koordindtéit most sem szikséges meghatdroz-
ni. A ndsodik sor mésodik osslopdbsl vélasstva generdls ele-
net, kbvetkezs a tdblézetunk:
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A mdsodlatos célfiiggvényt megoldottuk, hiszen a mdsodla-
205 cé17iggvény sordben a csillagos u,-kher tartosé oszlopo

o kat kivéve minfen oszlopban nullét talsltunk. Meg kell teht
batérozni & t°  koordindtdit:

= poe” = o2 = =19 [-1, 2, o] - (-11) [-2 3, - =
= [15, =38, ] - [22, 33, 1] = [-3, =5, -10]

4z loVbi téblizatben tehdt @ &' koordindt4it beirve, a
kovetkezit kapjuk:

*u, x5 *uy
w2 1 o 4 .
x * =1 =1
x5 o : 1 5
-2 3 U =T
3 -1 & o =11
t -3 -5 11 % =1,78

Mivel g 4" koordindtdl Kbzott positiv elem mir nincs, mé-
ris optinilis megolddshos jutottunk /ha volna pozitiv keorw
dindtdnk, folytaindnk a_szimitést, esserint vAlasztva gene
416 elemet/. Az optindlis megolads:
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Leolvashaté e t4blizatbl az is, hogy e termelési prog-
ram megvaldsitdsa esetén g termelési érték 19 egység, a terw
melési koltség 11 egység és 1 forint termelési koltséggel
1,78 forint termelési érték allithaté eld, Leolvashaté to-
V&bbé, hogy a mésodik termék termelése esetén egy termékegy-
ség 3 Fi-tal emelné s termelési értéket, de egyidejiileg a
termelési koltség is emelkedne 2 Fi-tal. Mivel itt a terme-
1ési érték és a koltség hanyadosa 3/2 = 1,5; ez rontand az
e18bi, 1,78-as ardnvt, azez & hiperbolikus célfigevény érté-
két. Ugyencsak leolvashatjuk, hogy a mdsodik erfforrds egy
egyaégének megtakaritdsa 2 Fi-tal cstkkentené a termelési
éri€ket és 1 Fi-tal & termelési koltséget. Mivel itt az a-
rény 2/1 = 2, ez is rontana a célfiggvényen. 56% a harmadik
erdforrds megtakaritdsa a koliség cskkentése nélkiil osdk-
kentené a ternelési értéket, ami még kedvezStlenebb.

4 cé1fliggvény saénldléjdt és mevesdjét fel is cserélnet-
$ilk volna. Skkor az ogységmyi termelési érték elddllitdsdnak
k§ltaégét /klbségenintet/ kepjuk. Nyilvén most nem & célfilge-
vény maxinalizdldse, hanem éppen minimalizilisa lenne érdeke
a_véllalatnak. /Ugvanigy lehet oélunk ez egységnyi jovedelem
e164111t4ssra felhasnilandd termelési koliség, vagy munkaes
5, vagy munkavér, vegy beruhdzés, vagy import suveg, stb./

Eddigi ismereteink alapjén azonban nem jelent problémi+
szémmkra az ilyen feladat megolddsa sem, hiszen a:

ETE >

o

= = min,
RXI-D,

helyett a ~l-gyel szorzott célfiiggvény meximmdt keres-
hetjiik, azaz:

vegyis ~-l-gvel a nevesdt szorozzuk meg.

Ternészetesen hiperbolikus célfliggvény esetén is /de ha-
sonléképpen &_konvex, vagy konkdv célfiigevény esetén is/ fel-
meriil & termelési szerkeset és a termelési forrdsok egyidejii
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optimalizdlésdnak kérdése, illetve a programvektor és ka-
pacitdsok optimalizdlésinak problémja, Ilyen esetben viszont
ismét kivetelnény a gépek egészértékiisége, vagyls hiperboli-
¥us vagy konvex, illetve konkdv vegyes egészériékil feladatm
Tor jutunk. E problémik részletesebd kifejtése azonban megha-

ladja tenanyagunk kereteit.

7.3.4. A Lengrenge-féle multiplikdtor médszer

Tananyagunk nem teszi lehetGvé, hogy @ nemlinedris progra-
mozdai feladatok velamennyi megolddsi médszerével foglalkoz-
Zunk, de ha csak TGviden érintolegesen is, szilkséges megem-
1ékezniink @ Langrange-féle multiplikdtor médazerrdl.

Gyakran meriilnek fel ugyanis a gyakorlati gazdasigi fel-
agatok kozott olyanok, amelyek megolddsdndl ez & modszer ha-
tékonyen alkalmezhats.

A Langrange-médszer J6l alkalnazhaté olyan feltételes
s6érték-feladatok megolidsira, amikor & SRRt
el vannek megadva. Bz azt jeienti, hogy keressik az f/z/

/% € Ey/ tigevény szélsé értékét /maximumdt, vagy minimumés/,
a9y /x/ =0 /k=12.0m, n€n/ feltételek mellett.

Mér ismerjik, hogy a feltételli egyenlet jobb oldaldn eset-
leg eléfordulé nemzérus értékek ez @ /x/ figgvényekbe beol-

vagzthaték. A feladatbem ast is Jelbltilk, hogy & feltételek
s24ma nem nagyobb, mint a viltozdk széma /m = n/, mert e-
gyébként nines feltétleniil biztositva az egyemletek megold-
hatésdga.

Ha & lehetséges megolddsok:

E= {z]@ 5/ =0, k=12...,u} helmazdt te-
1,

kintjiik, a feladat ugy is megfogalmazhat, hogy keressik az
#/x/" tiggvény maximmét /vagy minimunét/ e H halmazon.

Peltessailk, Hogy:

a./ ez 2/z/ 6a 6, /x/ /<= 1,2,...,m/ Tggvényelnek
16teanek parcidlis derivdltjai a H halmazon é5 hogy

b/ & py/5/ =0 [k =1,2,...,n/ egvenletekbSl n-m
szémt vAltozd egvenérielmiien kifejeshets.

E feltételek mellett tekintsik as:
n
F /=2 /x)+ k‘llk &y /x/
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suggvényt, anol [a), Azesss-2,] esvelére iemeretlen
konstans vektor,

4z 7/x/ figgvény Teltételes sz61s5érték helyei ekkor kie-
1égitik az

aF
—— =0, #/x/ =0 /i=12.0m k=12,um
3%,

n+m egyenletbsl 4116 egvenletrendszert.

A Ay konstansokat Lengrange multiplikdtornak nevezzilk.
4z egyenletrendszer x-re és A-ra torténs megolddsa szol-

géltatja a keresett staclondrius helyeket /ahol & fiiggvény de-
Tivéltjs O-val egyenld/ és az ismeretlen X vektort. bz egy-
ben azt is jelenti, hogy ha az:

?F
)

ax;

-nak nincsen megolddsa, akkor az f/r/-nek nincsen szél-
85 éricke a &, /x/ = 0 feltételek melleft.

Tekintsink példaként egy mitrdgys-elosztdsi feladatot.
/lésd: Szép JenS: Analizis. Kozgazdaségi és_Jogi Konyvkiadé.
Budapest, 1972./ Tegyilk fel, hogy egy termeldszivetkeset
hérom tébldjan /A, B, C/ a talajtél fiiggSen mis-mis keverék-

fitrégyat heszndl. A terméshozam és a mitrdgyafelhasznilis
koz6tt természetesen kapesolat van /a terméshozam fiigg & mii-
trégyatelhasandldstol depedig nemlinedris formiban/, s o
filggvénykapcsolatokat jelsljiuk rendre fl/xl/. fz/x /s 1’3/X3/

fiiggvényekkel. Tegyiik fel, hogy az A, B, C t4bldk nagysdgdt
Tendre &, b, c-vel jeloljik.

4 hérom t4bla egyiittes hozamdt ekkor a:
2/%),%,%3/ = afy /5[ + VEy/xy/ + olg/xs/
filggvény reprezentdlja.

Az Xl/xl fE/XZ/' £ /x;/ fiiggvények ismeretében az
/%)%, %5/ fuggvény  maximuma kiszénithatd. Gz feltétel

261kili maximum, biszen egyeldre csek egy fiiggvény sz6lss
Eriéiet horestil, foltdtor /relvételon/ nélkiL.
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Tegyiik fel most, hogy a miltrdgya beszerzésére korlito-
zott pénzbsszeggel Tendelkesiink. Jeloljilk ezt az dmszeget
s-sel. Legyen £, t, §, renire az &, B, C t4blén hasz-

ndlt keveréimiltrégya egységdra. Ennek alapjén s

& Bx +b fT 4 o tax; = o8

feltétel adhaté meg.

Ba e feltételek mellett hatdrossulk meg az £/x),Xp%s/

2iiggvény maximumdt, mir feltételes sz61s6érték problémdt ol-
dunk meg. Legyen feladatunkbe

5/ = 44 3x -2,

fp/xp/ = 4+ 5% - x5

2
Ty/xy/ = 24 6%y - 325

¢és legyenek a téblanagységok a kivetkezdk:

a = 500 ha
b 200 ha
¢ = 100 ha

Tegyilk fel, hogy 20 000 Pt 411 rendelkezésiinkre mitrdgys
beszerzésére és az A t&bldn hasandlandg keverék egységira

40, ugyanez a B t4bl4t tekintve 30, a C tdbla vonatkozdsdban
pedig 20. Ennek slapjén feltétell egyenletiin)

40-500 %) +30-200 X, + 20100 x; = 20 000,

ami egyszeriisités utén lwplicit alakban: .

B/xy%p %3/ = 10xy + 3%y + %3 =10 = O

£ feltétel melletti 526156 érték kiszdmitésdra a Tang-
range-téle multiplikitor modszert hesandlve, képesnink kell:

®/xy, X5

2/5),55%5/ +Ab/x) 5%/ =
2 2
=5oo(4*3x1-le) + 200 (4 + 5% = %) +

2
+200 (2 + 6x5 - 3x;) +2(10x) + 3%, + x5 = 10)
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fiiggvényt. A megoldendd egvenletrendszer:

3P

=500 /3 - 4xy/ + 10% = 0
x.

2l
3F
b_x2 200 /5 = 2xy/ + 3% =0
?r
3—153 100 /6 = 6x3/ + A

10 % + 3xp + x5 = 10 0

E négy egvenlet megolddsébsl kapjuk, hogy:
x = 0,345, x,=1,885; x;=0, 865

& feladat optimilis megolddse. Ha a feladatot feltétel
néliiil oldottuk volna meg, az:

220,755 xy=2,5  xysl
niitrégya normfket keptuk volna. Ekkor viszont:

40+500°0,75 + 30-200 2,5 + 20-100-1 =
= 15000 + 15 000+2 000 = 32 000 Fi-ot

kellett volna felhaszndlni miitrégya beszerzésre. Wivel a-
zonban 20 000 Ft 411t rendelkezésiinkre, az:

x = 0,345; x,=1,885; x;=0,865 alapén:
40500+ 0,345 + 30+200+1,885 + 20100 0,865 =
=6900 + 11310 + 1730 = 19 940 ¥ 20 000 Ft -ra
volt sailkedg /az eltérés kerokitéaeknil ad6iik/. A megol.

dds szerint ez A b4blin 0,345 1 500 = 162,5 q, & B tablén

1,885+ 200 = 377 g és a C tabldn 0,865 - 100 = 86,5 q mi-

‘rdgya haszndlends fel.

Ternészetesen a példsban keverékmiitrégydt tekintettink. 4

probléma lényegén azonban az sem viltostat, ha a N,P,K miitrd-
gyékat s véllalet keveri, vagy ha féleségenként szérja ki a
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$dblékra. B mitrdgvdk erdnydt /e talejnsk megfelelsen/
meghatérozhatjuk.

4z £./x,/ figgvények alapjén meghatérozhatjuk a virhaté
sernéehdzadot L5 tabldnként bs oeconen. b Selsdacoar '
kivetkesd:

£3/%y/ = 4 + 3% - 228 = 4+ 3:0,345 - 2:0,3457 =

=4+ 1,035 - 0,238 = 4,797 a/ta, illetve
500 ha-on 2 398,5 q

£p/xy/ = & + 5% = x5 = 4 + 5-1,885 ~ 1,8857 =

= 4 + 9,425 - 3,553 = 9,872 g/ha, illetve
200 ha-on 1 974,4 q

23/%5/ = 2 + 6xy = 335 = 2 4 60,865 - 3.0,8657 =

=2 45,19 - 2,24 = 4,95 a/ha, illetve
100 ha-on 495 q, vagyis az dssses ternés:

2398,5 + 1 974,4 + 495 = 4 867,9 a.

Természetesen ilyen jellegil problémdk megolddsshos ismer-
ni kell az f;/x;/ figgvényeket. E tekintetben 3ol felhasz~

nélhatjuk a regressziés analizist, illetve a termelési fligg
vényeket.
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7.4, Dinamikus programozis

A Banduadet folatavol sopolides f16a1Mken o Ak mo=
Tozatdt igényli. Bz tésaorozat egyndshoz kaposaldds
ddntések rendszerét jelenti, amelysk idsbelileg, vagy térbeli-
leg, vagy iddbelileg is és térbelileg is kivetik egymdst a-
szerint, hogy a gazdaségi folyamatok térbelileg éa/vagy 1d6-
belileg zejlenak le.

Pé1d44l & mezSgazdasigban,adott novény termelési folyamata
1d6ben zajlik le vetéstol s Detakaritdsig, sz évek egymisu-
ténjai sordn valésul meg a villalat gazdasigi viltos 1d6-
Den zajlik 1o ggv-cey berubduds megvelégitdse, De térbelileg
zajlik le példdil a novémyek tébldn vald elhelyeskedése, vagy

térben és iddben zajlik le a szintés és vetés munkafolyamata,
Seranaitin Dé1d461 az idgben zajlik le s vetdmag csivézdsa,
stb,

gélhatck médszertani szempontbél a dinemikus programozds 36l
alkalmazhaté a térveli vizsgiletok elvégzésére is, illetve
minden olyan vizsgdlat elvégzésére, amikor egyméstil riges
dontések megalapozasénak szikségessége meriil Tel.

4 fentiek alspjén & dinamikus programozds fogalmit ugy ha-
térozhatjuk meg, hogy dimamikus programosdsnck neveszik a

As 1a6beli fligedsée és s dinamikus programosissal megold-
hats feladatok nem egyértelmiien fedik egymdst. E mem csak
abbl 8dédik, hogy ~ mint mér emlitettik - & dinamikus prog-
ramoz4s nem csak az idSbeli, de gyakran s térbeli folyamatok
vizogélstéra is alkalnas, behdt a dinamikus programozds alkal-
mas statikus feladatok megolddsira is, hanem abbél is, hogy
80k esetben vissgdlatainkben az 145461 fiegs folyematokat is
vizagélhatjuk statikusen, gyakren o komivebb megoldhatésdg ér-
dekében. Ilyenkor legtdbbszor az iadbeli folyamatot lépésekn
Te bontva statikusan vizsgdljuk.

Tegyiik fel példdil, hogy egy mesdgazdssigi villalat tervét
Kivinjuk elkéaziteni 5t éves iaészakra. A Teladat megoldha-
%6 dinamikus programozdsssl, kiindulve egy kezdetl idépont=
ban meglévd helysetbsl, vizsgdlva az 6t &v sordn as iddben
lezajls, egymduradpils gasdesdzi folvemstokat és eljutva as
% éves’ iddsnak végss 4llapotdig. Fa igen bonyolult Teladat
volna, Ha neggonﬂol;luk egy év dinamikus vizsgdlata is igen
nagy feladatot jelent, de ez évek is egymisra épilnek, ogy-
mistél fiiggenek, mégpedig nem csak a folyemat egészét, de
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4ltalsben részeit tekintve is.

Megoldhatd a feladat ugy, hogy az egves éveket statikus
probléuaként kezeljik, 5 coupin az évek egymdsradpiiléaét,
egyndsuténjét vizsgdljuk dinamikua programosdssal. Ilvemkor
egy-egy 6v tervét stavikus progremozdssal készitjik, s e
statikus terveket foglaljuk dinamikus modellbe.

Eljérhatunk ngy is, hogy az egyes évek terveinek elkészi-
4ésére alkalmessuk a_dinamikus programosdst, 5 az évek egy-
ndsuténjét statikus lépések sorozatdval vizsgdljuk.

el eliérhatunk ugy 1s, oy mtatikgs vizagélattal old~
juk meg az évek tervesését, de azokat egymis utdn, egymisra
&piilten, 5 igy jutunk el az 8t év ferveinek elkéaziteséhes,

Ez esetben statikus médszerrel dinamikus problémit oldottunk
meg.

Iéttuk tehdt, hogy dinamikus problémit vizsgdlhatunk ste-
‘tikue médszerekkel,viszont statikus probléma vizsgdlata sordn
15 elkelmazhatunk dinamikus médssereket.

Tananyagunk korlitozott kereteli nem teszik lehetévé a
dinamikus irogrmzéﬁ részletesebd kifejtését, dltaldban csu~
Dén a probléma érsékeltetésére, alapjsinak feltérdsdra szo-
ritkozhatunk, inkibb a illﬂlﬂﬁqi alkalmazdst, dinamikus gaz-
dasdgi probléndk megolidsénak elvelt tariva srem elSit.

Léssuk egy_egyszeriibh példa segitségével a dinamikus
programozés 1énvegst.

Rendelkemink x mennyiségii pénzosszeggel, melyet két fi-
zemnél kivinunk beruhdzdsra forditani, Jeloljilk ezeket A-val
és B-vel, Forditsunk A lzem beruhizdsira ¥ pénzosszeget, 1gy
B szénira maved x-y Gsszeg.

Tegyen o berundzés politiks hstdsira, az egy 6v alatt
elérhets hasson:

g1/ és b [xy/

©de, 67 105TeR 67 végén oz A dlletve B Gaem borabdaott ér-
e

a fy/ és b /xv/.
4 E/x3/=gf/+1n [xv/

a rendelkezésre 4116 x berubdsdsi tsszeguek az ¥ és
x-y felosztésa esetén:
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£, /x/ = max, H /53] ofyéx
optimélis értéket ad.

Jel8LIUk ¥, /x/-el ezt az ¥ elsGfokozatd dontdst, amely
dontés esetén ez az optimdlis haszon elérhets.

A mésodik évben /feltéve, hogy/ az 4 s B izembe be-
rubdzott esskizdk részben, Vagy egéswben eladhat(k, azas:

x =a/y/ +b /xy/

kezdeti éridk felett rendelkesiink, 5 ast kell hasonlé mé-
don szétosztani v, 68 x~y; résrre, Emnek alapjén
ndsodik év végén © az 1626 évivel egviift Gsszesen:

tp /s/ = maz. [8 faa/ + 8 frymy/] = me [5 152l +

oSyéx ofySx ~
At
et EE A E )|
oSt otz

optimdlis haszon érhets el. /A maradék t8két_akkor hass~
néljuk fel ugyanis legcélszeriibben, ha as év alatt elér-
het fl /Xl/ maximilis hassnot nyerjilk./

TLegyen:

zma oy 4 b Iyl

Az n év alatt elérhetd optimdlis haszom:

£, /x/ = max. {x reatt s 1y [ 1)

0$véx
ehol ‘npl Jelsli az elsé év leforgésa utén még fennmaradé:
P /aal ez = fef s b fxeal

t6ke optimslis kihasznilésdb6l a hAtralévs n-1 év alatt
optimdlisen elérhets hassnot.

Mivel a kesdik év utén fennmarads tSke:
xpm 8 Mg/ + D [og - Y/





[image: image307.jpg]- 306 -

ezért B fokozatu ¥, = ¥,V sees¥y; d0ntéssorozat /poli-
tika/ vAlassidsdval n év utdn az X = x, kezdeti $GkébS1

K /35%33¥5029T00/ = B /5,3/ + E [13,31/ 4o

s )
flggvény maximma adja az optimdlis hasmmet a:
oSy, Sz
Ty ma A/ + b Imewy/ [k = 0,1penaynel/

feltételek mellett.

4 probléma tehdt egy elég bonyolult feltételesen szélsdér-
$éx-teladat, 41taliban a K marimusit a fokozatos kozelités
médszorével hatdrozzuk meg.

Egyszeribb é5 a mez§gazdaségi vdllalatok tervezése sordn
inkébb alkalmazhaté eljdrés, amikor a dinemikus tervezési B
feladatot linedris programozési modellekkel oldjuk meg.

Ha_péld4il egy Stéves id6ssakra kivdnjuk egy mesdgazdasigl
véllalat tervét optimalizélni a linedris programozés alkalma-
séséval, akkor a feladatot kétféle médon oldhatjuk me;
multén optimalizdldssal, vagy rekurziv optimalizdliss:

Szimultén optimalizdlés

Elkészltiilk minden részidfszak fninden v/ linesris prog-
Tamosdsi modelljét, termémzetesen figyelembevéve az idSbeli
véltosds gordn a fajlagos réforditdsi és hozam adatok, szaz
a technolégiai adatok megviltozdsat.

4z igy elkésziilt rész idSszakra vonatkoz$ /éves/ modelleket
Xvézidiagondlis elrendezésben egy hipermodellbe épitjiik be.

Gondoskodmunk kell természetesen a modellblokkok /éves terve
medellek/ megfelels kapcsolatdnak biztosit&sirél . Igy pél-
3441 az e1523 években megtermelt jovedelem egy része a terme-
1és bovitésére felhaszndlhatd, csak akkor épilljtm fel egy is-
4116, ha ast a tovébbi években is jovedelmezGen tudjuk hasz-
nositeni, stb.

4z elmondottakat roviden matmatikai formuléval felirva a
kovetkezdket kapjuk:
2

R

Bzim
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<

Ish
<

EH3$h

i-edik év programvektors

4 = az i-edik év technolégial métriza

By = 8z i-edik év korldtvektora

B T P s unthens egristiaten
1, = & kaposolati feltételek korldtvektora

©f = & cé1filgevénykoetficiensek 1-edik évhez tartozd veke

tora.

4 modellt vizlatosen a 33. dbrével szemléltetjik /L. kovet-
kez6 oldalon./

Bekurziv optimalizdlds

. Rekurziv optimalizélds sordn az egyes részliSszakok modell-
§ét ondllan, egvenként oldjuk meg ugy, hogy minden modell
felépitéaénél figyelembe vesesik az el6zd modell /modellek/
megolddsait is.

Kiindulhatunk a kezd§ 1d6szakbsl, /elss évbsl/ és igy
haladhatunk ez utolsd /befejesd/ idSszakig, de eljsrhatunk
ugy is, hogy az utolss 1dGszakbél indulunk ki, tehdt a vég-
86 cél /utolsé év/ optimumit hatdrozsuk meg é5 visszafeld
haladva kivénunk elérkezni a kiindulé év dllepotéhos. Az u-
46bbi efjdrds természetesen nehezebb, esetleg a kozbeess
feladatok tGbbszsri megolddsét tessi lehetsvé, a modellek mém
dositésdval, hogy valdban s kiinduls id6asak 41lapotdt éryiik
el.

4 rekursiy programozds nem ad egrakt optindlis megolddat,
osak kizelits médszernek tekinthetjiik. Eldnye viszont, hogy
lényegesen kisebb modelleket kell megoldani /igaz, hogy t8bb~
8261/, valamint hogy az éves tervek kozott nem csak linedris
kapcsolatok kezelhetSk,
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7.5. Sztochasztikus modellek

4 satochasstilus modellek részletoset irgralisa mogha-
ladfs tenanyagunk kereteit, s csupsn mibenlétének megismer-
‘tetése lehet a célunk.

Sztochagstikus modellekrs] beszélink akkor, amikor a mo-
dell paraméterei, vagy paramétereinek egy része nem egyériel-
miien meghatérozott, determinisstikus, hanem valésziniiségi
viltozé. Ilyenkor & paraméterek valéssiniiségi figgvényeinek
meghatdTozésdhos & valdssiniségszénitds és a matematikal s-
%atiostike nyijt segitaéget, gyakran akkor is, amikor valé-
4ban sem t5bbszbrés megfigyelésre, sem kisérletezésre ninmcs
ehetsség, de amikor a vizsgilt jelenségre, vagy hasonlé je-
lenségre vonatkozélag eldzdleg mér torténtek megfigyelések,
iisériotek. Gyakran lehet bonyolult determiniszEikus jelent
ségeket is sztochasstikus modellekkel vizsgdlni, amikor a
vizsgdlt jelenség valamilyen valdsniniiségi eloselisfiggvény-
nyel j61 leirhatd.

4 sutochasztikus modellek Telépitése dltaldban ugyanast a
legikdt kéveti, mint a determinisztikus modelleké. Itt is van
kittizstt oél, vagy vamnak kifiizott célok, megadhatk azok a
feltételek, amelyek a cél elérését behatdroljék. Most amon-
ban valésziniiségi vdltozskkal kell dolgoznunk.

4 sztoohasztikus programozés dintési modelljeinek elméle-
te a matematikai statlsztikai dntéselméleten és a matemati-
Xai programozds /f6ként a nem-linedris/ elméletén alapszik.
Ké% fontos irdnyzata alakult ki, az egyvik a "valéssiniség-
gel korlétosott programozds", a mdsik a "kétlépesSs sztochasz-
$ikus programozds".

Legyen programozési modellimk a kovetkess:

W viA ny
BRI e

Ha most /3 a véletlentél figg /tehdt egy véletlen vektor/,
valéssiniiségi torvényeit a valosziniségeloszlds irja le. M6~
telessilk fel, hogy a 4 vektor 8 , komponenseinek valé-

sziniiségi eloszlésfiiggvénye P,/z/ a kdvetkezs:
i
Ph< z} = w/l 1m 352 e
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sol m & I sorainak szdma.

" A/ véletlen vektor ériéke, realizdciéia esetén minden
~ret
>
vagy T /x/= B, vam (Ti 1z/<py

ahol: 1 Klelégiti az Ax $ b, x2 0 feltételeket, LA
pedig a T “mdtrix i-edik sora.”

Ha

Iy

411 be, akkor az eszel kapcsolatos ve szteség legyen vy
@ kiilonbség minden egységére, mig a mésik esetben by Az Ugy

konstansok, i = 1,2,...,m. Az Omszkolteég virhaté ér-
téke G /z/ @ kbvetkezS:

T
e/ = E wy el ny el

+ VAN R RTENY)
1, £,/e/,
Z N 1/ 24/

Jux medeti feladatunkat most a kovetkesSképpen fogaluashat-
uk meg:

azaz minimalizéljuk az eredeti célfi vény, valamint a
#ztochasztikus paraméter véletlen jellegébdl ereds veszte~
86 viThatd értfkének Gasogéss

Ha a G/x/ fuggvény konvex, és a A ; valésziniiségl vdlto-
56k f,/u/ siiriségtiggvényel folytonossk, akkor a feladat
konvex programozdsi feladat.
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8. FEJRZET
SZALLITASSZERVEZES PROGRAMOZASSAL

8.1. 4 sufllitdst feladat megfogelmszdss

Tegyilk fel, hogy valamilyen anvag sz4llitdsét kell megszer-
vezniink, Induljunk ki abbol az alapesethGl, hogy sz elszdlli-
ftandd anvag bérom raktirben ven elhelvezve és azt négy fel-
haszndlé helyre kell elszdlliteni. Rigton felmerill a kérdés,
hogy honnan, hove, mennyif, asaz a hirom tAroléhelyen 1évé
memnyiséget hogvan kell elosstent o négy felnesznilénely ko=
28t

Azokat a helyeket shonnen szdllitani kivénunk $érolhelyek-
RSk yesv Leladdhelyeimek, ahiova széllifunk e ey
Lelyeknek, rendeltetésy helveknek, fogadhelyeknek 5z0KAs ner -
Veant.

Nyilvdnvaléan a széllitésok programozisinak csak akkor ven
értelme és jelentésége, ha az egyes feladdhelyek és rendelte
tésl helyek konotti szdllités kolisége eltér3. Ebben az eset-
Den van jelentGsége amnak, hogy meghatdrozzuk melyik feladé-
kelyr6l,melyik rendeltetési helyre, mennyit célszeril szdlli
tani, hogy e széllitdsi feladatot a legkisebd szdllitdsi
séggbl oldjuk meg. Amenuyiben ugyenis & SeETITIAST KoTEREEOES
ETiiten £e1086 85 rendeltetbet hoty viszonylatdban azomossk
lennének, skkor e széllitésok birmilyen szervezése esetén ezo-
nosak lennének a gzllitési koltségek, vagvis a szdllitdsi
kSltség szempontjébsl a széllitdsszervezésmek nem volna jelen-
t6sége. Hasonléképpen veThets Tel a szallltasi tévolsdgok mi-
nimalizélésa, vagy més cél, amelvet a szillitdsszervezssnsl
figyelembe kivénunk vemni.

Induljunk ki tehit egy egyszeril esetb§l, amikor ag 4,B,C
t4roléhelyekrel az I,1I,111,1V rendeltetési helyekre kell va~
lamilyen anyagot elszallitani. Togyil tel, hogy o Teladdie-
lyeken térolt osszes anysgmennyiség megegvezik a rendeltetési
helyek Osszes szilkségletével, azaz sszesen 3o egységnyi. /Egy~
szerii szdmokkal dolgozunk a 30 egység lehet tomna, teherautd
rakomény, vagon, vagy més egységekben megadva/.

legven a feladdhelyeken térolt mennyiség egységesen lo egy~
8ég, tehdt minden tArolchelyrél lo egységnyl anyag mzéllitha-
£6 el. 4 rendeltetési helyek igénve legyen 2,12,4,12 egység.
Xeg kell még hatdrozni az egyes feladfhelyek és rendeltetési
helyek kozotti széllitasok kolissgeit.

Az sdatokat a kovetkez t4bldzatba foglaltuk /ldsd kivet-
kez§ oldalon/.

A téblézat oldalrovataiba a tdroléhelyeket, fejrovataiba &
rendeltetési helyeket irtuk be. Az utolsé osziop sz egves
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T4rolé- Rendeltetési helyek 2
Készlet
nelyek R
A 10 B 6 4 10
3 20 16 8 14 10
c B 1. 16 8 10
Teény 2 12 T 30

nelyeken t4rolt memnyiségeket, az utolss sor a rendeltetési
helyekre szdllitandé mennyiségeket tartalmazze, Esetinkben a
feladdhelyeken térolt mennyiségek és az igények tsszege meg-
egyezik /3o egység/. A téblazat bels$ résaét koltségmatrix-
nak neveszilk. ferieinazsa azokat s KiltségekeT, sECLVOE &
kiillonbsad térold és rendeltetési helyek kbgott felmeriilnek.

4 Teltintetett koltségek is killonboss egységben lehetnek mege
adva, pl. forintban, tisforintvan, ssésforimtben, dolldrban,
stb.

Jel81jik x;-vel azt az egvenlfre immeretlen anyagmennyi-

séget, amelyet az i-edik téroléhelyr6l a j-edik rendeltetési
helyre szdllitunk. Tzeket az ériékeket természetesen ugy ki-
vénjuk meghatdrozni, hogy az Usszes szdllitdsi kiltség mini-
pélis legyen. Az elszéllitendd mennyiségeket t4blizatba fogm
lalva a kovetkezSket kapjuk:

Tdrols- Rendeltetésl helyek
Gelyen s
7

ol A R v S
e T
1 Tz Ty |y

B
¢

Konnyii ésgrevenni, hogy az ismeretlenekhez irt indexek
koeiil az elsé mindig a taroléhelyre, a misodik a rendelteté-
si helyre utal, azaz ahogyan a mitrixok esetében megszoktuk
az elss a sorindex, misodik az oszlopindex.

Hasonléképpen jelslhetjilk péladul oy svel sz i-edlk fola-

6helyrSl a j-edik rendeltetési helyre torténs sedllitési
ksliaégeket is, vagy £5-vel az i-edik feladdnelyen tdrolt

anyag memnviségét és ry-vel a j-edik rendeltetési helyen i-
gényelt anvagmennyiséget. E szimb6lumok felhaszndléséval
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az el8z6 tébldzatot felirhatjuk a kovetkezSképpen:

Tdrolé- Rendeltetési helyek i
szlet
ek T @ W
. S G B3 oy o
%1 2 %3 2
g S %2 %33 oy )
Igény Ty Ty T3 Ty

Feladatunk tehdt amnsk meghatdrosdsa, hogy melyik fela-
d6helyrl, melyik rendeltetési helyre, mennyit szdllitsunk,
hogy valamennyi feladadhelyrdl elszdllitsuk a térolt meny-
nyiséget és kielégitsik valamemnyi rendeltetési hely igé-
nyét, de az Ssszes srdllitdsi kilissg minindlis legvem, ©
k§ge!aményekec a kovetkez6 matematikei formuldkkal irhatjuk
els:

2= loxyy + 8y, + 6xyy + 4xyy + 205y + 163y, + BXyg +
+ 14xp4 + 1823 + 1823 + 16x55 + Bxyy = minimum!

10

u

13 Hp skt Gy
F2L 1 Top E Xag A Xy
Xy + X3p +Xyy t gy = 10

10

e s

Typ +Xpp + X3p w 32
3y, b3, tixgy = #

Xyy Xy Xy = 12

S00E Fiae Tiae g Tona DooriTogeEogyiXei Xans
2
Zaixyy & O

4z els§ formula a célfiiggvény, amelyben az Usszes szdle
1itési koltség minimeliz&ldsét irtuk elS. A kovetkezs for
mulékban el§irtuk, hogy minden t&roléhelyrél el kell szilli-
teni sz ott tarolt memnyiséget és minden rendeltetési hely~
Te oda kell széllitani az igénvelt mennyiséget. Végil az
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utolsé formule s nemnegativités feltételét fogalmazza meg.

8.2. 4 feladat megolddsa szimplex médszerrel

Vezessiik be a kévetkezs jelzéseket:

2 [ea1r C220 130 a4 210 220 230 C2gp 31
o320 ©33 ©34]

(s =12 3130 140 %1 Tez Toye Tog Tj1e
Ty 33 E34]

:rl. 00 £3 71, T Ty 7y

™
u

o
"

[712 %22 %13 71g
o1 Fe2oa Yoy
I TS T
Ty T

=
"

ot
X3 %3 %530
| %14 %o4 %34 ©

Ennek alapjén a linedris programozdsi feladat a mir ismert
formulékkel irhaté fel, azaz:

x2o
=3

1=

£"x = minindlis

Szerkessaiik meg a mir ismert konkrét feladat indul szimp-
lex tébldjht /1dsd kbvetkess oldalon/.

4 felsdat teh4t médositott linedris programozési feladat,
ahol a célfiiggvény minimmit /vagy minusz egyszeresémek
maximmst/ keressiik.

A feladat optimdlis megolddsa a kivetkezs:

0B, 1, m06) 0 0, e e
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Viszonylag egyszeril feladatunk volt, hérom feladéhely
négy rendeltetési hely s hét feltételbSl 4116 12 immes
retlenes feladatot kellett megoldanunk, A sz4llitdsi feladat
megolddsa viszonyleg nagyméretii linedris programozdsi fela-
dathoz vezet, aminek kezelése nehézkes lehet. Képseljilk csak
¢l, ha meg akarndnk szervesni, hogy a mezdgezdasdgi lizemek
biza terndsét az &1lami tdrolihelyekre megfelels sz411itds-
szervezéasel a legkevesebb szallitdsi kolfséggel oldjuk meg.
Yondjuk az &1lam 1300 mezdgazdaségi vAllalatibl vésérolna
bizét, és azt péladilloo &llami t4rolshelyre kivinnd beszdle
litani. 4 legegyszeriibb esetben is l4oo Feltételbél 4116
130 000 ismeretlenes feladatot kellene megoldani. Szeremcsée
z¢ vemusk. mds médszerek is a sudllitdsi feladatok megolad~

ra,

8.3. Disztribuciés médszer. Redukdlt koltségmdtriz.

4 disztribuciés, vagy szétosstdsi midszernsk az s lénye-
ge, hogy kivalasztjuk & kBITs x, Jegkisebd elendt, 5
erre g helyre /ahol s legkisebb a széllitdsi koltség/ &

mexinilis szdllitand mennyiséget programozsuk. sutén er-
by T Indulve sor- vagy ogzlopirdnybsn haladva
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/béstys mozgdssal/ folytatiuk a sz&llitdsok programozdsét /a
i g oU AR Fljutunk egy lehetséges prog-
ranig, amely a feladat egy lehetségés, de mem bizfos, Hogy op-
yndtls mogolddast adja. Megsllapityuk o lehstaéges mogolode-
hoz tartozd célfliggvény éridkét, majd az adott, lehetséges
megoldist felilvizsgéljuk és javitjuk a programot mindeddig,
amig az lehetséges.

Vegviik az_el6bbi szdmszerii feladatot, A koltségnitrix leg-
kisebb elemét az elst sor, megyedik oszlopban taliljuk /oj,/.
Trre g helyre lo egységnyl anyag szdllitdsdt programozhate
juk, hiszen az A téroléhelven lo egységnyi anvagot térolunk,
a IV. rendeltetési hely igénve 12 egység. Ez azt is jelentd,
hogy & IV. rendeltetési helyen még két egység igény kielgin
tetlen, Oazlopirényben haladva a legkisebb koliséget a harma-
a1k sorban taldljuk, tendt a IV.rendeltetési hely fennmarads
2 egységnyi igéuyét a C feladdhelyrsl oélsserii kielégiteni.

E helyre programozva 2 egységet a IV,rendeltetési hely igdm
nyét teljesen kielégitettilk. A C taroldhelyen szonben még

8 _egység elszéllitdera vir. Most sor irdnyban haladunk, s

& legkisebb szdllitdsi kiltséget a III, oszlopben taliljuk.

£ endelistési hely igéuye caal 4 skvséy. 4 4 egrsdget ids
programozve a III. rendeltetési hely igényét teljesen kielé-
gitjik, de a O t4roléhelyen még mindig rendelkesiink 4 egy-
séggel, amit el kell szdlliteni, Tovibb haladunk tehdt sori-
rényba és a_IL rendeltetési helyhez jutunk, smelynek igénye
12 egység, Ide programozzmk a C tdroldhelyen még meglévs

4 ogységet, ami dltal a C téroléhelyrdl minden mennyiséget
elgzéllitobtunk, A IT, rendeltetési helven még & egveégnvi
igény kielégitetlen. lost oszlopirdnyba haladunk és a B
tgroléholvhes jutunk, Mivel az itt tirolt mennyiség lo egység,
€bbSl B egységet II. rendeltetési hely szénira juttatve a IL.
rendeltetdsi hely igényét kielégitjik, viezont a B tdrold-
helyen még ket egyoigayi mennvisés elssdllitdsra var. liost
sorirényba haladve elérjtk az IL.rendeltetési helvet. Enmek
igénye éppen 2 egység, 8 emnck klelégitésével egyidejilleg a

B tdroldhelyrsl is minden mennyiséget elszdllitunk.

Toglaljuk tiblizatba & kiindulé feladatof, valemint az
eddigi megoldést, nyillal jeldlve a haladdsi irényt és &
87411itdal kbltséghez,jobb felss sarkihos odairva az adott
helyre programozott szallitendd mennyiségeket. /I&sd kivetm
kezd oldalon./

4 tdbldzatbsl kénnyen kiolyashatjuk, hogy minden $Arolé-
helyrdl elszdllitottuk a térolt mennyviséget és kielégitet-
tiik minden rendeltetési hely igényét. Vitathatatlan tehdt,
hogy a kepott megoldds az adott sedllitdsi feladat egy lehet-
séges megoldisn, ey lehetséges sz&llitisi program. Kérdés
azonban, hogy ez & megoldds optimlis-e, vagyis ehhez a szdl-
1itded progremhon tartonikee a legkisebb sedllitdsi kiltség,
vagy ennél olesbb szdllitdsi program is lehebséges.
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Hatdrozzuk meg el6szdr sz adott sedllitési programhoz tare
Yoz6 széllitdel koltséget, célfiiggvényértéket. Bz a kovetkee

26

%= 4:30 + B:2 + 1644 + 18+4 + 168 + 102 =
=40 + 16 + 64 + 72 + 128 + 20 = 340

i mér ismerjik azt is, hogy a szimplex médszerrel megha-
térozott szd1litdsi program kevesebb koltséggel valdsithatd
meg, emnélfogva es a szdllitdsi program nem lehet optimilis.
4 progremot tendt javitani lehet.

Induljunk ki ismét ez eredeti feladatbsl, ismét kikeresve
2 legkisebb koltséget, s erre programozva a lehetséges maxi-
naTiS SPATTH itdsi feladatot. Dautdn keressilk ki a nagysdgrend-
re kbvetkess legkisebb elemet 5 erre programozzunk, Ez most
8z els6 sor harmadik oszlopiban volna, de mivel z 6186 soze
ban mér nem programozietunk /A téroléhelyrsl mér mindent el-
széllitottunk/ a mésodik sor harmadik és a harmadik sor megye-
ik elemére programoshatunk /itt a szdllitési koltség 6 egie
ség/. Eautén kivetkesik a misodik sor misodik eleme, majd o
negvedik sor els és mAsodik eleme. Jelsljilk az elvigzett
feladatot tébldzatben /lded kovetkess oldalon/.
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I peg III Py
4 10 8 6 = [ie
3 20 165 —— et 141 10
¢ 15— 132 16 \ &° 10
2 12 11 12 30

A szdllitdsi koltség:

4.10 +8:2 + 804 + 16:6 + 18:6 + 182 = 40 + 16 + 32 +
+96 + 108 + 36 = 328

4 sz411itési koltség most az elSbbi 340 helvett csak 328,
tehdt sikerilt jobb programot eléallitani.

Kigérelfink meg isnét nés megolddst, Induljunk ki cu els§
sor mésodik oszlop 4ltal meghatdrozott helyrdl és irjuk els,
oA tdroléhelyr6l II. remdeltetési helyre 10 egyaéget
sz41litunk, A II. rendeltetési hely fenmaradé 2 egységnyi
igényét elégitsilc ki B taroléhelyrél. A B tdroléhelyen
Fennmaradt mennyiséghSl programozzunk 44 egységet a IIL.ésIV.
Tendeltetési helyre. Végill a C téroldhelyen 16vé 10 egy-
ségbGl 2 egységet az 1. Tendeltetési helyre,B egységet a
IV, rendelfetési helyre programozzunk. Foglaljuk ezt a meg-
olddst tabldzatba:

T o ™
& 10 Ol 4 10
3 20 162 gt 1t 10
c 182 18 16 8 10

2 12 4 12 30

Ujsbb programot keptunk. Az ehhez tartozé szdllitdsi
koltaég:

810 + 16+2 + 804 + 14:4 + 18+2 + 88 = 80 + 32 + 32 +
+56 + 36 + 64 = 300
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Ismét kevesebb a széllitdsi kbltaég, de a szimplex méa-
szerrel tGrtént megolddsbSl tudjuk, hogy ennsl is lehetsén
ges jobb szdllitdsi program. Kitint az is, hogy a feladate
nek t6bb lehetséges megolddsa is van, ezekhex killombozs ofl-
figgvényértékek tartornak, s célunk kivélasstani az optimi~
1is megolddst, azt, amelyhes & legkisebb cslftiggvényérték
tartozik. Felvet5dik a kérdés, lehetséges-e az optimdlis
megoldés megtaliliséra a szimplex médszer mellett valamilyen
més eljirdst alkalmezni, amely gyorsabban, kevesebb 6s egy-
szeriibb szémitdsi munkdvel veret el a szdllitdsi feladat
megolddséhoz.

4 probléma megoladsdt segiti 15 a ESLtadmiteix redukils
88. Ez a kiltségmatrix olyan dtalskitdsa 5eg: 2 10gy 8
KGltségmdtrixben olyan kiltségelemek logyenek, smelysk irgny~
mutatéak a ssdllitdsok szétosztdsdban,

A k61taégmdtrix redukdldsdt végrehajthatiuk sorok, vagy
oszlopok szerint. Ugy végessilk, hogy & kbltaégelemekbl Tem
vonjuk a sorok, vagy oszlopok legkisebb elemeit.

Vegyiik az eddigi szampélddnkat és redukiljuk a Koltség-
métrizot el6bb a sorok, majd ez oszlopok szerint és foglal-
Juk az adatoket t&bldzatba:

Az eredeti koltséamdirix:

1 1T 1 i
4 10 8 6 4
B 20 16 8 14
4 18 18 16 8

4 sorok szerint redukdlt koltségmétrix:

1 s 53 i
4 6 4 2 [
B 12 8 0 6
o 10 10 ] 0

4z els§ sorbSl 4eet, mAsodikbSl B~at, harmadik sorbsl
8-t vontunk ki. Ertelemszeril ternészetésen, hogy most ba
egy lehetaéges szdllitdsi programot meghatéroznénk s cél-
Zliggvény kiszémitdsa sordn a levont értékekkel is
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szémolni kell.

Reduk1juk most a kapott koltségmétrizot oszlopok sze~
rint is. & IIL. és IV. oszlopokban a legkisebb érték O,
tehdt ezek az oszlopok véltozatlanok maradnak. Az elss osz-
lop visgont 6-al, & mdsodik 4-el redukflhaté.

8z t k5] taéemstr:
i e 1T ™

A [ 0 2 )

B 6 4 [ 6

¢ 4 6 8 o

Nostndr a redukdlt kbltségmdtrix minden sordban és min-
den oszlopéban van O kbliségelem, lost a requkdli koltsége
métrix szerint végezsilk a sz4llitdsok programozdsit ugy,
hogy sorok sgerint haladva eldszir a legelsS O elemre, majd
a kovetkezd O elemre progremozzuk a maximilis szillitdsi .
feladatot. He a nulla elemekhes mem tudbuk a teljes memnyi-
Bséget programozni, ekkor a kivetkezd legkisebb elemekre £oly~
tatjuk & programozdst.

A feladat elvégnéast tébldnatba foglalva snenléltetiik o
kSvetkezGk szerint,a redukdlt koltségmitrixszal spemléltet-

ve.
T T I ™

A & @ 2 [) 10

B 6 4 ot 62 10

o 4 6 8 o | 10

12 4 12 30

Megkaptunk ismét egy lehetaéges szdllitdsi programot.
Szenléltessiik ezt az eredeti koltségmdtrix felhaszndldsd-
val /lisd kovetkezd oldalon/.

A programhoz tartozs szdllitdsi koltség:

10°2 4 88 + 164 + B+4 + 142 + 8:10 = 20 + 64 + 64 +
+32 +28 + 80 = 288
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Ez a program mir kizel jir az optimilishoz, Javithaté
azonban ez a program is. Nem programoztuni szdllitdst az elss
sor egyik nulla elemére, izt az elemet is figyelembevéve elg-
&11ithat a kovetkesd megoldds:

T i I Ed
5 o° 2 o |10
3 6 46 ot 6 |10
o 4 6 8 o | 10
2 12 4 12 |30

E m m W

10 ° 6 |10

B 20 168 gt 1 |10
c 18 18 16 8% | 10
pE3 T S

7= 1002 4 8:6 + 42 + 16+6 + 804 + 8+10 = 20 + 48 +
48496+ 32 + 80 = 284

Ismét javitottuk tendt a ssdllitdsi programot. S5t most
optindlis progremhoz is jutobtunk, de ezt osak azért tudjuk,
mert ismerjik a szimplex médszerrel tortént megoldds ered~
nényét. Sajnos egyébként nem tudndnk, hogy optimélis prog-
ramhog Jutottunk. Wsrészt nagyobb méretl feladat esetén a
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programok javitdss mir igen nagy Tigyelmet isényel. lindkét
probléma nehéuségeket okoshat o zyakorlati ssdllitasi fela-
detok megolédadben, esérs ujabb médszerrel is megismerkediink.

8.4, A Korda ~Vogel médszer

4 tovébbiakban & Korda-Vogel-féle kozelits eljirdssal is
merkediink meg. lost is e reduklt kltségmdtrixbel indulunk
ki, majd képezzik a_sorok és az osslopok szerint a ket mini-
nilis koltségelem kilonbségeit. /Jelsliik eseket & -vel./
TIrjuk be ezeket egy 4j oszlopba, illetve sorba, hogy szem
€15t legvenek. Foglaljuk az adatokat t4bldzatda:

o | 10
6 | 10
10

oo
e wmlp

12 | 30

so]eooln
ol ow
°

a

4 legnagyobb kilombséget a IV, oszlopban taldljuk, Prog-
ramozzunk emnek minindlis eire maximdlis memyiséget,
azaz a C sor 1IV. canlopbg 10-et, az A sor IV, 0salop=
ba 2~t, Ezdltal a C_tsrolhelyrél a teljes mennviséget
elszdllitottuk és o IV. rendeltetési hely igényés kielégi-
tettik, az A t4rolshely késziete 8 egység mavadt.

Készitsiink dj tdbldzatot, amelyben hagyjuk el a C sory 4
&s IV. oszlopot, s ez 4 tiroldhely készletét 8 egységre :
médositauk,

z IT IIT v A
Y 0o o 2 o 8 S
B 6 4 0 . 10 4
c v . s L S
2 12 4 .
A G 1 E : -
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42 uj téblézatban ujra képeszilk a sorok és oszlopok sze=
rinti killonbségeket és megismételjlk az elébbi eljérdst, En-
nek sorin kielégitjiik ez 1. rendeltetési hely igényét és
ez 4 feladdhely készlete 6 egységre cabkken, azaz:

T s I ™ A
& . o 2 . | 6|2
B . 4 ot O I S

5 12 4 e
A 5 4 2 5

A téblézatban a B sorhoz és II. osalophoz tartozd dife
ferencia egyforma, egyarant 4. Ilvemkor vagy tetszés szerint
vélasgbunk sort, vagy oszlopot, vagy azt a sort, vagy oszlo-
pot vdlasztjuk, ahol a koltségelemek nagyobbak.

A t¥blézgtokba foglalt részmegolddsokat foglaljuk egy
t4blézatba 6s mir meg is kapjuk az eldbbi optimilis szdlli-
tdsi programot.

o of 2 o |10
6 45 ot s |10
4 6 8 o' [ 10
z Tz T = [%

Megjegvessik, hogy nem szikséges minden 1épésben uj tdbe
lézatoh sserkestteni, olegends a kihagysndd sorokay &fhusni
&s az uj differencisk natdrosni. PEladnk alspjén: 1dsd
kovetkens olialon.

8.5. Eeyemldtlensézek és korlétosdsok a szdllitdsi fela-
b

Bddig Teltét ik, hogy a tdroléhelycken tdrolt, elsadl-
$etéai helvek igénye megegvesik.
X gyakorlatban ez s feltételesés mem mindig teljestil, gvake
Tan el§forqul,nogy & rendeldsi helyek Usszes izsmye nem éri
el a tdroldhelyeken térolt Seszes mennyissget, vegy e Temde-
Iési helyek igénve meghaladje a tdroléhelyeken térols ssszes

mennviséget.

B
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Ha & feladatot linedris progremozdsi feladatként szimplex
médsgerrel oldjuk meg , akkor ez azt eredménvesi, hogy a
feltételeket egyenlotlenségekkel fogalmazzuk meg. Ismeretes,
hogy ilven esetben &z egyenléilenség egyenletié alakithaté
& egyaégvektorok /ugmeresets hid viltonsk, vagy tobblet~
vitondi/ beiktatésival a szobanforgs Teliételekhes. I Miany-
V&TToz6 1tt azt mutatja, hogy a trolt memnylségbSl memnyire
nincs megrendelés /rendsléshiiny/ a tobbletviltos pedig &
tobblet megrendelést mutatja /rendeléstibblet/.

Tegyiik fel példdul, hogy feladatunkben a IV. rendelési
nely igénye 12 helvett 6 egység, A feladat linedris progra-
mozési modellje most /a feltételeket egyenletekké alakitva/
& kovetkess: 1dsd kovetkes oldalon/.

A2 up, up, uj tehdt ast mutatja, hogy az 4 B illetve

¢ téroléhelyen t4rols mennyiségbSl memnyit kell tovébbra is
t4rolni. Természetesen az ezekhes tartoss szdllitdsi kbltség
/a célfiggvénykoefficiens/ nulls, hiszen ith nem borténik
s24llités,

4 fenti logikdt kovetjilk akkor is, amikor a koltségmitriz~
ot ugy alakitjuk A%, hogy névieges allomdst ikbebunk be, a=
BeivEe tarséonstessn 0 LOTEEGRETOR TarTostk, Jel6lfllk a néve
leges dllomdst liwel, akkor a koltségmitriz t4bldzatunk &
kbvetkezd:

i





[image: image326.jpg]- 325~

cggaytnmfo
b L)
=
o - d
. b
Sl H
-
| "
-
&
Floonooonolge
o
flosasaansalea
5
s i
8
floocnonooo|ga
a i
floomnsne olge
. ;
flonoonouolea
" ;
-
R
)
8
Mornoonooo|ga
4 i
#
flononoocoo|ga
- i
5
T T
o
Flaooocsnoco|ga
o
#lacoocncoo|ga
.
A
e onseoalaa
:

z





[image: image327.jpg]~'326.-

I IT I g u
4 10 8 6 4 0| 1
B 20 16 8 7 o | 10
c 18 18 16 8 o | 10
2 12 4 6 6 | 30

Coupén megjegyeszik, hogy a linedris programozdsi modell-
‘ben a Ridnyvdltozdk jelslhetSk X150 X5 T35 szimb6lumok=

kal, vagy Ny, Ny, Ny illetve g, Npg, Nys' szimbSlumokkal
is és ezek elhelyezhetk az:

X310 T T30 Fuge Tise T21r Toor Toye Fogr o5
§tb. elrendezésben is tetszés szerint.

Vegyik most azt az esetet amikor a rendeltetési helyek i-
génye meghaladja a tiroléhelyek kapacitdsit, mondjuk az I.
rendeltetési hely igénye most 2 helyett 6 egység. Most névle-
gos troléhelyet épitink be a koltségmitrixba, amelyhez
koltségeleneket rendelink, azaz:

T 1T IIT ™
A |0 8 6 4 10
B |2 16 8 1 10
c |18 18 16 8 10
¥ 0 o 0 0 4
6 12 4 12 34

frtelemszeriien irhatjuk fel most is a linedris programo-
281 modell induld szimplex tAblAJat.

Az eddigiekben szt feltételeztilk, hogy a feladat megoldd-
&% pem korldtozzuk, 4 gyakorlatben viszont gyakran kell a
feladatben Eorlitosdsokat is megfogalmazni.

Igy péladul lehetséges, hogy & remdelés mem éri el a td-
rolt mennyiséget, tehit ai anyeg cgv részét tovabbra is
térolni kell, agonben el akerjuk érni, hogy &z el nem
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szdllitobt envagokat egyetlen bAroléhelven téroljuk, hogy
ne legyen soikaég egyidejileg tobb helyen is az anyag oraé-
sére, kegeldsére, sth. Lehet kovetelményiink az is, hogy bi-
2ony0s tdroldhelyrdl bizonyos rendelési helyre nem szabad
seélliteni. Az ilyen korlétozdsokat a szdllitdsi feladatban
kbmnyen tudjuk kezelni, egyszeriien magas szAllitds:
e e e e e
ahovs nem szabad 5Z3111%ds% programosni, Dzt & megas ¢
get l-el jeldljik.

Ha példddl a névleges sllomdsok beiktatdsdval csak a C
téroléhelyen engediink tovdbbi tiroldst, és ha mem engedjilk
meg, hogy 4 t4roléhelyrsl IT. rendelietési helvre szdllit-
sunk, akkor koltségmitrizunk a kovetkezd:

T 111 v N

4 10 u 3 4 u | 10

B 20 % 8 14 u | 10

c 18 18 16 ] 0 ., 1o
2 12 4 6

A linedris programozési modellben ugyancsak elérhetdik
tiltGtarifa alkalmazdsdval, vegyis nagyon magas koltség elf-
irdsdval a fenti kbvetelményeket, de tudjuk azt is, hogy &
linedris programozds erre més leheudségeiet is kindl.

8.6. Potemcidlok midszere

4z eddig tanultmédszerek - & szimplex médszer kivételé-
vel - nem teszik lehesové snnak megnyughaté eldontését,hogy
az e18é111tott megolads az optimdlis sadllitdsi programot ade
ja-e, vagy csek az eg hetaéges programot keptuk meg, 4
%ovabbiakban megiamerjiik & potencislok médsgerdt, amely iehe
876 tesai egy inaulé 58555 suAlITiaeT progren fokonates
javitdsdt, s as igy elSZllitott ujabb és ujabb negolddsokrél
&zt is el tudjuk omieni hosv ez OpSimdlis program-e?

Sr megigmert redukslt Kbltségmitriz-

Tegyllk az_el5ubi
Ladst: /1ésd Kovetkezs oldelon/.

ot és egy lehetsé,

A t4bldzathél
sokat programoztuni
ramoztunk /ezek a s

egyes helye;
 helyek/,

&sokra nem prog-
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A téroléhelyek széma 3, a remdeltetési helyek szima 4,
sszesen 7, a kotott helyek szma 6, /A kotott helvek széma
mindig eggvel kevesebb, mint a tArolé- 65 a remdelfetési he~
1yek egyilttes széma. Bzt ez értéket /kotott helvek szanat/
iritikus szémnak szokték nevezni.

Ha g fenti indulé programban s kotott helyek mind nulla
elemnél fordulninak el§ a megoldis optomilis programot jelen-
tene. Ellenkezd esetben a progrem javithaté.

A program javitdsa a kbvetkezSk szerint torténik:

Megvizsgdljuk mi tbriénik, ha valamelvik szabad helyet
bevonjuk a programba.

Vegyilk a misodik sor elss elemét, ami szabad helyet mutat.
Ha ide 1 egységet progremozunk, akkor a misodik sor mésodik
elemére programozott memnyiséget 1 egységgel csdkkenteni kell,
az elss sor misodik eleméhez 1 egységgel tbbet, els§ elemé-
hez ogy egységgel kevesebbet kell programozni. Tulajdonképpen
béstyamozgéssal egy kort irtunk le. 4

P e
L 1 helyett, tenit a {
6 —= 4t t—= 4

megolddst kapjuk.

Nézziik meg & két "korhtz" /a két Tészprogramhoz/ tartosd
sz41litasi koltséget:

0°240-8+4+446:0 = 16 68 0+l + 0:9 + 43 + 6:1 = 18
4 s2411itési kbltség tehdt novekedett 2 egységgel. Ezt a

Aoy Wi
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inbélunmal jelsljiik, kifejesve, hogy amemnyiben a mésodik
T o156 helyére gy egységet progremozva vAltoztatjuk meg
©16bbi lehetaéges programot, skkor a szdllitdsi kblteés
egyedgge]l mognovekszik. Bzt & szabad helyet tehdt mem
Lszerll bevomni a programba. A A, értéke ceyszerien

szdnithaté ugy, hogy a szabad helyrSl kiindulva a kiltm
geleneket vdltosd elgjellel felirjuk és Geszevonjuk, asas

Ay = 3-240-0 = 1 .

Végezzk 1 & korsk alkotdsdt béstysmosgdssal minden
abad hely figyelenbevételével és hatdrozsuk meg & agy

rtskeket:

o8

-— 22
! 14 Ap3 = 240440 = 6,
g o
e
* L By = 0-044-6 = -2,
4T e
2

-—8

o

4
l 4‘._22 By = 4-046-440-0 = 6,

44— 0l

e

l f Qg = 6-046-4 = 8,
(==l

e

l ) Bg3 = 804620 = 14,
AT

42 erednény tehdt:

Az= 6 Ay = -2, ap =2

Ayi=6s A= 8 g3 = 14
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A Ay éreékekvil kitinik, hogy & sséllitési kiltség
osak azéltal csokkenthetS, ha az elss sor 4.0szlopdt vonjuk

e & programba, mégpedig minden egygg Atprogramozdsa 2 egv-
séggel csokkenti a szallitési koltséget.

Kérdés azonban, hogy a szdllitands mennyiségbSl hiny egy-
ség programozhaté 4% erre a helyre, Fat mindig az adobt kor
legkisebb eleme hatérozzs meg /hiszen egyik helyre sem proge
ramozhatunk negatlv mennyiséget/. Fz esetiinkbven 2 egység le-
het, mivel ezen & kirdn ez a legkisebb elem.

Az optimilis program tehst:

Készitsik el ismét a tdblizatot, ugy, hogy a kotbtt helye-
ket [| jellel jelsljilk, a ssabad helyekre pedig irjuk be a

megtelels 4y ériékeket. Ekkor a kiltségvdltosdsok mitriz-
524t kapjuk, azaz:

I II IIT pa g
A 1] 0 3 -2
B 2 1] 0
¢ 3 8 14 1]

Készitsink a leirt médon kiroket az optimslisnak tekin-
tett megolddshoz és hatérozzuk meg a koltségvéltozdsok mit-
rixét. Az adatoket & kbvetkess tablizatba foglaltuk:

I 1T 1T v
X i} il 6 ]
B & o 1] 2
G 4 6 12 i)
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Yostmér  nem taldlunk negativ elemet a koltségvdltond-
sok mitrixdiban, tehdt a program tovibd nem javithaté.

Nagyobb_terjedelnil Peladatok megolddsshos sadnitégépet
vesziink igénybe.

8.7. Mesdgazdasigi alkelmazdsok

4 mezSgazdaségban nen jellemsS & tipikus spdllitdsi probe
léms, emikor tobb taroldhely /feladShely/ és tbb remdelteté.
51 hely kozott kell a széllitdsi feladatot programosni, An
nél 1ukébb felmerill ez a feladat a mesbgazdeségi vermények
é5 termékek kereskedelmi szféréjdben, valamint s mesSgazda-
sg enyegelldtésdban.

Tem mindegy pélaul, hogy az 41lami, vagy kereskedelmi
t4roléhelyekre o terménvek szdllitésit hogyen szerveszilk,
meg, melyik mezgasiasgi villalat melyik téroléhelyre szdl-
1it. Ugvancsak jelentds feladat lehet annak megszervesése,
hogy a miitrdgydkat, vegyszereket ¢ egvéb snyagokat melyil
villalat melyik kereskedelmi taroléhelyrsl kapja.

Jelent§s feladat volna s mezdgazdasiggal keposolatos va-
suti széllitésok programozésa.

4 feldolgozé ipari, élelmiszeripari Uzemeknél is alkalmez-
1até volna a szdllitdsok programozdsa, pl. melyik vdllalat
melyik feldolgost iizemhes szallitsa a gvimslastt, konzervipa-
71 terpékeket, cukorrépdt, stb. feldolgozds céljébél.

Nem kimuyli feladat ennek megoldésa, anndl inksbb, mivel a
Peladat 6nilld kereskedelmi és iparviilalstokhos kapesolddik,
ezek onillden visdrolusk fel és ondlldan ériékesitenmek, Ki le-
hetne dolgozni azombsn ezek részére egy ajdnldst, dontési
v&ltonatokat a felvdsirlis és ériékesités korzevesitésére,
eni nem lemne koteless, de ismernék a villalatok, hogy az ef-
%51 vals eltérés milyen dldozatokkel jér. Bgy kiteless felvém
sérldsi-¢rtékesitéoi, cuillitdsi terv, vagy kotelesd kirse-
tesités nagyobb kért okozma, mint amilyen bassonnal jérna.
Nyugati orszdgokben szomben élelmiszeripari véllalatok és
kereskedelni cégek megbizdsokat adnak Kutatéimak a felvdsdr-
1ldsok, illetve srtékesiticek korzetesiiése sgémdra, ajdnla-
%ok kidolgosdsdra, Ezekes a kirzetesitési ajinlatokat termée
szetesen csak sddiz vessik figyelembe a vdllalatok, ameddig
az szdmikra elduyis.

4 mesSgasdaségl villalgtoknl kiildnSsen nem meril fel a
sz4111t4s1 feladat kizaszikus esete, azaz hogy 30bb tArolé-
helyrol kell cgvidejileg egyneni terméket slszéllitani, De
a széllitdsprogranozéssal azonos logiksn alspszik az a fels-
dat, hogy ha példdul Lkilénbozo t4bldkon kell a biizdt kombdjn-
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nal betakaritani és kiilonboss bipusu 65 teljesitmémyl
béjnnok &llnek rendelkezésre, akkor melyik kombdjnbol
darabot Kiildjink egyik,vagy mdsik $4blire. Xz mér egy
tdsi feladat, amikor  kiloubosd béblikon végzenss mun
elosztjuk a kombdjnnok kzots, vagy misként a kombéjnol
elosztjuk a tablik kozgtt. Jiirpediz & mesdgszdasigi m
szervezésben igen sokféle ilyen elosztési feladat adoadl

Ugyanilyen elosztési feladat a mitrégydk elosztdse
KOz6tt. Bz esetben a mitrdgyefelhassndlis edott tdblan i
lethozamot €s tobbletktltséget is jelent, azea ezek kil

égeibol addasan tobbletjsvedelnet, liost tenit célfiigew
nem a szfllitdsi kGliség, hanem a tobbletjovedelem lones
sminek terdszetesen o maximumét kereasik.

Sorolhatnénk még & merégezdasdgl alkalnazds lehetdss
de ezzel késGbb,mds tdrgy keretében foglalkozunk részlef
ben. Ha azonban végiggondoljuk az elsbbi rovid Ssszefo
8z alkalmazisokkal kapcsolatban, sikeriil rédjsnni arra.
hogy a szdllitdsprogramozds és a linedris programozds
igen szoros kepcsolat ven.
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9. FEJEZET
Hélédiagranos eljérdsok

4 h&l6diagramos eljérds Stvzi a grafikus és mumerikus
néaszereket, J6L alkalmazhatd tervesési, sservesési, ird-
nvitdsi, ellensreési feladstok megolddsdra. Dgysserl, o fe-
ladatot grafikusan dbrdzoljs, majd numerikus médszerekkel
vizsgdlja. A grafikus dbra gyakran egy kifeszitett hdléhoz
hasonlit, ezért is nevezik az ide tartozd médszereket hilédl=
agramos eljdrdsoknak, vagy hilétechnikai médszereknek,
vagy egyszerilen hiltervesésnek,

4 hdlédiegramos médszereket olyan folyamatok vizsgdla=
téra alkalmazzuk, smelyek onillé részfolyamatokra ‘bonthaték
és célunk e részfolyamatok kozott a logikai és 1d8beli
keposolatok vizsgélate, a sorrendiség és itemezés megterve-
zése. A részfolysmatok logikai, és sorrendi kapcsoldddsait
grafikusan dbrézoljuk, ami ‘tulajdonképpen & folysmat logi-
kal model1jét képezi,

A hildtervezési médszerek nem optimumszémitdsi médszerek,
nem beszik lehetové annak megdllapitdsét sem, hogy egy-e
megoldds optimilis-e, vegy milyen mértékben bér el az opti-
mé115t6], Ennek ellenére a hilétechniks igen eredményesen
alkalnazhat gazdasigi problémik vizsgilatdra, gazdaségi fe-
Iadatok hatékonvabb megolddsinak tervezéssre.

4z elss_jelentGsebb publikéeis 1957-ben jelent meg az
USA-ban. Kizolte s kritikus it médszerét /Critical Path
Method, vagy Toviaitve CPN/. Egy 6vvel Eésobb hontdk nyil-
vénogsigra s programellensrzs ¢s kiértékels technika méd-
Teonds Toeogrin Frolttion aaf Rewiew Technigue, vegy rovi-
ditve PERT/ médszert, emelyet a Poldris rakéteprogrem meg-
tervezéséhes alkalmaztak.

A késbtbiekben £6ként a OPM és PERT médszer bovdbbfej-
lesztéseként ujabd médsuerek saziilettck, igy ez erdforrds
allokdoiéra a_ PAMPS médszer, e koliségelemzésre &
PERT/C0S? 1lletve s LESS programrendszerek, mejd Francia-
orszégban a 60-gs években kerillt kidolgosdsre a potemcid-
S o mévon Lomert /otra Fotentiel Nethol, vegy
$Gviditve TP/ médszer, amely a hilészerkesstés sgemlélet-
médjaben is eltér a CPIf és a PERT modszerektSl.

Nagyarorszégon eddig a nilédiagramos eljérdsokat kuta-
1481, fejlesztési, tervesési, beruhdzds tervezssi és szer-
vezéhi feladatoknil alkalmaztdk nagyobbrészt, Mezdgazdasig-
Dan inkébb csak kisérleti, kutatdsi alkalmgzdsokat taldlunk,
grakorlati slkalmazise nem terjedt el. Valdsziniileg emnek
&% is oka, hogy az alkalmazds modszertani kérdései mincse-
nek kellGen kidolgozva.




[image: image335.jpg]dnyitott grafrél beszélink, ha lényeges sz elempdrok
Sorrendje 1S, azaz ez 0ssuekotd élekkel keposolatban beszél-
s végpontokrdl. Ilyenkor ez Sleket nyilakkal
Jeloljik. e

Irényitott gréf.

4z €lek egymdshoz csatlakozd sorozata az Gt, vagy palva.
Trényitott grafoknil Girél akkor beszélhetiink ha az élek
irdnyitdsuknek megfelelden csatlakoznak egymishoz.

<H <P

Ut az irdnyitatlen és az irdnyitott

Korpélva és hivok az olyan Gt, /vagy pilvs/ melynek kez-
46 és végpontje ugyensbban e csicspontban van. Legegyszeriibd
dt a hirok, amely csak egvetlen §1bSl 41l.

O

\
Kérpdlya és hirok su irdnvitott gréfban. ‘
\




[image: image336.jpg]w8y =
9.1. Gréfelméletl hivatkozdsok

A hélédiagremos eljdrdsok &1tsl alkelmazott haldk csi-
os0kbsl_/csonépontokbil/ és az ezeket sszektts nyilakbel
(ADETXYAS . 2z ilyen slekzatok matematikal vizsgdla-

Val & gréf-elmélet foglalkozik.

Créf alatt olyan halmest értiink, emely egy elephelmaz-
6L /pl. ponthalmazbél/ és az glaphalmgz ellenpdrjainal
Ealmazdbél 411.

gy gréfot Sassefiiged gréfnak nevesilnk, ha amnak bAr-
mely két pontz——‘lﬂ—gﬁm_. Ssaze van kotve ¢llel, vagy 6lek sgorzatd-
val, azaz &2 élek sorozata birmely ponthol birmely pomtba

elvizet, Nem Ssszefilged grafrdl beszélimk, ha a fenti
feltétel nem teljesil

o/Z\
DA,

nen Gsszefiiges Gsszefiiges
graf grdf.

Bgy gréfot egyszerii gréfuak nevesiink, ha birmely két
pontja k6z0tt S evh Ceak gy ¢1 lehetaéges, ellenkess
Saetben, mem egyszeri gérfrdl beszélink. A hilddiggramos
eljérasok egyszerii grafokst alkalmaznak.

> &

Bgyszeri gréf em egyszerl gréf
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1 Korpilye mentes gréfokat finsk 1is szokds meveani.,

4o irdnyitott fa /irdnyitott kOrpilya mentes graf/ tartal-
mezhet 1itsalagos korpalyit, de az = az ivénvitdst, is fi-

gyelembevéve - nem lehet kor(ljérhatd, A gyskorlatban meg~
valésithaté folvamet hdldja csakis irdnyltott horpilvamen-
tes gréf lehet.

Irdnyitott fa Irdnyitott fa, ldtszéla-
gos korpalyakkal.

9.2. AlJritikus 6t meghatdrozdsa

4 kritikus % médsser /CPU/ a tevékenységek texvezdsére
hatdrozots iddtertemokat hasznil, szemben a PERT modszerrel,
amely hatdrozatlen, becsiilt idstartemokkel dolgozik és al-
kelmes sutochasziikus folysmatok vizagdlatdra.

9.2.1. Iogikei tervezés

4 kritikus Wt médszerének alkalmazdss soran mindenek-
el5tt szémba kell venni & résztevékenységeket /illetve a
teljes folyamatot résztevékenységekre kell bonteni/ s &
résztevékenységek kapesolatai alapjdn fel kell épiteni a
tevskonységek BAL6yat.
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NindenekelStt egy 1istdt késaitiink a tevékenységekrsl
45 megdllapitjuk a tevékenységek sorrendjét, A tevikenysé~

gek kozbtt lehetnek fixtiv, vagy litsuattevékenységek, mis-
ként jires tevékenységsk is, amelyek mem jel Je“em‘E‘en enek tevékeny-
siget, Coak & ey “r*%\z, hogy pl. K, tevékenyssg csak G, te-
vikenység befejeasse utin kezdodhet el

A tevékenységek /A, B, C, ..., M/ csicspontokbll in-
dulnak és csicspontokba vezatnek. Ezek a csicspontok a
tevékenységek kezdetelt ill. befejeséseit jeldlik, s
szémokkal vannak ellétva, s ezeket eseményeimek nevessilk.
& tevékenységek jeldlhetdk szémpdrokkal is, igy az /i,i/
szémpdrral, emi Azt jelentl, hogy az i-edik eseménybé
kiindulf é5 a j-edik eseménjben végzdds tevékenységrsl
van 820, 5 ternészetesen 1< j, vegyls az i sseminy meg-
elési a'j ememényt. Bunok slapiin u tevikenységel jelolé-
86t el 15 hagyhatjuk, hiszen mindegylk Slrol /tevskemy-
ségrél/ tudjuk, hogy az az /i,j/ tevékenységet jelenti.

9.2.2. IdStervesés

A logikai tervesés utdn meghatdrozzuk a tevékenymsgek
1d6sziikségletét /netekben, napokban, Grikban tetszés sze-
rint/. Természetesen a litazattevékenységek iddigénye
nulla. Irjuk be a hdldba a tevékenységek idGigényét.





[image: image339.jpg]c = Zeladat elvigassdnek
ladat 4tfutdsi idejének,

osseabb idStartamy dt, amely
Tt 2z utat kritikus Utnak ne-
& régutevékenysiaet elvigadsén
ben biktvetkesd legkisebb Lisedelom is an egésa feladat
elvégaéasnek késlelvetsssvel Jar egyiltts

9.2.3. A kpitikus ut moshatérosdsa

Foglaljuk sz 616
egy id8tartom mitrizba, eses irjuk de as /i,j/ tevékeny-
23zek 1d6tariandt an i-edilk sor jmedik oszlopdba.

né16 sevétenységeinek 1dStartanit

ING 0[1!2 3 4‘5 6|7 8|3l
| et
p L7 L
| BEER
e | [N el [e]
4 ¢ X 10
I 3
= N
- T
‘1 4|2
NG
[ I N s
B I O O I

i3 R TG i-ciik eseménybSl tobb te=
2 i-eGit sorban tGbb nazlop=
ct0t, letve he a j esemény-
alior & j oszlopban *
iiltertan edatot. A ldtszattevékeny=
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& feladat tovabbi elvégzésének kinnyebdb megértésénes

és a rgvidebh térgyalhatéség srdekdben vezessik be

pes

vetkess jelsléseket:

i

3

/i3
/4,3

2/4/
t8/1/

+1c/1,3/
s2v/4,3/
tak/1,3/
tav/1,3/
LS

? max/i,3/
sz /1,3/
Bt /1,3/

P min/i,3/

egy tetszSleges esemény sorszdma /4ltald-
ban sgy tevékenység kilnduls /kends/
esenénye./

egy tetszbleges egeniny sorssdma /dltalé-
ban egy tevékenység befejezd eseménye./

egy tetszbleges tevékenység kédj

2z i-edik eseménybSl a j-edik eseményhez
vezets tevékenység elvégaésének idSiarta-
ma /idSszlikséglete, dtfutdsi ideje/

a3 1-gdik esemény legkordbbi bekdvetkezé-
i idpontja;

2z i-edik esenény legkésCbbi bekdvetkezési
1d6pontja;

s /i,i/ tevékenység legkordbbi kesdete;

az /1,1/ tevékenység legkordbbi betejezése;
a5 /1,3/ tevékenység legkéadbbi kezdete;

a3 /1,j/ tevékenység legkéalbbi befejenése;
e folyamat teljes &tfutdsi ideje;

a2 /1,3/ tevékenység maxindlie tartalékideje;

8z /i,3/ tevékenység szabad tartaldkide;

i2/1]] ez a leghoss:
5 icedik egeményiy
séhoz sziiksiges. BE
i-edik esemény t@ébb uton is el

uttal szdmolunk.
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zzuk meg a £/i/ idStartamokat az elGbbi

i-= 1 eseményig egy db vezet /0, 1/ aminél a §/0,1/ =
1aftertamot teldljuk, ami 7 egysSg. Tehdt

/1 =7

1 =2 eseményig.
t2/2/ = 2/1/

+3/1,2/ =

t2/2/ =12

1=3
t2/3/ = £/1/

+3/1,3/ =

t2/3/ =10

1=4
t2/4/ = s2/2/

+3/2,4/ =

t2/4/ = 16

5

©2/5/ = $2/4/
t2/5/ = 2/3/

+¥/4,5/ =
+3/3,5

[62/5/ = 17

Létjuk, hogy 1 = 5
1= 3-b61/ s & hosszal

i=6
w2/6/ = t2/2/

+3/2,6/ =

[2/6/ = 14]

127
t2/1/ = v2/4/
+2/7/ = $2/6/

+¥/417 =
+3/6,1/ =

2/7/ = 26

T+5=12

7+3=10

"
S

2+

6+ 1
10+

iy
%

o
"

esenényhes két it vezet /i = 4 és
bbi utat vettilk szémftdsbe.

2+2=14
16 + 10 = 26
4+ 0=14
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8

2/8/ = t8/5/ +3/5.8/ =
t2/8/ = t2/7/ + y/1,8/ = 26 + 4 = 30

s£/8/ = 30)
i=9
$8/9/ = $2/1/ + 3/1,9/ = 26 + 2
+2/9/ = $2/8/ + 3/8,9/ = 30 + 5
(82/9/ = 35
1=10

t2/106 = 42/9/ + ¥/9,10/ = 35 + 8 = 43
v2/10/ = 43

A fentiek szerint tehdt a folyemat legkordbbi befeje-
281 idGpontja a kezdéstsl sgénitva /vagyis a folyamat
teljes 4tfutdsi ideje/ T = 46
Bzt as idstartamot kritikus Gtnak nevessiik. Ez azt is
jelenti, hogy az adott atfutdsi 146 legaldbd 43 idegy~
Bég. /HasoniGképpen hatdroztuk meg az egyes esemsnyek
legkordbbi bekgvetkesésinek idejit./

A kritikus dton 1év6 tevékenysdgek 1d6igényéven be-
kbvetkesett valtozdsok a teljes dtfutdsi 1d6 médosuldsd~
val jérnak, Amennyiben a teljes &tfutdsi idS vdltozdsdt
el akarjuk keriini fontos, hogy a kritikus iton 1évé
vevslenységok natéride)ét votartau,

Az i-edik esemény legkordbbi bekGvetkezési iddpontja
egyben az /i,j/ tevéksnysés legkéstbbi befsjezdsi idSpont=
e ;e1e1‘1Lr&"§’—§‘t—Tn A iien ST, J) Tevitemystg cme at
—edik esemény bekovetkezése utdn kezddhet.

Ap i-esemény legkéadbbi bekbvetkezssi iddpontja alatt
azt értjuk, hogy a halé kezdSpontjétél szdnitve legkésdbb
ekkor be kell kbvetkeani az i-edik egeménynek. Iz az
1afpont egyben a3 /1,j/ tevékenység legkordbbi kesdési
1a6pontja 1s, A legkdsdbbi beksvetkesési iddpontok /ts/1/
kiszdnitdsaii a hdlén visssafelé haledve végesaiik és anol
t8bb?41e ut lehetséges a szdnitds eredményei ozil & ki-
sebb drbékiit vesszik,

Saéuiteuk ki a ts/1/ értékekst az e16bbi hAlS alapjén.
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1=10
8/10/ = t£/10/ = 43 g
=9
ta/9/ = t8/10/ = ¥/3,10/ = 438 = 35
6s/9/ = 35 &
8
ts/8/ = t8/9/ = 3/8,9/ = 35 -
ts/6/ = 39]
g «
8/1/ = ta/8/ = ¥/1,8/ = 30 = 4 = 26
t8/7/ = t8/9/ = ¥/1,9/ = 35 = 2 = 33
ts/1/ = 26
126 .
8/6/ = ts/1/ = 3/6,7/ = 26 ~
ts/6/ = 26 <
is5
t8/5/ = t3/8/ = ¥/5,8/ = 30 -
ts/5/ = 24
1=14
t8/4/ = 8/1/ = ¥/4,7/ = 26 - 10 = 16
ta/4/ = ts/5/ - ¥/4,5/ = 24 = 1=23 I
ts/4/ = 16
1=3
48/3/ = t8/5/ = ¥/3,5/ = 24 - 6 =18
6/3/ = 18
=2
t8/2/ = t8/6/ - v/2,6/ = 26 - 2 =24 2
ta/2/ = t3/4/ - ¥/2,4/ = 16 = 4 =12
t8/2/ = 12
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i=1
te/1/ = t8/3/ - ¥/1,3/ =18 =3 =15
ts/1/ = te/2/ - y/1,2/ =12 =5=T

1=0
8/0/ = t8/1/ = 3/0,1/ =T =T =0

ts/0/ = 0|

Foglaljuk most Sssze az el6bbi szénitésokat és az asok
alapjdn levonhaté kovetkestetdmeket:

A j=edik esemény legkordbbi ‘bekbvetkezési ideje
4274/ = max [u/u +3 /4

a legutolsé i-edik esenény legkordbhi betejezési
zadadjuk s y/i,)/ tevécenység leghosszabd ide-

t2/1/ = t8/i/

agaz a7 i-edik tevékenység legkéatbbi betejezési ég legké-
i cegdési iaspontja egybeesik az esen esemsnyekhez
tartozé Gt a kritikus dt.

A 42/1/ és ts/i/ éridkeket dltaléban az idStartan
nétrizios soktdk irmi, Gay nogy azt egy oszloppel kibdvi-
B 71/ ¢s gy sorral KibOvitik a ve/1/ értskek suimira.
Saokds a mitrixot még egy sorzel boviteni ahovd e
3871/ - 62/1) drtékeket Irjuk ve, azaz jelsliuk. Anol
T Grtéxe mulla, azok o tevékenységek a kritiius utat
alkotjak.

9.2.4. IdStartalékok

Az eldbbiekben meghatérostuk a kritikus utat, amely

+ autatja, hogy az adott feltételek mellett mi &z ox
S ftarias: amely o feladat teljes dtfutdsi idejénes fel-
tétlendl ssliksézes.
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Uogrissgélnatiuk asonban, hosy pl, o ternelfi kapaoi tésok
BOvitésével nem lehet-e a kriiikus utat roviditenis A ter-
melsi kapacitdgok bovitése most ast szoledlja, hogy & kri-
tikus uton 14v6 tevékenyaégek elvégaéséhes sulkséges 145t
rbviditsik, Lehetaéges azomben, hogy & kritikus &t mentén
16v6 tevékenyagek 1a5igényét oly mértékben sikeril osdk-
kenteni, hogy megvéltosik maga & kritikus it meghatérozdea.

Annak eldéntéséhez, hogy a kritikus it megvaltozott-e
Begitséginkre van a nem kritikus tevékenységek idiartalé-
inak meghatérozdsa.

. Flgyeljilk osak meg hélénkat, Auhoz, hogy az egyea te-
vékenyséehSl az Gtds tevikenysghes jussunk el, kstféle
lehetdséglink van. Az egyik amikor e hirmas tevékenyssgen
keresntil haladuik, & ATk it pedig u kettes és négyes
tevékenységen keresstil veset. ELSbbi esetben 9 1dGegy-
ség, utSbulban 10 iddegyaée galikasges ua it megtiteldhes.
E18bbi Gt 1 idSegység tartalskidSvel rendelkesik, utébbi-
nél nincs iaStartaléunk, mivel a kritikus dton haladunk.
4 tartalékiddvel kaposolatos sudnitésokat a kivetkezdk
szerint végezhetjiik el.

Maximdlis tartalékid meghatdrozdséndl feltételessllk,
hogy & tevskenyssg & kezds esemény legkordbbi beksvetke-
zési id6pontjban elkesdnets és megengednetS, hogy a vég-
esemény legkésGbbi idspontjéban fejesddjon be, ezaz az
/4,i/ tzvilmnyuéihez rendelkesésre 4116 1d8 ts/j/ - t2/1/
maximdlis tartalékidd tehdt:

P max/i,i/ = to/i/ - $2/1/ - y/1,3/
vagyis & rendelkezéare 4116 1d6 és a salikséges 1d5 kiilomb-

sége
Altaldban est 8z a5t nem szoktuk teljesen felhaszndlni.

Szabad tartalékidd az a tartalékids, amelynek minden
tevTkenysie ss6Ten 1orténs felhasundldsa sem jelent hatar-
14 csdazdst, Kisuémitdsa:

®88/i,3/ = $2/3/ - $2/1/ - 5/i,3/

Pilggetlen tartalékids meghatdrozdsdnak oélja a smabad
tarTalSETat SELTEval aaquos, osak Li: mem e legkordbbi,
hanen a mée megengedhetd legkésdbbi idSpontokat vesszik
& szénitds alapjdul, asas

P2/1,3/ = v8/3/ = ta/i/ - y/1i,i/

A szabed s a filggetlen tartalékidd felhasznildsa osak
akkor nem okoz hatéridG caissdst, ha kivetkezetesek va-
gyunk és minden tevékenységnél egyardnt vagy a szebad,
vagy a fiiggetlen tartalékidst vessailk figyelembe.
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10. FEIEZET

SZTMULACTOS MODSZEREK

10.1. A szimuléeié fogalms és alkalmazdednak lehetS-
SEgel

Szimulécid szinlelégt jelent, vagyis olyan hely
Zetet teremteni, minths a mem valdségos folvamatok valdsdgosal
Jemnénck. Asokrs as emberekre, skik velamilyen betegséget szin-
lelnek azt mondjuk, hogy osak ssimuldlnak. Valgjdban tehdt mem
betegek, osak ugy besznek, minths azok lemnének, olyan helyze-
1ot teremtenck, Hogy ugy iétszon, mintha valéban betegek vol-
ndnak.

4 gazdasdgi szimuldcid ast jelenti, hogy a gezdasdg teri-
1letén olyan seituicidkat hozunk létre, mintha azok valdségo-
Sk volnknak. Albaldben a_gazdsségi szimulécié kiinduld alep-
34% matematikei modellek képesik, tehit a szimuldcigt nem &
Veldsdgos folyamatokon, hemem e folyamatokat jé1 kifejess ma=
tematikai modelleken végeraik.

4 szinuldcids médszerek igen soksainiek, nincsennck merey
szablyokical koriilhatarolva, a legkilonbozobb matematikai el-
Jérdsokat is igénybevehetik és gz slkalmazend$ eljérasokat
nindig o vizsgdlt jelensée természete s a vizsgdlat célja
alepjdn kell megvélaszveni, Nen tielk ki e szimuldoids eljd-
Tiaok optimunok egzskt meghatdrozdsit sem, bAT gyakran tire-
kednek az optimum megkizelitésére, Legbubbszor még ast sem
udjuk megmondani o_szimuldcis médsszerek slkelmazdsa sordd,
hogy mennyire kizelitettilk meg sz opiimumot, Gyskran mem ig
c8lunk az opbimum keresése, csupdn snnak megdllapiidsdt kivin~
Juk elérni, ‘Togyan viselkedik a vissgdlt jelenség, vagy
folyanat kiilonbozs spitudeiékban, kiloubbes hatdsokra.

4 saimuldois kitetlensége miatt nagy lehetGségekiel rendel-
kesik, akkor is, amikor sz analitikus médszerek mir nem, vagy
igen korlitozotian alkalmazhatk. Bz is egyik oka amnak,
nogy a szimuldciés nédsmerek grorsan teret nyertek amnak elle-

nére, hogy megjelenésikkor mér szémos enalitilus médszer ke-
rifit’ elkalnszdsra & gazdasdgi vissgdlatokban.

4 vizsgélt jelensée természetétSl és a vissgdlat szemléle-
©§451 fugecen beszélink sbat:
ozen helil szimultdn és rekurziv szimuliciérél.
megkiilonbiztetink determinisstikus és sufocheszt
©16t. A saimuldcic sordn s vizsgdlt jelensie vilbosdk “lenet-
nek: folybonos s Gisskrét viltosdk, Specidlis vipusst képeaik
% ssimiliciénsk o heyrisziikus  elidrdsok, amikor az emberi
fondolkodds folyematire épitjiik a szimuldldst, az emberi prob-
énanegolds folyamatot jatesuk le szdmitdzépen.

1ladsokat alkalnaz,

4 szinuldcié gyakran egészen egyszeril me
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anikor & vizsgilathon sgimitégépre nines szikeég, miskor
igen bonyolult logiksi és metemabikai felsdatok megolddsira
zelhetetlen szimitégép nélkiil.

16 folvamata

4 suinuldeid ugvan nem bartalmaz szigurd kststteégeket,
de bizonyos iltalincs elvek itt is vannak, smelyeket be kell
tertani, A szimulicid folyematainak rovid leirdssban eseket
6z elveket Toglaljuk bssze. Valdjdban ezekeb az elveket mds
doidkutatisl eljdrdsok alkalmazise sorén is Figyelembe

venni.

4z elss 1épés & feladat megfogalnazdss. Dnnek sorén rige
2t s vingeiie s el Jat, EorlThatirolTuk o Visopdlands
probléndket és teriiletet. CAlul tuzhetjilk ki elméletd, tudo

1vos vizsgilatok elvézaéest, hipotézisek da feltételeadsek
Grzését, valamely jelemséy alzkulisdnak vizsedlatdts ki~
Inényel kbustt, vagy gvakorlati dontések megalapo-

4 kvetkezs lépés s vizsedlt teriflet tanulndnyosds, Emmek
sorén informicidkat gyijbink &s elemezzlk & yigsgdlat ferile-
©6t. Av informicik gyekran sok adat begyiljtésSt, ez elemaés
coeimek a2 sdatokmsk & logiksi és matemsbikal elemsését igény-
1i. 7el kell érni o_vizegdls jelenség belss strukburdjét és
més jelenségekhes valé kaposoléddseit, ezek természetét éa
nozgéslenetisgeit. A vizsgdl jelenség vagy terilet logtbbe
s5ir valamilyen rendszert jelent, cmelynek belsd kaposolatait

; alrendszevei ¢s elemei koaottl kapcsolatok, kiiled kapeso-
tait més rendszerekkel ¢s alvendszerekkel, illetve mds
rendszerck elemeivel vald kapcsolabai jelentik. 4 remdszerek
vizspdlaia csakis rendszerszemlélettel lehet hatékony, ami-
hen nagy segitssget nyljthatnak a rendszerelemsési modszerek.

A kovetkess 16pés a matematbikai modell, vagy matematil
modsllek Ssszeillivisa. Lenetséges ugyanis, hogy & szimuldcid

+ 3050 maiemabikai modellt, esetleg modellsorozatot alkal-
mapunk. 4 sorogathos tartosd modellek cgymis eredmnyeit is
Zelhagandlhatidk és egymissal horizontdlis, vagy vertikdlis
kapesolatban lehetnek.

4 modell varamétereinek veléséghli meghatdroziga 4ltaliven
igen Ienyeges. Lectenként agonban éppen 5 vizogdlat céljinak
eljesitése ssilkségessé beheti, hogy 8 velésdgiél elvonatkoz-
tassun €5 irreciondlis esitudcidkst is megvizsgdljumk.

4 modell paraméterei lehetnek tény adatok, normaviv adatok,
vagy becsiilt adatok. A beosilt 47t0} apdrmatiatiak obiek-
17 _pecsléol eljdrdeokbil, vagy szubjekbiv, Szarérest ecals-
FRzzan
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A modell matematikai sszefiigzésel is igen kiltubSzdk
lehefniek &5 ennek sordn igen kulonbszs matematikal eljdré-
s,  sokat alkalmaghatunk.

A matematikai modellek 8sszedllitdse éa ellenfrzése utdn
kexlil sor a modellek megolddséra, szdmitézépes feldolgozd~
ora Bunek Sorér STfaloashafunk mér megirt ssémitésépes
progzemskat, vagy suliksdg lehet szémitégépes programok meg-

dsdra is, A szimuldoiés szémitégénes programok irdsnak

‘megkbnnyitéssre szimuldcids programozdsi nyelveket fejlesz-
‘tettek ki /DYNAMO, STHULATE, oo N, SLUSCRIPT, SIMULA,
5tb./, Egek dltaliban nem 4ltaldnos csld, hanem feladat~
orientdlt nyelvek.

Végul a matematikal sséuitdaok elvigzése utén /va
aszel egyidejileg/ kerll sor sz srednények rtékelssere,
oy Aot éobiveiiit n mogoldde eretninyelt,
vonunk le kivetkeaztetéssket, vagzy jutunk el dontési lehe-

t5adgek és javaslatok megfogalmazdsénos. Ennek sordn to-
vabbi matematikal vizsgdlatokra is sor keriilhet.

3 A fenti &1taldnos elveken bellil adédé sokritiiség is oka
snnak, hosy & ssimuldoiéval foglalkoss szakkdnyvek nem &ltalé-
- nos siméleti és médszertani leirdsokkel foglalkosnak, hanem
_ konkrét péladkat mtatnak be o szimilicid Kilnbius alkalma-
& gdsaira. Ilyen péladkial majd a szdnitéstechnika mezGgazda-
dsi alialuazdsa tanagyaghen fogunk taldlkormi. Bizonyos
onban, hogy & ssimuldcié mée mem foglalte el a mezdgasda-
Bégban Sem megillets helyés, s valdsainileg emnek linyeges
oks, hogy mincsenek még kellfen kidolgozva a meaigazdasdgi
alkAlmazdsok médszertani kérddsei és minosenel meg az al-
E kalmazdshoz szikséges, konnyen iizemeltethetd szdnitégépes
rendazerek sem.
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AGAZATT KAPCSOLATOK ELEWZESE
INPUT - OUTPUT ANAL{ZIS

Az input - output analizis /vagy réfordstdsok - kibo-
csdjtdsok elemsése/ modszert W Leontisf Szovjetinmiobol
Szarmazott emerikei kbzgasddsz Kezdemenyeste. Inkébb nép-
gandasdei saintil vizsgdlatok sordn hasandljdk fel, e nép
gaadasiy linedris programondsl modelljére témaszkodik és
alapvetlen a linedris programozds médazerst alkalmazza.

Tételeasiik fel, hogy @ népgasdasigot n deasatra oszt-
Juk fel / killonbozd réssletezds lenetséges/. Jeloljik az

egyes dgazatok évi termelését

x5 Xpe eeer Eeele

Az egyes dgazatok termelésik egy részét Smmaguk is
felhasondlhatidk, nés részét a tobbL dgazatnak adjdk &%,
végiil egy résuét fogyasztdara, kivitelre és késaletek
novelésére haszndljdk. ELGbbieket jelS1juk %y, utbbit
y-vel.

Az i-edik dgazat termelése tehdt
Xy mEy b Xy b ¥Xy 4T

Az el8bbiek slapjdn elkészithetjiik az dgazati kaposo-
latok tdblézatat.

[EEREES Z7ET- ArenTasoR Terts
ternelss g ternelss
= Ton ¥
il Tin 1
32 *n 2
*a o 7n
E n
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1 $&blézatoan baloldalt e bruttd termelégt bintettik
So1) Jouhoratis o mSSEs kivodsEitioT, EBstpen ac dsmaiibet
inout - outout mabrixot saldljuk. Kiegésziteitik miz a
$2h1Z7eTot o munkaerd sordval, caibdl kiolvashatjuk, hogy
az x, nankeerS kit régare osalik, s x,; jelenti a j-edik
4sezatben felhasandlt munkaermennyiségat, ¥, pedig a nem
ternels sgban felhessndlt / illetve a termeld dgazatokban
nen hasznositott / munkaerdt.

4 tébldzet datel megoldhaték terméssetes e
e e v e th byvetng STTOISEROIE A7 Sasses
4ict/, vagy péuzirbikben /sorok S oszlopok sszeaddsa is

telhezhots/, anikoris & tdblazatban as m, Srtékeket is
yes dzazatok nyeressist.

beirhatjuk, mint az e

Iioat a kbvetkesd egyenleteket frhatjuk fel:

nérlegenyenletek:

EP R TR TR %

Ha a métrix elemeit pénaértikben adtuk meg, akkor
& mdtrix oszlopal geszeadhatok, s a kapott eredmények

sgyes deas: termelsse sorn felhassndlt
R et T e

1.

2 sls dgazatndl

/4= 1,2400000/
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mivel ez esetben x,; 2z i-edik dgasatben foglalkoztatott
munkserd termelési k81tsége.

uivel az i-edik dgazat nyeresége

e Tl G ¢

#

ezsrt az

0
Tyt Zo Ty vm

B oA

5561 megkapiuk as gasetiont dromldsok oyenailyfuak
> egyenleteit, ha az egyenle e oldalain elhagyjul
C )
n

;4 tagokat

zyt Y= Ty
:§1

A teljes térsadalmi termék
o

n n

Tygtony
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A fenti egyenletekbsl el8411{thaté &

n
Tot L
1

n n

el, azas

& nett6 tdrsadalmi termék egyenlS a nemseti jovedelemmel.

Az
oy - Fij /i= 1,2, eeey 0/
5 15= 1,2, wery W 5

negmutatja, hogy a j-edik dgasat egységnyl termeléssnek
184111 t4sdnos mennyit hassndl fel az i-edik dgazat termé- -

kébS1, asaz & fajlagos felhagandlist, vagy technikei -
$echnolégial a—ﬂ%‘li‘ri‘%‘g 3t kaptuk meg.

A j-edik dgazat dltal felhaszndlt munkeers mennyiség

x
agp =l v
%
Bnnek alapjdn a termelés mérlegegyenletei az

n
n= > LeF i ¢
=1

illetve

- 23 % =Y

3T

4% utdobi egyenletendszer o kvetkesSképpen is felir-
haté:

L= agfny gy By s = AT Ty

= agy Xy 4 /L= 8gy/Ey = e = BTy = Ty

by B - Epler ser IR
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EbDSL kiemelhetjilk a technikai - technolégiei métrizot:

1-ay “agy e mapy
—ay Loy e -y

= . . .
S R

ami felirhaté a kbvetkes§ formsban is:

10...0 [aepe.e agy
B=E-A= 0 1.u..0| |2y ees ay
0 0siosl

A e e e

/Vessiik egybe a szallagnitrizoknil megismert T
métrixszal!l/

Ennek alapjdn a termelési mérlegegyenlet
& mésodik formuldt alkalmazve

/E-Mzx=1
Ha viszont az E - A métrixnak van inverze, akkor
x=/E-4/"2

68 8z i = E - A mitrix

Minkowski - Leontief = féle métrix, amit a métrizok
tipusaindl megismerhetiink.

Ha természetes egységekkel s nem pénsértéiben kivénjuk
elemezni az dgazeti kaposolatokat, akkor a kivetkezSket
kapjuk:
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Qps Qs 9o HUnKREFS
Qg Gg0 8 & brubts bermelds, dgasatktsl ternfimennyiségek
é5 & nettd kibocadjtda.

A ternészetes egységekben és a pénuértékben megadott s
4&nl4satok kbzdtt kapcsolat teremthets a
Byy By eees By

sermékdrak segitségével, azaz

= R Xggm g By, Ipe el
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I
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95 325 ey
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3 /3= 142y wens 0/
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4 termelds mérlegegyenletel természetes egysighen

n
UEID =L TR

illetve

A pénzértskben megadott kapcsolatokhoz hasomléan
juthatunk el az

/1=%4/0Q -

feltételhez, majd a technikai - technolégiai mitrix
kiemeléséhez és a

E=3/ 3 =g

® innen a
e=/z-y7 g

feltételekhez, hol § - B Minkowski~- Leontief féle
métrix,

Tovébbi Ssszefiiggések az drak, bérek s nyereségek
Kbz6t41 kaposolatok vissgdlatdnoz.

*Ismerjiik illetve kinnyen beléthat, hogy

= Ei Ry
%o1= Polog = FoPoy Y
T R L
L Y

ehol
e

q

i

nem ms, mint az i-edik dgesatban & termskegységgel elér-
hetd nyereség.
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megautatis ast az Upmsetiggést, hogyan fige ez ioedik
e iara  ternékinek éra s {0ubi termél egysésdrds

11"s simiabirial, o myerestgil és e tochnikad - techno-
16giat sgyiitthatoicol /bgy-kidl/e

)

Ha egeket au egyenleteket részletesen felfrjuk o
obbi témyesdt roguitve au egyenletrendszer ‘megolddséval

2ag tudjuk hatérosni a vissgdlt tényesst.
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4z operdeidkutatdsrél 7
1.1. Az operécikutatés fogalma i
1.2. s operdeidkutatds kislakuldsa, torténe-
1 dttekintés 8
1.3. Az operéciskutatds helve, kepcsolata mis
$udoményokkal 15
1.4. Az operdcifkutatdsi murka folyamata 7
1.5. logellek 18
1.6. Gazdasdgi feladatok modellezése 21
1.7. Bgyszerii példa a linedris programozds
szenléltetésére 21
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2.1.5. Nagysdgrendi reldcidk 55
2.2, Muveletek mitrixokkal 55
2.2,1. Usszeadds 55
2.2.2. Kivonds 59
2.2.3. Mitrix szorzésa skalérral 60
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