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1. fejezet

Valészintiségszamitasi Osszefoglalo

E rovid osszefoglalé nem terjed ki a valdszin{iségszéamitds alapvetd fogalmainak, mint az
eseménytér, elemi esemény, valésziniiség, valésziniiségi valtozo, eloszlasfiiggvény, siiriiség-
fiiggvény valamint az alapvetéen fontos sztochasztikus fiiggetlenség fogalménak ismerteté-
sére. Feltételezziik, hogy az olvasé ezeket jol ismeri. Célszeriinek lattuk azonban, hogy
ezen fogalmakkal kapcsolatos és a késdbbiekben sfiriin hasznalt formuldkat megismételjiik
és példékkal is illusztraljuk oket.

1.1. A valésziniiségi valtozé varhaté értéke és szorasa

A gyakorlati alkalmazdsokndl gyakran eléfordul, hogy egyetlen vagy néhény szamadattal
kell jellemezni a valdsziniiségi védltozot ill. annak eloszldsat. A legfontosabb jellemzok a
varhato érték és a széras (ill. variancia).

A véarhato érték fogalma:

Ha az X diszkrét valészintiségi valtozé lehetséges értékei x1, xo, 3. .. és ezeket rendre
p1, P2, D3 - - - valosziniiséggel veszi, akkor az X varhaté értéke

B(X) = Zpas

ha X folytonos valdsziniiségi valtozo és stirtiségfiiggvénye f(x), akkor az X vdrhaté érték

o0

B(X) = / 2 f(2)dz.

—00

A variancia és a szérds fogalma:
Ha az X — E(X) valdsziniiségi vdltozé négyzetének létezik vdarhaté értéke, akkor ezt
az X variancidjanak nevezziik, azaz

Var(X) = BE([X — E(X)]?),

ennek négyzetgyoke az X valdszintiségi valtozé szérdsa.
A variancia szamfthat6 az X2 és az X valészinfiségi valtozok varhaté értékének segit-
ségével is, azaz

Var(X) = B(X?) — [E(X)].

Mig a vérhato érték az X valdszinfiségi valtozo eloszldsanak ”centrumét” adja meg,
addig a variancia ill. a széréds az eloszldsnak a centrum koriili ingadozdsat méri.
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Az aldbbiakban a vdrhaté érték és a variancia néhédny fontos, az alkalmazdsokban
hasznos tulajdonsagat ismertetjiik:
1. Ha az X valdszinfiségi valtozonak 1étezik varhaté értéke és szordsa, akkor

E(aX +b) = aFE(X)+0,
Var(aX +b) = a*Var(X).

2. Legyenek X1, Xs,..., X, tetszOleges valdsziniiségi valtozok, amelyeknek létezik a
varhato értékiik, ekkor az 6sszegiik varhaté értéke megegyezik a varhaté értékiik osszegével,

E (En: XZ-> = zn:E(X,-).

3. Legyenek X, Xo,..., X, fiiggetlen valdsziniségi valtozok, amelyeknek létezik a
varhato értékiik, ekkor a szorzatuk varhato értéke megegyezik a varhaté értékiik szorza-

taval, azaz
E (H Xi) =[[E&x.
=1 =1

4. Legyenek X, Xo,..., X, fiiggetlen valdsziniiségi vdaltozok, amelyeknek létezik a
szorasuk, ekkor az Osszegiik variancidja megegyezik a variancidjuk osszegével, azaz

Var (Zn: Xi) = z”: Var(X;).

Példa:

Az aldbbi példa jdl illusztralja a varhaté értékkel és a variancigval (szérédssal) kapcso-
latos Osszefiiggéseket.

Legyenek X, Xs,..., X, fiiggetlen, azonos eloszlasi valésziniiségi véltozok, a kozos
varhat6 érték és variancia legyen E(X;) = m és Var(X;) = 0% minden i-re. Legyen
Y val6sziniiségi véaltozé ezeknek a valészinliségi véaltozoknak a szamtani atlaga, amelyet
mintadtlagnak hivunk, legyen tovabbg s? valésziniiségi valtozé a minta variancidja. A
mintadtlag és a minta variancia az aldbbi képletekkel adottak:

Xi 2 (X —Y)?
y _ =l §2 — i=l
n -’ n—1
a) Mutassuk meg, hogy F (Y) = m.
b) Mutassuk meg, hogy Var (V) = o%/n.
c¢) Mutassuk meg, hogy F (s?) = o2,

Megoldas:
A varhato értékre és a variancidra vonatkozo tulajdonsdgokat alkalmazzuk.

a) i
X n n
=4 1 1
EY)=E|=—|=—B|) Xi|==3 EX)=—nm=m
1=1 1=1
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b)

Var(Y) = Var | = = —=Var (Z Xi>

Most az Osszeget frjuk 4t mds alakra

n n

D Xi—Y) = D (X -2X,Y +Y?) = in - QYiXi +nY? =
=1 =1

=1 i=1

= Zn:XZ —2YnY +nY? = zn:Xf —nY?
=1

=1

Ennek a vdarhaté értékét a varhaté értékre vonatkozé addicios osszefiiggés felhasznaldsa-
val szamitjuk ki.

E <i(xi - Y)2> = E (i){f — nY2> =F (i){f) —nE(Y?) =

i=1

= Z E(X?) —nE(Y?)

A kovetkezo 1épésben az Y valésziniiségi valtozo négyzetének varhato értékét szamitjuk
ki, felhaszndlva tobbek kozott a fiiggetlen valdsziniiségi véltozok szorzatdra vonatkozd
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Osszefiiggést.

n 2
ZXZ 1 n 2
ey = B| |5 | =LE( XX |-
S

0] - (53

= niE <ZH:XE+ZZXX)
() lgze)])-

1=1 j#i

- % Xn:EX2 +ZZEXX ]

=1 j#i

_ % ZEX2 +ZZE

=1 j#i

Legutoljara pedig a variancidara megismert
Var(X) = BE(X?) - [B(X)])

osszefiiggést alkalmazzuk az E(X?) szdmitdsara.

E(s®) = — (ZE (X2) — Y2)>—
- n—l (;E(Xf —n— ZEX2 +ZZE

i=1 j#i

_ %gE(X?) SE— (ZZE )

i=1 j#i

= % (i Var(X;) +i(E(Xi))2> —
i (3 )

=1 j#i

1 1
= —(no*+nm?) — ———(n?
n

= ?4+m>—m?P=0

1.2. Nevezetes eloszlasok

ng) =

Az aldbbiakban négy eloszldst ismertetiink, ezek az eloszldsok jatszék a legnagyobb sze-

repet a tovabbi vizsgidlédédsainkban.
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1.2.1. Karakterisztikus vagy Bernoulli eloszlas

Legyen A tetszbleges esemény, amelynek bekovetkezési valésziniisége p (0 < p < 1). Ha
az X val6sziniiségi valtozo csak a 0 és az 1 értékeket veheti fel az aldbbiak szerint

¥ 1, ha az A esemény bekovetkezik,
~ ] 0, ha az A esemény nem kovetkezik be,

akkor az A esemény X karakterisztikus valdsziniiségi valtozéjardl beszéliink. Tehdt a
P(X=1)=pésaP(X=0)=1—p
szamok alkotjdk a karakterisztikus eloszlast. Jellemzoi:

E(X) =p, Var(X) =p(1 —p).

1.2.2. Binomidlis eloszlas:

Tekintsiink n fiiggetlen kisérletet az A esemény megfigyelésére és jelolje X valészintiségi
valtoz6 a kisérletsorozat sordn az A esemény bekovetkezéseinek szamdt. Ha X; az i-
edik kisérletre vonatkozé karakterisztikus valdszintiségi valtozo, akkor a kisérletsorozatra
jellemz6 X valdszintiségi valtozot az aldbbiak szerint irhatjuk

i=1

Legyen p az A esemény bekovetkezésének valdsziniisége, ekkor felhasznélva a karak-
terisztikus eloszlds jellemzoit és az Osszegre vonatkozé osszefiiggéseket, az X valdsziniiségi

valtozé varhatoé értéke
E(X) = np,

szorasa pedig a fiiggetlenség miatt
Var(X) =np(l —p).

A binomiélis eloszlas valésziniiségeloszlasa

P(X =k) = (Z)pk(l —p)" Tk (k=0,1,2,...,n).

1.2.3. Normalis eloszlas

A normilis eloszldsnak kozponti szerepe van az eloszldsok kozott, az egyik leggyakrabban
alkalmazott eloszlés.

A X val6sziniiségi véltozot normalis eloszldsunak neveziink, jele N(m, o), ha siiriség-
fiiggvénye a kovetkezd alaku

fz) =

1 _(z=m)?
& 2052 5 (—OO < xr < OO)

2ro

ahol m valés, o pedig pozitiv dllandé. Az eloszlésfiiggvényt az aldbbiak szerint szamithat-
juk ki

F(z) = / F(t)dt.
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A normélis eloszldsu X valdsziniiségi viltozé varhaté értéke és variancidja

E(X) = m,
Var(X) = o>

Kitiintetett szerepe van annak a normadlis eloszldsnak, amelynek virhaté értéke 0, szérdsa
pedig 1, azaz m = 0, 0 = 1. Az ilyen eloszldst standard normaélis eloszldsnak nevezziik,
jele N(0;1).

Ha X normalis eloszldst valdsziniiségi valtozo, akkor az a X + b val6sziniiségi valtozo
is normalis eloszldsti. Ezt a tényt felhaszndlva minden N(m, o) eloszlast a

_X—m
o

Z

transzformécioval N(0; 1) eloszldsba vihetiink. A két eloszlés eloszlésfiiggvénye kozott az
alabbi a kapcsolat
r—m
Flx)=2®
0= (0.

ahol ®(z) az N(0;1) din. standard normalis eloszlds eloszlésfiiggvénye, azaz

Igy elegendd a standard normélis eloszlds ®(z) eloszlasfliggvény értékeit tablizatba
foglalni, mert erre visszavezethetd tetszéleges paraméter{i normélis eloszlas. S6t elegendd
csupdn a pozitiv xz-ekre kozolni a tabldzatokat, mivel igaz, hogy

O(—z) =1—O(x).

A normalis eloszlas alkalmazdsakor tabldzatot kell hasznalnunk a ®(z) standard nor-
maélis eloszldsfiiggvény értékének meghatdrozasdara. Téabldzat hidnyaban az aldbbi, nagy
pontosségi kozelité képletet szoktdk hasznalni ®(x) szamitdsdra. Ez az Osszefiiggés van
beépitve szdmos statisztikai programcsomagba is:

d(z) =1 7:02/2(@1?/ + agy® + azy® + auy* + asy°),

1
— ——e
V2T
ahol
1

Y = 15023164192
a; = 0.319381530,

ay = —0.356563782,
as = 1.781477937,
ay = —1.821255978,

as; = 1.330274429.

Végiil egy fontos osszefiiggést ismertetiink a fiiggetlen, normalis eloszlasi valdsziniiségi
valtozok osszegére vonatkozoan.
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Legyenek X1, Xs,..., X, fiiggetlen, normalis eloszldsi valészintiségi véltozok, ame-
lyeknek varhaté értéke és variancidja legyen E(X;) = m; és Var(X;) = o2. Az X1+ Xo +
...+ X, osszeg szintén normélis eloszldasi valészintiségi vdltozé, amelynek varhaté értéke
és variancigja

E(X1+X2—|—+Xn) = m1+m2+...+mn’
Var(Xi + Xo+ ...+ X,) = o2 +o3+---+o2.

1.2.4. Lognormalis eloszlas

A X val6sziniiségi valtozot m és o paraméterii lognormélis eloszlastinak neveziink, ha az
Y =log X valdsziniiségi viltozé normalis eloszldsi m varhato értékkel és o szordssal.

A lognormélis eloszlds stirtiségfiiggvénye

1 (log x—m)?
f(z) = e (x> 0).
2mox

A lognormélis eloszldsi X valdsziniiségi valtozé varhato értéke és variancidja

E(X) = ™7,
Var(X) = 62(m+2)(e"

Az aldbbiakban a normélis és a lognormalis eloszlds alkalmazédsdra egy példat mu-
tatunk be.

Példa:
Legyen egy bizonyos részvény ara az n-edik hét végén S(n), ahol n > 1. Tegyiik
fel, hogy az S(n)/S(n — 1) drardny minden n > 1 értékre fiiggetlen és azonos eloszldsu

lognormalis valésziniiségi valtozé. Legyen a szébanforgé lognormélis valdsziniiségi valtozo
két paramétere m = 0.0165 és o = 0.0730.

a) Mi a valdsziniisége, hogy a részvény éra egyik hétrél a masikra novekedik?
b) Mi a valdszinfisége, hogy a részvény ara harom héttel késébb nagyobb lesz, mint az
indulé ar?

Megoldas:

a) A keresett valésziniiség P(S(n) > S(n — 1)) barmely n > 1 értékre. Mivel a
feladatban megfogalmazott feltevés minden n-re azonos, igy elegend6é az n = 1 esetre
elvégezni a szdmitast, azaz a keresett valdsziniiség P(S(1) > S(0)).

Mivel a részvény dra pozitiv, ezért az S(1) > S(0) egyenldtlenség ekvivalens a log S(1) >

log S(0) ill. alog % > (0 egyenldtlenséggel. Ezt felhaszndlva, és tudva, hogy az X =log %

valészintiségi valtozé m = 0.0165 varhaté értékii és o = 0.0730 szérdsu normalis eloszldsu
val6sziniiségi valtozé, valamint a Z = % valosziniiségi valtozé m = 0 varhato értékii és
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o = 1 szérasu standard normadlis eloszlasu valdsziniiségi valtozo, igy a keresett valdsziniiség

P(S1) > S(0) = P (log ggé; > o) _p <1Ogm_m > O_m>

g g

0.0165
_ Pz 2222 _p(z s —022
( - 0.0730) (Z > ~02260)

= 1-P(Z < —0.2260)
= 1—®(-0.2260) = 1 — (1 — ®(—0.2260))
—  $(0.2260) = 0.5894.

b) A keresett valésziniiseg P(S(n +2) > S(n — 1)) bérmely n > 1 értékre. A feltevés
szerint minden n-re azonosak a viszonyok, igy az n = 1 esetre végezziik el a szamitdst,
azaz a keresett valészinfiség P(S(3) > S(0)).

Mivel a részvény dra pozitiv, ezért az S(3) > S(0) egyenlétlenség ekvivalens a log S(3) >

log S(0)ill. alog 2B >0 egyenldtlenséggel. Ez utobbi tovabbl alakitdssal log —%% >

5(0)
0 és ebbdl a szadmunkra mar hasznalhaté log gg + log s —|— log ggég > 0 egyenldtlenség

adédik. A Z=log SE ) 4 log SE ; + log SE ; val6sziniiségi valtozo héarom darab fiiggetlen
normélis eloszldsi Vafoszmusegl valtozé osszege, amelyrol tudjuk, hogy szintén normélis
eloszlasi valdsziniiségi védltoz6. A Z varhaté értéke 3m, azaz 3 - 0.0165 = 0.0495, varian-
cidja pedig 302, igy szérdsa o+/3, azaz v/3 - 0.0730 = 0.12644. Hasonléan az a) részbeni
megoldashoz, a keresett val6sziniiség

P(S(3) > 5(0)) = P (1o 551 +low 510 + loe g > 0)

B P(Z—3m>0—3m)
a3 o3

—0.0495
= P (Z > —) P(Z > —0.39149) =

0.12644
= &(0.39149) = 0.6517.

1.3. Kozponti hatareloszlas tétel

Legyenek X7, X, ... azonos eloszlasu, fiiggetlen valésziniiségi véltozok, m kozos varhato
értékkel és o kozos szordssal és legyen S, valoszintiségi valtozo az elsé n darab X; valészinii-

ségi valtozo Gsszege
n
i=1

Mint tudjuk az S, valésziniiségi valtozé varhaté értéke nm, szérdsa pedig o+/n.
A kozponti hatédreloszlds azt montja ki, hogy barmely x valds szamra

i p (S <7) =90
Sn—nm

Szavakban ez azt jelenti, hogy elég nagy n esetén az v valosziniiségi valtozé eloszldsa
kozel standard normélis eloszlds.
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A normadlis eloszldsnak a tétel adja meg a valésziniiségszamitdsban jatszott kozponti
szerepét.

Példa:

Tekintsiik egy részvény darmozgasara az alabbi modellt. Ha egy adott idoben a részvény
ara s, akkor egy idoperiodus utdn a részvény dra vagy p valészintiséggel us vagy pedig
(1 — p) val6szintiséggel ds (u > 1, 0 < d < 1). Tegyiik fel, hogy az egymads uténi id6éper-
iddusokban az drmozgds fiiggetlen. Hatdrozzuk meg kozelitéleg annak a valdszin{iségét,
hogy a kovetkez6 1000 id6periodus utdn a részvény ara legaldbb 30 %-kal nagyobb lesz,
mint az indulé ar!

Megoldas:
Jelolje az S; valdszinliségi viltozé a részvény &ardt az i-edik periédusban. Ekkor a

keresett valdsziniiség
S1000
P >1.30).
< So

Elemi szamoldssal a keresett valészintiséget dtalakitva kapjuk, hogy

P (55000 > 1.30) - P <1og ng > log 1.3) =

0 0

S1000 S999 Sy Sy
— P (log2M000 2999 | 2201 >log1.3) =
(og Sa99 S998 S1S0 — °8 )

1000 g
= P (Z log Sijl > log 1.3) .
i=1

Legyen X; = log SS"l valdsziniiségi valtozo az i-edik és a kozvetlen megel6z6 perio-

dusbeli ar heinyadoséﬂék logaritmusa. Eloszor hatdrozzuk meg X; varhaté értékét és
variancigjat. Az X; lehetséges értékei: logu ill. logd.

m = E(XZ-):plogu+(1—p)logd:plogg—l—logd,
o? = Var(X;) = p(logu)® + (1 — p)(logd)? — [plogu + (1 — p)logd]? =
U 2
= p(1-p) (log E) :

Hau=1.1,d =0.9,p = 0.55, akkor m = 0.005 ill. ¢ = 0.1.

A keresett valdsziniiség kiszamitdsara most a kozponti hatédreloszlés tételt alkalmazzuk.
Mivel n = 1000 elég nagy és az osszegben szerepld X; valdszintiségi véaltozok azonos
eloszlasiak és fiiggetlenek, igy a tétel feltételei fenndllnak, a keresett valdszintiség kozelitd
értékét az aldbbi szerint hatdrozhatjuk meg

1000
X; — 1000
P %}X'>IO 13 = P 2 ", log 13— 1000m
L= 0k ov/1000 —  0+/1000

_ 1_% <log 1.3 — 1000m>
B o+/1000
— 0.93296 .
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Példa:

Egy bizonyos részvény minden idéperiédusban vagy 0.39 valészintiséggel 1-el csokken,
vagy 0.20 val6szintiséggel nem véltozik, vagy pedig 0.41 valésziniiséggel 1-el novekszik.
Feltéve az egymds utdni idéperiédusok arviltozdsainak fiiggetlenségét, mennyi annak a
valészintisége, hogy a kovetkezd 700 idoperiédus utédn a részvény dra legaldbb 10-el na-
gyobb lesz az indulé arndl?

Megoldas:
Jelolje az X; valoszinliségi valtozé a részvény dranak megvaltozasat az i-edik perié-
dusban. Eloszor hatdrozzuk meg X; varhaté értékét és variancidjat.
E(X;)) = (-1)%039+0%0.2+1%0.41 =0.02,
Var(X;)) = [(—1)?%0.39 4+ 0% % 0.2 + 1% % 0.41] — 0.02% = 0.7996,
amelybol a kozos varhato érték m = 0.02 és a széras o = 0.8942.

A kezd6 és a 700 idoperiédus uténi drvaltozast az X; valdsziniiségi valtozok osszege
adja, igy a keresett valészintiség

700
P (Z X, > 10) .
=1

Ennek kiszamitasdra alkalmazhatjuk a kozponti hatareloszlas tételt, mivel n = 700 elég
nagy és az osszegben szerepld X; valdszin{iségi valtozok azonos eloszldsuak és fiiggetlenek.
A tétel szerint

700
X; — 700 - 0.02
00 ; = 100-0.02 0 700 0.02
P{Y X;>10) = P > —
— 0.8942+/700 0.89424/700
700
S X, — 700 - 0.02
= p|= > —0.16907 | =
0.8942y/700

= $(0.16907) = 0.5675 .

1.4. Kovariancia és korrelacio

A gyakorlatban nagyon sokszor kell két valdsziniiségi viltozé egymastol vald fiiggdségét,
kapcsolatdnak szorossdgat vizsgdlni. Azt vizsgdljuk, hogy a sajat varhato értékeik koriili
ingadozdsuk milyen kapcsolatban van egymaéssal. Ennek az tn. sztochasztikus kapcsolat-
nak a mérésére két mutatét is szokds haszndlni, egyik a kovariancia, masik a korreldciés
egyiitthato.

Az X és az Y valdsziniiségi valtozok kovariancidja alatt az aldbbi varhato értéket értjiik

Cov(X,Y) = E (X — B(X)][Y — E(Y)]).

Az X és az Y val6sziniiségi valtozok korreldcids egyiitthatéja alatt a kovariancia és a
szorasok héanyadosat értjiik, azaz

(XY Cov(X,Y)

N VVar(X)Var(Y)
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Az aldbbiakban a fogalmakra vonatkozé néhany fontos tulajdonsdgot ismertetiink.

1. Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)

2. Cou(X,Y)=Cov(Y,X), szimmetria

3. C’ov( X) =Var(X)

4. Cov(aX,Y) = aCov(X Y)

5. Cov(a,Y) =

6. Cov(X; + XQ, Y)=Cov(X1,Y)+ Cov(X2,Y), linearitds

7. Cov( X1+ Xo, Y1 + Y3) = Cov(X1,Y)) + Cov(Xa, Y1)
+Cov(X1,Ys) + Cov(Xa, Ys)

8. Cov(aX +b,Y)=aCov(X,Y)

8. —1<p(X,Y)<1

9. Ha linedris a kapcsolat X és Y kozott, azaz Y = aX + b, akkor
p(X,Y) = sgn(a), vagyis 1, haa > 0 és —1, ha a < 0.

Most néhédny fontos dltaldnositdst ismertetiink:

10. A 7. tulajdonsag altaldanositdsai tobb valésziniiségi valtozd tsszegére

Cov (iX“iYJ> ZZCOU i Yj)
i=1 j=1

=1 j=1

Cov (iaiXH‘bi, y ijj"‘dj> ZZ“%CJOOU i Yj)

i=1 j=1 i=1 j=1

11. A 3. tulajdonsag altalanositdsai n darab valésziniiségi valtozéra

Var (é)Q) = Cov (i Xi,iXJ) = iiCov (Xi, X;) =

i=1 j=1

= ZCOU X, X5) +ZZCOU Xi, X;)

1=1 j#i

. Z Var (X;) + Z Y Cov(X;, X;)

i=1 j£i

r <zn: CLiX,L' + bz) = Cov <Zn: aiXi + bi; Xn: CLij + b]) =
=1

i=1 j=1

== iiaiajCov (X“Xj) ==
i=1 j=1

= Z a?C’ov (Xi, Xi) + z”: Z a;a;Cov (Xi, Xj)

i=1 i=1 j#i
= Z azVar (X;) + Z Z a;a;Cov (X;, X;).
i=1 =1 ji

Ha Cov(X,Y) = 0, akkor azt mondjuk, hogy az X és az Y valdsziniiségi véltozok
korrelalatlanok.
A korreldlatlansagot nem szabad tsszekeverni a fiiggetlenséggel.
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Mint korabbrol tudjuk, ha X és Y valdsziniiségi valtozok fiiggetlenek, akkor
E(XY)=E(X)E(Y).

E fontos osszefiiggést felhasznélva éllithatd, hogy ha X és Y valdsziniiségi valtozok fiiggetle-
nek, akkor
Cov(X,Y)=p(X,Y) =0,

vagyis a fiiggetlenségbdl kovetkezik a korreldlatlansdg, forditva nem.

Tobb valosziniiségi valtozo esetén ezek paronkénti kovariancidit és korrelacios egytitt-
hatéit a tomorebb lefréds végett egy-egy matrixba foglalhatjuk ¢ssze. Legyen X, X5, ..., X,
n darab val6szinfiségi valtozé és legyen ¢;; = Cov(X;, X;) és 1i; = p(X;, X;). A ¢y ill.
ri; szdmokbol alkotott C'ill. R maétrixot kovariancia-métrixnak ill. korreldcié métrix-
nak nevezziik. A C és az R maétrixok szimmetrikusak és pozitiv szemidefinit métrixok,
tovabbé ¢; = Var(X;) = o2 és r;; = 1. Fiiggetlen val6szintiségi valtozok esetén a C' egy
diagondlis matrix, az R pedig egységmaétrix.

Ha bevezetjiik az S diagondlis mdtrixot, amelynek féatlgjaban az egyes val6szintiségi
valtozok szoérdsa szerepel, akkor az ismert c¢;; = o;1;;0; Osszefiiggés a

C=SRS, ill. R=S81'CsS™!

alakban irhaté.

Gyakran van sziikségiink arra, hogy tobb valdszin{iségi valtozé silyozott szamtani &t-
lagét vizsgéljuk. Legyenek X1, X, ..., X, valosziniiségi valtozok és legyenek wy, wo, . .., w,
stulyok (>-w; =1 és w; > 0 minden i-re).

Jelolje Y valészintiségi valtozé a silyozott szamtani atlagot, azaz

Y = zn: wiXi,
i=1

ennek varhaté értéke és variancidja a korabban megismert 6sszefiiggésekbol

E(Y) = Z wE (X)),

V(ZT’(Y) = ZzwiijOU(Xi7Xj>‘

i=1 j=1

Ha a silyokat és a vdrhaté értékeket egy-egy vektorba foglaljuk tdgy, hogy m =
(E(X1),F(Xs),...,E(X,)) és w = (wy,ws,...,w,), akkor a fentieket vektor-métrix
miiveletek segitségével tomorebb formédban is frhatjuk.

EY) = wim,
Var(Y) = w'Cw =w"SRSw.

Ha a valészintiségi véltozok fiiggetlenek, akkor
Var(Y) = w?'SSw = (Sw)” (Sw),

ahol T" a transzponadlas jele.
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Példa:

Tegyiik fel, hogy egy adott idoperiédusban egy bizonyos részvény dra egyenlo valészinti-
séggel n6 vagy csokken 1 egységgel és kiilonb6z6é idoperiddusok kimenetele egymédstol
fiiggetlen. Jelolje az X val6sziniiségi valtozé az elso periédusbeli valtozast, az Y valdszinii-
ségi valtozo pedig az elsé hdrom periddusbeli valtozas osszegét. Hatdrozzuk meg az X és
Y val6szintiségi véiltozok kozotti kovariancidt és a korreldcios egyiitthatot!

Megoldas:

Az egyszeriibb szamolds kedvéért készitsiink egy tdblazatot a lehetséges esetek vizs-
galatdra. A +,— jelekkel az értékpapir drdnak novekedését ill. csokkenését jeleztiik. A
2. oszlopban az X valészintiségi véltozo, a 2. sorban pedig az Y valésziniiségi valtozo
lehetséges értékeit tiintettiik fel. A tdblazat belseje az XY szorzat valészintiségi valtozo
valésziniiség eloszlasat mutatja. Az utolsé sor és oszlop az X és az Y valdsziniiségi valtozo
lehetséges értékeihez tartozé valdsziniiségeket mutatja.

+ [+ T+ +71 -7 -7T-T7-

e N O o T

+ | -+ -+ -+ -

X\Y| 3 [ 1|1 |1 1]-1]-1]-3
¥ 1 [1/81/R8[1/R[1/8] 0 | 0 | 0 | 0 [12
T 0] 0] 0 0 [1/8[1/8]1/8[1/8]1/2
1/8 [1/8 [1/8 | 1/8 | 1/8 | 1/8 | 1/8 | 1/8 | 1

&
—~
|~<
S~—
I
w
ool
+
—_
ool
+
—
oo+
+
—~
|
[
SN—
ool
+
—_
ool
+
—~
|
—
SN—
o=
_l_
—~
|
[S—
SN—
o=
+
—~
|
w
~
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o

E(XY)=1-354+1-154+1-15 +1(-1)
(=D + (D (=15 + (1)

| o=
— 7+
~—
ool
+
—

|

—_
SN—
—~

[

w
~
ool

|

—

Var(X) = B(X2) — [BQOP = 125 + (~1)24 - 02 = 1,

Var(Y) = E(Y?) = [B(Y)]? = 332 + 12+ 12 4+ (-1)*+
+1%2 4 (—=1)* + (=1)* + (=3)?] — 02 = 3.

A kovariancia és a korrelédcids egyiitthaté
Cov(X,Y)=EXY)—-EX)EY)=1,
Cov(X,Y 1
p(X,)Y) = XY ___
VVar(X)Var(Y) v1-3

Bemutatunk egy masik megolddsi médot is.

Jeloljék az X, Xo, X3 valdsziniiségi véltozok az 1., a 2. és a 3. periédusbeli vil-
tozdst. (Az X; azonos az el6z6 megolddsban szereplé X-el.) Ezek a valdszinfiségi val-
tozok fiiggetlenek. A feladat értelmében az X és az Xy + X5 + X3 val6sziniiségi véltozok

= 0.577 .




18 1. FEJEZET: VALOSZINUSEGSZAMITASI OSSZEFOGLALO

kovariancidjat kell meghatdrozni, amelyet az aldbbiak szerint végezhetiink, felhaszndlva a
kovariancia additivitdsdt és a fiiggetlenséget

COU(Xl,Xl + X2 + X3) = COU(Xl, X1> + COU(Xl, XQ) + OOU(Xl,Xg) =
= CO'U(Xl,X1> = VGT(X1> =1.

A korrelaciés egyiitthaté szamitdsdhoz sziikségiink van a hdrom fiiggetlen valdsziniiségi
valtozé osszegének variancidjara, amely az aldbbiak szerint szdamithato

Var(X: + Xo+ X3) = Var(Xy) + Var(Xy) + Var(Xs) =
= 3Var(X;) =3,

X X1+ X0+ X 1
CovlXy, Xa + Xo+ Xy) 1 _ oo

X1, X1+ Xa + X;) =
P, Kot Ko ) SVar(X)Var(X, + Xo + X3) V3




2. fejezet

Geometriai Brown-mozgas

2.1. A geometriai Brown-mozgas definicidja

Jelolje S(y) egy értékpapir arét y ido elteltével a jelent6l. Az S(y),0 < y < oo értékpapir
drak egyiittese m és o paraméterii geometriai Brown-mozgdst kovet az aldabbi két feltétel
fenndlldsa esetén:

1. ha minden nemnegativ y és t értékre az

S(t+vy)
S(y)

valésziniiségi véltozo fiiggetlen az y idépont elotti draktol,

val6szintiségi valtozé mt varhaté értékil és o2t variancidgji (ov/t szoérdsi) normédlis
eloszlasi valdsziniiségi valtozo.

Msés szavakkal: az drak sorozata akkor kovet geometriai Brown-mozgést, ha az drak
hanyadosa nem fiigg a multbeli araktdl és lognormélis valésziniiség-eloszldst mt és o/t
paraméterekkel. A geometriai Brown-mozgdst tehat két paraméter meghatdrozza. Az
m paramétert drift (novekedési) paraméternek, a o paramétert pedig volatilitdsi (val-
tozékonysdgi) paraméternek szokds nevezni. A feltevés szerint egy adott ¢ hosszisagu
id6szakban az drak hdnyadosa ugyanolyan eloszlast kovet, fiiggetleniil attél, hogy mi az
idoszak kezdete. Eszerint tehdt egy értékpapir ardnak pl. egy hénap alatti megdup-
lazodasa ugyanakkora valdszin{iségii mintha 10-rél vagy 25-rél dupldzédott volna meg.

Ha a kezd6 ar S(0), akkor a t id6beli ar vdrhat6 értéke és variancidja a lognormalis
eloszlasra megismert Osszefiiggések alapjan

ES@®)] = S)em/?,
Var [S(t)] = [S(0)) Xt/ (et — 1),

Példa:

Tegyiik fel, hogy egy értékpapir S(y),y > 0 dra geometriai Brown mozgdst kovet,
m=0.01 és 0=0.2 paraméterekkel. Ha S(0) = 100, akkor ¢ = 10 esetén

a) E[S(10)] =?, Var[S(10)] =7,

b) P (S(10) > 100) =7,

19
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¢) P (S(10) < 120) =?

Megoldas:
a) A vérhato értékre és a variancidra adott képletekbe behelyettesitve kapjuk, hogy
E[S(10)] = 100e'0001+0:2/2) — 134 99
Var[S(10)] = 1002>1000:01+0-2%/2) (5100.2 _ 1y — 89616 .

b) A keresett valésziniiséget dralakitva kapjuk, hogy
P (S(10) > 100) = P (S(10) > S(0)) = P (log S(10) > log S(0))
S(10)
= log ——— .
P ( og 5(0) > 0)

5(10 e ) e

Az X = log% valdsziniiségi valtozé tm véarhaté értékii és to? variancidji nor-

malis valésziniliségi valtozo, azaz a varhato érték = 0.1, a szérds = 0.63246. A keresett
val6sziniiség

0.63246 ~ 0.63246
X —0.1
_p —0.15811
(0.63246 ~ )
— B (0.15811) = 0.5636 .

P(S(10) >100) = P(X>0)=P (X —0.1 —0.1 )

c) A keresett valésziniiséget dtalakitva kapjuk, hogy

P(S(10) <120) = P (5(10> < S@)%) =P (log S(10) < log [S(O)%D

= P (log S(10) < log S(0) + log 120 )

5(0)
B S(10) 120

Az X =log % valészintiségi valtozo 0.1 varhato értékii és 0.63246 szérdsu normaélis

valosziniiségi valtozo, igy a keresett valdsziniiség

120
P(S(10) < 120) = P (X < log ﬁ) = P (X <0.18232)
B X —0.1 - 0.18232 — 0.1
N 0.63246 0.63246
X —-0.1
- P 1301
(0.63246 < 0130 6)

= ®(0.13016) = 0.5517 .
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2.2. A geometriai Brown-mozgas paraméterei

Az m drift paraméter, a o volatilitdsi paraméter értéke attdl fiigg, hogy milyen mérték-
egységben mérjiikk az id6t. A gyakorlat az idét évben mérik, igy éves driftrél és éves
volatilitdsrol szokds beszélni. Mit fejeznek ki e paraméterek, ezt szeretnénk néhany széban
bemutatni.

A részvény két arfolyamédnak hanyadosat Jeloljiikk X valdsziniiségi véltozéval a defini-

ciéban szerepl6 log (%) valosziniiségi valtozot, azaz X = log (%), amelybol

S(t+y) = S(y)e~.

Ezen osszefiiggés szerint az X valdsziniiségi valtozo a részvény hozamaét jelenti ¢ ido-
tartam alatt, azaz a részvényarfolyam folytonos novekedési iiteme X. A definicié szerint
tehdt a részvény hozama normadlis eloszlast kovet mt varhaté értékkel és ot variancidval
(ill. o/t szérdssal). Amennyiben ¢ értékét 1-nek valasztjuk, gy az m drift paraméter a
részvény varhatoé éves hozamat, a o volatilitdsi paraméter pedig részvény éves hozaménak
szorasat jelenti. A vdrhaté hozamot és a szorast szdzalékosan szoktdk megadni.

Példa:

Egy részvény arfolyamdnak vdrhaté éves hozama 16 %, volatilitasa évi 30 %. A
részvényarfolyam egy adott nap végén 1000 F't.

a) Mennyi a varhaté részvényarfolyam a kovetkezd nap végén?

b) Mennyi a részvényérfolyam varhat6 szérdsa a 2. nap végén?

c) Mi a valésziniisége, hogy a részvényarfolyam a 10. nap végén 950 és 1100 kozott
lesz?

Megoldas:

Az adataink alapjan m = 0.16, o = 0.30, S(0) = 1000. Az arfolyamoknél kereskedéi
napokban szdmolnak, ami 252 nap, igy 1 nap évnek felel meg.

a) t = 5 ~ 0.004,

1
252

E[S(0.004)] = 1000e004016+0:3/2) — 1000.8 .

b) t = 525 ~ 0.008,

Var [S(0.008)] = 10002¢>0008(0:16+03%/2)(,00080.3* _ 1) _ 799 63
szoras = 722.63 = 26.88 .

c)t = 215—02 ~ 0.04, és tudjuk, hogy az X = log ngo('g;l ) valésziniiségi valtozé normalis

eloszlési, varhaté értéke és szérasa

E(X) = mt=0.16-0.04 = 0.0064,
Var(X) = ovt=0.3-0.04=0.06 .



22 2. FEJEZET: GEOMETRIAI BROWN-MOZGAS

A keresett valésziniiség

050  S(0.04) 1100
P (950 < S(0.04) < 1100) = P( >) < S(O)>
950 o 51009 1100
— P[0 <log "
( €000 = TS0) % 1000)
— P(-0.0513 < X <00953)
— 0.0064
— P(-0.9617 < < 1.4817
( 006 )
—  (1.4817) — (—0.9617) = 0.76269 .

2.3. A geometriai Brown-mozgas egy egyszerii mo-
dellel valé kozelitése

Az aldbbiakban egy egyszerii modellt mutatunk be, amely ugyan pontatlanul, de elfogad-
hato interpretaldsat adja a geometriai Brown-mozgdsnak. Tekintsiink egy ¢ hosszisagui
idétartamot, amelynek a kezd6 ideje vy, befejez6 ideje t + y. Legyen egy bizonyos részvény
dra a két idépontban S(y) ill. S(t 4+ y). Osszuk fel a ¢ id6tartamot n egyenld részre és
tegyiik fel, hogy a részvény dra csak a részintervallumok végén valtozik. Minden részin-
tervallum végén a részvény dra vagy p valdsziniiséggel u-szoroséra valtozik (u > 1, tehdt
novekszik), vagy (1 — p) valésziniiséggel d-szorosédra valtozik (0 < d < 1, tehdt csokken),
ahol

u-e”\/_ d—e" Ve

(D).

Legyen X; egy Bernoulli valdsziniiségi valtozo, amelynek értéke 1, ha az arfolyam novek-
szik és 0, ha az &rfolyam csokken az i-edik részintervallumban. Az X; valdsziniiségi
valtozok mindegyikének ugyanaz a varhat6 értéke és variancigja, mégpedig E(X;) = p,
Var(X;) = p(1—p). Ekkor az Y = > X, val6szintiségi vdltozé mutatja, hogy a lejarati id6
alatt hdnyszor novekedett a részvény drfolyama. Az n — Y valdsziniiségi viltozé pedig a
lejarati id6 alatt a részvényarfolyam csokkenéseinek szamat mutatja. Ezt figyelembevéve
az idétartam alatt a részvény drfolyama u¥ d”~Y szorosdra véltozik, azaz

S(t+y) =Sy d Y.

Most szamitsuk ki a két arfolyam hanyadosdnak a logaritmusét, felhasznédlva u és d fak-
torokra adott osszefiiggést, kapjuk, hogy

t
log (S(—er)> Ylogd—l—nlogd—&f\/; — ov/nt.

S(y)
Az Y = > X, val6sziniiségi véltozd, mint ismeretes, binomidlis eloszldsu E(Y) = np
varhaté értékkel és Var(Y) = np(l — p) variancidgval. A centrélis hatédreloszldstétel

Y—E(Y)
Var(y)
valésziniiségi valtozo) standard normalis eloszldshoz kozelit p = = eseten vagy amennyiben

értelmében elég nagy n esetén az Y valdsziniiségi valtozo un. standardizéltja (az
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S(t+y)
S(y)
standard normalis eloszldsu lesz, mivel ez az Y linedris transzformaciéja. A kovetkezokben

kiszamitjuk a log ( é;;i”) valésziniiségi valtozo varhaté értékét és variancidjét.

E [log (Sg(—z)y»] - F (20\/;/ - a\/ﬁ> = 20\/513(1/) —ov/nt

t
= 20\/jnp —ovnt =ovnt(2p —1)
n

_ o (T\@)

= mt.

p az n novekedésével %—hez tart. A log < ) valésziniiségi viltozé standardiziltja is

A variancia szdmitdsdndl felhaszndljuk, hogy p ~ % elég nagy n-re.

Var {log (%)] = Var <20\/§Y - a\/ﬁ> = <2a\/g>2Var(Y)

t
= 452 ~np(l —
o np(1 ~ p)
~ ot

Osszefoglalva teht megéllapithatjuk, hogy ha a t idétartam beosztdsainak a szamat egyre

noveljiik, igy a log <Sg(z§/)> valdszinfiségi valtozé eloszldsa mt varhat6 értékii és ot vari-

ancidju normalis eloszldshoz kozelit. Mivel az arfolyamvaltozasok fiiggetlenek és azonos
valésziniiséggel (mindig p ill. (1 — p) valdsziniiséggel) torténnek, ebbol kvetkezik, hogy
S(t+y)

Az “gry val6sziniiségi véltozo fiiggetlen a y idépont elotti araktol. Tehdt a geometriai

Brown-mozgds mindkét feltétele teljesiil.

2.4. A Brown-mozgas

Jelolje S(y) egy értékpapir arat y id6 elteltével a jelentél. Az S(y),0 < y < oo értékpapir
arak egyiittese m és o paraméterti Brown-mozgést kovet, ha az

St+y)—Sy)

valdszintiségi valtozo

1. minden nemnegativ y és t értékre fiiggetlen az y idépont elotti draktol és

2. mt varhato értékii és ot variancidji (o+/t szérdsi) normalis eloszldsi.

Ha a kezd6 ar S(0), akkor a t id6beli ar varhaté értéke és variancidja a normélis
eloszlasra megismert sszefiiggések alapjan

E[S(t)] = S(0)+mt,
Var[S(t)] = o°t.

Az aldbbi egyszerti modell j6 kozelitését adja a Brown-mozgdsnak. Tekintsiink egy ¢
hosszisdgu idotartamot, amelynek a kezd6 ideje y, befejez6 ideje t+y. Legyen egy bizonyos
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részvény dra a két idépontban S(y) ill. S(t 4+ y). Osszuk fel a ¢t idétartamot n egyenld
részre és tegyiik fel, hogy a részvény dra csak a részintervallumok végén viltozik. Minden
részintervallum végén a részvény éra vagy p valdsziniiséggel u-val novekszik (u > 0), vagy
(1 — p) valdsziniiséggel |d|-vel csokken (d < 0), ahol

t t
u = a\/j , d= —0\/j )

n n

1 m |t
p==1+—4/2].

2 oVn
Legyen X; egy Bernoulli valésziniiségi viltozo, amelynek értéke 1, ha az drfolyam novek-
szik és 0, ha az &rfolyam csokken az i-edik részintervallumban. Az X; valdsziniiségi
valtozok mindegyikének ugyanaz a varhaté értéke és variancidja, mégpedig E(X;) = p,
Var(X;) = p(1—p). Ekkor az Y = > X, valosziniiségi vdltozé mutatja, hogy a lejarati id6d
alatt hdanyszor novekedett a részvény drfolyama. Az n — Y valdsziniiségi véltozé pedig a

lejarati id6 alatt a részvényarfolyam csokkenéseinek szamdat mutatja. Ezt figyelembevéve
az idOtartam alatt a részvény drfolyama Yu(n — Y')d-vel véltozik, azaz

Sit+y)=Sy)+Yu+(n—-Y)d.

Az u és d novekedést ill. csokkenést figyelembe véve, a részvényarfolyam kiilonbségére az
alabbi osszefiiggés adodik

St+y)—Sly)=Y(u—d)+nd= 20\/53/ —ov/nt.

Az Y = > X; val6szintiségi véltozd, mint ismeretes, binomislis eloszldsu E(Y) = np
varhato értékkel és Var(Y) = np(l — p) variancidval. A centrélis hatareloszldstétel
értelmében elég nagy n esetén az Y valdsziniiségi valtozé eloszldsa normadlis eloszlashoz
kozelit. A S(t +y) — S(y) val6sziniiségi valtozé is normélis eloszldsu lesz, mivel ez az

Y linedris transzformdciéja. Az S(t + y) — S(y) val6sziniiségi valtozé vdrhaté értéke és

variancidgja a kovetkezd (a variancia szdmitdséndl felhaszndljuk, hogy p ~ 1 elég nagy

2
n-re)

ESt+y) —Sy)] = E (20\/%1/ - 0\/%) = 20\/%E(Y) — ovnt

t
= 20\/jnp —ovnt =ovnt(2p—1)
n

_ oV (gﬁ)

= mt.

Var[S(t+y)—S(y)] = Var (20\/51/ — a\/ﬁ) = (20\/%) Var(Y)

t
= 40*Lnp(1 - p)
n

~ ot
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Tehat, ha a ¢t idétartam beosztdsainak a szémat egyre noveljik, ugy a S(t +y) — S(y)
valdsziniiségi véltozé eloszldsa mt vérhaté értékii és ot variancidji normélis eloszldshoz
kozelit.

A Brown-mozgést elészér Robert Brown angol botanikus (1827) hasznalta folyékony
anyagok és gdzok részecskéinek mozgdsanak vizsgédlatdban. A részvények arfolyam-valtoza-
sdnak vizsgdlatdban a Brown-mozgdst Louis Bachelier francia matematikus hasznélta
1900-ban.

A Brown-mozgdsnak a részvényarfolyam lefrdsaban két f6 problémdja van. Egyik,
mivel a részvényar normélis valésziniiségi viltozo, igy elméletileg negativ is lehet. Ma-
sodik, az a feltevés, hogy az arfolyamkiilonbség egy fix hosszisdgu intervallumon ugyano-
lyan normalis eloszldsi, nem egészen gyakorlatias. Nehezen elképzelhet6, hogy egy érték-
papir drdnak pl. egy hénap alatt 10-el valé novekedése ugyanakkora valdsziniiségii mintha
50-r6] vagy 80-r6l novekedett volna meg. A geometriai Brown-mozgds kikiiszoboli ezeket
a problémdkat. Egyrészt a logaritmus nem tesz lehetévé negativ drakat, masrészt nem
az abszolut arvaltozds, hanem az ardnyos arvédltozds val6sziniisége nem fiigg a kezdeti
artol. A két modell abban viszont hasonlé, hogy mindketté két darab paraméterrrel
egyértelmiien jellemezheto.
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3. fejezet
Opcidk

A pénziigyi eszkozok nagyon fontos csoportjét alkotjak a szarmaztatott tigyletek (derivati-
vok). Ezek olyan iigyletek (poziciok), amelyek értékét mas értékpapirok arfolyama hataroz-
za meg, azaz értéke méas értékpapirok drfolyaméabol ”szarmazik”. Két fontos ilyen szar-
maztatott iigylet az opcidk és a hataridés (futures) iigyletek. Részletesebben az opcidkkal
foglalkozunk. Ezekkel val6 kereskedés eldszor 1973-ban a Chicagéi Opcids Tdzsdén in-
dult meg. Magyarorszdgon a Budapesti Ertéktézsdén a 90-es évek elejétél lehet az op-
ciokkal kereskedni. A tovdbbi alfejezetekben eldszor az opcidk fajtdit, majd néhdny opcids
kereskedési stratégiat mutatunk be. Végiil az opcidarazédssal foglalkozunk, bemutatunk
néhany opciddrazasi modellt, majd levezetjiik a nevezets Black-Scholes formulat.

3.1. Az opcidk alapveto tipusai

Az opcidknak két alapvetd fajtdja van, a vételi és az eladdsi opcio.

Egy vételi opcié (long call, LC) arra ad jogot tulajdonosdnak, hogy az opcids szer-
z0dés targyat egy elore meghatdrozott dron a jovoben megvédsarolja. Ezzel szemben az
eladasi opci6 (long put, LP) arra jogositja tulajdonosét, hogy a szerzédés targyat egy
elére meghatdrozott dron a jovoben eladja.

Az tigyletben szerepl6 elére meghatédrozott drfolyamot kotési vagy lehivési drfolyamnak
(exercise price), az elére meghatédrozott idépontot (illetve az idétartam végét) az opcié
lejaratdnak nevezziik.

Az opcidknak két f6 tipusdt kiillonboztetjiik meg aszerint, hogy a vételi vagy eladdsi
joggal mikor élhet az opcié jogosultja, azaz mikor hivhatja le opcidjat. Ha az opcid
eurdpai tipusi, az opcio jogosultja csak az elére meghatarozott idépontban jogosult lehfvni
opciodjat, tehat megvenni vagy eladni a szerzddés targyat az elore meghatarozott dron. Ha
az opcié amerikai tipusi, akkor az opcié tulajdonosa az elére meghatdarozott idépontig
barmikor lehivhatja az opciot.

Az opcid jogosultjaival szembendllé szerzédé feleket az opcié kiiréinak nevezik. Ha
valaki tehét kiir egy vételi opciot, 6 tulajdonképpen egy eladési kitelezettséget (short call,
SC) vallal a szerz6dés térgyédra a jovoben az elére megadott drfolyamon. Hasonléan, az
eladdsi opciok kiir6i vételi kotelezettséget (short put, SP) véllalnak arra, hogy megvegyék
a szerzbdés targyat az elore rogzitett arfolyamon.

Az opcié egy olyan értékpapir, ahol a szerzddés targya egy masik értékpapir, vagy dru,
emiatt nevezziik szarmaztatott értékpapirnak.

Az opci6 tehédt feljogosit egy bizonyos cselekvésre (vételre vagy eladdsra), az opcié tu-
lajdonosa azonban nem koteles élni e jogaval. Ez kiilonbozteti meg a hataridds tigyletek-
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t6l, ahol a két szerzd6do fél azonosan kotelezettséget vallal a szerzédés targydnak jovobeli
addsvételére egy elore rogzitett dron. Az opcids iigyletnél a felek koziil csak az egyik, az
opcio kiirdja vallal kitelezettséget, mig az opcié vdsarléja csak jogot szerez, kotelezettség
nem terheli. A hatdrid6s iigylet megkotése nem keriil semmibe, ellenben az opcids iigylet
megkotésénél koltség meriil fel. Az opcié vasdrlja a jogaért a kifrénak opcids dijat (pre-
miumot) fizet.

A vételi opcié illusztrélasaként képzeljiink el egy bizonyos részvényre sz6l, 700 Ft
kotési arfolyamu, 2001. dprilisdéban lejaré eurdpai tipusu vételi opciét (LC), amelyet 20
Ft-ért adtak el 2001. janudrjaban. A lejarati napon a vételi opcié megvaséarléja 700 Ft
arfolyamon veheti meg a szerzddés téargyat képezod részvényt. Ha lejaratkor a részvény
arfolyama a 700 Ft-os kotési arfolyam alatt van, akkor nyilvdnvalé, hogy az opcié tulaj-
donosa nem fog élni jogaval, hisz a t6zsdén 700 Ft alatt vdsdrolhat részvényt, ekkor az
opcio értékteleniil jar le, a vételi opciét megvdsarlo befekteto elveszti az opcidért kifizetett
20 Ft-ot. Ezzel szemben, ha a lejdratkor a részvény arfolyama a 700 Ft-os kotési drfolyam
folott van (pl. 750), akkor a vételi opcié nyereségesnek bizonyul, mivel az opcié tulaj-
donosédnak lehetdsége van arra, hogy 700 Ft-ot fizessen egy olyan részvényért, amely 750
Ft-ot ér. Az opcié értéke ekkor 750-700=>50 Ft, a befektetod nyeresége pedig 50-20=30 F't.

Az eladési opcié illusztralasaként képzeljiink el egy bizonyos részvényre szél6, 1000
Ft kotési drfolyamu, 2001. dpriliséban lejaré eurdpai tipusu eladdsi opciét (LP), amelyet
30 Ft-ért adtak el 2001. janudrjaban. A lejarati napon az eladédsi opcié megvéasarldja
1000 Ft arfolyamon eladhatja a részvényt. Ha a lejaratkor a részvény drfolyama az 1000
Ft-os kotési arfolyam folott van, akkor nyilvanval6, hogy az opcié tulajdonosa nem fog
élni jogaval, hisz a tézsdén 1000 Ft folott adhat el részvényt, ekkor az opcié értékteleniil
jar le, az eladési opciét megvasarlo befektetd elveszti az opcidért kifizetett 30 Ft-ot. Ezzel
szemben, ha a lejdratkor a részvény drfolyama az 1000 Ft-os kotési drfolyam alatt van
(pl. 950), akkor az eladdsi opcié nyereségesnek bizonyul, mivel az opcié tulajdonosdnak
lehettsége van arra, hogy 1000 Ft-ért adjon el egy olyan részvényt, amely 950 Ft-ot ér.
Az opcié értéke ekkor 1000-950=50 F't, a befekteto nyeresége pedig 50-30=20 Ft.

Osszefoglalva, ha eurépai tipust vételi opciéval rendelkeziink, akkor fogjuk lehfvni
opcionkat lejaratkor, ha a szerzodés targydanak aznap magasabb a piaci dra, mint ami az
opci6 kotési drfolyama. Az eurdpai tipusi eladési opcié esetén akkor érdemes opciénkat
lejaratkor lehivni, ha az aznapi piaci ar alacsonyabb, mint a kotési arfolyam.

Az opcidk értékét az aldbbiak szerint foglalhatjuk ossze. A lejaratkor egy eurdpai
tipusu vételi opcié értéke az azonnali ar és a kotési arfolyam kiilonbsége, vagy nulla,
amikor az azonnali ar alacsonyabb, mint a kotési arfolyam. Ezt az értéket az ismert max()
fiiggvény segitségével egyszeriien lefrhatjuk és a késdbbiekben is ezt hasznéljuk més opcidk
értékének leirdsandl is. Ha a kotési drfolyamot X-el, a lejaratkori (1" id6pontbeli) azonnali
arfolyamot pedig Sp-vel jeloljiik, akkor a vételi opcidk értéke képletben

max (S — X, 0).

Eladési opcié esetén az opcié értéke lejaratkor a kotési drfolyam és az azonnali arfolyam
kiilonbsége, vagy nulla, ha az azonnali arfolyam magasabb, mint a kotési arfolyam.

Mint az el6z6ekbdl lattuk minden opcids tigyletnek két oldala van. Az egyik oldalon az
a befektetd &ll, aki hosszu poziciéban van (aki megvette az opciét), a masik oldalon pedig
rovid poziciéban 16v6 befektetd van (aki eladta ill. kiirta az opciét). Az opcié kiirdja
induldskor pénzt kap, de késébb kotelezettségei lehetnek. A vételi opcié kiirdja eladési
kotelezettséget, mig az eladdsi opcié kiirdja vételi kotelezettséget villal. A kifré befektetd
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nyeresége vagy vesztesége pontosan az ellentettje, mint az opciét megvisarolé befektetd
nyeresége vagy vesztesége. Ezek alapjin négy alapvetd opcids pozicié lehetséges, ezek a
kovetkezok.

Hosszi pozicié egy vételi opcidban, vételi jog (LC)

Hosszu pozicié egy eladdsi opcidban, eladdsi jog (LP)

Rovid pozicié egy vételi opciéban, eladési kotelezettség (SC)
Rovid pozicié egy eladdsi opcidban, vételi kotelezettség (SP)

| L o=

A négyféle opcids pozicié lejaratkori értékét (kifizetését) az aldbbi képletekkel adhatjuk
meg. Az opciénak mint lattuk kétféle értéke lehet attdl fiiggben, hogy mi a részvény
lejaratkori drfolyama. A kotési arfolyamot X-el, a lejaratkori azonnali drfolyamot pedig
St-vel jelolve az aldbbi téblazat mutatja az opcié értékét (kifizetését). A tabldzatban a
lehetséges részvény arfolyam esetén adodé kifizetéseket is megadtuk.

] Ertek | Sr <X |Sr>X|  képletben |
1. | Vételi jog (LC) 0 Sr—X max(Sr — X, 0)
2. | Eladési jog (LP) X —Sr 0 max(X — S7,0)
3. | Eladési kotelezettség (SC) 0 X — Sr | —max(Sy — X, 0)
4. | Vételi kotelezettség (SP) | Sp— X 0 —max(X — S7,0)

Az opcidk nyereségét ugy kapjuk, hogy az opcié lejaratkori értékét moédositjuk az
opcios dfjjal, csokkentjiik a hosszi pozicidk esetén, noveljiik a rovid poziciok esetén. Ha
C ill. P jeloli a vételi ill. eladdsi opcié dijat, akkor az aldbbi tdbldzat mutatja a négyféle
opcié nyereségfiiggvényét

1. | Vételi jog (LC) nyeresége max (S — X,0) — C
2. | Eladési jog (LP) nyeresége max(X — S7,0) — P
3. | Eladési kotelezettség (SC) nyeresége | — max(Sy — X,0) + C
4. | Vételi kotelezettség (SP) nyeresége | —max(X — Sp,0) + P

Az alédbbi dbrdkon az opcidk nyereségét dbrazoltuk az opcié lejaratkori drfolyaménak
fiiggvényében. A kotési drfolyam 20, az opcids dij pedig 2.

18] 18]
16} 16]
14 14
124 12]

NOI N B o

10 2 30 40 10 0 30 40

LC nyereségfiiggvénye LP nyereségfiiggvénye
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10 2 30 40 10 0 30 40

A=Y

-12
-14
-16
-18

L < =~

SC nyereségfiiggvénye SP nyereségfiiggvénye

Az amerikai opcidk esetében nem ilyen koénnyii eligazitdast adni abban a kérdésben,
hogy mikor érdemes az opciét lehivni. Egy biztos: csak olyan vételi opciét érdemes
lehfvni, amelynél a termék azonnali drfolyama magasabb a kotési drfolyamndl, és csak
olyan eladdsi opcidt, amely esetén az azonnali drfolyam alacsonyabb a kotési arfolyamnal.

3.2. Opciés stratégiak

A spekuldnsok azért kedvelik az opcidkat, mert a legkiilonfélébb nyereségfiiggvényeket
alkothatjdk meg az opcidk segitségével, attdl fiiggben, hogy mik az adott spekuldns
arelképzelései. Az aldbbiakban a legismertebb stratégidkat ismertetjiik.

3.2.1. Egy opcidt és egy részvényt tartalmazé stratégia
Biztonsdagi eladasi jog stratégia

Tekintsiik az aldbbi stratégidt: befektetiink egy részvénybe és ugyanerre a részvényre
vasarolunk egy eladdsi jogot. Ennek a portfélionak az értéke az opcié lejaratakor nem
mds mint a részvény lejaratkori arfolyamanak és az opcié lejaratkori értékének az 6sszege,
azaz

St + max(X — Sz, 0).

A portfélié nyereségét a részvény nyereségének és az opcié nyereségének sszege adja. A
nyereséget gy kapjuk, hogy az értékbdl kivonjuk a létrehozds koltségét, azaz a részvény
esetén a kezd6 drfolyamot, opcié esetén pedig az opcié dijat vonjuk ki az értékbol, azaz
portfélié nyeresége

ST—So+maX(X—ST,O) — P.
Az aldbbi dbrdn a vastag vonal a portfélié nyereségét, a szaggatott vonal a részvény

nyereségét, a vékony vonal pedig az opci6 nyereségét mutatja. Az dbran a kotési arfolyam
X =20, az opcids dij P = 2, a kezd6 arfolyam Sy = 18.
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20

10

-10

Biztonségi put stratégia

Ez a stratégia valamiféle biztositdst jelent a részvény arfolyaménak csokkenése ellen,
mivel korldtozza a veszteséget. A részvény drfolyamédnak novekedése esetén az a védelem
ara, hogy a nyereség csokken a sziikségtelennek bizonyult opcié koltségével.

Fedezett eladasi kotelezettség stratégia

Befektetiink részvénybe és ugyanerre a részvényre eladunk egy vételi jogot (eladdsi kotele-
zettséget vallalunk). Ennek a portfoliénak az értéke az opcié lejaratakor

ST - max(ST - X, 0),

a nyeresége pedig az opcié dijaval novelt és a részvény kezdo arfolyamaval csokkentett
érték, azaz
St — Sy — maX(ST — X, 0) + C.

A aldbbi dbra mutatja a portfolié nyereségét. Az dbran a kotési drfolyam X = 20, az
opciés dij C' = 2, a kezd drfolyam Sy = 18.

20

10

a ~7 20 30 40
10

Fedezett eladési kotelezettség stratégia

Ezt a stratégiat azért nevezik fedezettnek, mert az esetleges részvényeladdsi kotelezett-
séget fedezi a portféliéban tartott részvény.
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3.2.2. Kiilonbozeti stratégiak

A kiilonbozeti stratégidk lényege, hogy két vagy tobb egyforma tipusi opciéban véllalunk
poziciot.

Vertikalis kiilonb6zet (money spread)

A vertikalis kiilonbozet két opciobdl all. Két fajtdja van. Ha vételi opcidkbdl allitjuk
eld, akkor az er6sodd kiilonbozetet (bull spread), ha pedig eladdsi opcickbdl, akkor a
gyengiil6 kiilonbozetet (bear spread) kapjuk. Az erésod6 kiilonbozet egy vételi opcié (LC)
alacsonyabb kotési arfolyammal (X;) torténd vételét és egy vételi opcié (SC) magasabb
arfolyammal (X3) torténd kifrasat jelenti. A gyengiil6 kiilonbozet ezzel ellentétben egy
eladési opcié (SP) alacsonyabb kotési drfolyammal torténd kifrasat és egy eladdsi opcié
(LP) magasabb kotési drfolyammal torténd vételét jelenti.

Az er6sodo kiilonbozet értékét és a benne szerepld portfoliG-elemek lejaratkori értékét
az aldbbi tabldzatba foglalhatjuk.

Sr<X; | Xi<Sr <Xy | Sr>X, képletben
LC 0 ST —X1 ST—Xl maX(ST —Xl,O)
SC 0 0 X2 — ST — maX(ST — XQ, O)
Osszesen 0 St — X, Xo— X4

Legyen az egyik vételi opcié vételara (', a masik vételi opci6 eladdsi dra Cs, ekkor a
portfolié nyereségét az aldbbi képlettel irhatjuk le

maX(ST — Xl, O) — Cl — maX(ST — Xg, 0) + Cg.

0 10 2] 30 40

Er6sodo kiilonbozet

Hasonléan kaphatjuk meg a gyengiil6 kiillonbozet nyereségfiiggvényét, amelyet az alab-
biakban kozliink grafikonjaval egyiitt.

— max(Xl — ST, 0) + P1 + maX(X2 — ST; O) — P2.
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0 10 20 30 40

Gyengiil6 kiilonbozet

A vertikdlis kiilonbozeteknek - a fenti dbrakbdl ldthatéan - az a jellegzetességiik,
hogy mind a veszteséget, mind pedig a nyereséget korlatozzdk. Az er6sodo kiilonbozet
stratégidt, mint neve is mutatja, akkor érdemes alkalmazni, ha a spekuldns az arak
emelkedésére szamit, a gyengiilot pedig akkor, ha inkdbb az drak csokkenésére szamit.

A vertikdlis kiilonbozeti stratégia mellett léteznek horizontélis kiilonbozeti stratégidk
(time spread) is, ahol az opcidk a lehivasi id6ben térnek el.

Pillangé6 (butterfly spread)

A pillang6 pozicié létrehozdséhoz harom opcidra van sziikségiink. Ez is kialakithaté vételi
ill. eladdsi opciékbal.

A vételi opcidkbdl torténd kialakitds esetén kétféle kotési arfolyammal kell egy-egy
vételi opciét venniink és a két kotési arfolyam kozé esé harmadik kotési darfolyammal pedig
két vételi opcidt kifrnunk. Az aldbbi tédbldzat a portfélié kifizetését mutatja a lejaratkori
arfolyam fiiggvényében. A mésodik sszesen sorban az az eset all, amikor a kozéps6 kotési
arfolyam a két széls6 szamtani dtlaga.

’ ‘STSXl‘X1<ST§X2‘X2<ST§X3‘ ST>X3 ‘
LC 0 ST—Xl ST—Xl ST—Xl
LC 0 0 0 St — X3
2 db SC 0 0 2(Xy — St) 2(Xy — St)
Osszesen 0 St — X, 2Xo — X1 — 57 | 2Xo — X5 — X3
Osszesen 0 St — X, X3 — Sr 0

A pillangé portfélié nyereségfiiggvénye és annak grafiakonja az aldbbi

max (S — X1,0) — C1 + max(Sr — X3,0) — C3 +
+2[— max(Sr — X5,0) + Cs]
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Pillang6 nyereségfiiggvénye

Az eladdsi opcidk segitségével gy hozhatunk létre pillangét, hogy a legalacsonyabb és
legmagasabb kotési arfolyammal egy-egy eladdsi opciot vesziink, a kozépstvel pedig két
eladési opciét kifrunk.

A pillang6 stratégidk arra spekuldlnak, hogy az eszkoz dra a lejéaratkor egy bizonyos
érték kornyezetében lesz.

A stratégia forditottja is megvaldsithaté (ezt forditott pillangénak nevezziik), ha a
poziciokban az opcidk vétele helyett kifrjuk oket, a kiirt opciék helyett pedig ugyana-
zokat megvessziik. Ekkor egy olyan portféliét allitunk eld, amely igen veszteséges, ha egy
adott érték koriil van lejaratkor a részvény drfolyama, de nyereséges, ha ettol az értéktol
jelentosen eltér.

A pillangé stratégidban igazabdl arra fogadunk, hogy a szerzdédés targydanak dra a
jovoben mennyire fog ingadozni, idegen széval mennyire volatilis. Ha az dr a lejaratig
kevésbé ingadozik, mint amennyire a piac jelenleg vérja, a pillangé stratégia varhatéan
nyereséges lesz.

3.2.3. Kombinicids stratégiak

A kombindcids stratégidk nem azonos tipusi opciékbdl dllnak, hanem vételi és eladési
opcidk is szerepelnek benne.

Terpesz (straddle)

A terpesz stratégia egy vételi és egy eladdsi opcié egyidejii vasarldsét jelenti ugyanolyan
kotési drfolyammal. Hasonléan a forditott pillangéhoz, létrehozdsakor arra spekuldalunk,
hogy a lejaratkori arfolyam a mostani kotési arfolyamtol jelentésen eltér majd (illetve a
lejdratig erésen ingadozni fog).

A terpesz pozicié nyereségfiiggvénye és dbrédja a kivetkezo:

max(Sy — X,0) — C' + max(X — Sp,0) — P
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Terpesz nyereségfiiggvénye

Ennek a stratégianak a forditottja is létrehozhaté a mér emlitett médszerrel: ha a vételi
és az eladdsi opcidkat nem vessziik, hanem kifrjuk, nyereségfiiggvényiink sétor alaki lesz.
A forditott terpesz azonban rendkiviil kockdzatos pozicié: veszteségiink nincs limitélva,
akdr felfelé, akar lefelé mozdul el az drfolyam.

Széles terpesz (strangle)

A széles terpesz pozicié egy alacsonyabb kotési arfolyamu eladési és egy magasabb kotési
arfolyamu vételi opciébdl &ll. Hasonl6 a terpeszhez, a kiilonbség az, hogy a lejaratkori
drfolyam nagyobb intervallumén eredményez veszteséget, cserébe viszont ez a veszteség
kisebb, mint a terpesz legnagyobb vesztesége. Nyereségfiiggvénye az aldbbiakban lathato:

max(Xl — ST, 0) - Pl -+ maX(ST — XQ, O) — 02

=
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Széles terpesz nyereségfiiggvénye

Bal terpesz (strip) és jobb terpesz (strap)

A bal terpesz egy vételi és két eladdsi opcidbdl dll, amelynek kotési arfolyama mege-
gyezik, a jobb terpesz pedig két vételi és egy eladdsi opciébdl, ugyancsak egyezo kotési
arfolyamokkal. A stratégia lényege az, hogy ha nagyobb valésziniiséget adunk a piac el-
mozduldsdnak az egyik irdnyba, nyereségiink nagyobb lesz, ha ez a varakozasunk be is
teljesiil.
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A bal terpesz nyereségfiiggvénye és dbraja:

max(Sr — X,0) — C + 2[max(X — Sr,0) — P)]
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Bal terpesz nyereségfiiggvénye

A jobb terpesz nyereségfiiggvénye és dbrija:

2[max(Sy — X,0) — C] + max(X — S7,0) — P]
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Jobb terpesz nyereségfiiggvénye

Javasoljuk az olvasénak, hogy probdljon meg kiilonbozo stratégidkat megalkotni az
opciékbol.

3.3. A Put-Call paritas

Mint tudjuk a biztonsdgi put portféli6 egy részvény vasarlasabol és egy erre a részvényre
sz0l6 eladési jog vasdrlasabol all. Ez a portfolié egy garantalt alsé korlattal rendelkez6 ki-
fizetést biztosit, de nem korlatozza a részvényarfolyam noévekedésekori nyerési lehetoséget.
Ilyenfajta biztonsdg maés portféliéval is kialakithaté. Ha vesziink egy vételi jogot és egy
kincstédrjegyet, akkor ez a portfélié is korldtozza az drfolyam csokkenéskori kockazatot
korlatlan nyereség lehetosége mellett.
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A biztonsagi put portfélié értéke a lejaratkori idépontban, mint azt mér korabbrol
tudjuk.

| Els6 portfslis | Sr <X |[5r>X|

részvény értéke (R) St St
eladdsi opci6 értéke (LP) | X — Sy 0
portfolié értéke (R+LP) X St

Vizsgaljuk meg a méasodik portfélié értékét, ahol vdsdrolunk egy vételi jogot és az
opcié kotési drfolyamdval megegyez6 névértékii és az opcié lejdratdval megegyezo lejarati
kincstédrjegyet. A kockdzatmentes kotvény mint tudjuk a lejaratkor névértéken jar le, igy
a masodik portfélié lejaratkori értékét az aldbbiak szerint frhatjuk.

| Mdsodik portfélic [ Sp < X [ Sp>X |

kotveny értéke (K) X X
vételi opci6 értéke (LC) 0 Sr—X
portfolio értéeke (K+LC) X St

A fentiekbél lathatd, hogy a két portfélié mindig azonos kifizetést biztosit. Az egységes
ar torvénye alapjan a portfélick létrehozdsi koltségének is meg kell egyezni. Ezért a
részvénybdl és eladdsi opciébdl 4116 portfolionak ugyanannyiba kell keriilnie, mint a kotvény-
bél és vételi opcidbdl allé portfélionak. A részvény megvasarldsa Sp-ba keriil (a nulladik
idépontbeli drfolyam). A vételi opcié ar C, az eladési jog dra pedig P. Az X névértékii
kotvény induldskori értéke (jelenértéke) a kockdzatmentes kamatldbbal diszkontalt érték,
azaz X/(1+r)T, folytonos kamatozdst feltételezve pedig Xe 7. Ezek alapjdn az aldbbi
egyenlet irhaté

So+P=Xe " +C.

Ezt az egyenletet Put-Call paritdsnak nevezik, mert a vételi és az eladési opcié dra
kozotti kapcsolatot adja meg. Ha ez a paritdsos kapcsolat nem éll fenn, akkor arbitrazsra
nyilik lehetéség. Ezt a fontos informéciét egy tétel forméjaban is kimondjuk.

TETEL:

Legyen C' egy vételi opcié dra, amely lehetévé teszi, hogy tulajdonosa X kotési ar-
folyamon vésaroljon a T lejarati idoben egy részvényt és legyen P egy eladasi opci6 éra,
amely lehet6vé teszi, hogy tulajdonosa X kotési drfolyamon eladjon a T lejérati idében
egy részvényt. Legyen tovdbbd Sy a részvény 0 kezd6idében a részvény arfolyama. A
T lejérati idbig érvényes (folytonosan szamitott) r kockdzatmentes nominélis kamatlabat

feltételezve, vagy
So+P=Xe""+C,

vagy van arbitrazs lehetoség, azaz ki lehet alakitani olyan portféliét, amelynél barmilyen
részvényarfolyam kimenet esetén biztos nyerési lehetoség all fenn.

A tétel bizonyitdsa.

1.) Elészor azt az esetet vizsgéljuk, amikor Sy + P < Xe T + C.

Ekkor alakitsuk ki az aldbbi portféliot

- vesziink egy részvényt,

- vesziink egy eladdsi opciot és

- eladunk (kifrunk) egy vételi opciot.

Ennek a portféliénak a létrehozasi koltsége Sy + P — C. Ennek fedezéséhez So+ P —C
mennyiségii pénzosszeget koleson vesziink a banktdl, amelyet T-ben vissza kell fizetniink
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kamatostol, vagyis T-beli kiaddsunk (Sy + P — C)e"”. Most nézziik meg, hogy mit ér a
portfélié T-ben. Két esetet vizsgalunk, attdl fiiggden, hogy mekkora a részvény arfolyama.

a) Ha Sy < X, ekkor

- a megvett eladdsi opcidval élni fogunk, hisz X-ért el lehet adni a részvényt S < X
helyett, igy ebbdl a portfélié elembdl a bevételiink X lesz,

- az eladott vételi opcié értéktelen, mert az opcié vevije nem fog élni vételi jogaval,
hisz X-ért nem vésdrol, mikor a t6zsdén S < X arfolyamon is tud vésarolni.

Tehat a bevételiink St < X esetben X.

b) Ha S > X, ekkor

- a megvett eladdsi opcié értéktelen, mert nem érdemes X-ért eladni a részvényt
St > X helyett,

- az eladott vételi opciét az opcié vevdje érvényesiteni fogja, tehat kotelességiink X-ért
eladni neki a részvényt, igy ebbdl a portfélié elembdl a bevételiink X lesz.

Tehdt a bevételiink az St > X esetben is X.

A T-beli bevétel és 0-beli kiadds kiilonbsége X — (S + P — C)e™, ami az Sy + P <
Xe ™ 4+ C kiindulé feltételezésiink miatt pozitiv, tehat biztos nyereségre tettiink szert.

2.) Most azt az esetet vizsgéljuk, amikor Sy + P > Xe T + C.

Ekkor alakitsuk ki a kovetkezo portfoliét

- eladunk egy részvényt,

- eladunk (kifrunk) egy eladési opciét és

- vesziink (kifrunk) egy vételi opcidt.

Ennek a portfélionak a létrehozédsa Sy + P — C' bevételt eredményez. Ezt a So+ P —C
mennyiségii pénzosszeget betessziik a bankba, amelyet T-ben kamatostél visszakapunk,
vagyis T-beli bevételiink (So+ P —C)e™ . Most nézziik meg, hogy mit ér a portfélié T-ben.
Két esetet vizsgalunk, attol fiiggben, hogy mekkora a részvény arfolyama.

a) Ha Sy < X, ekkor

- az eladott eladdsi opcid (vételi kotelezettség) esetén a vevd, aki megvette az eladdsi
jogot, élni fog jogdval, azaz eladja nekiink a részvényt X-ért, amit kotelességiink megvenni,
igy kiaddsunk ebbdl a portfélié elembdl X lesz,

- a megvett vételi opcio értéktelen, mert nem érdemes X-ért részvényt vasdrolni, mikor
a tézsdén S < X drfolyamon is tudndnk venni.

Tehat a kiaddasunk Sy < X esetben X.

b) Ha Sy > X, ekkor

- az eladott eladési opci6 (vételi kotelezettség) értéktelen, hiszen a vevd nem fog X-ért
eladni a részvényt Sp > X helyett.

- a megvett vételi opciét érvényesiteni fogjuk, vesziink részvényt X-ért eladni, igy
ebbdl a portfolié elembdl a kiaddsunk X lesz.

Tehst a kiaddsunk az St > X esetben is X.

A O-beli bevétel és a T-beli kiadds kiilonbsége (So + P — C)e™ — X, ami az Sy +
P > Xe ™ + C kiindulé feltételezésiink miatt pozitiv, tehdt ebben az esetben is biztos
nyereségre tettiink szert.

Ezzel a Put-Call paritdsra vonatkozé tételt bebizonyitottuk.
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Végezetiil megjegyezziik, hogy a bizonyitast végezhettiik volna a pénziramlési tablazat
segitségével is. Az aldbbiakban az 1. eset bizonyitdsdt mutatjuk be. A portfolié kialakitasa-
nak koltségéhez a banktél Xe ™7 hitelt vesziink fel, amit lejaratkor kamatostdl visszafize-
tiink, azaz Osszesen X-et.

| \ Indulds | ST <X |[5r>X|
részvény vasarldsa —So St St
eladési opcié vétele (LP) —P X —Sr 0
vételi opci6 eladdsa (SC) C 0 X —Sr
hitel felvétel Xe Tt -X -X
Osszesen Xe ™ +C —-Sy+ P 0 0

A lejaratkor mindkét kimenet esetén zérus a pénzéramlds, induldskor pedig Xe "7 +
C — Sy — P. A feltételezés szerint Sy + P < Xe ™" + C, igy az induldskor pozitiv a
pénzéramldsunk, azaz nyereségre tettiink szert. Hasonléan bizonyithaté a 2. eset is.

3.4. Egzotikus opcidk

Egzotikus opcidknak azokat a bonyolultabb opcidkat nevezziik, amelyek a kozonséges
europai ill. amerikai vételi vagy eladdsi opcidktdl eltérnek.

Azsiai opciék
Az &dzsiai opcidk olyan opcidk, amelyek attodl fiiggd Osszeget fizetnek, hogy mekkora
volt az opcié targyanak atlagos drfolyama az opcié futamidejének egy szakasza alatt.

Binaris opcidk

A bindris vagy fogaddsos opcidknak fix kifizetésiik van, amely attdl fiigg, hogy az
eszkoz bizonyos kovetelményeknek eleget tesz-e. Példdaul az opcié nem fizet semmit, ha
lejaratkor a részvénydrfolyam a kotési drfolyam alatt van és egy fix Osszeget fizet, ha
folotte van.

Visszatekint6 opcidk

A visszatekintd opcidknak olyan kifizetésiik van, amely a részvény drfolyama dltal az
opcié futamideje alatt elért minimélis vagy maximélis ardtol fiigg. Példaul lehet a kifizetés
a futamido alatt elért maximalis drfolyam és a kotési arfolyam kiilonbozete.

Limitaras opciék
A limitdras opciok kifizetése nemcsak a lejaratkori arfolyamtdl fiigg, hanem attdl is,
hogy az opcié élettartama alatt a részvény drfolyama atlép-e egy adott korlatot.

Vialaszthato opcié
Az opcié tulajdonosa egy meghatdrozott idéperiédus utdn eldontheti, hogy az opcié
vételi vagy eladédsi jog legyen.

3.5. Az opcidk értékének lehetséges tartomanyai

Ebben az alfejezetben olyan osszefiiggéseket adunk az opcié ardra, amelyekhez nincs sziik-
ségiink sem a részvény volatilitdséra (drfolyamanak valtozékonysdgdra), sem a részvényar
alakuldsat meghatédrozé valdszintiségi mutatékra.
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3.5.1. Also korlatok

Az opcidk értékének legnyilvanvalébb lehetséges alsé korlatja, hogy az opcié értéke nem
lehet negativ, azaz
C >0, P >0.

A vételi opcié drara egy jobb alsé korlatot is feldllithatunk. Tekintsiink két portféliot.
Az egyik portféli6 egy részvényre szdl6 vételi opciét tartalmazzon, a masik pedig ugyaneb-
bél a részvénybdl és egy Xe " hitelfelvételbdl dlljon. A mésodikat szokds tokedttételes
poziciénak is nevezni. A hitel kamatostdl valé visszafizetése az opcié lejaratdnak napjan
esedékes. A portfolidk értékét az aldbbi tdbldzatok mutatjak a részvény arfolyamédnak
fiiggvényében a lejaratkor.

| Els6 portfolié | Sr<X|Sr>X|
| vételi opcid értéke (LC) [ 0 | Sp— X |
’ Tokeattételes pozicié \ Sr< X \ Sr>X ‘
részvény értéke (R) St St
hitel+kamat torlesztés (HK) -X -X
portfolié értéke (R+HK) Sr—X | Spr—X

A fentiekbdl lathats, hogy a két portfélionak Sr > X esetben ugyanaz a kifizetése
lesz. Viszont S < X esetben a vételi opcié tobbet ér, mint a tokedttételes pozicié negativ
kifizetése. Mivel tehdt az opcié kifizetése mindig nagyobb vagy egyenld a tokedttételes
pozicié kifizetésénél, igy az egységes ar torvénye alapjén a portfélidk létrehozasi koltsége
kozott is ennek a viszonynak kell fenndllni. Eszerint a vételi opcié ardnak nagyobbnak
vagy egyenlonek kell a lennie a tokedttételes pozicié létrehozésdnak koltségével, azaz a
részvény Sy nulladik idépontbeli drfolyaménak és a hitelnek a kiilonbségével, azaz

C>8—Xe .

Megjegyezziik, hogy a fenti korlat a Put-Call paritasbdl is kijon, mivel P-rél tudjuk,
hogy P > 0.
Figyelembevéve a nyilvanvalé zérus alsé korldtot, a vételi opcié C' drara az aldbbi als6
korlat irhaté
C > max(Sy — Xe "1, 0).
Az eladési opcidra is felirhatunk egy felsé korlatot, amelyet legegyszeri{ibben a Put-Call
paritasbdl olvashatunk ki, ez a kovetkezo

P> maX(Xe_TT — S, 0).

3.5.2. Felso korlatok

A vételi opcidra az indulé Sy részvénydr egy felsé korlatot szab, hiszen senki nem fizetne
Sp-ndl tobbet egy olyan részvény megvasarldsanak jogdért, amely a védsdrlaskor Sp-t ér.
Igy

C < Sp.
Az eladdsi opci6 arédra pedig a

P<X
fels6 korlat érvényes. Ha a részvény dra nulldra esne, még akkor sem tudna az eladési
opcié tulajdonosa a részvény eladasaval X-nél tobb pénzhet jutni, igy nem is fizetne X-nél
tobbet az eladési jogdért.
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3.6. Az opcidk arazasa

Az eddigiekben mér nagyon sok ¢sszefiiggést ismertiink meg az opcidk draival kapcsolat-
ban, de még nem adtunk valaszt arra, hogy mennyit ér valdjaban egy opcié. A tovab-
biakban ezzel foglalkozunk részletesen. Megismeriink tobbféle értékelési médszert, majd
végiil levezetjiik a nevezetes Black-Scholes formulat.

3.6.1. Binomidlis opciéarazasi modell
Egyperiédusi binomiilis fak

Arbitrazsmentességen alapulé értékelés. A konnyebb megértés végett kezdjiik egy
szampéldaval és az eredményeket dltaldnositani fogjuk. Tekintsiink egy eurépai vételi op-
ciét, amelynek kotési drfolyama X = 210, futamideje 6 hénap, azaz T = 0.5 év. Ennek
a vételi opcidénak az értékét, ardt szeretnénk meghatdarozni. A kiinduldskori részvényar-
folyam legyen Sy = 200 és tételezziik fel, hogy az opcié lejaratakor a részvény drfolyama
két érték lehet, vagy ST = 220 vagy pedig S~ = 180. Az opcié értéke lejdratakor tehat
vagy 10 vagy 0, attdl fiiggben, hogy a részvény arfolyama nott vagy csokkent. Megkony-
nyiti a tdjékozoéddast, foleg a késébbi dltaldnositdsokndl, ha a részvénydrfolyamokat és az
opci6 értékeket egy abraval (fagréffal) szemléltetjiik. A csucspontokhoz feliilre a részvény
arfolyamét, alulra az opcié értékét frjuk.

220

10
200

/
59
3

Ebben a leegyszeriisitett esetben viszonlag konny{i lesz az opciét drazni. Az arbitrédzs
lehetéséget kell kizarni. Allitsunk dssze egy portfoliot, ami részvénybél és az arra szolé
vételi opciobdl dlljon. A részvényben hosszi poziciénk legyen, azaz részvényt vasédrol-
unk, a vételi opciénkbdl pedig rovid poziciénk legyen, azaz kifrjuk az opcidt, ami eladési
kotelezettséget jelent. Azt akarjuk, hogy ez a portfélié kockdzatmentes legyen, azaz a
kimenettol fiiggetlen legyen az értéke a lejaratkor. Mivel a portfélié csak két elemet
tartalmaz és a kimenetek szama is csak kettd, igy biztosan kialakithaté kockdzatmentes
portfolié. Alljon a keresett portfolié A mennyiségii részvénybol és 1 rovid poziciés vételi
opciébdl. Ennek a portfélionak az értéke vagy 220A — 10 vagy 180A. A portfélié akkor
kockazatmentes, ha a két kimenetre azonos kifizetést biztosit, azaz

220A — 10 = 180A,

amelybdl
A =0.25

adodik. Tehét a kockdzatmentes portfolié 0.25 részvénybdl és 1 vételi opciébdl &ll. A
lejaratkor a portfélié értéke 45. Miutdan a portféliénak nincs kockdzata, hozaménak meg
kell egyeznie a kockdzatmentes kamatldbbal. Tegyiik fel, hogy a kockdzatmentes kamatlab
évi 12 %, azaz r = 0.12. A lejaratkori hozamot visszaszamolva az induldsra (jelenértéket
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szdmolva) 45¢7 01205 = 42379 adédik. Ez tehdt a portfslié induldskori értéke. Ennek
egyenlének kell lenni a portfolié kialakitds koltségével, azaz

42.379 = 200A — C,

amelybol C' = 7.621 addédik az opcio értékére. Ha az opcio értéke 7.621-nél nagyobb vagy
kisebb lenne, akkor arbitrdzs lehetoség dllna fenn. Ha az opcié dra 7.621-nél magasabb
lenne (feliildrazas), akkor a portfélié létrehozasa 42.379-nél kevesebbe keriilne, igy a koc-
kédzatmentes kamatlabndl nagyobb nyereséget biztositana. Amennyiben viszont 7.621-nél
alacsonyabb lenne (aluldrazés), akkor a részvényt rovidre adnank el, ami a kockdzatmentes
kamatlabndl olcs6bb hitel felvételére adna maédot.

A részvény rovidre eladédsat az aldbbiakban magyardzzuk. Normél esetben vesziink
egy részvényt és azt eladjuk, rovidre eladds esetében pedig eloszor eladjuk a részvényt
majd megvessziik. Mindkét esetben tehdat részvény nélkiil kezdiink és végziink. A rovidre
eladds a részvénydr csokkenésébdl biztosit profitaldsi lehetdséget. A tézsdén természetesen
a rovidre eladds szabdlyozva van, csak drnovekedéskor lehet révidre eladni.

Ahhoz, hogy a fenti gondolatmenetet felhasznalhassuk az opciédrazds bonyolultabb
médjaiban, formuldzzuk meg a szémitasainkat. Legyen S az indulé drfolyam, amely felfelé
vagy lefelé mozdulhat el a T lejarati id6 végére, mégpedig S-r6l Su-ra ill. S-rél Sd-re,
ahol u > 1,0 < d < 1. Ez azt jelenti, hogy a részvény arfolyama 100(u — 1) %-kal nd ill.
100(1 — d) %-kal csokken. Ha a részvény &arfolyama Su-ra novekszik, akkor tegyiik fel,
hogy az opcié értéke C',, csokkenés esetén pedig legyen az opcié értéke C.

A portfélié dlljon A mennyiségii részvénybol és 1 kiirt vételi opcidbdl, ekkor a két kimenet
esetén a portfélio értéke

Sul — C,, ill. SdA — Cy.

A két érték egyenld, ha
Cu—Cy
Su — Sd

Tehdt a A, amely a kockdzatmentes portfélioban a részvény mennyiségét jelenti, nem
mds mint az opcié és a részvény darvaltozasanak a hanyadosa. Tehdt az drvéaltozasok
ardnyaban kell tartani részvényt és opciét a portféliéban. Ezt az ardanyt fedezeti ardnynak
vagy kockdzatmentes lefedezésnek is nevezik. Az elnevezés onnan ered, hogy A meny-
nyiségii részvényt kell tartani a rovid poziciéban tartott vételi opcié mellett, ahhoz, hogy
az opcios pozicidt kockdzatmentesen fedezziik.

A példdban indokolva, a portfélié jelenértékének meg kell egyezni a portfolié 1étre-
hozédsdnak koltségével, azaz fenn kell dllnia, hogy

A =

(Sul — C)e T = SA — C.
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Ha ebbe a képletbe a A-t behelyettesitjiik, akkor egyszerii atalakitdsokkal a kovetkezd
formulét kapjuk a C opcids dijra

C=e " pCy + (1 = p)Cy , (3.1)
ahol Ty
et —
P=——a (3.2)

E két utébbi formula szolgdl az egyperiédusi binomidlis modell szerinti drazédsra. Az
el6z6 példa adataival szamolva, ahol u = 1.1, d =0.9, »r =0.12, T'=0.5, C, = 10, C; =
0. A p értéke

60.12~0.5 —09
= ——— = 0.80918
P="11-09 ’

az opcio értéke pedig

C = e %%(0.80918 - 10 + 0.19082 - 0) = 7.621 .

Megjegyezziik, hogy ugyanezt az eredmény kapjuk, ha a portféliét egy kicsit dltaldno-
sabban fogalmazzuk meg és egy kicsit méasképpen okoskodunk. Ezt a megkozelitést a fenti
példa adataival az aldbbiak mutatjuk be.

Alljon a portfélié = mennyiségii részvénybdl és y mennyiségii vételi opciébél. Az z,y
értékek lehetnek pozitivok vagy negativok is. Ha x pozitiv, akkor x mennyiségii részvényt
vasdrolunk, ha negativ, akkor pedig —z mennyiségii részvényt eladunk. Hasonléan, ha y
pozitiv, akkor y mennyiségii vételi opciét vasdarolunk, ha negativ, akkor pedig —y meny-
nyiségii vételi opciot eladunk (eladdsi kotelezettséget vallalunk). A gondolatmenetet

A portfélio értéke a lejaratkor 220x+ 10y, ha az arfolyam 220, ill. 180x, ha az arfolyam
180.

Ez a portfélié akkor kockazatmentes, ha a két kimenetkor azonos az értéke, azaz

220x + 10y = 180x,

amelybol
r = —0.25y

adodik. Tehdt els6 észrevételiink, hogy a kockdzatmentes portféliéban x és y elbjele el-
lenkez6. Ha y pozitiv, akkor y mennyiségii vételi opciét vasarolunk és 0.25y mennyiségii
részvényt eladunk. Hasonléan, ha y negativ, akkor —y mennyiségii vételi opciét eladunk
és —0.25y részvényt vésarolunk. Az el6zéeknek megfeleld eredményt kaptunk, ahol az
y = —1 esettel dolgoztunk és z = A = 0.25 adédott.

A portfélié induldskori értéke 200x + Cy. Ha ez pozitiv, akkor ennek megfeleld
pénzosszeget betesziink a bankba, ha ez negativ, akkor felvesziink a banktdl pénzt, hogy
a kiaddsunkat fedezni tudjuk. Az opcié lejaratkori idépontjaban vagy kamatostdl vissza-
kapjuk a banktol a pénzt, vagy kamatostdl visszafizetjiikk a banknak a pénzt, mégpedig
eléjelhelyesen €%120-5(2002 + Cy) mennyiséget. A lejaratkor a nyereségiink (N) a portfoli6
értékének és az eldjelhelyes €129-5(200z + Cy) mennyiségnek a kiilonbsége lesz, azaz

N = 180z — €*'*%5(200x + Cy),
amelybol, felhaszndlva, hogy x = —0.25y, az aldbbi nyereséget kapjuk.
N = y€0.12-0.5<50 o 45670.12-0.5 o C)
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Ha C = 50 — 45¢7 %1205 = 7,621, akkor a nyereség 0. Egyéb esetben, akdr nagyobb, akar
kisebb az opcié értéke 7.621-nél, mindig tudunk olyan portféliét kialakitani, amelynél
biztosan pozitiv nyereséget ériink el. Ha ugyanis C' > 7.621, akkor y < 0 vdlasztassal
pozitiv lesz a nyereségiink, ha viszont C' < 7.621, akkor y > 0 valasztdssal lesz pozitiv
a nyereségiink. Tehat feliillarazdskor a nyerd stratégiank az, hogy vételi opciét adunk el
(kifrunk) és részvényt vasarolunk, alularazéaskor pedig vételi opciét vasarolunk és részvényt
adunk el. A biztos nyerési stratégia lehetdségét nevezziik arbitrazsnak.

Egy kis szdmolds utén ebben az esetben is az eldzéekben levezetett (1), (2) képleteket
kapjuk.

Kockizatsemleges értékelés. Az aldbbiakban egy mésik értékelési megkozelitést mu-
tatunk be. A C-re a fentebb levezetett (1), (2) képletekben szereplé p-t az drfolyam-
novekedés valdsziniiségeként is felfoghatjuk, az 1 —p-t pedig a csokkenés valésziniiségének,
ekkor a C-ben szerepld

pC, + (1 —p)Cy

kifejezés az opcié varhaté értékét adja a lejaratkor. A C'—re felirt (1) egyenlet szerint az
opcié ara nem més, mint ennek a virhato kifizetésnek a jelenértéke.
A p-nek ilyen médon valé értelmezése alapjén a részvényarfolyam T-beli varhaté értéke

E(Sr) =pSu+ (1 —p)Sd.
Ha most p helyébe a behelyettesitjiik a p-re adott (2) képletet, akkor
E(Sr) = Se™

adddik, amely azt mutatja meg, hogy a részvényarfolyam &dtlagosan a kockdzatmentes
kamatlabnak megfeleld iitemben novekszik. Az a feltételezés, hogy a p-t az drfolyam
novekedés valészintiségének tekintjiik, egyenértékii azzal a feltételezéssal, hogy a részvény
varhaté hozama egyenl6 a kockdzatmentes kamatlabbal. Ezzel a kockdzatsemleges értékelés-
sel is megoldhatjuk a bevezetoben emlitett feladatot. Eszerint a p-nek ki kell elégitenie
a

220p + 180(1 — p) = 200>

egyenletet, amelybdl p = 0.80918 . Az opcié varhato értéke
10p 4+ 0(1 — p) = 8.0918,
amelynek jelenértéke adja az opcié értékét
C = e *%98.0918 = 7.621.

Tehét az arbitrdzsérvelés és a kockdzatsemleges értékelés azonos eredményt ad.

Tobbperiédusii binomidlis fak

Modositsuk modelliinket oly médon, hogy a T' lejarati idot osszuk fel két azonos hosszisdgu
részre és mindkét idészakban szintén kétféle médon néhet a részvény drfolyama. Az el6z6
példanal maradva vagy 10 %-kal n6é vagy 10 %-kal csokken. A részvény arfolyamédnak
véltozdséat az aldbbi fagraffal szemléltethetjiik.
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A végpontokban meg tudjuk hatdrozni a vételi opcié értékét. Ezen értékeket is
feltiintettiik a fenti dbraba a végpontokbeli arfolyamok alatt. Célunk a fa gyokerénél
1év6 C' opcid értéket meghatdrozni. Ezt 1épésrol-l1épésre visszafelé haladva hatdrozhatjuk
meg. A tobbperiédusos modell felfoghaté egyperiédusos modellek ldncolaténak, amelyekre
vonatkozéan mar ismerjiik a szamitast. Az utolsé periddus két fels6é dgat tekintve, a két
végso pont adataibdl meghatdarozhatjuk ugyanezen periédus kezdd pontjahoz tartozé C,
opcié értéket. A kockdzatsemleges valdszintiség

012025 _ ) g

— = 0.6522
1.1-0.9 065227,

p —_=
a megfelel6 idodbeli opcidérték

C, = e 012025065227 - 32 + 0.34773 - 0) = 20.256 .

Hasonl6 szdamitdssal hatdrozhaté meg az utolsé periddus alsé két dgédn is az opcid
érték, amely ez esetben zérus (Cy = 0).

Végiil az els6 idoperiddusra is hasonlé szamitdst alkalmazva megkapjuk a vételi opci
kezd6pontbeli értékét, vagyis az opcié ardt. Mivel az arfolyam ebben a periédusban is
ugyanugy valtozott és az idéperiédus is azonos hossziisagu, igy a p érték azonos az elozdvel.
A vételi opcié dra tehat

C = e *120-25(0.65227 - 20.256 + 0.34773 - 0) = 12.822 .

A kovetkezdkben a fenti szdmolast dltaldnositjuk. Tekintsiik a részvény édrfolyamait
és az opcié értékeit szemléltetd binaris fat. A fels6 adat a részvény drfolyamat, az alsé
pedig az opcié értékét jeloli a megfelelé idépontban.
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A szamitds képletei a kovetkezok:

Cu = 6—7“T/2 [pcuu + (1 - p)cud] )
Cs = ¢ pCua+ (1—p)Cadl
C = €7TT/2 [pCu + (1 — p)Cd] .

Ha a fels6 két egyenletet az alsé egyenletbe behelyettesitjiik, akkor az aldbbi egyetlen
formuldt kapjuk az opcié ardra

C=e"" [p’Chuu+2p(1 — p)Cua+ (1 — p)*Cad] -

Ez a formula azt mutatja, hogy a kockdzatsemleges vildgban az opcié dra megegyezik
az idoszak végén adédo opcidkifizetések varhaté értékének a kockazatmentes kamatldbbal
diszkontalt jelenértékével. A végpontokban a valészinfiségek ugyanis p?, 2p(1—p), (1—p)2.
Ez az eredmény megfelel a kordbban ismertetett kockdzatsemleges értékelés alapelveivel.

Az opci6 értékének az opcidkifizetések varhato értékének jelenértékeként valé szamitasa
a példa adataival a kovetkezo

C = e 01205(0.65227% - 32 + 2 - 0.65227 - 0.34773 - 0+
+0.34773% - 0) = 12.822 .

Amennyiben ketténél tobb periédusra bontjuk az opcié lejarati idejét, ugyanigy fenn-
all a kockdzatsemleges értékelés elve. Bontsuk fel a T lejarati idot n részre. Ekkor a
végpontokban n + 1-féle arfolyam lehetséges, amelyeknek értéke (Sp-al jelolve az indulé
arfolyamot, k-val pedig azt, hogy hény részperiédus alatt nétt a részvény arfolyama a T’
id6 alatt)

SouFd*, k=0,1,2,...,n

a megfeleld valészintiségek pedig

(Z)pk(l —p)" k=0,1,2,...,n.

Mint ismeretes, a végpontokban az opcié értéke

max(Spu*d" % — X, 0) k=0,1,2,...,n.
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A fenti érvelés alapjan a vételi opcié értéke az opcié vdarhaté kifizetéseinek a jelenértéke,
képletben

C=e"" Z (Z)pk(l — p)" " - max(Sou"d"F — X,0).
k=0

Megjegyezziik, hogy a fenti gondolatmenetet nemcsak vételi opcié drazdsara, hanem
eladdsi opcio dranak meghatarozédséra is alkalmazhatjuk, csupan az eladési opcio lejaratkori
értékeit kell figyelembe venni, azaz

P=e¢"" Z (Z)pk(l —p)" " max(X — SpuFd"™*,0).
k=0

Példa:

Gyakorldsképpen hatdrozzuk meg a fenti példa adataival az eladdsi opcié drat. A
lejaratkori opcié értékek konnyen szamithatok, ezek a kovetkezok: 0, 12, 48. A visszafelé
szamolt opcié értékek

P, = e %12025(0,65227 -0+ 0.34773 - 12) = 4.0494,
Py = e 9129065227 - 12 4 0.34773 - 48) = 23.794 .

Az eladdsi opcio értéke
P = e %12035(0,65227 - 4.0494 + 0.34773 - 23.794) = 10.593 .

Természetesen szamolhattunk volna a lejaratkori opcids kifizetések vdarhaté értékének je-
lenértékével is, ekkor ugyanazt az eredményt kapjuk az eladdsi opcié értékére

P = e %1205(0.65227% - 0 + 2 - 0.65227 - 0.34773 - 12+
10.34773% - 48) = 10.593 .

Ha maér a példdban meghataroztuk mind a vételi, mind az eladdsi opcié arat, ellenoriz-
ziik, hogy fennéll-e a kétfajta opcié drdra vonatkozé Put-Call paritds. A Put-Call paritéds
képlete: Sy + P = Xe T + C, amelynek két oldala

200 + 10.593 = 210.59,
210e 91205 4 12.822 = 210.59 .

Amerikai opcidk

Eddigiekben eurépai tipusi opcidkkal foglalkoztunk. Az amerikai opcidk binomialis fa
segitségével szintén drazhatok. Az eljards hasonlé az eurépaihoz, azaz visszafelé haladunk
a fa végpontjaitol a kezddpontig, de minden csicspontndl ellenorizziik, hogy az adott
idépontban érdemes-e lehivni az opciét. A végsd csucspontokban nyilvdn azonos az opcié
értéke az eurdpaiéval.

Példa:

Példaként tekintsiink most egy amerikai tipusu eladési opciét. Legyenek az adatok az
alabbiak: Sy =100, X =104, u=12,d=08,r=5 % (évi), T =2 év,n = 2.
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A kockdzatsemleges val6sziniiség

0051 _ ()8
_ & T 062818
P=5"08 )

Az drfolyamokat és a végpontokban 1évé opciéértékeket az aldbbi fagraffal szemléltet-
hetjiik

144
0
120
F,

100 \906
P 8
80
Py
64
40

Az els6 idbészak utani két opcié érték az ismert képletekkel szamolva

P, = e %%1(0.62818 -0+ 0.37182 - 8) = 2.8295,
Py = e %9%1(0.62818 - 8 + 0.37182 - 40) = 18.928 .

Most ellendrizni kell a szamitott opcié-értékeket. Amikor a részvény arfolyama 120,
akkor nem érdemes lehfvni az eladdsi opciét, hiszen akkor csak 104 pénzegységért tudnank
eladni a részvényt. Amikor a részvény dra 80, akkor érdemes lehivni az opciét, ekkor
az opcié értéke 104-80=24. Tehat ebben az esetben azt mondjuk, hogy a lejarat elotti
lehivas optimélis és az opcié értéke 24 lesz. Ezutédn az ellendrzott és esetlegesen médositott
opcidértékekkel szdmolunk tovdbb. A kezddpontbeli opcidérték, azaz az amerikai eladési
opcioé dra

P = e %%1(0.62818 - 2.8295 + 0.37182 - 24) = 10.179 .

3.6.2. A részvényarfolyam-valtozas mértékének meghatarozasa

A binomislis modellben az u, d paraméterek a részvénydrfolyam kétféle viltozdsat mu-
tatjak egy adott idoszakban. Kérdés, hogy ezeket a fontos paramétereket mekkorira
vélasszuk meg. Tekintsiink egy At hosszisagu iddintervallumot. Feltételezéseink szerint
a részvény arfolyama geometriai Brown-mozgést végez m és o paraméterekkel. Jelolje Sy
a At hosszisagui idéintervallum elején a részvény drfolyamat. A részvény arfolyamdnak
varhaté értéke és variancidja a At hosszisagu iddintervallum végén a geometriai Brown-
mozgasndl megismert képletekkel az aldbbiak szerint irhaté fel

Soe(m+02/2)At

g
=
I

Y

VCL’/’(S) _ 3362(m+02/2)At<602At . 1).
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A kockazatsemleges értékelésnél megmutattuk, hogy
E(S) = SoerAt,

amelybdl kockdzatsemleges vildgban az drfolyammozgéds m és o paraméterei, valamint az
r kockdzatmentes kamatldb kozott az alabbi osszefiiggés &ll fenn

2 0.2

—m+ 2 ill =
— JE— 1 . f— _
r m 9 s m r 9

Az arfolyam védrhaté értékét a kockdzatsemleges p valészintiséggel szamolva, a kockazat-
semleges értékelésnél mar megismert fontos osszefiiggést kapjuk

Soe™ = pSyu + (1 — p)Sod,
amelyet Sp-al osztva
e = pu 4 (1 — p)d.
A részvény arfolyaménak variancidjat az ismert osszefiiggéssel szdamolva, kapjuk, hogy

Var(S) = E(S?) - [E(S)]* = p(Sou)* + (1 — p)(Sod)* —
—(pSou + (1 — p)Sod)>.

Ezt egyenlévé téve a geometriai Brown-mozgasra megismert varianciaképlettel (felhasznélva
az m és r kozotti Osszefliggést), rendezés utan kapjuk, hogy

S§€(2T+02)At _ pS§U2 + (1 . p)SgdZ

Osszefoglalva tehdt az alabbi két formula 4ll rendelkezésiinkre az u, d, p meghatarozédsara

e = pu+ (1-p)d,

6(2r+02)At _ qu + (1 B p)dz.
Ha harmadik feltételként felvessziik az

1
U= -

d

eloiréast, akkor az u, d, p paraméterekre az alabbi képleteket kapjuk

u = eoAt’
o —oAt
d = e ,
erAt —d
p = —F.
u—d

A felfelé és a lefelé valé mozgds mértékét tehat a részvény arfolyam volatilitdsdnak fiigg-
vényeként kaptuk meg.
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3.6.3. A részvényarfolyam volatilitasanak mérése

Az €el6z6 pontban megismertiik, hogy a részvény arfolyamdnak felfelé és lefelé torténd
mozgdsat a részvény arfolyamédnak valtozékonysdga hatdrozza meg. Ebben a pontban
ennek a o paraméternek a becslésével foglalkozunk. Ezt gy végzik, hogy a részvénydrat
meghatédrozott iddintervallumokban (naponta, hetente, havonta) megfigyelik. Végezziink
n—+1 megfigyelést, 0, 1,2, ..., n jelolésekkel. Jelolje At az idéintervallum hosszat években,
S; pedig a részvény drfolyamat az i-edik idéintervallum végén. A megfigyelt drfolyamokbdl
képezziik a

T

z; =1In ,

' Si-1

értékeket minden ¢ = 1,2,...,n-re. A z; értékek szamtani atlagdt a

a korrigdlt szordsat pedig az

ismert képletekkel kiszamitjuk.

A részvényérfolyam feltevésiink szerint geometriai Brown-mozgdst végez m és o paramé-
terekkel. Ez azt jelenti, hogy egy At iddintervallumban a részvénydrak hanyadosanak
logaritmusa mAt varhaté értekii és o/At szérasi normélis eloszlést kovet. Ha a ov/At
szoréas becslésére a korrigalt szérdst hasznéljuk, akkor a o becslésére

S

~ VAt

adédik. Amennyiben a megfigyeléseinket naponként végezziik és feltételezziik, hogy egy
évben 252 kereskedési nap van (célszer{i nem naptéri napokban szdmolni), gy At = %2
év, igy a o paraméterre vonatkozé becslésiink a kovetkezo

o = sV252.

3.7. Black-Scholes formula

Az el6z6 részben az opcidk drdzdsdnak egyfajta médjat, az in. binomidlis opcidédrazési
modellt mutattuk be. 1973-ban F. Black és M. Scholes levezettek egy képletet az op-
ciddrazasra, amelyet ma is hasznédlnak és Black-Scholes opciddrazasi formula néven is-
meriink.

Az aldbbi megszokott jeloléseket hasznaljuk:

So: az indul6 részvényérfolyam,

X: a vételi opcié kotési arfolyama,

r: a nomindlis kamatldb folytonos kamatozdssal,

T: a vételi opcio lejarati ideje,

o: a részvényarfolyam szérds paramétere.
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Tegyiik fel, hogy a részvény arfolyama geometriai Brown-mozgdst végez o paraméter-
rel.

Osszuk fel az opcié T lejarati idejét n egyenld részre, egy részidétartam hossza igy %
Tegyiik fel tovdbbd, hogy minden részintervallumban az arfolyam vagy novekszik, vagy
csokken. Minden részintervallumban ugyanakkora legyen az u novekedési faktor értéke,
hasonléan a d csokkenési faktor értéke is.

Legyen X; egy Bernoulli valészintiségi viltozo, amelynek értéke 1, ha az arfolyam
novekszik és 0, ha az drfolyam csokken az i-edik részintervallumban. Az X; valdsziniiségi
valtozok mindegyikének ugyanaz a varhaté értéke és variancidgja, mégpedig E(X;) = p,
Var(X;) = p(1—p). Ekkor az Y = ) X, valésziniiségi védltoz6 mutatja, hogy a lejarati id6
alatt hanyszor novekedett a részvény drfolyama. Az n — Y valdsziniiségi viltozé pedig a
lejarati id6 alatt a részvényarfolyam csokkenéseinek szamat mutatja. Ezt figyelembevéve
a lejarati idoben a részvény arfolyamat, mint valésziniiségi valtozét az aldbbiak szerint
frhatjuk

ST = Soqun—Y‘

A kockézatsemleges értékelés alapjéan ismert, hogy az opcié dra a lejarati idébeli op-
ci6 értékek varhaté értékének a jelenértékével egyezik meg. Az opcié lejaratkori értéke
mint ismeretes max(Sr — X, 0). A tovdbbiakban a max(Sy — X, 0) mennyiség jelolésére a
szakirodalomban is alkalmazott, rovidebb (S7 — X)T jelolést hasznaljuk. Tehat a fentiek
alapjan a vételi opcié C értéke (dra) az aldbbiak szerint irhaté

C = (1 + r%) B [(Sr— X)*] = (1 + r%) B [(Sou”d"™ — X)*].

Az el6z6 alpontokban javasoltuk, hogy az u névekedési és a d csokkenési faktorok az dr-
folyam szérdsparaméterével legyenek kapcsolatban, mégpedig el6zéekben mér megismert
formuldkkal adottan, azaz

Az arbitrazsmentességet biztosit6 valésziniiség (novekedés valdsziniisége) a szintén ismert
képlettel adott (egyszerii kamatozést feltételezve)

1+7’%—d

p= u—d

A tovabbiakban kozelitsiik az u és d faktorokat az exponencidlis fiiggvény MacLaurin
sordnak els6 harom tagjaval, ekkor az u, d és p paraméterek az aldbbiak lesznek.

T T
u = e”\/gzl—l—aw -l——

n on’

T 2T
d = _U\/_NI—O'\/7

n

_140f-d /— - T

po= u—d 20
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Ezeket a kozelitéseket figyelembe véve az opcié drara a kovetkezd formuldt kapjuk

C = (1 + TZ> h E[(Sou”d"™ — X)7]

_ (1 +r%)_nE (SO (g)ydn —X>+]

= (1 + rz) h E [(SUeQU\/TYe‘”/ﬁ — X) T :
n

Vezessiik be a
[T
W =204/ —Y —ovnT
n

valdsziniiségi valtozot, ekkor az opcid dra

O = (1 +r%)nE {(Soew —X)ﬂ .

Az Y =) X; valésziniiségi valtoz6, mint ismeretes, binomidlis eloszldsi E(Y) = np
varhato értékkel és Var(Y) = np(l — p) variancidgval. A kovetkezOkben kiszamitjuk a W
valésziniiségi véltozo varhaté értékét és variancidjét.

EW) = E (20\/%/ - o\/ﬁ> = 20\/§E(Y) —oVnT
= 20\/?@ — ov/nT = 20T (p — %)
_ < - %) T,

A variancia szamitdsdndl felhaszndljuk, hogy p ~ % elég nagy n-re.

Var(W) = Var (20\/;/— a\/ﬁ) = (20\/§>2var(y)

T

= 40°=np(1 - p)
n

o*T.

Q

Ha a lejarati id6 beosztdsainak a szdma elég nagy, gy a kozponti hatdreloszldastétel
alapjan az Y = ) X, valdsziniiségi véltozé a normalis eloszldshoz tart. A W val6szintiségi
véltozé is normdlis eloszldsi lesz , mivel W az Y linedris transzformacidja.

A hataratmenetet a diszkontfaktorra is alkalmazva, a vételi opcié ardt az alabbi for-
mula irja le

C=¢"TE |:<506W — X)j ,
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ahol a W valdszinfiségi véltozé normalis eloszldsi (r — C’;)T vérhaté értékkel és 0T
variancigval.

Mar csak egy lépés sziikséges a hires Black-Scholes formula el6allitdsdhoz, nevezetesen
a varhato érték kiszamitdasa, amelyet integralszamitdassal végziink az aldbbiak szerint.

A fenti formula a részvény arfolyamdnak Sp valésziniiségi viltozdjaval is felirhato,
amely

C=e"E[(Sr—X)"],
ahol Sp = Spe" . Léthato, hogy a részvény arfolyama geometriai Brown-mozgdst végez,
mivel az In Sp = In Sy + W valdszintiségi valtozé normélis eloszldsi

o2
E(ST) = IHSO + <T’ — ?) T,
Var(Sy) = o*T
varhaté értékkel és variancidval. Az opcié draban szerepld varhaté értéket az Sp log-

normalis valésziniiségi valtozo siiriiségfiiggvénye segitségével az aldbbiak szerint frhatjuk
fel

C = e :/X(ST—X)f(ST)dsT

2 2
1 [ln sp—(In SO+7‘T77T)]

= €_TT/(ST —X)——e 22T dsr
b

2rwoNT'st

Végezzik el a z = In - — rT" helyettesitést (dz = f—TT, 2 = In Sﬁo — 1T) kapjuk, hogy

[e's) 2

L (e

c = e_”T/ SeettT — X) —— ¢ 221 dz
( 0 ) V27roVT

Za
2 \2 00 2 \2
() XeT [ _(=%7)
20T  dz — T 2:2T7  (dz.

ma\r / e maﬁ%

A fenti formula pozitiv (A) és negativ (B) eléjelii tagjait kiilon integraljuk. A pozitiv
eldjelii tagban a kitevo atalakitdsa utdn

2 2 2
(z+%T) zf—T)

0 )
- efe 2027  dz = / T 22T (2.
v 27?0\/7/ vV 2770\/_
2 In —frTf —T
Most alkalmazzuk az y = - f helyett681test (dy = sy Ya = és a stan-
dard normadlis eloszlas eloszlasfiiggvényének Segltsegevel az aldbbiakat igpjuk

A = So 6_2dy—So ( )

<lni—|—7’T—|— T>
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A negativ elbjelii tag az aldbbiak szerint frhaté

o) 2 2
Xe T (”ng)

= (& 20'2T dZ
V2noVT ’
Za
22 In SL—TT-FL;T .
amelynél az y = —% helyettesfcessel (dy = \/T’ Yo = OUT) szintén a stan-

dard normaélis eloszlashoz jutunk, ahonnan az eloszlasfuggveny segitségével az aldbbiakat
kapjuk

1 2
B = XerT—z—ﬂ_/eidy_XerTq)(_ya)

— X T ln 0 4+ — ‘
a\/_

Végiil a vételi opcié dra

52 4T+ 2T 5 47— 2T
C = Sy® ntr _ xerTg [BEET .
ovT ovT

Ezt a képletet nevezziik Black-Scholes formuldnak.

Az aldbbiakban két pédat mutatunk be a Black-Scholes formula alkalmazéséra.

Példa:

Tekintsiink egy részvényre szol6 vételi opcidt, amelynek lejarati ideje fél év, a kotési
arfolyama pedig 400. A részvény dra a lejarat el6tt hat hénappal 420, a volatilitasa 20 %.
Az éves kockdzatmentes kamatlab 10 %. A szokdsos jelolésekkel tehdt az aldbbi adatok
adottak:

So =420, X =400, r=0.1,T =05, 0 =0.2.

A Black-Scholes formuldban szerepld standard normélis eloszlds eloszlasfiiggvényének ar-
gumentumai:

420 0.22

In50 477 + 2 T — In 350 +0-1-054+ 7505 = 0.76926,
J\/T 0.24/0.5

7= 5T Ingg+01-05-2705

oT B 0.21/0.5

Az opcié dra a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvényének tdblazatbdl valé kikeresése
(vagy a kozelité formula haszndlata) utén

C = 420-®(0.76926) — 400 - e 1% . $ (0.62784)
= 420-0.77913 — 400 - 0.95123 - 0.73495
= 47.592.

Az eladési opcié drat a Put-Call paritdsbdl hatdrozhatjuk meg, amely mint tudjuk
a vételi opcié ardnak és a kotési arfolyam jelenértékének 6sszege az indulé drfolyammal
csokkentve, azaz
P =47.592 + 400 - e %10 — 420 = 8.0838.
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A Black-Scholes formula hasznalatdhoz tehédt 6t adatra van sziikségiink, amelyek koziil
négy (So, X, T,r) egyértelmii. Az alkalmazand6 kamatlébnak az opcié lejartaval egyezd
id6tavra vonatkozé pénzpiaci éves kamatldbnak kell lenni. Az otodik adat a részvény
volatilitdsa (o), amelyet becsiilni szoktak muiltbeli adatokbdl, amirél mar kordbban em-
litést tettiink.

Példa:

Tekintsiink egy eladdsi opcidt, amelyre vonatkozo egyértelmii adatok az aldbbiak:
Sp =300, X =340, r =0.08, T'=0.25.

A szébanforgé részvény drfolyamérdl az el6zé 500 napban feljegyzett arfolyamadatunk
van. Az egymadst kovetd napokban mért arfolyamok hédnyadosdnak logaritmusét tekintve,
kiszamitottuk ezen logaritmusok korrigédlt szérasat, amely s = 0.0126-ra adédott. Ebbdl,
a mar ismert képlet alapjan a részvény éves volatilitdsa

o =sV252=0.01269 - V252 = 0.2.

Eloszor a Black-Scholes formuldt a vételi opcié drdnak meghatdrozasara alkalmazzuk,
majd a Put-Call paritdst hasznaljuk. Jeloljiik d; és do-vel az argumentumokat, ekkor

%+ T+ 5T I +0.08-025+ 257025

oV T 0.21/0.25
dy = dy—oVT =—1.0016 — 0.21/0.25 = —1.1016.

dlz

= —1.0016,

A vételi opcié dra a Black-Scholes formuldbdl a d; és dy paraméterek bevezetésével

C = Sp®(di) — Xe "™®(dy)
= 300 ®(—1.0016) — 340 - e *902%. § (—1.1016)
= 2.3835.

A Put-Call paritds alkalmazdsdval az eladési opci6 édra

P = 2.3835 + 340 - ¢ 298025 _ 300 = 35.651.

Az eladési opcié drara a vételi opcié Black-Scholes formuldjihoz hasonlé formula a
Put-Call paritasbdl egyszeriien levezethetd. Az el6z6 jeloléseket hasznélva

P = C+Xe™ -8,
= Sp® (d1) — Xe ™ (dy) + Xe™ — S,
= Xe_rT [1 - & (dz)] - SO [1 -0 (dl)} s
amelybdl az eladdsi opcidra vonatkoz6 Black-Scholes formula

P=Xe ™ (~dy) — Sy® (—d,).

A gyakorlatban a piaci szereplok sokszor megforditjak az opciéértékelési problémét.
Nem az opcié drat szamoljdk, hanem egy adott opciddr esetén azt szamoljak ki, hogy
milyen részvény volatilitds felel meg a Black-Scholes formuldnak. Ha az aktudlis volatilitas
nagyobb, mint a visszaszamitott volatilitds, akkor az opciot j6 vételnek tekintik.
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3.8. Az opciés ar tulajdonsagai

A részvényopcidk drdra ot tényezd van hatdssal, ezek a kovetkezok:

1. az indul6 részvényarfolyam (.Sp),

2. a részvényarfolyam volatilitdsa (o),

3. az opcio kotési drfolyama (X)),

4. az opci6 lejérati ideje (T),

5. a kockdzatmentes kamatldb (7).

Megjegyezziik, hogy valéjaban van egy hatodik tényez6 is, amely az opcié futamideje
alatt a részvényre sz6l6 osztalék, de ezzel nem foglalkozunk. Tekintsiik az opcié drdnak a
varhato értékkel felirt formulajat

Jr
C(Sy,0,X,T,r)=¢"TE l(SoeW —X> } )

z z. 7 2 . z z z7: z a 2 z z 2 2z 2z : 2z
A W valészintiségi valtozé normalis eloszldsi (r — % )T vérhat6 értékkel és o7 variancia-
val. Ez a W valészintiségi véltozo kifejezhet6 a Z standard normaélis eloszldsi valdszintiségi
véaltozéval az aldbiak szerint

2

W =T — —%T+aﬁz.

Ezt a N (0, 1) eloszldsu Z valésziniiségi valtozot hasznédlva az opcié drét az aldbbiak szerint
frhatjuk

C(Sp,0,X,T,r) = ¢ ™F [(SOeW—Xy?

- F {(SoeW_TT — Xe””T) T .

2 +
(Soeogﬂgﬁz — Xe_TT) ]

Az aldbbiakban azt vizsgaljuk, hogy az 6t tényez6 hogyan befolydsolja az opcié ardt. A
vizsgdlatainkban mindig feltételezziik, hogy csak egy tényezd viltozik. A hatdsok sok
esetben intuitive is meghatdrozhatok, de a fenti formula segitségével matematikailag is
igazolhatdk.

C(So,0,X,T,r)=FE

1. Az indulé részvényarfolyam (S,) hatédsa

Az indul6 részvényir novekedése nyilvan noveldleg fog hatni a vételi opcié értékére.
Nagyobb indulé részvényarfolyam esetén sokkal valésziniibb, hogy lejaratkor az arfolyam
a kotési arfolyam folott lesz, ezért opcidnkat érdemes lesz lehfvni.

2. A részvényarfolyam volatilitdasanak (o) hatdsa

A részvény volatilitdsa azt mutatja, hogy mekkora a részvényarfolyam bizonytalansaga.
Minél nagyobb egy részvény volatilitdsa, drfolyama anndl nagyobb kilengéseket tesz, igy
anndl valdszini{ibb, hogy a részvény arfolyama az opcié lejarati idejéig a kotési arfolyam
folé megy. A volatilitds novekedése ezért a vételi opcié értékét noveli.

3. Az opci6 kotési arfolyamdnak (X) hatdsa
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A kotési arfolyam novekedése csokkentdleg hat a vételi opcié értékére. Nagyobb kotési
arfolyamnél kisebb a valdsziniisége, hogy lejaratkor a részvényarfolyam a kotési arfolyam
felett lesz, ezért vételi opcionk értéke alacsonyabb.

4. Az opci6 lejarati idejének (7') hatésa

A lejaratig széamitott id6 novekedése kétféleképpen hat az opcié értékére.

Egyrészt a lejérati id6 novekedése a vételi opcié értékét noveli, mivel a kotési arfolyam
jelenértéke csokken.

Masrészt szintén né az opcié értéke. Mivel a részvényarfolyam az id6 folyamén in-
gadozik, egy egyéves lejarati opcié esetén valdsziniibb, hogy a részvényarfolyam a kotési
arfolyam folott lesz, mint fél év alatt.

Mindkét hatéas noveldleg hat a vételi opcié értékére.

5. A kockdzatmenteskamatldb () hatdsa

A képletet formalisan tekintve azonnal adédik, hogy a kamatldb novekedése a vételi
opci6 értékét noveli. Annak ellenére, hogy a képletbdl ez az eredmény kozvetleniil 1atszik,
intuitive viszont kevésbé egyértelmii. Intuitive, magasabb kamatldb esetén a részvény
arfolyama varhatéan magasabb lesz, igy valdsziniibb, hogy a vételi opcié értéke novekszik.

Osszefoglalva megallapithaté, hogy a vételi opcié drara egyediil a kotési drfolyam hat
csokkentoleg, a tobbi tényezo noveldleg hat.

Az eladési opcid drara vonatkozoan is végezhetiink ilyen hatdsvizsgalatot. A vételi és
az eladési opcid dra kozotti kapcsolatot a Put-Call paritds adja meg, igy azt haszndljuk a
vizsgdlatainknédl, azaz

P<SO’ U7X7 T7 T) = 0(507 g, X7 T? T) + Xe_TT - SO.
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