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Urban Janos és Reiman Istvan emlékének



El6szd

A Kis Matematikusok Barati Kore (KMBK) az 1960-as évek méasodik felében alakult meg a
Tudomanyos Ismeretterjesztd Téarsulat (TIT) Matematikai Szakosztalyanak szervezésében. Az
1j és egyre népszertibb ,szakkori” forma hamarosan orszagos méreteket 6ltott. Folyamatosan
nétt az érdeklédés az érdekes, gondolkodtato feladatok, és a megoldédsukhoz kinalt j modszer-
tani ajanlasok irant. Ez a szakkori innovacié parhuzamosan fejlédott és terjedt el a komplex
matematikatanitassal, illetve Varga Tamashoz kapcsolodé 4j matematikatanitasi reformmal. E
reform lényege a sajat tapasztalatszerzés, felfedezésre épiil6 gondolkodésra nevelés, a gondolko-
das 6romének megismertetése a tanulokkal 0j tananyagtartalmakon és 1j modszerekkel. Az 1j
matematikai nevelést 1j tankonyvek, munkafiizetek, feladatgytijtemények, tanari segédkonyvek
illetve a tanodrai tevékenységet tdmogato szines és valtozatos eszk6zok sokasiga segitette.

A TIT messzemenden tamogatta ezt a reformot. A KMBK vezetSk részére a modszerek meg-
ismertetése érdekében tanari konferencidkat, tobbnapos tanfolyamokat szervezett Budapesten
és a vidéki varosokban. Uj munkafiizetek és tanari utmutatok késziiltek a KMBK foglalko-
zasokhoz. Ezeket az anyagokat és a sokrétd munkéat a reform elhivatott, neves szakemberei
(Demeter Eva, Palffy Sandor, Imrecze Zoltanné, Karddi Karolyné, Abonyi Magda és Békefi
Zsuzsa, valamint Kuti Gusztavné, Hasmann Karolyné, Nagy Jozsefné, Terei Andrasné, Palfalvi
Jozsefné, Sztrokayné Foldvari Vera, Kovacs Csongorné, Csahoczi Erzsébet, Torok Judit) ké-
szitették, lektoraltak (Lajos Jozsefné, Palmay Lorant, Pogéats Ferenc). A feladatgytdjteményt
dr. Urban Janos (1940-2012) allitotta Ossze, a lektor dr. Reiman Istvan (1927-2012) volt. A
kiadvanyok felelés szerkesztje is Urban Janos volt. Ezek az anyagok sikeresek, népszertiek
voltak, sok ezer példanyban jelentek meg.

Az 1j anyagok alapjan miikodé tehetséggondozé munkihoz, az 1971-72-es tanévtdl kezd6dGen
versenyeket is szervezett a TIT matematikiabol. ElGszor csak az 5—6. osztalyosok részére. A
tobbi évfolyam szamara akkoriban az Uttors Szovetség és a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat
szervezte a matematikaversenyeket. A versenyek a tehetségkutatést, a tehetségek kivalasztasat
szolgaltak.

Urbéan Janos 1974-t61 a TIT Matematikai Valasztméanyanak titkara lett, és javaslatara a ver-
senyt 1977-t6]1 Kalmar Laszlo (1905-1976) tiszteletére Kis Matematikus Barati Korok Kalmar
Laszlo Versenyének” nevezték el.

Kalmar Laszlo vilagszerte ismert tudostanar, az MTA rendes tagja, a matematika tudomé-
nyok doktora, aki a szamitastechnika, szamitastudoményok terén attoré munkat végzett. Tobb
éven at volt a TIT Matematikai Valasztméanyanak elnoke, ahol tobbek kozott a KMBK verse-
nyek és mas, tehetségeket felkutato és felkarold rendezvények védnokeként, versenybizottsagok
elnokeként a matematika népszertisitésének lelkes tamogatoja volt.

A Kalmér Laszl6 Matematika Verseny hamarosan kiterjedt a 7-8. évfolyamokra, késébb
a 3-4. évfolyamokra is. Az 1980-as évek végétsl e verseny szervezését a TIT Teleki Laszlo
Ismeretterjeszté Egyesiilet vette at, majd a 2012-2013-as tanévtsl djra a TIT Szovetségi Iroda
irdnyitasaval szervez6dik ez a verseny.

A Kalmar Laszl6 Matematika Verseny az 5—8. évfolyamok részére 3 fordulos. Az iskolai, majd
megyei fordulé utan az orszidgos dontén két feladatsort oldanak meg a versenyzék. Az iskolai
fordulot kévets megyei fordulon kozpontilag készitett feladatsort oldanak meg a versenyzdék, és



egységes, kozpontilag készitett javitasi atmutatod alapjan torténik a javitas, értékelés.

A Kalmar Laszlo Matematika Verseny megyei szint(, illetve dontGs feladatsorait és a hozza-
juk kapcsolodo javitasi utmutatokat 1977-t61 2012-ig Urban Janos allitotta Ossze. Az érdekes,
gondolkodtato feladatokat éveken &t gytjtotte, csiszolta, érlelte, alakitotta. Ebben az alkoto
munkiban kivalo tarsa, lektora volt Reiman Istvan, aki a magyar matematikai olimpiai csa-
pat felkészitGje volt tobb évtizeden at. Kivalo és példas egyiittmikodésiik a tisztességet és a
nyugalmat sugarozta.

E két neves tanaregyéniség munkaja kovetkeztében kincset éré versenyfeladatok sziilettek az
altalanos iskolasok szaméara. Ezek a feladatok a tanult ismeretek rafinalt alkalmazasat, eredeti
gondolkodést, Otletességet és kreativitast igényls, nyilt végi kiilonleges feladatok.

A két kitling szakember a verseny tisztasagdnak biztositasaval, a gyonyord feladatokkal, azok
véaltozatos megoldasi modszereivel, a dontés feladatok megoldasainak helyszini, szébeli ismer-
tetésével olyan versenykultarat, igényességet, szinvonalat, szellemiséget alakitott ki a Kalméar
Laszl6 Matematika Versenyen, melynek apolasa a ma matematikatanarainak értékmeg6rz6 ko-
telessége.

A 2012-es év dontGjének feladatait még Urban Janos gyiijtotte, talalta ki, de a hivatalos
megoldasokat mar Kiss Sandor készitette el. A 2013-as évben Kiss Sandor volt az 5-8. osztalyos
teljes verseny szakmai vezetGje, igy ¢ talalta ki a feladatokat, 6 készitette a javitasi Gtmutatokat
és feliigyelte a javitést.

Reiman Istvan és Urban Janos a magyarorszagi matematikatanitas két, meghatarozo egyéni-
sége volt. Felkésziiltségiikkel, szerénységiikkel, a matematika és a tanitvanyok iranti alazatukkal
mindnyajunk szamara példat mutattak. Tanitottak a kozoktatasban és a felsGoktatasban egy-
arant. Szamos konyv, tankonyv, feladatgytijtemény, cikk 6rzi emlékiiket. Nemzedékek egész
soraval szerettették meg és ismertették meg a matematikat. Példas életiikkel tisztességbdl,
kitartasbol, fegyelmezettséghdl, szakmai és emberi méltosaghol példamutatast adtak.

Osszegytijtott feladataikkal és azok megoldasaval tisztelgiink emlékiik el6tt.

Bizunk abban, hogy az olvasok szaméara — legyenek azok akarmilyen idGsek — szép élményeket,
meglepd Otleteket, hasznosithaté ismereteket jelent e konyv tanulményozasa.

2013. aprilis
A szerkesztSk



A dokumentum hasznalata

A feladatok évenként vannak Osszegyiijtve. Egy éven beliil elGszor jonnek a megyei forduld,
illetve az orszagos donté két napjanak feladatai évfolyamonként, majd pedig ugyanilyen sor-

rendben a megoldasok. A feladatsorok minden feladatanak a végén talalhato egy O jel, amelyre
kattintva egybdl a megoldashoz ugorhatunk. A megoldasok végén hasonlé médon talalhato egy

ikon, melynek segitségével vissza tudunk ugrani a feladatsorba.
A dokumentum legvégén megtaldlhatok az orszégos versenyek els§ 10 helyezettjei évenként
és évfolyamonként megjelenitve.
A feladatokat sz6 szerint tgy koziiljiik, ahogy az a versenyen szerepelt. Elsfordult olykor,
hogy nem volt teljesen pontos a megfogalmazas, illetve tobbféleképpen is lehetett értelmezni egy
feladatot. Tlyenkor azt a megoldast kozoljiik, amirdl feltételezziik, hogy a kitiiz6 arra gondolt.

Feladatok pontszama

A verseny soran minden feladat 7 pontot ér.

A megyei fordulokban ezért sokdig az 5. és a 6. osztalyban 28, mig 7. és 8. osztalyban 35
a maximalis pontszam. Ujabban minden évfolyamon 5 feladat van, ezért egységesen 35 a
megszerezheté pontok maximélis szama.

A dontében 5. és 6. osztalyban mindkét napon 4-4 feladat szerepelt 2012-ig, igy a megsze-
rezhet$ pontok szama 56 volt.

7. és 8. osztalyban a dontd els§ napjan 5, mig a masodikon 4 feladat szerepelt, ezért hibatlan
szereplés esetén 63 pont volt szerezhets. A 2012-13-as tanév dontGjében minden évfolyamon,
mindkét napon 5-5 feladat volt, igy két hibatlan dolgozattal 70 pontot lehetett elérni.
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XXXVI. VERSENY 2006—-2007.

FELADATOK

w Megyei fordulo

1. Ot pozitiv egész szam Gsszege 20. Mit allithatunk az 6t szam szorzatarol, paros vagy paratlan
szam? Allitasodat indokoljad!

2. Valamelyik évben harom egymast kdvet6 honap mindegyikében 4 vasarnap volt. Melyik
harom hénap lehetett ez? o

3. Adj meg 100 darab olyan pozitiv egész szamot, hogy a szamok
Osszege egyenld legyen a szorzatukkal! (A szdmok nem feltétleniil
kiilonbozok!) O

4. Az abran lathato L alaka alakzat harom egybevagod (egyforma)
négyzetbdl all. Bontsuk fel ezt az alakzatot négy egybevago (egy-
forma) alakzatra!

\ J

M Megyei fordulo

1. Bontsd fel a kovetkezs tizjegyi szamot két, egymast kdvetd pozitiv egész szam szorzatara:

1111122222,

©

2. Egy kocka csicsaihoz irjuk oda az 1,2,3,4,5,6,7,8 szamokat ugy, hogy a kocka barmelyik
lapjanak négy csticsahoz irt szadmok Osszege ugyanannyi legyen, mint a szemkdozti lap négy
csticsahoz irt szamok Gsszege.

3. Egy csaladban hat gyerek van, ebben az évben minden gyerek életkora primszam. A legfia-
talabb utan kévetkezs 6t gyerek sorra 2,6, 8,12, 14 évvel idGsebb a legfiatalabb testvérénél.
Hany éves a hat gyerek? o

4. Legfeljebb hany pontban metszhetik egyméast két négyszog oldalai (a négyszogek oldalegye-
nesei kiilonbozok)? Es hany metszéspontja lehet egy hatszog és egy négyszog oldalainak (itt

sem lehet azonos két oldalegyenes)? o




— & i)

1. Mutasd meg, hogy a tizes szamrendszerben felirt

\

XXXVI. verseny 2006—-2007.

Feladatok

1111112111111

tizenharom jegyi szam Osszetett szam, azaz felirhato két, 1-nél nagyobb egész szdm szorza-

taként! (&)

2. Az ABCD négyszog téglalap, P, Q, R, S a megfe-

lel6 oldalak harmadolo pontjai. Héanyad része a D R C

PQRS paralelogramma teriilete az ABC'D tégla-

lap teriiletének? o S
3. Legfeljebb hany olyan hénap lehet egy évben,

amelyben 6t péntek van? ° Q
4. Van-e olyan haromjegyt, tizes szamrendszerben

felirt szam, amelynek 25 pozitiv osztdja van? ° A P B
5. Az ABCD paralelogramma C'D oldalan van az E pont. Tudjuk, hogy AD = BD, BE = DE

és BC = EC'. Mekkorék a paralelogramma szogei? o

Megyei fordulé

J

8. osztaly

1. Melyik az a harom (pozitiv) primszam, amelyeknek szor-
zata egyenld Osszegiik 7-szeresével? o 3 4

2. Egy téglalapot négy téglalapra vagtunk szét, ezek terii-
lete: 3,4,5 és x. Mennyi x értéke? o

3. Igazoljuk, hogy a kovetkezd, 4012 = 2 - 2006 tagi Osszeg
értéke 5/6-nal nagyobb, de 3/2-nél kisebb:

G SR Y (I I (5]
2007 ' 2008 ' 2009 4012 4013 7T 6017 ' 6018

4. Az A varosbol B-be indul egy gyalogos, ezzel egyidében B-b6l A-ba indul egy kerékparos.
Mindketten alland6 sebességgel haladnak. Az indulas utdn 1 6raval a gyalogos egyenld
tavolsagra lesz A-tol és a kerékparostol. Még eltelik egy negyed ora és taldlkoznak. Mennyi
ideig tartott a gyalogos tutja A-bol B-be? o

5. Az ABCD konvex négyszogben a B és D cstcsnal 1évé szogek 90°-osak, és AB = BC.
Tudjuk még, hogy a B cstcsnak az AD egyenestSl mért tavolsaga 2 egység. Szamitsuk ki a
négyszog teriiletét! o

Megyei fordulé




\.
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5. osztaly, 1. nap

Feladatok

. Egy apa most haromszor olyan id&s, mint a fia. Ketten egyiitt 44 évesek. Hany éves az apa,

és hany éves a fia most? Hany év mulva lesz az apa kétszer annyi id6s, mint a fia?

. Az ABCD négyzetet papirbol vagtuk ki (az A és a C cstcs a négyzet egyik atlojanak

két végpontja). Jelolje E az AB oldal felez6pontjat. Az EC' egyenes mentén behajtjuk
a papirlapot, igy lesz egy kétrétegli és egy egyrétegii része a négyzetnek. Hanyad része a
négyzet teriiletének az egyrétegi rész?

. Melyek azok a kétjegyii szamok, amelyeket 13-mal osztva a kapott maradék annyi, mint a

szam 11-gyel valo osztasakor kapott hanyados, és a 11-gyel vald osztaskor kapott maradék
is annyi, mint a 13-mal val6 osztaskor kapott hanyados?

. A kovetkez6 tablazatbol Andris és Béla felvaltva kihtiznak egy-egy szamot tgy, hogy a végén

csak egy szam marad. Kideriilt, hogy az Andris altal kihtizott szamok Gsszege haromszorosa
a Béla altal kihtzott szamok Osszegének. Melyik szam maradt meg a végén a tablazatban?

1,23
456
7.8 9

©

Orszagos dontdé

J

5. osztaly, 2. nap

. Hany olyan, tizes szamrendszerbeli paros otjegyd szam van, amelyben a szamjegyek kiilon-

bo6z6k?

. Két pozitiv egész szam 0Osszege 726. Ha a nagyobbik szdm utolso jegyét, a 0-t elhagyjuk,

akkor a kisebbik szamot kapjuk. Melyik ez a két szam?

. Rendelkezésiinkre all annyi egységkocka, amennyire sziikségiink van, ezeknek a lapjai fehérek.

A lehets legkevesebb kocka befestésével el akarjuk érni, hogy 6ssze tudjunk allitani egy
kiviil piros, azutan egy kiviil zold, majd egy kiviil kék 2 x 2 x 2-es kockat. Ugyanazokat
a festett egységkockikat a kiilonb6zd szint kockidkhoz felhasznalhatjuk. Legkevesebb hény
egységkockat kell befesteniink és hogyan, hogy ezt megvaldsitsuk? o

. Réka 10 évvel fiatalabb, mint az unokatestvére, Barnabas. Egy év milva Barnabas haromszor

olyan id6s lesz, mint Réka. Hany éves most Réka, és hany éves Barnabéas? o

Orszagos donté
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6. osztaly, 1. nap

1. Szamitsd ki a haromjegyi tizes szamrendszerbeli szamok szamjegyeinek Gsszegét! o

Feladatok

2. Az ABC haromszog A csicsbol indulé magassagvonala az AB oldallal fele akkora szoget zar

be, mint az AC oldallal. Ugyanigy a B csicsbol induldé magassagvonal is fele akkora szoget
zar be az AB oldallal, mint a BC oldallal. Mekkorak a haromszog szdgei? o

3. Melyek azok az a,b,c szamjegyek, amelyekre teljesiil, hogy @a, bb, e kétjegyii tizes szam-

rendszerbeli szamok Osszege az a haromjegyt szam, amelynek elsd jegye a, a masodik jegye
b, harmadik jegye c: abc?

4. Nyolc azonos meéretii szabélyos dobokockdbol egy nagyobb kockat épitiink. Legfeljebb

mennyi lehet a nagy kocka felszinén lathato pontok szama? (A szabalyos dobokockan bar-
mely két szemkozti lapon a pontok Gsszege 7.) o

Orszagos donté

J

6. osztaly, 2. nap

. Egy kocka lapjaira rairtuk az 1,2, 3,4, 5,6 szamokat (minden lapra egyet). Ezutan minden

élhez odairtuk az élben taldlkozé két lapra irt szamok Osszegét. Végiil minden csiics mellé
irtuk az adott csticsban talalkozé harom élre irt szamok Gsszegét. Mennyi lesz egy testatlo
két végpontjaban elhelyezkedd csticsokhoz irt szamok Gsszege?

. Szamitsd ki a kovetkezd Osszeget:

1+2-3—-44+5+6—-7—-8+9+10—-11—-12+...42001+2002 —2003 —20044-2005+2006 — 2007

(két pozitiv elGjeld tag utan két negativ elGjeld jon, ismét két pozitiv, és igy tovabb). o

. Egy 16 egységnégyzetbdl felépiil6 4 x 4-es négyzet bal fels§ egységnégyzetét kivessziik. A

megmarado 15 egységnégyzetbdl 4llo alakzatot bontsuk fel egyenes szakaszokkal
a) b egybevago (egyforma) részre,

b) 3 egybevagd (egyforma) részre! (&)

. Van-e olyan kétjegyt, tizes szamrendszerbeli szam, ami egyenlé szamjegyei szorzataval? Al-

litdsodat indokoljad meg! o

Orszagos dontd
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. Egy szamsorozat elsé tagja 3, masodik tagja 2, és a masodik tagtol kezdve minden tagot

. A 2007-et hanyféleképpen lehet elGallitani legalabb ketts, egymast kovetd paratlan szam

. Az ABCD négyzet belsejében a P pont, rajta kiviil a () pont ugy helyezkedik el, hogy CPD

. Hany éves ebben az évben (2007-ben) az a férfi, aki az n? évszammal jelolt évben lesz n

. Adj meg 100 kiilonb6z6 pozitiv egész szadmot gy, hogy az Gsszegiik 5051 legyen! o

Feladatok

7. osztaly, 1. nap Orszagos donté

gy szamitunk ki, hogy a két, vele szomszédos tag szorzatat eggyel csokkentjiik. Mi lesz a
sorozat 111-edik tagja? Mennyi lesz a sorozat els6 100 tagjanak Osszege? o

osszegeként? Ird £6l az Osszes lehetséges elallitast! o

és BQC szabalyos haromszogek (A és C' a négyzet szemkozti csticsai). Igazoljuk, hogy A, P
és () egy egyenesre illeszkednek!

éves? o

J

7. osztaly, 2. nap Orszagos dontd

. Az z,y, z paratlan (pozitiv) primszamok, és

. Az ABC héaromszogben a BE és CF szogfelez6k metszéspontja O (E az AC, F az AB

. Hany olyan hatjegyti, tizes szamrendszerbeli szam van, amelynek szamjegyei kiilonbozok, és

. Egy derékszogili haromszog oldalai hosszanak szorzata kétszerese a haromszog harom ma-

x + 40y + 600z = 2007.

Mik lehetnek z,y és z értékei? (&)

oldalon van). Tudjuk, hogy AFC'< = 80°, és az EOC< = 50°. Hatarozzuk meg az ABC
haromszog szogeit! o

a szadm oszthato 25-tel? o

gassaga szorzatanak. Mekkorak a haromszog hegyesszogei? o




\

XXXVI. verseny 2006—-2007.

8. osztaly, 1. nap Orszagos donté

. Igazoljuk, hogy 3292 + 5 - 3% 4 1 §sszetett szam! O

. Egy trapéz két parhuzamos oldala 3 és 7 egység. Az ezekkel az oldalakkal parhuzamos

Az 1,2,3,...,9,10 szamokat leirjuk valamilyen sorrendben. Ezutan minden szdmhoz hozza-

. Az abran lathato félkor teriilete t. Az ABCD

. A 2007 négyjegyt szamhoz irjunk jobbrol hozza

Feladatok

6 egység hosszi szakasz a trapézt két trapézra bontja. Mekkora a két trapéz teriiletének

aranya’ o

adjuk azt a sorszamot, ahédnyadik a leirt sorban. Igazoljuk, hogy a kapott Osszegek kdzott
biztosan lesz ketts, amelyik ugyanarra a szamjegyre végzidik! o

felkort a B és C' pontok harom, egyenld hosszu b ¢

ivre bontjak. Mennyi az ABC' sikidom teriilete?

©

3 szadmjegyet gy, hogy a kapott hétjegyid tizes
szamrendszerbeli szam oszthato legyen 7-tel, 9- A D
cel és 11-gyel is!

J

8. osztaly, 2. nap Orszagos donté

. Mely pozitiv egész x-re igaz, hogy

. Az ABC hegyesszogi haromszog egy P belss pontjan

. Ricsi egy unalmas délutanon leirta egy darab papir-

. Igaz-e, hogy

z* +172° + 60
egy egész szam négyzete? o

at parhuzamosokat huzunk az oldalakkal. Az abran
megjeloltiik a pArhuzamosok oldalakkal valo metszés-
pontjait. Igazoljuk, hogy az A;B;C haromszog te-
riilete egyenld az As BoCs haromszog teriiletével. o

ra a pozitiv egész szamokat 1-t6l kezdve valameddig.
Mésnap csak annyit arult el, hogy a leirt paros sza- A
mok Osszegének és a leirt paratlan szamok Gsszegének ardnya %. Meddig irta le a szamokat

Ricsi? (9]

20062°%6 — 2008
oszthat6 2007-tel? o
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w Megyei fordulo

1. Ot pozitiv egész szam Osszege 20. Mit allithatunk az 6t szam szorzatarol, paros vagy
paratlan szam? Allitasodat indokoljad!

Szamok szorzata paratlan csak tugy lehet, ha mind paratlan. Viszont 6t paratlan szam
Osszege nem lehet 20, hiszen 6t paratlan szam Osszege paratlan lenne. Azaz a szorzat csak

péros lehet. O

2. Valamelyik évben harom egymést koveté honap mindegyikében 4 vasarnap volt. Melyik
hérom hénap lehetett ez?

Harom olyan egymast koveté honapban, ahol legaldbb 2 - 30 + 31 = 91 nap van, nem
lehetett. Mivel 9—71 = 13, ez 13 hét, tehat ezekben legaldbb 13 vasdrnap van. A harom
honap olyan lehetett csak, amelyikben szerepel a februar: januér, februar (nem szokGéves
februar), marcius, vagy februar, marcius, aprilis. Ez mindkét esetben létre is johet: ez
tortént 2007-ben, illetve 2010-ben. (4)

3. Adj meg 100 darab olyan pozitiv egész szamot, hogy a szamok Osszege egyenld legyen a
szorzatukkal! (A szamok nem feltétleniil kiilonbo6zdk!)
Sokféleképpen meg lehet adni 100 ilyen szdmot. Példaul: 98 darab 1, 1 darab 2 és 1 darab
100. A szadmok Osszege: 98 - 1 4 2 + 100 = 200, szorzata: 1-1-----2-100 = 200. o

4. Az abréan lathato L alaka alakzat harom egybevago (egyforma) négyzethol all. Bontsuk fel
ezt az alakzatot négy egybevago (egyforma) alakzatra!

A fenti abrak mutatnak harom lehetséges megoldast.
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M Megyei fordulé

1. Bontsd fel a kovetkez6 tizjegyl szamot két, egymast kovets pozitiv egész szam szorzatara:

1111122222.
Vizsgaljunk meg hasonlé, de kisebb szamokat:

12=3-4
1122 =33 - 34
111222 = 333 - 334

Ezeket ha észrevettiik, akkor mar nem meglepd, hogy 33333 - 33334 = 1111122222. O

2. Egy kocka csucsaihoz irjuk oda az 1,2,3,4,5,6,7,8 szamokat tigy, hogy a kocka barmelyik
lapjanak négy csticsdhoz irt szamok 0sszege ugyanannyi legyen, mint a szemkozti lap négy
cstcsdhoz frt szamok oOsszege.

Vegyiik el6szor észre, hogy

4 6
1+24+3+...+8=36.

7
Mivel két szemkoztes oldal esetén mind a 8 csics
egyszer fog szerepelni az Osszegben, igy minden ol-
dalon a 4 cstcsba irt szamok Osszege 18. Némi ke-
resés utan adodik az abran lathato egyik lehetséges 3
megoldés.

2 8

3. Egy csaladban hat gyerek van, ebben az évben minden gyerek életkora primszam. A legfia-
talabb utan kovetkez6 0t gyerek sorra 2,6, 8,12, 14 évvel id&sebb a legfiatalabb testvérénél.
Hany éves a hat gyerek?

Jeloljiik a legfiatalabb gyerek életkorat p-vel. Ekkor a tobbiek p +2,p + 6,p + 8,p + 12
és p + 14 évesek. Vizsgéljuk meg, hogy milyen maradékot adhat p 5-tel osztva? Ha 1
maradékot ad, akkor p + 14 oszthato 5-tel. Ez nem lehet, hiszen p + 14 is prim lenne, és
ha oszthatd 5-tel, akkor csak 5 lehetne, de akkor p = —9 lenne, ami nyilvan lehetetlen.
Hasonléan, ha p 2 maradékot adna, akkor p + 8 lenne 5-tel oszthato, ha 3-at, akkor p 4 12,
ha 4-et, akkor pedig p + 6. Maradt az egyetlen lehet&ség, hogy p oszthatd 5-tel. Ekkor
p = 5 lehetséges csak, ami meg is felel, mert 7,11,13,17 és 19 is prim. o

4. Legfeljebb hany pontban metszhetik egymast két négyszog oldalai (a négyszogek oldalegye-
nesei kiilonboz6k)? Es hany metszéspontja lehet egy hatszdg és egy négyszog oldalainak
(itt sem lehet azonos két oldalegyenes)?

Ha minden oldalegyenes kiilonbozik, akkor barmely két egyenesnek legfeljebb 1 kézos pontja
lehet. Igy az els6 esetben legfeljebb 4 - 4 = 16, a masodik esetben legfeljebb 6 - 4 = 24
metszéspont keletkezhet. Az alabbi abrakon lathato, hogy ezeket meg is lehet valositani.
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Mutasd meg, hogy a tizes szamrendszerben felirt
1111112111111

tizenharom jegyi szam Osszetett szam, azaz felirhato két, 1-nél nagyobb egész szdm szor-

zataként!
Eszrevehetjiik, hogy hasonlo, de kisebb szamok esetén igaz az allitas:

121 =110+ 11 =11-11
11211 = 11100 + 111 = 111 - 101.

o

Ennek alapjan
1111112111111 = 1111111000000 + 1111111 = 111111 - 10000001.

2. Az ABCD négyszog téglalap, P, Q, R, S a megfelel§ oldalak harmadolé pontjai. Hanyad

része a PQRS paralelogramma teriilete az ABC' D téglalap teriiletének?
R .

D

S
Q

B

A J2

Legyen az AB oldal hossza a, a BC' oldalé pedig b. Ekkor a téglalap teriilete ab. Az APS
5, mig AS hossza %c Igy a

haromszog teriilete kilencede a téglalapnak, hiszen AP hossza
. 2b ab

wle

teriilete
T = CE—
APS 5 9

Ugyanez elmondhaté a CRQ, BQP és DSR haromszogekrsl. Igy ezek a haromszogek a
téglalap teriiletének %—ét teszik ki, vagyis a PQRS paralelogramma teriilete g—e a téglalap

teriiletének.
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3. Legfeljebb hany olyan honap lehet egy évben, amelyben 6t péntek van?

Minden hénapban van legalabb 4 péntek, hiszen a legrévidebb hénapban is van 28 nap. 5
pénteknél tobb egyetlen honapban sincs, hiszen ahhoz legaldbb 5 - 7 4+ 1 napos kéne lennie
egy honapnak, de ilyen nincs. Tehat egy honapban 4 vagy 5 péntek van.

Elképzelhets, hogy egy évben 5 olyan hénap van, amelyek mindegyikében 5 péntek van.
Ha januar 1-je péntek, és az év nem szokGév, akkor januarban, aprilisban, juliusban
szeptemberben és novemberben is 5 péntek lesz.

5-nél tobb ilyen honap azonban nem lehet. Ha 6 ilyen hoénap lenne, akkor ez 6 - 5 hetet
jelentene, és a maradék 6 honapban is lenne legalabb 4 péntek, ami 6 - 4 hét. FEz Osszesen
54 hét lenne, ami érinti az évet, vagyis az évben legalabb 53 - 74+ 1 = 372 napnak kellene
lennie. Errél azonban tudjuk, hogy nem lehetséges.

Ezekbdl egyiittesen kovetkezik, hogy legfeljebb 5 ilyen honap lehet egy évben. o

Van-e olyan haromjegyt, tizes szamrendszerben felirt szam, amelynek 25 pozitiv osztoja
van?

Egy szdm osztoinak szamat tgy kapjuk meg, hogy a primtényezés felbontasban minden
kitev6hoz egyet adva, a kapott szamokat Osszeszorozzuk. Most ezeknek a szdmoknak a
szorzata 25. Ezt kétféleképpen kaphattuk, vagy egy prim van a 24-edik hatvanyon, vagy
pedig két prim szerepel a szam primfelbontdsaban és az alakja ptqt. Az elsé esetben a
szam legalabb 224 = 16777216, vagyis ilyen alakii 3-jegyii szam nem létezik. A mésodik
esetben a legkisebb lehetséges szam a 2% - 3* = 1296. Ebbdl kovetkezik, hogy nincs a feladat
feltételeinek megfelel§ szam. o

Az ABCD paralelogramma C'D oldalan van az E pont. Tudjuk, hogy AD = BD, BE =
DE és BC = EC. Mekkoréak a paralelogramma szogei?

Tekintsiik a kovetkezd abrat.

D E C

A B

Az azonos szinii szakaszok egyenld hossziiak a feltételekbdl adédéan. AD = BC, hiszen
ABCD egy paralelogramma. AD = BD és BC = EC miatt azonos hosszisdguak a kék
szakaszok. A BE = DF feltétel miatt azonos hossztisagt a két piros szakasz.

Vizsgaljuk meg a szogeket. DAB< = DCB<, hiszen egy paralelogramma szemkozti szogei
egyenl6k. Legyen ez a sz0g «. Ekkor DAB< = DBA< = «, hiszen az ABD héaromszog
egyenl@szara. BDC'< = a, hiszen a C'DB haromszog is egyenldszaria. Ebbdl kapjuk, hogy
DBE< = «, hiszen a DEB haromszog is egyenlészaria. CEB< = 2a, mivel kiils6 szoge
az E DB haromszognek, és arr6l mar tudjuk, hogy a megfelel6 két szoge éppen « nagysagu.
Mivel EC'B haromszog is egyenlészéara, igy EFBC< = 2a. Latjuk, hogy a BC oldalon fekvd
két szog Osszege Ha, mésrészt egy paralelogramma egy oldalan fekvd szogek Ossze 180°.
Vagyis a = 36°. Tehat a paralelogramma szogei 36° és 144°. o
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Melyik az a harom (pozitiv) primszam, amelyeknek szorzata egyenls Gsszegiik 7-szeresével?

A harom primszam legyen p,q és r. A feltétel szerint

pgr =T(p+q+r).

Mivel a jobb oldal oszthaté 7-tel, ezért a bal oldal is. Ez csak agy lehetséges, ha p,q és r
koziil az egyik 7. Legyen r = 7, igy ezt kapjuk:

pg=p+q+T.
Ebbdl

(P—1g—1)=38

adodik. A 8-at kell két tényezd szorzatava bontanunk gy, hogy mindkét tényez6hoz egyet
adva primszamot kapjunk. Az 1-8 nem megfelels, mivel 8 +1 = 9 nem primszam, de a 2-4
megfelel, ugyanis 3 és 5 is primszam. Vagyis egyediil a 3,5 megoldas lehetséges, igy a harom
primszam: 3,5 és 7.

Egy téglalapot négy téglalapra vagtunk szét, ezek teriilete: 3,4,5 és x. Mennyi x értéke?

Nevezziik el a négy kozéps6 szakaszt az dbran lathaté modon:

Elsé megoldas. Ekkor a négy téglalapra felirhatjuk a teriiletiik képletét:
a-p=3, b-p=4, a-q==x, b-q=0>.

Vagyisd-z=(b-p)-(a-q)=(b-q)-(a-p)=5-3=15.
Amibdél kapjuk, hogy = = lz.

Masodik megoldas. Az a nyilvan %—e b-nek, hiszen a bal felsG téglalap teriilete %—e a jobb

fels6nek, és a p hosszi oldaluk kozos. Ebbdl kévetkezGen a bal also téglalap teriilete %—e a
jobb alsénak, hiszen a q kozos oldaluk. Ebbél kévetkezben x = % -H = %. o




Megoldasok

XXXVI. verseny 2006—-2007.

3. Igazoljuk, hogy a kovetkezs, 4012 = 2-2006 tagu Osszeg értéke 5/6-nal nagyobb, de 3/2-nél
kisebb:

1 1 1 1 1
<2007 i 2008 - 2009 o 4012) i <4013 o 6017 i 6018) '

Az 0sszeg els6 2006 tagjat csokkenthetjiik, ha mindegyik helyett a legkisebbet, vagyis ﬁ—t
irunk. Ugyanigy a masodik 2006 tag helyett is a legkisebbet, azaz ﬁ—ot irva még inkabb
csokken az Osszeg. Vagyis

1 1 1 1 1 1 1 2 5
4. i —— ) > 2006 —— +2006 —— = = + = = -
(2007Jr +4012>+<4013+ +6018> > 2000 3o 2000 e =5 T3 =g

Hasonlo modon az elsé 2006 tag mindegyike helyett nagyobbat irva és a kovetkez6 2006 tag
helyett is a nagyobbat irva kapjuk, hogy

1 1 1 1 1 1 1 3
— 4. 4 —— ) <2006 —— + 2006 —— =1+ - = -
(2007 o 4012) * <4013 o 6018) = 2006 5576 T200 e =1t =3

Ezzel mindkét allitast bizonyitottuk. o

4. Az A varosbol B-be indul egy gyalogos, ezzel egyidében B-bél A-ba indul egy kerékparos.
Mindketten alland6 sebességgel haladnak. Az indulds utan 1 oraval a gyalogos egyenld
tavolsagra lesz A-t6l és a kerékparostol. Még eltelik egy negyed ora és taldlkoznak. Mennyi
ideig tartott a gyalogos utja A-bol B-be?

Készitsiink abrat. A gyalogos A-bol C-be, a kerékparos B-bél D-be ér 1 o6ra alatt.

.$.$: Y ®

A C D B

A C és D kozti x kilométer tavolsagot ketten 1/4 ora alatt teszik meg, tehat

1 N 1

-+ -y =ux.

TRV
Ebbél kapjuk, hogy y = 3z, vagyis, hogy a kerékparos 3-szor gyorsabb a gyalogosnal. A
talalkozasi pontig a gyalogos 1}1 orat haladt, és mivel B-b&l ennyi id6 alatt ért oda a kerék-
paros, ezért a gyalogosnak még 3-szor ennyi ideig fog tartani eljutni B-be. Vagyis Osszesen

1 1

1-4+3.1-=5
170

orara lesz sziiksége. o

5. Az ABCD konvex négyszogben a B és D cstcsnal 16v6 szogek 90°-osak, és AB = BC.
Tudjuk még, hogy a B csticsnak az AD egyenestSl mért tavolsaga 2 egység. Szamitsuk ki
a négyszog teriiletét!

Hasznaljuk az aldbbi abra jeloléseit, vagyis legyen E a B csiics merGleges vetiilete az AD
oldalon.
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B

Forgassuk el az AE B haromszoget a B csics koriil 90°-kal. Mivel ABC< =90°és AB = BC,
ezért az AB szakasz elforgatottja a C'B szakasz lesz. Legyen az E elforgatas utani képe F'.
Az elforgatds miatt BFC'< = 90°. Mivel BE meréleges AD-re, ezért a 90°-os elforgatas
utan a képe parhuzamos lesz AD-vel. A DCF< = 180°, hiszen

DCF«q = BCD<x+ BCOF<1 = BAD<+ BCF< = 180°.

Ez azért igaz, mert az ABC' D négyszogben van két derékszog, igy a maradék két csicsnal 16vs
sz0g Osszege 180°. Tudjuk azt is, hogy BE = 2, illetve BE = BF'. Ebbdl kovetkezik, hogy
BEDF négyzet, aminek az oldala 2 egység. Viszont ABCD teriilete megegyezik BEDF
teriiletével, vagyis Tapcp = 4.

5. osztaly, 1. nap Orszagos donté

1. Egy apa most haromszor olyan idés, mint a fia. Ketten egyiitt 44 évesek. Héany éves az
apa, és hany éves a fia most? Héany év mulva lesz az apa kétszer annyi idGs, mint a fia?

Jelolje a az apa, és f a fia életkorat. A feladat szerint a = 3f, és a+ f = 44. Ebbdl 4f = 44,
azaz f = 11, tehat az apa 33 éves, fia 11 éves. n év milva az apa 33 +n, a fia 11 + n éves
lesz. Azt szeretnénk, hogy 33 +n = 2- (11 + n) teljesiiljon, azaz 33 + n = 22 + 2n, amibgl
kovetkezik, hogy n = 11. Tehat 11 év milva lesz az apa kétszer annyi id6s, mint a fia. o

2. Az ABCD négyzetet papirbol vagtuk ki (az A és a C csics a négyzet egyik atlojanak
két végpontja). Jelolje E az AB oldal felez6pontjat. Az EC' egyenes mentén behajtjuk
a papirlapot, igy lesz egy kétrétegii és egy egyrétegi része a négyzetnek. Hanyad része a
négyzet teriiletének az egyrétegi rész?
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A E B

A hajtas utan a B csics a B’ csucsba keriil, mint az dbran. Az egyrétegii rész teriiletét
megkaphatjuk, ha az ABCD négyzet teriiletébdl kivonjuk a EBC és EB'C haromszogek
teriiletét. A hajtas miatt az FBC és EB'C haromszogek teriilete egyenls. Az EBC harom-
sz0g 4 egybevago példanya (1d. abra) lefedi az ABC'D négyzetet. Tehat az ABC' D négyzet
teriiletének a negyede az K BC' haromszog teriilete. Az ABCD négyzet teriiletének a fele
az EBC és EB'C haromszogek teriiletének az Osszege. Tehat az egyrétegi rész teriilete a
négyzet teriiletének a fele. o

Melyek azok a kétjegyi szamok, amelyeket 13-mal osztva a kapott maradék annyi, mint a
szam 11-gyel val6 osztasakor kapott hdnyados, és a 11-gyel val6 osztaskor kapott maradék
is annyi, mint a 13-mal val6 osztaskor kapott hanyados?

Legyen az n keresett szam 13-as osztasi maradéka b, a hanyados a. Ekkor n = 13- a + 0.
Hasonléan n = 11 - = +y. A feladat szerint a = y és b = z, azaz 13-a+ b = 11 - b + a,
ahonnan 12-a = 10- b, tehat 6-a = 5-b. a és b egész szamok, minden megoldas az a = 5
és b = 6 egy tobbszorose. Ha a = 0 és b = 0 akkor n = 0, ami nem kétjegyld. Ha a = 5 és
b =6 akkor n = 71. Ha a = 10 és b = 12 akkor méar n > 100. Tehat egy ilyen kétjegyii
szam van, a 71.

A kovetkezd tablazatbol Andris és Béla felvaltva kihiiznak egy-egy szdmot tigy, hogy a végén
csak egy szam marad. Kideriilt, hogy az Andris altal kihazott szamok 6sszege haromszorosa
a Béla altal kihizott szamok &sszegének. Melyik szam maradt meg a végén a tablazatban?

1|23
4 | 5| 6
71819

Legyen a megmaradt szam m, és x a Béla altal kihizott szdmok 6sszege. Ekkor az Andris
altal kihtuzott szamok Osszege 3z, azaz az Osszes kihizott szam Osszege 4x. A tablazatban
szerepld Osszes szam Osszege 1 4+ 2 + --- 4+ 9 = 45, Tehat 45 = 4oz + m. Ha x > 12, akkor
4r > 48, m nem lehetne pozitiv. Ha x = 11, akkor m = 1. Viszont ekkor a Béla altal
kihtizott szdmok Osszege legalabb 2 +3 44 +5 = 14 > 11, ami nem lehet. Ha = = 10, akkor
m = 5, ami lehet. Ekkor a Béla altal kihtizott szamok Osszege legaldabb 1+ 2 + 3 + 4 = 10,
tehat az is kideriilt, hogy ki melyik szdmot huzta ki. x < 9 nem lehet, mert a Béla 4altal
kihtzott szamok Osszege legalabb 1+ 2+ 3 + 4 = 10.
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A végén a tablazatban az 6t6s szam maradt. o

5. osztaly, 2. nap

1.

Orszagos donté

Héany olyan, tizes szdmrendszerbeli paros 6tjegyi szdm van, amelyben a szdmjegyek kiilon-
boz6k?

Mivel a szam péaros, igy az utolso jegye is paros. Ha az utolso jegy a 0, akkor az els6 jegy 9
féle lehet, a masodik jegy a maradék 8 szamjegy koziil valaszthato ki. A harmadik jegyre
7, a negyedikre 6 lehetdségiink marad. Igy 0-ra vegzéds kiilonbozs jegyi 6tjegyt szambol
1-9-8-7-6 =23024 van.

Ha az utolso jegy 2,4, 6 vagy 8, akkor az els6 jegy 8 féle lehet, mert nem lehet sem 0, sem az
utolso jegy. A masodik jegy a maradék 8 szamjegy koziil valaszthato ki (ez méar lehet 0 is).
A harmadik jegyre 7, a negyedikre 6 lehetGségiink marad. Tgy most 4-8-8-7-6 = 10752
lehetGség van.

Tehat sszesen 3024 + 10752 = 13776 ilyen szam van. (4]

Két porzitiv egész szam Osszege 726. Ha a nagyobbik szam utolso jegyét, a 0-t elhagyjuk,
akkor a kisebbik szamot kapjuk. Melyik ez a két szam?

A nagyobb szam kisebb mint 726, tehat legfeljebb haromjegyt. Kétjegyt nem lehet, mert
akkor az Osszeg nem érheti el a 726-t. A nagyobb szam legyen ab0, ahol a és b szamjegyek.
Ekkor a kisebbik szam ab alakt. Mivel az Osszegiik 726, igy b = 6. A tizes helyiértéken
2-nek kell allnia, azaz a = 6. A két szam tehat a 66 és a 660.

Rendelkezésiinkre all annyi egységkocka, amennyire sziikségiink van, ezeknek a lapjai fehé-
rek. A lehet legkevesebb kocka befestésével el akarjuk érni, hogy dssze tudjunk allitani egy
kiviil piros, azutan egy kiviil zold, majd egy kiviil kék 2 x 2 x 2-es kockat. Ugyanazokat
a festett egységkockakat a kiilonb6z6 szinii kockakhoz felhasznalhatjuk. Legkevesebb hany
egységkockat kell befesteniink és hogyan, hogy ezt megvalositsuk?

Egy 2 x 2 x 2-es kockanak a feliiletén 6-4 = 24 egységkocka lap lathatd. A harom kiilonb6z8
szin nagy kockdhoz Osszesen 3 - 24 = 72 egységkocka lap kell. Mivel a kockanak 6 lapja
van, igy legalabb % = 12 egységkocka kell.

12 kis kockaval meg is valosithatd a feladat. Egy kis kocka egy csticsa harom lappal
szomszédos. 12 olyan kockat vesziink, aminél egy csiccsal szomszédos 3 lap egyszini, és a
maradék harom lap is egyszinti. Egy ilyen kockat ez a két szin meghatarozza. A 12 kockéhol
legyen 4 piros-kék, 4 piros-zold és 4 zold-kék. Ekkor példaul a piros nagy kockat a 8 félig
piros kiskockabol rakhatjuk 6ssze. A nagy kocka minden cstcsédndl lathaté 3 piros lap egy
kiskocka harom piros lapja.

Réka 10 évvel fiatalabb, mint az unokatestvére, Barnabas. Egy év milva Barnabas harom-
szor olyan idGs lesz, mint Réka. Hany éves most Réka, és hany éves Barnabas?

Legyen Réka életkora r és Barnabéas életkora b. A feladat szerint r + 10 = b. Egy év milva
pedig 3(r + 1) = b+ 1 fog teljesiilni. Ebb6l 3(r + 1) = r 4+ 10 + 1, azaz 3r +3 = r + 11,
2r = 8, r = 4. Tehat Réka most 4 éves, Barnabas pedig 14 éves. o
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6. osztaly, 1. nap

1.

2.

Megoldasok

Orszagos donté

Szamitsd ki a haromjegyt tizes szamrendszerbeli szdmok szamjegyeinek Osszegét!

FElsé megoldas. Parokba rendezziik a szdmokat:
{100,999}, {101,998}, {102,997}, . .., {549, 550}.

Minden parban a szdmjegyek Oszege 28, és mivel 450 par van, a haromjegyt szamok szam-
jegyeinek 6sszege 450 - 28 = 12600.

Masodik megoldas. Osszeszamolhatjuk helyiértékenként is. Nézziik meg, hogy példaul az 5-
0s szamjegy hanyszor fog szerepelni az egyes vagy a szazas helyiértékeken. Az elsG szamjegy
10 - 10 = 100-szor lesz 6t. Az utolsé szamjegy 9 - 10 = 90-szer lesz 6t. Ebbdl az Gsszegre
(142449 -100+0O0+14---+9)-90+ (0+1+---49)-90 = 12600 adodik. )

Az ABC haromszog A cstucsbol indulé magassagvonala az AB oldallal fele akkora szdget
zar be, mint az AC oldallal. Ugyanigy a B cstcsbol induld magassagvonal is fele akkora
szoget zar be az AB oldallal, mint a BC oldallal. Mekkorak a haromszog szogei?

Legyen D az A-bél indul6, E pedig a B-bdl indulé ma-
gassag talppontja a szemkozti oldalon. Illetve jeloljiik a
DAB szbget a-val, az ABFE szoget pedig (-val. Ekkor
CAD< =2a és CBE< = 2. Tekintve az ABE és ABD
derékszogli haromszogeket, azt kapjuk, hogy

C

3a+ 3 =90°

30 + a = 90°.
Osszeadva kapjuk, hogy 4o + 48 = 180°, amibél

A B
a+ (B =45°.

Ha ezt levonjuk a két eredeti egyenlethdl, akkor kapjuk, hogy 2a = 45° és 23 = 45°. Vagyis
a =0 =22,5°

és igy a haromszog szogei: 67,5% 67, 5% 45°. o

Melyek azok az a,b, ¢ szamjegyek, amelyekre teljesiil, hogy aa, bb, cc kétjegyti tizes szam-
rendszerbeli szamok Gsszege az a haromjegyt szam, amelynek els6 jegye a, a masodik jegye
b, harmadik jegye c: abc?

Harom kétjegyd szdm Osszege kevesebb 300-nal, ezért a csak 1 vagy 2 lehet. Ha a = 2,
akkor a 3 szam Osszege csak gy lehet legalabb 200, ha a szamok 22, 88,99, vagy 22,99, 88
vagy pedig 22,99,99. De egyik esetben sem lesz az Osszeg rendre 289, 298 vagy 299. Igy
tehat a = 1. Osszeadva a 3 szamot

aa +bb+cc=a c,
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az Osszeg c-re végzédik. Ebbdl kovetkezik, hogy a + b = 10, hiszen b és c is szamjegyek.
Akkor kapjuk, hogy b = 9. Amibdl kapjuk, hogy

110 4 e¢ = 19¢
Ebbél pedig kapjuk, hogy ¢ = 8. O

4. Nyolc azonos méretd szabdlyos dobokockabol egy nagyobb kockat épitiink. Legfeljebb
mennyi lehet a nagy kocka felszinén lathato pontok szama? (A szabalyos dobdkockan
barmely két szemkozti lapon a pontok Gsszege 7.)

Minden kis kocka 3 oldala lesz a nagy kocka valamelyik oldalanak része. Egy kis kocka
akkor adja a legtobb pontot, ha a 4, 5 és 6 oldala is kiviil van. Ez minden kockanél elérhetd,
hiszen ezek paronként szomszédos oldalak. Igy a lehetd legtobb pont a nagy kocka felszinén:

8- (4+5+6) = 120,

o

6. osztaly, 2. nap Orszagos donté

1. Egy kocka lapjaira rairtuk az 1,2,3,4,5,6 szamokat (minden lapra egyet). Ezutan minden
élhez odairtuk az élben taldlkozd két lapra irt szamok Osszegét. Végiil minden csics mellé
irtuk az adott csiicsban talalkoz6 harom élre irt szdmok Gsszegét. Mennyi lesz egy testatlo
két végpontjaban elhelyezkedd csicsokhoz irt szamok Gsszege?

Egy testatlo két atellenes pontjaban 3-3 él fut Ossze, és ezek az élek minden oldallal pontosan
kétszer szomszédosak. Vagyis minden oldalra irt szamot pontosan kétszer fogunk valahol
szamolni, mire a testatlo valamelyik cstcsaban 16v6 szamban megjelenik. Igy a keresett
0sszeg:

2-(1+2+34+445+6)=42.

o

2. Szamitsd ki a kovetkez6 Osszeget:
142-3-4+5+6—-7-8+4+9+10—-11-12+...42002 — 2003 — 2004 + 2005 + 2006 — 2007

(két pozitiv el6jeld tag utan két negativ elGjeld jon, ismét két pozitiv, és igy tovabb).

Vegyiik észre, hogy 2—3—4+4+5 =0, majd 6 —7—8+9 = 0. Ez folytatodik egészen addig,
hogy 2002 — 2003 — 2004 42005 = 0. Vagyis a keresett Osszeg megegyezik az 1+ 2006 — 2007
Osszeggel, ami 0.
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3. Egy 16 egységnégyzetbdl felépiil6 4 x 4-es négyzet bal fels6 egységnégyzetét kivessziik. A
megmarado 15 egységnégyzetbdl allo alakzatot bontsuk fel egyenes szakaszokkal

a) b egybevago (egyforma) részre,

b) 3 egybevagé (egyforma) részre!

o

4. Van-e olyan kétjegyi, tizes szdmrendszerbeli szdm, ami egyenl§ szdmjegyei szorzataval?
Allitasodat indokoljad meg!

Nincs ilyen szdm. Ha a szam els6 szamjegye a, akkor egy olyan kétjegyd szam, ami a-val
kezdd6dik, legalabb 10a. Viszont a méasik szdmjegy legfeljebb 9, igy a két szdmjegy szorzata
legfeljebb 9a. Mivel a legalabb 1, ezért nem lehet a szdm egyszerre legalabb 10a és legfeljebb
9a.

\ J

7. osztaly, 1. nap Orszagos dontd

1. Egy szamsorozat elsé tagja 3, méasodik tagja 2, és a masodik tagtol kezdve minden tagot
ugy szamitunk ki, hogy a két, vele szomszédos tag szorzatat eggyel csokkentjiik. Mi lesz a
sorozat 111-edik tagja? Mennyi lesz a sorozat els6 100 tagjanak Osszege?

Ha n pozitiv egész, és a sorozat elemeit rendre aq, as, as, . . .-mal jeloljiik, akkor

Upt1 = Appy2 — 1

(pt1 + 1 . .
L, ha a, # 0, vagyis ekkor a sorozat elemeit az el6z6 2 elembdl

a feltétel, azaz a, o =
tudjuk egyértelmiien meghgtarozni.

Ezzel a képlettel kiszamolva az els6 néhany tagot: 3,2,1,1,2,3,2,... adodik. Itt a 3,2 djra
megjelenik mint egymas utani két elem, vagyis innentél kezdve a sorozat ugyanaz, mint az
elejétdl kezdve, tehat végig a 3,2, 1, 1,2 szdmsorozat ismétlgdik.

Ebb6l rogtoén latszik, hogy ay17 = a1 = 3. Az els§ 100 tagban pedig ez az 5 hosszi periddus

pontosan - = 20-szor szerepel, vagyis az els§ 100 tag Osszege

20- (3+2+1+1+42) = 180. O
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2. A 2007-et hanyféleképpen lehet elGallitani legalabb ketts, egymast kovets paratlan szam

osszegekeént? Trd f6l az Gsszes lehetséges eloallitast!

Legyen egy ilyen elGallitas az
n+n+2)+n+4)+---+ (n+2k) =2007.

Ekkor
(n+ (n+2k))(k+1)

2

ahol k pozitiv egész, és n egész. A 2007 primtényezds felbontasa 3% - 223, és k+1 > 2 a
2007 pozitiv osztdja, fgy a szoba jové lehetdségek k + 1 értékére 3,32 = 9,223,3 - 223 =

= (n+k)(k + 1) = 2007,

2007
669, 32 - 223 = 2007, azaz k lehet 2, 8,222, 668 vagy 2006. Ezek mindegyikére n+ k = PERE
2007 .
azaz n = —— — k egyértelmiien meghatarozott egész szam, hiszen k+1 a 2007 osztdja. Igy

k+1
ezen értékek mindegyikéhez pontosan egy felbontas tartozik, tehat Gsszesen 5-féle elGallitas

lehetséges.
Ezek az elGéllitasok: 2007 = 667 4 669 4 671
2007 = 2154217+ ... + 231
2007 = =213 — 211 — ... 4+ 231
2007 = —665 — 663 — ... 4+ 671
2007 = —2005 — 2003 — ... 4+ 2007. o

Az ABCD négyzet belsejében a P pont, rajta kiviil a ¢ pont tgy helyezkedik el, hogy
CPD és BQC szabalyos haromszogek (A és C' a négyzet szemkozti csicsai). Igazoljuk,
hogy A, P és () egy egyenesre illeszkednek!

A szabalyos haromszogek és a négyzet oldalainak egyenlGsége miatt DA = DC = DP,
valamint CQ = CB = CD = CP, igy a PDA és a PC(Q haromszogek egyenlGszaraak.
Emellett a szabalyos haromszégek miatt CDP< = DCP< = BCQ< = 60°, igy

PDA<x = CDA< — CDP< =90° — 60° = 30°,
valamint

PCQ< = PCB< + BCQ< = (DCB< — DCP<) + BCQ< = (90° — 60°) + 60° = 90°.

Ezekbdl rogton adodik, hogy

180° — PDA<  180° — 30°
2 N 2

APD< = PAD< = = 75°,

valamint
180° — PCQ« _180° —90°
2 N 2

Igy, mivel a CPD haromszog szabalyos, APQ< = APD<+ DPC<+ CPQ< = 75° 4 60° +
45° = 180°. Tehat az A, P és () pontok valoban egy egyenesen vannak.

CPQRQa=CQP« = = 45°.
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4. Hany éves ebben az évben (2007-ben) az a férfi, aki az n? évszammal jellt évben lesz n
éves?

A sziiletési év n> —n = n(n — 1) kell, hogy legyen. Ez n = 0 vagy 1 esetén 0, ha pedig

m > n > 2, akkor m(m — 1) > n(n — 1), hiszen m,n,m — 1 és n — 1 is pozitivak, és
m >mn,m—1>n— 1. Tehat n > 2-re az n?> — n értékek sorozata szigorian monoton né.

A 0 mint sziiletési év nem jon szoba, igy n > 2. Az n = 43,44, 45,46 értékekre n(n — 1) =
1806, 1892, 1980, 2070 értékek adodnak. Ebbdl az 1806 nem jon szoba mint sziiletési év,
foltéve, hogy az életkor nem lehet 120 évnél nagyobb, és a 2070 sem. 43-nal kisebb, illetve
46-nal nagyobb n-ekre a szigorti monotonitas miatt ezeknél kisebb, illetve nagyobb értékeket
kapnank a sziiletési évre, igy ezek sem lehetségesek. Tehat csakis n = 44 vagy n = 45 johet
szoba. Az el6bbi esetben n = 44 éves 1892 + 44 = 1936-ban lenne az ember, ami mar 2007
elstt volt. Igy csak n = 45 marad. Ekkor pedig 1980 + 45 = 2025-ben lesz 45 éves, ami
megfelel. Tehat most 2007 — 1980 = 27 éves. (4)

5. Adj meg 100 kiilonb6z8 pozitiv egész szamot gy, hogy az Osszegiik 5051 legyen!
Vegyiik észre, hogy

(1 + 100) - 100
2

1+2+...+100 = = 101 - 50 = 5050.
Ha a kérdéses 100 pozitiv egész a1 < ay < --- < ajgo, akkor a; > 1,a9 > 2,...,a190 > 100.
Mivel egészekrdl van szo, ezért ha valahol nem &ll egyenl&ség, azaz a; > i, akkor a; > 7 + 1.
Es ha a; > i + 1, akkor Qi1 > a;, Vagyis a;4 1 > 1+ 2, és igy tovabb, ajgo > 101.
Ttt

a1+ as + ...+ ajpo = 5051 = 5050 + 1,

igy pontosan egy i¢-re nem allhat csak egyenlGség, és ott is a; = ¢ + 1 kell. Tehat ez az ¢
mindenképpen a 100, vagyis a keresett szamok csakis az 1,2,...,99,101 lehetnek. o

7. osztaly, 2. nap

1. Az z,y, z paratlan (pozitiv) primszamok, és

Orszagos donté

x + 40y + 600z = 2007.

Mik lehetnek x,y és z értékei?

Mivel x,y, z pozitiv egészek, igy 600z < 2007, vagyis z < 3. De z paratlan prim, igy
z = 3. Ekkor z + 40y + 600 - 3 = 2007, vagyis =z + 40y = 207. Ebbdl 40y < 207, vagyis
y < 5 adodik. Mivel y is paratlan prim, igy y = 3 vagy 5 johet szoba. Ha y = 3, akkor
x =207 —40-3 = 87, ami nem prim, igy ez nem lehet. Ha y = 5, akkor x = 207—-40-5 =17,
ami valoban paratlan, pozitiv prim.

Tehat z =7,y =5,z = 3. o
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2. Az ABC héaromszogben a BE és C'F szogfelez6k metszéspontja O (E az AC, F az AB

oldalon van). Tudjuk, hogy AFC< = 80°, és az FOC< = 50°. Hatéarozzuk meg az ABC
haromszog szogeit!

Mivel BFO< = 180° — AFC< = 180° — 80° = 100°, és BOF <1 = EFOC<« = 50°, igy a BFO
haromszog B-nél 1évs szoge 180° — 100° — 50° = 30°. De a BO félegyenes az ABC'< felezd-
je, igy ABO< = 60°, és OBC<t = 30°. Masrészt BOO< = 180° — BOF< = 130°,

igy a BCO héaromszog C-nél 1évé szoge 180° — 30° — 130° = 20°. Mivel a
CO félegyenes az ACB< felezbje, igy ACB< = 40°. Ezekbdl pedig adodik
BAC< =180° — ABC< — ACB< = 180° — 60° — 40° = 80°.

Tehat az ABC haromszog szogei 80°,60° és 40° rendre az A, B és C' csiicsoknal. o

Hany olyan hatjegyii, tizes szamrendszerbeli szam van, amelynek szamjegyei kiilonbozdk,
és a szam oszthato 25-tel?

Egy pozitiv egész pontosan akkor oszthaté 25-tel, ha az utolso 2 szamjegye 00, 25,50 vagy
75, hiszen n = 100k + ab pontosan oszthat6 25-tel, amikor ab (n és k nemnegativ egészek).
Ebbé6l a 00 nem lehetséges, mert kiilonbozének kell lennie a szamjegyeknek. A t6bbi 3
eset mindegyikében az el6z8 4 jegy tetszéleges lehet, azzal a megkdtéssel, hogy kiilonbdzGk
egymastol és az utolsod 2 szamjegytdl, valamint az els6 jegy nem lehet 0.

Ha az utolso 2 jegy a 25 vagy a 75, akkor az els6 jegy lehet 7-féle (mivel a 0 nem lehet), ezt
kivalasztva a masodik is 7-féle (mivel itt mar a 0 szoba johet), a harmadik mar csak 6-féle,
és a negyedik pedig csak 5-féle. Igy mindkét esetben az el6z6 4 jegy 7-7-6 -5 = 1470-féle
lehet.

Ha az utolso 2 jegy az 50, akkor a 0 eleve nem jon szoba az elsG 4 jegynél, igy az elsd, masodik,
harmadik és negyedik jegyeket rendre kivalasztva 8-, 7-, 6- és 5-féleképpen valaszthatunk.
Vagyis az els6 4 jegy 8- 7-6 -5 = 1680-féle lehet.

Tehat Osszesen 2 - 1470 4+ 1680 = 4620 kivant tulajdonsagi hatjegyt szam van. o

Egy derékszogti haromszog oldalai hosszanak szorzata kétszerese a haromszog harom ma-
gassaga szorzatanak. Mekkorak a haromszog hegyesszogei?

Legyenek a derékszogli haromszog csicsai A, B és C, az ezekkel szemkozti oldalak hosszai
rendre a, b és ¢, és legyen C' a derékszogi cstcs (azaz ¢ az 4tfogd hossza). Jelolje m a C-hez
tartozé magassag hosszat. Mivel a C-nél 1év6 derékszog miatt az A-hoz tartozo magassag az
AC = b, a B-hez tartozé pedig a BC = a, igy az oldalhosszak szorzata abc, a magassagokeé
pedig abm. Tehat a feltétel szerint

abc = 2abm,

azaz a,b # 0 miatt ¢ = 2m.
Legyen O az AB atfogo felezépontja. A Thalész-tétel szerint C rajta kell, hogy legyen az O

koriili, r = B sugari (A-n és B-n atmend) k kéron. Masrészt ¢ = 2m miatt

C

m=—-=r,

vagyis C' az AB egyenestdl r tavolsdgra van. De a k kornek csak 2 ilyen pontja van, az
O-ban AB-re allitott merdleges metszéspontjai k-val (X,Y). Hiszen az X-ben és Y-ban
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k-hoz huzott ey, illetve ey érint6k merdlegesek XY -ra, azaz parhuzamosak AB-vel, valamint
az X és Y pontok is r tavolsagra vannak AB-t4l, igy a szigorian e; és ey kozott 1évé pontok
mind kozelebb vannak AB-hez, mint r. Marpedig a k Gsszes pontja az X és az Y kivételével
szigorian a két érint6 kozé esik, tehat pontosan az X és az Y lehet csak a C.

A két eset szimmetria miatt nyilvan egybeviagd ABC haromszogeket ad, igy elég az egyiket
nézni, legyen ez az ABX haromszog. Ez szimmetrikus az OX egyenesre, igy AX = BX,
azaz a derékszogi haromszog egyenlGszari. Eszerint pedig a hegyesszogei

180° — o
M = 45°-osak. (1)

\ J

8. osztaly, 1. nap Orszagos donté

1. Igazoljuk, hogy 3292 + 5 - 3210 + 1 Gsszetett szam!

Megmutatjuk, hogy oszthato 5-tel: 5|5 - 3219 ezért elég belatni, hogy 5[3%°% + 1. Tudjuk,
hogy 3202 = 9191 ¢s a 9-nek az 5-tel vett osztasi maradéka -1, a 101 pedig paratlan, tehét
3202 4 1 5-6s maradéka —1 + 1 = 0. (1)

2. Egy trapéz két parhuzamos oldala 3 és 7 egység. Az ezekkel az oldalakkal parhuzamos
6 egység hosszi szakasz a trapézt két trapézra bontja. Mekkora a két trapéz teriiletének
aranya?

Hosszabitsuk meg a trapéz nem parhuzamos oldalait, legyen a metszéspontjuk £. Hasznaljuk
az abra jeloléseit!
E

P
Yy \B

7

CD és FG parhuzamossagabol kovetkezik, hogy ECD és EFG haromszdgek hasonlok, innen
tudjuk, hogy

Tgre =4+ Tgep,
mert hasonldé haromszogek teriiletének aranya a megfelel6 oldalhosszak négyzetének aranya.

Ugyanigy kapjuk, hogy
49
Tpap = e Trep-

Tehat a két trapéz teriiletének aranya:
49

91 4 o

4—1 27
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3. Az 1,2,3,...,9,10 szamokat leirjuk valamilyen sorrendben. Ezutdn minden szdmhoz hoz-
zdadjuk azt a sorszamot, ahanyadik a leirt sorban. Igazoljuk, hogy a kapott 6sszegek kézott
biztosan lesz ketts, amelyik ugyanarra a szamjegyre végzdik!

Legyen az 1,2,3,...,9,10 szamok egy sorrendje aj,as,as...ag,ayy, és legyen minden
1 <7 <10-re
b,‘ = a; + 7.

Indirekt moédon bizonyitjuk be az allitast: Tegyiik fel, hogy nincs ketts a b;-k kdzott, amelyik
ugyanarra a szamjegyre végzodik. Ez pontosan akkor teljesiil, ha minden lehetséges végz&dés
pontosan egyszer fordul el6. Ekkor a by + by + - -+ + by 0sszeg 10-es maradéka 5, mert az
egyes helyiértéken allo szamok Gsszege % = 45, mésrészt viszont tudjuk, hogy
bl+b2+~~+blo:a1—i—a2~~+a10—|—1—0—2—|—~~+10:90,

tehdt a by + by + - - - + by Osszeg oszthatd 10-zel. Ezzel ellentmondasra jutottunk, azaz lesz
két kiilonbo6z6 a b;-k kdzott, ami ugyanarra a szamjegyre végzodik. O

4. Az abran lathato félkor teriilete t. Az ABCD félkort a B és C' pontok harom, egyenld
hosszi ivre bontjék. Mennyi az ABC' sikidom teriilete?

B C

A D

Legyen O a kor kozéppontja. Tiikrozziik B-t és C-t O-ra, legyenek a tiikorképek rendre B’
és C'.

B . B o

Ekkor az A, B, C, D, B’, C’" pontok 6 egyenl§ ivre osztjak a kort, tehat ABCDB'C’' egy
szabalyos hatszog. Ebbdl kivetkezik, hogy OAB és O BC szabalyos haromszogek, azaz

OA=0B=0C=AB = BC.
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Megoldasok

Megmutatjuk, hogy az ABC sikidom teriilete megegyezik ABO sikidom teriiletével, amit
mar kénnyen kiszamolhatunk: % ABCO négyszog rombusz, tehat az atloi felezik a tertiletét.
Innen kapjuk, hogy

Tapcr = Tapon.

A BC szakasz és rovidebb BC iv altal hatarolt stkidom teriilete megegyezik az AB oldal és
iv altal hatarolt sikidom teriiletével, mert egyméas 60°-os elforgatottjai O koriil.
Ezzel belattuk, hogy a keresett teriilet £. O

A 2007 négyjegyt szamhoz irjunk jobbrol hozza 3 szamjegyet tgy, hogy a kapott hétjegyti
tizes szamrendszerbeli szam oszthato legyen 7-tel, 9-cel és 11-gyel is!

Egy 2007zyz alaka szamot keresiink, vagyis
2007zyz = 2007000 + 100z + 10y + z.

7,9 és 11 paronként relativ primek, ezért 2007xyz pontosan akkor lesz oszthaté mindharom-
mal, ha oszthato a szorzatukkal, 693-mal. 2007000 693-mal vett osztasi maradéka 72, azaz
Tyz-nek egy olyan haromjegyi szdmnak kell lennie, amire

693|Tyz + 72.

693 — 72 = 621 ilyen lesz, és a gondolatmenetbdl az is kideriil, hogy masképp nem tudunk 3
szamjegyet irni a 2007 utan a feltételeknek eleget téve. o

8. osztaly, 2. nap Orszagos dontd

1.

Mely pozitiv egész x-re igaz, hogy
z* +172° + 60

egy egész szam négyzete?

Vizsgaljuk meg, hogy a kifejezés milyen egész szam négyzetével lehet egyenld.
(22 +7)? =2 + 142% +49 < 2* + 1722 + 60 < 2* + 182 + 81 = (22 +9)?
(22 +7)% és (2% + 9)? kozott csak egyetlen négyzetszam van, ezért csak az lehetséges, hogy
a4+ 172° 4+ 60 = (2 + 8)* = 2* + 162° + 64

Ebbdl azt kapjuk, hogy
2 =4

Tehat x = 2 az egyetlen pozitiv egész érték, amire a fenti kifejezés négyzetszam. o




Megoldasok

XXXVI. verseny 2006—-2007.

2. Az ABC hegyesszogi haromszog egy P belsé pontjan at parhuzamosokat huzunk az olda-
lakkal. Az abran megjeloltiik a parhuzamosok oldalakkal valé metszéspontjait. Igazoljuk,
hogy az A;B;C, haromszog teriilete egyenls az As BoCs haromszog teriiletével.

1. megoldds.: Az A;B,C} haromszog teriilete

t(A1B1Cy) = t(A1 B P) + t(B1C1P) + t(C1 A P)
Az As BoC5 haromszog teriilete

t(A2B2Cy) = t(AsByP) + t(B2CayP) + t(Cy A P)

Azt fogjuk belatni, hogy t(A;B1P) = t(A2ByP). Hasonloan lathato be, hogy t(B,C1P) =
t(CQAQP)7 illetve t(ClAl.P) = t(OQAQP) Ebbél méar kovetkezik az allités.

t(A1PB;) = t(A1PBy), mert az AP alap koz0s, és az ehhez tartozé magassag mindkét
esetben a AC és a A;Cy parhuzamos egyenesek tavolséga.

t(A1BaP) = t(A3ByP), mert a BoP alap kozos, és az ehhez tartoz6 magassag mindkét
esetben a BC' és By(C' parhuzamos egyenesek tavolsaga.

A két egyenletet Osszevetve valoban (A B1P) = t(Ay By P).

2. megoldds.: Jeldlje a haromszog teriiletét T'.

Az A, B,C} haromszog teriilete

t(A1B1Cy) =T — t(AB,Cy) — t(BC1Ay) —t(C A1 By)
Az As BoCs haromszog teriilete
t(AngOg) =T — t(ABQCQ) — t(BCQAQ) — t(CAQBQ)

A parhuzamos szel6k tétele miatt

AlC B OQA X

AB CyB 1

BiA  A,B
B,C  A,C

y
1
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ClB . BQC . z
Ci1A  ByA 1
1

HABCY) =1 yy R
z 1

(BOA) = 1 T
T 1

t(OAlBl) = —I—I' HT,
T

HABxC) = I1+2z 1+« E

1

t(BCQAQ): 1+5[‘ ﬁ T,
1 Z

WoAB) =1 132 T

Ezek alapjan

t(ABCy) =T - (1 oyt +z(14y) +2(1+ z))

(14+2)1+y)(1+2)
r(1+y)+y(l+z)+2(1 +x))
(I+2)(1+y)(1+2)

t(AyByCy) =T - (1 —
A két kifejezés egyenld, hiszen
yl+z)+z20+y)+x(1+2)=z(1+y) +y(1+2) +2(1 + )
Tehat a két hdromszog teriilete valoban egyenls. o

Ricsi egy unalmas délutanon leirta egy darab papirra a pozitiv egész szamokat 1-t61 kezdve
valameddig. Masnap csak annyit arult el, hogy a leirt paros szamok Osszegének és a leirt
paratlan szamok Osszegének aranya %. Meddig irta le a szamokat Ricsi?

A péros szamok Gsszege a nagyobb, ezért az utolso leirt szam biztosan paros. Tegyiik fel,
hogy Ricsi 1-t6] 2k-ig irta le a szdmokat.

2 4 ... 2k

2k 2k-2 ... 2
Ha a fenti moédon kétszer egymas alé irjuk a szamokat, akkor kénnyen latszik, hogy a paros
szamok Osszege @ =(k+1)-k.
A paros szamokat Gsszepérositva a naluk eggyel kisebb péaratlan szammal kapjuk, hogy a
paratlan szamok osszege (k+ 1) -k — k = k?

A feltevés szerint (kZ—;)k = k—zl = %. Tehat k = 30, igy Ricsi 60-ig irta le a szamokat. o

Igaz-e, hogy
2006%°°¢ — 2008
oszthato 2007-tel?

A 2006 2007-tel osztva —1 maradékot ad. Ha két szamot Gsszeszorzunk vagy Osszeadunk, az
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eredmény osztasi maradékat megkaphatjuk tgy is, hogy csak a tagok osztasi maradékaval
végezziik a miveletet. Hiszen példaul ha az m-mel valo osztasi maradékot vizsgéljuk,

(km +a) - (Im + b) = klm® + kmb + Ima + ab = m - (klm + kb + la) + ab

Tehat 2006296 2007-tel valo osztasi maradéka (—1)29°6 = 1. 2008 is egy maradékot ad, igy
2006%°% — 2008 1 — 1 = 0 maradékot ad, azaz oszthatd 2007-tel. (1)
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FELADATOK

M Megyei fordulé

1. A kovetkezd szorzasban 4 szamjegy olvashatatlan, helyiiket [J jel6li.:
0207 - 13 = 20101,

Keressiik meg a hianyz6 szamjegyeket! o
2. Hany részre osztja fel a sikot két (nem feltétlentil egyforma) haromszog? Vizsgald meg az
Osszes esetet! ()
3. Hany péntek van 2008-ban? Legfeljebb hany péntek lehet egy évben? o

4. Tizenegy kartyara felirtak 1-t6l 11-ig az egész szamokat. Szét lehet-e osztani a kartyakat két
csoportra gy, hogy az egyik csoportba tartozé kartydkra irt szdmok Osszege 11-gyel legyen
tobb, mint a masik csoportba tartozé kartyakra irt szamok 6sszege? Es tugy, hogy az egyik
csoportban 10-zel legyen tobb a szamok Osszege, mint a mésikban?

\. J

M Megyei fordulé

1. Szamitsuk ki az 1-t6l 100-ig terjedS pozitiv egész szamok szamjegyeinek Gsszegét! o

2. Adjunk meg 500 egymaést kovets pozitiv egész szdmot tgy, hogy a szamok leirasahoz 0sszesen
2008 darab szamjegyre legyen sziikség! o

3. Egy téglatest 3 kiilonbozo teriiletd oldallapjanak teriilete 12 ¢cm?, 18 ¢cm? és 24 cm?. Sza-

mitsuk ki a téglatest térfogatat! o

4. Egy négyzetet 9 egybevago (egyforma) kis négyzetre bontottunk. A kapott kisebb négyzetek
mindegyikét szinezziik ki egy-egy szinnel gy, hogy a lehets legtébb szint hasznaljuk, és
barmely két kiilonb6z§ szinhez legyen két ilyen szini kis négyzet, amelyeknek egy oldala
k6zos. Hany szinnel lehet ezt a kiszinezést elvégezni?




\.
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— & i)

. Mutassuk meg, hogy egy olyan derékszégti haromszoget, amelynek

. Hany (nem feltétleniil kiilonb6z8 méreti) téglalap van ebben a

Feladatok

Megyei forduld

1. Melyek azok a tizes szdmrendszerben felirt haromjegyt szamok, amelyekhez harmat adva

a kapott haromjegyi szdm szdmjegyeinek Osszege harmadrésze az eredeti szim szamjegyei
Osszegének?

. Hany olyan pozitiv egész szam van, amely kisebb 1000-nél, és tizes szdmrendszerbeli felira-

sdhoz legalabb egy 9-es szamjegyre van sziikség? o

. Egy iskolaban 3 tantargybol, matematikabol, fizikabol és informatikabol rendeztek versenyt.

A matematika versenyen 60-an indultak, a fizikdn 42-en, az informatikdn 24-en. Az is kide-
riilt, hogy két tantargybol pontosan fele annyian indultak, mint egy tantargybol, és hdrom
tantargybol éppen harmad annyian, mint egy tantargybol. Osszesen hany tanulo indult va-
lamelyik versenyen? o

hegyesszogei 30°, és 60°, fel lehet darabolni 3, ugyancsak olyan
derékszogli haromszogre, amelynek a hegyesszogei 30° és 60°! °

téglalapban? (Olyan téglalapokat vizsgaljunk csak, amelyeknek
oldalai az eredeti ,nagy” téglalap oldalaival parhuzamosak.) o

J

8. osztaly

jenként 13-at. Egy masik alkalommal egy masik fiticsapat ment horgaszni, ezuttal egyikiik
5 halat fogott, a tobbiek fejenként 10-et. Tudjuk még, hogy mindkét alkalommal Osszesen
ugyanannyi halat fogtak, méghozza 100-nal tobbet, de 200-nal nem tobbet. Hanyan mentek
horgaszni az els6 alkalommal, és hanyan a masodik alkalommal? o

. Az ABC' derékszogi haromszog AB atfogdéjanak mely P pontjara igaz, hogy P-nek a befo-

goktol mért tavolsagait négyzetre emelve és Osszeadva a legkisebb értéket kapjuk? o

. Mutassuk meg, hogy van olyan hiromszog, amelyre igaz, hogy mindharom oldalanak és

mindharom magassaganak hosszat egész szammal lehet megadni! o

. Az ABC haromszog magassagpontja M. Tudjuk, hogy CM = AB. Mekkora a haromszog

C csticsnal fekvs szoge? o

. Egy tablara felirtdk 1-t61 2008-ig a pozitiv egész szamokat. gy lépésben letordlhetdk olyan

szamok, amelyeknek 6sszege oszthato 5-tel, és helyettiik felirjdk az 6sszeg 6t0d részét. Véges
sok ilyen lépésben elérhets-e, hogy csak az 1 szam maradjon a tablan? o

Megyei fordulé

1. Egyszer néhany fit horgaszni ment a kozeli téhoz. Egyikiik 6 halat fogott, a tobbiek fe-
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1. Hany olyan haromjegytd szam van, amelyben a paros szidmjegyek szama paratlan? o
2. Hany részre osztjak a teret egy kocka lapjai altal meghatarozott sikok? °
3. Hanyféleképpen lehet felvaltani egy 1000 Ft-ost 100, 200 és 500 Ft-osokra (nem kell mind-

egyik cimletet felhasznalni)? o
4. Egy évben legfeljebb hany olyan hénap lehet, amelyben 6t vasarnap van? o

\

5. osztaly, 1. nap Orszagos dontdé

J

1. Szamitsuk ki az Osszes tizes szdmrendszerbeli haromjegyt szam szamjegyeinek Osszegét! o

2. Hanyféleképpen lehet a kocka lapjait pirosra és kékre festeni, ha két kifestést nem tekintiink
kiilonb6z6nek, ha azok egymasba forgathatok? °

3. Szamitsuk ki a kdvetkezG Osszeget:
142—-3—-445+6—-7—-8+9+10—11—-12+ 13+ --- 42006 — 2007 — 2008 4 2009. o

4. Erdekes, hogy L alaku wkeretekbdl” (harom 1 hosszusagu szakasz ,U” alakban) Gssze lehet
allitani négyzetracsot. Példaul 2 x 2-es négyzetracsot igy:

Mutassuk meg, hogy 3 x 3-as és 5 X 5-0s négyzetracsot is 0ssze lehet allitani ilyen keretekbgl!

©

5. osztaly, 2. nap Orszagos donté
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6. osztaly, 1. nap Orszagos donté

1. Melyik az a legkisebb pozitiv egész szam, amelynek tizes szamrendszerbeli alakjaban a szam-
jegyek szorzata 50407 o

2. Hany olyan négyjegyi szam van, amelyben a szamjegyek &sszege paros? o

3. Az ABCD téglalap oldalain felvettiik a P, Q, R, S harmadol6 pontokat. Az ABC D téglalap
teriiletének hanyad része a PQRS négyszog teriilete?

D R C
S

Q
A P B

©

4. Egy anyanak és két lanydnak az életkora egy primszam harom kiilonb6z§ hatvanya. Hany
éves az anya és két lanya most, ha tudjuk, hogy egy évvel ezel6tt mindharmuk életkora
primszam volt? o

\ J

1. Keressiink minél nagyobb olyan tizes szamrendszerben felirt szamot, amelyre igaz a kovet-
kez6 tulajdonsag: a két széls6 szamjegy kivételével minden szamjegyének kétszerese kisebb,
mint a vele szomszédos két szamjegy Gsszege (pl.: 743347 ilyen szam). o

2. Peti azt javasolja a Nemzeti Banknak, hogy a bevont 1 és 2 forintosok helyett vezessék be
a 3 forintost, mert igy minden 7 Ft-nal nagyobb egész forintot ki lehetne fizetni akar 3 és 5
forintosokkal is, nem kellene kerekiteni. Igaza van-e Petinek? o

3. Egy kocka cstcsait pirosra és kékre festhetjiik. Hany kiilonb6z6 kifestés lehetséges, ha két
kifestést akkor tekintiink azonosnak, ha egymésba forgathatok?

4. Hany olyan négyjegyi tizes szamrendszerbeli szam van, amelyben van legalabb két egyforma
szamjegy?




\.
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7. osztaly, 1. nap

1. Van-e primszam a kovetkez6 alaki tizes szamrendszerbeli szamok kozott:

Feladatok

Orszagos donté

121,11211, 1112111, 111121111,... ? ()

. Az ABC haromszoéghen P a BC oldal, (Q a PA szakasz, R a B(Q) szakasz, végiil S a CR sza-

kasz felez6pontja. Az ABC haromszog teriilete hanyszorosa a QQ RS héromszog teriiletének?

©

. Igazoljuk, hogy a 3 pozitiv egész kitev§ji hatvanyainak tizes szamrendszerbeli alakjaban az

utolso el6tti szamjegy mindig paros (3' = 03, és 3% = 09). O

. Az els6 tiz pozitiv egész szam Osszegében: az 14+2+43+4+---4+ 9+ 10 dsszegben barmelyik

szam elGjelét ,,+"-rol ,—"-ra valtoztathatjuk. Elérhet6-e igy, hogy az Gj Gsszeg értéke 20

legyen? O

. Hany olyan négyjegyi tizes szdmrendszerbeli szam van, amelynek szamjegyei pontosan két-

féle, 0-t6l kiilonbozs szamjegybol allnak? O

J

7. osztaly, 2. nap

. Andras és Bea testvérek. Andras arra a kérdésre, hogy hany évesek, igy vélaszolt. Ha a

higom, Bea annyi idds lesz, mint én vagyok most, akkor egyiitt 25 évesek lesziink. Most én
haromszor olyan id6s vagyok, mint a hugom volt akkor, amikor én olyan idGs voltam, mint
a htigom most. Hany éves most Andris és Bea? o

. Egy tizes szamrendszerben felirt szamrol azt mondjuk, hogy szerencsés, ha a szamjegyeit két

olyan csoportra bonthatjuk, amelyben a szdmjegyek Osszege egyenls. Példaul 11,22,99,123
szerencsés szamok. Melyik az a legkisebb szerencsés szam, amelyre igaz, hogy a nala eggyel
nagyobb szdm is szerencsés?

. Jeldljon A egy 2008 jegybdl allo, 9-cel oszthatd szamot. Legyen B az A szamjegyeinek

Osszege, C' a B szamjegyeinek Osszege, végiil D a C' szamjegyeinek Osszege. Hatarozzuk meg
D értékét! O

. Az ABCD négyzet AC' atlojan 1évé P pontra igaz, hogy AP = AB. A BC oldalon 1&v6 Q)

pontra igaz, hogy P() meréleges AC-re. Igazoljuk, hogy a PC, PQ), BQ) szakaszok egyenlGk!

Orszagos donté
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8. osztaly, 1. nap

Feladatok

1. Igazoljuk, hogy ha két pozitiv egész szam 0Osszege 2310, akkor a két szdm szorzata nem
oszthato 2310-zel! ()

2. Azt mondjuk, hogy a 8, 9 szomszédos szamokbol allo szampar érdekes, mert 8 = 23, 9 =
32, azaz mindkét szam primtényezdi legalabb mésodik hatvanyon szerepelnek. Keress még
legalabb egy ilyen érdekes szampart! o

3. Az ABCD négyzet oldalanak hossza 1. Az AB oldalon felvesziink egy P pontot, az AD-n
pedig egy @) pontot ugy, hogy az AP(Q) haromszog keriilete 2 egység legyen. Igazoljuk, hogy
PCQ< = 45°!

4. Egy sorozat els6 két tagja: a; = 2, ay = 3 és minden tovabbi tag a két szomszédjanak
szorzatandl eggyel kisebb. Szdmitsuk ki a sorozat elsé 560 tagjanak Osszegét! o

5. Egy egész oldalhossziisagt négyzetet feldaraboltunk 100 (nem feltétleniil egybevagd) négy-
zetre. Ezek koziil 99-nek a teriilete 1 teriiletegység. Mennyi lehet a szazadik négyzet teriilete?
Megvalosithato-e a kapott eredmény?

Orszagos donté

J

8. osztaly, 2. nap

1. Melyek azok a p pozitiv primszamok, amelyekre igaz, hogy 4p — 1 négyzetszam? o

2. Szamitsuk ki egy haromszog és a stlyvonalaibdl szerkesztett haromszog teriiletének aranyét!

3. Abrazoljuk a kovetkezd fiiggvényt a [—2; 4] intervallumon:
f@)=|le =1 = |z = 3]|. ©

4. A derékszogi haromszogbe irt kor atfogora illeszkedd érintési pontja két részre osztja az
atfogot. Igazoljuk, hogy e két szakasz hosszanak szorzata a haromszog teriiletével egyenld!

Orszagos donté




XXXVII. verseny 2007—-2008. @

MEGOLDASOK

M Megyei fordulé

1. A kovetkezd szorzasban 4 szamjegy olvashatatlan, helyiiket [ jeldli.:

020d - 13 = 20001
Keressiik meg a hianyz6 szamjegyeket!

Ha a haromjegyt szam szazasok helyén 4llo (azaz els6) jegye legfeljebb 1, akkor a szorzata
13-mal legfeljebb 129 - 13 = 1677. Ha a szézasok helyén legalabb 3 &ll, akkor a szorzat
legalabb 320 - 13 = 4160. Mivel a szorzat 20011, a hiromjegyd szam szazasainak helyén a 2
szerepel: 220113 = 20J01.

A szorzat utols6 szamjegyét az utolsé jegyek szorzata hatdrozza meg. Igy adodik (akar
probalgatassal), hogy a haromjegyl szam utols6 szamjegye a 7. Elvégezve a szorzast ezt
kapjuk: 227 - 13 = 2951. (4)

2. Hany részre osztja fel a sikot két (nem feltétleniil egyforma) haromszog? Vizsgald meg az
Osszes esetet!

A lehetséges esetekre példéak:

3 rész 4 rész 5 rész

6 rész 7 rész 8 rész

Egy haromszog két részre osztja a sikot. A masodik hiromszog mindegyik oldala az elsd
haromszog legfeljebb két oldalat metszi. Ez a maximum hat metszéspont a masodik ha-
romszog keriiletét legfeljebb 6 részre osztja, és minden ilyen keriiletdarab egy eddig létrejott
tartomanyt oszt két részre. Azaz legfeljebb 2 + 6 = 8 rész lehet.

Megjegyzés. Ha megengednénk, hogy a két haromszog azonos legyen, akkor 2 részre is lehet-
ne osztani a stkot. S6t ha azt is megengednénk, hogy a haromszogek oldalai 0 cm hossziak
legyenek, akkor az 1 rész is elérhets lenne. o

3. Hany péntek van 2008-ban? Legfeljebb hany péntek lehet egy évben?

2008-ban Gsszesen 52 péntek van. Hét egymas utan kovetd nap kozott pontosan 1 péntek




XXXVII. verseny 2007—-2008.

Megoldasok

van. Minden évben legalabb 52 péntek van, mivel 52 -7 = 364 < 365. Es minden évben
legfeljebb 53 péntek lehet, mert 53 - 7 = 371 > 366.

365 nap = 52 hét + 1 nap, igy ha egy év péntekkel kezdddik, akkor (ha nem szokGév)
péntekkel ér véget, és igy 53 péntek van egy ilyen évben. o

Tizenegy kartyara felirtdk 1-t6l 11-ig az egész szamokat. Szét lehet-e osztani a kartyakat
két csoportra ugy, hogy az egyik csoportba tartozd kartyakra irt szamok Osszege 11-gyel
legyen tobb, mint a masik csoportba tartozo kartyakra irt szamok Gsszege? Es ugy, hogy
az egyik csoportban 10-zel legyen tobb a szamok Osszege, mint a mésikban?

A kartyakra irt szamok Osszege: 1 +2+ 3+ ---+ 10+ 11 = 66. Ha ebhdl 11-et elvesziink,
akkor 55 marad, ami paratlan szadm, tehadt nem oszthatd fel két egyenls, egész szam
Osszegére.

A masik kettéosztas lehetséges: {1,2,3,4,5,6,7} és {8,9,10,11} esetén az els6 csoportban
28, a masodikban 38 a szamok Osszege. Egy mésik jo felosztéas: {1,3,6,8,10} és {2,4,5,7,9}.

— & =iy

1.

Megyei fordulé

Szamitsuk ki az 1-t6l 100-ig terjedd pozitiv egész szamok szamjegyeinek Osszegét!

Az egyesek helyi értékén mindegyik szamjegy 10-szer fordul els, igy az itt szerepld szamje-
gyvek osszege: (1+2+3+44+5+6+7+8+4+9) 10 = 450. A tizesek helyi értékén allo
szamjegyek Osszege ugyanilyen okokbdl szintén 450, a szdzasok helyén egyetlen 1 4ll, tehat
az Osszes szamjegy Osszege: 450 4+ 450 + 1 = 901. o

Adjunk meg 500 egymést kovets pozitiv egész szédmot gy, hogy a szamok leirdsdhoz Gssze-
sen 2008 darab szamjegyre legyen sziikség!

Mivel 2008 =4-500+8 = 4-492+5- 8, ezért ha az 500 egymast kovets pozitiv egész kdzott
492 négyjegytl és 8 darab Otjegyl szdm van, akkor azok leirasahoz éppen 2008 szamjegyre
van sziikség. A keresett szamok tehat:

9508, 9509, 9510, . . ., 9999, 10000, . . ., 10007. (4]

Egy téglatest 3 kiilonbozd teriilet(i oldallapjanak teriilete 12 cm?, 18 cm? és 24 cm?. Sz4-
mitsuk ki a téglatest térfogatat!

A téglatest éleinek centiméterekben mért hosszat jellje a,b,c. Ekkor a 3 lap teriilete:
ab = 24 cm?, ac = 18 cm?, bec = 12 cm?. A harom teriilet szorzatdban mindegyik él kétszer
szerepel szorzotényezéként, igy ab - ac - be = a?b*c?* = 24 - 18 - 12. Mivel

241812 =72 72,

ezért a téglatest térfogata: V = abc = 72 cm?. o




Megoldasok

XXXVII. verseny 2007—-2008.

4. Egy négyzetet 9 egybevago (egyforma) kis négyzetre bontottunk. A kapott kisebb négyzetek
mindegyikét szinezziik ki egy-egy szinnel gy, hogy a lehet§ legtébb szint hasznaljuk, és
barmely két kiilonb6z6 szinhez legyen két ilyen szint kis négyzet, amelyeknek egy oldala
koézos. Hany szinnel lehet ezt a kiszinezést elvégezni?

A megfelel§ szinezést 5 szinnel meg lehet csinalni, az abran szamok jeldlik a szinezést.

112]3
31415
o112

6 szinnel mar nem oldhat6 meg a feladat, mert 12 olyan szakasz van, ami szomszédos négy-
zetek kozos oldala, viszont legalabb % = 15-re lenne sziikség, ha barmely kettd kiilonb6zd

szinnek érintkeznie kellene egy ilyen szakasz mentén. O

r—m Megyei fordulé

1. Melyek azok a tizes szamrendszerben felirt haromjegyii szdmok, amelyekhez harmat adva
a kapott haromjegyt szam szamjegyeinek 0sszege harmadrésze az eredeti szdm szamjegyei
Osszegének?

Ha a keresett szam abc alaki, akkor nyilvan ¢ > 7, mert csak ekkor csokkenhet a 3-mal
novelés utan a szamjegyek osszege. Ez alapjan vizsgaljunk 3 esetet (c=7, c=38, c=9):

Ha ¢ =7 és b <9, akkor a feltétel szerint a+b+7=3(a+b+1), azaz a+b = 2, igy a = 2,
b=0,vagy a =1, b=1lehet. A 207 és a 117 tényleg j6 megoldasok.

Ac =7 b= 9 eset nem jo, mert ekkor a + 9+ 7 = 3(a + 1), ebbdl 13 = 2a, de mivel a
szamjegyek egész szamok, igy ez nem lehetséges.

Ha c=8ésb < 9, akkor a+b+8 = 3(a+b+2), vagyis a+b =1, igy csak az a = 1, b = 0 eset
lehetséges. Ebbdl a 108 adodik jo megoldasként. Ha ¢ = 8 és b = 9, akkor a+9+48 = 3(a+2),
amibdl kapjuk, hogy 2a = 11, ami szdmjegy esetén szintén nem lehetséges.

Veégiil, ha c =9, b < 9, akkor a + b+ 9 = 3(a + b+ 3), vagyis a + b = 0, ami csak az a = 0,
b = 0 esetben lenne lehetséges, de abb6l nem kapunk egy haromjegyii szamot. Ha ¢ = 9 és
b =09, akkor a +9+9 = 3(a + 3), amibél kapjuk, hogy 2a = 9, ami szamjegy esetén szintén
nem lehetséges.

Igy 3 megoldas van: 108,117,207. o

2. Hany olyan pozitiv egész szdm van, amely kisebb 1000-nél, és tizes szdmrendszerbeli felira-
sdéhoz legaldbb egy 9-es szamjegyre van sziikség?

Els6 megoldéas. A kétjegyi szamok kozott 19 ilyen szam van, hiszen van 9, aminek az
utolso jegye 9-es, de az els6 nem (9,19,...89) és 10 darab, aminek az elsé jegye 9-es. fgy
9-19 olyan szam van, ami 9-essel kezd6dik és van benne 9-es, hiszen a 9 darab ilyen 100-as
csoport van 900-ig. Az utols6 100 szam pedig tartalmaz 9-est, hiszen az elsd jegye 9-es. Ez
osszesen 100 4+ 9 - 19 = 271 szam.
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Masodik megoldas. Osszesen 999 darab 1000-nél kisebb pozitiv egész szam van. Koénnyebb
megszamolni azokat, amikben nincs 9-es szamjegy, és ha ezeket levonjuk az 6sszesbdl, akkor
megkapjuk a valaszt a kérdésre. 9-9-9 —1 = 728 olyan van, amiben nincs 9-es szamjegy. Itt
ugy képzeljiik a szamokat, hogy akar az elsd, vagy els6 két jegyiik is lehet 0, vagyis a szam
két-, vagy egyjegyi. Ekkor csak a 9-es tiltott, igy minden helyiértéken egymastol fiiggetleniil
9-féleképpen donthetiink. Viszont amikor mindharom szamjegy 0, az nem lesz pozitiv, ezért
kell levonnunk 1-et. Igy tehat azok szama, amelyekhez legalabb egy 9-es szamjegy kell:
999 — 728 = 271.

3. Egy iskoldban 3 tantargybol, matematikabol, fizikabdl és informatikabol rendeztek versenyt.
A matematika versenyen 60-an indultak, a fizikin 42-en, az informatikdn 24-en. Az is
kideriilt, hogy két tantargybol pontosan fele annyian indultak, mint egy tantargybol, és
harom tantargybol éppen harmad annyian, mint egy tantargybol. Osszesen hany tanul6
indult valamelyik versenyen?

Jelolje x az egy tantargybol versenyzdék szdmat. Minden tanulot szdmoljunk meg minden
egyes versenyen, igy a feltétel alapjan: r+23+33 = 60+42+24 = 126, amibdl kapjuk, hogy
3x = 126, vagyis x = 42. Az Osszes versenyzdk szama tehat 42+ 42—2 + 4—32 =42421+14=T77.

o

4. Mutassuk meg, hogy egy olyan derékszogi haromszoget, ,
amelynek hegyesszdgei 30°, és 60°, fel lehet darabolni 3, ugyan-
csak olyan derékszogli haromszogre, amelynek a hegyesszogei
30° és 60°!

Az abran lathaté6 moédon meghiuzzuk a 60°-os szog szogfelezs- F
jét, ami a D pontban metszi a BC' oldalt. Emiatt BAD< =

DAC<« = 30°. <
Most a D-bdl allitsunk merdélegest az AB atfogora, legyen en-
nek talppontja az AB-n F. Ekkor DFA< = DFB< = 90°.
Az ABC'<-r6l tudtuk, hogy 30°, igy BDF< = 60°. Hasonléan 4 c
kapjuk, hogy FDA< = ADC< = 60°. ’
Vagyis az ACD, AED és BED haromszdgek mindegyike derékszogt, és a hegyesszdgei 60°
és 30°.

5. Hany (nem feltétleniil kiillonboz6 méretti) téglalap van ebben a téglalapban? (Olyan tégla-
lapokat vizsgaljunk csak, amelyeknek oldalai az eredeti ,nagy” téglalap oldalaival parhuza-
mosak.)

Els6 megoldas. Egy téglalapot ugy adhatunk meg, hogy a két-két oldalaegyenesét kiva-
lasztjuk. Kell valasztanunk a 7 fligg6leges koziil kett6t és a 9 vizszintes koziil is kettot.
Az el6bbit 7'76 = 21-féleképpen lehet megtenni, mig az utébbit 92;8 = 36-féleképpen. Mivel
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akarhogy valasztjuk a fligg6legeseket, ahhoz minden vizszintes valasztas ad egy téglalapot,
igy az Osszes lehetGség szama ezek szorzata, vagyis 21 - 36 = 756.

Masodik megoldas. Valasszuk ki a téglalap két atellenes csiicsat. Ez egyértelmiien megha-
tarozza a téglalapot. Csicsot a 63 metszéspont koziil kell kivalasztani. A két atellenes csics
nem lehet ugyanabban a sorban és oszlopban, igy miutan kivalasztottuk az els6t, mar csak
63 — 9 — 6 = 48 pont koziil lehet valasztani. Az atellenes csticsok kivalasztaséra tehat 63 - 48
lehetéség van. Igy viszont egy téglalapot pontosan 4-szer kapunk meg, hisz mindkét atloja
mentén 2-szer. Ezért dsszesen %288 = 756 kiilonboz6 téglalap van. o

8. osztaly Megyei fordulé

1.

Egyszer néhany fit horgaszni ment a kozeli tohoz. FEgyikiik 6 halat fogott, a tébbiek fe-
jenként 13-at. Egy masik alkalommal egy masik fiicsapat ment horgészni, ezuttal egyikiik
5 halat fogott, a tobbiek fejenként 10-et. Tudjuk még, hogy mindkét alkalommal Gsszesen
ugyanannyi halat fogtak, méghozza 100-nal tobbet, de 200-nal nem tobbet. Hanyan mentek
horgaszni az els6 alkalommal, és hanyan a masodik alkalommal?

Ha els6 alkalommal k£ + 1 fii ment horgészni, akkor 13k + 6 darab halat fogtak. Ha a
masodik alkalommal n + 1-en mentek, akkor 10n + 5-6t. Tudjuk, hogy ez a két szam
egyenld, és 100-nal nagyobb, de legfeljebb 200. Ebben a tartomanyban a kovetkezs 13-mal
osztva 6 maradékot ad6 szdmok vannak:

110, 123, 136, 149, 162, 175, 188.

A maésodik alkalom miatt tudjuk, hogy a fogott halak szama 5-re végzddik, igy lathatjuk,
hogy egyediil a 175 lehetséges.

Ebbdl kovetkezden els§ alkalommal 14-en, mésodik alkalommal pedig 18-an mentek horgasz-
ni.

Az ABC derékszogti haromszog AB atfogojanak mely P pontjara igaz, hogy P-nek a be-
fogoktol mért tavolsagait négyzetre emelve és Osszeadva a legkisebb értéket kapjuk?
Legyen a P merdéleges vetiilete AC-re D, a BC-re pedig E.

C
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Mivel EPDC egy téglalap, ezért PD = EC. Mivel mi a PD* + PE? minimumaét keressiik,
ezért ez megegyezik a CE? + PE? kifejezés minimuméaval. Mivel a PEC haromszog derék-
szogl, ezért CE? + PE? = PC?. Vagyis a PC? lehetséges értékeinek minimumét keressiik.
Ez viszont akkor minimalis, ha PC' értéke minimalis. Mivel P illeszkedik az AB &tfogora,
ezért PC' értéke akkor minimaélis, ha P a C-hez tartoz6 magassag talppontja.

Mutassuk meg, hogy van olyan haromszog, amelyre igaz, hogy mindhirom oldalanak és
mindharom magassaganak hosszat egész szammal lehet megadni!

Erdemes derékszogii haromszoget keresni, mert ott két oldal egyben magassag is, igy 6
hossz helyett csak 4-nél kell biztositanunk, hogy a hossza egész szam. Ha a jol ismert 3, 4,
5 oldalakkal rendelkez§ derékszogli haromszoget vessziik, akkor annak az atfogohoz tartozéd
magassaga % hosszisagu. Ez belathato hasonlosaggal, vagy pedig tgy, hogy a haromszog
teriilete egyrészt %, méasrészt pedig % Ha az a magassag % hosszisagu, akkor ezt a
haromszoget 5-szordsére nagyitva megfelel6 haromszoget kapunk. Ennek oldalai: 15, 20, 25,

magassagai pedig 12,15, 20.
Az ABC haromszog magassagpontja M. Tudjuk, hogy CM = AB. Mekkora a haromszog
C cstcsnél fekve szoge?
Legyen a B-hez tartoz6 magassag talppontja F'.
C

A B

Eszrevehetjiik, hogy a CFM és az ABF haromszogek hasonléak, hiszen van egy-egy derék-
szogiik, és FCM < = FBA<, hiszen ezek mer6leges szartu szogek. Raadasul a derékszoggel
szemkozti két oldal, AB és C'M a feltételiink szerint egyenlGek, vagyis a két haromszog egybe-
vago. gy viszont a megfelels oldalaik egyenls hossztisagiak, vagyis FB = FC. Igy tehat az
FBC' haromszog egy egyenlGszari, derékszdgli haromszog, vagyis FOCB<1 = ACB< = 45°.

o

Egy tablara felirtak 1-t61 2008-ig a pozitiv egész szdmokat. Egy 1épésben letorolhetdk olyan
szamok, amelyeknek Gsszege oszthatd 5-tel, és helyettiik felirjak az 6sszeg 6t6d részét. Véges
sok ilyen lépésben elérhetG-e, hogy csak az 1 szam maradjon a tablan?

Nem érhet6 el. Figyeljiik meg, hogy hogyan valtozik a tablan 1évé szidmok Osszege. Egy
lépés elején egy 5-tel oszthatd Osszeget torliink le, vagyis az 6sszeg bk-val csokken, majd a
helyére felirjuk a k-t. Igy egy teljes lépésben 4k-val, vagyis egy 4-gyel oszthato szammal
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csOkken mindig a tablan 1év6 szamok 6sszege. Ez azt is jelenti, hogy az egész esemény soran
a tablan 1évG szamok Osszegének 4-es maradéka nem valtozik. Az elején az Osszeg:

1+ 2008
1+2+3+---+2008:+T~2008:2009-1004,

ami egy 4-gyel oszthato szam, hisz 1004 oszthato 4-gyel. Igy a végén nem lehet egy darab
1-es a tablan, mert akkor az ,0sszeg” 4-es maradéka 1 lenne.

\

J

1. Héany olyan haromjegyt szam van, amelyben a paros szamjegyek szdma péaratlan?

9-10-5 = 450 ilyen haromjegyii szam van. Az els6 jegy (szazasok helye) nem lehet 0. Igy, a
szazasok helyére 9 szamjegy koziil valaszthatunk. A masodik jegy lehet nulla is, tehat itt 10
szamjegy koziil valaszthatunk. Ha eddig paros sok paros szémjegyet véalasztottunk, akkor
az utolso jegy 0,2,4,6 vagy 8 lehet. Ha eddig paratlan sok paros szdmjegyet valasztottunk,
akkor az utolso jegy 1,3,5,7 vagy 9 lehet. Mivel mindkét esetben 5 lehet&ség van, igy
Osszesen 9 - 10 - 5 = 450 lehetGség van.

2. Héany részre osztjak a teret egy kocka lapjai altal meghatarozott sikok?

FElsé megoldas. A kocka minden lapjahoz, éléhez és csucsdhoz csatlakozik kiviilrél egy
térrész, illetve van a kocka belseje. Igy 6sszesen 6 + 12 4+ 8 4 1 = 27 részt hataroznak meg a

lapsikok.
Masodik megoldas. Két szemkozti oldal sikja 3 ,emeletre”

bontja a teret és minden szinten az abran lathatd 9 rész ke-
1 2 3 letkezik. Minden szinten az itt lathaté sikrészeknek megfelel
egy térrész. Ez viszont is igaz, minden térrésznek megfelel
valamelyik ,emeleten” egy sikrész. Ebbdl kévetkezik, hogy
4 5 6 3 -9 = 27 térrészt kapunk.
Harmadik megoldéas. Ha Rubik-kocka k6zéps6 (nem lathato)
kiskockajanak lapsikjait vessziik, akkor a 3 x 3 x 3 kiskoc-
7 8 9 kabol minden létrejovs térrészbe pontosan 1 kiskocka kertil.

o

3. Hanyféleképpen lehet felvaltani egy 1000 Ft-ost 100, 200 és 500 Ft-osokra (nem kell mind-
egyik cimletet felhasznalni)?

Az 500 Ft-osok szama szerint konnyen 0sszeszamolhatjuk az eseteket. 1000 = 500 + 500. Ha
csak 1 darab 500-ast hasznalunk, akkor 1000 = 500 + 2 x 200 + 100 = 500 4 200 + 3 x 100 =
500 + 5 x 100. Ha pedig nem hasznalunk 500-ast, akkor a 200-asok szama szerint:
1000 = 5 x 200 = 4 x 200 + 2 x 100 = 3 x 200 +4 x 100 = 2 x 200 + 6 x 100 =
1 x 200 + 8 x 100 = 10 x 100. Ez 6sszesen 10 lehetség.

4. Egy évben legfeljebb hany olyan honap lehet, amelyben &t vasarnap van?

Hét egymast kovet6 nap kozott pontosan 1 vasarnap van. Minden héonapban legalabb 4

5. osztaly, 1. nap Orszagos dontd
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vasarnap van, mert 4 - 7 = 28, és minden honapban legfeljebb 5 vasarnap lehet, mivel
5-7=35> 3L

Minden évben legalabb 52 vasarnap van, mivel 52 -7 = 364 < 365. Es minden évben
legfeljebb 53 vasarnap lehet, mert 53 -7 = 371 > 366. 12-4+4 = 52, illetve 12-4 45 = 53,
azaz egy évben 4 vagy 5 honapban lehet 6t vasarnap. o

5. osztaly, 2. nap Orszagos donté

1. Szamitsuk ki az Gsszes tizes szamrendszerbeli haromjegyti szdm szamjegyeinek Osszegét!

FElsé megoldas. Parokba rendezziik a szdmokat:
{100,999}, {101,998}, {102,997}, . .., {549, 550}.

Minden péarban a szdmjegyek Oszege 28, és mivel 450 par van, a hdromjegy( szamok szam-
jegyeinek Gsszege 450 - 28 = 12600.

Maésodik megoldas. Osszeszamolhatjuk helyiértékenként is. Nézziik meg, hogy példaul az
5-0s szamjegy hanyszor fog szerepelni az egyes vagy a szazas helyiértékeken? Az els§ szam-
jegy 10 - 10 = 100-szor lesz 6t. Az utols6 szamjegy 9 - 10 = 90-szer lesz 6t. Innét az Osszegre
14+24---49)-100+0+1+---+9)-90+ (0+14---4+9)-90 = 12600 adodik.

2. Héanyféleképpen lehet a kocka lapjait pirosra és kékre festeni, ha két kifestést nem tekintiink
kiilonboz6nek, ha azok egymésba forgathatok?

Szamoljuk 0ssze a kék lapok szdma szerint. 6 kék lap egyféleképpen lehet. 5 kék és 1 piros
lap esetén a piros lapot hat koziil valaszthatjuk ki. De ezek elforgatassal mind egymésba
vihetGek, azaz ez is egy eset. 4 kék és 2 piros lap esetén, a 2 piros lap lehet egymés mellett,
illetve egymassal szemben. Ez két lehetGség. 3 kék és 3 piros lap esetén ha a 3 piros lap
kozott nincs két szemkozti, akkor a 3 piros lap a kocka egy csiicsanal talalkozo szomszédos
lap. Ha van koztiik két szemben 16v6, akkor a maradék egy pirosat akarhogyan is valasztva
meg, ezek is egymasba forgathatéak lesznek. Innen is van tehéat két lehetGség. A maradék
esetek szama a szimmetria miatt megegyezik az eddigiekkel. Példaul a 2 kék és 4 piros lap
esete megegyezik a 4 kék és 2 piros lap esetével. Tehat 6sszesen 1+142+2+24+1+1 =10
lehetdség van. o

3. Szamitsuk ki a kdvetkezs Osszeget:
142—-3—-4454+46—-7—-8+9+10—11—-124+ 13+ --- + 2006 — 2007 — 2008 + 2009.

Tegyilink be zardjeleket:
1+(2—-3—-445)+(6—-7—84+9)+(10—11—12+4+13) + - - - 4+ (2006 — 2007 — 2008 + 2009).
Egy zarojelen beliil a szamok Osszege nulla, azaz a keresett 0sszeg 1. o
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4. Erdekes, hogy L] alaka wkeretekbdl” (harom 1 hosszuiségi szakasz ,U” alakban) Gssze lehet

allitani négyzetracsot. Példaul 2 x 2-es négyzetracsot igy:

Mutassuk meg, hogy 3 x 3-as és 5 x 5-0s négyzetracsot is 6ssze lehet allitani ilyen keretekbdl!

4 ( ( ( ( )
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Az &bran lathatoak a megoldasok. Az ,U” alakok sarkait lekerekitettiik, hogy jobban lat-
szodjanak.

6. osztaly, 1. nap

1.

Orszagos dontd

Melyik az a legkisebb pozitiv egész szam, amelynek tizes szdmrendszerbeli alakjaban a
szamjegyek szorzata 50407

Tudjuk, hogy
5040 = 2*.32.5. 7.

Azt szeretnénk, hogy minél kevesebb szamjegye legyen a szamunknak, igy minél t6bb primté-
nyezdt kell 6sszevonni gy, hogy a szorzat még szdmjegy maradjon. Az 5 és a 7 nem vonhato
Ossze semmivel, hiszen mar 2-vel szorozva sem kapunk szamjegyet. Osszesen 4 dsszevonasi
lehetGség van: 2-2=4,2-2-2=8,2-3=6,3-3=9. Ha harom darab 2-est vonunk 0ssze,
akkor kettGvel lesz kevesebb jegylink, a mésik harom lehetséges Gsszevonas egy-egy csokke-
nést jelent a jegyek szamaban. Mivel az 5 és a 7 biztosan a szam szdmjegyei lesznek, ezért a
négy darab 2-esbdl és két darab 3-asbol kell minél kevesebb, azon beliil pedig minél kisebb
szamjegyeket gyartani. Legalabb 3 szamjegy lesz bel6liik, és akkor jarunk a legjobban, ha
ezek a 2,8 és a 9. A legkisebb ilyen szdm tehat a 25789.

Hany olyan négyjegyi szam van, amelyben a szamjegyek Osszege paros?

Elsé megoldas. Parba allithatjuk a négyjegyd szamokat: 1000 — 1001, 1002 — 1003,
1004 — 1005, ..., 9998 —9999. Minden péarban az egyik szamban paros a szamjegyek Osszege,
a masikban paratlan. Mégpedig azért, mert az els§ 3 szamjegyiik mindig megegyezik, az
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utolsé pedig az egyik szamban paros a masikban paratlan. Igy pontosan a szamok felében
lesz a jegyek Osszege paros, vagyis 4500 ilyen szam van.

Masodik megoldas. A szam elsG szamjegye 9-féle lehet, hiszen 0 nem allhat az els§ helyen.
A mésodik és a harmadik szamjegy 10-féle lehet, hiszen barmi allhat ott. Ha az els6 harom
szamjegy Osszege paros, akkor az utolsé szdmjegy a 0, 2,4, 6, 8 valamelyike kell, hogy legyen.
Ha paratlan, akkor pedig az 1,3,5,7,9 valamelyike. Mindkét esetben 5 lehetGség van,
vagyis 0sszesen 9 - 10 - 10 - 10 - 5 = 4500 ilyen szadm van.

Az ABCD téglalap oldalain felvettiik a P, @, R, S harmadolé pontokat. Az ABCD téglalap
teriiletének hanyad része a PQRS négyszog teriilete?

D R C
S

Q
A D B

Legyen AB = a és AD = b. Tekintsiik az APS haromszoget. Ennek AP alapja harmada az
AB oldalnak, vagyis AP = §. Az AS magassiga pedig kétharmada az AD oldalnak, vagyis

. 142

AS = %b. Igy az APS haromszog teriilete: 3T?’b = %ab. Hasonl6 médon a PBQ, QCR és
RDS haromszogekrol is belathato, hogy a teriiletiik kilencede a téglalap teriiletének. Igy a
megmaradod paralelogramma teriilete g—e a téglalap teriiletének.

Egy anyanak és két lanyanak az életkora egy primszam harom kiilonb6z6 hatvanya. Hany
éves az anya és két lanya most, ha tudjuk, hogy egy évvel ezel6tt mindharmuk életkora
primszam volt?

Az a prim, aminek a kiilonb6z6 hatvanyai az életkorok, nem lehet paratlan. Ha az lenne,
akkor egy évvel kordbban az életkorok mind parosak lettek volna, de ez 3 kiilonb6z6 paros
szam lenne, ami nem lehet mind prim. Igy tudjuk, hogy a 2 hatvanyair6l van sz6. Amik
életkorként szoba jonnek, azok az 1,2,4,8,16,32,64. Ezeket az életkorokat feltételezve
tavaly 0,1,3,7,15,31,63 évesek lehettek volna. Ebben a sorozatban 3 prim van Osszesen:
3,7,31. Igy az anya 32, a két lany pedig 8 és 4 évesek most.

Megjegvzés. Elvileg elképzelhets egy 128 éves anya is, hiszen 127 primszam. Ekkor azonban
lenne egy legfeljebb 8 éves lanya, és az mar nagyon nehezen képzelhet6 el, hogy egy 120
éves nének gyermeke sziiletik.
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Keressiink minél nagyobb olyan tizes szamrendszerben felirt szamot, amelyre igaz a kovet-
kez6 tulajdonsig: a két széls6 szamjegy kivételével minden szamjegyének kétszerese kisebb,
mint a vele szomszédos két szamjegy Osszege (pl.: 743347 ilyen szam).

Egy ilyen szamban egy ideig csokkennek a szdmjegyek értékei, aztan lehet két azonos szam-
jegy, majd ismét névekedni kezdenek az értékek. Ha a legkisebb jegy a, annak a szomszédja
x + a, a kovetkezs pedig x + a + b, akkor a feltétel azt mondja, hogy 2z + 2a < 2x + a + b,
amibdl kovetkezik, hogy a < b. Vagyis a legkisebb szdmtol nézve a kiilonbségek nének.
Ha x a legkisebb szamjegy, akkor a nagyobb szomszédja legalabb x + 1, ennek szomszédja
legalabb x + 1 4 2 stb., és akkor z + 1 + 2 4+ 3 + 4 mar nem lehet szamjegy. Vagyis a szam
legfeljebb 8-jegyti. A legnagyobb ilyen szamot a fentiek alapjan kénnyen megkaphatjuk:
96433469.

Peti azt javasolja a Nemzeti Banknak, hogy a bevont 1 és 2 forintosok helyett vezessék be
a 3 forintost, mert igy minden 7 Ft-nal nagyobb egész forintot ki lehetne fizetni akar 3 és 5
forintosokkal is, nem kellene kerekiteni. Igaza van-e Petinek?

Igen, igaza van. 8 forintot ki tudunk fizetni, hiszen 5 4+ 3 = 8. Hasonl6éan a 9 és a 10
forint is kifizethets: 9 = 34+ 3+ 3, 10 = 5+ 5. Ha 8 kifizethets, akkor 11,14,17,... is
kifizethets (ezek a 3-mal osztva 2 maradékot ado szamok), hiszen minden lépésben egy 3

Ft-ossal tobbet adunk, mint kordbban. Hasonloan a 9,12,15,... (3-mal oszthat6 szamok)
és a 10,13,16,... (3-mal osztva 1 maradékot ado szamok) is kifizethet6k. Ez viszont az
Osszes 7-nél nagyobb egész szamot jelenti. O

Egy kocka csicsait pirosra és kékre festhetjiik. Hany kiilénbo6z6 kifestés lehetséges, ha két
kifestést akkor tekintlink azonosnak, ha egymésba forgathatok?

Szamoljuk meg a lehet&ségeket a piros csicsok szama szerint.

e Ha nincs piros cstics, akkor csak egyféle lehet a kocka.
e Ha egy piros cstcs van, akkor is.

e Ha két piros csiics van, akkor az mar haromféle lehet, hiszen a két cstcs lehet egy él
két végpontja, egy lapatlo két végpontja, illetve egy testatld két végpontja.

e 3 piros csiics esetén méar nem ennyire egyszertd a helyzet. Itt az alabbi esetek lehetsé-
gesek:
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egy lap 3 cstcsa piros vagy van két élszomszédos csiics és egy olyan, ami nem szomszédos
a mésik kettdvel, illetve semelyik kettd piros csiics sem szomszédos.

e 4 piros csics esetén pedig a kovetkezd lehetGségek vannak, amiket a piros atellenes
cstcsparok (testatlo két csicsa) szama szerint lehet attekinteni:

(A
(A

Az els6 sorban az a harom eset van, amikor nincs atellenes piros csucspar. A masodik-
ban, amikor pontosan 1 van, mig a harmadikban, amikor pontosan 2. (A masodik sor
két kockdja forgatassal nem vihets egymasba, de ha a tiikrézés is megengedett lenne,
akkor ezek nem lennének kiilonb6z6 esetek.)

Az 5,6,7,8 piros cstics esetét mar tulajdonképpen megszamoltuk, hiszen pl. a 6 piros csicsa
kock&dbol pontosan annyi van, mint a 2 piros csiicstibol, hiszen mindegy, hogy a piros vagy a
kék csiicsok szerint szamolunk. Igy osszesen 1+1-+3+3+7+3+3+ 1+ 1 = 23 kiilonboz6
kocka lehetséges. o

4. Hany olyan négyjegy tizes szamrendszerbeli szam van, amelyben van legalabb két egyforma
szamjegy?

9000 négyjegyl szam van. Ezek koziil szamoljuk meg azokat, amikben nincs két egyforma
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szamjegy. Ezek szama: 9 -9 -8 -7 = 4536, hiszen az els§ szamjegy lehet 9-féle (0 nem
lehet). A méasodik is, mert barmi lehet, csak az nem, ami az elsg, de most mar lehet 0 is. A
harmadik jegy lehet 8-féle, mert nem lehet az a ketts, ami az els két szamjegy, és ugyanigy
a negyedik jegy lehet 7-féle. Vagyis 6sszesen 9000 — 4536 = 4464 ilyen szam van.

7. osztaly, 1. nap

1.

Orszagos donté

Van-e primszam a kovetkez§ alaku tizes szamrendszerbeli szamok kozott:

121,11211,1112111, 111121111, ...7

Vegyiik észre, hogy

121 = 110411 = 11- (10 + 1)
11211 = 11100 + 111 = 111 - (100 + 1)
1112111 = 1111000 4 1111 = 1111 - (1000 4 1)

és igy tovabb. Igy a kérdéses szamok mindegyike folirhaté két, 1-nél nagyobb pozitiv egész
szam szorzataként, vagyis nem lehet egyikiik se prim.

Az ABC haromszogben P a BC oldal, Q a PA szakasz, R a B(Q) szakasz, végil S a
CR szakasz felez6pontja. Az ABC haromszog teriilete hanyszorosa a QRS haromszog
teriiletének?

El6szor is vegyiik észre, hogy egy XY Z haromszog teriiletét az X-bsl induld silyvonala
(az X-et az YZ oldal F felezépontjaval 0sszekotd szakasz) felezi. Ugyanis az XY F és
X FZ haromszogeknek az X-hez tartoz6 magassigaik ugyanakkorak, és az ezzel szemkdzti
oldalaik is egyenl6k, igy egyenld teriilettiek. Tehat a stlyvonal valoban felezi a teriiletet.

Ezt hasznalva lathato, hogy a QS a QRC héaromszdg silyvonala, igy Tore = 21QRs.
Ugyanigy a CR a CQB haromszog stlyvonala, igy Teop = 2Tgrc. Masrészt, Tapc =
Tapp + Tacp = 2Tgpp + 21gcp = 2TqcB, mert a BQ és CQ rendre az ABP és ACP
haromszogek stulyvonalai.

Mindezeket Osszevetve Tupc = 2Tnop = 41gre = 81grs adodik, vagyis az ABC haromszog
teriilete 8-szorosa a QRS haromszogének. o

Igazoljuk, hogy a 3 pozitiv egész kitevGjli hatvanyainak tizes szamrendszerbeli alakjaban
az utolso el6tti szamjegy mindig paros (3! = 03, és 32 = 09).

ElGszér nézziik meg, hogy a 3-hatvanyok utolsd szamjegye mi lehet. Az utolsd széamjegy
az adott szam 10-es osztasi maradéka, és két egész szam 10-es maradékanak szorzata
ugyanazt a maradékot adja 10-zel osztva, mint a két szam szorzata. Igy a 3-hatvanyok
utolso jegyeinek vizsgalata sordn a kovetkez6 3-hatvany utolso jegyének kiszamitasdhoz elég
az el6zGét beszorozni 3-mal, és az eredmény utolsé jegyét venni. Emiatt az utolsd jegyek
rendre 3,9,7,1 (mert 3-9 = 27,3-7 = 21). Innen a kovetkezd utolso jegy a 3, és innen a
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3,9,7,1 ismétlgdik, hiszen ebben a sorozatban az el6z6 elem egyértelmtien meghatarozza a
kovetkezSt. Tehat az utolso jegy csakis 1,3, 7 vagy 9 lehet.

Azt tudjuk, hogy 3!-re teljesiil az allitas. Most legyen 3" = 100a+ 10b+c, ahol a nemnegativ
egész, b és ¢ pedig az utolsod két szamjegye 3™-nek (10-es szamrendszerbeli alakban). Ha itt
n pozitiv egész, és mar tudjuk, hogy b paros, akkor 3" = 300a + 30b + 3c. Itt az utolso
két szamjegyet csak az utolsd két tag hatarozza meg, hiszen az els§ oszthatoé 100-zal. A
b paros, igy 30b = 3b - 10 utols6é szamjegye 0, utols6 el6tti pedig paros, hiszen a 3b paros.
Az utolso szamjegy igy a 3¢ utolso jegye, az utolsod el6tti pedig a 3b utolso el6tti (péaros)
jegyének és a 3c utolso elGtti jegyének Osszege, amibdl esetleg atvaltas miatt le kell vonni a
10 egy tobbszorosét. De ¢ a 3" utolso jegye, igy értéke csakis 1,3,7 vagy 9 lehet. Tehat
3c lehet 3,9, 21 vagy 27. Ezek mindegyikének paros az utolso el6tti jegye. A 10 is péros, igy
végeredményben a 37! utolsé elStti jegye is paros.

De n = 1-re mar tudtuk, hogy az ehhez tartoz6 b paros (a 0), igy minden n pozitiv egészre
is igaz az allitas. Tehat valoban, 3™ utolso elGtti szamjegye mindig paros.

Az els6 tiz pozitiv egész szam Osszegében: az 1+2+3+4+---+9+ 10 Gsszegben barmelyik
szam elGjelét ,+"-rol ,—"-ra valtoztathatjuk. Elérhet6-e igy, hogy az 1j Osszeg értéke 20
legyen?

Vegyiik észre, hogy az elGjelek valtoztatasaval nem valtoztathaté az Osszeg paritasa. Ha
ugyanis az osszegbe az egyik tagnal a helyett —a-t irunk, akkor az 6sszeg 2a-val csokken, és

ez paros, vagyis nem valtoztatja a paritdst. Eredetileg az 0sszeg 1 +2 + - -+ 10 = 55, ami
paratlan, a 20 viszont paros, igy nem érhetd el a 20.

Hany olyan négyjegyi tizes szamrendszerbeli szam van, amelynek szamjegyei pontosan
kétféle, 0-tol kiilonboz6 szamjegybdl allnak?

El6szor is hatarozzuk meg, hanyféleképpen véalaszthato ki ez a két szamjegy. Osszesen 9-féle
0-t6l kiillonb6z6 szamjegy van. A két jegybdl az els6t 9, a masodikat ezutan 8-féleképpen
valaszthatjuk ki. Ez 9 -8 = 72-féle lehetGséget adna, de igy minden szamjegypart 2-szer
szamoltunk, mindkét sorrendjében. Tehét Osszesen 5 = 36-féleképpen valaszthato meg a
két jegy. A tovabbiakban jelolje ezeket a és b.

Lehet 3 darab a és 1 darab b, 2 darab a-bol és b-bdl is, illetve 1 darab a és 3 darab b. Az els§
és a harmadik esetben is 4-féle lehet a szam, mert annak a jegynek a helyét, melybdl csak 1

van, 4-féleképpen valaszthatjuk meg. (Az els§ jegyre nem kell kiilon figyelniink, hiszen sem
a, sem b nem 0.)

A masodik esetben a 2 darab a jegy helyét akarjuk megvélasztani. Az els§ a-t 4-féle helyre
tehetjiik, ezutdn a masodikat 3-félére. Ez 4 -3 = 12 lehetGséget adna. De igy valdjaban
minden esetet 2-szer szamoltunk, mert egy elhelyezésnél a 2 darab a jegyet 2-féleképpen

tehetjiik sorrendbe. Tehat az elhelyezések szama 5 = 6.

[gy sszesen 36 - (4 + 6 + 4) = 504 j6 szdm van. (4)
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Andras és Bea testvérek. Andras arra a kérdésre, hogy hany évesek, igy véalaszolt. Ha a
hiigom, Bea annyi idGs lesz, mint én vagyok most, akkor egyiitt 35 évesek lesziink. Most én
haromszor olyan id6s vagyok, mint a htigom volt akkor, amikor én olyan id&s voltam, mint
a higom most. Hany éves most Andris és Bea?

Legyen Andréas és Bea jelenlegi életkora x, illetve y év. Ekkor Bea x — y év miulva lesz
annyi idds, mint Andras most, és ekkorra Andras x + (z —y) = 2z — y éves lesz. Igy az els6
feltétel szerint

2z —y)+2=3x—y=35.

Andras = — y évvel ezel6tt volt olyan id6s, mint Bea. Ekkor Bea y — (z — y) = 2y — x éves
volt. A masodik feltétel szerint tehat © = 3(2y — x) = 6y — 3z, azaz

6y — 4z = 0.

Az els6 egyenletbdl y = 3x — 35. Ezt beirva a masodik egyenletbe

6(3x —35) —4x =0
142z — 210 =0
r =15

y =3z — 35 =10.

Tehat Andréas 15, Bea 10 éves. (4]

Egy tizes szamrendszerben felirt szamrol azt mondjuk, hogy szerencsés, ha a szdmjegyeit két
olyan csoportra bonthatjuk, amelyben a szamjegyek Gsszege egyenls. Példaul 11,22,99,123
szerencsés szamok. Melyik az a legkisebb szerencsés szam, amelyre igaz, hogy a nala eggyel
nagyobb szam is szerencsés?

Nyilvanvalo, hogy szerencsés szam szémjegyeinek Osszege paros kell, hogy legyen, hiszen
két egyenld egész szam Osszege. Legyen n és n + 1 a két keresett szomszédos szerencsés
szam. Ha az n + 1 Osszeadasban k darab (esetleg 0) 10-es atvaltas torténik, akkor k& darab
9-es jegy helyett lesz O-s, és 1 jegy megnd 1-gyel. Igy a szamjegyek Gsszege 1 — 9k-val né.
Minthogy n és n + 1 is szerencsés, ezért mindkettdjiik jegyeinek Osszege paros, igy 1 — 9k is
paros. Ez kizarja a paros k értékeket, vagyis csakis £ = 1 vagy k > 3 johet szoba.

Ha k =1, akkor n+1 egy 10-zel oszthato, de 100-zal nem oszthato6 pozitiv egész. Mivel nem
szamit, hogy az utolso jegyet, a 0-t melyik szdmjegycsoportba soroljuk, amikor két, egyenls

Osszegl csoportra bontjuk az n + 1 szdmjegyeit, ez nem valtoztatja meg egyik Gsszeget sem,

1
igy az ezt elhagyva kapott a = nt szam is szerencsés kell, hogy legyen. Az a nem

lehet 0, hiszen n + 1 pozitiv, és nem lehet egyéb 1-jegyl sem, hiszen ekkor nem lennének a
szamjegyei a kivant moédon két csoportba oszthatok. Ha pedig 2-jegyii, akkor sziikségszertien
a két jegynek egyenlének kell lennie.

Az ilyen alaki a-khoz tartozo n+ 1-ek nyilvan valoban szerencsések lesznek, azt kell ellendriz-
ni, hogy az n is az lesz-e. Az elsé néhany ilyen alaki a-ra (11,22, 33,44, 55) folirva a hozzajuk
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tartozo n-eket: 109,219,329, 439, 549. Ezek koziil csak az 549 szerencsés (5 + 4 = 9), igy a
k =1 esetben ez a legkisebb j6 n.

Ha pedig k£ > 3 lenne, akkor n + 1-nek 1000-rel oszthatonak kellene lennie, vagyis n > 999
lenne, igy nem kaphatunk kisebb n-et, mint az 549.

Tehat a legkisebb jo n az 549. o

3. Jeloljon A egy 2008 jegybdl allo, 9-cel oszthatd szamot. Legyen B az A szamjegyeinek
Osszege, C' a B szamjegyeinek Osszege, végiil D a C szamjegyeinek Osszege. Hatarozzuk
meg D értékét!

Egy szam jegyei Osszegének 9-es osztasi maradéka egyenlé maganak a szamnak a 9-es mara-
dékaval. Tgy abbol, hogy A oszthato 9-cel, rogton adodik, hogy B, C' és végiil D is oszthato
9-cel. Az is konnyen lathatd, hogy pozitiv egész szamjegyeinek Gsszege is pozitiv egész, igy
D > 9. Mivel A egy 2008—Jegyu szam, igy B < 2008-9 = 18072, vagyis B legfeljebb 5-jegyt.
Igy C <5-9=45. Igy D <4+9=13. De D oszthato 9-cel, igy D < 9. Ugyanakkor mar
tudjuk, hogy D > 9, igy csakis D = 9 lehet. o

4. Az ABCD négyzet AC atlojan 1évé P pontra igaz, hogy AP = AB. A BC oldalon 1évé Q)
pontra igaz, hogy PQ meréleges AC-re. Igazoljuk, hogy a PC, PQ, BQ szakaszok egyenlGk!

A CAB< a négyzet szimmetriai miatt a DAB< fele, vagyis 45°. Az APB héromszog
- 180° — 45°
egyenlgszara (AP = AB), igy az APB<t< = ABP< = — = 67,5°. Ebbdl azonnal

kovetkezik, hogy ABP<t > 45° = ABD<, ezért ha O az AC és BD atlok felezépontja,
akkor P az OC szakaszon van. Innen pedig rogton adodik, hogy OB és AC merélegessége
miatt van j6 Q a BC szakaszon (a () nem az oldalegyenes kiilsé részén van).

Igy a PCQ< = 45°-bol és QPC<t = 90°-bol CQP<45° adodik. Igy a QPC haromszog
egyenlészari, PQ = PC. Emellett BQP< = 180° — CQP< = 135°-bél és QBP< =
90° — ABP< = 22,5°b6l BPQ< = 180° — 135° — 22, 5° = 22, 5° kovetkezik, vagyis a BQP
haromszog egyenlészari, QB = QP.

Ezt a két kapott egyenlGséget Osszevetve rogton adodik, hogy PC = PQ = BQ, és ezt
akartuk bizonyitani.

8. osztaly, 1. nap Orszagos donté

1. Igazoljuk, hogy ha két pozitiv egész szam Osszege 2310, akkor a két szdm szorzata nem
oszthatd 2310-zel!

Indirekten bizonyitjuk az allitast: tegyiik fel, hogy a és b olyan pozitiv egészek, amikre
a+b = 2310 és a - b = 2310k, ahol k pozitiv egész. 2310 primtényezbs felbontasa
2310 =2-3-5-7-11. Megfigyelhetjiik, hogy minden prim elsé hatvanyon szerepel. Mivel
a-b = 2310k, ebbdl kovetkezik, hogy ha p prim, és p | 2310, akkor p | b, vagy p | a teljesiil.
Ha p | a, akkor b = 2310 — a miatt p osztja b-t is, mert ha két szdm mindegyike oszthato
p-vel, akkor a kiilonbségiik is. Hasonléan p | b-bdl kovetkezik, hogy p | a. Tehat a 2, 3,
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5, 7, 11 primek osztjik a-t és b-t is, ami azt jelenti, hogy a,b > 2310, ami ellentmond
a+ b = 2310-nek. (4)

Azt mondjuk, hogy a 8, 9 szomszédos szamokbol allo szampar érdekes, mert 8 = 23, 9 = 32,
azaz mindkét szdm primtényezdi legalabb maéasodik hatvinyon szerepelnek. Keress még
legalabb egy ilyen érdekes szampart!

Keressiink egy ilyen szampart (z* — 1,2?) alakban! x?-ben minden prim paros kitevén
szerepel z-t6l fiiggetleniil, ezért elég azzal foglalkoznunk, hogy 2% — 1 eleget tegyen a
feltételnek. Alakitsunk szorzatta: x? — 1 = (x — 1)(z 4+ 1). Foglalkozzunk csak paratlan
x-ekkel: ekkor x — 1 és x + 1 is paros, tehat a 2 kitevGjével mar nem kell tor6dniink, mert
az mar legalabb 2 lesz. Keressiink paratlan z-et ugy, hogy (“”‘T_l, ””T“) is olyanok legyenek,
hogy minden prim kitevGje legaladbb méasodik hatvanyon szerepel. Ez pont azt jelenti, hogy
(”‘"T’l, xT“) szampér érdekes, mert a kiilonbségiik 1. De egy ilyet méar ismeriink: (8,9), ezt
hasznalva tehat megvalaszthatjuk jol z-et (x = 17), és igy kapjuk a (288,289) érdekes
szampart.

Megjegvzés. Ezt az eljarast folytatva taldlhatunk végtelen sok megfelels szampaért. o

Az ABCD négyzet oldaldnak hossza 1. Az AB oldalon felvesziink egy P pontot, az AD-n
pedig egy () pontot gy, hogy az AP(Q) haromszog keriilete 2 egység legyen. Igazoljuk, hogy
PCQ< = 45°!

Legyen S olyan pontja a P(Q szakasznak, amire PB = PS. Mivel AQ + QP + SQ = 2 =
AD + AB, ezért sziikségszertien SQ = QD. Igy SQD és SPB haromszogek egyenlszartiak.
Legyen APB< = «a és AQB< = (. AQP haromszog derékszogi, ezért o + 5 = 90°.
Szamoljuk ki SQD és SPB szarszogeit: QDS<<+ QSD< = (3, azaz QDS< = QSD< = g,
és hasonléan PSB< + PBS< = 5.

A Q D
S

P

B C

Megmutatjuk, hogy CS szakasz merGleges P(Q) szakaszra: tegyiik fel, hogy nem merdleges,
és legyen ekkor S” a C-bdl a PQ-ra bocsatott merdleges talppontja.

Ha S'C < 1, akkor PS’ > PB, mert a Pitagorasz-tételbsl: C'S”?+PS”? = PC? = CB*+PB?,
azaz CS”? = 1+ PB? — PS”?, hasonléan QS’ > QD. FEz viszont nem lehetséges, mert
PS"+QS =QD+ PB.

Hasonléan belathato, hogy C'S” > 1 sem teljesiilhet, ezért C'S" = 1.

Ha CS’ =1, akkor PS’C' és PBC' egybevago haromszogek (mindketté derékszogt, az atfo-
gojuk azonos, és az egyik befogojuk hossza azonos), ami azt jelenti, hogy PS’ = PB, tehat
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S=9.

Ezt a mer6legességet felhasznalva mar konnyen kiszamolhatjuk a QCP szoget: az el6z8
gondolatmenetbdl az is kideriilt, hogy SC = 1, specidlisan PSC' és PBC egybevagok, és
szimmetrikusak PC-re, azaz PSCB négyszog deltoid. Innen kapjuk, hogy B.S meréleges
PC-re, tehat PBS< = PCB<, és hasonléan QDS< = QCD<. Tehéat

QCP<=90° — ¢ — 8 = 450, O

5 —

Egy sorozat els6 két tagja: a; = 2, as = 3 és minden tovabbi tag a két szomszédjanak
szorzatanal eggyel kisebb. Szamitsuk ki a sorozat elsé 560 tagjdnak Gsszegét!

Ha ismerjiik a sorozat i-edik és (i+ 1)-edik tagjat, akkor egyértelmiien meg tudjuk hatarozni
az (i + 2)-ediket: a; - a;490 — 1 = a;41, amit atrendezve:

Giv1 +1
a; )

Q42 =

Igy kiszamolhatjuk a sorozat elsé néhany tagjat:
2,3,2,1,1,2,3,2...

Innen észrevehetjiik, hogy a sorozat periodikus, és ezt kénnyen be is lathatjuk: a sorozat egy
elemét meghatarozza a megel6z6 két elem, tehat ha taldlunk két szomszédos elempart, ami
egyszer mar szerepelt (mint szomszédos elempar), akkor az mar bizonyitja a periodikussagot.
llyen ismétl6ds par a 2, 3. Tehat a sorozat periodikus, egy periddusa 6t hosszisagu, és a
kovetkezGkbol all: 2, 3, 2, 1, 1. Az els6 560 tagban % = 112 ilyen 6tSs szerepel, és egy-egy

periddusban a tagok Osszege 9. Tehat az els6 560 tag 6sszege 9 - 112 = 1008. o

Egy egész oldalhosszusagu négyzetet feldaraboltunk 100 (nem feltétleniil egybevago) négy-
zetre. Ezek koziil 99-nek a teriilete 1 teriiletegység. Mennyi lehet a szazadik négyzet
teriilete? Megvalosithato-e a kapott eredmény?

Legyen a feldarabolt négyzet oldalhossza a, a szazadik négyzeté b. Fzekre a kiovetkezét
irhatjuk fel: 99 4+ b = a?. Atrendezve és szorzatta alakitva: 99 = a? — b*> = (a — b)(a + b).
99 primtényezds felbontasa 99 = 3 -3 - 11, és a + b > a — b, ezért csak a kovetkezG 3 eset
lehetséges:

a)a—b=1a+b=99
b) a—b=3,a+b=33
¢c)a—b=9,a+b=11

Ezekbol pedig a kovetkezd (a, b) megoldasok adodnak: (50,49), (18,15), (10,1). Ezek mind-
egyike megvalosithato, egy-egy lehetséges megvalositast mutatnak az alabbi dbrék:
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\.

10 18 50

49 x 49

15 x 15

: ()

J

8. osztaly, 2. nap Orszagos dontd

1.

Melyek azok a p pozitiv primszamok, amelyekre igaz, hogy 4p — 1 négyzetszam?

Vizsgaljuk meg a négyzetszamok lehetséges 4-gyel vald osztasi maradékait.
Ha n paros, akkor n? oszthato 4-gyel.
Ha n paratlan, akkor 2k 4 1 alakt, igy a négyzete

2k + 1) =4k +4k +1 =4k + k) + 1

alakt.
Tehat egyetlen négyzetszam sem adhat 4-gyel osztva 3 maradékot. 4p — 1 3 maradékot ad,
ezért semmilyen primre nem lehet négyzetszam. o

Szamitsuk ki egy haromszog és a stlyvonalaibol szerkesztett haromszog teriiletének aranyét!

Az ABC héromszog oldalfelezépontjai legyenek rendre F, G, H, és a haromszoget tiik-
rozziik F-re. C,G,H tiikorképe legyen rendre C',G’, H'. Ekkor az AC'BC négyszog
paralelogramma.

Léssuk be, hogy AGH' az ABC haromszog stulyvonalaibol szerkesztett haromszoggel egybe-
vago. Ehhez elég, hogy harom oldala a harom stlyvonallal egyenlé hossza.

AG egy silyvonal. AH' = BH mert egymés tiikorképei. GH' = CF, mert GH' a CBC’
haromszog kozépvonala. CC’' = 2C'F, és a haromszog kozépvonala mindig fele olyan hosszu,
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mint a hozza tartozo oldal.

Tehat a kérdés, hogy mennyi az ABC' és AGH' haromszog teriiletének aranya. Legyen az
ABC haromszog teriilete egy egység. Ekkor a paralelogramma teriilete két egység. A pa-
ralelogramma teriiletébdl levonva az AGC,GH'B, AH'C' haromszogek teriiletét kapjuk az
AGH' haromszog keresett teriiletét.

Egy haromszog silyvonala mindig felezi a teriiletet, mig a kézépvonalak négy egyenld terii-
letd haromszogre osztjak a haromszoget. BCC’ haromszog teriilete is egy egység, mert a
paralelogramma teriiletének fele, hiszen a paralelogramma teriiletét mindkét atloja felezi.
Az AGC és AH'C' haromszogek teriilete tehat 1/2 egység, mig BGH' teriilete 1/4. Igy
AGH' teriilete 2 —1/2—-1/2—-1/4=13/4

Tetsz6leges haromszog esetén tehat a haromszog és a silyvonalaibol szerkesztett haromszog
teriiletének aranya 1:3/4=4:3. (4]

3. Abrazoljuk a kévetkezd fiiggvényt a [—2;4] intervallumon:

f@) = [lz =1 = |z = 3]].

Valasszuk szét az eseteket aszerint, hogy a két abszolatértékben szerepld kifejezés negativ,
vagy nemnegativ.

x —1 az 1-nél, mig x — 3 a 3-nal valt elGjelet. Tehat csak elGjelek tekintetében 3 eset van. A
kifejezések atalakitasanal azt hasznaljuk, hogy negativ szam abszolit értéke az ellentettje,
mig nemnegativé onmaga.

e r <1, ekkor x — 1 és x — 3 negativ, ezért
f@)=[-@-1) - (-@=3)=|-z+1+z-3]=]-2[=2
o 1 <z <3, ekkor x — 1 nemnegativ és x — 3 negativ, ezért
flz)=lz—-1=(=(z=3))|=lx—1+2x—3| =2z — 4|
e x> 1, ekkor x — 1 és z — 3 nemnegativ, ezért
fl@)=lr—1-(x=3)[=2

Még meg kell vizsgalni, hogy a [1; 3[ intervallumon hogy néz ki az f(x) = |2z — 4| fiiggvény.
Ez az x = 2 helyen valt elGjelet.

r < 2esetén f(x) = —2x+4,

x> 2esetén f(x) =2z —4.

Ezek alapjan mar tudjuk abrazolni a fliggvényt, mert minden szakaszon konstans, vagy
linearis.

—2; 1[ intervallumon konstans 2.

o A

e A [1;2[ intervallumon —2z + 4.
e A [2;3] intervallumon 2z — 4.
e A[3;4

] intervallumon konstans 2.

I
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o

4. A derékszogi haromszdgbe irt kor atfogora illeszkedd érintési pontja két részre osztja az
atfogot. Igazoljuk, hogy e két szakasz hosszanak szorzata a haromszog teriiletével egyenld!

Az ABC' derékszogi haromszog beirt korének kozéppontja legyen K, az érintési pontok
legyenek rendre L, M, N. Egy korhoz kiils6 pontbol htizott érinté szakaszok hossza egyenld,
ezért BL = BM =p, LA = AN = q. T jelolje a haromszdog teriiletét, r a beirt kor sugarat.

B
p
L
p
M q
r\\
¢ v N q A

Az érintési pontokhoz huzott sugarak merdlegesek az oldalakra, ezért K MC'N egy r oldald

négyzet.
A befogok szorzata a haromszog teriiletének kétszerese, ezért

(p+7)(r+q) =2T = pqg+1r*+pr+rq.
Elég belatni, hogy 72 + pr +rq = T, ebbdl a fentiek alapjan T = pq.
Az ABC haromszog feldarabolhaté a KMCN négyzetre és a LBK, BMK, KNA, ALK
derékszogi haromszogekre, ezért teriilete
2+ pr/2+pr/2 4 qr/2+qr/2 = r* 4+ pr +rq,

amit éppen be akartunk latni.
Ezzel az allitast bebizonyitottuk. o
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FELADATOK

w Megyei fordulo

1. Hany olyan tizes szamrendszerbeli hiromjegyi szam van, amelynek minden szamjegye paros?
(A 0 is paros!)

2. Szamozzuk meg a kocka csicsait az 1,2,3,4,5,6,7,8 szadmokkal tgy, hogy barmelyik lapon
ugyanannyi legyen a szamok Osszege, mint a szemkozti lapon.

3. Bontsunk fel egy négyzetet egyenes szakaszokkal 8 haromszogre ugy, hogy mindegyik ha-
romszog pontosan harom méasik haromszoggel legyen szomszédos. (Két haromszog akkor
szomszédos, ha szakaszban érintkeznek. Csak kozos csticesal rendelkezd haromszogek nem
szomszédosak. )

4. Bontsuk fel egy kocka mind a 6 lapjat két-két téglalapra dgy, hogy mindegyik téglalap 5
mésikkal legyen egy oldalban vagy oldalanak egy szakaszdban hataros!

\ J

M Megyei fordulo

1. Mutassuk meg, hogy

11111112222222 — 3333333
egy pozitiv egész szam négyzete! o

2. Az ABCD téglalap megfelel6 oldalainak harmadol6 pontjai a P,Q, R, S pontok. Hanyad

része az ABCD téglalap teriiletének a PQ RS paralelogramma teriilete?
D R C

Se
10

A P B °

3. Allitsuk el6 a 110-et olyan pozitiv egész szamok Gsszegeként, amelyekre igaz, hogy a recip-
rokuk Gsszege 1 (példaul 3 reciproka ).

4. Egy haromszog és egy négyszog keriiletének lehet-e 4, 5, 6, 7 és 8 kiozos pontja? (Adjunk
példakat!)
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— & i)

3. Egy téglalapot az abran lathaté modon négy tégla-

4. Kivalasztottunk két tizes szamrendszerbeli kétjegy

Feladatok

1. Szamitsuk ki a tizes szamrendszerbeli hdromjegyt szdmok szamjegyeinek Osszegét! o

2. A kert egy bizonyos részét az apa 2 6ra alatt, a nagyobbik fia 3 6ra alatt, a kisebbik fia 6

ora alatt assa fel egyediil. Mennyi id§ alatt assak fel a kertnek azt a részét, ha mindharman
egyiitt dolgoznak? o

lapra bontottunk. Harom téglalapba beleirtuk a te-
riiletét, a negyedik téglalap teriilete x. Szamitsuk ki 2 3
x értékét! (&)

szamot. Tudjuk, hogy a tobbi (ki nem vélasztott)
kétjegyl szam Osszege éppen 50-szerese az egyik ki-

valasztott szadmnak. Melyik két szdmot valasztottuk
ki?

5. Az e egyenes meréleges az ABC derékszogi haromszog AB atfogdjara, a BC' befogo egye-
nesét D-ben, az AC befogd egyenesét E-ben metszi. Mekkora szoget zar be az AD és BE

egyenes? o

Megyei forduld

J

8. osztaly

4. Egy kockat harom olyan sikkal metsziink, amelyek parhu-

1. A 100-t6l 200-ig terjedd pozitiv egész szamok mindegyikének Osszeszorozzuk a szamjegyeit,
és a kapott szorzatokat Osszeadjuk. Mennyi lesz az Gsszeg?

2. Mutassuk meg, hogy barmely haromszog feldarabolhato egyenl@szarta haromszogekre! o

3. Melyik lehet az a pozitiv egész szam, amelyre igaz, hogy a nala 1-gyel kisebb szam pozitiv

osztoi koziil 3 kiilonbozonek az dsszege? o

zamosak 2-2 oldallappal az 4bran lathaté modon. Igazol-
juk, hogy a piros téglalapok teriiletének Osszege egyenld
a kék téglalapok teriiletének Osszegével!

5. Néhany ladaban Osszesen 36 tonna aru van. Mindegyik
lada silya legfeljebb 1 tonna. Igazoljuk, hogy egy 4 ton-
na teherbirast teherautéval legfeljebb 11 forduloval az
Osszes lada elszallithato, de 11-nél kevesebb forduloval
nem feltétleniil! o

Megyei fordulé
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5. osztaly, 1. nap Orszagos dontdé

Feladatok

. Jeloljiik meg a (8x8-as) sakktablan 16 mezd kozéppontjat ugy, hogy semelyik 3 megjelolt
pont ne essen egy egyenesbe!

. A tizes szamrendszerben felirt kétjegyii pozitiv egész szamoknak leirtuk a szamjegyeik Gssze-
gét (pl. 18-bdl 1 4+ 8 = 9-et kaptuk). Sorold fel, melyik szamot hanyszor kaptuk igy meg.

. Adott egy 27x34 mez6bdl 4llo négyzetracsos lemez, ebbdl kell minél tobb 1x5-6s lapot
kivagni. Hany ilyen lapot tudunk késziteni? °

. Valamelyik évben 3 egymaést kéveté honapban Osszesen 12 hétfs volt. Mutassuk meg, hogy
a hdrom hoénap kozott ott van a februar!

J

. Hany olyan legfeljebb haromjegyti pozitiv egész szam van, ami nem oszthat6 sem 2-vel, sem

5-tel? ()

. Egy négyzet egy belsé pontja a négyzet egyik oldalatol 6 cm, a masiktol 7 cm, a harmadiktol
8 cm és a negyediktsl 9 cm tavolsdgra van. Mekkora a négyzet oldala? o

. Az 5. osztalyban 7-tel kevesebb fit van, mint lany. Ebbgl az osztalybol egy fin azt allitja,
hogy kétszer annyi lany osztalytarsa van, mint fit. Hanyan jarnak ebbe az osztalyba? o

. A 90 és 91 érdekes tulajdonsagi szampéar. Az elsG szamjegyeinek Osszegét a masodik szdmhoz
adva 100-at kapunk, és forditva, a masodik szamjegyeinek Osszegét az els6hoz adva is 100-at
kapunk. Keressiik meg az Osszes ilyen tulajdonsagi kétjegyt szampart! o
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. Azt a feladatot kaptuk, hogy egy tojast pontosan 4 percig f6zziink. Rendelkezésiinkre all

. Fel lehet-e darabolni egy konvex 17-szoget 14 haromszogre? o

. Széamitsuk ki minél egyszeriibben!

. Bgy 27 x 34-es négyzethalds lapunk van. Ebb6l minél t6bb 1 x 7-es lapot akarunk kivagni.

Feladatok

6. osztaly, 1. nap Orszagos donté

egy 3 perces és egy b perces homokoéra, mas idémérs eszkdz azonban nincs.
Hogyan oldjuk meg a feladatot? o

(o) (o) o) () (o) o

Hany ilyen kis lapot tudunk késziteni? o

J

6. osztaly, 2. nap Orszagos donté

. Az els§ 8 porzitiv egész szamot helyezziik el egy kor keriiletén tgy, hogy barmelyik szam

. Adjunk meg 2009 olyan pozitiv egész szdmot, amelyek Gsszege egyenld a szorzatukkal. o

. Az abran egy képzeletbeli orszag varosai és koztiik épitett utak lathatok. Be lehet-e jarni az

. Egy 6 x 6-0s tablazat mezGit fokozatos egyenként zoldre festjiik. Ha egy mez&t befestettiink,

oszthato legyen a két szomszédjanak a kiilonbségével! o

Osszes varost egyszer, és csak egyszer az utak mentén?

©

akkor beleirjuk azt a szamot, ami megmutatja, hany vele oldalban szomszédos mez6 van mar
befestve.
Mutassuk meg, hogy az Osszes mez6 befestése utan a mezékbe irt szamok Gsszege 60. o
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Feladatok

1. Egy tancos sszejovetel utan minden résztvevst megkérdeztek (finkat és lanyokat is), hany
partnerrel tancolt az este folyaman. Sorra a kovetkezd valaszok sziilettek: 3, 3, 3, 3, 3, 5, 6,
6, 6, 6, 6, 6, 6, 6, 6. (Fiak csak lanyokkal, lanyok csak fitikkal tancoltak). Mutassuk meg,

hogy valaki tévedett! °
2. Melyik nagyobb: A B c D E
S I —
1.2 "2.3 " 3.4 9.10°
vagy
1 1 1 1 1 /

[N /
11+12+13+ +39+40' °
3. Mennyi az abran lathat6 PAQ, PBQ, PCQ, PDQ,

PEQ szogek Osszege? o /

4. Egy sorozatrol a kovetkezét tudjuk:

a; =1,a; =2 és han > 1, akkor a, o = a";—:fl
Szamitsuk ki asgge-et. ° P 0
5. Adjunk meg 21 kiilonb6z6 pozitiv egész szamot, amelyeknek Gsszege 211. o

Orszagos donté

J

7. osztaly, 2. nap

1. Az1:2:3:4:5:6:7:8:9: 10 kifejezésben tegyiink ki zardjeleket gy, hogy a kapott
miveletek elvégzése utdn az eredmény 7 legyen!

2. Egy kockat lapjaval lefelé az asztalra tesziink. Az élei mentén forgatva mind a 12 élén
pontosan egyszer atforditva vissza kell érni a kiindulé helyzetbe. Megvaldsithato-e ez a
forgatassorozat? o

3. Hany olyan haromjegyi szam van, amely elallithaté abc + ab + @ alakban, ahol a, b, c
szamjegyek?

4. A tavaszi idényben a focibajnoksidgban 16 csapat jatszott, mindegyik mindegyikkel egy
meccset. El6fordulhat-e, hogy minden csapatnak ugyanannyi gy6zelme, dontetlenje és vere-

sége van? o

Orszagos donté
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Feladatok

inek Osszege ugyanannyi, mint a négyzete szamjegyeinek Gsszege!

. Az 12,22 32 4% .. 392 40? szamok kozé + és — jeleket irhatunk. Elérhetjiik-e igy azt, hogy

a kapott eredmény 0 legyen?

. Adott egy derékszogi haromszog. Jelolje p annak a négyzetnek az oldalat, amelynek két

csucsa az atfogora, masik két csicsa egy-egy befogora illeszkedik. Az atfogobol a négyzet
két oldalan kimarado két szakasz hossza legyen ¢ és r. Igazoljuk, hogy p* = ¢r!

. Igazoljuk, hogy ha n > 4, akkor az els6 n pozitiv egész szamot két csoportra bonthatjuk tgy,

hogy az egyik csoportban a szamok Osszege egyenlé a masik csoportbeli szamok szorzataval!

©

. Egy szabalyos 9-sz6g oldalait felvaltva két jatékos, A és B, befesti egy-egy szinnel. Az A

jatékos kezd, felvaltva ,lépnek”, és akkor fejezddik be a jaték, ha minden oldal be van festve.
Egy kikotés van: szomszédos oldalak nem lehetnek azonos szintiek. Az veszit, aki utoljara
kénytelen 0j szint valasztani. Mutassuk meg, hogy B-nek van nyerd stratégiija!

Orszagos donté

1. Igazoljuk, hogy végtelen sok olyan pozitiv egész szam van, amelyre igaz, hogy a szamjegye-

J

8. osztaly, 2. nap

. Van-e olyan haromjegy pozitiv egész szdm, amelynek 25 pozitiv osztdja van? o

. Melyik nagyobb: 3190 4 4100 yagy 51007 o

. Adjunk meg olyan derékszogii haromszdget, amelyet fel lehet darabolni 3 egybevagd, az

eredetihez hasonl6 haromszogre!

. Melyik az a legnagyobb és melyik az a legkisebb 10-jegyi szdm, amely minden szamjegyet

pontosan egyszer tartalmaz, és oszthato 11-gyel?

Orszagos donté
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M Megyei fordulé

1. Héany olyan tizes szamrendszerbeli haromjegyi szam van, amelynek minden szamjegye pa-
ros? (A 0 is paros!)

A szazasok helyén 4 szamjegy allhat: 2,4,6,8. A tizesek és az egyesek helyén 5 szamjegy
allhat, mert az el6z6 4 szamjegyen kiviil a 0 is szerepelhet. Igy Osszesen 4 -5 -5 = 100 olyan
haromjegyi szam van, amelynek minden szamjegye paros. o

2. Szamozzuk meg a kocka csicsait az 1,2,3,4,5,6, 7,8 szamokkal gy, hogy barmelyik lapon
ugyanannyi legyen a szamok Osszege, mint a szemkozti lapon.

Egy megfelel§ szamozés az dbran lathato. Hogyan
lehet ilyen megoldést talalni? Egy-egy lapon a csi-
csokhoz irt szamok Osszege 18. Ez azért igaz, mert
két szemkozti lapon mind a 8 szdm szerepel, azaz 8
egy lapon a szdmok Osszegének H2ASHAEOEOETES
36 = 18-nak kell lennie. Az 1,2,3,4,5,6, 7 8 szamo-
kat négy csoportra oszthatjuk, agy, hogy minden cso-

portba két szam keriil, aminek az Gsszege 9: {1, 8}, /7
1

{2,7}, {3,6}, {4,5}. Ha a kocka 4 fiigg6leges élének
végpontjaira egy csoportban 1év6 két szamot irunk,
akkor a kocka felsé és also lapjat kivéve, a tobbi lapon
az Osszeg automatikusan 18 lesz.

Minden fiiggé6leges él végpontjaira kétféleképpen irhatjuk fel az egy csoportban 1évé két
szamot. Innét némi probalkozas utan adodik egy megoldés. o

3. Bontsunk fel egy négyzetet egyenes szakaszokkal 8 haromszogre gy, hogy mindegyik ha-
romszog pontosan harom mésik haromszoggel legyen szomszédos. (Két haromszog akkor
szomszédos, ha szakaszban érintkeznek. Csak kozos csicesal rendelkezé haromszégek nem
szomszédosak. )

Egy jo felbontéast az 1. abran lathatunk. o

B —q4--F=
// // /

1. Abra. 9. abra.
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4. Bontsuk fel egy kocka mind a 6 lapjat két-két téglalapra dgy, hogy mindegyik téglalap 5
maésikkal legyen egy oldalban vagy oldalanak egy szakaszaban hataros!

A 2. 4bran lathatunk egy megfelel§ felbontast. Minden lapot két egyforma (egybevago)
téglalapra bontottunk.

\.

M Megyei fordulé

1. Mutassuk meg, hogy

11111112222222 — 3333333
egy pozitiv egész szam négyzete!
A 14-jegyii szam igy irhato:
11111112222222 = 10000002 - 1111111

és azt is tudjuk, hogy
3333333 = 3 - 1111111.

fgy a kiilonbség:
11111112222222 — 3333333 = 1111111 - (10000002 — 3) =
= 1111111 - 9999999 =

= 1111111 - 1111111 -9 =
= (3-1111111)* = 33333332

vagyis a kiilonbség tényleg négyzetszam. O

2. Az ABCD téglalap megfelel§ oldalainak harmadol6 pontjai a P, @, R, S pontok. Hanyad
része az ABCD téglalap teriiletének a PQRS paralelogramma teriilete?

D R C
Se

y @
A P B

Legyen a téglalap oldalainak hossza AB = CD = a és BC = DA =b. Az APS haromszog
derékszogt, és

AP = %a, AS = 2b.

3
Mivel ez a két oldal meréleges egymasra, ezért az APS haromszog teriilete %%a%b = %ab.

Hasonl6an elmondhaté ez a PBQ, QCR és az RDS haromszogrsl. A téglalap teriilete ab,
és mind a 4 haromszog teriilete %—e a téglalap teriiletének, igy a paralelogramma teriilete

1 — 3 = 2 része a téglalap teriiletének. O
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3. Allitsuk el6 a 110-et olyan pozitiv egész szamok Osszegeként, amelyekre igaz, hogy a recip-
rokuk dsszege 1 (példaul 3 reciproka ).

Kitart6 probalkozassal kapjuk, hogy

1+1+1+1+1+1+1_1
2 6 6 24 24 24 24

Mivel 2 + 6 + 6 + 24 + 24 + 24 + 24 = 110, ezért ez j6 megolds. (4

4. Egy haromszog és egy négyszog keriiletének lehet-e 4, 5, 6, 7 és 8 kozos pontja? (Adjunk
példakat!)

Mind az 5 lehetséges, és az aldbbi 4bra mutat mindegyikre egy-egy lehetséges megoldast:

[N\

(SO
B

w Megyei fordulé

1. Szamitsuk ki a tizes szdmrendszerbeli hdromjegyl szdmok szamjegyeinek Osszegét!

Vizsgaljuk az egyesek helyén allo szamjegyeket. Mivel ezeket a mésik két jegytdl fiiggetleniil
barminek megvalaszthatjuk, itt minden szamjegy ugyanannyiszor szerepel. Osszesen 900
haromjegyi szam van, tehat 90-szer szerepel mind a 10 szamjegy az egyesek helyiértékén.
Igy az egyesek helyén allo szamjegyek Osszege:
90-0+1+24+---+849)=90-45= 4050

Hasonloképpen a tizesek helyén 4ll6 szamjegyek Gsszege is 4050.
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A szazasok helyén nem allhat a 0 szamjegy, a tobbi viszont igen. Igy a szazasok helyén
100-szor szerepelnek az 1,2, ...9 szamjegyek. Igy a szézasok helyén allo szamjegyek Osszege:
100- (14+2+---49) =100 - 45 = 4500

Tehat a szamjegyek dsszege 4050 + 4050 + 4500 = 12600 o

A kert egy bizonyos részét az apa 2 ora alatt, a nagyobbik fia 3 6ra alatt, a kisebbik fia 6
ora alatt assa fel egyediil. Mennyi id6 alatt assak fel a kertnek azt a részét, ha mindharman
egyiitt dolgoznak?

Ha 6 oraig asnanak, az apa egy 3-szor akkora részt, a nagyobbik fia egy 2-szer akkora részt,

a kisebbik fita pedlg egy ugyanakkora részt tudna folasni. Igy 6 éra alatt egy 6-szor akkora
részt dsnanak fol. Igy a 6 ora g—a vagyis 1 ora alatt fel tudjak asni a kertnek azt a részét.

o

3. Egy téglalapot az abran lathat6 moédon négy téglalapra bontottunk. Héarom téglalapba

beleirtuk a teriiletét, a negyedik téglalap teriilete x. Szamitsuk ki x értékét!

Nevezziik el a négy kozéps6 szakaszt az dbran lathaté modon:

FEls6 megoldas. Ekkor a négy téglalapra felirhatjuk a teriiletiik képletét:
a-p=2, b-p=3, a-q=x, b-q=4.

Vagyis 3-xz = (b-p)- (a-
Amibél kapjuk, hogy = =

g (b-q)-(a-p)=4-2=8.

Masodik megoldéas. Az a nyilvan %—a b-nek, hiszen a bal felsg téglalap teriilete %—a a jobb
fels6nek, és a p hosszi oldaluk kozos. Ebbél kovetkezGen a bal also téglalap teriilete %—a a

. . . - 21 1.0t o 2 8
jobb alsonak, hiszen a q kozos oldaluk. Ebbol kovetkezben x = £ -4 = 2. O
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4. Kivalasztottunk két tizes szamrendszerbeli kétjegyii szamot. Tudjuk, hogy a t6bbi (ki nem
valasztott) kétjegyl szam Osszege éppen 50-szerese az egyik kivalasztott szamnak. Melyik
két szamot valasztottuk ki?

Legyen a két kivalasztott kétjegyi szam a és b, és feltehetjiik, hogy a 50-szerese lesz a tobbi
osszege.
10+11+---+98+99—a—b:10—;99-90—a—b:4905—a—b:50a
Mivel a és b kétjegyt, igy 20 < a+b < 200. Igy csak akkor lesz 50-nel oszthato 4905 —a — b,
ha a + b = 55, vagy a + b = 105, vagy a + b = 155.

e Ha a + b =55, akkor 50a = 4850, tehat a = 97 > 55 = a + b. Ez pedig lehetetlen.

e Ha a + b = 105, akkor 50a = 4800, tehat a = 96. Ebbdél b = 9, ami szintén nem

lehetséges.

e Ha a + b = 155, akkor 50a = 4750, tehat a = 95. Ebbdl b = 60.

Tehat az egyetlen jo megoldas: a = 95 és b = 60. o

5. Az e egyenes meréleges az ABC' derékszogii haromszog AB éatfogdjara, a BC' befogod egye-
nesét D-ben, az AC befog6 egyenesét E-ben metszi. Mekkora szoget zar be az AD és BE
egyenes?

Legyen F' az e és az AB &atfogd metszéspontja. Az ABE héaromszogben BC és E'F magas-
sagok, igy D a magassagpont. Ezért AD is magassag, tehat AD mer6leges B E-re.

B

A C \ o

J

8. osztaly Megyei fordulo

1. A 100-tol 200-ig terjeds pozitiv egész szamok mindegyikének Osszeszorozzuk a szamjegyeit,
és a kapott szorzatokat Osszeadjuk. Mennyi lesz az Osszeg?

Ha szerepel a szamban a 0 szidmjegy, akkor szamjegyeinek szorzata 0. Ezért elég azokat a
szamokat figyelembe venni, amelyekben nem szerepel a 0 szamjegy. Az elsG szamjegy csak
1 lehet, ez nem befolyasolja a szorzatot.

A masodik és harmadik szamjegyek szorzatanak osszege:

1-141-24...49-849-9=(142+...49) - (14+2+...4+9) =45 45 = 2025.
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Tehat a kérdéses 6sszeg 2025. o

Mutassuk meg, hogy barmely hiromszog feldarabolhaté egyenlGszari haromszogekre!

Egy derékszogii haromszog az atfogohoz tartozod silyvonal behtzasaval két egyenlszara
haromszogre bomlik, melyek szarai a haromszog koréirt korének sugaraval egyenlGek.
(Thalész tétele miatt egy derékszogili haromszog koriilirt korének kozéppontja az atfogo
felez6pontja.)

Egy hegyesszogli haromszognek barmely magassdga a haromszog belsejében halad, igy két
derékszogli haromszogre bontja a haromszoget. Egy tompaszogli haromszog leghosszabb
oldaldhoz tartoz6 magassag biztosan a haromszog belsejében halad, ezért két derékszogi
haromszogre bontja a haromszoget.

A keletkezett derékszogl haromszogeket a fenti médon egyenl@szara haromszogekre bontva
az eredeti haromszoget is egyenlGszara haromszégekre bontottuk.

IINPEON

Ezzel megadtuk az 0sszes haromszognek egy lehetséges feldarabolaséat. o

Melyik lehet az a pozitiv egész szam, amelyre igaz, hogy a nala 1-gyel kisebb szam pozitiv
osztoi koziil 3 kiilonbo6zének az 6sszege?

Ha n jeloli a keresett szamot, akkor n — 1 osztéit vizsgaljuk. A legnagyobb oszto n — 1, a
legkisebb 1. Ezek Osszege n, ezért az n — 1 nem szerepelhet az 6sszegben.

A kovetkezs legnagyobb osztod ”T_l lehet, majd ”T_l ,"T_l és igy tovabb kovetkezhet. Az
”T_l—nél kisebbek koziil barmely harom o6sszege kisebb, mint n — 1, ezért az "T_l—nek

szerepelnie kell az 0sszegben.

Barmely két "T’l—nél kisebb Osszegével kiegészitve az Osszeg kisebb, mint n — 1, ezért a
”gl—nak is szerepelnie kell.

Ha a harmadik szam legfeljebb ”T_l, az Osszeg legfelejebb n — 1, ezért ez sem lehet. Két

lehetGség maradt:

e A harmadik oszt6 "T_l, ekkor n = ”T_l + "T_l + ”T_l, innen n = 13. Ez val6ban j6, mert
13=6+4+43.

e A harmadik oszto ”T_l, ekkor n = ”T_l + ”T_l + "T_l, innen n = 31. Ez valoban j6, mert
31 =15+ 10+ 6.

Tehat a 13 és a 31 j6 megoldés. o
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4. FEgy kockat harom olyan sikkal metsziink, amelyek parhuzamosak 2-2 oldallappal az abran

lathaté modon.

[gazoljuk, hogy a piros téglalapok teriiletének Gsszege egyenld a kék téglalapok teriiletének
Osszegével!

Az ardnyokon nem véaltoztat, ha feltessziik, hogy a kocka éle 1 hosszi. Hasznaljuk az 4bran
feltiintetett jeloléseket!

X

1-x

Ekkor a kék téglalapok teriiletének osszege
zx(1—2)+yz+(1—2)1—y)=yz—zz—y+zxy+ L

A piros téglalapok teriiletének Gsszege
l—2)z+(1—-2)1—-y)+ay=2y—2xz—y+yz+1

Vilagos, hogy

yz—axz—y+tay+l=aoy—xz—-—y+yz+1,
tehat a teriiletek valoban egyenlGek. o

Néhany ladaban Gsszesen 36 tonna aru van. Mindegyik ldda stlya legfeljebb 1 tonna.
Igazoljuk, hogy egy 4 tonna teherbirasu teherautoval legfeljebb 11 forduléval az Gsszes lada
elszallithato, de 11-nél kevesebb forduloval nem feltétleniil!

Elgszér megmutatjuk, hogy 11 fordulo elég.

8 fordulot gy pakolunk meg, hogy rakjuk sorba a ladakat a teherautora, és amikor elGszor
tallépjik a 4 tonnat, akkor az utolsd ladat levessziik, és félretessziik. Ezek a fordulok
egyenként igy biztosan kénnyebbek, mint 4 tonna.

Az igy félrerakott 8 ladat 4-4 felbontasban két forduloval el lehet vinni, mert minden lada
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legfeljebb 1 tonnat nyom.

Ezzel a 10 forduloval legalabb 8 - 4 = 32 tonnanyi ladat elszallitottunk, hiszen mindig akkor
raktunk félre egy ladat, ha talléptiik a 4 tonnat. Igy legfeljebb 36 — 32 = 4 tonnanyi lada
marad, ezek elvihetGek a maradék 1 forduloval.

Ez 6sszesen valoban 8 42 4 1 = 11 fordulé.

A kovetkezd példa mutatja, hogy kevesebb fordulé nem feltétlen elég.

Ha van 44 db lada, melyek silya egyenként % tonna, akkor ezekbdl mindig legfeljebb 4-et

lehet elvinni egy forduloval, ezért kell a 11 fordulo. o

5. osztaly, 1. nap

1.

3.

Orszagos donté

Jeloljiik meg a (8x8-as) sakktablan 16 mezs kozéppontjat agy, hogy semelyik 3 megjelolt
pont ne essen egy egyenesbe!

Az abran lathaté négy megoldas:

Megjegyzés. Az vildgos, hogy minden sorban és minden oszlopban két koézéppontot kell
megjeldlni. Szamitogép segitségével kideriilt, hogy 380 kiilonb6z6 megoldas van.

A tizes szamrendszerben felirt kétjegyt pozitiv egész szamoknak leirtuk a szamjegyeik 6ssze-
gét (pl. 18-bol 1 4+ 8 = 9-et kaptuk). Sorold fel, melyik szamot hanyszor kaptuk igy meg.

A legkisebb lehetséges jegyosszeg az 1, a 10 esetén. A legnagyobb lehetséges jegydsszeg a
18, a 99 esetén. Tehat a lehetséges jegyosszegek 1 és 18 kozott vannak.

Legyen 1 < a <9 egy egész szam. A jegyoOsszeg a esetben lesz éppen a. Az a jegyosszegi
kétjegyld szam els§ jegye 1,2,...,a lehet, ami utan a masodik jegy a jegyOsszeg miatt
egyértelmi. Az els6 jegy nem lehet ennél nagyobb, mert akkor a jegyOsszeg maris nagyobb
lenne a-nal. Példaul 6, mint jegyosszeg Osszesen 6 féleképpen allhat elG: 60, 51,42, 33, 24, 15.
Hasonloan, ¢sszeszdmolhatjuk az 10 < b < 18 jegyosszegeket. Itt arra kell figyelniink, hogy
az els6 jegy nem lehet b — 9-nél kisebb, mert a masodik jegy legfeljebb 9. Tehat egy b
jegyosszegl kétjegyl szam els6 jegye b—9,0—8,...,8,9 lehet, ami 19 — b lehetGség. Példaul
14 jegyosszeg esetén 19 — 14 = 5 féle kétjegyi szam van: 95,86, 77, 68, 59.

Megjegyzés: A masodik esetet megkaphatjuk az elsG eset segitségével is. Ha egy xy
kétjegyi szam jegyoOsszege a, akkor a (10 — x)(9 — y) kétjegyi szam jegyosszege 19 — a. Ez
magyarazza azt, hogy az a és a 19 — a jegyosszeg ugyanannyi féleképpen &ll elg. o

Adott egy 27x34 mez6bdl all6 négyzetracsos lemez, ebbdl kell minél tobb 1x5-6s lapot
kivagni. Hany ilyen lapot tudunk késziteni?
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27-34 = 918 = 183-5+3. Tehat a teriileteket figyelembe véve legfeljebb
183 készithets, és ez lehetséges is. Egy 27x5-6s lemez szétvaghato 27
darab 1x5-0s lapra. A 27x34-es lemez szélérdl vagjunk le 5 darab
27x5-6s lemezt. A maradék 27x9-es lemez masik szélérgl vagjunk
le 4 darab 5x9-es lemezt. A maradék 7x9-es lemezt pedig az dbran
lathatoan szétvagva, 183 darab 1x5-6s lapot sikeriilt szétvagni.

Valamelyik évben 3 egymast kovets honapban Osszesen 12 hétfs volt. Mutassuk meg, hogy
a harom hoénap kozott ott van a februar!

Februar kivételével minden honap 30 vagy 31 napbol all. Réaadésul két szomszédos ho-
nap kozil az egyik legalabb 31 napos. Tehat hdrom egymast koveté honap legalabb
30 4+ 31 + 30 = 91 napbol all, ha nincs kozottiik a februdr. 91 = 13 - 7. Hét egymaést kovetd
napbol pontosan egy lesz hétfs. 91 egymast kdvets nap tehat Osszesen 13 hétfst tartalmaz.
Tehat ahhoz, hogy csak 12 hétfs legyen harom egymaést koveté honapban, szerepelnie kell a
honapok kozott a februarnak is.

2011-ben 3 egymast kovetd homapban Osszesen 12 hétfé volt, a februir-marcius-aprilis
honapok alatt. o

J

5. osztaly, 2. nap

1.

2.

Hany olyan legfeljebb haromjegyt pozitiv egész szam van, ami nem oszthaté sem 2-vel, sem
5-tel?

FEls6 megoldas. Egy legfeljebb haromjegyi pozitiv egész szam elé irjunk nulldkat, hogy
pontosan haromjegyi legyen. Azaz most a 23 helyett 023 lesz.

Egy szam pontosan akkor paros, ha utols6 jegye paros, azaz 0,2,4,6 vagy 8. Egy szam
pontosan akkor 5-tel oszthatd, ha utolso jegye 0 vagy 5. Tehét egy szam pontosan akkor
nem oszthaté sem 2-vel, sem 5-tel, ha az utolsé jegye 1,3,7, vagy 9. Egy keresett szam
els6 jegye 10 féle lehet (0,1,2,...,9). Ettdl fiiggetleniil a masodik jegye is 10 féle lehet
(0,1,2,...,9). Végiil az utolso6 jegye 4 féle lehet (1,3,7,9). Tehat 10 - 10 - 4 = 400 ilyen
Szam van.

Masodik megoldas. 1 és 999 kozott % = 499 péaros
szam van. (998 a legnagyobb paros szam, és addig
minden mésodik szam paros.) 1 és 999 kozott 222 =
199 5-tel oszthato szam van. 1 és 999 kozott 99 =
% 2-vel és b-tel is oszthato, azaz 10-zel oszthato
szam van.

Tehat 1 és 999 kozott 499 + 199 — 99 = 599  2-vel
vagy b-tel is oszthat6 szdm van. Azaz a sem 2-vel,
sem b-tel nem oszthatd szamokbol 999 — 599 = 400

vall. o

Egy négyzet egy belsd pontja a négyzet egyik oldalatol 6 cm, a masiktol 7 cm, a harmadiktol
8 cm és a negyedikt6l 9 cm tavolsdgra van. Mekkora a négyzet oldala?

2-vel | 10-zel  5-tel
oszthato oszthato

Orszagos donté
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A négyzet egy bels§ pontjanak két szemkozti oldaltol vett tavolsaga-
nak az Osszege éppen a négyzet oldala. Tehat a 6,7,8,9 szadmokat
kell két csoportra osztanunk, hogy a két részben a szamok Osszege
azonos legyen. FEz csak tgy lehetséges, ha 6,9 van az egyik, 7,8 a 8 7
mésik csoportban. Ekkor 6 +9 = 7+ 8 = 15 cm a négyzet oldala. 6

3. Az 5. osztalyban 7-tel kevesebb fit van, mint lany. Ebbd6l az osztalybol egy fia azt allitja,
hogy kétszer annyi lany osztalytarsa van, mint fit. Hanyan jarnak ebbe az osztalyba?

Jeloljiik f-fel a fitk szamat, [-lel a lanyok szaméat. A feladat szovege szerint | — 7 = f és
2-(f—=1) =10 Innét 2- f —2=f+7 azaz f =9 és [ = 16. Tehat 25-en jartak ebbe az
osztalyba. o

4. A 90 és 91 érdekes tulajdonsagt szampar. Az els6 szamjegyeinek Osszegét a mésodik szam-
hoz adva 100-at kapunk, és forditva, a masodik szdmjegyeinek Osszegét az els6hoz adva is
100-at kapunk. Keressiik meg az dsszes ilyen tulajdonsagiu kétjegyt szampart!

Egy érdekes szamhoz egy kétjegyili szam jegyeit hozzdadva 100-at kapunk. Egy kétjegyi
szam jegyeinek az Osszege legfeljebb 18, tehat egy érdekes szam legalabb 82. Viszont a 82
és 99 kozotti szamok jegyosszege legalabb 8 (mivel mar az elsé jegye legalabb 8). Azaz egy
érdekes szam legfeljebb 92 lehet. Egy szam parja csak az a szam lehet amit gy kapunk
meg, hogy 100-bol levonjuk a jegyeinek az Osszegét. Az alabbi tdblazat tartalmazza a 82 és
92 kozotti szamok lehetséges parjait.

szam 828384858687 888990091092
jegyosszeg 1011 (1213141516 17| 9 |10 11
par" = 100 — jegydsszeg | 90 | 89 | 88 | 87 | 86 | 85 | 84 | 83 | 91 | 90 | 89

A téblazatbol leolvashatjuk, hogy az érdekes tulajdonsagu szampéarok a {83,89}, a {84, 88},
a {85,87}, a {86,86}, és a {90,91}.

\

1. Azt a feladatot kaptuk, hogy egy tojast pontosan 4 percig f6zziink. Rendelkezésiinkre &ll
egy 3 perces és egy 5 perces homokora, mas idémér6 eszkdz azonban nincs.
Hogyan oldjuk meg a feladatot?

Inditsuk el mindkét 6rat egyszerre. Mikor lejart a 3 perces, azonnal forditsuk meg. Amikor
az b perces lejart, tegyiik a tojast a vizbe. Az eredeti inditéstol szamitva 6 perc elteltével
lejar ismét a 3 perces. Forditsuk meg megint, és amikor harmadszor is lejar, akkor vegyiik
ki a tojast a vizb6l. Mivel 3 -3 — 5 = 4, ezért a tojas éppen 4 percig van a vizben. o

2. Fel lehet-e darabolni egy konvex 17-szdget 14 haromszogre?

Nem lehet feldarabolni. Ha ugyanis felbontjuk a 17-szoget haromszogekre, akkor a 17-szog
csucspontjai sziikségszeriien bizonyos haromszogek csticspontjai is lesznek. Az egy ilyen

6. osztaly, 1. nap Orszagos donté

J
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csiucsban talalkozd haromszogek ottani szogeinek Osszege épp a 17-szog adott csicsbeli
szogét adja ki. Igy a haromszogek szogeinek Gsszege legalabb a 17-szog szogeinek Gsszege
kell legyen, hiszen minden haromszognek egy szogét csak egy csucsnal szamolhattuk.

De a haromszog szogeinek 6sszege 180°, igy 14 haromszogé 14-180°. Ezzel szemben a 17-sz6g
szogeinek Osszege 15 - 180°, hiszen ha az egy csticsabodl indulo 14 atlojaval 15 hdromszogre
bontjuk, akkor ezek bels§ szégeinek 0sszege pontosan a 17-sz6g belsé szogeinek Osszegét adja
ki.

Tehat a 17-sz6g szogosszege nagyobb 14 haromszog szogeinek Gsszegénél, igy a korabbiak
szerint egy ilyen haromszogekre vald felbontasban nem lehet pontosan 14 hiromszog. o
3. Szamitsuk ki minél egyszeriibben!

(43)-(5) (a)-(05) - (o)

Hozzuk kozos nevezére egyenként a zardjelekben 1évG 6sszegeket. Ekkor ezt kapjuk:

3 4 5 6 102 3-4-5-6-...-102
2 345 77101 2-3-4-5-...-101°
Jol lathato, hogy a 3,4, 5, ..., 101 tényez6k mindegyike szerepel a szamlaloban és a nevezGben

is, igy azokkal lehet egyszertisiteni. Ezek utdn marad, hogy a végeredmény: % =5l. o

4. Egy 27 x 34-es négyzethalos lapunk van. Ebbd6l minél tobb 1 x 7-es lapot akarunk kivagni.
Héany ilyen kis lapot tudunk késziteni?

Mivel 24-37 = 918 = 131-7+1, igy legfeljebb 131 kis lapot tudunk késziteni. Megmutatjuk,
hogy ennyit lehet is.

Osszuk fel a téglalapot az dbran lathaté moédon négy kisebb téglalapra.

13

14

21 13

A jobb fels6 13 x 13-as négyzetet leszamitva minden téglalapnak van 7-tel oszthaté oldala,
igy azokat fel tudjuk vagni 1 x 7-es darabokra. A bal felsg, 13 x 21-es téglalapbol 39, a bal
also, 14 x 21-es téglalapbol 42, mig a jobb alsé, 14 x 13-as téglalapbol 26 kis lap készithetd.

A kovetkezd abran lathato modon pedig a 13 x 13-as négyzetbdl tudunk kivagni kis lapokat
gy, hogy minddssze a kozépsé mez6 megy karba.
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Egy mez6 kivételével mindent felhasznaltunk a kis lapok készitéséhez, igy 131 lapot készi-

tettiink. (1)

6. osztaly, 2. nap Orszagos donté

1. Az els6 8 pozitiv egész szdmot helyezziik el egy kor keriiletén tgy, hogy barmelyik szam
oszthato legyen a két szomszédjanak a kiilonbségével!

o

2. Adjunk meg 2009 olyan pozitiv egész szdmot, amelyek Gsszege egyenld a szorzatukkal.

Keressiik gy a szamokat, hogy van koztiik 2007 darab 1-es, és két 1-t6l kiilonb6z6 pozitiv
egész, a és b. Ekkor a feltételekbdl kovetkezik, hogy

ab = a+ b+ 2007.
Ezt atrendezve, szorzatta bontva a kovetkezGket kapjuk:

ab—a—b+1=2008
(a—1)(b—1) = 2008

Valasszuk a-t és b-t Ggy, hogy a — 1 = 2, b — 1 = 1004, vagyis a = 3 és b = 1005. Vagyis a
szamaink: 2007 darab 1l-es, egy darab 3-as és egy darab 1005-6s. Ezek Osszege és szorzata

is 3015, (4]
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3. Az abran egy képzeletbeli orszag varosai és koztiik épitett utak lathatok. Be lehet-e jarni
az Osszes varost egyszer, és csak egyszer az utak mentén?

Induljunk el az abran pirossal jelolt varosbol, és a bels6 haromszogben haladjunk éramutato
jarasaval ellentétes iranyban. Mikor bejartuk a 3 belsé varost, akkor 1épjiink &t a legbelsd
hatszogre, a narancssargaval jelolt varosba. Ezen a hatszogon haladjunk korbe az éramutato
jarasaval ellentétesen, majd az utolsé varosbol 1épjiink ki a kozéps6 hatszogre, mégpedig a
kékkel jelolt varosba. Hasonlé modon haladjunk végig a kdzéps6é hatszog varosain, majd
lépjink ki a kiils6 hatszogre, a zold varosba. A kiils6 hatszdgén pedig tetszés szerinti
iranyban haladjunk kérbe. (Ezen kiviil tobb egyéb megoldas is létezik.)

o

4. Egy 6 x 6-os tablazat mezGit fokozatos egyenként zoldre festjiik. Ha egy mez6t befestettiink,
akkor beleirjuk azt a szamot, ami megmutatja, hany vele oldalban szomszédos mez6 van
mar befestve.

Mutassuk meg, hogy az Osszes mez6 befestése utan a mezdékbe irt szamok Gsszege 60.

Tekintsiink két szomszédos mez6t. FEzek koziil annal, amelyiket késébb festjiik be, eggyel
fogja novelni a rairt szdmot az a tény, hogy a masik mar be van festve. Vagyis minden
kis hatarold szakasz 1-et ad a teljes Gsszegbe, igy ezek darabszdma adja meg a mezGkre
irt szamok 0Osszegét. Pontosan 60 ilyen hatarol6 szakasz van a 6 x 6-os tablazatban, mivel
minden fiigg6leges és vizszintes szakaszon van 6, és ezekbdl a szakaszokbdl pedig 5-5 van.
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gy az Gsszeg is minden esetben 60 a folyamat végén. o

7. osztaly, 1. nap

1.

2.

Orszagos donté

Egy tancos sszejovetel utan minden résztvevst megkérdeztek (fitkat és lanyokat is), hany
partnerrel tancolt az este folyaman. Sorra a kovetkez§ valaszok sziilettek: 3, 3, 3, 3, 3, 5, 6,
6, 6, 6, 6, 6, 6, 6, 6. (Fiak csak lanyokkal, lanyok csak finkkal tancoltak). Mutassuk meg,
hogy valaki tévedett!

Mivel minden tancban egy fia és egy lany vett rész, igy a fiik altal mondott szamok Gssze-
gének ugyanannyinak kell lennie, mint a lanyok altal mondott szdmok &sszege. Tehéat a fiuk
altal mondott szamok Osszege:

3+3+3+3+3+5+6+6+6+6+6+6+6+6+6

5 37.

37 harmas maradéka 1. A felsorolt szamok koziil az 5 kivételével mind oszthaté 3-mal. Az
5 harmas maradéka 2, igy fiuk altal mondott szamok Osszege vagy 0 vagy 2 maradékot ad
harommal osztva. Tehat nem lehet 37. o

Melyik nagyobb:

[ S SR (S SO NP B O
P —_— a —_— —_— —_— o o o —_— — !
1.2 7 2.3"73.4 9-10" " 1171213 39 ' 40

El6szor alakitsuk at az elsé Osszeget:

1 N 1 N 1 o (1 1 N 1 1 - o1y 1 1 9
1.2 2-3 3-4 9-10  \1 2 2 3 9 10/ 1 10 10
Tehat az els6 Gsszeg kisebb mint 1. A méasodik Gsszeget becsiiljiik meg a kovetkez&képpen:

Az els6 tiz tagnal kisebb 2—10. A masodik tiz tagnal kisebb 3—10. Az utolsé tiz tagnal kisebb %.
Tehat

1+1+1+ +1+1>1o 1+1o 1+10 1—1+1+1>1
11 12 13 39 40 20 30 40 2 3 3

Tehat a masodik 6sszeg nagyobb mint 1. Ebbdl kdvetkezik, hogy a masodik 6sszeg a nagyobb.
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3. Mennyi az abran lathato PAQ, PBQ, PCQ, PDQ, PEQ szogek Gsszege?

A B C D E

/1)

/
/
/

Tekintsiik a kovetkezd abrat:

G g 1 J K L

Ezen az dbran az F' csticsndl éppen a kérdéses szogek jelennek meg:
KFL<g=PAQ<«, JFK<=PBQ<«, [FJa=PCQ«, HFI< = PDQ<, GFH<1 = PEQ<.
Tehat a szogek osszege LFG< = 45°

4. Egy sorozatrol a kovetkezét tudjuk:
a; =1, ay=2¢és han > 1, akkor a, s =
Szamitsuk ki aggog—et.

an+1+1
an

Szamitsuk ki az els6 néhany elemét a sorozatnak:
a1:1,agzl,a3:2,a4:3,a5:2,a6:1,a7:1

Mivel a sorozat minden tagja csak az el6z6 két tagtol fiigg, igy innentdl periodikusan ismét-
16dni fog a sorozat. A periddus hossza 5. Mivel 2009 6t6s maradéka 4, igy asgpe = a4 = 3.

5. Adjunk meg 21 kiilonb6z6 pozitiv egész szamot, amelyeknek Osszege 211.
Szamitsuk ki a 21 legkisebb pozitiv egész szam Osszegét:

21-22
1+2+3+...+21:T:231.
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Ebbdl kévetkezik, hogy barmely 21 kiilonb6z6 pozitiv egész szam Osszege legalabb 231. Tehat
nincs megoldéasa a feladatnak. o

7. osztaly, 2. nap

1.

Orszagos dontd

Az1:2:3:4:5:6:7:8:9:10 kifejezésben tegyiink ki zardjeleket gy, hogy a kapott
miveletek elvégzése utdn az eredmény 7 legyen!

Vegyiik észre, hogy minden szdimmal vagy osztunk, vagy szorzunk, a zaréjelezéstol fiiggGen.
Az Ssszes szam szorzata: 1-2-3-----10=2%-3%.5%.7 = (2*.32.5)2 . 7 Ebbdl latszik,
hogy azt kell elérni, hogy Gsszesen (21 - 3% - 5) - 7-tel szorozzunk, és (21 - 32 - 5)-tel osszunk.
gy az eredmény pont 7 lesz. Azt is észrevehetjiik, hogy (2*-3%-.5)-7 =7-8-9-10.
Mivel @ : (b : ¢) = a-c : b, igy a kovetkez§ zéardjelezés az el6zGek alapjan megfelels:
1:2:3:4:5:(6:7:8:9:10)

Egy kockat lapjaval lefelé az asztalra tesziink. Az élei mentén forgatva mind a 12 élén
pontosan egyszer atforditva vissza kell érni a kiindul6é helyzetbe. Megvalosithato-e ez a
forgatassorozat?

Ha egy kockat minden éle mentén pontosan egyszer forditunk at, akkor az mindenképpen
ugyanazon a lapjan fog allni, mint kiinduldskor. Ennek az az oka, hogy azt a lapot 4 él
hatarolja. Amikor az elsén atforditjuk a kockat, akkor ,elfordul” a kockanak errdl a lapjarol,
amikor a masodikon forditjuk at, akkor ,visszafordul” erre a lapra, a harmadiknil megint
el, majd a negyediknél megint vissza. Vagyis visszatér a kocka abba a helyzetbe, hogy
ugyanazon a lapjan all, amelyen indulaskor allt.

A feladatban 1évé6 kiindulé helyzetet tobbféleképpen is értelmezhetjiik.

Elsé értelmezés. A kiindulasi helyzet azt jelenti, hogy a kocka a forgatasok utan ugyanazon
a lapjan all.

10

4

Ebben az esetben megvalosithato ilyen forgatassorozat. Szamozzuk meg a kocka éleit az
abran lathato modon. (A szinek csak annak tisztazasat segitik, hogy melyik szam melyik
élhez tartozik.) Ezek utan rendre az 1,5,8,3,4,12,11,7,10,9, 6, 2 éleken atforgatva a kockat
egy megfelel§ forgatassorozatot kapunk.
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Megjegvzés. Erre gy lehet ratalalni, hogy ha felrajzolunk
egy grafot, amelynek cstcsai a kocka lapjai. Az él pedig azt
jelenti, hogy ha egyik lapjan all a kocka akkor ezt a lapot
Osszekotjiik egy masikkal, ha van olyan él, amin atforditva a ---
kocka éppen a mésik lapra fordul. Ha ezeket az éleket a fenti

abra szerint megszamozzuk, akkor egy Fuler-korben kévetve —--- —--
a szamozast, megkapunk egy megfelel§ forgatéssorozatot.

cccccpecccagece

Masodik értelmezés. A kiindulési helyzet azt jelenti, hogy a
kockédnak az asztalon is pont ugyanazon a helyen kell lennie.
Ez is megoldhatd, de ez mar lényegesen nehezebb feladat.
Tegyiik magunk elé a kockat az asztalon. Forgassuk tgy az I
éleket, hogy a kocka mozgasa az asztalon a kévetkezo legyen: - ;

fel, fel, jobbra, fel, fel, jobbra, le, le, balra, le, le, balra. El- '
lenérizhets, hogy igy minden élen pontosan egyszer fordul 4t a kocka és visszatér a kiindulasi
helyzetébe a fenti értelemben. o

3. Hany olyan haromjegyi szam van, amely elGallithato abc 4+ ab + @ alakban, ahol a, b, ¢
szamjegyek?

abc + ab+a = (100a + 10b + ¢) + (10a + b) + a = 111a + 11b + 1.

Ha b-n valtoztatunk, legfeljebb 11 - 9 = 99-cel véltozik az 6sszeg. Ha c-n valtoztatunk,
legfeljebb 9-cel valtozik az Gsszeg. Ha a-n valtoztatunk legalabb 111-gyel valtozik az 0sszeg,
ha pedig b-n akkor legalabb 11-gyel. Ebb6l latszik, hogy kiilonb6z6 a, b, ¢ szamhérmashoz
kiilonboz6 Osszeg tartozik. Tehat elég azt megszamolni, hogy hany olyan a, b, ¢ szdmharmas
van, ami nem haromjegyi Osszeget ad.

Az a nem lehet 0, mivel egy haromjegyii szdm elején szerepel. Ha a < 9 akkor az Gsszeg
legfeljebb 8 - 111 + 9 - 11 + 9 = 996, tehat haromjegyd a szam. Ha a = 9 akkor az Gsszeg
legalabb 999+ 0+ 0 = 999 és ha b vagy ¢ nem 0, akkor ennél nagyobb. Tehat 10-10—1 = 99
esetben nem haromjegyi az osszeg. Tehat 9 - 10 - 10 — 99 = 801 haromjegytd szam &ll el
ilyen alakban. o

4. A tavaszi idényben a focibajnoksagban 16 csapat jatszott, mindegyik mindegyikkel egy
meccset. El6fordulhat-e, hogy minden csapatnak ugyanannyi gy6zelme, dontetlenje és ve-
resége van?

Igen, ez el6fordulhat. Minden csapat 15 mésik csapattal jatszik, és elGfordulhat, hogy
minden csapat 5 gyGzelmet aratott, 5 vereséget szenvedett és 5 dontetlent ért el. Képzeljiik
gy, hogy a csapatok korben helyezkednek el. Ha minden csapat megverte a koron
oramutato jarasa szerint utdna jové 5 csapatot, és kikapott az elGtte 1év6 b csapattol, mig a
maradék 5-tel dontetlent jatszott, akkor egy jo konstrukciohoz jutunk.
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8. osztaly, 1. nap Orszagos donté

1.

Igazoljuk, hogy végtelen sok olyan pozitiv egész szdm van, amelyre igaz, hogy a szamjegye-
inek Osszege ugyanannyi, mint a négyzete szamjegyeinek Gsszege!

Eszrevehetjiik, hogy
9> =81

99 = 9801
Ezek tehat megfelelGek. Belatjuk, hogy az dsszes 99...9 alaki szam megfeleld:
(99...9) = (10" — 1) =10 —2-10°+1=199...9800...01
S—— —— =

n db n—1db n—1db

Valoban megegyeznek a szamjegyek Osszegei a megfelelG szamokban. o

Az 12,2232 42, ...,392,40% szamok kozé + és — jeleket irhatunk. Elérhetjiik-e igy azt,
hogy a kapott eredmény 0 legyen?

Igen. Az Gsszeg b csoportra bonthat6, melyek mindegyikében kiilon-kiilon 0 az 6sszeg.
(k=12 =k —(k+1)*+ (k+2)°=6

Barmely 8 egyméast kovet§ szamot ennek megfelelGen elGjelezve tehat 0-t kapunk:

(k=1 =k — (k+1)°+ (k+2)*] = [(k+3)*— (k+4)>— (k+5)* + (k+6)*] =
—6—-6=0
Tehat példaul
(12-22 324 42) — (52 — 62 — 72 + 82) + ... — (372 — 382 — 392 4+ 402) = 0 (4)

Adott egy derékszogli haromszog. Jelolje p annak a négyzetnek az oldalat, amelynek két
csiicsa az atfogora, masik két csticsa egy-egy befogora illeszkedik. Az atfogobol a négyzet
két oldalan kimarado két szakasz hossza legyen ¢ és r. Igazoljuk, hogy p? = gr!

Jelolje a haromszog csucsait A, B, C', a négyzet csicsait K, L, M, N az dbran ldthaté modon.

A

C

AKL és NBM hasonl6 haromszogek, mert szogeik megegyeznek. Ugyanis ALK =
NMB< =90° és KAL< = M N B<, mert mindketté a N BM <-t egésziti ki 90°-ra. Hasonld
haromszogek megfelel6 oldalainak aranya megegyezik, ezért

qg_p

P T

Innen Atszorzassal éppen p? = qr. o
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4. TIgazoljuk, hogy han > 4, akkor az els6 n pozitiv egész szamot két csoportra bonthatjuk gy,
hogy az egyik csoportban a szamok Osszege egyenld a mésik csoportbeli szamok szorzatéval!

Vizsgaljuk kiilon az eseteket aszerint, hogy n paros, vagy paratlan. Szdmok szorzata alta-
laban joval nagyobb, mint az Osszege, ezért gy érdemes probalkozni, hogy kevés szamot
szorzunk Ossze, és sokat adunk Gssze. Az els6 n szam Osszege @

e Ha n paros, akkor n = 2k alakd valamely pozitiv egész (2-nél nagyobb) k-ra.
Az egyik csoportban legyenek az 1,k — 1,2k szamok, ezek szorzata 2k(k — 1).
A masik csoportba keriiljon a maradék, ezek Gsszege

2k_<2’;+1> Sl (k1) — 2k = k(2k + 1) — 3k = k(2k — 2) = 2k(k — 1).

Valoban megegyezik az egyik csoportban az Osszeg a masik csoportban a szorzattal.

e ha n paratlan, akkor n = 2k + 1 alakba irhato.
Az egyik csoportban legyenek az 1, k, 2k szamok, ezek szorzata k - 2k.
A masik csoportban a tobbi szadm Gsszege

(2k + 1)(2k + 2)
2

—1—k—2%k=0Qk+1)(k+1)—1—3k =2k k

Az n > 4 kikotésre azért volt sziikség, hogy a fenti megoldasban felsorolt szamok kiilénb6z6
pozitiv egészek legyenek, pl. n =4 esetén 1 = (k — 1) lett volna. o

5. Egy szabalyos 9-sz6g oldalait felvaltva két jatékos, A és B, befesti egy-egy szinnel. Az A
jatékos kezd, felvaltva ,lépnek”, és akkor fejezGdik be a jaték, ha minden oldal be van festve.
Egy kikotés van: szomszédos oldalak nem lehetnek azonos szintiek. Az veszit, aki utoljara
kénytelen 1j szint valasztani. Mutassuk meg, hogy B-nek van nyerd stratégiaja!

Két dolgot eldljaréban vegyiink észre.

o Két szin biztosan nem lesz elegendé a jaték soran, hiszen ekkor felvaltva kellene szinezni
az oldalakat, de mivel paratlan sok oldalunk van, ezért ez nem lehetséges.

e Hérom szin viszont biztosan elég, sosem lesz senki rakényszeritve, hogy egy negyedik
szint valasszon. Ennek az az oka, hogy minden oldalnak két szomszédja van, ezért
legfeljebb két szin lehet tiltott” az adott oldal kiszinezésénél, vagyis egy harmadik
mindig megfelel§ lesz.

Azt akarjuk tehat elérni, hogy mindenképpen A vélassza a harmadik szint.

Legyen az A &ltal valasztott els6 szin a piros, és tegyiik fel, hogy az abran az 1-essel jelolt
oldalt szinezte pirosra. (Ez a feltételezés nem ront az altalanos megoldason, mert annak
megfelelen szamozzuk meg a sokszoget, hogy melyik oldalt szinezte A elGszor.) Ezek utan
szinezze B is pirosra a 4-essel jelolt oldalt.
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Most 3 részre bontjuk a folytatast aszerint, hogy erre A mit valaszol.

e Ha A masodik lépésében az X-szel jelolt mezdk valamelyikét szinezi be, akkor B a Z-vel
jelolt mez6t szinezze be pirosra.

— Ha ezt kdvetGen A az egyetlen megmaradd X-szel jelolt oldalt festi be, akkor ahhoz
sziikséges egy harmadik szint valasztania, és B-nek pedig elég lesz a 3 szin, igy B
nyer.

— Ha az Y-nal jel6lt mezdk valamelyikét szinezi A, akkor B szinezze a szaggatott
vonalra vett tiikorképét ugyanilyen szintire. Igy B-nek biztosan nem kell 4j szint
valasztania, ami ismét azt jelenti, hogy B nyer.

e Ha A a masodik 1épésében a Z-vel jelolt oldalt szinezi be, akkor B szinezze be az X-szel
jelolt oldalak valamelyikét. Ha A hasznalt masodik szint, akkor azzal, ha nem, akkor
valasszon egy méasodik szint. Ekkor ugyanaz a helyzet allt el lényegében, mint az el6z6
esetben.

e Ha A a masodik lépésében az Y-nal jelolt mezdk valamelyikét szinezi, akkor ,mésolja”
ezt B a tiikorképnél. Ha a késGbbiekben A a Z-vel vagy X-szel jelolt mez&k valamelyi-
kébdl valaszt, akkor B jarjon el a fentiek szerint.

Ez a megoldas minden paratlan oldald sokszogre altalanosithato, ha az Y-nal jelolt szakaszok
szaméat rugalmasan valtoztatjuk az oldalak szamanak megfelelGen. o

8. osztaly, 2. nap

1.

Orszagos donté

Van-e olyan haromjegyi pozitiv egész szam, amelynek 25 pozitiv oszt6ja van?

Ha n = p"p5? - ... - p% a szokasos primtényezGs felbontasban, akkor n pozitiv osztoinak

szama (a3 + 1)(ag+1)-... (. +1). Ugyanis minden primtényez6rsl egyméastol fiiggetleniil
eldonthetjiik, hogy az adott osztoban mekkora hatvanyon szerepeljen. 0 és a; kozott
valaszthatunk egy egész szamot, ez a; + 1 lehetdség.

A 25-6t kell tehat (o + 1)(ag + 1) - ... (o, + 1) alakban elGallitani. Két lehetéség van:

e 25 =24 + 1, ekkor n = p?'. Ha p; a lehetd legkisebb, azaz 2, mar akkor is tébb, mint
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haromjegyi szamot kapunk, ami nem megengedett.

e 25=(4+1)-(4+1), ekkor n = pipj. Ha py, ps a lehets legkisebb, azaz 2 és 3, n akkor
is tobb, mint haromjegyti: 2* - 3% = 16 - 81 = 1296.

Tehat nincs megfelel6 haromjegyd szam. o

Melyik nagyobb: 3109 4 4190 yagy 51007
3% + 4% = 52, Ez alapjan
3100 | 4100 _ (32)50 | (42)30 - (32 | 42)50 _ (52)50 _ 5100

A kozéps6 egyenlGtlenség azért teljesiil, mert ha a jobb oldalon felbontjuk a zardjeleket, a
bal oldalon szerepld két tag mellett még rengeteg sok pozitiv tag megjelenik.
Tehat 31%0 4 4100 < 5100, (4)

Adjunk meg olyan derékszogii haromszoget, amelyet fel lehet darabolni 3 egybevagd, az
eredetihez hasonlé haromszogre!

Egy 90°,60°, 30°-0s haromszoget fel lehet darabolni az abran ldthaté médon. A B csticshoz
tartozo szogfelez6 messe az AC oldalt M-ben, a masik darabold egyenes legyen az AM B<
szogfelezGje, mely F-ben metszi az AB oldalt.

B

C

MBC< = 60°/2 = 30° ezért BMC'< = 60°.
AMF< =120°/2 = 60° tehat AFM< = 90°.
gy valoban az Gsszes haromszognek 90°,60°, 30°-osak a szogei. o

Melyik az a legnagyobb és melyik az a legkisebb 10-jegyi szdm, amely minden szidmjegyet
pontosan egyszer tartalmaz, és oszthato 11-gyel?

A 10 11-gyel osztva —1 maradékot ad, ezért 10" 1 maradékot ad 11-gyel osztva, mig 10%"*!
—1-et. Ezek alapjan a 11-gyel oszthatésig szabdlya: A paros és paratlan helyiértékeken
ellentétes elGjellel 6sszeadva a szamokat 11 tobbszorosét kell kapnunk.

Az Bsszes szamjegy Osszege 45. Igy az elGjeles osszeg nem lehet 0. 11 lehet, ha az egyik
csoportban 28 az Osszeg, a masikban 17. 22 sem lehet, 33 ugy lehet elvileg, ha az egyik
csoportban 6, a masikban 39 az 6sszeg. Ez azonban nem valésulhat meg, mert az 5 legkisebb
szamjegy Osszege is nagyobb 6-néal.

Tehat mindenképp tgy kell két 6t6s csoportra osztani a szamokat, hogy az egyikben 28, a
masikban 17 legyen az Osszeg.

Amikor a legnagyobb szamot keressiik, irjuk a nagyobb helyiértékekre a lehets legnagyobb
szamjegyet, amig lehet. 9876524130 a feltételeknek megfelel§ szam. 5-6s utdn nem lehetne
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se 4, se 3, mert akkor mar mindkét csoportban biztosan tullépnék a 17-et. Igy 2,4 a legjobb
folytatés, amit csak igy tudunk befejezni.

Amikor a legkisebb szamot keressiik, nem kezdhetiink 0-val. Most is frjuk a lehet§ legkisebb
szamjegyeket, amig lehet. 1024375869 a feltételeknek megfelel§ szam. 4 helyére nem
keriilhetne 3, mert a lehet6 legkisebb szamokat is valasztva egy csoportba, tullépnénk a
17-et. Igy 4,3 a legjobb folytatas. 7 helyére nem keriilhetne 5 vagy 6, mert egyik csoportot
sem tudnank 17-re kiegésziteni. Innen csak egyféleképpen lehet befejzeni.

Tehét a legnagyobb megfelel§ szam a 9876524130, mig a legkisebb a 1024375869. o
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FELADATOK

M Megyei fordulé

1. Taméasnak 1680 Ft-tal tébb pénze van, mint testvérének, Rékadnak. Tamas ad 900 Ft-ot
Rékanak. Most kinek lett tobb pénze és mennyivel? o

2. A tizes szamrendszerben felirt els6 300 pozitiv egész szam kozott hany olyan van, amelyben
a szamjegyek Osszege paros szam?

3. Egy tomor fakockat egyik lapjaval parhuzamos sikokkal feldarabolunk. Hany sikkal vagtuk
szét a kockat, ha tudjuk, hogy a keletkezett testek egyiittes felszine haromszorosa a kocka
felszinének? O

4. Szamitsuk ki a tizes szamrendszerben felirt els6 200 pozitiv egész szdm szamjegyeinek Gssze-
gét.

\ J

M Megyei fordulo

1. Szamitsuk ki a tizes szamrendszerben felirhaté hdromjegyd pozitiv egész szamok szamjegye-
inek Gsszegét.

2. Berci meséli, hogy dédapja, aki a 19. szazad masodik felében sziiletett, az 2% évszammal
jelolt évben éppen x éves volt. Mikor sziiletett Berci dédapja? o

3. Az ABCD téglalap AB oldala kétszerese a BC oldalnak. P az AD felez6pontja, Q) az
AB oldal B-hez kiozelebbi negyedels pontja, végiill R a C'D oldal D-hez kizelebbi negyedels
pontja. Hanyad része a PQ R haromszog teriilete az ABC'D téglalap teriiletének?

D R C

A 0 B o
4. 7Zsolt Gsszeadta a pozitiv egész szamokat 1-t6l 2009-ig, és azt allitja, hogy a kapott szam
oszthato 123-mal. Igaza van-e? (Allitasodat indokold!)
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1. Hany oldala az a konvex sokszog, amelynek 119 atloja van? o

2. Az % végtelen tizedes tort alakjabol a tizedesvessz6 utani elsé 2010 szédmjegyet toroljiik. Az
igy kapott szam tehat a tizedesvesszé utan az % tizedes tort alakjanak a tizedesvesszd utani
2011. szamjegyével kezdddik, és azutan folytatodik a tobbi utana kévetkezével. A kapott
szam kisebb vagy nagyobb, mint %? o

3. Az ABC haromszogben meghiztuk a C'D magassigot és a BE szogfelez6t. Ezek metszés-
pontja P. Tudjuk, hogy BP = PE és CP = 2PD. Mekkordk az ABC haromszog szogei?

4. Adjunk meg 500, egymaést kévets pozitiv egész szamot gy, hogy a leirasukhoz &sszesen 2010
szamjegyre legyen sziikség. o

5. Tudjuk, hogy a 2" szam utols6 harom szamjegye megegyezik. (n pozitiv egész szam.) Mi
lehet ez a szamjegy? o

\

w Megyei fordulo

J

1. Melyek azok a p primszamok, amelyekre igaz, hogy 27 4 1 oszthato 9-cel? o

2. Adjunk meg olyan n > 0 egész szamot, hogy bn egy egész szam 6t0dik hatvanya, 6n egy
egész szam hatodik hatvanya, és Tn is egy egész szdm hetedik hatvanya legyen.

3. Az ABC derékszogti haromszogben az ABC' sz6g 90°, a CAB sz6g 50°. A P és () pontok a
BC' befogo6 olyan pontjai, amelyekre a PAC szog 10° és a QAB szog 10°. Hatarozzuk meg

a g—g aranyt. o
4. Az a és b pozitiv szamok. Tudjuk, hogy 1 < a(1 — b). Melyik nagyobb, a vagy b? o

5. Két szomszédos pozitiv egész szam kobének kiilonbsége n?, ahol n > 0 egész szam. Igazoljuk,

hogy n két négyzetszam Osszege.
(Példaul: 8% — 73 =512 — 343 = 169 = 13?%, 13 = 22 + 3?) o

8. osztaly Megyei fordulo




5. osztaly, 1. nap

\

XXXIX. verseny 2009-2010.

Feladatok

jegy kiilénbozs? (9]

. A tizes szamrendszerben melyik az a legkisebb pozitiv egész szam, amelynek a szamjegyeit

osszeadva 2010-et kapunk?

. 27 egyforma szabalyos dobokockabol egy nagyobb kockat épitiink. Ugy rakjuk 6ssze a do-

bokockékat, hogy a nagy kocka felszinén a lehets legkevesebb pont latszodjon. Héany pont
lesz ez? Ha a legtobb pontot akarjuk latni a nagy kocka felszinén, mennyi pont lesz ez? (A
szabalyos dobokocka szemkozti lapjain a pontok szamanak Gsszege 7.) °

. Egy matematikaversenyen az egyik iskola fels6 tagozatarol osszesen 48 versenyzd indult. 4

teremben {iiltették le a versenyz&ket, minden teremben ugyanannyit. Kideriilt, hogy barmely
elosztasnal minden terembe jutott lany is. Legkevesebb hany lany indult a versenyen?

Orszagos donté

1. Héany olyan 5-re végz&ds négyjegyi tizes szamrendszerbeli szam van, amelyben minden szam-

J

5. osztaly, 2. nap

1. Keressiink olyan, csupa kiilonb6z6 szdmjegyekbdl allo haromjegyii szamot, amelynek a szam-

jegyeibdl képezhetd kiillonboz6 szamjegyekbdl allo Gsszes kétjegyti szamok dsszege egyenld a
haromjegyid szammal!

. Melyik az a pozitiv szdm, amelynek a felét és a negyedét Gsszeszorozva a szadm négyszeresét

kapjuk?

. Hany olyan négyjegyti szam van, amely két paratlan szamjegyet és két, 0-t6l kiilonboz6 paros

szamjegyet tartalmaz, és csupa kiilonb6z6 szamjegybdl all? o

. Van 9 (egyforma) egybevagé kis négyzetiink, 3 piros, 3 kék, 3 sarga. Ezekbdl hanyféle 3x3-

as nagyobb négyzetet lehet Gsszerakni azzal a kikotéssel, hogy minden sorban és minden
oszlopban mind a harom szini kis négyzet eléforduljon. Két nagy négyzetet nem tekintiink
kiilonbozének, ha elforgatassal egyméasba vihetsk. o

Orszagos donté




\
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. Az 1,2,3,4,5 szamjegyekbdl hany olyan négyjegyi szam készithetd, amelyben legalabb egy

. Egy 6vodaban a gyerekek minden nap almat és koértét kapnak, és mindig ugyanannyi almat

. Egy 1000-forintost felvaltunk 10 és 20 forintosokra, Osszesen 90 pénzérmét kapunk. Hany

. Az ABC szabalyos haromszog oldalain a P, (), R pontok sorra az AB, BC, C'A oldalaknak

Feladatok

6. osztaly, 1. nap Orszagos donté

szamjegy ismétlodik?

esznek meg, mint ahény kortét. A fiuk egy nap 3 almét és 2 kortét, a lanyok 1 almat és 3
kortét esznek meg. Hanyszor annyi fit jar az 6vodéba, mint ahany lany? o

10-es és hany 20-as van a 90 érme kozott?

a B-hez, C-hez, A-hoz kozelebbi harmadolé pontjai. Mekkordk az APR haromszog szogei?

J

6. osztaly, 2. nap Orszagos donté

. Adjunk meg olyan abede 6tjegyti, tizes szamrendszerben felirt szamot (a, b, ¢, d, e szamje-
. Hany olyan péaros, pozitiv egész szam van az elsG 1000 szadm kozott, amelyeknek tizes szam-
. Szamitsuk ki az 1,3,5,7 szamjegyekbdl felirthato Gsszes, csupa kiilonbézé szamjegybdl allo

. Egy kocka hat lapjanak sikjai hany részre daraboljik fel a teret? o

gyek), hogy az ab, be, cd, de kétjegyi szamok négyzetszamok legyenek. o
rendszerbeli alakjaban a szdmjegyek Osszege paratlan? o

négyjegyii szamok Osszegét!




\

7. osztaly, 1. nap Orszagos donté

Feladatok
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1. Tudjuk, hogy 2% tizes szamrendszerbeli alakja 9-jegyt, és csupa kiilonb6z6 szamjegybél 4ll.
Igazoljuk, hogy a 0 szerepel a szamjegyek kozott.

2. Jelolje n! (,n faktorialis”) a kovetkez6 szorzatot: n! = 1-2-3-...-n (példaul: 5! = 1.2.3-4.5 =
120). Melyek azok az n pozitiv egész szamok, amelyekre 1! 4+ 2! + 3! + - - - 4 n! egy pozitiv
egész szam négyzete?

3. Egy négyzet mindkét atlojat mindkét irdnyban meghosszabbitjuk, és ramérjiikk a négyzet
oldalat. Igazoljuk, hogy az igy kapott négyszog is négyzet, és oldalanak hossza az eredeti
négyzet oldaldnak és atlojanak Osszege. o

4. Mutassuk meg, hogy annak a tizes szamrendszerben folirt 16-jegyi A szamnak, amelynek
minden szamjegye 1, legaladbb négy A-nal kisebb, de 1-nél nagyobb osztoja van.

5. Legkevesebb hanyféle szint egység éli kis kockara van sziikségiink ahhoz, hogy 6ssze tudjunk
rakni bel6liik egy 4 X 4 X 4-es nagyobb kockat a kévetkezd megkotéssel: ha a két kis kocka
lappal, éllel, vagy csiiccsal érintkezik, akkor azok kiilonb6z8 szintiek? o

J

7. osztaly, 2. nap Orszagos donté

1. Két pozitiv egész szam Osszege 210. Lehet-e, hogy a két szdm szorzata oszthato 210-zel? o
2. Fel lehet-e darabolni egy konvex 17-szoget 14 hdromszogre? o

3. Az abcabe alaku (a,b,c szamjegyek) tizes szamrendszerbeli szamok kozott van-e négyzet-
szam? O

4. Egy asztalon van 5 erszény, mindegyikben valamennyi pénz. Az els6bdl kivessziik a benne
lévé pénz 6todét, és a masodikba tessziik. Ezutan a masodikbol vessziik ki a benne 1év6
pénz 6todrészét, és a harmadikba tessziik, és igy tovabb. Utoljara az 6tédik erszényben 1év6
pénz 6todet vettiik ki, és az elsd erszénybe tettiik. Igy végiil mindegyik erszényben 1600 Ft
lesz. Mennyi pénz volt eredetileg az erszényekben? o
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8. osztaly, 1. nap

1. Mutassuk meg, hogy az

Feladatok

TSI
2 3 4 99 100
Osszeadas elvégzése utdn kapott tort szamlaloja oszthato 101-gyel. o

2. TIgazoljuk, hogy 10 barmely egész kitevGji hatvanya felirhato két négyzetszam Gsszegeként.

3. Egy foly6 partjan az A és B varos 20 km-re van egymastol. Egy csonak A-bol B-be és vissza
10 ora alatt tette meg az utat. Felfelé 2 km-t tett meg ugyanannyi id§ alatt, mint lefelé 3
km-t. Mekkora a folyo sebessége? o

4. Egy derékszogli haromszogrdl tudjuk, hogy az egyik befogora mint atmérére rajzolt kor az
atfogot 1 : 3 ardanyban osztja fel. Mekkorak a hdromszog hegyesszogei? o

5. Egy négyzetracsos lapon megrajzolunk n olyan téglalapot (n > 1 egész), amelynek oldalai a
racsvonalakkal parhuzamosak. Legfeljebb hany részre osztjik ezek a téglalapok a sikot? o

Orszagos donté

J

8. osztaly, 2. nap

1. Igazoljuk, hogy ha n > 1 egész szam, akkor az
n+1,2n+1,3n+1,4n+1,...

sorozatban mindig van négyzetszam, és mindig van kobszam is. o

2. A-bol B-be indult egy gyalogos, vele egy id6ben B-bdl A-ba ugyanazon az tton elindult egy
kerékparos. Egy ora mulva a gyalogos pontosan a félaton volt A és a kerékparos kozott.
Ujabb 15 perc mitlva a gyalogos és a kerékparos talalkozott, majd a gyalogos folytatta ttjat
B-be. Mennyi ideig tartott a gyalogos tutja A-bol B-be?

3. Az ABCD négyzet belsejében adjuk meg azokat a P pontokat, amelyekre

AP+ CP =BP+ DP

teljesiil. O

4. Igazoljuk, hogy barhogyan is adunk meg 51 darab, 100-nal nem nagyobb pozitiv egész sza-
mot, mindig ki lehet valasztani koziiliik kettGt gy, hogy a kivalasztottak hanyadosa 2-nek
pozitiv egész hatvanya.

Orszagos donté
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MEGOLDASOK

w Megyei fordulo

1. Tamasnak 1680 Ft-tal tobb pénze van, mint testvérének, Rékanak. Taméas ad 900 Ft-ot
Rékanak. Most kinek lett tobb pénze és mennyivel?

Ha Rékanak most a forintja van, akkor Taméasnak 1680 + a forintja van. Miutdn Tamas
adott 900 forintot Rékanak, neki 780 + a forintja maradt. Rékanak 900 + a forintja lett.
Tehat, most Rékanak lett tébb pénze, méghozza 120 forinttal. O

2. A tizes szamrendszerben felirt elsé 300 pozitiv egész szam kozott hany olyan van, amelyben
a szdmjegyek Osszege paros szam?

Az elsG 9 pozitiv egész kozott 4 olyan szdm van, amelyben a szamjegyek parosak. Ezutan
10-t61 19-ig, 20-t6l 29-is és igy tovabb (az utolsd 290 — 299) minden ilyen 10-es csoportban
5 olyan szam van, amelyben a szdmjegyek Osszege paros. A 300 szamjegy Osszege paratlan.
Igy a paros szamjegydsszegii pozitiv egész szamok szama 300-ig 4 + 5 - 29 = 149.

Megjegvzés. Ha n olyan szdm, ami nem 9-esre végzédik, akkor n és n + 1 koziil az egyik
jegyeinek az Osszege paros, a masiké paratlan. 0 és 299 kozott tehat a szamok felének,
150-nek lesz paros a jegyosszege. o

3. Egy tomor fakockat egyik lapjaval parhuzamos sikokkal feldarabolunk. Hany sikkal vagtuk
szét a kockat, ha tudjuk, hogy a keletkezett testek egyiittes felszine haromszorosa a kocka
felszinének?

Ha a kockat egy lapjaval parhuzamos sikkal ketté vagjuk, akkor a keletkezett darabok
egyiittes felszine két kockalap teriiletével né. Eredetileg 6 kockalap teriilete a kocka felszine,
ha ezt haromszorosara akarjuk ndvelni, akkor 12 kockalappal kell novelni az egyiittes
felszint. Tehat 6 sikkal kell feldarabolnunk a kockat.

4. Szamitsuk ki a tizes szdmrendszerben felirt els6é 200 pozitiv egész szam szamjegyeinek Gssze-
gét.

Példaul a kovetkezé szamolasi mod hamar célhoz vezet. Vegyilik be a szamok kozé a
0-t is, ennek a ,szamjegytsszege” 0, nem valtoztat az Osszegen. 0,1,2,...,199 sza-
mokbol parokat képziink, amelyekben a szamjegyosszeg ugyanannyi. FEzek a pérok:
{0,199}, {1,198},{2,197},...,{99,100}. Minden parban a szamjegyek Gsszege 19, Gsszesen
100 par van, igy ezek szamjegyosszege 1900. Még a 200 szamjegyeinek Osszegét kell
hozzavenni, igy O0sszesen 1902-t kapunk. o
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M Megyei fordulé

1. Szamitsuk ki a tizes szamrendszerben felirhaté haromjegyt pozitiv egész szamok szdmje-
gyeinek Osszegét.

Elsé megoldas. Az els6 haromjegyid szdm a 100, az utols6 a 999, ez Gsszesen 900 szam.
Parositsuk a szamokat igy: 100 és 999, 101 és 998, 102 és 997, ..., 549 és 550. A parokban a
szamjegyek Osszege mindig 28. 450 par van Osszesen, igy a keresett 0sszeg: 28-450 = 12600.
Masodik megoldas. 1-t6l 9-ig a szamjegyek Osszege 45. Képzeletben irjuk le egymas ala
novekve sorrendben a 900 szamot. ElGszor adjuk Ossze az egyesek helyén allo szamjegyeket.
100-tol 999-ig 90 olyan szamcsoport van, amelyben az egyesek helyén a szamjegyek 1-t61
9-ig allnak. Ezek Gsszege 90 - 45 = 4050. Két kerek szézas kozott a tizesek helyén minden
szamjegy 10-szer szerepel egymas utan. Ez 9 alkalommal ismétlédik. A szamjegyek Osszege:
9.10-45 = 4050. A szézasok helyén 1-t6l 9-ig minden szamjegy 100-szor szerepel. Ezek
osszege 100 - 45 = 4500, ezek Osszesen: 4050 + 4050 + 4500 = 12600. o

2

2. Berci meséli, hogy dédapja, aki a 19. szédzad masodik felében sziiletett, az x* évszammal

jelolt évben éppen x éves volt. Mikor sziiletett Berci dédapja?

Milyen z értékek johetnek szoba? Ha x = 43, akkor z? = 1849, vagyis akkor 1806-ban
sziiletett volna a dédapa, de az nem a 19. szazad masodik fele. Ha x = 45, akkor 2% = 2025,
vagyis akkor 1980-ban sziiletett volna, ami szintén nem jo. Igy egyediil az © = 44 érték
johet szoba. Ekkor 2% = 1936, amibdl kovetkezik, hogy 1892-ben sziilethetett dédapa. Ez
meg is felel a feltételeknek.

3. Az ABCD téglalap AB oldala kétszerese a BC' oldalnak. P az AD felezépontja, () az AB
oldal B-hez kozelebbi negyedelé pontja, végiill R a C'D oldal D-hez kbzelebbi negyedeld
pontja.

Hanyad része a PQR haromszog teriilete az ABCD téglalap teriiletének?

D R C
PI
A 0 B

Szamoljuk a PQR hiromszog teriiletét gy, hogy levonjuk a téglalap teriiletébdl az APQ
és DPR haromszogek teriiletét és a BCRQ) trapéz teriiletét. A BC R(Q) trapéz teriilete fele

a téglalap teriiletének. Az APQ haromszog A(Q) oldala haromnegyed része AB-nek, AP

magassaga fele AD-nek. Emiatt a teriilete 3 - 1.1 = 1% része a téglalap teriiletének. A

DPR haromszog teriilete hasonlé okokbol % . % . % 11—6 része a téglalap teriiletének. Akkor

tehdt a PQR haromszdg teriilete 1 — 1 — 3 — & = 2 része a téglalap teriiletének. o

4. Zsolt dsszeadta a pozitiv egész szdmokat 1-t6l 2009-ig, és azt allitja, hogy a kapott szam
oszthaté 123-mal. Igaza van-e? (Allitdsodat indokold!)

A pozitiv egészek Osszege 1-t61 2009-ig: % -2009.
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Vagyis 1005 - 2009 = 3-5-61-72-41 = 123 -5 7% - 61, amib6l kovetkezik, hogy az Osszeg
oszthaté 123-mal.

— & =iy

1.

Megyei forduld

Hany oldali az a konvex sokszog, amelynek 119 atloja van?

Ha a konvex sokszog oldalainak szama n, akkor az atlok szama: @ Tehat tudjuk, hogy
n(n —3)
——= =119.
2
Ebbdl kovetkezik, hogy n(n — 3) = 238. Mivel 17 - 14 = 238, ezért n = 17. A sokszognek
tehat 17 oldala van. o

Az % végtelen tizedes tort alakjabol a tizedesvessz6 utani elsé 2010 szdmjegyet toroljiik. Az
igy kapott szam tehat a tizedesvessz6 utéan az % tizedes tort alakjanak a tizedesvessz6 utani
2011. szamjegyével kezdddik, és azutén folytatodik a tobbi utana kovetkezével. A kapott
szam kisebb vagy nagyobb, mint %?

Az % végtelen tizedes tort alakja a kdvetkez6:

1 . .
= =0,142857. ..
7 Y

azaz periodikus végtelen tizedes tort, ahol a periddus hossza 6. Mivel 2010 oszthato 6-
tal (2010 = 6 - 335), igy pontosan 335 teljes periodust toroltiink. Igy a megmarado szam
pontosan gy néz ki, mint az eredeti. A kapott szam tehat pontosan egyenlé %—del. o

Az ABC héaromszogben meghtuztuk a C'D magassagot és a BE szogfelez6t. Ezek met-
széspontja P. Tudjuk, hogy BP = PE és CP = 2PD. Mekkordk az ABC' haromszog
szogei?

Allitsunk P-bél merslegest BO-re és EC-re. Ezek talppontjai F és G. Mivel P a szogfelez
pontja, igy PD = PF'. De tudjuk, hogy PC' =2- PD, ezért PC = 2 - PF. Emiatt a PFC
derékszdgli haromszog szogei 30° és 60°. Mivel C'D a haromszog magassaga, igy a BC'D
haromszog derékszogt és azt is tudjuk mar, hogy PCB< = 30°, igy ABC<t = DBC< = 60°.
Emiatt DPB< = 60°, amib6l kévetkezik, hogy EPC< = 60° (hiszen cstucsszogek). Mivel
BP szogtelezs, ezért PBC'<< = 30°, vagyis a BCP egyenlGszari, és BP = PC. De
BP = PE, vagyis PE = PC. lIgy a PCE haromszigben a C'E oldalon fekvs szogek
egyenlGek. De a CPE< = 60°, igy PEC<< = PCE< = 60°.

Tehat az ABC haromszog szogei 30°, 60°, 90°.

Megjegyzés. A megoldast dbran érdemes kovetni. Azért nem rajzoltunk &brat, mert a
helyes abran egy derékszogl haromszog van. Emiatt esetleg indokolatlan kivetkeztetéseket
vonnank le, amelyek a feladat szévegébdl nem kdvetkeznek. o
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4. Adjunk meg 500, egymast kdvets pozitiv egész szamot ugy, hogy a leirasukhoz Osszesen
2010 szamjegyre legyen sziikség.

Mivel 2010 = 4 - 490 + 5 - 10, ezért 490 négyjegyt és 10 otjegyl szam leirasdhoz éppen 2010
szamjegyre van sziikség. Igy a kovetkezd szamok megfelelGk:

9510, 9501, . . ., 9999, 10000, 10001, . . ., 10009. O

5. Tudjuk, hogy a 2" szam utolsé harom szamjegye megegyezik. (n pozitiv egész szam.) Mi
lehet ez a szamjegy?

Mivel 2" legalabb haromjegy(i, emiatt n biztosan nagyobb 3-nal, tehat 2" oszthat6 8-cal.
Azt pedig tudjuk, hogy egy 8-cal oszthat6 szam utolsoé 3 jegye altal alkotott szam is oszthato
8-cal. Nyilvan paros ez a szam, igy a 222, 444, 666 és 888 jon szoba. Ezek koziil viszont
csak a 888 oszthato 8-cal, tehat csak a 8-as lehet ez a szdmjegy.

Szerencsére létezik olyan 2-hatvany, aminek az utols6 harom szamjegye 8-as:
239 = 549755813888.

\ J

8. osztaly Megyei fordulo

1. Melyek azok a p primszamok, amelyekre igaz, hogy 2P 4+ 1 oszthato 9-cel?

Vizsgaljuk a p primszamot 6-tal valé osztasi maradéka szerint!

Ha p = 2, akkor 22 4+ 1 = 5 nem oszthato 9-cel.

Ha p = 3, akkor 22 +1 =9 , tehat p = 3 jo.

Ha p > 3 prim, akkor nem oszthaté se 2-vel, se 3-mal, ezért 6-tal val6 osztasi maradéka 1
vagy 5 lehet.

Ha p = 6k 4 1 valamely £ egész szamra, akkor

W 41=2% 41 =92 (25 4 1=2.64F + 1.

64 9-cel osztva 1 maradékot ad, ezért 64F is, tehat 2P + 1 9-cel osztva 3 maradékot ad.
Ha p = 6k 4 5 valamely k egész szamra, akkor

P 41 =200 1 1 =25 (25F 11 =32.64" 4 1.

64% 9-cel osztva 1 maradékot ad, mig a 32 5-6t, ezért 2P + 1 9-cel osztva 6 maradékot ad.
Tehat a 3 az egyetlen megfelel§ primszam. o

2. Adjunk meg olyan n > 0 egész szamot, hogy 5n egy egész szam 6todik hatvanya, 6n egy
egész szam hatodik hatvanya, és Tn is egy egész szam hetedik hatvanya legyen.

Egy szam pontosan akkor k-adik hatvany, ha primtényezds felbontdsaban minden prim
kitevGje oszthato k-val.

Ezek alapjan n-ben az 5 kitevGje 5k + 4 alaki. 6, illetve 7 relativ primek az 5-hoz, ezért
5k + 4 oszthato 6-tal és 7-tel, igy 42-vel is. A legkisebb ilyen szam a 84.

6 = 2 -3, ezért hasonl6 okoskodassal n-ben a 2 és a 3 kitevGje 6k + 5 alaki, és oszthato
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5-tel, és T-tel. A legkisebb ilyen szam a 35.
A 7 kitevGje Tk + 6 alak, és oszthatd 5-tel és 6-tal. a legkisebb ilyen szam a 90.
Tehat példaul egy ilyen alakt n alkalmas : n = 235 . 335 . 584 . 790, O

3. Az ABC derékszogi haromszégben az ABC szog 90°, a C AB sz6g 50°. A P és () pontok a

BC befog6 olyan pontjai, amelyekre a PAC szog 10° és a QAB szog 10°. Hatarozzuk meg
cp

a OB aranyt.
A Jelolje R a () pont B-re vonatkozo tiikorképét, ek-
10° kor
RA = RQ és RB = BQ
10°/1\10° QA = QC, mert QAC< = QC A< = 40°.
QA = RA = RP, mert RAP< = RPA< = 50°.
Tehat
RP =QC.
RQ =RP—-QP =QC—-QP =CP, tehat 2QB =
J - LN RQ = CP, igy
R B Q P c CP

4. Az a és b pozitiv szamok. Tudjuk, hogy ;11 < a(l — b). Melyik nagyobb, a vagy b?

Az 1 < a(l — b) egyenlStlenség ekvivalens az 1 < \/a(1 — b) egyenl6tlenséggel, mert ha az
elsG teljesiil, akkor a(1 — b) nemnegativ, ezért vonhatunk négyzetgyokot, és kisebb szam
négyzetgyodke kisebb. Visszafele mindkét oldal nemnegativ, a kisebb négyzete is kisebb.

i < a(l —b) miatt 1 — b is pozitiv. Ezért alkalmazhatjuk az a és 1 — b szamokra a szamtani
és mértani kozép kozotti egyenlstlenséget, azaz \/a(l — b) < “t1=2,

Tehat £ < “t1=2 azaz 0 < a — b. Azt kaptuk, hogy a > b. (1)

5. Két szomszédos pozitiv egész szam kobének kiilonbsége n?, ahol n > 0 egész szam. Igazol-

juk, hogy n két négyzetszam Osszege.
(Példaul: 8% — 73 =512 — 343 = 169 = 13%, 13 = 22 + 3?)

A feltétel szerint (k+1)2 — k3 =3k*> +3k+1=3k(k+ 1)+ 1 =n%

3k(k + 1) paros, hiszen két szomszédos szdm szorzatanak haromszorosa és két szomszédos
szam koziil az egyik biztosan paros. Igy n? és ebbdl kivetkezGen n is paratlan.

Az els6 egyenletet 4-gyel megszorozva kapjuk, hogy

(2n)* =4 - (3k* + 3k + 1) = 3(2k + 1)* + 1,
innen

32k+1)*=(2n)*-1=2n+1)(2n - 1).

(2n + 1) és (2n — 1) relativ primek, hiszen egy kozds oszto osztja a két szam kiilonbségét
is. Azonban a kiilénbség itt 2, tehat egy k6zos oszté osztdja 2-nek is. Mivel mindkét szam
paratlan, ezért a kozos oszto csak 1 lehet, vagyis relativ primek.
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(2n 4+ 1)(2n — 1) egy négyzetszam haromszorosa, ezért a 2n — 1 és 2n + 1 valamelyike oszt-
hato 3-mal, a masik nem, hiszen ha mindketts oszthaté lenne, akkor nem lennének relativ
primek. Most felhasznaljuk, hogy egy szdm pontosan akkor négyzetszam, ha a primfelbon-
tasdban minden prim kitevGje paros.

Ebbdl kévetkezik, hogy az a szam, amelyik nem oszthaté 3-mal, az mindenképpen négy-
zetszam, hiszen ha valamelyik primtényezGje paratlan hatvanyon szerepelne, akkor a masik
szamban is paratlan hatvanyon kellene szerepelnie ugyanennek a primnek, hogy a szorzat egy
négyzetszam 3-szorosa legyen, vagyis az adott 3-t6l kiilonb6z6 prim kitevGje paros lehessen.
Ekkor azonban 2n — 1 és 2n + 1 nem lennének relativ primek, hiszen ez a prim mindkét
szamot osztana.

Ha 2n + 1 négyzetszam, akkor 2n+1 = (2t +1)? valamilyen t-re, vagyis 2n+1 = 4t2 + 4t +1,
azaz 2n = 4t% + 4t, amib6l n = 2t? + 2t. Vagyis ekkor n paros lenne, ami nem lehet.

Ha 2n — 1 négyzetszam, akkor 2n — 1 = (2t + 1)? valamilyen t-re, azaz 2n = 4t% + 4t + 2,
amibgl n = 2t2 4 2t + 1, vagyis ekkor n = t? + (¢t + 1)

Tehat n valoban két négyzetszam Osszege. O

J

5. osztaly, 1. nap

1.

Hany olyan 5-re végz6d6 négyjegyi tizes szamrendszerbeli szdm van, amelyben minden
szamjegy kiilonbo6z6?

Az ezresek helyén nem allhat 0 vagy 5, azaz 8 féle szamjegy éllhat az ezresek helyén. A
szazasok helyére szintén 8-féle szamjegy keriilhet, mert az 5-6son, illetve az ezresek helyén
allo szamjegyen kiviil barmi keriilhet a szédzasok helyére. A tizesek helyére 7-féle szamjegy
koziil valaszthatunk. Hiszen az 0t0son, a szazasok illetve ezresek helyén &ll6 szamjegyen
kiviil barmi keriilhet a tizesek helyére, ez Osszesen 7-féle szdmjegy. Az egyesek helyén csak
az 6tos szerepelhet. Igy Osszesen 8 -8 -7 -1 = 448 darab 5-re végzéds, kiilonbozs jegyekbsl
allo négyjegyl szam van.

A tizes szdmrendszerben melyik az a legkisebb pozitiv egész szam, amelynek a szamjegyeit
Osszeadva 2010-et kapunk?

Egy 223 jegyl szam jegyeinek Osszege legfeljebb 9 - 223 = 2007, tehéit a szdm legalabb 224
jegyi. Ha egy 224 jegyti szam els6 jegye legfeljebb 2, akkor a jegyeinek az ¢sszege legfeljebb
2+ 9-223 = 2009. Igy egy 224 jegyii, 2010 jegydsszegii szam legalabb 3-mal kezdédik. Ha
3-mal kezddik, akkor a jegyosszege csak gy lehet 2010, ha minden tovabbi jegye 9-es. Azaz
a legkisebb ilyen szam a 399...99.

223

27 egyforma szabalyos dobokockabol egy nagyobb kockat épitiink. Ugy rakjuk 6ssze a
dobokockakat, hogy a nagy kocka felszinén a lehets legkevesebb pont latszodjon. Héany
pont lesz ez? Ha a legtobb pontot akarjuk latni a nagy kocka felszinén, mennyi pont lesz
ez? (A szabalyos dobokocka szemkozti lapjain a pontok szdmanak Gsszege 7.)

A nagy 3 x 3 x 3-as kocka lapkozepén 1évé kiskockdn minimum 1, maximum 6 pont lat-
szodhat. Lapkozépen elhelyezkeds kiskockdbol 6 van. A nagy kocka éleinek kozepénél

Orszagos donté
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levé kiskockdkon minimum 1 + 2 = 3, maximum 5 + 6 = 11 pont latszodhat. Az él
kozepén 1évé kiskockabdl 12 van. Vegiil, a nagy kocka csiicsainal levs kiskockdkon minimum
14243 =06, maximum 4 + 5+ 6 = 15 pont latszodhat, és ez meg is valosithaté. Csicson
elhelyezkedd kiskockdbol 8 van. Tehat a minimum 6 -1+ 12-3 + 8 -6 = 90, a maximum
6-6+12-11+8-15 = 288. (4)

4. Egy matematikaversenyen az egyik iskola fels§ tagozatarol 6sszesen 48 versenyzé indult. 4
teremben iiltették le a versenyzdket, minden teremben ugyanannyit. Kideriilt, hogy barmely
elosztasnal minden terembe jutott lany is. Legkevesebb hany lany indult a versenyen?

Minden teremben pontosan %8 = 12-en iiltek le. Legfeljebb 11 fit lehetett, hiszen ha tobb
mint 11 fii versenyzett volna, akkor egy lehetséges terembeszotas lehetne az, hogy 12 fiut
egy terembe iiltetliink. Azaz lenne egy olyan terem, ahova nem keriilne lany, ez ellentmond

a feladat feltételeinek. Tehat legalabb 48 — 11 = 37 lany indult a versenyen. o

5. osztaly, 2. nap Orszagos donté

1. Keressiink olyan, csupa kiilénb6z6 szamjegyekb6l all6 haromjegyt szamot, amelynek a
szamjegyeibdl képezhets kiilonb6z6 szédmjegyekbdl allo Osszes kétjegyi szamok Osszege
egyenld a haromjegyti szammal!

Az abc haromjegy( szam jegyeibsl hat kétjegyt szam képezhetd: ab, ba,ac, ¢a, be, cb. A hat
szam Osszege 10-a+b+10-b+a+10-a+c+10-c+a+10-b+c+10-c+b=22-(a+b+c).
Tehat a keresett haromjegyt szam 22 tobbszorose lesz. Tekintsiik a 22 tSbbszoroseit
22,44,66,88,110,132,154,... . Az els6 kiilonb6z6 szdmjegyekbdl allo haromjegyt szam jo
is lesz, mert 132 =22 (1 + 3+ 2). (De példaul a 154 nem jo, mivel 154 # 22 - (1 4+ 5+ 4)).
Megjegyzés. Keressiik meg az Osszes ilyen szamot! Az eddigiek szerint 22 - (a + b+ ¢) =
100-a+ 10 - b+ c kell, hogy teljesiiljon. Ezt rendezve 78-a = 12-b+ 21 - ¢, hArommal osztva
26-a=4-b+7-c. Mivel szamjegyekrsl van szo, a jobb oldal legfeljebb 4 -9 + 7 -9 = 99
lehet, igy a < 3. Az egyenlet bal oldalan paros szam all, igy a jobb oldal is paros kell, hogy
legyen. Ez csak akkor lehet, ha ¢ paros.

Ha a = 1, akkor, mivel 7-4 > 26, ¢ csak 2 lehet, amibél kdvetkezik, hogy b = 3, azaz ebbdl
az esetbdl a 132 addédik. Ha a = 2, akkor, mivel 7 -8 > 52, akkor ¢ 2,4, vagy 6 lehet. Mivel
52 és 4 is oszthatd néggyel, igy c-nek is oszthatonak kell lennie néggyel. Ez csak ¢ = 4
esetén lehet amib6l b = 6, azaz a 264 adodik. Ha a = 3, akkor ¢ paros, de nem oszthato
néggyvel, mert 26 - 3 sem oszthatd néggyel. Ez csak ¢ = 2 vagy ¢ = 6 esetén lehet, amibdl
b = 15 vagy b = 6 adodik. Mivel a 15 nem szamjegy, ebbdl az esetbdl csak a 396-ot kapjuk.
Ha a nulla a jegyek kozott lenne (azaz a haromjegyt szam ab0 vagy a0b alakt), akkor ennek
a szamjegyeibsl csak négy kétjegyl szam lehetne képezhets: ab, ba,a0,00. Ezek Osszege
21 - (a 4+ b). Az el6z6ekhez hasonloan, az eseteket végignézve (hasznalva hozzé a 3-mal,
illetve 9-cel valé oszthatosagot) konnyen lathato, hogy innét nem jon megoldas. o

2. Melyik az a pozitiv szam, amelynek a felét és a negyedét Gsszeszorozva a szam négyszeresét
kapjuk?
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Jelolje z a keresett szamot. A feladat szovege szerint § -7 =4 -z, azaz v - x = 32 - x. Mivel
x pozitiv, oszthatunk vele, x = 32 adodik. o

3. Hany olyan négyjegyid szam van, amely két paratlan szamjegyet és két, 0-tol kiilonb6zd
péros szamjegyet tartalmaz, és csupa kiillonbdz6 szamjegybdl all?

A megoldas 6 - (5-4)-(4-3) = 1440. Hatféleképpen valaszthatjuk meg azt, hogy a négy
jegy koziil melyik kettd legyen paratlan. Mivel 5 paratlan szdmjegy van, a kivalasztott két
helybdl az els6re 5 féle paratlan jegyet irhatunk, a masodikra ez a jegy nem keriilhet, azaz
ott mar csak négy jegy koziil valaszthatunk. A 0-t nem szdmitva 4 péaros szadmjegy van,
tehat a maradék két helybdl az elsére 4-féle paros jegyet irhatunk, a masodikra 3-félét. o

4. Van 9 (egyforma) egybevago kis négyzetiink, 3 piros, 3 kék, 3 sarga. Ezekbdl hanyféle 3x3-
as nagyobb négyzetet lehet Osszerakni azzal a kikotéssel, hogy minden sorban és minden
oszlopban mind a harom szind kis négyzet el6forduljon. Két nagy négyzetet nem tekintiink
kiilonboz6nek, ha elforgatassal egymasha vihetdk.

Az Gsszes (harom) megoldas a kévetkezs abran lathato:

o

Miért nincsen tobb megoldas? Ha példaul piros a 3 x 3-as nagy négyzet kozépso kis négyzete,
akkor még két szemkozti saroknak kell pirosnak lennie, mivel minden sorban és minden
oszlopban kell, hogy legyen piros kis négyzet. Tehat ebben az esetben valamelyik 4t16 mentén
piros kis négyzetek lesznek. Ha most az elforgatassal nem torédiink, akkor ezt Gsszesen 4-
féleképpen lehet befejezni:

Fa o 21 W,

Azonban ez a négy lehet6ség elforgatassal egymasba vihets. Ezt a gondolatmenetet a tobbi
szinnel is eljatszhatjuk, tehat tovabbi egy-egy megoldas adodik abbol, hogy kék, illetve sarga
négyzet keriil kozépre. o

6. osztaly, 1. nap Orszagos donté

1. Az 1,2,3,4,5 szamjegyekbdl hany olyan négyjegyi szam készithets, amelyben legalabb egy
szamjegy ismétlodik?

Osszesen 5% kiilonboz6 négyjegyii szam készithets ezekbdl a szamjegyekbél, hiszen minden
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helyiértéken 5-féle szamjegy allhat. Ezek koziil 5-4 -3 -2 = 120 olyan, amiben minden
szamjegy kiilonb6z6, hiszen az els§ helyen mind az 5-féle szamjegy allhat, de utdna mar
csak 4, hogy kiilonbozzon az els6t6l, a harmadik szdmjegy mér csak 3-féle lehet, hogy
kiilonbozzon az elsé kett6t6l sth. Olyan szambol tehat, amiben legaldbb egy szamjegy
ismétlédik, éppen

5" —5.4-3-2=120 =625 — 120 = 505

darab van. o

2. Egy ovodaban a gyerekek minden nap almat és kortét kapnak, és mindig ugyanannyi alméat
esznek meg, mint ahany kortét. A fiak egy nap 3 almat és 2 kortét, a lanyok 1 alméat és 3
kortét esznek meg. Hanyszor annyi fit jar az 6vodaba, mint ahany lany?

Ha a lanyok szama [, a fitké pedig f, akkor egy nap [+ 3 f almét és 3[+2f kortét esznek meg.
Mivel ugyanannyi almét esznek Osszesen, mint kortét, igy tudjuk, hogy | + 3f = 31 + 2f.
Ebbél kévetkezik, hogy f = 2, vagyis kétszer annyi fit van, mint ahany lany.

3. Egy 1000-forintost felvaltunk 10 és 20 forintosokra, dsszesen 90 pénzérmét kapunk. Hany
10-es és hany 20-as van a 90 érme ko6zott?

Elsé megoldas. Tegyiik fel, hogy ¢t darab 10-esiink van, és h darab 20-asunk. Mivel 6sszesen
1000 forintot érnek, ezért 10t + 20h = 1000. Ebbdl kévetkezik, hogy t 4+ 2h = 100. Masrészt
viszont Gsszesen 90 érménk van, vagyis ¢t + h = 90. A két egyenletbdl kapjuk, hogy h = 10,
és igy t = 80, vagyis 80 darab 10-esiink van, és 10 darab 20-asunk.

Masodik megoldas. Ha csupa 10-esiink lenne, akkor 900 forintot érne a 90 érme. Ha
egy 10-est becseréliink 20-asra, akkor az érmék szidma nem valtozik, de az Osszértékiik 10
forinttal n6. Mivel 100 forinttal ér kevesebbet a 90 darab 10-es a kivant 1000 forintnal, igy
pontosan 10-et kell becserélniink. Vagyis 10 darab 20-asunk és 80 darab 10-esiink van.

4. Az ABC szabalyos haromszog oldalain a P, ), R pontok
sorra az AB, BC, C'A oldalaknak a B-hez, C-hez, A-hoz ¢
kozelebbi harmadol6 pontjai. Mekkorak az AP R haromszog
szogei? Q

Mivel az ABC' haromszog szabalyos, ezért minden oldala

egyforma hosszi. Ha nézziik az APR héromszoget, akkor R

ebben a haromszogben az AP oldal kétszer olyan hosszu,

mint az AR. Igy tehat az APR haromszog egy ,fél” szaba-

lyos haromszog, hiszen az RAP< = 60°. Ebbdl kovetkezik, 4 P B
hogy APR< = 30° és ARP<t = 90°. O

\ J

6. osztaly, 2. nap Orszagos dontd

1. Adjunk meg olyan abcde Otjegyt, tizes szamrendszerben felirt szamot (a, b, ¢, d, e szamje-
gyek), hogy az ab, be, cd, de kétjegyi szamok négyzetszamok legyenek.

A kétjegyii négyzetszamok a kovetkezok: 16,25, 36,49, 64, 81. Irjuk fel, hogy melyik szamot




Megoldasok

XXXIX. verseny 2009-2010.

melyik kovetheti. A 25 el6tt és utan sem lehet semmi, hiszen nincs 2-re végz6ds és 5-tel kez-
d6ds megfelel6 négyzetszam sem. Ha 81-gyel kezdiink, akkor kapjuk a 81 — 16 — 64 — 49
sorozatot, ha pedig 36-tal, akkor a 36 — 64 — 49 sorozatot. Ebbdl lathatd, hogy egyetlen
4-tagt lanc van, a 81-gyel kezd6dG, ezért az egyetlen lehetséges szam a 81649.

2. Héany olyan paros, pozitiv egész szdm van az els6 1000 szam kozott, amelyeknek tizes
szamrendszerbeli alakjaban a szdmjegyek Osszege paratlan?

Az egyjegytiek kozott nincs ilyen, hiszen ott a szdm megegyezik a szamjegyek Osszegével és
az nem lehet egyszerre paros és paratlan is. Ha a kétjegyli szamokat nézziik, akkor tudjuk,
hogy az utolso jegyiik paros, hiszen a szam maga paros. Vagyis az utolso jegy 5-féle lehet.
Viszont az els6 jegynek paratlannak kell lennie ahhoz, hogy a szamjegyek Gsszege paratlan
legyen, igy erre is 5-féle lehetdség van. Osszesen tehat 5 -5 = 25 megfelels kétjegyt szam
van. Haromjegytiiek esetén az utolsé jegy tovabbra is paros, ami 5-féle lehetGség. Ha a
mésodik jegy paratlan, akkor az els6nek parosnak kell lennie, vagyis ilyenbdél 4 - 5 - 5 darab
van, hiszen az els6 szamjegy nem lehet 0. Ha a masodik jegy is péaros, akkor viszont 5-5-5
lehet6ségiink van, ekkor ugyanis nincsen tiltott szamjegy az elsé helyen. Igy tehat Gsszesen

5-5+4-5-5+5-5-5=25+100+ 125 = 250
darab feltételeknek megfelel6 szam van. o

3. Szamitsuk ki az 1, 3,5, 7 szdmjegyekbdl felirhato Osszes, csupa kiilénb6zé szamjegybdél allo
négyjegyi szamok Osszegét!

Képzeljiik el, hogy az Osszes szamot egymés ald irjuk, hogy 6sszeadjuk Gket. Mivel csupa
kiilonb6z6 szamjegybdl allnak a szdmok, ezért 4 - 3 -2 -1 = 24 szdm van, és igy 24
sor. Az egyes helyiértéken minden szamjegy 6-szor szerepel, hiszen a maradék 3 helyen
3.2 1 = 6-féleképpen allhatnak szamjegyek. Igy az egyesek helyén a szamjegyek Osszege
6-(14+34+5+4+7) =96. De ez minden helyiértéken igaz, csak azokon egy szamjegy 10-et,
100-at, illetve 1000-et ér. Vagyis Gsszesen 96 - (1000 4+ 100 + 104+ 1) = 96 - 1111 = 106656 a
24 szam Osszege. o

4. Egy kocka hat lapjanak sikjai hany részre daraboljak fel a teret?

Els6 megoldas. A kocka minden lapjahoz, éléhez és csucsdhoz csatlakozik kiviilrél egy
térrész, illetve van a kocka belseje. Igy Osszesen 6 + 12 4+ 8 + 1 = 27 részt hataroznak meg a

lapsikok.
Masodik megoldas. Két szemkozti oldal sikja 3 ,emeletre”

bontja a teret és minden szinten az dbran lathato 9 rész ke-
]_ 2 3 letkezik. Minden szinten az itt lathato sikrészeknek megfelel
egy térrész. Ez viszont is igaz, minden térrésznek megfelel
valamelyik ,emeleten” egy sikrész. Ebbd&l kovetkezik, hogy
4 5 6 3 -9 = 27 térrészt kapunk.
Harmadik megoldas. Ha Rubik-kocka k6zéps6 (nem lathato)
kiskockajanak lapsikjait vessziik, akkor a 3 x 3 x 3 kiskoc-
7 8 9 kabol minden létrejove térrészbe pontosan 1 kiskocka keriil.

o




Megoldasok

XXXIX. verseny 2009-2010.

7. osztaly, 1. nap Orszagos donté

1. Tudjuk, hogy 2% tizes szdmrendszerbeli alakja 9-jegyti, és csupa kiilénb6z6 szamjegybal All.
Igazoljuk, hogy a 0 szerepel a szamjegyek kozott.

Ha a 0 nem szerepelne, akkor a szamjegyek csakis az 1,2,3,4,5,6,7,8 és 9 lehetnének.
Ezek 6sszege 45, ami oszthato 3-mal, vagyis a 22% is oszthato kellene, hogy legyen 3-mal.
Ez azonban nem igaz, igy a 0 biztosan szerepel a szamjegyek kozott. (Megjegyzés:
229 = 536870912.)

2. Jelolje n! (,n faktorialis”) a kovetkezs szorzatot: n! = 1-2-3-...-n (példaul: 5! = 1-2-3-4.5 =
120). Melyek azok az n pozitiv egész szamok, amelyekre 1! + 2! 4+ 3! + - - - + n! egy pozitiv
egész szam négyzete?

Nézziik meg az els6é néhany n értékre a kérdéses Osszeget! Az 1! = 1 pozitiv négyzetszam,
az 11 4+ 2! = 3 nem, az 1! + 2! + 3! = 9 is j6, az 1! 4+ 2! 4+ 3! 4+ 4! = 33 viszont nem. Ha
k > 5 egész, akkor k! =1-2-3-4-5-...-k, ami oszthato 2 -5 = 10-zel. Tehat ha n > 5,
akkor az 1!+ 2!+ 3!+ 4!+ . .-+ n! ugyanazt a maradékot adja 10-zel osztva, azaz ugyanarra
a szamjegyre végzOdik, mint az 1! 4 2! + 3! + 4! = 33, hiszen ehhez csak 10-zel oszthato
szamokat adtunk hozza. Tehat a kérdéses Osszeg 10-zel osztva 3-at ad maradékul.

De most nézziik meg, hogy egy négyzetszam milyen maradékot adhat 10-zel osztva! Ha az
x egész szam osztasi maradéka 10-zel az m, akkor m? ugyanazt a maradékot adja 10-zel
osztva, mint az 2, hiszen egész szamok Osszeszorzésakor a maradékok is dsszeszorzodnak.
Tehat az 22 maradéka csakis az m-t6l fiigg. Az m lehetséges értékeire végignézve az m?-
et (0 < m < 9): 0,1,4,9,16,25,36,49,64,81. Ezek egyike sem ad 3 maradékot 10-zel
osztva, igy 22 sem adhat, semmilyen x egészre. Tehat semilyen n > 5-re nem lehet az
11+ 2!+ 3! + -+ - 4+ n! négyzetszam.

gy az egyediili jo n-ek az 1 és a 3. o

3. Egy négyzet mindkét atlojat mindkét iranyban meghosszabbitjuk, és ramérjiik a négyzet
oldalat. Igazoljuk, hogy az igy kapott négyszog is négyzet, és oldalanak hossza az eredeti
négyzet oldalanak és atlojanak Gsszege.

Jelblje az oldal hosszat a, az atlo hosszat b. A négyzet cstcsai legyenek A, B,C és D, az
tj pontok F, F,G és H az abra szerint. A négyzet kozéppontja (az atlok metszéspontja)
legyen O. FEkkor az O pont tavolsaga az A, B,C és D pontoktdl is g, hiszen felezi az
- b a

atlokat. Igy az O tavolsaga az F, F,G, H pontoktol g + a. Tehat az O pontbol valg, 2;
2
aranyu kozéppontos nagyitas viszi az ABCD négyzetet az EFGH négyszogbe, ami igy

tehat szintén négyzet.

Az FE pontot az AD egyenesre attiikrozve az AD és az AB, illetve az ezzel a kozéppontos
nagyitas miatt parhuzamos EF' egyenesek mer6legessége miatt az F'F' szakasz egy T' pontjat
kapjuk.
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E T F

Ez a tiikrozés az AC egyenest (ami dtmegy az E-n) az AT egyenesbe viszi. Ez a négyzet
szimmetriai miatt parhuzamos a BD egyenessel. Igy az ATF B négyszog szemkozti oldalai
parhuzamosak, vagyis a négyszog paralelogramma. Tehat TF = AB = a. A tiikrozés miatt
pedig AT = AE = a. Az AT egyenes parhuzamos a BD-vel, igy merGleges a masik atlo-
egyenesre, az AC-re. Igy a TAE sz6g 90°-0s. Ekkor viszont az ABD és AET haromszogek
egybevagok, mert az A-bol indulé két-két oldaluk a hosszi, és ezek kozrezart szoge 90°. Igy
ET =BD =b.

Tehat EF = ET +TF = b+ a, és pont ezt akartuk belatni. o

4. Mutassuk meg, hogy annak a tizes szdmrendszerben folirt 16-jegyi A szamnak, amelynek
minden szamjegye 1, legaldbb négy A-nal kisebb, de 1-nél nagyobb osztdja van.

Vegyiik észre, hogy ha k pozitiv egész szam, akkor

11...1=11...1-100...01.
—— Y= =
2k db k db k—1 db

Igy
11...1=11...1-100...01 =
N Y~ Y=
16 db 8 db 7 db
=1111-10001-100...01 =
db
7

=11-101-10001-100...01
db
7

Itt minden 1-t6l és 11...1-t6] kiilonb6z6 tényezd jo osztod. Ezekbdl Gsszesen 6 darab is van,
16 db
tehat ennyi jo osztot is talaltunk. o

5. Legkevesebb hanyféle szinti egység élii kis kockara van sziikségiink ahhoz, hogy 0ssze tudjunk
rakni bel6liik egy 4 x 4 x 4-es nagyobb kockat a kévetkez6 megkotéssel: ha a két kis kocka
lappal, éllel, vagy csiicesal érintkezik, akkor azok kiilénb6z6 szintiek?

Osszesen 8-féle szin kell, és ennyi elég is. Barmely 2 x 2 x 2-es részkocka minden kis kockaja
szomszédos ugyanis az Osszes tobbivel lapon, élben, vagy csiicsban, és igy egy ilyen rész
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jo kiszinezéséhez csupa kiilénbo6z6 szin kell, azaz 8-féle szin. Ennyi pedig elég is a nagy
kockédhoz is, mert vehetjiik egy 2 x 2 x 2-es kocka ilyen jo kiszinezését, és ennek 8 darab
eltoltjabol kirakhatunk egy 4 x 4 x 4-es kockat. Ez jo lesz, hiszen minden kis kockara a
vele azonos szintiek a t6bbi 2 X 2 x 2-es blokkban ugyanolyan pozicioban allnak, vagyis
minden irdnyban 0 vagy 2 kis kockanyira vannak, tehat nem lehetnek szomszédosak vele.
Igy valoban pontosan 8 szinre van sziikség. o

J

7. osztaly, 2. nap

1. Két pozitiv egész szam Osszege 210. Lehet-e, hogy a két szdm szorzata oszthatd 210-zel?

Legyen a két szam a és b. Ekkor a + b = 210 miatt b = 210 — a, vagyis ab = a(210 — a).

A 210 primtényezds felbontasa 210 = 2 -3 -5 -7, vagyis a 210 négy kiilonbozé primszam
szorzata. Ha ab = a(210—a) oszthato ezek egyikével — amit jelljon p —, akkor a vagy 210—a
oszthato vele, hiszen p prim. De p osztja 210-et is, igy ha az egyik tényez&t osztja, akkor
a méasikat is. Tehat ekkor p osztja a-t. De ha a 210 osztja ab-t, akkor a négy primtényezd
mindegyike is, azaz ezek mind osztjak a-t is. De igy 210 osztja a-t, vagyis a > 210. Tehat
b =210 —a < 0, ez azonban lehetetlen, mert b pozitiv.

Igy nincsenek jo a és b szamok. o

2. Fel lehet-e darabolni egy konvex 17-széget 14 haromszogre?

Nem lehet feldarabolni. Ha ugyanis felbontjuk a 17-szoget haromszogekre, akkor a 17-szog
csucspontjai sziikségszertien bizonyos haromszogek cstcspontjai is lesznek. Az egy ilyen
csticsban taldlkoz6 haromszogek ottani szogeinek Osszege épp a 17-szog adott cstcsbeli
szogét adja ki. Igy a haromszogek szogeinek sszege legalabb a 17-szog szogeinek Osszege
kell legyen, hiszen minden haromszognek egy szogét csak egy csicsnal szamolhattuk.

De a haromszog szogeinek 6sszege 180°, igy 14 haromszogé 14-180°. Ezzel szemben a 17-sz0g
szogeinek Osszege 15 - 180°, hiszen ha az egy csiicsabol indulé 14 atlojaval 15 haromszogre
bontjuk, akkor ezek bels6 szogeinek Osszege pontosan a 17-sz6g belsd szogeinek Osszegét adja
ki.

Tehat a 17-sz6g szogosszege nagyobb 14 haromszog szogeinek Gsszegénél, igy a korabbiak
szerint egy ilyen haromszogekre vald felbontasban nem lehet pontosan 14 hiromszog. o

3. Az abcabe alaku (a,b,c szamjegyek) tizes szamrendszerbeli szamok kozott van-e négyzet-
szam?
Az abcabe szamot tgy frhatjuk f6l, hogy
1000 - abc + abc = 1001 - abc = 7 - 11 - 13 - abe.

Ha ez négyzetszam lenne, akkor a 7,11 és 13 primekkel oszthato lenne, de akkor ezek négy-
zeteivel is, igy abc is oszthato lenne 7 - 11 -13 = 1001-gyel. Ez azonban nem lehet, mert
0 < abc < 1000.

Tehat nincsen abcabe alakt négyzetszam. o

Orszagos donté
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4. Egy asztalon van 5 erszény, mindegyikben valamennyi pénz. Az els6bdl kivessziik a benne
lévé pénz otodét, és a masodikba tessziik. Ezutan a masodikbol vessziik ki a benne 1évé
pénz Otodrészét, és a harmadikba tessziik, és igy tovabb. Utoljara az 6todik erszényben
levs pénz 6todét vettitk ki, és az els6 erszénybe tettiik. Igy végiil mindegyik erszényben
1600 F't lesz. Mennyi pénz volt eredetileg az erszényekben?

Gondolkodjunk visszafelé! Az 5. erszénybdl az utolso 1épésben a pénz 6todét vettik el, és
1600 F't maradt, igy el6tte 1600 - 2 = 2000 Ft-nak kellett ott lennie, az els6ben pedig most
adtunk hozza 400-at, és igy lett 1600 Ft, vagyis 1200 Ft volt ott.

Még egyet visszalépve, a 4. lépésben a 4. erszénybdl a pénz 6todét tettiik at az 6todikbe, és
igy a negyedikben 1600 Ft maradt, vagyis ott 2000-nek kellett lennie. Az &trakott 400 Ft a
4. erszénybe keriilt, ahol igy 2000 Ft lett, vagyis ott eléz6leg 1600 Ft volt.

A 3. lépésben a 3. erszénybdl raktunk at a negyedikbe, és az el6z6hoz hasonléan 400 Ft-ot
kellett atrakni, a 3. és 4. erszényben pedig el6z6leg 2000, illetve 1600 Ft volt.

Ugyanigy a 2. 1épés el6tt a 2. erszényben 2000 Ft, a harmadikban 1600 F't volt.

Az 1. lépés utanra tehat az erszényekben rendre 1200, 2000, 1600, 1600 és 1600 Ft volt. Az
els6bdl a pénz 6todét tettiik at a masodikba, igy az elsGben eredetileg 1200 - % = 1500 F't
volt, és 300 Ft keriilt 4t a 2. erszénybe, ahol igy 1700 Ft kellett, hogy legyen.

Tehat az erszényekben eredetileg rendre 1500, 1700, 1600, 1600 és 1600 Ft volt. o

8. osztaly, 1. nap Orszagos dontd

1. Mutassuk meg, hogy az

I+t dadt oo
23 4 77799 100

Osszeadas elvégzése utan kapott tort szamlaloja oszthato 101-gyel.

Csoportositsuk az Osszeg tagjait kettesével a kovetkezd modon:

1+ L + 1-+ L +.. 4+ L +-]' =
100 2 99 o 50 51/

_ 101 101 101

-

100~ 2-99 50 - 51
A 101 prim, és nem szerepel az Gsszeg legkisebb k6z0s nevez&jében primtényezGként, hiszen
csak nala kisebb szamok szerepelnek szorzotényezéként. Ezért kdzos nevezdre hozés és egy-
szeriisités utan a szamlalo tovabbra is oszthato lesz 101-gyel, hiszen az 6sszeg minden tagja
oszthat6 101-gyel a szamlaloban. o

2. lgazoljuk, hogy 10 barmely egész kitevji hatvanya felithato két négyzetszam Osszegeként.

A 10 és a 100 felirhato, hiszen 10 = 12 + 32, 100 = 62 +82. A 100 négyzetszam, ezért 100-zal
megszorozva két négyzetszam Osszegét, szintén két négyzetszam Osszegét kapjuk. Példaul
1000 = (10 - 1)? 4 (10 - 3)%. Hasonloan felithat6 az dsszes hatvany.
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10271 = (10" - 1) + (10" - 3)2 = 102 - (12 + 3?);
102" = (10771 6)2 + (10! - 8)2 = 1022 - (62 + §?) (4]

3. Egy foly6 partjan az A és B véaros 20 km-re van egymastol. Egy csonak A-bol B-be és
vissza 10 6ra alatt tette meg az utat. Felfelé 2 km-t tett meg ugyanannyi id6 alatt, mint
lefelé 3 km-t. Mekkora a folyd sebessége?

Jelolje x a folyo, y a csonak sebességét km/h-ban. Ekkor felfelé % 6ra megtenni az utat,

lefelé 2% . Tehéat
yta

20 20
10 = +
y—xr y—+zx
Felfelé¢ 2 km-t y%m ora alatt tesz meg, tehat
23
Yy—x B y+z
Innen y —z = 2(y + x).
Az els6 egyenletbe behelyettesitve :
20 30 50
10 = + -
y+r yt+r y+uw
y+xr=>5
10
—r = —
Y 3
Innen y = 2z = 3. Tehét a foly6 sebessége 2 km/h. (1)

4. Egy derékszogli haromszogrsl tudjuk, hogy az egyik befogéra mint atmérére rajzolt kor az
atfogot 1 : 3 aranyban osztja fel. Mekkordk a hiromszog hegyesszogei?

D jeldlje az atfogd és a koriv A-t6l kiilonb6z6 met-
széspontjat. Thalész tétele miatt CDA< = 90°,
azaz C'D az atfogbhoz tartoz6 magassag, hosszat D
jelolje m. BD hossza legyen x, ekkor DA = 3z. A
BDC és C'DA haromszogek hasonléak, mert sz6-

geik egyenléek. Tehat a megfelels oldalak aranya m

megegyezik, azaz
. m B A
m 3z

Innen m = /3z. (Ezt mondja ki altalanos forma-

ban a magassagtétel.) Az ACD derékszogi haromszog két befogbjanak aranya \/ig, tehét
CAD< = 30°.

A haromszog hegyesszogei tehat 60°, illetve 30°. o

5. Egy négyzetracsos lapon megrajzolunk n olyan téglalapot (n > 1 egész), amelynek oldalai
a racsvonalakkal parhuzamosak. Legfeljebb hany részre osztjak ezek a téglalapok a sikot?

Egy téglalap két részre osztja a sikot, ketts legfeljebb hat részre.
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Egy téglalap egy maésik téglalap oldalait legfeljebb 4 pontban metszheti, ha nincs k6zos
oldaluk. Az n. téglalap keriiletén igy legfeljebb 4(n — 1) db osztopont keletkezhet. Az
osztopontok 4(n — 1) részre bontjak a keriiletét. A keriilet minden darabja kettéoszt egy
korabban Osszefliggd sikrészt, azaz 4(n — 1)-gyel nd a részek szama. Egy sikrészt csak egy
keriiletdarab tud kettéosztani, ezért kevesebb metszéspont, vagy oldalak egybeesése esetén
a részek szama csak kevesebb lehet.

Az els6 téglalap két részre osztja a sikot, ezutan minden tovabbira alkalmazhatjuk a fenti
gondolatmenetet. Tehat n téglalap legfeljebb

(n—1)

2441424 4n—1) =244 D on? _9p 42

részre oszthatja a sikot. o

8. osztaly, 2. nap Orszagos dontd

1. Igazoljuk, hogy ha n > 1 egész szam, akkor az
n+1,2n+1,3n+1,4n+1,...

sorozatban mindig van négyzetszam, és mindig van kébszam is.
A sorozat n + 2. tagja mindig négyzetszam, n® + 3n + 3. tagja mindig kobszam.
m+2n+1=n*+2n+1=(n+1)>
(n*4+3n+3)n+1=n*+3n*+3n+1=(n+1)> (4)
2. A-bol B-be indult egy gyalogos, vele egy idében B-bgl A-ba ugyanazon az tton elindult
egy kerékparos. Egy 6ra milva a gyalogos pontosan a félaton volt A és a kerékparos kozott.

Ujabb 15 perc milva a gyalogos és a kerékparos talalkozott, majd a gyalogos folytatta atjat
B-be. Mennyi ideig tartott a gyalogos utja A-bdl B-be?

Készitsiink abrat!




Megoldasok

XXXIX. verseny 2009-2010.

1 6ra 1 6ra
H <—
A* * * *B
X X y

Jelolje z a gyalogos altal egy ora alatt megtett tavolsagot, y a biciklis altal megtettet. Ekkor
A és B tavolsaga 2x + y.

15 perc az % ora, ez alatt a gyalogos %x, a biciklis }ly tavolsagot tesz meg. Talalkoznak,
tehat negyed ora alatt ketten egyiitt éppen a koztiik 16v6 x tavolsdgot tették meg. Tehat

1
3r =1y
Tehat A és B tavolsaga 5z, ezt a gyalogos 5 6ra alatt tette meg. o

3. Az ABCD négyzet belsejében adjuk meg azokat a P pontokat, amelyekre
AP+ CP = BP+ DP

teljesiil.

Ha P valamelyik kozépvonalon helyezkedik el, akkor jo.

Ugyanis ha a P pont a DC oldal felez6merélegesén van, a DPC és ABP haromszogek
egyenlGszartak, ezért teljesiil az egyenléség.

Ha a P a BC oldal felez6merélegesén van, a BPC' és APD haromszogek egyenlszariak,
ezért teljesiil az egyenlGség.

Be kell még latni, hogy mas pont nem lehet jo.

Legyen P tavolsaga a kozépvonalaktol x és y, feltessziik, hogy = # 0 # 4.

D C D C
b

P AN B

A B A X B

Szimmetria okok miatt elég megvizsgilni a négyzet egy negyedét. Tegyiik fel, hogy AP +
CP = BP + DP, ekkor a Pitagorasz-tétel alapjén

() G o) - (i) -
) o) ) ()




Megoldasok

XXXIX. verseny 2009-2010.

Kétszer egymaés utan négyzetre emelve, rendezve és leosztva 4-gyel, kapjuk, hogy
1 2 . 1 2 1 . 2 N 1 N 2
_— x‘ _— — . — x‘ —
2 g Y 2 g 7Y
1 L ? e ?
— x —_— —
2 g Y

—2xy = 2xy

Kivonva a mindkét oldalon szerepl6 tagokat:

Ez azonban nem teljesiilhet, mert feltettiik, hogy x # 0 # y.
Tehat pontosan a kdzépvonalak pontjaira igaz az egyenlgség. o

4. TIgazoljuk, hogy béarhogyan is adunk meg 51 darab, 100-ndl nem nagyobb pozitiv egész
szamot, mindig ki lehet valasztani koziiliik kett6t gy, hogy a kivalasztottak hanyadosa
2-nek pozitiv egész hatvanya.

Minden pozitiv egész n = s-2F alakba irhato, ahol k nemnegativ egész, s pedig egyértelmiien
meghatarozott paratlan szam. 1 és 100 kézott 50 darab paratlan szam van. 51 szam esetén
a skatulya-elv alapjan lesz 2, amelynek felbontiasdban ugyanaz a pératlan szam szerepel.
Ezek hanyadosa 2-nek pozitiv egész hatvanya lesz, mert a két szam nem lehet egyenld. o




XL. VERSENY 2010-2011.

FELADATOK

w Megyei fordulo

1. Négy szam 0Osszege 109. Ha a méasodik szamot felére csokkentjiik, a harmadikbdl 10-et
elvesziink, a negyediket 6-tal ndveljiik, akkor az els§ szammal egyenls szdmokat kapunk.
Melyik ez a négy szam? °

2. Négy kiilonboz6 szinid szabalyos dobokockadnk van. Hanyféleképpen lehet ezekkel Gsszesen
20-at dobni? O

3. Egy raktarban van 21 azonos méret hord6. Ezek koziil 7 tele van, 7 félig van egy vegyszerrel,
7 pedig iires. Az sszes hordot el kell szallitani 3 teherautoval. Atdnteni a vegyszert nem
lehet. Hogyan kell rakodni, hogy mindharom teherautéra azonos témegt rakomany keriiljon?

4. Az 1,2,3,4,6 és 12 szamok kozé tegyiink + vagy — jeleket tgy, hogy az 0sszeg 0 legyen. o

\ J

M Megyei fordulo

1. Melyik az a legkisebb pozitiv egész szam, amelynek tizes szamrendszerbeli alakjaban a szam-
jegyek Osszege 20117 o

2. Adott az ABC szabdalyos haromszog. Ebbe beleirunk egy PQR szabalyos haromszoget (P
az AB, QQ a BC, R a C'A oldalon van) tgy, hogy PQ meréleges AB-re, RQ merdleges BC-re
és PR merGleges AC-re. Milyen ardnyban osztjék a P, (), R pontok a megfelel§ oldalakat?

3. Van 72 darab egyforma (egybevago) kis kockank. Ezekbdl téglatestet kell épiteni tgy, hogy
mindet felhaszndljuk. Hanyféle kiilonb6zé téglatest épithets a 72 kis kockabol?

4. Az 1,1 L 11 L gamok kozé tegyiink + vagy — jeleket gy, hogy a kapott dsszeg 0 legyen.

727374767 12




Feladatok

XL. verseny 2010-2011.

1. Egy tizes szdmrendszerben felirt haromjegyd szam elé irunk egy szamjegyet, igy az eredeti
szam 9-szeresét kapjuk. Melyik lehetett a kapott négyjegyii szam?

2. Adott egy ABCD konvex négyszog. A P, a @), az R és az S pontok legyenek sorra az AB,
BC, CD, DA oldalak felez6pontjai. Hanyadrésze a PQRS négyszog teriilete az ABC'D
négyszog teriiletének? o

3. Szamitsuk ki a kdvetkez6 szorzat értékét, ha n > 0 egész szam:

(1+%)(1+ﬁ>(1+3—2>-----(1+m) (9

4. Az ABC héaromszéghben BAC'<t = 40°. A haromszog belsejében felvesziink egy P pontot ugy,
hogy a BPC< = 110°. A BP szakasz felez6merdlegese (Q-ban metszi AB-t, a PC' szakasz
felezémerdlegese R-ben metszi AC-t. Igazoljuk, hogy @), P és R egy egyenesre illeszkedik.

©

5. Adjunk meg a tizes szdmrendszerben olyan tizjegyi szamot, amelynek els6 jegye a szamban
a 0-s szamjegyek szamét, masodik jegye az 1l-es szamjegyek szaméat és igy tovabb, tizedik
jegye a szdmban a 9-es szdmjegyek szamat jeloli. o

\.

w Megyei fordulo

J

1. Melyek azok az n > 0 egész szamok, amelyekre n* + n? 4 1 primszam? ()

2. Az A és B varos tavolsaga koztaton 540 km. A-bol reggel 8 érakor indul egy aut6 B-be, B-
b6l 10 érakor indul ugyanezen a napon, ugyanezen az dton egy masik autdé A-ba. A késébb
indul6 aut6 sebessége 20 km/o6raval nagyobb az elébb induloénal. 13 orakor talalkoznak.
Szamitsuk ki az autok sebességét, és azt, hogy mekkora utat tettek meg a taladlkozasig. o

3. Az ABCD paralelogramma AB, illetve BC' oldalara kifelé megszerkesztjiik az ABP, illetve
BCQ) szabalyos haromszogeket. [gazoljuk, hogy PQD is szabilyos haromszog. o

4. Tgazoljuk, hogy tetszbleges n > 0 egész szamhoz van olyan tizes szdmrendszerbeli
11...10...0 alaka szam, amely oszthat6 n-nel. o

5. Legyen k > 0 egész szam. Igazoljuk, hogy a
kEk+1,k+2,...,2k

szamok kozott van négyzetszam. o

8. osztaly Megyei fordulé




Feladatok

XL. verseny 2010-2011.

5. osztaly, 1. nap Orszagos dontdé

1. Melyik az a legkisebb pozitiv egész szam, amely 2-vel, 3-mal, 5-tel és 67-tel osztva mindig 1
maradékot ad? °

2. Egy dobozban piros és kék golyok vannak. Ahhoz, hogy a talalomra kihizott golyok kdzott
biztosan legyen piros, legkevesebb 5 golyét kell kihtzni. Ahhoz, hogy a biztosan legyen
koztiik kék, legkevesebb 6 golyot kell kivenni. Hany piros és hany kék goly6 van a dobozban?

3. Van 12 db szamkartyank, 4 db 5-6s, 4 db 3-as, 4 db 2-es. Allits ezekbdl ossze 4 kiilonbozé
haromjegyi szamot tgy, hogy ezek Osszege a lehetd legnagyobb legyen. o

4. Egy téglalapot az abran lathatdo modon osztottunk fel kiillénbozé méretii négyzetekre. (3-3
egybevago, egyforma ezek koziil.) A kozépsé mérett négyzet oldalhossza 4 egység. Hataroz-
zuk meg a téglalap oldalainak hosszat.

©

\ J

5. osztaly, 2. nap Orszagos dontd

1. Egy turista minden nap elkoltotte még meglévs pénze felét, és még 500 Ft-ot. Igy a pénze
a negyedik napon elfogyott. Mennyi pénze volt, amikor megérkezett?

2. Az abran lathaté négyzetben a fehér és a satirozott savok szélessége azonos. A négyzet
teriiletének hanyadrésze fehér?

©

3. Hatarozzuk meg az
X=1-2-3-4-----2009 + 2011

szamnak a 2010-zel val6 osztasi maradékat. o

4. Az 1-nél nem kisebb és 1000-nél nem nagyobb egész szamok kozott hany olyan van, amely
paros, de a tizes szdmrendszerben felirt alakjaban a szamjegyek Gsszege péaratlan? o




Feladatok

XL. verseny 2010-2011.

6. osztaly, 1. nap Orszagos donté

1. Egy haromjegyd, tizes szdmrendszerben felirt
szam a szamjegyei Osszegének 15-sz6rose. Melyik
ez a szam? o

2. Egyszerisitsiik a kovetkezs torteket:

12 1212 121212 o
39739397 393939

3. Héany olyan négyjegyii szdm van a tizes szamrend- A

szerben, amely legfeljebb 2 kiilonb6z6 szamjegyet

tartalmaz? o B

4. Az &bran egy céltabla lathato. Célba 16véskor
a pontszamok forditottan aranyosak az eltalalt C
tablarész teriiletével. Tudjuk, hogy a B rész 6
pontot ér. Mennyit ér az A, a C és a D tertilet- D

rész? °

\ J

6. osztaly, 2. nap Orszagos dontd

1. Egy haromjegyt és egy kétjegyi tizes szamrendszerben felirt szdm 6sszege 168. Ha mindkét
szamban megforditjuk a szamjegyek sorrendjét, akkor az igy kapott szamok Osszege 375.
Melyik ez a két szam?

2. Egy csaladban az apa életkora 5 évvel kevesebb, mint az anya és a fit életkoranak Gsszege.
Hét év milva, amikor az anya héromszor olyan idGs lesz, mint a fi, harmuk életkoranak
Osszege 108 év lesz. Hany évesek most a csaladtagok? o

3. Egy dobozban 500-nal kevesebb goly6 van. Ha a golyokat négyesével, 6tosével vagy hetesével
csoportositjuk, mindig 3 golyé marad ki. Ha kilencesével csoportositjuk a golydkat, akkor
nem marad ki egy sem. Hany goly6 van a dobozban?

4. Rajzolj olyan konvex négyszoget, amelynek nincsenek parhuzamos oldalai, és fel lehet bon-
tani négy egybevago (egyforma) haromszogre.




Feladatok

XL. verseny 2010-2011.

1. Tudjuk, hogy p,p + 4, p 4+ 14 primszamok. Mi lehet p értéke? o

2. Igazoljuk, hogy a
71 — 137 4+ 2010

713 + 137 4201110
tort egyszertsithetd. o

3. Az A varosbdl a B varosba vezet6 Ut emelked6kbdl és lejtckbdl all. Egy kerékpéaros A-bol
B-be 3 o6ra alatt ért, visszafele ugyanezen az tton B-b&l A-ba 20 perccel tovabb tartott az
utja. Emelked6n 20 km/ora, lejtén 30 km/ora volt a sebessége. Hany kilométer az A és B
varos kozotti tavolsag? o

4. Adott az ABC' hegyesszogti haromszog. Az A pontban merdélegest allitunk AC-re, és erre
ramérjiik az AC = AP szakaszt. Ugyancsak mer6legest allitunk az A-ban AB-re, erre
ramérjiik az AB = AQ szakaszt (a P és B az AC egyenes, a C és Q az AB egyenes
kiillonb6z6 oldalan vannak). Igazoljuk, hogy PB = QC, és PB merGleges QC-re.

5. A kovetkez6 végtelen szamharomszogben a pozitiv egész szamok talalhatok.

a) Melyik szam all a 2011. sor végén?
b) Hanyadik sor hanyadik helyén all a 20117

©

\.

7. osztaly, 1. nap Orszagos donté

J

1. Melyik az a tizes szdmrendszerbeli haromjegy( szam, amelynek 7-szerese egy pozitiv egész
szam harmadik hatvanya (kébe)?

2. Jelolje H az els6 111 pozitiv egész szamot tartalmazo halmazt. Egy lépésben a H két elemét
elhagyjuk, és helyettiik beirjuk H-ba a két elem kiilonbségét (a nagyobbol vonjuk ki mindig
a kisebbet, ha egyenl6k, akkor természetesen 0-t irunk be). A 110. 1épés utdn megmarado
egyetlen H-beli elem paros vagy paratlan? o

3. Igazoljuk, hogy ha egy derékszogi haromszog egyik szoge 15°, akkor az atfogdhoz tartozo
magassag negyede az atfogonak. o

4. Valaki leirt 503 egyméast kovets pozitiv egész szamot a tizes szamrendszerben, igy Osszesen
2011 szamjegyet irt le. Melyik volt az els6 és melyik az utolso leirt szam?

7. osztaly, 2. nap Orszagos donté




\

8. osztaly, 1. nap Orszagos donté

Feladatok

XL. verseny 2010-2011.

1. Adjunk meg olyan p primszamot, hogy p? — 6 és p? + 6 is primszam legyen. o

2. Tgazoljuk, hogy a derékszogili haromszogben a két befogd hosszanak Gsszege a haromszoghbe
és a haromszog koré irt kor atmérGjének osszegével egyenld. o

3. Az A-bél B-be vezet6 ut 11,5 km hosszi. ElGszor emelkedén vezet, ezutén vizszintes szakasz
jon, majd lejté kovetkezik. A-bol B-be egy gyalogos 2 6ra 54 perc alatt tette meg az utat,
visszafelé B-b6l A-ba ugyanez az ut 3 ora 6 percig tartott. Emelkedén 3 km/ora, vizszintes
terepen 4 km /ora, lejtén 5 km/ora sebességgel ment. Milyen hosszi volt a vizszintes rész az

A-bodl B-be vezets tton? o

4. Egy haromszog oldalainak hossza 5,12, 13 egység. Hany olyan pont van a haromszog belse-
jében, amelynek az oldalaktol mért tavolsiga egész szam? o

5. A0,1,2,3,...,8,9szamjegyekbdl allitsunk Ossze 5 db kétjegyi tizes szamrendszerbeli szamot
ugy, hogy az 5 szam szorzata a lehetd legnagyobb legyen. o

J

8. osztaly, 2. nap Orszagos dontd

1. Igazoljuk, hogy ha p primszam, és 5p® —2 is primszam, akkor 5p* —4 és 5p?+2 is primszamok!

©

2. Az ABCD trapéz két parhuzamos oldala AB és C'D. Igazoljuk, hogy
AC? + BD? = AD? + BC? + 2AB - CD. ()

3. Egy kor keriiletére felirtak 13 pozitiv egész szamot. Tudjuk, hogy barmely 4 szomszédos
szam Osszege legfeljebb 21, és barmely 5 szomszédos szam Osszege legalabb 26. Szamitsuk
ki a 13 szdm Osszegét! O

4. A kovetkez6 végtelen szamhéaromszogben a paratlan pozitiv egész szamok taldlhatok.
a) Melyik szam &ll az n. sor végén?
b) Mennyi az n. sorban all6 szamok sszege?
¢) Mennyi az els6 n sorban allo szamok Gsszege?

1

13 15 17 19




XL. verseny 2010-2011.

w Megyei fordulo

1.

MEGOLDASOK

Négy szam 0Osszege 109. Ha a mésodik szadmot felére csdkkentjiik, a harmadikbol 10-et
elvesziink, a negyediket 6-tal noveljiik, akkor az els§ szammal egyenl§ szamokat kapunk.
Melyik ez a négy szam?

A feladat szévege szerint a+b+c+d = 109 és a = g =c¢—10 = d+6. Azaz b = 2a, c = a+10,
d = a — 6. Ezeket az els6 egyenletbe frva a +b+c+d =a+2a+ (a+ 10) + (a — 6) = 109,
innen a = 21 addédik. A négy szam tehat 21,42, 31, 15.

Négy kiilonbo6z6 szind szabalyos dobokockank van. Hanyféleképpen lehet ezekkel Gsszesen
20-at dobni?

35-féleképpen. Ha nem dobunk 6-ost, akkor minden kockéval 5-0st kell dobnunk, ez 1 eset.
Ha egy 6-ost dobunk, akkor a maradék harom kockan 5,5,4 kell, hogy legyen. Ez 12 eset,
mert a 6-0s kocka szine négyféle lehet, és ha ezt rogzitjiik, akkor a 4-es kocka szine 3-féle
lehet. Ha két 6-ost dobunk, akkor a maradék két kocka vagy 5,3 (ez 12 eset mint az elgbb)
vagy 4,4 lehet(ez 6 eset, mert a négy szinbdl kettét hatféleképpen lehet kivalasztani). Ha
harom 6-ost dobunk, akkor az utols6 kockan 2 kell, hogy legyen. Fz 4 eset, hiszen a 2-es
kocka szine négyféle lehet. Ha négy 6-ost dobnank az 6sszeg mar til sok lenne. o

Egy raktarban van 21 azonos méretii hord6. Ezek koziil 7 tele van, 7 félig van egy vegyszer-
rel, 7 pedig iires. Az Gsszes hordot el kell szallitani 3 teherautéval. Aténteni a vegyszert
nem lehet. Hogyan kell rakodni, hogy mindharom teherautéra azonos tomegil rakomény
kertiljon?

Mivel a hordok silyat nem ismerjiik, minden teherautéra hét hordét tovabba harom és fél
hordényi vegyszert kell tenni (hiszen Gsszesen 7 + 7 - % = 10,5 hordonyi vegyszer van, igy
egy autora a harmada, azaz 3,5 hordonyi kell, hogy keriiljon). Azaz, minden teherautora
kell egy félig tele hordot tenni. A maradék 4 félig tele hordonél valaszthatunk. Vagy egy
teherautora keriil mind, vagy két teherautora is keriil két félig tele hord6. Innét a maradék
hordok felrakasa egyértelmt, és a kovetkezd két megoldas adodik:

els6 auté:D, mésodik:DDD, harmadik:DDD;
s autes ST ] ], masoci SR ], havmacic F[R T

Megjegyzés. A versenyen elég volt egy megoldas megtalalasa. o

Az 1,2,3,4,6 és 12 szamok kozé tegyiink + vagy — jeleket tgy, hogy az Gsszeg 0 legyen.

A 12 és a 3 nem lehet azonos elGjel, mert 12 +3 > 1+ 2 + 4 + 6. Hasonléan a 12 és a
3,4,6 is kiilonb6z6 elGjelid. Ebb6l némi probalkozassal adodik, hogy:

1-2+3+4+6—12=0. (1)




Megoldasok

XL. verseny 2010-2011.

M Megyei fordulé

1. Melyik az a legkisebb pozitiv egész szam, amelynek tizes szidmrendszerbeli alakjaban a
szamjegyek Osszege 20117

Ha két szam koziil az egyiknek kevesebb szamjegye van, akkor biztosan kisebb, mint a
mésik. Ebbdl kovetkezGen elsGsorban az a célunk, hogy a szidmnak minél kevesebb jegye
legyen. A szam legalabb 224-jegyti, ugyanis 223 - 9 = 2007 < 2011, igy ha minden jegye
9-es lenne, akkor sem lehetne a jegyek Osszege 2011. Ha mar tudjuk, hogy héany jegyi a
szam, akkor annal kisebb lesz, minél kisebb az els§ szamjegye. Az elsé szdmjegy legalabb
4, hiszen az el6bb lattuk, hogy 223 darab 9-es szamjegy a jegyosszegben 2007-et ad, vagyis
a maradék jegynek legalabb 4-nek kell lennie. Az els6 szamjegy minden esetben nagyobb
lenne ennél, ha a szam 224-jegyt, ezért a legkisebb lehetséges szam a

4999 ...9999 . (1)

223 darab

2. Adott az ABC szabalyos haromszog. Ebbe beleirunk egy PQR szabélyos haromszoget (P
az AB, Q a BC, R a C'A oldalon van) tgy, hogy PQ meréleges AB-re, R(Q) meréleges BC-re
és PR mer6leges AC-re. Milyen aranyban osztjdk a P, (), R pontok a megfelels oldalakat?

Mivel PQQ | AB, és a B-nél 1év6 szog 60°, ezért

a PQBA egy szabalyos haromszog fele, mégpedig

gy, hogy

C

QB =2-PB.
Q Hasonléan kapjuk, hogy

RC = 2-QC
PA = 2-RA.
Ezekbdl egyiittesen pedig kovetkezik, hogy a

A - B P,Q, R pontok 1 : 2 aranyban osztjak a megfele-
16 oldalakat. (1)

3. Van 72 darab egyforma (egybevago) kis kockank. Ezekbdl téglatestet kell épiteni ugy, hogy
mindet felhasznaljuk. Hanyféle kiilonb6z6 téglatest épithetd a 72 kis kockabol?

Ha a téglatest oldalai a,b és ¢, akkor nyilvan abc = 72. Ezen kiviil még azt is tudjuk, hogy
a,b és c egész szamok. Szisztematikusan soroljuk fel a lehetGségeket az oldalak novekvd
sorrendjében. (Ha ugyanaz a szamharmas szerepel mas sorrendben, akkor az ugyanazt a
téglatestet jelenti, vagyis az nem 1j megoldéas.) A lehetGségek:

-1-7212-2-1813-3-8
- 36 213-4-6
24
- 18
- 12
-9

N DN DN
DD = W

-1
-9
0]

—_ = = = = =

Q0 O = W o

Osszesen tehat 12 kiilonbozs téglatest készithetd. o
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Megoldasok
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4.

Az 1, %, %, }L, %, % szamok kozé tegylink + vagy — jeleket tigy, hogy a kapott 6sszeg 0 legyen.

Kitarté probalkozas utan az alabbi eredményre juthatunk:

Egy masik megoldasi lehetGség, hogy kozos nevezdre hozunk (ami 12), és akkor az 1, 2, 3,
4, 6, 12 szamokat, vagyis a kapott szamlalokat kell két csoportra osztanunk gy, hogy a két
csoportban a szamok Osszege megegyezzen. A szamok Osszege 28, vagyis két 14-es csoportra
kell bontani, igy a 2 és a 12 keriil egy csoportba, ami épp a fenti eredményt vagy annak
ellentettjét adja.

J

— (e ]

1.

Egy tizes szamrendszerben felirt hiromjegy(i szam elé irunk egy szamjegyet, igy az eredeti
szam 9-szeresét kapjuk. Melyik lehetett a kapott négyjegyi szam?

Legyen a haromjegyi szam A, a szamjegy, amit elé frunk pedig n. Ekkor azt tudjuk, hogy

9A = 1000n + A, azaz
8A = 1000m, tehat
A = 125n.

Tehat A tébbszorose 125-nek és haromjegy, igy lehetséges értékei: 125, 250, 375, 500, 625,
750, 875. Ezek mind adnak is j6 megoldést, amik rendre: 1125, 2250, 3375, 4500, 5625,
6750, 7875.

Adott egy ABC'D konvex négyszog. A P, a (), az R és az S pontok legyenek sorra az AB,
BC, CD, DA oldalak felez6pontjai. Hanyadrésze a PQRS négyszog teriilete az ABC'D

négyszog teriiletének?

Az ABC/A-ben a P(Q) szakasz kozépvonal, ami
azt jelenti, hogy PQ | AB és PQ hossza
fele AB hosszanak. FEz azt is jelenti, hogy
az ABC/A-ben az AB-hez tartoz6 magassig
hossza kétszerese a PQQ B/A-ben a P(Q)-hoz tar-
toz6 magassagnak, igy az ABC/A teriilete 4-
szerese a PQ)B/A-nek. Hasonl6an adodik, hogy
az AC DA teriilete négyszerese az S RD/A-nek.
Ebbdl egyiittesen azt kapjuk, hogy a PQBA

és SRDA teriilete egyiittesen negyede az ABC'D négyszog teriiletének.
Ugyanezt a gondolatmenetet kovetve arra juthatunk, hogy az ASPA és RQC /A egyiittes

teriilete negyede az ABC'D négyszog teriiletének. Igy a 4 haromszog egyiittes teriilete fele
a négyszog teriiletének, vagyis ami megmarad, az is fele. De a haromszogek elhagyasa
utan éppen a PQ RS négyszdg marad, amire igy azt kaptuk, hogy fele az ABCD négyszig
teriiletének.

Megyei forduld
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3. Szamitsuk ki a kovetkezs szorzat értékét, ha n > 0 egész szam:

(o) () ) ()

Ha a szorzat egy altalanos tényez§jét tekintjiik, és kozos nevezdre hozzuk, akkor a kovetkezst
kapjuk:
1 k(k+2)4+1 K +2k+1  (k+4+1)

YR T Rkt kht2)  kEt2)

Ezt az észrevételt felhasznalva a keresett szorzat az alabbi moédon irhato fel:

22 32 42 (n + 1)?2
1-3 2-4 3-5 n(n+2)

Ha ezt megvizsgaljuk, akkor lathato, hogy a szamlaloban minden négyzetszam 32-t6l n2-ig
kiesik, hiszen a két szomszédos nevezs tartalmazza a megfelels tényezst. A 22 és (n + 1)2
esetén csak egy szomszéd van, igy egyszertisités utan ezekbdl megmarad egy-egy tényezd,
vagyis a szamlalé 2(n + 1) lesz. Igy viszont a nevezében is szinte minden elttinik, kivéve a
két szélsé tényezGt. A bal széls6 1, ami nem szamit ebben az esetben, a jobb széls6 pedig
n + 2. Vagyis a tort értéke egyszertibb alakban:

2(n+1). o

n+ 2

4. Az ABC haromszoghen BAC< = 40°. A haromszog belsejében felvesziink egy P pontot
ugy, hogy a BPC< = 110°. A BP szakasz felez6mer6legese (Q-ban metszi AB-t, a PC
szakasz felezémerélegese R-ben metszi AC-t. Igazoljuk, hogy @), P és R egy egyenesre
illeszkedik.

Mivel a @ pont rajta van a BP szakaszfelezd merélegesén, ezért
a BPQA egyenlészari. Ugyanez elmondhaté a CPRA-re is.
Legyen a BQPA két alapon fekvls, egyenld szoge «, illetve a
PRCA két alapon fekvs, egyenls szoge (5. (Az abréan ezeket a
szogeket kékkel, illetve pirossal jeloltiik.) Ekkor az AQR< = 2a,
hiszen a BPQA kiils§ szoge. Ugyanigy ARP< = 23. Ekkor
viszont tekintve az AQ RA-et, azt kapjuk, hogy

20 + 23 + 40° = 180°.

Amibél azt kapjuk, hogy
a+ 3 =70°
Ekkor viszont, felhasznalva, hogy BPC< = 110° kapjuk, hogy
BPQ< +110°+ CPR< = o+ 110° 4+ 8 = 180°,

vagyis a @), P és R pontok egy egyenesre esnek. o
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5. Adjunk meg a tizes szamrendszerben olyan tizjegyi szdmot, amelynek elsé jegye a szdmban
a 0-s szamjegyek szamét, masodik jegye az 1-es szdmjegyek szdméat és igy tovabb, tizedik
jegye a szamban a 9-es szamjegyek szamét jeloli.

Moédszeres probalgatast kovetGen az alabbi eredményre juthatunk: 6210001000. O

\.

J

8. osztaly Megyei fordulo

1. Melyek azok az n > 0 egész szamok, amelyekre n* + n? + 1 primszam?

nttnft+l=n'+2n +1-n=n*+1)°—nP=m*+1+n)(n*+1-n)
Tehat a kifejezést sikeriilt szorzatta alakitani. Mindkét tényezd pozitiv, ezért ha n* +n? 41
primszam, akkor az egyik tényezs biztosan 1. Mivel n > 1, ezért n? + 14 n > 3, tehat ez
a tag nem lehet egyenls 1-gyel. Ha n? +1 —n = 1, akkor n = 1, vagy 0. Utobbit a feladat
feltételei kizarjak. Ha n = 1, akkor n* + n? + 1 = 3 valoban primszam. Egyéb esetekben a
fentiek alapjan n* +n? + 1 két 1-nél nagyobb szam szorzatéra bomlik, ezért biztosan nem
primszam. Tehat az 1 az egyetlen pozitiv egész, amelyre n* + n? + 1 primszam. o

2. Az A és B varos tavolsaga koziton 540 km. A-bol reggel 8 6rakor indul egy autd B-be, B-
b6l 10 6rakor indul ugyanezen a napon, ugyanezen az uton egy maéasik auté A-ba. A késébb
indul6 auté sebessége 20 km/oraval nagyobb az elgbb indul6énal. 13 6rakor talalkoznak.
Szamitsuk ki az autok sebességét, és azt, hogy mekkora utat tettek meg a talalkozasig.

Az A-bdl induld auté sebességét jeldlje v km /h-ban megadva. Ekkor a méasik auto sebessége
v+ 20 km/h. A talalkozasig egyiitt Osszesen 540 km-t tesznek meg, az elsé autod 5 oraig,
a masodik 3 ordig megy. A megtett Ut a sebesség és az eltelt id6 szorzata, tehat 540
km= 5h-v + 3h-(v + 20 km/h). Az egyenletet megoldva kapjuk, hogy v = 60 km/h. Tehat
az els6 auto sebessége 60 km/h és 300 km-t tett meg a talalkozésig, mig a masodik auto
sebessége 80 km/h és 240 km-t tett meg a talalkozésig. o

3. Az ABCD paralelogramma AB, illetve BC oldalara Q
kifelé megszerkesztjiikk az ABP, illetve BC'(Q) szabé-
lyos haromszogeket. [gazoljuk, hogy PQD is szaba-
lyos haromszog.

Legyen BAD< = BCD< = a. Ekkor ABC< = B C
180° — a. A paralelogramma szemkozti oldalai p
egyenl§ hossziak és BCQ), illetve ABP szabalyos
haromszogek, ezért AD = CB = CQ = BQ és
DC = AB = AP = PB. DAP< = «a + 60°,
PBQ< = 360° — (180° — a) — 60° — 60° = « + 60°,
DCO< = a + 60°. Tehat az ADP, BQP, és CQD A D
haromszogek egybevagobak, mert két-két oldaluk és a kozrezart szog egyenld.

Igy ezen haromszogek harmadik oldala is egyenls hosszu, azaz DP = QP = QD, ami éppen
azt jelenti, hogy a DP(Q) haromszog is szabalyos haromszog.
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4. Igazoljuk, hogy tetszGleges n > 0 egész szamhoz van olyan tizes szdmrendszerbeli
11...10...0 alakt szdm, amely oszthaté n-nel.

Vizsgaljuk az 11...1 alakt szdmok n-nel valé osztasi maradékat. Képezziink sorozatot az
1,11,111, ... szamok osztasi maradékaibol. A maradékok kisebbek n-nél, ezért skatulya-elv
miatt a sorozat els§ n + 1 tagja kozott biztosan lesz két egyforma. Tehat 11...1 és

r db
11...1 osztasi maradéka megegyezik, igy kiilonbségiik oszthato n-nel. Két ilyen alakt szdm

s db
kiilonbsége éppen a kivant alakt, ezzel igazoltuk az allitast. o

5. Legyen k > 0 egész szam. Igazoljuk, hogy a
kk+1,k+2...,2k

szamok kozott van négyzetszam.

Ha egy szomszédos egész szamokbol &ll6 sorozat nem tartalmaz négyzetszamot, akkor
a sorozat tagjai biztosan két szomszédos négyzetszam kozé esnek. Tudjuk, hogy m? és
(m + 1)? kiilonbsége 2m + 1. k < 4 esetén az allitas nyilvan igaz. Ha a sorozat nem
tartalmaz négyzetszamot, valamely m pozitiv egész szamra 2m + 1 > k + 1 sziikséges, hogy
teljesiiljon. Ekkor atrendezve és négyzetre-emelve kapjuk, hogy

k‘2

2
m->— >k

4
teljesiil £ > 4 esetén. Tehat a kisebbik négyzetszamnak nagyobbnak kellene lennie k-nél, de
igy nem eshet a sorozat Osszes tagja e két négyzetszam kozé. Tehat nem fordulhat el, hogy
nem tartalmaz négyzetszamot, azaz minden esetben tartalmaz négyzetszamot a sorozat.

5. osztaly, 1. nap Orszagos donté

1. Melyik az a legkisebb pozitiv egész szam, amely 2-vel, 3-mal, 5-tel és 67-tel osztva mindig
1 maradékot ad?

Az 1 a legkisebb ilyen szam.

Megjegyzés. A keresett szambol vonjunk ki 1-et. Ez a szadm oszthato 2-vel, 3-mal, 5-tel
és 67-tel is. Mivel ezeknek a szdmoknak nincsen kozos osztojuk, a keresett szam oszthatd
2-3-5-67=2010-zel. Azaz a ,masodik legkisebb” ilyen szam a 2011. O

2. Egy dobozban piros és kék golyok vannak. Ahhoz, hogy a taldlomra kihtizott golyok kozott
biztosan legyen piros, legkevesebb 5 golyot kell kihiizni. Ahhoz, hogy biztosan legyen koztiik
kék, legkevesebb 6 golyot kell kivenni. Hany piros és hany kék goly6 van a dobozban?

Ot goly6 kozott van piros, igy legfeljebb 4 kék lehet. Hat golyo kozott van kék, igy legfeljebb
5 piros lehet. Kevesebb goly6 kihtizdsdnal ez nem garantalt, tehat a dobozban 4 kék és 5
piros goly6 van. O
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3. Van 12 db szamkartyank, 4 db 5-Gs, 4 db 3-as, 4 db 2-es. Allits ezekbdl ssze 4 kiilonbozé
haromjegyi szamot tgy, hogy ezek Osszege a lehetd legnagyobb legyen.

Ha minden haromjegyt szam 5-0ssel kezd&dik, akkor a 4 szdm Gsszege legalabb 4-522 = 2088.
Ha valamelyik szadm nem 5-Gssel kezd6dik, akkor ez legfeljebb 355, a masik harom pedig
legfeljebb 555, azaz Gsszegiik legfeljebb 3 - 555 + 355 = 2020. Mivel 2088 > 2020, a négy
haromjegyt szam Osszege akkor lehet a legnagyobb, ha mind 5-6ssel kezd&dik. A négy szam
kiilonb6z6, ez csak egyféleképpen lehet: 533,532, 523, 522.

4. Egy téglalapot az abran lathaté modon osztottunk fel kiilonb6z6 mé-
retd négyzetekre. (3-3 egybevago, egyforma ezek koziil.) A kozépsd
méret négyzet oldalhossza 4 egység. Hatarozzuk meg a téglalap ol-
dalainak hosszat.

A 4 egység oldalhossztisdgi négyzet alatt 3 kis négyzet van. Ezek

oldalhossza % kell, hogy legyen. Igy a téglalap fiiggGleges oldala

4 + % = %. A téglalap bal oldalan 3 négyzet van egymas felett. Ezek

oldalhossza %8 kell, hogy legyen. Igy a téglalap vizszintes oldala 4 + 10 = 2. (1)

5. osztaly, 2. nap Orszagos donté

1. Egy turista minden nap elkéltétte még meglévs pénze felét, és még 500 Ft-ot. Igy a pénze
a negyedik napon elfogyott. Mennyi pénze volt, amikor megérkezett?

A turista a negyedik napot tehat 1000 Ft-tal kezdte, mivel &200 — 500 = 0. Igy a turista a
harmadik napot 3000 Ft-tal kezdte, mivel % — 500 = 1000. A turista a méasodik napot
7000 Ft-tal kezdte, mivel T2 — 500 = 3000. Végiil a turista az elsé napjat 15000 Ft-tal

kezdte, mivel 123% — 500 = 7000. A turista tehat 15000 Ft-tal érkezett meg. o

2. Az abran lathato négyzetben a fehér és a satirozott savok szélessége
azonos. A négyzet teriiletének hanyadrésze fehér?

Hosszabbitsuk meg a vizszintes és a fiigg6leges szakaszokat. (Klikkel]
az abrara! (Adobe Reader kell ehhez!)) Igy a négyzetet 36 kis négyzetre
vagjuk szét. Ezek koziil 1 +5 49 = 15 lesz fehér. Tehéat a négyzet
teriiletének $2-od része fehér. o ||

3. Hatéarozzuk meg az
X=1-2-3-4----- 2009 + 2011

szamnak a 2010-zel valo osztasi maradékat.

Mivel az 1,2, 3,4, ...,2009 szamok kozott szerepel a 10 és a 201 is, igy 1-2-3-4----- 2009
oszthato 10-201 = 2010-zel. Tehat X 2010-zel vald osztasi maradéka 2011 osztasi maradéka

lesz, ami 1. o
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4. Az 1-nél nem kisebb és 1000-nél nem nagyobb egész szadmok kdzott hany olyan van, amely
paros, de a tizes szdmrendszerben felirt alakjaban a szamjegyek Gsszege paratlan?

El6szor oldjuk meg 0 < =z < 999 egész szamokra. Ennek az az el6nye, hogy minden ilyen
szamot leirhatunk egy pontosan haromjegyt szammal, ahol az els§ jegy is lehet 0. (Példaul
4 helyett 004-et irunk. Paros vagy paratlansag, illetve jegyOsszeg szempontjabol nem
valtozik semmi.) Az egyesek helyén 0,24, 6,8 lehet csak, mivel a szam péaros kell, hogy
legyen. Ez 5 lehetGség. A tizesek helyére a 10 szamjegy barmelyike keriilhet. Ha az egyesek
és tizesek helyére irt jegyek Osszege paratlan, akkor a szazasok helyére péaros jegyet kell
tenni (5 lehetdség), hogy a haromjegyt szam szamjegyeinek Osszege paratlan legyen. Ha
az utolso két jegy Osszege paros, akkor a szdzasok helyére paratlan jegyet kell tenni (5
lehetGség). Tehat a 0 < x < 999 egész szamok kozott 5 - 10 - 5 = 250 a feladat feltételeinek
megfelel§ szam van. Mivel 1000 paros szam, rdadasul jegyosszege paratlan, igy 251 a feladat
feltételeinek megfelel6 szam van. o

6. osztaly, 1. nap Orszagos dontdé

1. Egy haromjegyt, tizes szdmrendszerben felirt szam a szamjegyei Osszegének 15-szorose.
Melyik ez a szdm?

Legyen a haromjegyti szam abe. A feltétel alapjan tudjuk, hogy
100a + 10b+ ¢ = 15(a + b + ¢),

amibdl kovetkezik, hogy
85a — bb = 14c.

Mivel a bal oldal oszthat6 5-tel, ezért a jobb oldal is. Mivel ¢ egy szdmjegy, ezért ez csak tgy
lehetséges, ha ¢ = 0 vagy ¢ = 5. A ¢ = 0 eset nem ad j6 megoldést, mert ekkor 17a = b lenne,
ami szamjegyekrdl lévén szo, csak tgy teljesiilhet, ha a és bis 0. A ¢ = 5 esetben kapunk jo
megoldast, hiszen ekkor 85a = 5b + 70 és mivel a és b tovabbra is szamjegyek, ezért a csak
1 lehet. Ekkor b = 3, vagyis az egyetlen megoldas a 135. Ellendrizve: 135 = 15- (1 + 3+ 5).

2. Egyszertsitsiik a kdvetkez6 torteket:

12 1212 121212
39739397 393939

Mivel
1212...12 4-3030...30 4

3939...39 13-3030...30 13’
ezért mindegyik tort értéke %. o
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3. Hany olyan négyjegyil szam van a tizes szdmrendszerben, amely legfeljebb 2 kiilonbo6z6
szamjegyet tartalmaz?

Olyan négyjegyi szambol, ami csak egyféle szamjegyet tartalmaz pontosan 9 darab van.
Ezek a kovetkezGk: 1111,2222,3333,...,9999.

Nézziik azokat a négyjegyl szamokat, amikben két kiilonb6z6 szamjegy van. Legyen ez
a két szdmjegy b és c. Ha feltessziik, hogy b az els§ szamjegy, akkor 7 kiilénb6z6 szam
lehetséges:

bebb, bbeb, bbbce, beeb, bebe, bbec, beec.

Nézziik, hanyféle lehet b, illetve ¢ értéke. Mivel egy szam nem kezdGdhet O-val, igy b értéke
9-féle lehet. Ha rogzitettiik b-t, akkor azt az értéket ¢ mar nem veheti fel, viszont lehet 0,
igy c értéke is 9-féle lehet. Ez Osszesen 9-9 = 81 lehetGség b és ¢ értékének megvalasztasara.
Minden esetben van 7 kiilonb6z6 szdm, igy ilyen szambol 81 -7 = 567 kiilénb6z6 van. Vagyis
Osszesen 9 + 567 = 576 szam felel meg a feltételeknek.

4. Az abran egy céltabla lathato. Célba l16véskor
a pontszamok forditottan ardnyosak az eltalalt
tablarész teriiletével. Tudjuk, hogy a B rész 6
pontot ér. Mennyit ér az A, a C és a D teriilet-
rész?

Ha az A rész teriilete 1 egység, akkor a B részé
8, a C részé 16, a D részé pedig 24. Ha a
megfelel6 részek pontszama rendre a,b,c,d, A
akkor a forditott aranyossag alapjan azt kapjuk,
hogy B

24d = 16¢ = 8b = a.

De tudjuk, hogy b = 6, igy kapjuk, hogy a = 48,
c=3¢éd=2.

\. J

6. osztaly, 2. nap Orszagos donté

1. Egy haromjegyi és egy kétjegyt tizes szamrendszerben felirt szam Gsszege 168. Ha mindkét
szamban megforditjuk a szamjegyek sorrendjét, akkor az igy kapott szamok Osszege 375.
Melyik ez a két szam?

Legyen a haromjegy(i szam abe, a kétjegyti pedig de. Ekkor a feltételek azt adjak, hogy

100a + 10b+c+10d +e = 168
100c +10b+a + 10e +d = 375

A masodik egyenletbdl kivonva az els6t a kapjuk, hogy

9(c—a) +9(e —d) = 207,
11(c—a)+e—d = 23
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Mivel a, ¢, d, e szamjegyek, ezért —9 < e —d < 9, ezért az egyenlGség csak ¢ — a = 2 esetén
teljesiilhet. Ebbdl kévetkezik, hogy ¢ = a+2 és e —d = 1, amibdl kévetkezik, hogy e = d+1.
Ezeket az els6 egyenletbe helyettesitve:

10la +2+10b+11d +1 = 168
10la + 10b+ 11d = 165.

Mivel a egy szam els§ szamjegye, ezért a # 0. Viszont a értéke legfeljebb 1 lehet, hiszen ha
legalabb kett6 lenne, akkor a bal oldal legalabb 202 lenne. Ezért a = 1 és ebbdl kovetkezGen
c¢ = 3. De akkor azt is tudjuk, hogy 10b + 11d = 64, amit atalakitva kapjuk, hogy

10(b + d) + d = 64.

Mivel b és d szamjegyek, ezért d = 4, b+ d = 6, és ezekbdl kovetkezGen b = 2. A keresett
szamok 123 és 45, amikre igaz is, hogy 123 4+ 45 = 168 és 321 + 54 = 375. o

2. Egy csalddban az apa életkora 5 évvel kevesebb, mint az anya és a fit életkoranak Gsszege.
Hét év malva, amikor az anya haromszor olyan idés lesz, mint a fiti, harmuk életkoranak
Osszege 108 év lesz. Hany évesek most a csaladtagok?

7 év mulva a 3 ember életkoranak Osszege 21-gyel lesz tobb mint most, ezért most
108 — 21 = 87 évesek Osszesen. Ha az apa életkora A, akkor az anya és a fiu életkoranak
Osszege 87 — A. Vagyis A+ 5 = 87 — A. Ebbdl kapjuk, hogy A = 41. Hét év milva az apa
48 éves lesz, igy az anya és a fii 6sszesen 108 — 48 = 60 évesek. Ha a fitu életkora 7 év milva
F, akkor 3F + F = 60, vagyis F' = 15. Tehat hét év mulva a fia 15 éves lesz, vagyis most
8. Az anya 7 év milva 45 éves lesz, ezért most 38. Az apar6l pedig mar kideriilt, hogy 41
éves.

3. Egy dobozban 500-nal kevesebb goly6 van. Ha a golyokat négyesével, 6tosével vagy hetesével
csoportositjuk, mindig 3 golyd marad ki. Ha kilencesével csoportositjuk a golyokat, akkor
nem marad ki egy sem. Hany goly6 van a dobozban?

Jelolje a dobozban 1év6 golyok szamat N. Ekkor a feltételek azt jelentik, hogy N oszthato
9-cel, illetve N — 3 oszthaté 4-gyel, 5-tel és 7-tel is. Ez utébbi azt jelenti, hogy N — 3
oszthato 4 -5 - 7 = 140-nel. Ezt felhasznalva N — 3 értéke 0, 140, 280 és 420 lehet. (560 méar
nagyobb 500-nal.) N tehat lehet 3,143,283 és 423. Mivel ezek koziil csak a 423 oszthato
9-cel, ezért a dobozban 423 goly6 van. o

4. Rajzolj olyan konvex négyszoget, amelynek nincsenek
parhuzamos oldalai, és fel lehet bontani négy egybevago
(egyforma) haromszogre.

Vegyiink két egybevigd egyenlGszara haromszoget
(ABCA ¢és ACDA), és mindkett6t bontsuk két egy- A
bevagd haromszogre az alaphoz tartozdé magassiggal C
(AE és AF). Igy négy egybevagé haromszoget kapunk.

Ha a két eredeti haromszoget egy-egy szaruk mentén E
osszeillesztjiik (a kozos szar az dbran AC), akkor a fel-
tételeknek megfelels négyszoget kapunk. Ez a négyszog
egy deltoid, aminek alkalmasan valasztva az oldalait,
egyik sem lesz parhuzamos egy maésikkal. o
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7. osztaly, 1. nap Orszagos donté

1. Tudjuk, hogy p,p + 4, p + 14 primszdmok. Mi lehet p értéke?

Nézziik a lehetséges p-ket 3-as maradékuk szerint.

e Ha p oszthato 3-mal, akkor csak p = 3 johet szoba, hiszen p-nek is primnek kell lennie.
A p = 3 eset viszont jo, hiszen 3,7 és 17 is prim.

e Hap = 3k+1, akkor p+14 oszthato 3-mal, és ez csak akkor lenne prim, ha p+ 14 éppen
3 lenne. Ehhez p = —11 kellene. (Mivel —11, —7 és 3 primek, ezért ez is tekinthetd
jo megoldasnak, de ha a feladat kiilon nem emliti, akkor altalaban pozitiv szdmokra
gondolunk ilyen esetekben.)

e Ha p = 3k + 2, akkor pedig p + 4 oszthaté 3-mal, és ez csak akkor lenne prim, ha p+4
éppen 3 lenne. Ekkor viszont p = —1 lenne, ami nem prim.

Vagyis egyediil a p = 3 felel meg a feltételeknek. (Illetve a negativ szamokat is primnek
tekintve a p = —11.) O

2. Igazoljuk, hogy a
713 — 137 4+ 2010

713 4137 4 201110

tort egyszertisithets.

Belatjuk, hogy mind a szamlalo, mind pedig a nevez6 oszthatd 5-tel. Ha ez igaz, akkor 5-tel
tudunk egyszertisiteni, ami igazolja az allitast.

7" utolsd jegyei a kovetkezSk: 7,9,3,1,7,..., vagyis négyesével ismétlédnek. Ebbdl
kovetkezéen 712 utolsé szamjegye 7. Hasonldéan 13" utolsd szidmjegyei is ismétlédnek:
3,9,7,1,3,..., emiatt 137 utols6 szAmjegye szintén 7. Vagyis 7'3 — 137 utolso jegye 0, és
ehhez 2010-t hozzdadva szintén egy 10-zel oszthatd szamot kapunk, hiszen ez a szam
oszthato 10-zel. Igy a szamlalé nemcsak 5-tel, de raadasul 10-zel is oszthato. Felhasznalva
az eddigieket lathato, hogy 7'% + 137 utolso szdmjegye 4 (hiszen a két dsszeadandd utolsd
jegye 7 volt). Viszont 2011 minden hatvéanya, igy a 10-edik is 1-re végzdédik, vagyis a nevezs
5-re végzédik. Ebbdl pedig kovetkezik, hogy oszthato 5-tel.

3. Az A varosbél a B varosba vezetd ut emelkedSkbdl és lejtskbdl all. Egy kerékpéros A-bol
B-be 3 ora alatt ért, visszafele ugyanezen az aton B-bdl A-ba 20 perccel tovabb tartott az
ttja. Emelkeddén 20 km/ora, lejtén 30 km/ora volt a sebessége. Hany kilométer az A és B
varos kozotti tavolsag?

Ha emelkedén halad, akkor 3 perc alatt tesz meg egy kilométert (hiszen 20 km/éra a se-
bessége), mig lejtén 2 perc alatt (30 km/6ra). Ebbgl kovetkezik, hogy minden kilométert
oda-vissza Osszesen 5 perc alatt tesz meg. Odafelé 180 perc volt az 1ut, visszafelé
180 + 20 = 200 perc, vagyis Osszesen 380. Ha minden A és B kozotti kilométer oda-vissza 5
percet igényel, akkor 380 : 5 = 76 km a két varos tavolsiga. o

4. Adott az ABC hegyesszogii haromszog. Az A pontban merélegest allitunk AC-re, és erre
ramérjiik az AC = AP szakaszt. Ugyancsak merélegest allitunk az A-ban AB-re, erre
ramérjilk az AB = AQ szakaszt (a P és B az AC egyenes, a C és ) az AB egyenes
kiilonb6z6 oldalan vannak). Igazoljuk, hogy PB = QC, és PB meréleges QQC-re.
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Tekintsiik az abran is megjelolt AQC' és ABP héarom- Q
szogeket. Mivel

AP = AC és PAC< = 90°,

ezért AC-t 90°-kal elforgatva AP-t kapjuk. Hasonloan A

p
AB = AQ ¢s BAQ< = 90° /

miatt az AQ szakasz 90°-os elforgatottja AB. Ezek-

bél kovetkezik, hogy az AQC haromszoget 90°-kal el- g
forgatva éppen az ABP haromszoget kapjuk. Mivel C

egy 90°-o0s elforgatis utan a megfelelg oldalak egyenld

hosszisaguak és merélegesek egymasra, ezért kapjuk a bizonyitando allitast, vagyis hogy

PB=QC és PB 1 QC. O

5. A kovetkezs végtelen szamharomszogben a pozitiv egész szamok talalhatok.
a) Melyik szam &ll a 2011. sor végén?
b) Hanyadik sor hanyadik helyén &ll a 20117

a) Mivel az els§ sorban egy, a masodikban ketts, a harmadikban harom szam all, és ez
folytatodik tovabb hasonlban, igy Osszesen 1+ 2 + 3+ --- 4 2011 szam all az els6 2011
sorban. A sor utols6 eleme tehat éppen

2011 - 2012
14+2+3+4---+2011= — 5 = 2023066.

b) Az elsé 62 sorban az el6z6 gondolatmenet alapjan &263 = 1953 szam all. A kovetkezd
sorban 63 elem van, igy mivel

2011 — 1953 = 58,
ezért a 2011 a 63. sor 58. eleme. (4)
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7. osztaly, 2. nap Orszagos donté

1. Melyik az a tizes szdmrendszerbeli haromjegyd szam, amelynek 7-szerese egy pozitiv egész
szam harmadik hatvanya (kobe)?

Legyen a keresett haromjegyi szam A. FEkkor azt tudjuk, hogy 7A egy kobszam. Ha egy
kobszam oszthato 7-tel, akkor 73-nel is, igy 72 | 7TA. Ebbél kovetkezik, hogy A oszthato
49-cel. Legyen A = 490, igy b-nek kobszdmnak kell lennie, hiszen 7TA = 73b egy kiébszam.
Akkor b lehet rendre: 1,8,27, ... Mivel 27-49 = 1323 mér négyjegyt, igy b legfeljebb 8 lehet.
Az 1 nem felel meg a feltételeknek, vagyis 8 - 49 = 392 az egyetlen megoldas.

2. Jeldlje H az els6 111 pozitiv egész szamot tartalmaz6 halmazt. Egy lépésben a H két elemét
elhagyjuk, és helyettiik beirjuk H-ba a két elem kiilonbségét (a nagyobboél vonjuk ki mindig
a kisebbet, ha egyenlgk, akkor természetesen 0-t frunk be). A 110. 1épés utdn megmarado
egyetlen H-beli elem paros vagy paratlan?

Azt érdemes észrevenni, hogy a halmazban 1év§ szamok Osszegének paritasa a folyamat
sordn nem valtozik. Ez azért van igy, mert ha a két kivalasztott szam azonos paritasi, akkor
az Osszegiik és a kiilonbségiik is paros, vagyis a teljes 0sszeghen a+0-t a vele azonos paritasi
|a — b|-kel helyettesitettiik. Ugyanez a helyzet akkor is, ha a és b paritasa kiillonb6zd, hiszen
ilyenkor az Osszegiik és a kiilonbségiik is paratlan. Indulédskor az elemek Gsszege:

111-112
1+2+3+---+111:T:56-111.

Ez a szam péaros és ez nem valtozik a folyamat soran, vagyis végig paros marad. Igy az
utols6 szam biztosan paros, hiszen akkor az 0sszeg abbdl az egyetlen szambol all. o

3. Igazoljuk, hogy ha egy derékszogii haromszog egyik szoge 15°, akkor az atfogdhoz tartozo
magassag negyede az atfogonak.

)

C

B*

Legyen az abran lathat6o moédon ABC' a derékszogi haromszog, aminek B-nél van a derék-
szOgl cstcsa. A C-nél 16vs szog 15°. Legyen F az AC atfogo felezépontja, D pedig a B-hez
tartozo magassag talppontja (vagyis BDC'< = 90°). Derékszogii haromszog koriilirt korének
kozéppontja éppen az atfogo felezépontja (Thalesz-tétel), ezért CF = BF'. Vagyis BFCA
egyenl@szara, igy FFBC'<< = 15°. Héromszog kiilsé szoge megegyezik a két nem mellette
fekvs belss szog Osszegével, igy AFB< = 30°. Igy viszont azt kapjuk, hogy a BDFA egy
szabalyos haromszog fele, vagyis 2- DB = BF. Mivel BF = C'F és C'F épp az atfogo fele,
ezért a BD magassag épp negyede az atfogonak, és ezt kellett bizonyitani.

4. Valaki leirt 503 egymast kovets pozitiv egész szdmot a tizes szamrendszerben, igy Osszesen
2011 szamjegyet irt le. Melyik volt az els6 és melyik az utolsé leirt szam?

Vegyiik észre, hogy 4 - 503 = 2012. Vagyis ha az &sszes szam négyjegyi lenne, akkor a
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kelleténél eggyel tobb szamjegyiink lenne. Ebbdl kovetkezik, hogy az elsG szamnak harom-
jegyiinek kell lennie, a tobbinek pedig négyjegyiinek. Igy az els6 szam a 999. Ezt kovetden
még 502 szamot kell leirnunk, igy az utols6 szdm 1501. o

J

8. osztaly, 1. nap Orszagos dontd

1.

Adjunk meg olyan p primszamot, hogy p*> — 6 és p* + 6 is primszam legyen.

Vizsgaljuk a szdmokat 5-tel valo osztdsi maradék szerint. Ha p = 5, akkor p? — 6 = 19 és
p? +6 = 31 is primszam. A tébbi primszam £1, vagy £2 maradékot adhat 5-tel osztva. Ha
p = bk £ 1 valamilyen k egész szamra, akkor

pPP—6=0Bk+t1)>-6=5-(5k*+£2k)+1—-6=>5-(5k*+ 2k —1).
Ha p = 5k &+ 2, akkor
P+6=0kt2)2+6=>5-5k>+4k)+4+6="5- (5k> £ 4k +2).

Tehat valamelyik szam biztosan oszthaté 5H-tel, és nem lehet egyenld 5-tel, igy nem prim.
Tehat az 5 az egyetlen megfelel primszam.

[gazoljuk, hogy a derékszogi haromszdgben a két befogd hosszanak Osszege a haromszogbe
és a haromszog koré irt kor atmérGjének osszegével egyenls.

! A beirt kor érintési pontjai szakaszokra bontjak a ha-
x romszog oldalait, jeldlje ezek hosszat az dbran lathato

modon z,y, 7. Azonos betiivel jelolt szakaszok egyen-
r Y 16 hosszuak, mert kiils6 pontbol a beirt kérhoz hazott

érint6 szakaszok egyenlé hosszuak. Masrészt az érintG
r r pontban hizott sugar parhuzamos a masik befogéval,
igy a derékszogi csicsnal egy négyzet keletkezik, mert
olyan téglalap, aminek két szomszédos oldala egyenls
hosszi. A két befogd hosszanak Osszege 2r +x +y. A
beirt kor sugara r, igy atmérdje 2r. Thalész tétele miatt a koriilirt kor atmérGje éppen a
derékszogi haromszog atfogoja, melynek hossza x +y. Tehat az egyenlGség valoban teljesiil.

o

Az A-bol B-be vezetd t 11,5 km hossza. ElGszor emelkedén vezet, ezutan vizszintes szakasz
jon, majd lejt6 kovetkezik. A-bdl B-be egy gyalogos 2 6ra 54 perc alatt tette meg az utat,
visszafelé B-b&l A-ba ugyanez az ut 3 6ra 6 percig tartott. Emelkedén 3 km/ora, vizszintes
terepen 4 km/ora, lejtén 5 km/o6ra sebességgel ment. Milyen hosszi volt a vizszintes rész
az A-bol B-be vezets uton?

Jelolje az odafele irAnyban az emelkedd hosszat z, a vizszintes szakasz hosszat y, ekkor a
lejté hossza 11,5 — x —y. Az eltelt id6=tavolsag/sebesség megfelels mértékegységek esetén.
2 6ra 54 perc az 2,9 o6ra, mig 3 6ra 6 perc az 3,1 6ra. Tehét

z y 11,59—x—y

AT L A N
374" 5 "
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1,0—z—y vy «x
—+ =+ -=3,1.
3 * 4 + 5 ’
A két egyenletet Osszeadva kapjuk, hogy
1,6—y 11,0—y vy
Z_6
3 * 5 * 2
Ezt rendezve y = 4 adodik. Tehat a vizszintes szakasz hossza 4 km. o

4. Egy haromszog oldalainak hossza 5,12, 13 egység. Hany olyan pont van a haromszog bel-
sejében, amelynek az oldalakt6l mért tavolsaga egész szam?

A haromszog derékszogi, mert !

52 +12% = 132 13

5
P tavolsaga az oldalaktol legyen x, vy, z. Ekkor Yy
a haromszog teriilete:

.12 12245y + 132 12

2 2

azaz 60 = 12z + 5y + 13z. Ezt atrendezve kapjuk, hogy z+5y = 12(5—z —x). A tavolsagok
pozitivak, ezért
0<z+ 2z <5

Mivel mindkettd legalabb 1, és egészek, ezért harom eset lehetséges:

o v+ 2=2,
o r+2=3,
e r+z=4

Ezeket rendre megvizsgalva:
e r=z=1y=7]jo.
e r=1,2=2y=22/5nem jo.
x=2,z=1,y =23/5 nem jo.
e r=1,2=3,y=29/5nem jo,
x=3,z=1,y =11/5 nem jo,
r=z=y=2]jo6.

Vagyis a megoldasok: x =1, y="7,2=1ésx =2,y =2,2=2. o

5. A0,1,2,3,...,8,9 szamjegyekbdl allitsunk Gssze 5 db kétjegyii tizes szamrendszerbeli sza-
mot agy, hogy az 5 szadm szorzata a lehet6 legnagyobb legyen.

Erdemes a tizes helyiértékekre a nagyobb szamjegyeket rakni, hiszen ha példaul a 9 egyes
helyiértéken szerepel, ebben a szamban megcserélve a két szamjegyet, né a szam, igy a
szorzat is. 9 mellé 0-t érdemes rakni, mert ha nem, érdemes lenne azzal a szammal cserélni,
ahol 0 all az egyes helyiértéken.

(90 + a) - (10b + 0) = 900b + 10ab < 900b + 90a = (90 + 0) - (10b + a),
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mert b < 9. Igy az egész szorzat is né, mert a tébbi szam nem véltozott. Tehat a szamok
kozott szerepelnie kell a 90-nek. Ugyanezt a gondolatmenetet alkalmazva a kovetkezd leg-
nagyobb és legkisebb szamjegyre kapjuk, hogy a 81-nek is szerepelnie kell. Ezt folytatva azt
kapjuk, hogy akkor a legnagyobb a szorzat, ha az 5 szam a 90,81, 72,63, 54. o

8. osztaly, 2. nap Orszagos donté

1.

Igazoljuk, hogy ha p primszam és 5p? —2 is primszam, akkor 5p? —4 és 5p? +2 is primszamok!

Vizsgaljuk meg, hogy a p prim milyen maradékot adhat 3-mal osztva. Egyetlen prim ad 0
maradékot, a 3. Ebben az esetben 5p? — 2 = 43, 5p? —4 = 41 és 5p? +2 = 47 is primszamok.
Ha p = 3k + 1 valamely k egész szdmra, akkor

5p° —2=5-[3Bk* +2k) +1] —2=3m+5-2=3(m+1)

és nem lehet egyenl6 3-mal, ezért nem prim.
Ha p = 3k + 2 akkor is p*> = 3n + 1, igy hasonl6an 3|5p? — 2 és nem lehet egyenls 3-mal,
ezért nem prim. Tehat az allitas igaz, mert a feltétel csak a p = 3 esetben teljesiil. o

Az ABCD trapéz két parhuzamos oldala AB és C'D. Igazoljuk, hogy

AC? + BD? = AD?> + BC?* + 2AB - CD.

D és C' merdleges vetiilete az AB oldalra legyen E és

D c
F. Ekkor az AC'F és BFC, illetve ADFE és BED ha-
romszogekben felirva a Pitagorasz-tételt, kapjuk, hogy
AC? — AF? = FC? = BC? — BF?;
BD? — BE* = DE? = DA* — AE*.
A két egyenletet Osszeadva és rendezve kapjuk, hogy A - I B

AC? + BD? = BC® + AD? + (AF? — BF?) + (BE* — AE®).
Az a®> — 1? = (a + b)(a — b) azonossagot felhasznélva frhatjuk, hogy
AC? + BD? = BC? + AD? + (AF + BF)(AF — BF) + (BE + EA)(BE — EA).

AF + BF = AE + BE = AB, ezért

AC? + BD* = BC? + AD? + AB(AF — BF) + AB(BE — EA) =
= BC? + AD? + AB(AF + BE — AE — BF) = BC* + AD* + AB-2-EF =
= BC? + AD*> + AB-2-CD. (4)
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3. Egy kor keriiletére felirtak 13 pozitiv egész szdmot. Tudjuk, hogy barmely 4 szomszédos
szam Osszege legfeljebb 21, és barmely 5 szomszédos szam Osszege legalabb 26. Szémitsuk
ki a 13 szam Osszegét!

Jelolje S a 13 szam Osszegét. Ha az Osszes lehetséges modon felirjuk 5 szomszédos szam
Osszegét, minden szam pontosan 5 ilyen Gsszegben szerepel. Tehat

(a1 +ag +as+as+as) + (a2 +ag +as+ as +ag) + - ..
+(aiz+a;+az+ag+ay) =5-5>13-26

Innen S > % = 67,6. Hasonl6an

(a1+a2+a3+a4)—I—(a2+a3+a4+a5)+...
+(CL13+CL1+G2—|—CL3>:4'S§13'21

Innen S < % = 68, 25.

S egész szam, ezért S = 68.

Ezt meg is lehet valositani, ha az kovetkezG szadmokat irjuk korben a korre:
5,5,5,5,6,5,5,5,6,5,5,5,6. Ekkor ugyanis barmely 4 szomszédos szam kozott legfeljebb
egy 6-o0s van, igy az Osszeg legfeljebb 21, masrészt barmely 5 szomszédos kozott van legalabb
egy hatos, igy az Osszegiik legalabb 26. o

4. A kovetkezd végtelen szamharomszogben a péaratlan pozitiv egész szamok talalhatok.
a) Melyik szam &ll az n. sor végén?
b) Mennyi az n. sorban allo6 szamok Gsszege?

¢) Mennyi az elsé n sorban allo szamok Gsszege?

1
3 5
7 9 11
13 15 17 19
a) Azn. sorvégénaz 1 +2+...+n = @ paratlan szam all, hiszen a sorokban rendre
eggyel tobb szam &ll, mint az el6z6ben. A k. paratlan szam 2k — 1, ezért az @
paratlan szam a 2-@ —1=n*’+n-1.

b) Az n. sorban az els6 szém az (n — 1)+ (n—1)—1+2=(n—-1*+(n—1)+ 1, az
utolsé szam az n? +n — 1. Osszesen n tag, amelyek 2 differenciajt szamtani sorozatot
alkotnak. A tagok Osszege

nn—12+mn-1)+1+2-1+2+3+...+(n—1)) =

=n[(n—1)2+(n—1)+1]+2-—(”_21)”:

=n[(n—1)*+2(n—1)+1] =n’
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¢) Az els6 n sorban allo szamok Osszege az el6z6 rész alapjan az elsé n kobszam Gsszege.

Az els6 n kobszam Osszege (@)2

Megjegyzés: A fenti megoldés felhasznalta az elsé n kobszam 6sszegére vonatkozo képletet,

ami nem része a 8. osztalyban elvarhato ismeretanyagnak. A képlet bizonyitasa:

A sorozat elsé néhany tagja: 1,9,36,100,225. .. Eszrevehetjiik, hogy a sorozat tagjai négy-

zetszamok, és gyokot V(on\{)a éppen az elsé n pozitiv egész szam Gsszegét kapjuk. A megsejtett
n+

képlet ezek alapjan (“5—)%. Ennek helyességét teljes indukcioval igazolhatjuk.

2
n=1esetén 1 = (#) teljesiil.

Az indukcios feltevés szerint n-re igaz az allitdas. Ekkor az elsé n + 1 kobszam Gsszege

(@)Z 1y = F 1)2(n24+4(n+1)) B <(n+ 1)2<n+2))2

Tehat ha a képlet igaz n-re, akkor n + 1-re is. Tehat a képlet minden pozitiv egész szamra

igaz. O
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FELADATOK

w Megyei fordulo

1. Harom szam 0Osszege 66. Az els6 szam haromszorosa a masodiknak, a masodik szam 14-gyel
tobb, mint a harmadik. Szamitsuk ki a harom szémot.

2. Az AB és CD szakaszok koz0s része a C'B szakasz. Az AB = 20 cm, CD = 24 cm és
CB = 8 cm. Mekkora az AD szakasz? ()

3. Melyik az a legkisebb pozitiv egész szam, a tizes szdmrendszerben, amelyre igaz, hogy a
szamjegyei szorzata 1007

4. A 3, 4, 5, 6 szdmjegyekbdl hany olyan haromjegyti szam készithetd, amelynek szamjegyei
kiilonb6z6k? Mennyi ezeknek a haromjegyti szamoknak az Gsszege?

\ J

,—m Megyei forduld

1. Melyik az a legkisebb pozitiv egész szam, amelyre igaz, hogy a szamjegyeinek osszege 20127

©

2. Az ABCD téglalap AB, illetve C'D oldalan a P és R pontok az A-hoz, illetve C-hez kézelebbi
harmadol6 pontok. A @) és S pontok a BC, illetve DA oldalak felezGpontjai. Hanyad része

a PQRS paralelogramma teriilete az ABC'D téglalap teriiletének? o
3. Tizenkét egymést kovetd pozitiv egész szam Gsszege 246. Melyek ezek a szamok? o

4. Az 1-t6l el kell jutni a 2012-ig pozitiv egész szdmokon at a kovetkezs kétféle miivelet alkal-
mazasaval: az utoljara kapott szamhoz 1-et adunk, vagy a szamot megkétszerezziik. Mely
szamokon at vezet az ut 1-t6l 2012-ig a lehets legkevesebb lépésben? o
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w Megyei fordulo

1. A2, 3,4, 5, 6 szamjegyekbdl hany olyan 6-tal oszthato négyjegyt szam készithetd, amelynek

a szamjegyei kiilonb6z6k? o
2. A hetedik osztalyosok 40%-a fia, a tobbi lany. A hetedikes lanyok 20%-a szemiiveges. A
hetedik osztaly hany szazalékat teszik ki a nem szemiiveges lanyok? o
3. Igazoljuk, hogy ha p és p® + 8 primszamok, akkor p? + p + 1 is primszam! (&)

4. Egy paralelogramma az &dbran lathatdé moédon harom egyenlGszari haromszogre bonthato.
Szamitsuk ki a paralelogramma szogeit.

©

5. Adott egy haromszog, és a belsejében 30 pont tgy, hogy ezek koziil semelyik 3 sem esik egy
egyenesbe, és barmely két belsé pont altal meghatarozott egyenesen nincs rajta a haromszog
egyik csiicsa sem. A haromszoget kisebb haromszogekre bonthatjuk tgy, hogy minden ilyen
részharomszog minden csticsa valamelyik bels6 pont, vagy a haromszog csiicsa, és mind a 30
belsé pont és a 3 csics is valamelyik kis haromszog (esetleg tobbnek is) csticsa. Héany kis
haromszogbdl all a felbontas?

\ J

8. osztaly Megyei fordulo

1. Igazoljuk zsebszamologép hasznalata nélkiil, hogy

2007 - 2009 - 2011 - 2013 4 16

négyzetszam. o
2. Allitsuk el6 2013-at a lehetd legtobb egymast kovets pozitiv egész szam Osszegeként. o

3. Adjunk meg 20 nullatol kiilonboz6 (egymastol nem feltétleniil kiilonbo6z3) egész szamot agy,
hogy ezeket egy sorba irva barmely hirom szomszédos szam Osszege negativ, de az 0sszes
(20 darab) szam Gsszege pozitiv legyen. o

4. Az ABC derékszogil haromszog AB befogdjan a P, BC' befogdjan pedig a ) pontot gy
vettiik fel, hogy AP = CB és BP = CQ. lIgazoljuk, hogy az AQ és C P szakaszok szoge 45°.

©

5. Egy 5x5-6s tablazat mind a 25 mez§jébe +1-et, vagy —1-et irtunk. Minden sor jobb oldalara
irtuk a sorban szerepld szamok szorzatat, és minden oszlop ala az oszlopban szereplé szamok
szorzatat. Lehet-e az igy kapott 10 szam 0Osszege 07 o
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5. osztaly, 1. nap Orszagos donté

1. Melyik az a legkisebb, tizes szamrendszerbeli pozitiv egész szam, amelyben a szdmjegyek
szorzata 2007

2. Adjunk meg harom kiilonb6z6 pozitiv egész szamot gy, hogy a kézépss szam a masik ketts
Osszegének a fele és a hdrom szam szorzata egy egész szam négyzete legyen. o

3. Szamitsuk ki 1-t61 10 000-ig a pozitiv egész szamok szamjegyeinek Gsszegét. o

4. Van 60 darab 1 cm oldala kis kockank, tomor téglatestet akarunk bel6liik épiteni. Hany
kiilonb6z6 tomor téglatest épithets ezekbdl, ha az épitéshez mind a 60 kis kockat fel kell
hasznélni? o

\ J

5. osztaly, 2. nap Orszagos donté

1. Hany olyan tizes szamrendszerbeli haromjegyt szam van, amelyben a szamjegyek (balrol
jobbra), novekvs sorrendben kovetik egymést? Es hany olyan van, amelyben csokkend sor-
rendben kovetik egyméast? o

2. Hany olyan 4-jegyti, tizes szamrendszerbeli szam van, amely nem valtozik, ha felcseréljiik az
egyesek és az ezresek helyén allo szamjegyét? o

3. Leirjuk egymas mellé sorra 1-t6] kezdve a pozitiv egész szamokat:
123456789101112 ... Melyik szamjegy all ebben a sorban a 2012-edik helyen? o

4. Egy 5 cm oldali szabalyos haromszoget az oldalaival parhuzamos egyenesekkel 1 cm oldala
kis szabalyos haromszdgekre bontottunk. Hany olyan szabélyos haromszég van, amelynek
csicsai az igy kapott halo racspontjai koziil keriilnek ki?
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6. osztaly, 1. nap Orszagos donté

1. Két pozitiv egész szam kiilonbsége 2012. Ha a nagyobbik szam végérdl elhagyjuk a 0 szam-
jegyet, akkor az igy kapott szamnak a 6-szorosa a kisebbik szam. Melyik ez a két szam?

©

2. Melyik az a legkisebb pozitiv egész szdm, amely oszthato 7-tel, de 2-vel, 3-mal, 4-gyel és
5-tel osztva mindig 1 maradékot ad?

3. Adjunk meg 4 kiilonb6z6 pozitiv egész szamot gy, hogy ha ezeket paronként Gsszeadjuk,
akkor a kapott szamok hat egyméast kdvetd pozitiv egész szdmot alkotnak.

4. Az 5 x 5-6s sakktédbla minden mezGjére egy-egy ,bogarat” tesziink. Adott id6 alatt min-
den bogar atmaszik valamelyik élszomszédos mezére. El6fordulhat-e, hogy ekkor is minden
mezén lesz bogar? ()

\ J

6. osztaly, 2. nap Orszagos donté

1. Melyik nagyobb: 2300 vagy 32007 O

2. Szémitsuk ki minél egyszertibben a kovetkez6 Gsszeget:

1 1 1 1 1 o
29 312 415 518 3006
3. Egy futoversenyen két csapat indult, mindegyik csapat 7 versenyzével. Mindenki annyi
pontot kapott 1 és 14 pont kozott, ahdnyadik helyen végzett (holtverseny nem volt). A
végén Osszeadtak a csapattagok pontjait, ez lett a csapatverseny eredménye. Tehat az a
csapat gy6zott, amelyiknek kevesebb pontja lett. Hanyféle pontszamot érhetett el a gyGztes
csapat?

4. Hény olyan 3, 4 és 5 hossziisagu sorozat van, amelynek minden tagja a 0 vagy az 1 szamjegy,
és nincs benne két szomszédos 17
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7. osztaly, 1. nap Orszagos donté

1. Szamitsuk ki a kovetkezd 13 tort Osszegét:

11 . 1111 . 111111 T 11...11 o
13 1313 131313 13...13°

2. Tiz kiilonb6z6 pozitiv egész szam Osszege 62. Igazoljuk, hogy a szamok szorzata oszthato

60-nal. O

3. Az a, b és c szamjegyeket jel6l. Van-e négyzetszam az abcabe alaka hatjegy( tizes szamrend-

szerbeli szadmok kozott? o
4. Melyek azok az n egész szamok, amelyekre a 3:;36 tort értéke egész szam? o
5. Egy tetszéleges haromszoget daraboljunk fel négy egyenlGszara haromszogre. o

\. J

7. osztaly, 2. nap Orszagos donté

1. 13 kiilonb6z6 pozitiv egész szam Osszege 92. Melyek ezek a szamok? o

2. Egy régi feladat: ,Egy gazdag ember elment a vasarba és vett kecskéket, birkdkat és mala-
cokat. A kecskék darabjaért 2 aranyat, a birkdk darabjaért 4 aranyat, a malacok darabjaért
5 aranyat fizetett, igy Osszesen 54 aranyat adott ki az allatokért. 22 allatot vitt haza a
vasarbol. Hanyat vitt haza az egyes allatfajtakbol?” °

3. Az a és b szamjegyekrdl tudjuk, hogy a -b = a + b+ 1. Melyek lehetnek a 10a + b alaki
kétjegyi szamok? o

4. Adott egy 120°-o0s szarszogl egyenlészaru haromszog. Daraboljuk fel 5 egyenlGszara harom-

szogre. O
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8. osztaly, 1. nap
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; . n245n410 {4 oa Al s :
1. Melyek azok az n egész szamok, amelyekre az *——== tort értéke is egész szam? o
2. Lehet-e 219 legaldbb két egymast kovetd pozitiv egész szam Osszege? (&)
3. Egy szabalyos dobokockat haromszor feldobunk. Hanyféle eredményt kaphatunk, ha csak az

szamit, hogy hany 1-est, 2-est, 3-ast, 4-est, 5-0st, 6-ost dobtunk? o

4. Az ABC héaromszog AB és AC oldalara (kifelé) megszerkesztjiik az ABDE és ACFG pa-
ralelogrammakat. A DFE és F'G egyenesek a P pontban metszik egymast. A B, illetve C
ponton it az AP egyenessel parhuzamosokat hiizunk, ezek a DFE, illetve F'G egyeneseket a
Q, illetve R pontban metszik. Igazoljuk, hogy BCQR paralelogramma, és ennek teriilete
egyenlé az ABDE és ACFG paralelogrammak teriiletének osszegével. o

5. Oldjuk meg a pozitiv egész szamok halmazan a kévetkezd egyenletet:

Orszagos donté

ab + 2a + 3b = 36. (&)

J

8. osztaly, 2. nap

1. Igazoljuk, hogy 121, 10201, 1002001 teljes négyzet (négyzetszam). Altalanositsunk! o

2. Szabalyos haromszoget daraboljunk fel 5 egyenlGszara haromszogre. o

3. Hany olyan négyjegyti szam van, amelyben a szamjegyek (balrél jobbra) nem csokkend sor-

rendben kovetik egymaést?

4. Igazoljuk, hogy

4y 2 — Ay +7>2,

ha x, y tetsz6leges valos szamok!

Orszagos donté

©

©
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w Megyei fordulo

1. Harom szam &sszege 66. Az els6 szam haromszorosa a masodiknak, a méasodik szam 14-gyel
tobb, mint a harmadik. Szamitsuk ki a harom szémot.

Ha a harmadik szamot a-val jeloljiik, akkor a szoveg alapjan a mésodik szam a + 14, az elsd
szam pedig (a + 14) 4+ (a + 14) 4+ (a + 14). Vagyis a 3 szam Osszege éppen 5a + 56. Mivel ez
66, ezért ba = 10, vagyis a = 2, amibdl kévetkezik, hogy a harom szam: 48, 16 és 2. o

2. Az AB és CD szakaszok ko6zos része a C'B szakasz. Az AB = 20 cm, CD = 24 cm és
CB = 8 cm. Mekkora az AD szakasz?

Készitsiink abrat! A4 ¢ B D Az abrarol leolvashatd, hogy
AD=AB+CD —-CB =20+ 24— 8 = 36.

3. Melyik az a legkisebb pozitiv egész szam, a tizes szamrendszerben, amelyre igaz, hogy a
szamjegyei szorzata 1007

A 100-at egyféleképpen lehet 3 tényezd szorzatara bontani, ha azt szeretnénk, hogy minden
tényezd szamjegy legyen: 100 =4 -5 - 5. Mivel két szamjegy szorzataként nem allithato el
a 100 (a lehetséges legnagyobb szorzat a 9 -9 = 81), ezért a legkisebb szam haromjegyt és
a fentiek miatt ez a 455.

4. A 3, 4, 5, 6 szamjegyekbdl hdny olyan haromjegyt szdm készithets, amelynek szamjegyei
kiilonb6z6k? Mennyi ezeknek a haromjegyti szamoknak az Gsszege?

Az els6 jegy 4-féle, a masodik 3-féle, ami utan a harmadik 2-féle lehet. Mivel barmely elsé
jegy valasztasa esetén lehetséges a maradék 3 jegy stb., igy a lehetdségek 6sszeszorzodnak,
vagyis 4 - 3 - 2 = 24 ilyen szam létezik.

Elsé megoldas a masodik kérdésre. Minden helyiértéken minden lehetséges szamjegy 6-szor
szerepel (egy rogzitett szamjegy mellett a maradék két hely 3 - 2 féleképpen tolthets ki).
Ezért az egyesek helyén allo szamjegyek Osszege: 6 - (3 +4 + 5+ 6) = 108. Ugyan-
ennyi a tizesek és a szazasok helyén allo szamjegyek Osszege is, igy a 24 szam Osszege:
10800 + 1080 + 108 = 11988.

Masodik megoldas a masodik kérdésre. Parositsuk a szamokat gy, hogy minden helyiérté-
ken a két szam szamjegyeinek az Gsszege 9 legyen. Vagyis egy part alkot a 463 és az 536,
illetve a 345 és a 654 is. Mivel minden szamnak pontosan egy parja van a 24 szam ko6zott,
ezért pontosan 12 par alakul ki ilymdédon a szamokboél. De egy parban a két szam Osszege
mindig 999, vagyis a 24 szam Ssszege: 12 - 999 = 11988. (1)
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M Megyei fordulé

1. Melyik az a legkisebb pozitiv egész szam, amelyre igaz, hogy a szamjegyeinek 6sszege 20127

a) Hivatalos megoldas: A legkisebb pozitiv egésznek a szamjegyei a lehetd legnagyobbak,
tehat a legtobb 9-es szerepel benne. Mivel 2012 = 9 - 223 4 5, ezért a keresett szam 224
jegyl, az els6 jegye 5-0s, a tobbi 223 jegye 9-es.

b) Részletes indoklas:

o A szam legalabb 224 jegyt, mivel 223 db szamjegy Gsszege legfeljebb 223 -9 = 2007.
(Ez a skatulyaelv egy formaja.)

o Két szam koziil az a kisebb, amelyik kevesebb jegybdl all. Tehéat ha taldlunk egy
224 jegytl szamot, melynek szamjegyeinek 6sszege 2012, akkor a 224-nél t6bb jegyii
szamokat kizarhatjuk. Ilyen 224 jegyd szam pl.: 86999...9, amely szamban 222 db
9-es szerepel. (8 +6+222-9 = 2012)

o A 224 jegyii szamok koziil az a kisebb, amelyikben kisebb szdmjegy szerepel az els§
helyen.

o A keresett 224 jegyl szamunk 4, vagy annal kisebb szamjeggyel nem kezdddhet,
mivel ekkor szdmjegyeinek Osszege legfeljebb 4 4 223 - 9 = 2011 lehetne.

e Az utobbi két pont alapjan, ha van 224 jegyi szam, mely 5-tel kezdddik és szam-
jegyeinek Osszege 2012, akkor az a szam vagy azon a szamok egyike lesz a keresett
szam.

o (Usak egyetlen 5-tel kezd6dd 224 jegyid szam van, melynek szadmjegyeinek Osszege
2012, ez az 5999...9, ahol 223 db 9-es szerepel a szamban. Tehat ez a szam a
keresett szam. o

2. Az ABCD téglalap AB, illetve C'D oldalan a P és R pontok az A-hoz, illetve C-hez
kozelebbi harmadolé pontok. A @ és S pontok a BC, illetve DA oldalak felez6pontjai.
Hanyad része a PQRS paralelogramma teriilete az ABC'D téglalap teriiletének?

Kossiik 0ssze a Q) és S pontokat, és P-bél valamint R-b6l allitsunk merdlegest QQS-re, ezek
talppontjai legyenek X és Y. Mivel @ és S felez6pontok, igy QS || AB || CD. Ebbdl
kovetkezik, hogy az eredeti téglalapot a behuzott szakaszokkal 4 téglalapra bontottuk.
Minden téglalap teriiletének a fele tartozik a PQRS paralelogrammahoz, hiszen az atld
felezi egy téglalap teriiletét. Tehat a paralelogramma teriilete a téglalap teriiletének fele.

D R C
S Q
A IE B

Altalanositas: Vegyiik észre, hogy a bizonyitasnal egyediil azt hasznaltuk fel, hogy a QS
szakasz parhuzamos a téglalap egyik oldalaval. Tehat ez a bizonyitas ugyanigy miikodik
(azaz a PQRS négyszog teriilete mindig fele a téglalapénak) ha P, @), R és S a téglalap
négy oldalanak tetszéleges pontjai és QS szakaszra teljesiil, hogy parhuzamos a téglalap
egyik oldalaval.




XLI. verseny 2011-2012.

Megoldasok

a)

Erdekesség: Az is bizonyithato, hogy a PQRS paralelogramma teriilete csak akkor fele a
téglalapénak, ha atloinak egyike parhuzamos a téglalap egyik oldalaval. (Tehat a téglalap
4 oldalan felvett P, (), R, S pontok &ltal alkotott PQ RS négyszog teriilete nem a téglalap
teriiletének a fele, ha egyik atloja sem parhuzamos a téglalap oldalaival. Ennek bizonyitasat
az olvasora bizzuk.) (1)

3. Tizenkét egymast kovets pozitiv egész szam Osszege 246. Melyek ezek a szamok?

Jeloljiik a 12 szam legkisebbikét n-nel. Ekkor az 6sszegiik: n+(n+1)+(n+2)+- - -+(n+11) =
12n + &2 = 12n + 66. (Itt felhasznaltuk a szamtani sorozatok Gauss-féle dsszegzését.)

Tehat 12n + 66 = 246, akkor n = 15. Tehat a keresett szamok: 15,16,17,.. ., 26. o

4. Az 1-t6l el kell jutni a 2012-ig pozitiv egész szamokon at a kévetkez6 kétféle mivelet alkal-
mazasaval: az utoljara kapott szdmhoz 1-et adunk, vagy a szdmot megkétszerezziik. Mely
szamokon 4t vezet az 1t 1-t6l 2012-ig a lehetd legkevesebb 1épésben?

Hivatalos megoldas: Induljunk el forditva, a 2012-t6l az 1 felé! A két 1épés most: 2-
vel valo osztés, 1 kivonasa. Minél tobb 2-vel vald osztast célszert elvégezni, és minél
kevesebb 1 kivonasat. Minden paros szamot tudunk osztani 2-vel, paratlan szambol csak
1-et lehet kivonni. Igy a kovetkezd sorozatot kapjuk:

2012,1006, 503, 502, 251, 250, 125, 124, 63, 62, 31, 30, 15,14, 7,6, 3,2, 1.

Tehat 17 lépésben juthatunk el 1-t6l 2012-ig, de kevesebbel nem.

Részletes indoklas: Az el6z6 érvelésben a ,,Minél tobb 2-vel valé osztast célszerii el-
végezni...” gondolat nehezen bizonyithato, viszont az egyetlen 17 lépéses szamsorozat
megtalaldsdhoz elengedhetetlen.
A tovabbiakban csak azt szeretnénk megmutatni, hogy 17 lépésnél kevesebbel nem lehet-
séges 2012-be jutni. Gondolkodjunk 2-es szdmrendszerben! Ekkor a ,2-vel valo szorzas-
nal” csak egy 0-t irunk a szdm végére. Figyeljiik meg, hogy a két lehetséges miiveletiink
soran hogyan valtozik meg a szamjegyek szama, a szamjegyek Osszege, valamint ennek a
két mennyiségnek az Gsszege, amit jeloljiink T-vel! (T=szamjegyek szdma-+szamjegyek
Osszege)
x2 o A sziamjegyek szama 1-gyel nd.
e szamjegyek dsszege nem valtozik.

Ebben az esetben tehat 71" értéke 1-gyel nd.

+1 e A szamjegyek szama csak akkor névekszik 1-gyel, ha a szadm csupa egyesbdl allt
(més esetben nem valtozik).
o A szamjegyek Osszege csak akkor ng 1-gyel, ha a szdm 0-ra végz6dott. (Egyéb-
ként nem valtozik, vagy csokken.)

Ebben az esetben tehat T' legfeljebb 1-gyel ng, hiszen a szdmjegyek szdma és a

szamjegyek Osszege nem ndéhet egyszerre ennél a miiveletnél.
Tehat barmelyik mtiveletet is végezziik T' legfeljebb 1-gyel n§. Az 1 kettes szamrend-
szerben: 19, igy neki a , T-je”: T=2. A 2012 kettes szamrendszerben: 11111011100y,
igy neki a ,T-je”: T=19. Azaz legalabb 17 miivelet sziikséges.
Ekkor még nem tudjuk, hogy 17 1épéssel lehetséges-e. Itt kell felhasznalnunk a hivatalos
megoldas végeredményét, hogy mutassunk egy 17 1épéses szamsorozatot.
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Mivel a feladat nem azt kérdezi, hogy hdny lépéssel, hanem hogy mely szamokon keresz-
til vezet az it 2012-be, igy még bizonyitanunk kellene, hogy a hivatalos megoldasban
megtalalt 17 1épéses sorozat az egyetlen 17 1épéses sorozat, mellyel 2012-be juthatunk.
Ennek preciz bizonyitasa elég nehéz, és nem til szép feladat, igy ezzel mar nem foglal-
kozunk. (Egyébként a hivatalos megoldas alapgondolatabdl hosszas, részletes érveléssel
kihozhato.) O

J

— & iy

1.

A 2,3, 4,5, 6 szamjegyekbdl hdny olyan 6-tal oszthato négyjegyt szam készithetd, amelynek
a szamjegyei kiilonbozok?

Egy szam akkor oszthato 6-tal, ha oszthatod 2-vel és 3-mal, tehat olyan paros szamokat
keresiink, melyben a szamjegyek Gsszege oszthato 3-mal.

Az adott szamjegyekbdl kivalasztott szamnégyesek koziil csak a 3+4+5+6 = 18 és a
2434446 = 15 Osszeg oszthatd 3-mal, tehat ezekbdl a szamjegyekbdl lehet 6-tal oszthato,
négyjegyi szamokat késziteni.

A 3,4,5,6 szamjegyekbdl készithet6 paros szamok 4-re vagy 6-ra végzGdnek, a tobbi
szamjegy pedig tetszGleges sorrendben lehet. Tehat 6 + 6 = 12 darab 6-tal oszthaté szam
készithetd beldliik.

A 2,3,4,6 szamjegyekbdl készithet§ paros szamok 2-re, 4-re vagy 6-ra végz&dnek, a t6bbi
szamjegy pedig tetszéleges sorrendben lehet. Tehat 6 + 6 + 6 = 18 darab 6-tal oszthato
szam készithets beldliik.

Tehat Osszesen 12 + 18 = 30 darab megfelel§ szamot tudunk elkésziteni. o

A hetedik osztéalyosok 40%-a fit, a tobbi lany. A hetedikes lanyok 20%-a szemiiveges. A
hetedik osztaly hany szazalékat teszik ki a nem szemiiveges lanyok?

Mivel az osztaly 40%-a fia, a 60%-a lany. A lanyok 20%-a szemiiveges, tehat %—e nem

4

szemiiveges. z - 60 = 48, tehat az osztaly 48%-a nem szemiiveges lany. o

Igazoljuk, hogy ha p és p? 4 8 primszamok, akkor p? + p + 1 is primszam!

Ha p = 3, akkor p?> +8 = 17 és p? + p + 1 = 13 primek, tehat igaz az allitas. Ha p # 3,
akkor p harmas maradéka 1 vagy 2. Ekkor p? harmas maradéka 1, tehat p? + 8 oszthato
3-mal. Mivel p? + 8 nem lehet 3, és oszthaté harommal, igy nem lehet prim. O

Egy paralelogramma az abran lathaté6 modon harom egyenlGszarti hdromszogre bonthato.
Szamitsuk ki a paralelogramma szogeit.

Nevezziik el a pontokat az dbran lathatéo modon.
E D C

Megyei forduld
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Mivel BC'D haromszog egyenl6szaria, CDB< = 90° — %. Tehat BDE< = 90° + %.
Mivel EBD egyenldszara, DEB< = 90° — BBE< — 450 — BCDL

Mivel EBC is egyenlszart, BCD< = DEB< = 45° — €22 Tehat BCD = 45° - £ = 36°.
Tehat a paralelogramma szogei 36° és 144°. o

Adott egy haromszog, és a belsejében 30 pont ugy, hogy ezek koziil semelyik 3 sem esik egy
egyenesbe, és barmely két belsé pont altal meghatarozott egyenesen nincs rajta a hdromszog
egyik csticsa sem. A haromszoget kisebb haromszogekre bonthatjuk gy, hogy minden ilyen
részharomszog minden csicsa valamelyik belsé pont, vagy a haromszog cstcsa, és mind a
30 belsé pont és a 3 csucs is valamelyik kis haromszog (esetleg tobbnek is) csucsa. Héany
kis haromszogbdl all a felbontas?

Jeloljiik k-val a keletkezett kis haromszogek szamét. A kis hdromszogek szogeinek Osszege
igy k- 180°.

Szamoljuk Gssze méas modon is a részharomszogek szogeinek Osszegét. A bels§ pontok koriil
elhelyezked6 szogek Osszege 30 - 360°, ezen kiviil még a nagy haromszog csticsaiban levd
szogek Osszege 180°. Ez dsszesen: 30 - 360° + 180° = 61 - 180°.

A kétféle szamolés eredménye nyilvan azonos, tehat k = 61. o

J

8. osztaly

1.

[gazoljuk zsebszémologép hasznélata nélkiil, hogy
2007 - 2009 - 2011 - 2013 4 16

négyzetszam.

Négy egymast kovet§ paratlan szam szorzatidhoz adunk 16-ot, ezért érdemes altalanosan
szamolni. Egyszertisodik a szamolas, ha a szamok atlagat valasztjuk 2k-nak, ahol k
tetszGleges pozitiv egész.

(2k — 3)(2k — 1)(2k + 1)(2k + 3) + 16 = (4k* — 9)(4k* — 1) + 16 =
= 16k" — 40k* 4 25 = (4k* — 5)°.

Belattuk, hogy az altalanos esetben a kifejezés felirhato egy egész szam négyzeteként, ezzel
igazoltuk, hogy 2007 - 2009 - 2011 - 2013 + 16 négyzetszam. o

Allitsuk el6 2013-at a lehet legtobb egymaést kovets pozitiv egész szam Osszegeként.

A legkisebb szamot n + 1l-gyel, a tagok szamat k-val jelolve azt kapjuk, hogy

n+1+n+2+...+n+k = 2013. Ebbdl a sorrend felcserésével azt kapjuk, hogy
kn + @ = 2013, mert az els6 k pozitiv egész Osszege @ Kettdvel szorozva és a
k kozos szorzotényezot kiemelve kapjuk, hogy k(2n + k + 1) = 4026. k és 2n + 1 + k
kiilénbo6z6 paritastak, valamint 2n + 1 + k > k, ahol n, k pozitiv egészek. Ezen feltételek
mellett szeretnénk k-t a lehetd legnagyobbnak valasztani. 4026 primtényezds felbontéisa:

4026 = 2-3-11-61. k£ =61 és 2n+ 1 + k = 66 kielégiti az Osszes feltételt. Ha k& ennél
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nagyobb lenne, 2n + 1 + k kisebb lenne nala, ami nem lehet. Ehhez az esethez tartozo
konkrét elsallitas: n = (66 — 1 — 61)/2 = 2, tehat 2013 = 3 +4 + ... + 62 + 63. (4)

3. Adjunk meg 20 nullatol kiilonb6z6 (egymastol nem feltétleniil kiilonb6z6) egész szamot ugy,
hogy ezeket egy sorba irva barmely hdrom szomszédos szam Osszege negativ, de az Osszes
(20 darab) szam Osszege pozitiv legyen.

Példaul a kovetkezd konstrukeid jo megoldast ad: a, b pozitiv egészek, a 20 szam :
a,—b,—b,a,—b,—b,...,a,—b,—b,a, —b.

Itt barmely harom szomszédos szam Gsszege a — 2b, a 20 szam Osszege pedig 7a — 13D, tehat
a feltételek szerint egyrészt a — 2b < 0, masrészt 7a — 13b > 0. A két egyenletet atrendezve
és Osszevetve kapjuk, hogy 1—73b < a < 2b, azaz 13b < 7Ta < 14b. A kapott egyenl&tlenségeket
kielégitik példaul az a = 17,60 = 9, illetve az a = 27,b = 14. Ezekbdl a kivetkezs két
megfelel§ sorozatot kapjuk:

17,-9,-9,17,-9,—9,...,17, -9, 9,17, —9;

27, —14,—14,27, —14,—14,...,27,—14, —14,27, —14.
Szamos ezektdl kiilonh6z6 helyes megoldas talalhato, példaul

9,—2,-8,9,—2,—8,...,9,—2,—8,9, —2. (1)

4. Az ABC derékszogi haromszog AB befogojan a P, BC befogojan pedig a @) pontot ugy
vettiik fel, hogy AP = CB és BP = C(Q. Igazoljuk, hogy az AQ és CP szakaszok szoge
45°.

Egészitsiik ki az ABC' derékszogid haromszoget az abran lat-

hat6 modon az ABCD téglalappa. Az E pontot vegyiik fel a

CD oldalon tgy, hogy AE parhuzamos legyen C'P-vel. Ekkor

APCFE paralelogramma, igy szemkdozti oldalai egyenld hosszuak.

A téglalap oldalhosszabol kivonva a paralelogramma oldalhosszat

kapjuk, hogy DE = BP. A feltétel szerint BP = C(Q), tehat

DE = CQ. CE = AP = BC = AD, tehat CE = AD. Igy az

P AED és EQC haromszogek egybevagoak, mert befogodik péaron-

ként egyenls hossziuak. Igy AE = QF és QEA< = 90°, mert

a mellette lévd két szog egy derékszogi haromszog két hegyes-

szoge, melyek Gsszege 90°. Tehat AE(Q) egyenlGszara derékszogi

haromszog, igy QAE< = 45°. Mivel AE parhuzamos C P-vel,

B Q c ezért az AQ és C'P szakaszok szoge is 45°. (4)

A D

5. Egy 5 x 5-0s tablazat mind a 25 mez§jébe +1-et, vagy —1-et irtunk. Minden sor jobb olda-
lara irtuk a sorban szereplé szamok szorzatat, és minden oszlop ald az oszlopban szerepl6
szamok szorzatat. Lehet-e az igy kapott 10 szadm Gsszege 07

Szorozzuk Ossze az egyes sorok végére és az egyes oszlopok aljara irt 5-5 szamot. Ebben a
szorzatban a tablazatban 1év6 Gsszes szam pontosan kétszer szerepel szorzotényezéként. A
tablazatban minden szam négyzete 1, ezért ez a szorzat is biztosan 1. Igy a felsorolt 10
szam kozott biztosan paros szamu —1-es szerepel. Masrészt az Osszeg csak ugy lehetne 0,
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ha 5 darab +1 és 5 darab —1 szerepelne. Az 5 paratlan, ezzel belattuk, hogy a 10 szam
Osszege nem lehet 0.

5. osztaly, 1. nap Orszagos donté

1. Melyik az a legkisebb, tizes szamrendszerbeli pozitiv egész szam, amelyben a szdmjegyek
szorzata 2007

200 =5-5-2-2-2. Minden szamjegy a primtényez6k szorzata (vagy 1). A 200-at nem lehet
gy két tényezGre bontani, hogy mindkét tényezG szamjegy legyen, igy a szam legalabb
haromjegyd. Ekkor a szamjegyek csak az 5,5,8 szamok lehetnek, hiszen az 5 - 2, nem
szamjegy. Az ilyen jegyi szamok kozott az 558 a legkisebb.

2. Adjunk meg harom kiilénb6z6 pozitiv egész szamot gy, hogy a kozépss szdm a mésik ketts
Osszegének a fele és a harom szam szorzata egy egész szam négyzete legyen.

Ha talalunk harom olyan négyzetszamot, amelyekre teljesiil, hogy a kozéps6 szam a masik
ketts Osszegének fele, akkor készen vagyunk, mivel négyzetszamok szorzata négyzetszam.
Koénnyen lathato, hogy az 1,25,49 szamhéarmas jo lesz, mivel 25 = 1+T49.

Megjegyzés. Ha a < b < ¢ harom kiilénb6z6 pozitiv egész szam tgy, hogy a kdzépss szam
a masik ketts Osszegének a fele, azaz b = “T*C, akkor tetszéleges x pozitiv szamal vett
szorzatukra, a - x < b-x < c- z-re is teljesiil ez, mivel ekkor b - x = % (Harom ilyen
tulajdonsagn szamot haromtagu szamtani sorozatnak neveznek.) A fenti harom szam a,b, ¢
szorzata a - b - ¢, ami nem kell, hogy négyzetszam legyen. Ha most végigszorozzuk az a, b, c
harmast az x = a - b- c-vel, akkor az a®>-b-c,a-b*-c,a-b-c? szamharmast kapjuk, ahol méar
a szamok szorzata négyzetszam: a* - bt - ¢t = (a® - b? - )%

Tehat masik megoldast kaphatunk, ha példaul az a = 1,b = 2, ¢ = 3 szdmharmast végigszo-
rozzuk a szorzatukkal, 1-2 -3 = 6-tal. Azaz a 6,12, 18 egy masik j6 megoldas.

3. Szamitsuk ki 1-t6l 10 000-ig a pozitiv egész szamok szamjegyeinek Gsszegét.

Elsé megoldas. Tegyiik félre a 10000-et. Leszamolhatjuk a kérdéses Osszeget helyi érté-
kenként is. 0 < n < 9999 szamok kozott minden helyi értéken minden szamjegy pontosan
1000-szer szerepel. Ugyanis egy rogzitett szamjegy mellett a maradék harom hely 10-10- 10
feleképpen tolthetd ki. (Itt pl. 0024-ként gondolunk a 24-re). A tiz szamjegy Osszege
0+1+2+34+44+54+6+7+8+9=45. Tehat az egyesek helyi értékén 16vs szamjegyek
Osszege 45 - 1000 = 45000. Hasonléan a tizesek, szazasok, ezresek helyi értékén. Ez
4-45000 = 180000 és ehhez jon még a 10000 jegyeinek Gsszege.

Masodik megoldas. Tegyiik félre a 10 000-et. Vegyiik észre, hogy a 0 és a 9999 szdmjegyeinek
osszege 36. Hasonléan az 1 és a 9998 széamjegyeinek az Osszege is 36. Altalaban is igaz az
allitas! Jelolje S(n) az n természetes szam szamjegyeinek az osszegét. Ekkor S(n)+4.5(9999—
n) =4-9 =36, ahol 0 < n < 9999. 5000 ilyen part lehet képezni. Eddig 5000 - 36 = 180 000

az Osszeg. Hidnyzik még a 10000 szamjegyeinek az Osszege. A valasz tehat 180 001. o
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4. Van 60 darab 1 cm oldala kis kockdnk, tomor téglatestet akarunk bel6liik épiteni. Hany
kiilonb06z6 tomor téglatest épithets ezekbdl, ha az épitéshez mind a 60 kis kockat fel kell
hasznélni?

Elsé megoldas. 60 = 2 -2 -3 -5. Jeloljiik a téglatest oldalait a-val, b-vel és c-vel, tovabba
tegyiik fel, hogy a < b < ¢. Tablazatban adjuk meg a lehet&ségeket:

a| 1 |11 (1|1 ]12]2]2]|3

1121345 6|[2]3]|5]|4

603020151210 |15]10|6 |5

Tehat 10 téglatestet lehet Gsszedllitani.

Maésodik megoldés. A 60 = 2-2-3-5 primtényezdit kell 3 csoportba osztani (egy csoport iires is
lehet, ekkor a kocka ezen éle 1 hosszii). Az els6 esetben a 3-as és 5-6s primtényezd kiilonbozs
csoportba keriiljon. Ekkor harom lehetséges kockit kapunk, ha a két 2-es primtényez6 egy
csoportba keriil.

a| 2-2 1
3:-2:2(3-2-2
ot d

1
3
9.

5 2

Még harom lehetséges kockat kapunk, ha a két 2-es primtényez6 kiilénb6z6 csoportba keriil.
a| 1 2 2
3-213-2| 3
5-2| 5 |5-2

A maésodik esetben a 3-as és 5-0s primtényez6 azonos csoportba keriil. Két lehetséges kockat
kapunk, ha a két 2-es primtényezd egy csoportba keriil. Még két lehetséges kockat kapunk,
ha a két 2-es primtényezé kiilonbo6z6 csoportba keriil.

a 1 1 1 2
b 1 2-2 2 2
c|3-5-2-213-53-5-2]3-5

Tehat Osszesen 2 4+ 2 4 3 + 3 = 10 lehet6ség van. o

5. osztaly, 2. nap Orszagos donté

1. Hany olyan tizes szamrendszerbeli haromjegyi szam van, amelyben a szamjegyek (balrol
jobbra), novekvs sorrendben kovetik egymast? Es hany olyan van, amelyben cstkkend
sorrendben kovetik egymast?

Novekv6 sorrend: Mivel a szam nem kezd&dhet 0-val, igy csak a maradék 9 szamjegyet
hasznalhatjuk. A novekedés miatt a jegyeknek kiilonbozéeknek kell lenniiik. Szamoljuk
meg, hogy hény olyan haromjegyid szidm van, aminek a jegyei kiilonb6zGek, de nem
feltétleniil névekedGek. Az elsG jegy 9-féle, a masodik 8-féle, ami utan a harmadik 7-féle
lehet. Mivel barmely els6 jegy valasztésa esetén lehetséges a maradék 8 jegy stb., igy a




Megoldasok

XLI. verseny 2011-2012.

lehet6ségek Osszeszorzodnak, vagyis 9 - 8 - 7 = 504 ilyen szam létezik. Ha kivalasztunk 3
kiillénboz6 szamjegyet (példaul 6,4,8), akkor ezeket 3 -2 -1 = 6 féleképpen rakhatjuk sorba
(468, 486, 648, 684, 846, 864), de ezek koziil csak 1 esetben lesz a sorrendjiik névekedd. Azaz
az 504 szamnél minden jo esetet 6-szor szamoltunk, a végeredmény % = 84.

Csokkend sorrend: Most mind a 10 szamjegyet hasznalhatjuk, és az el6z6 eset mintajara

most % = 120 lehet6ség van.

Megjegyzés. Az els6, majd a mésodik jegy lehetséges értékeit megvizsgalva is megkaphatjuk
a megoldast. Példaul 3-mal kezd6d6 novekedd haromjegyid szam 15 van, mert a masodik
jegy lehet 4,5,6,7,8. A 4-et az 5,6,7,8,9 kivetheti, ami 5 lehet6ség. Hasonléan az 5-6t 4,
a 6-ot 3, a 7-et 2, a 8-at 1 féleképpen folytathatjuk. Ez 6sszesen 54+4+3+2+1 =15

lehetGség. O

2. Hany olyan 4-jegyt, tizes szamrendszerbeli szam van, amely nem véltozik, ha felcseréljiik
az egyesek és az ezresek helyén allo szdmjegyét?

Az egyesek és ezresek helyén allo szamjegynek meg kell egyeznie. El6l nem &allhat 0, ezért
itt 9-féleképpen valaszthatunk. Vegyiik észre, hogy a szazasok és a tizesek helyére barmit
tehetiink a 10 szamjegy koziil. Ezek szerint 9 - 10 - 10 = 900 a megoldas.

3. Leirjuk egyméas mellé sorra 1-t6]1 kezdve a pozitiv egész szamokat:
123456789101112 ... Melyik szamjegy all ebben a sorban a 2012-edik helyen?

Az egyjegytiek leirdsahoz 9 szamjegy kell. 90 darab kétjegyl szam van, ezek leirdsahoz 180
szamjegy kell. Ez eddig 189 szamjegy. Hidnyzik még 2012 — 189 = 1823 szamjegy. Ezek
mind egy-egy haromjegyd szam szdmjegyei lesznek. Az 1823 harmada 607 és marad még
2. A 607-edik haromjegyt szam 99 4 607 = 706. Tehat a kovetkez6 szadm kozépso jegyét
kellett megkeresniink. Ez a 707 méasodik jegye, azaz 0.

4. Fgy 5 cm oldali szabalyos haromszoget az oldalaival parhuzamos egyenesekkel 1 cm oldala
kis szabélyos haromszogekre bontottunk. Hany olyan szabalyos haromszog van, amelynek
cstcsai az igy kapott halo racspontjai koziil keriilnek ki?

A OFA
VA%

Az oldalak hossza szerint szamoljuk le a haromszogeket.
1 cm oldalubol van 25.

2 c¢m oldalubol 10 + 3 = 13 (3 ,fejjel” lefelé).

3 c¢m oldalibél 6.

4 cm oldalibol 3 darab és 5 cm oldalubol 1.
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A tovabbiakban csak a racspontokra figyeliink, nem foglalkozunk az ket Gsszekotd sza-
kaszokkal. Keressiink az abran olyan hatszogeket, amelyeknek masodszomszédos csiicsa-
it 0sszekotve szintén szabdlyos hdromszoget kapunk. Egységnyi oldala szabdlyos hatszog
1+ 2+ 3 = 6 darab van, mindegyikbe 2-2 kiilonb6z§ szabélyos hiromszoget irhatunk. Fz
jabb 12 db hdromszog. Taldlhato olyan hatszog is, amelynek oldalai 1,2, 1,2, 1, 2 egységnyi-
ek. Ezekbdl 1+2+1 =4 db van (1 ,fejjel” lefel¢), tehat 8 ujabb haromszoget talaltunk. Van
még egy 1,3,1,3,1,3 oldala hatszog is, ebbe jabb 2 szabalyos haromszoget lehet rajzolni.
Ez 6sszesen 25+ 13+ 6+ 3+ 1+ 12 4+ 8 + 2 = 70 szabalyos haromszdog.

A versenyen nem volt elvaras az utolsé 22 haromszog megtalalésa.

Maésodik megoldés. A halonak vegyiik egy racspontjat (fekete pontokkal jeloltiik az aAbrakon).
Hany olyan szabalyos racs-haromszog van, aminek ez a csicsa? Ha egy ilyen szabélyos
haromszoget elforgatunk 60° fokkal, akkor az egyik csicsa atfordul a mésikba. Az egész
halo 60° fokos elforgatottjanak (zold az abrakon) és az eredeti halonak a metszésracspontjai
(piros pontok az dbrakon) szama pont megadja a keresett szabalyos haromszogek szamat.

Ezt kell 6sszeszamolnunk a halé minden racspontjara. A kovetkez$ abran a racspontokba
irt szamok mutatjak, hogy hany szabalyos haromszognek csicsa az a racspont. (Gondoljuk
meg, hogy a szimmetria miatt az el6bbi 6t abra elég ehhez!)

Az abran lathato szamok Gsszege pont a keresett szabalyos haromszogek szamanak haromszo-

rosat adja, mivel minden haromszéget minden cstcsanal megszamoltunk. Teh&t a megoldas
3:546-0+6:-11+3-12+43-13 _ =) o
3 = T70.
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6. osztaly, 1. nap Orszagos donté

1. Két pozitiv egész szam kiilonbsége 2012. Ha a nagyobbik szdm végérdl elhagyjuk a 0
szamjegyet, akkor az igy kapott szdmnak a 6-szorosa a kisebbik szadm. Melyik ez a két
szam?

Legyen a két keresett szdm x és y, ahol z > y. Ha egy szam végérdl elhagyjuk a 0 szamje-
gyet, akkor a szam a tizedére csokken. Ebbdl kovetkezik, hogy y éppen az x %—e, hiszen a
tizedének a 6-szorosa. Ha viszont egy szambol kivonjuk a %—ét, akkor marad a %—e. Vagyis

tudjuk, hogy = %—e éppen 2012. Ebbél kovetkezik, hogy = = 5030, mig y = 3018. O

2. Melyik az a legkisebb pozitiv egész szam, amely oszthatd 7-tel, de 2-vel, 3-mal, 4-gyel és
5-tel osztva mindig 1 maradékot ad?

Ha az n szam 2-vel, 3-mal, 4-gyel és 5-tel osztva is 1 maradékot ad, akkor az azt jelenti,
hogy n — 1 oszthato6 ezekkel a szamokkal. Vagyis n — 1 oszthato 60-nal. Keressiik tehat a
60k + 1 alaka szamok kozott a legkisebb olyat, ami 7-tel oszthat6. & = 5 esetben kapunk
el6szor 7-tel oszthatd szamot, vagyis a valasz 301. O

3. Adjunk meg 4 kiilonb6z6 pozitiv egész szamot gy, hogy ha ezeket paronként Gsszeadjuk,
akkor a kapott szamok hat egyméast kdvetd pozitiv egész szdmot alkotnak.

Legyen a 4 szam: a < b < ¢ < d. Ekkor a + b a legkisebb a 6 szam koziil és a + ¢ a
mésodik legkisebb. Mivel a masodik 1-gyel nagyobb az elsénél, ezért c¢ 1-gyel nagyobb
b-nél. Hasonléan c + d a legnagyobb és b+ d a masodik legnagyobb. Igy ¢ 1-gyel nagyobb
b-nél. Azt is tudjuk, hogy ¢ + d 5-tel nagyobb a + b-nél. Tehat ¢ +d = b+ d + 1
és c+d = a+ b+ 5. Ebb6l kovetkezik, hogy d = a + 4. Vagyis azt tudjuk, hogy
a<b<b+1<a+4. Mivel ezek egész szamok, ezért két lehetGség maradt: 1) b = a + 1,
illetve 2) b = a + 2. Az els6 esetben a szamok: a,a + 1,a + 2,a + 4, amikbdl a képzett 6
szam: 2a + 1,2a + 2,2a + 3,2a + 4,2a + 5,2a + 6, vagyis tetsz6leges a esetén 6 egymast
kovets egész szam. A masodik esetben a szamok: a,a + 2,a + 3, a + 4, amikbdl a képzett 6
szam: 2a + 2,2a+ 3,2a + 4,2a + 5,2a + 6, 2a + 7, amely szintén tetszdleges a egész esetén 6
egymast kovets egész szam. Tehat pl. az 1,2, 3,5 szdmok megfelelnek a feltételnek. o

4. Az 5 x 5-6s sakktabla minden mezGjére egy-egy ,bogarat” tesziink. Adott idé alatt minden
bogar atmaszik valamelyik élszomszédos mezére. Elsfordulhat-e, hogy ekkor is minden
mezén lesz bogar?

Nem, ez nem fordulhat el6. Egy ilyen sakktablan 13 fekete és 12 fehér mez6 van. Viszont
ha egy bogar fehér mezén van, akkor egy fekete mezére kell atmasznia és forditva, hiszen
minden élszomszédos mez§ ellentétes szinti. Vagyis a 13 fekete mez6n 1év§ bogér mindegyike
fehér mezdére maszik at, de fehér mez6b6l csak 12 van, igy biztosan lesz olyan fehér mezd,
amire legaldbb 2 bogar méaszott 4t. Ekkor viszont lesz olyan mezd is, ami iiresen marad. o
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6. osztaly, 2. nap Orszagos donté

1.

Megoldasok

Melyik nagyobb: 230 vagy 32007
Tudjuk, hogy 2300 = (23)100 = 8100 Masrészt 3209 = (3%)100 = 9100, Mivel a kitevék igy mar
megegyeznek, de 8 < 9, {gy 2390 < 3200,

Szamitsuk ki minél egyszeriibben a kovetkezd Osszeget:

S S S
2.9 3.12  4-15  5-18 31-96

Emeljiink ki %—ot, ekkor az Osszeg ilyen alaka lesz:

L (I
3\2:3 3.4 4.5 5.6 31-32)°

A tovabbi atalakitashoz segit a kovetkezd Gtlet: — (al 5 = (ZJ(;IE)“ =1_ ﬁ Ezt felhasznalva

az 0sszeg:

1/1 1+1 1+1 1+ -I—l 1+1 1

3\2 3 3 4 4 5 30 31 31 32)°
Ez viszont jol lathaté moédon az % (% — %) kifejezésre egyszertisodik a miiveletek elvégzése
utan.

1/1 1\ 115 5 o
3\2 32/ 3 32 32

Egy futéversenyen két csapat indult, mindegyik csapat 7 versenyzével. Mindenki annyi
pontot kapott 1 és 14 pont kozott, ahanyadik helyen végzett (holtverseny nem volt). A
végén Osszeadtak a csapattagok pontjait, ez lett a csapatverseny eredménye. Tehét az a
csapat gy6zott, amelyiknek kevesebb pontja lett. Hanyféle pontszamot érhetett el a gy6ztes
csapat?

A legkevesebb pontot gy érheti el egy csapat, ha a tagjai végeznek az els§ 7 helyen. Ekkor
14+2+...4+ 7= 28 pontja van a csapatnak, ennél tehat nem lehet kevesebb. A versenyzék
Osszesen 105 pontot szereznek, hiszen 1 +243+ ...+ 14 = 105. Ha egy csapat nyert, akkor
kevesebb pontja van, mint a méasiknak, igy a gy6ztes csapatnak legfeljebb 52 pontja lehet.
Még meg kell mutatnunk, hogy ezek és a kozbiilsG értékek is lehetségesek. A 28-r6l mar
lattuk. Ebbdl kiindulva és a 7-et rendre 8-ra, 9-re, ..., 14-re cserélve 35-ig megkapjuk
az Osszes egészt. Mivel 2 +3 4+ 4+ ... + 7 = 27, igy rendre 9,10, ..., 14-et hozzaadva
megkapjuk a 36,37,...,41 Osszegeket. 3+4+ 5+ ... 4+ 8 = 33, ehhez hetedikként rendre
9,...,14-et adva megkapjuk a 42,...,47 Osszegeket. 1 4+2+3 + 7+ 8+ 13 + 14 = 48.
44-54+6+...49 = 39, ehhez rendre 10, 11, 12, 13-at adva megkapjuk a hianyzo6 49, 50, 51, 52
Osszegeket.

Héany olyan 3, 4 és 5 hosszlisagi sorozat van, amelynek minden tagja a 0 vagy az 1 szamjegy,
és nincs benne két szomszédos 17

A megoldast a lehetgségek felsorolaséval végezhetjiik el. Rendezziik a sorozatokat elészor a
hosszuk, majd pedig a benne szerepld 1-esek szama szerint: 3 hosszusagi sorozatok: 000,
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100, 010, 001, 101.

4 hosszusagu sorozatok: 0000, 1000, 0100, 0010, 0001, 1010, 1001, 0101.

5 hossziisagu sorozatok: 00000, 10000, 01000, 00100, 00010, 00001, 10100, 10010, 10001,
01010, 01001, 00101, 10101. Tehat 3 hosszusagubol 5, 4 hosszisagibol 8, 5 hosszisagibol
pedig 13 darab van, ami Gsszesen 26 darab megfelel§ sorozat. (Feltiing lehet, hogy az 5,
8, 13 harom egymast kovets Fibonacci-szam. Altalaban igaz az, hogy adott hosszisagu
megfeleld sorozatok szama minden esetben egy Fibonacci-szam.) o

7. osztaly, 1. nap Orszagos donté

1. Szamitsuk ki a kovetkez§ 13 tort Osszegét:

11 . 1111 N 111111 P 11...11
13 1313 131313 13...13

1111 11101 __ 11

Vegyiik észre, hogy 313 = 3751 = 13> vagyis 101-gyel lehet egyszeriisiteni. A kovetkezs

tortnél 10101-gyel és igy tovabb. Lathato, hogy 13 darab %—ot kapunk, tehat az eredmény

ennek a 13-szorosa, azaz 11. O

2. Tiz kiilonb6z6 pozitiv egész szam Osszege 62. Igazoljuk, hogy a szamok szorzata oszthato
60-nal.

60 =3-4-5. A 3,4 és 5 paronként relativ primek, azaz legkisebb k6z0s tobbszorosiik a 60,
igy elég belatni, hogy a kérdéses szorzat oszthato 3-mal, 4-gyel és 5-tel. Megmutatjuk, hogy
az adott 10 pozitiv egész kozott van 3-mal, van 4-gyel és van 5-tel oszthato.

Indirekt bizonyitast alkalmazunk. Tegyiik f6l, hogy nincs 3-mal oszthato kozottiik. Ekkor
vegyiik a 10 legkisebb ilyen tulajdonsagt szam 6sszegét: 1+2+4+5+7+8+10+11+13+14 =
75 > 62. A kérdéses 10 szam Osszege legalabb ekkora, ez ellentmondés. Tehat van 3-mal
oszthato a szamok kozott.

Ha nincs kozottiik 4-gyel oszthatd, akkor az 6sszeg legalabb 1 +2+3+5+6+7+9+ 10+
11 4+ 13 = 67 > 62, ami szintén ellentmondast ad.

Ha nincs kozottiik 5-tel oszthato, akkor az 6sszeg legalabb 14+24-3+4+6+7+849+114+12 =
63 > 62, és igy ismét ellentmondéshoz jutunk.

Belattuk, hogy a szdmok kozott van 3-mal, van 4-gyel és van 5-tel oszthato is, igy a kérdéses
szorzat oszthato a 60-nal.

3. Az a, b és c szamjegyeket jelol. Van-e négyzetszam az abcabc alakt hatjegyi tizes szam-
rendszerbeli szamok kozott?

Vegyiik észre, hogy abcabc = 1001 - abc. Az 1001 primtényezés alakja 1001 = 7-11-13. Ha
lenne az ilyen alakt szamok kozott négyzetszam, akkor abc oszthaté lenne 7-tel, 11-gyel,
13-mal, hiszen 72 - 112 - 132 - A? alaktinak kellene lennie abcabc-nek. A fentiek miatt ekkor
1001 = 7-11-13 | abc, ami nem lehet, mert abc haromjegyi. Tehat nincs ilyen négyzetszam.
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3n—6

4. Melyek azok az n egész szamok, amelyekre a <=

tort értéke egész szam?

Elsé megoldas. Alakitsuk at a szdmlalot: % =3 nl_fs Ez pontosan akkor lesz egész,

ha nl—fg is egész. Tehat az n + 3 kell, hogy a 15-nek osztoja legyen.

Ez a kovetkez6 n értékek esetén teljesiil: —18, —8, —6, —4, —2,0, 2, 12.

Masodik megoldas. Tegyiik fel, hogy 3;?;36 egész, értéke legyen A. Ekkor 3n —6 = A(n + 3).
Rendezve

3n—6=An -+ 3A
An —3n+3A+6=0.

Szorzatta alakitva: (A — 3)(n+ 3) = —15. A megoldasokat lasd az el6z6 megoldasnal. €

5. Egy tetsz6leges haromszdget daraboljunk fel négy egyenlGszara haromszogre.

Minden hiromszognek legalabb egy magassagvonala beliil van a haromszégén. Ez a leg-
nagyobb szog csticsabol kiindulé magassigra biztosan igaz, ugyanis ha a magassig nincs
beliil, akkor a szemkozti oldalon fekvs szogek egyike nem hegyesszog, de ekkor ez lenne a
haromszog legnagyobb szoge, holott az az oldallal szemkozt van. Huzzuk be ezt, a talppont
legyen D. Majd a keletkezett két derékszogii haromszog atfogojanak felezGpontjat (E és F)
kossiik Ossze D-vel. A kapott haromszogek egyenlGszariak.

C Ez kovetkezik egyrészt a Thalész-tételbsl, mert
eszerint az ADC és BDC' derékszogek miatt D
rajta van az F koriilli, FA = EC sugart, vala-
mint az F' koriili, F'B = F'C sugaru koron, vagyis

Ja E ED=FEA=EFEC,és FD=FB=FC.

Miésrészt példaul F-re tiikrozziik kdzéppontosan

az AC'D derékszogi haromszoget. A D tiikorkeé-

pe legyen D'. Az A képe C, a C képe A. Igy az

ADC és CD'A szogek is derékszogek. A C'D és

A D B AD' egyenesek parhuzamosak, igy a D'AD szdg

egyenl§ a C'DA szoggel, vagyis derékszog.
Emiatt a CDAD’ négyszog negyedik szoge is derékszog, mert szogosszege 360°. Tehéat

ez egy téglalap. Ennek atloi egyenlé hossztiak és felezik egymast, tehat egyenlGszara
haromszogeket kapunk (két-két oldaluk az atlok hosszanak felével egyenls). Hasonloképpen
jarhatunk el a masik két haromszog esetén is.

7. osztaly, 2. nap Orszagos donté

1. 13 kiilénb6z6 pozitiv egész szam Osszege 92. Melyek ezek a szamok?

A kérdéses 13 porzitiv egész szam legyen z1 < x9 < ... < x13. Ezekre 1 > 1, x9 > 2, és
igy tovabb, z15 > 13. Igy ezeket 6sszeadva a kérdéses Gsszeg legalabb a 13 legkisebb pozitiv
egész szam Osszege, azaz % = 91. Ennél 1-gyel kapunk nagyobbat a feladatban szerepld
esetben, igy az el6bbi 13 egyenléStlenség koziil pontosan az egyiknél nem Aall egyenlGség. De
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ha a z; > k, akkor a x5, > k + 1, igy nem csak egy helyen allna szigorti egyenlGtlenség,
kivéve ha k = 13. Teh&t pontosan az utolsé egyenlGtlenségnél van szigori egyenlétlenség,
és itt x13 =13+ 1 = 14.

Tgy a keresett szamok az 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12, 14. o

2. Egy régi feladat: ,Egy gazdag ember elment a vasarba és vett kecskéket, birkdkat és malaco-
kat. A kecskék darabjaért 2 aranyat, a birkdk darabjaért 4 aranyat, a malacok darabjaért
5 aranyat fizetett, igy Osszesen 54 aranyat adott ki az allatokért. 22 allatot vitt haza a
vasarbol. Hanyat vitt haza az egyes allatfajtakbol?”

Legyen z kecske, y birka, z malac. Folirhatjuk a szoveg alapjan a kovetkez6 két egyenletet:
TH+y+z=22
2z + 4y + 52 = 54.
Szorozzuk meg az els6 egyenletet 2-vel:
20+ 2y + 2z = 44.
Vonjuk ki ezt a masodik egyenletbdl:
2y + 3z = 10.
Itt y,z > Omiatt 1 <y < 4,1 < z < 3. Az eseteket végignézve csak az y = 2,2 = 2
megoldas, innen pedig r = 18.
Ez valéban jo megoldas, hiszen az eredeti egyenletekbe visszahelyettesitve:
24+24+18=22
2-1844-2+5-2 =054

Tehat 18 kecskét, 2 birkat és 2 malacot vitt haza. o

3. Az a és b szamjegyekrdl tudjuk, hogy a-b = a + b+ 1. Melyek lehetnek a 10a + b alakt
kétjegyl szamok?

Rendezziik 4t az adott egyenletet:
a-b—a—0b=1.
Adjunk mindkét oldalhoz 1-et, majd alakitsunk szorzatta:
(a—1)(b—1)=2.

A bal oldal egész szdmok szorzata, és a>1, igy a—1>0, tehat vagy a—1 =1, b—1 = 2, vagy
a—1 =2, b—1 = 1. Ez alapjan a keresett szamok a 23 és a 32 (ezek valoban jok is).

4. Adott egy 120°-0s szarszogl egyenlészari hé- C
romszog. Daraboljuk fel 5 egyenl@szara harom-
szogre.

Bontsuk a 120°-os szoget négy 30°-os szogre.

Hasznaljuk f6l, hogy a szabalyos haromszog -« y . .
koriilirt korének kozéppontjat a csicsokkal A D E B
osszekotve harom darab megfeleld haromszoget kapunk, hiszen ez a pont (F) mindharom
cstcestol (C, D, E) egyenld tavolsagra van. Mivel az eredeti haromszog alapon fekvé szogei
30°-osak, ezért a CAD és a C'EB haromszogek is egyenlGszaruak. o
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n2+5n+10
n+3

1. Melyek azok az n egész szamok, amelyekre az tort értéke is egész szam?

Alakitsuk at a kifejezést:

n?+5m+10 (n+2)(n+3)+4 4
— —n 424 ——.
n+3 n+3 n+3
Ez pontosan akkor lesz egész, ha n + 3 osztoja 4-nek. A 4 osztéi: 4,2,1, —1, —2, —4, amibdl
n lehetséges értékei: 1,—1, -2, —4, -5, 7. o

2. Lehet-e 219 legalabb két egyméast kovets pozitiv egész szam osszege?

Nem lehet. Felhasznaljuk, hogy 2% oszt6i mind 2 hatvanyok, beleértve az 1 = 2°-t is, tehat

paratlan osztoja csak az 1. Indirekten bizonyitunk: Tegyiik fel, hogy

m+1D)+m+2)+n+3)+-+(n+k)=2"

és k> 2. A bal oldalt 6sszegezve: n - k + k(kTH) = 2190 Szorozzunk végig 2-vel:

2-n-k+k(k+1)=2%00

A bal oldalon kiemelhetjiik k-t: k(2n + k + 1) = 2'%'. Ertelmezziik az utobbi egyenldséget!
Ha k paratlan, akkor csak 1 lehet, de k > 2. Ha k paros, 2n+k-+1 > 1 paratlan, de 2'%-nek
ilyen oszt6ja nincs. Ezzel ellentmondésra jutottunk. o

3. Egy szabalyos dobokockat hidromszor feldobunk. Hanyféle eredményt kaphatunk, ha csak
az szamit, hogy hény 1-est, 2-est, 3-ast, 4-est, 5-0st, 6-ost dobtunk?

Elsé megoldas. A lehet&ségeket megadhatjuk felsorolassal. A dobott értékeket rakjuk nem
csokkend sorozatba. Ha két 1-est dobtunk, akkor a harmadik dobés hatféle lehet, (1,1,1);
(1,1,2); (1,1,3); (1,1,4); (1,1,5); (1,1,6). Ez 6 lehetGség. Ha az 1-es utan 2-est dobtunk, akkor
(1,2,2); (1,2,3); (1,2,4); (1,2,5); (1,2,6). Ez 5 lehet6ség. Ha az l-es utéan 3-ast dobtunk,
akkor (1,3,3); (1,3,4); (1,3,5); (1,3,6). Ez 4 lehetGség. Ha az 1-es utan 4-est dobtunk, akkor
(1,4,4); (1,4,5); (1,4,6). Ez 3 lehetéség. Ha az l-es utan 5-6st dobtunk, akkor (1,5,5);
(1,5,6). Ez 2 lehetség. Ha az 1-es utan 6-ost dobtunk, akkor (1,6,6). Ez 1 lehetéség. Ez
Osszesen 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 = 21 lehetSség. Hasonloan adodik a 2-essel is. (2,2,2);
(2,2,3); (2,2,4); (2,2,5); (2,2,6). Ez 5 lehetség. Ha a 2-es utan 3-ast dobtunk, akkor (2,3,3);
(2,3,4); (2,3,5); (2,3,6). Ez 4 lehetGség. Ha a 2-es utan 4-est dobtunk, akkor (2,4,4); (2,4,5);
(2,4,6). Ez 3 lehet6ség. Ha a 2-es utan 5-6st dobtunk, akkor (2,5,5); (2,5,6). Ez 2 lehetdség.
Ha a 2-es utan 6-ost dobtunk, akkor (2,6,6). Ez 1 lehetGség. Ez Gsszesen 1 + 2 + 3 + 4 +
5 — 15 lehetdség. Anal6g modon adddik, hogy 3-assal kezdve 1 + 2 + 3 + 4 — 10, 4-essel
kezdve 1 4+ 2 + 3 = 6, 5-Ossel kezdve 1 + 2 = 3, ha mind hatos, akkor az 1 lehetéség. A
fenti haromszog szdmokat Osszegezve: 1 + 3 + 6 + 10 4+ 15 + 21 = 56.

Masodik megoldas. Irjunk le 5 db 0-t, és minden dobéas utan irjunk az n-edik 0 elé
egy l-est, ha a dobéas eredménye n = 1,....5, és egyet az 6todik 0 utan, ha 6-ot. Igy
kolcsonosen egyértelmii megfeleltetést tudunk létrehozni a dobasok eredménye és az olyan 8
hosszi 0-1 sorozatok kozott, melyekben 3 db 1-es szerepel. Tehat elég az ilyen sorozatokat
megszdmolnunk. Minden ilyen sorozatot megkapunk tgy, hogy leirunk 8 db 0-t, majd 3-ra
ramutatunk, és ezeket 1-re valtoztatjuk. El6szor 8 db 0 koziil valaszthatunk, mésodszorra 7
koziil, végiil a maradék 6 koziil, de az mindegy, hogy milyen sorrendben valasztjuk az egyes

8-7:6

0-kat, amiket atirunk, ezért osszesen 557 = 56 ilyen sorozat van.
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4. Az ABC héromszog AB és AC oldalara (kifelé) megszerkesztjiik az ABDE és ACFG
paralelogrammakat. A DFE és FG egyenesek a P pontban metszik egymast. A B, illetve C'
ponton at az AP egyenessel parhuzamosokat hiizunk, ezek a DE| illetve F'G egyeneseket a
@, illetve R pontban metszik. Igazoljuk, hogy BC' R() paralelogramma, és ennek teriilete
egyenlé az ABDFE és ACFG paralelogrammak teriiletének 6sszegével.

A feladat feltételeibol kovetkezik, hogy AC' || PR és AP || CR, azaz AC RP paralelogramma.
Hasonlb6an lathatd, hogy ABQP is paralelogramma. Ezekbdl kivetkezik, hogy az RC' és a
PA, illetve a PA és a QB szakaszok paronként parhuzamosak és egyenld hossziuak, tehat a
BCRQ) négyszoghen az RC' és QB szemkozti oldalak parhuzamosak és egyenls hossziak,
azaz a BC R(Q) paralelogramma.

Jeloljiik az AP egyenesnek a QR, illetve BC szakaszokkal valé6 metszéspontjat rendre S-
sel, illetve T-vel. Az STCR és QBTS négyszogek paralelogrammak (szemkozti oldalaik
parhuzamossaga miatt) és teriiletiik 6sszege a BC' R() paralelogramma teriiletével egyenld.

T/
Tappe = Tapgp, mert mindkét paralelogramma alapja az AB szakasz és a magassiga
az AB és ED parhuzamos egyenesek tavolsaga. Hasonléan igazolhatok a kovetkezdk is:
TACFG = TACRP; TABQP = TBTSQ7 és TACRP = TTC’RS- Ebbdl a négy egyenlfiségb('ﬂ ad()dlk,
hogy Taspe + Tucre = Tsrso + Trers = Tsorg. Fzzel a feladat allitasat igazoltuk. @)

5. Oldjuk meg a pozitiv egész szamok halmazan a kovetkezd egyenletet: a - b+ 2a + 3b = 36.

Els6 megoldds. Ha a baloldalhoz 6-ot adunk, akkor a kifejezés szorzattd alakithato:

(@ +3)-(b+2) = 42. A baloldal két pozitiv egész szorzata, ezért a jobboldalt is igy

bontjuk fel. A megoldasokat, vagyis a-t és b-t, a pozitiv egészek halmazaban kell keresniink,

ezért csak a kovetkezSk jonnek szoba: 42 = 14-3 = 7.6 = 6 - 7. Tehat a megoldasok:

(a=11,b=1), (a=4,b=4), (a =3,b=25).

Masodik megoldas. Emeljik ki a-t: a - (b +2) = 36 — 3b. Tovabb alakithatunk:
36—3(b+2)+6 42-3(b+2)

a = 35;31’ = o = o - Pz utobbit szétbontjuk két tort kilonbségére:
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42—b3il;+2) = b% — 3. Tehat azt kell megvizsgilnunk, hogy b + 2 milyen pozitiv egészek
mellett lesz a 42 osztoja. Innentdl lasd az 1. megoldast. o

8. osztaly, 2. nap Orszagos dontd

1.

Tgazoljuk, hogy 121, 10201, 1002001 teljes négyzet (négyzetszam). Altalanositsunk!

Az (a + b)? = a* + 2ab + b* azonossig ismeretében észrevehetjiik, hogy 121 = 112
10201 = 1012 = (100 + 1)2, és 1002001 = 10012 = (1000 + 1)> = (10° + 1)2. Ezek alapjan:

— 2n A n — n 2
1oo.d.b.02oo.cib.o_1o +2-10"+1 = (10" + 1) O

Szabalyos haromszoget daraboljunk fel 5 egyenl@szara haromszogre.

Elsé megoldas. Az ABC' szabalyos harom-
szOg oldala legyen a hosszi. A és B cst-
csa koriil rajzoljunk egy-egy g-nal nagyobb
és a-nal kisebb sugarta korivet. Ez biztosit-
ja, hogy a megfelel6 metszéspontok létezze-
nek. A korivek haromszoghe es6 metszés-
pontja legyen P. A korivek messék AC-t K L
K-ban, BC-t L-ben. A keresett haromszo-
gek APK, BLP, ABP, KLP, CKL. A
szerkesztési eljaras igazolja a megoldés he-
lyességét, mert AP, AK, BP, és BL hossza
is a kor sugaréval egyenls, igy az APK,
BLP, ABP haromszogek egyenlGszariak.
Az KLP és CKL haromszogek az abra ten-
gelyes szimmetridja miatt egyenlGszaraak.

C

A° "B
Masodik megoldas. Az ABC szabélyos
héromszog beirt korének kozéppontjat (O)
kossiik Ossze a cstucsokkal, majd az egyik
oldalon vegyiik fel az E, F' pontokat ugy,
hogy AOE< = BOF< = 30° teljesiil-
jon. Az OA,OB,OC szakaszok a szaba-
lyos haromszog szogfelezdi, ezért az AOC,
COB, AOFE, BOF haromszogek mindegyi-
ke egyenlszari haromszog 30°, 30°, 120°-

O os szogekkel. Tengelyes szimmetria miatt

OF = OF, ezért az OFF haromszog is

egyenlGszara. Ez a haromszog valdjaban

egyenldoldali, mert minden szoge 60°, igy

AFE = OF = EF = FO = FB. (Azt

is megkaptuk, hogy F, F' valojidban az AB

C

A E F vB

oldal harmadol6pontjai.)
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3. Hany olyan négyjegyi szam van, amelyben a szdmjegyek (balrol jobbra) nem csékkend
sorrendben kovetik egymast?

A megoldésok nagy szama miatt azokat nehézkes megadni felsorolassal. A probléma a
kovetkez6képpen modellezhetd: a nem csékkend sorrend azt jelenti, hogy balr6l jobbra
haladva a kovetkezs szamjegy nagyobb vagy egyenls az el6zénél. Osszesen 9 darab
lehetséges szamjegy van, hiszen 0-val nem kezd&dhet szam. A kdvetkezSképpen hozhatunk
létre kolcsondsen egyértelmi megfeleltetést a megfelel§ szdmok és azon 12 hosszu 0-1
sorozatok kozott, amelyek pontosan 4 darab l-est tartalmaznak: irjunk le 8 darab 0-t,
melyek a 9 lehetséges szamjegyet elvilasztjak egymastol. Az elsg 0 elé irjunk annyi darab
l-est, ahény 1l-es van a szamban (csak az elején lehetnek), az els6 és masodik 0 kozé
irjunk annyi darab 1l-est, ahany 2-es van a szdmban és igy tovabb, az utolsé 0 utan annyi
darab 1-est irjunk, ahdny 9-es van a szdmban. A nem csokkend sorrend miatt ha megvan,
hogy milyen szdmokat hasznalunk, azokat csak egyféleképpen rendezhetjiik sorba, ezért
kiilonb6z6 szamokhoz kiilonb6z6 sorozat tartozik. Minden sorozatot megkapunk valamilyen
szambol, mert az egyeseknek megfelel6 szamokat sorban leirva éppen j6 szamot kapunk.
Tehat ugyanannyi j6 szam van, mint ahany ilyen tulajdonsagu sorozat. A sorozat tehat 12
szambol all, amiben pontosan négy 1-es és nyolc 0 van. Az els§ 1-est 12 helyre tehetjiik, a
mésodikat 11-re, a harmadikat 10-re, a negyediket 9-re, ez Gsszesen 12 -11-10 -9, de ezt el
kell osztani 4-3-2- 1-gyel, ahanyféleképpen négy kiilonboz6 egyest sorbarendezhetiink, mert
most az egyesek sorrendje nem szamit. (Ezt nevezik ismétléses permutacionak). Tehat a
megoldas 12E199 — 495, o
4. TIgazoljuk, hogy
22+ 4+ 20— 4y + 7> 2,

ha x, y tetsz6leges valos szamok!
Képezziink a baloldalon teljes négyzeteket, mert ezekrél tudjuk, hogy mindig nemnegativak.
P4y 42 —dy+T=2+20+1 -1+  —dy+4—4+7=
= (41 +@y—27+2>2
Mindkét oldalbol 2-t kivonva kapjuk, hogy (z +1)? + (y — 2)? > 0, ami igaz, mert két négy-
zetszam Osszege biztosan nagyobb 0-néal. A kapott egyenl6tlenség egyenértékd az eredetivel,

ezért az is igaz. Még azt is megallapithatjuk, hogy egyenl@ség csak akkor teljestil, ha mindkét
tag 0, azaz x = —1 és y = 2. o




XLII. VERSENY 2012-2013.

FELADATOK

w Megyei fordulo

1. Okos Kata most kezdte megismerni a Word szovegszerkeszt§jét. Nagyon lelkes volt, s egyb6l
elhatarozta, hogy 3-t6l 2013-ig minden természetes szamot beir egy fajlba. A szamokat
folytonosan irta egymas utan, sem vesszével, sem szokozzel nem valasztotta el azokat. Hany
szamjegyet kellett leirnia? o

2. Allitsd el6 a 165-6t egymast kovetd pozitiv egész szamok Osszegeként! Gyijts minél tébb
megoldast! 0

3. Harom gyerek megegyezett abban, hogy a vesztes minden jaték utdn a sajat csokoladéjabol
megkétszerezi a tobbiek csokoladéjat. Osszesen harom jatszmat jatszottak. Mindenki egy-
szer vesztett. A jaték végén mindenkinek 32 darab csokoladéja volt. Hany darab csokoladéja
volt a jatszma elején annak, akinek a legtobbje volt?

4. A mellékelt szorzésban irj az x-ek helyére szamjegyeket gy, hogy helyes legyen a mivelet-
végzés! Hany megoldésa van a feladatnak? (Az z-ek értelemszertien most csak a hianyzo
szamjegyek helyét jelolik!)

TxT -7
xxTx
rxlx

TLLTXX o

5. Az ABCD téglalapot 6 négyzetre bontottuk fel. Koziiliik kettd teriiletét beirtuk az abraba.
Hany cm az ABC D téglalap keriilete?

36 cm?

25 cm?
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M Megyei fordulo

1. Keresd meg mindazon tizes szamrendszerben felirt természetes szamokat, amelyek szamje-
gyeik Osszegének 13-szorosaval egyenlgk!

2. Egy falu hataraban gabonafoldet, gyiimolcsost, zoldségkertészetet, halastavat és legel6t ala-
kitottak ki az évek soran. A foldteriiletek nagysagarél csak annyit tudunk, hogy hektéarban
mérve mindegyik egész szam volt. Az els négy teriilet nagysaga a falu hataranak %, ﬁ, %7 %
része volt. A tobbi teriiletet meghagytak legelének. Legkevesebb hany hektar lehetett a le-

geld teriilete? O

3. Hany olyan kiilonbozének tekinthetd téglatest van, amelynek a térfogata 2013 cm? és oldalai
egész szamok?

4. A 13,17, 37, 79 primszamokbdl szintén primszamokat kapunk, ha szdmjegyeiket felcseréljiik.
Létezik-e olyan kiilonhoz6 szamjegyekbdl 4116 hdromjegyd primszam, amelynek szamjegyeit
tetszGlegesen felcserélve szintén primszamokat kapunk?

5. Mindegyik hdromjegyd természetes szamot elosztottuk a sajat szamjegyei Gsszegével. Mek-
kora volt a legnagyobb maradék?
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r—m Megyei fordulo

1. Valaki 2012-ben annyi éves volt, mint sziiletési éve szamjegyeinek dsszege. Mikor sziilethe-
tett? (&)
2. Ird le az 1000-et

a) b darab 9-es szamjeggyel

b)

¢) 6 darab 5-0s szamjeggyel
)

6 darab 1-es szamjeggyel

d

A leirashoz mindenféle miiveleti jelet és zardjeleket is hasznalhatsz! O

5 darab 3-as szamjeggyel.

3. A WXYZ paralelogramméban az oldalakkal parhuzamosan vettiink fel két-két szakaszt.
Ezek a nagy paralelogrammat 9 kisebb paralelogrammaéra bontottédk. Koziiliik négy keriiletét
centiméterben mérve beirtuk. Tudjuk még, hogy a W XY Z paralelogramma keriilete 21
centiméter. Mekkora a satirozott paralelogramma keriilete?

/ 7
/ 11 5 /

A Y o

4. Az 1,2,3,4,5,6,7,8,9 szamjegyek felhasznalasaval készits paronként kiilonb6z6 primszamo-
kat dgy, hogy minden szamjegy pontosan kétszer szerepeljen az elGallitott primekben és a
kapott primszamok Gsszege a lehets legkisebb legyen! Keress tobb megfelels elGallitést! o

5. Kezdetben egy darab szamunk van, maga az 1. Meglevs szdmainkat gyarapithatjuk a kévet-
kez6 miivelet segitségével: egy meglevs szdmot novelhetiink a szam valahany pozitiv egész
szézalékaval, ha 1gy ismét egész szamot kapunk. A szazaléklab a gyarapitas soran 1-t6l 100-
ig barmelyik egész szam lehet, beleértve a hatarokat is, de ennél t6bb nem. Mutasd meg,
hogy 1-t8l 50-ig minden egész szamot el lehet allitani! (Egy példa: ha mar eldallitottad a
8-at valamilyen modszerrel, akkor ebbdl meg tudod csinalni a 12-t, ha hozzdadod a 8-hoz
annak 50%-4at a 4-et, mert 8 + 4 = 12.) o
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8. osztaly Megyei fordulo

1. Legyen A egy 2013-ra végz6ds pozitiv egész szam, B pedig az a pozitiv egész szam, amelyet
A utolsé négy jegyének torlésével kapunk. Tudjuk, hogy A egész szamu tobbszoérése B-nek.
Hany ilyen A szam van? o

2. Négy kiilonboz6 pozitiv szdmjegy felhasznaldsaval elkészitettiik az Osszes olyan négyjegyii
szamot, amelyben a szamjegyek kiilonboz6k. Ezeknek a négyjegyi szamoknak 186648 az
Osszegiik. Melyek lehettek a kiindulo szamjegyek?

3. Héany olyan haromszog van, amelynek (x;y) csicsai a derékszogi koordinata-rendszerben az
1<z <46és1 <y <4 feltételnek eleget tevs egész koordinataju pontok? o

4. Egy apa egy bizonyos Osszeget szétosztott a gyermekei kozott. A legidGsebb 100 Ft-ot kapott
és a maradék tized részét, a masodik 200 Ft-ot és az ij maradék tized részét, a harmadik 300
Ft-ot és az 01j maradék tized részét és igy tovabb. A végén kideriilt, hogy minden gyermek
ugyanannyit kapott. Hany gyermek volt, és mennyit kapott egyik-egyik?

5. Az ABCD téglalap BC oldalanak felezGpontja F'. Hanyadrésze a satirozott teriiletek Gsszege
a téglalap teriiletének?
D C
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5. osztaly, 1. nap Orszagos donté

1. Az iskolaban 1év6 tanul6i szekrényeket az 1-essel kezd6dGen egymas utan sorszamoztak mii-
anyaghol késziilt szamjegyekkel. A szamjegyek darabja 20 forint volt. Tehat a 9-es 20
forintba keriilt, a 10-es pedig 20 -2 = 40-be. Az 6sszes szekrény szamozasara 138900 forintot
koltottiink. Mi volt az utolsé szekrény sorszama?

2. Gondolatban irjuk le a datumokat év.honap.nap formatumban. Pl. 1948.3.25. Nevezziik ezt
a datumot ,yegyesnek”, mert minden jegye kiilonb6z6. Hany nap telik el a XX. szdzad utolso
wvegyes” datumatol a XXI. szazad elsé yvegyes” datumaig? (Egyjegyt honap és egyjegyti nap
szama elé nem kell 0-at irni!)

3. Egy otletes roviditést vezetiink be olyan szamok leirdsara, amelyben sok egyforma szamjegy
all egymés utan: jelolje d,, a d szdmjegy n-szeres fellépését. Az nlehet 1,2,3,... PL. 77755 =
7352, 11119999988333 = 14958233, 5557755 = H37355. Ha ezen jelolés mellett

2:3,5: + 3.542, = 53728351 75

akkor mivel egyenl§ x, y és 27 °

4. Egy 82 cm hosszi és 40 cm széles téglalap alakt keménylap négy sarkdbol levagtunk egy-
egy egybevagd négyzetet, a megmaradt papirbdl egy feliil nyitott téglatest alaka dobozt
készitettiink. Milyen magas volt a doboz, ha annak elkészitéséhez felhasznalt papir 3136
cm? volt?

5. A biivos négyzetben minden sorban, minden oszlopban és mindkét dtloban a szdmok Gsszege
ugyanannyi. FEgy 3 - 3-as méreti blivos négyzetet hidnyosan toltottiink ki. Ird be a hidnyzo
szamokat! Ird le a gondolatmenetedet is!

40 28

13

10
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5. osztaly, 2. nap Orszagos donté

1. Allitsd el6 a 100-at egymastél kiilonbozé modokon az 1,2,3,....,9 szamjegyek segitségével,
négy alapmiiveleti jelet és zar6jelet hasznélhatsz, de a szdmjegyek sorrendjét nem valtoztat-
hatod meg! Ha két vagy tobb szamjegy kozé nem teszel semmilyen megengedett jelet, akkor
azokat (balrol kezdve) egy tobbjegyi szamnak olvashatod!

a) 100=123456789
b) 100 =987654321 ()

2. 300 darab 1 cm?®-es kiskocka mindegyikét felhasznalva kiilonféle méretid tomor téglateste-
ket allitottunk Ossze. Hany olyan téglatest van, amelynek oldalhosszai egész szamok és a
térfogata 300 cm3? Ird le a talalt testek méreteit! o

3. a) Igazold, hogy nem helyezhetiink el egy kocka csticsaiban a 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,
10, 11, 12 szamok koziil nyolc kiillonb6zGt agy, hogy barmely él két végpontjaban levd
szamok Osszege oszthato legyen 2-vel.

b) Igazold, hogy elhelyezhetiink egy kocka csicsaiban a 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11,
12 szamok koziil nyolc kiilonb6zGt gy, hogy barmely él két végpontjaban levs szamok
Osszege oszthato legyen 3-mal. o

4. Az Gsszel almat szedtiink. A vodorbe és a kosarba gytijtott almat beleboritottuk a ladaba,
majd tovabb szedtiik a kisebb edényekbe. Egy védérben 36 kilogrammal kevesebb alma volt,
mint egy ladaban. A ladaban pedig 12 kilogrammal tobb alma van a kosarban 1évé alma
kétszeresénél. A kosarban pedig 6 kilogrammal t&bb alma van, mint a védorben. Mennyi
almat szedtiink, ha a sziiret végén négy ladank, hdrom vodriink és egy kosarunk volt tele?
(A szévegben szerepld adatok mindig a tele edényekre vonatkoznak.) o

5. Ot szamkartyank van D @ Mindegyiken egy-egy nullanal nagyobb, de egymastol
kiilonbo6z6 szamjegy all. Az egyik szamkartya forditva keriilt a képre, ezért nem lathato, hogy

melyik szamjegy van rajta. Az 0t szamkartya felhasznalasaval egy kétjegyti és egy haromje-
gyl szamot allitunk el§. Mennyi lehet a két legnagyobb kiilénbségii szam kiilonbségének és
a két legkisebb kiilonbségli szam kiilonbségének a kiilonbsége? o
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6. osztaly, 1. nap Orszagos donté

1. Egy 90 méter hosszu és 28,5 méter széles, téglalap alaku telken nyulakat és tytkokat tenyészt
egy gazda. Amikor egy latogatd érkezett, megkérdezte, hogy hany nyil és hany tyik van a
telepen. A gazda igy vélaszolt: Az allatoknak Osszesen 2652 labuk és annyi fejiik van, mint
a telek - m%-ben kifejezett - teriilet mérészamanak 2 6tod része.” A latogatéd nem ismerte a
teriilet nagysagat, igy nem tudta megoldani a feladatot. Segitsiink neki! o

2. 1 cm éld kockdkbol 18 x 18 x 18-as méretti tomor kockat raktunk Ossze, majd a felszinét
pirosra festettiik. Legkevesebb hany pirosra szinezett kiskockat kell elvenni a nagy kockabol,
hogy a megmaradé test felszine 2014 legyen! Indokolj!

3. A Kalmar déntére egy iskolabol 6 gyerek, valamint Alfa, Béta és Gamma tanar urak utaztak
el. Szamukra egy sorban 9 egymés melletti helyet tartottak fenn a rendezvény szervezéi. A
tanarok érkeztek elséként, és elhataroztak, hogy tgy fognak leiilni, hogy mindharman két
didk kozott iiljenek. Hanyféle iilésrend képzelhets el? o

4. Héany olyan négyjegyd pozitiv egész szam van, amelyben szerepel a nulla szamjegy? o

5. Ha az 1234 négyjegyd szambol minden lehetséges moédon torliink két szamjegyet, majd az
igy megmaradt két szamjegyet kétjegyid szamként kiolvassuk, akkor a 12, 13, 14, 23, 24, 34
szamokat kapjuk. Ezek Osszege 120. Keressetek olyan négyjegyli szamot, amelynél ez az
Osszeg a) 220 b) 540. (Vigyazz! Pl az 1052-ben a 02 nem kétjegyti, hanem egyjegyti és
értéke 2.)
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6. osztaly, 2. nap Orszagos donté

1. Hany olyan négyjegyi pozitiv egész szam van, amely oszthatd 9-cel és 25-tel, és mind a négy
szamjegye kiillonb6zG?

2. Egy 8x8-as sakktdbla mezéire az dbran lathat6 modon irtuk be a szamokat 1-t6l 64-ig.

Helyezzétek a sakktabla mezdire ezt a harom kis négyzethdl allo alakzatot! | Hény olyan
elhelyezés lehetséges, amelyben a lefedett mezGkben 16v6 szamok Osszege oszthato 3-mal? A
kis alakzatot tetszGlegesen forgathatod a sakktablan!

1121345678

9 101112 13|14 | 15| 16

17118 1 19|20 | 21 | 22 | 23 | 24

25126 | 2728129303132
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3. Egy kocka 125 darab 1 cm3-es fehér és piros kiskockabol all. Kozottiik pontosan annyi
fehérre festett van, amennyi sziikséges ahhoz, hogy a nagykocka kiilsején a fehér és a piros
négyzetlapok sakktéblaszertien helyezkedjenek el. Hany fehérre festett kocka van a 125
k6zott, ha a csucsokba piros kockat helyeztiink el? °

4. Egy egyenlszara haromszog oldalai rendre (z+489), (7Tx+41) és (3x+85) cm. Az x értékérdl
semmi informécionk nincs. Hany cm a haromszog keriiletének a lehetd legnagyobb értéke?

5. Egy nagy papirlapra leirtuk az évszamokat egymés utan Istvan kirdly megkoronazasinak
évétdl a mostani évig (2013-ig, a 2013-at is beleértve). Mennyivel egyenls a leirt évszamok
szamjegyeinek Osszege? (Istvant 1001. januar 1-jén koronaztak meg.) o
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7. osztaly, 1. nap Orszagos donté

1. 9 kg mogyorot vasaroltunk, kilogrammonként 1800 forintért. A mogyor6 megtisztitasa utan
- lemérve a kapott mogyordbelet és héjat - megallapitottuk, hogy a mogyorohéj sulya a
mogyorobél silyanak 2 harmadrésze. Mennyibe keriil a mogyorobél kilogrammja?

2. 1-t6l 100-ig az egész szamokat két szinnel kiszineztiik: 74 szdmot pirosra, a maradék 26-ot
kékre.

a) Bizonyitsd be, hogy a pirosak osszege nem lehetett egyenls a kékek Osszegével!

b) Legfeljebb hany szamot szinezhettiink pirosra, ha a fenti két Gsszeg megegyezett? o

3. Keressétek meg az 6sszes olyan csupa kiilonb6z6 szamjegybdl all6 haromjegyi szamot, amely-
nek a szamjegyeibdl képezhetd, kiilonbo6z6 szamjegyeket tartalmazo kétjegyt szdmok Osszege
egyenl$ az eredeti haromjegyii szimmal! o

4. Egy n oldalu szabalyos sokszog oldalhossza legyen a , beirt korének sugara r . A sokszog
belsejében felvettiink egy P bels§ pontot, amelyb6l merélegeseket allitottunk a sokszég min-
den oldalanak egyenesére. Igaz-e, hogy ezen meréleges szakaszok hosszanak Gsszege allandé?
(n=3,n=4,n=>5n=06)

5. Szémitsd ki 2013-nak azt a legkisebb tobhszorosét, amely 2014-re végzddik! o
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7. osztaly, 2. nap Orszagos donté

1. Bizonyitsd be, hogy 1-t6l 2013-ig minden természetes szam elGallithatd a 2000 néhany oszto-
janak Osszegeként! (Minden osztot legfeljebb egyszer szabad felhasznalni egy szam elGallitasa

soran.) (&)

2. Harom tanul6 jatékgolyokkal jatszik. A golyokat a jaték megkezdése el6tt 7 : 6 : 5 aranyban
osztottak szét egymas kozott. Jatékgolyodik szamanak aranya a jaték végén a tanulok ugyan-
azon sorrendje szerint 6 : 5 : 4. Valaki koziiliikk 12 darab goly6t nyert. Hany jatékgolyot
kaptak az egyes tanulok a jaték megkezdése el6tt?

3. Egy ,matematikus” kenguru a szamegyenesen ugral véletlenszertien egyet jobbra vagy egyet
balra tetszése szerint. Ugrasai 1 egységnyi hossziak. Jelenleg a kezdGponton (nullan) all és
a 6-os ponton szeretne megpihenni, befejezni az ugralast.

a) Az egyik alkalommal 8 ugrassal jutott el a 6-os pontba pihenni. Héanyféleképpen tehette
meg az utat?

b) Egy masik alkalommal 10 ugrassal jutott el a 6-os pontba pihenni. Hanyféleképpen
tehette meg az utat?

4. Egy haromszog legnagyobb oldala kétszerese a legrovidebbnek. A legnagyobb oldallal szem-
kozti sz6g haromszorosa a legkisebb oldallal szemkozt 16v6 szognek. Hany fokos a haromszog
legkisebb szoge? O

5. Kovécs 1r egy évre bérbe akarja adni a hazat. A hirdetményén a kdvetkezd széveg olvashato:

Ez a haz kiado egy évre.
7-HAZBER = 6-BERHAZ

A beérleti dijat Kovacs ar HAZBER-nek irta. Minden betli méas-mas szamjegyet jelol, egy-
forma betiik egyforma szamjegyeket. A felirt szorzas igaz. Mennyibe keriill a HAZBER ?

©
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8. osztaly, 1. nap Orszagos donté

1. Egyszer két juhasz igy beszélgetett:
— Adj nekem 8 baranyt, akkor nekem is annyi lesz, mint neked!
— Ink&bb te add nekem a baranyaid felét, s akkor nekem 7-szer annyi lesz, mint neked.
Hany baranya volt egyik-egyik juhésznak?

2. A tavon uszott egy labda, majd a tél bealltaval befagyott a to vize, s befagyott a labda. A
labdéat sikeriilt eltavolitani, igy visszamaradt egy 24 cm atmérgji, 6 cm mély Jlyuk”. Mennyi
a labda sugara? (Feltételezziik, hogy a labda gomb alaki, gumibol késziilt és beliil iires! A
labda kozéppontja a viz felszine felett volt.) o

3. Egy korbe irhato hatszognek 6 darab 120°-os szoge van. Kovetkezik-e ebbdl, hogy a sokszog
szabalyos?

4. Dudley Langford skot matematikus tiszteletére nevezziik DudLa szamoknak azokat a szamo-
kat, amelyeknek minden szidmjegye legalabb kétszer szerepel a szamban, és az is igaz, hogy
barmely két ugyanolyan értékd szamjegy kozott annyi darab mas értékd szamjegy all, mint
amennyi azok értéke. Példaul ilyen DudLa szam a 723121327, mert két 1-es kozott 1 db, két
2-es kozott 2 db, két 3-as kozott 3 db, két 7T-es kézott 7 db téle kiillonbozs értékl szamjegy
all. Ebben a szdmban 3 darab 2-es van, a két széls6 kettesre nem vonatkozik a szabély!
Melyek a hétjegytd DudLa szamok?

5. Az ABCDE szabalyos 6tszog. Az A csicsbél allitsunk merélegeseket a BC, CD és DE
oldalak egyenesére. A mer6legesek talppontjai legyenek rendre @), P és R. Legyen O az
Otszog koré irhato kor kozéppontja. Ha OP = 1, akkor mivel egyenlé AO + AQ + AR? o
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8. osztaly, 2. nap Orszagos donté

1. Bontsd fel a 13157-et négy szam 0Osszegére gy, hogy ha az els6 részhez 2-t hozzadadunk,
a masodik részbdl 3-at elvesziink, a harmadik részt 7-tel megszorozzuk, a negyedik részt
11-gyel elosztjuk, akkor mindig ugyanazt a szamot kapjuk!

2. Egy tiz résztvevss asztalitenisz versenyen mindenki pontosan egyszer mérk6zott mindenkivel.
Az egyes versenyzGk gyGzelmeinek szama a,b,c,d, e, f, g, h,i,j vereségeinek szidma rendre
A, B,C,D,E F,G,H,1,J. Bizonyitsd be, hogy a versenyz@k altal szerzett gyGzelmek szama
négyzetének Osszege ugyanannyi, mint a vereségek szama négyzetének Gsszege. o

3. Keress olyan primszamokat, amelyekre igaz, hogy alkalmas szamrendszerben felirva a szam-
rendszer minden szamjegyét pontosan egyszer hasznaljuk fell (0 nem é&llhat elsl.) Igazold,
hogy a hetes, illetve a tizes szamrendszerben nincs ilyen szam.

4. Legfeljebb hany oldala lehet egy olyan konvex sokszog, amely feldarabolhaté olyan derék-
szogl haromszogekre, amelyek hegyesszogei 30 és 60 fokosak?
(Megjegyzés: a feldarabolas soran csak ilyen haromszog keletkezhet, masféle sokszog nem.)

©

5. Bizonyitsd be, hogy minden természetes szam eléallithat6 a® + b? — 2 alakban, ahol a, b, ¢
egész szamok!
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MEGOLDASOK

r—m Megyei fordulo

1. Okos Kata most kezdte megismerni a Word szovegszerkeszt§jét. Nagyon lelkes volt, s egybd6l
elhatarozta, hogy 3-t6l 2013-ig minden természetes szimot beir egy fajlba. A szamokat
folytonosan irta egymas utan, sem vesszével, sem szokozzel nem vélasztotta el azokat. Hany
szamjegyet kellett leirnia?

Katanak 7 darab egyjegyi szamot kellett leirni. Ez 7 szamjegy. Mind a 90 darab kétjegytit
leirta, ez 90 - 2 = 180 szamjegy. Mind a 900 darab haromjegytit leirta, ez 900 - 3 = 2700
szamjegy. A négyjegyt szamok szama 2013 — 999 = 1014 darab. A négyjegytiek leirasdhoz
1014 - 4 = 4056 szamjegy kellett. Tehat Osszesen

7+ 180 + 2700 + 4056 = 6943

szamjegyre volt sziikség. o

2. Allitsd el6 a 165-6t egymast kovets pozitiv egész szamok dsszegeként! Gytjts minél tébb
megoldast!

Az alabbi esetek lehetségesek:

e Felbonthatjuk két egymast kdvets pozitiv egész szam Osszegére: 82 + 83.

o Harom egymast kovets pozitiv egész szam Osszegére: 54 + 55 + 56.

e Ot egymast kovets pozitiv egész szam Osszegére: 31 + 32 + 33 + 34 + 35 = 165

o Hat egymést kévetd pozitiv egész szam Osszegére: 25 + 26 + 27 + 28 + 29 + 30 = 165.

o Tiz egymést kovets pozitiv egész szam Osszegére: 12 + 13+ 14+ 15+ 16 + 17 + 18 +
19 + 20 + 21 = 165

e Tizenegy egymast kdvets pozitiv egész szam Osszegére: 10+ 11+ 124+ 13 + 14 + 15+
16 + 17+ 18 +19 + 20 = 165

e Tizenot egyméast kdvets pozitiv egész szam Gsszegére: 5+6+7+8+9+10+ 114+ 12+
13+14+ 15+ 16 + 17 = 165.

Bizonyithato, hogy més lehetGség nincsen. o

3. Harom gyerek megegyezett abban, hogy a vesztes minden jaték utdn a sajat csokoladéjabol
megkétszerezi a tobbiek csokoladéjat. Osszesen harom jatszmat jatszottak. Mindenki egy-
szer vesztett. A jaték végén mindenkinek 32 darab csokoladéja volt. Hany darab csokoladéja
volt a jatszma elején annak, akinek a legtobbje volt?

Gondolkozzunk visszafelé. Feltehetjiik, hogy az els6 gyerek vesztette el az els6 jatékot, a
mésodik gyerek a masodikat, a harmadik pedig a harmadikat. Nézziik, melyik jaték utan
melyikiiknek mennyi csokija volt! A befejezé allapotrol tudjuk, hogy 32,32, 32. A harmadik
jaték el6tt 16, 16,64 csokival rendelkeztek, hiszen a vesztes megduplazta a masik kettd
csokijainak szamat, akiknek igy lett 32. Ebbd6l kovetkezik, hogy korabban 16 csokijuk volt.
Hasonlo okoskodéssal a mésodik jaték el6tt 8, 56,32 volt a jatékosok csokijainak szdma.
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(Kétféleképpen is kiszamithatjuk, hogy a méasodiknak 56 csokija van. Az egyik, hogy a
csokik Osszege nem valtozik. Tudjuk, hogy a végén 96 darab van harmuknak &sszesen,
igy jaték kozben is. A masik, hogy az els6 8, a harmadik jatékos pedig 32 csokit nyert a
mésodiktol most, vagyis neki korabban ennyivel tobb volt. Tehat 16 + 8 4+ 32 = 56 csokija
volt a mésodik jaték el6tt. Az els6 jaték el6tt pedig: 52,28,16. A vélasz a feladat kérdésére
tehat 52. (4)

4. A mellékelt szorzasban irj az x-ek helyére szamjegyeket gy, hogy helyes legyen a mitivelet-
végzés! Hany megoldasa van a feladatnak? (Az z-ek értelemszertien most csak a hidnyzo
szamjegyek helyét jelolik!)

Tx7 - x7

TxTx
zrTx
TTTTL

Vegyiik észre, hogy a szorzast a szorzo tizeseivel kezdték, ami a részletszorzatok elrendezé-
sébdl latszik. Igy a masodik részletszorzat a szorzando és a szorzo egyesei Osszeszorzasabol,
vagyis a 727 - 7 -b6l adodik. Ebbé] kovetkezik, hogy az egyesek helyére keriils szamjegy
csakis 9 lehet, hiszen 7-7 = 49. Beirjuk a 9-et és tudjuk, hogy a maradék 4. 7-b6l 4 egyenld
3, s most keresniink kell egy olyan szdmot, amelyet 7-tel szorozva 3-ra végz&ds szamot
kapunk. Ez csak a 9 lehet, mert 9 -7 = 63 végzddik csak 3-ra. A szorzandd csakis 797
lehet, a mésodik részletszorzat pedig biztosan 5579. A szorzandd kozépsd jegye tehat 9-es.
Folytassuk a szorzast. Most méar a teljes szorzandot egyértelmten meghataroztuk. Hidnyzik
még a szorz6 tizese. Tehat a 797-et kell valamivel megszorozni, hogy az eredmény egy olyan
négyjegyi szam legyen, amelyben a tizesek helyén 7 4ll. Harom ilyen szorzot is taladlunk:
77, 87, 97. Az els6 részletszorzat rendre 5579, 6376, 7173. A masodik részletszorzat minden
esetben 5579. Az eredmény rendre 61369, 69339, 77309. o

5. Az ABCD téglalapot 6 négyzetre bontottuk fel. Koziiliik kettd teriiletét beirtuk az abraba.
Hany cm az ABCD téglalap keriilete?

36 cm?

25 ¢m?

A 25 cm? teriilet négyzet oldalhossza 5, a 36 cm?-esé pedig 6 cm. Ebbdl kivetkezik, hogy
a téglalap egyik oldal 11 cm. Az is kovetkezik, hogy a legkisebb négyzet oldala 1 cm, hiszen
annak a oldalhossza az el6bbi két négyzet oldalhosszanak kiilonbsége. Ebbd6l viszont az is
kovetkezik, hogy az also két egybevago négyzet oldalhossza 4 cm, hiszen 1 cm-rel kevesebb
a 25 cm? teriiletli négyzet oldalanal. Ezzel viszont megkaptuk a téglalap masik oldalanak
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hosszat is: 5 +4 +4 =13 em. A keriilet tehat:
K =2(11+13) = 48 cm. (1)

M Megyei fordulé

1. Keresd meg mindazon tizes szamrendszerben felirt természetes szamokat, amelyek szdmje-
gyeik Osszegének 13-szorosaval egyenldk!

Kétjegyti nem lehet a szam, mert ha ab lenne a szam, akkor 10a + b = 13(a + b) lenne,
amibdl 3a + 120 = 0 kévetkezik. Ez viszont szamjegyek esetén lehetetlen.
Tegyiik fel, hogy az abc haromjegyi szam megfelel a feltételnek. Ekkor

100a + 100 + ¢ = 13(a + b + ¢).
Ezt rendezve és 3-mal végigosztva:
29a = b+ 4c.

A jobb oldal itt legfeljebb 45. Tehat a bal oldal is, és mivel a egy szam els6 szamjegye,
igy a = 1. Amibdl kapjuk, hogy 29 = b+ 4c. Mivel b és ¢ szamjegyek, igy minddssze 3
megoldas van: b= 1,¢ =7 vagy b =5,c =6 vagy b = 9,c = 5. Vagyis a megfelel§ szamok:
117,156, 195.

A szamnak nem lehet 3-nal tobb jegye. Egy n-jegyti szdmra igaz, hogy legalabb 107!,
A szamjegyeinek Osszege akkor a legnagyobb, ha minden jegye 9-es. Vagyis a szdmjegyek
osszege 9n. Belathato, hogy n > 3 esetén 10”1 > 13- 9n, vagyis a kivant feltétel nem
teljesiilhet.

A megoldasok: 117, 156, 195. (4

2. Egy falu hataraban gabonaféldet, gylimolesost, zdldségkertészetet, halastavat és legelGt
alakitottak ki az évek soran. A foldteriiletek nagysagarol csak annyit tudunk, hogy hek-
tarban mérve mindegyik egész szam volt. Az els6 négy teriilet nagysaga a falu hatardnak
g, %, %, % része volt. A tObbi teriiletet meghagytak legelének. Legkevesebb hény hektar
lehetett a legelG teriilete?

Szamoljuk ki, hogy hanyad része a falu hataranak a legels teriilete. Mivel

15 7 424 1400 + 2205 + 1440 + 2268 7313

81 721721 TR0 7560 7560
ezért a legeld teriilete %—a a falu hataranak. Ez a tort tovibb nem egyszertisithetd, igy a
legel§ teriilete legaldbb 247 hektéar. o

3. Hany olyan kiilonbozének tekinthets téglatest van, amelynek a térfogata 2013 cm? és oldalai
egész szamok?

Tudjuk, hogy 2013=3-11-61. Ezt felhasznalva konnyen megtaladlhatjuk az 6sszes lehetGséget
az oldalak hosszara: (1,1,2013); (1,3,671); (1,11, 183); (1,33,61); (3,11,61). o
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4. A 13,17, 37, 79 primszamokbol szintén primszamokat kapunk, ha szamjegyeiket felcseréljiik.
Létezik-e olyan kiilonb6z6 szdmjegyekbdl all6 haromjegy primszam, amelynek szamjegyeit
tetszolegesen felcserélve szintén primszamokat kapunk?

A keresett haromjegyt szdmban az 5-6s és a paros szdmok nem szerepelhetnek, hiszen lenne
olyan eset, amikor ez lenne az utolsé szamjegy, marpedig akkor biztosan nem lesz a szam
prim. Maradt tehat 1,3,7,9.

Négy esetet kell atgondolnunk az alapjan, hogy ebbdl melyik 3 szamjegyet valasztjuk.

e Az 1,3,7. nem j6, mert a 371 =7 - 53.

e Az 1,3,9 sem jo, hiszen 319 = 11 - 29 vagy 913 = 11 - 83.
e Az 1,7,9 sem jo, mert 791 =7 - 113.

e Végiil 3,7,9 sem jo, mert 973 = 7 - 139 vagy 793 = 13 - 61.

Tehéat nem létezik a feladat szévegének megfelel§ primszam. o

5. Mindegyik haromjegyii természetes szamot elosztottuk a sajat szamjegyei osszegével. Mek-
kora volt a legnagyobb maradék?

Tudjuk, hogy egy osztési miiveletben a maradék legalabb 1-gyel kisebb az osztonal. Harom-
jegyi szamok esetén a legnagyobb szadmjegyosszeg a 27, igy elvileg a legnagyobb maradék
26 lehetne. De a 27-es szdmjegydsszeg csak a 999 esetén valosul meg, ami viszont oszthatd
27-tel, azaz a maradék 0. A maradék tehat nem lehet 26.

A szamjegyOsszeg elvileg lehet 26 is (a maradék pedig 25). 3 ilyen szam van: 899, 989 és a
998. Az osztasokat elvégezve lathato, hogy a maradék rendre 15, 1, 10. A maradék tehat
25 sem lehet.

A szamjegyosszeg lehet 25 is. Végiggondolva a szoba johetd eseteket (799, 979, 997, 889,
898, 988) lathato, hogy a 799 osztva a szamjegyei Osszegével, a maradék 24.

A feladat kérdésére a valasz: 24. (1)

M Megyei fordulo

1. Valaki 2012-ben annyi éves volt, mint sziiletési éve szamjegyeinek 6sszege. Mikor sziilethe-
tett?

Két esetet kell megkiilénboztetni.
e Ha a XXI. szdzadban sziiletett, akkor:

202y +2+0+x +y = 2012.

Tehat 2000 + 10x + y + 2 + =z + y = 2012. Ebbdl kapjuk, hogy 11x 4 2y = 10. Ebbdl
lathato, hogy x = 0 és ekkor y = 5. Ebben az esetben 2005-ben sziiletett.

e Ha a XX. szazadban sziiletett, akkor

192y +1+9+ 2 +y = 2012.
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2.

Az el6z6h6z hasonléan kapjuk, hogy 11z + 2y = 102. Mivel 2y legfeljebb 18, igy x
értéke legalabb 8. Ha x = 8, akkor y = 7, mig x = 9 esetén nincs megoldés, hiszen a
szamjegyek egész szamok. Ebben az esetben tehat 1987 lehet a sziiletési év.

Az ellendrzés megmutatja, hogy 1987 és 2005 is megfelel a feladat feltételeinek. (Feltéte-
lezziik, hogy egy 2012-ben él6 ember nem sziiletett a XIX. szazadban, vagyis legfeljebb 112
évesekre gondolunk.)

Ird le az 1000-et

a) b5 darab 9-es szamjeggyel
b) 6 darab 1-es szamjeggyel
¢) 6 darab 5-6s szamjeggyel
)

d

A lefrashoz mindenféle mtveleti jelet és zardjeleket is hasznalhatsz!

5 darab 3-as szamjeggyel.

Egy-egy lehetséges megoldésa a feladatoknak:

a) 1000 =999 + 3.

b) 1000 = (11 — 1)H+1+L,

¢) 1000 = (55—5)-(5-5-5)=5-(5-5—5) - (5+5).

d) 1000 = (2:3)°, (4]

A W XY Z paralelogramméaban az oldalakkal parhuzamosan vettiink fel két-két szakaszt.
Ezek a nagy paralelogrammat 9 kisebb paralelogrammaéara bontottak. Koziiliik négy kerii-
letét centiméterben mérve beirtuk. Tudjuk még, hogy a W XY Z paralelogramma keriilete
21 centiméter. Mekkora a satirozott paralelogramma keriilete?

w X

/ 7
ARV,

Z Y

Az abran lathaté modon jeloljiik a megfelels szakaszok hosszat.
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Z Y

A kérdéses paralelogramma keriilete:
K =2(b+e).
Tudjuk 4 kis paralelogramma keriiletét:
20a+e)+20b+d)+2(c+e)+20b+f)=114+8+4+5=28.
A bal oldali kifejezést atrendezhetjiik:
2@+b+c+d+e+ f)+2(b+e).

Ennek els6 tagja éppen a nagy paralelogramma keriilete, amir6l tudjuk, hogy 21. Ebbél
kapjuk, hogy a satirozott paralelogramma keriilete 28 — 21 = 7.

4. Az 1,2,3,4,5,6,7,8,9 szamjegyek felhasznalasaval készits paronként kiilonb6z6 primsza-
mokat gy, hogy minden szdmjegy pontosan kétszer szerepeljen az elGallitott primekben és
a kapott primszamok Gsszege a lehetd legkisebb legyen! Keress tobb megfelels elGallitast!

Els6 megoldas.  Arra kell torekedni, hogy legfeljebb kétjegyld szamokat képezziink.
Vegyiik észre, hogy a 4-es, 6-0s és a 8-as szamjegy feltétleniil a tizesek helyén van. Igy
értékiik a helyiértékeken (4 +6 +8) -2 - 10 = 360 lesz. Ezeket primszamma a kovetkezd
moédokon lehet kiegésziteni: 41 vagy 47, 61 vagy 67, 83 vagy 89. A két 2-es illetve
két 5-0s koziil az egyiknek egyjegytiként kell szerepelnie, a masiknak a tizesek helyén.
Ezek értéke 2 + 54 20 + 50 = 77 lesz. Ha a tizesek helyére tessziik a 2-est, akkor az
egyesek helyére 3-ast vagy 9-est tehetiink. Vagyis lesz egy 23 vagy 29. Ha a tizesek
helyére tessziik az 5-6st, akkor az egyesek helyére 3-ast vagy 9-est tehetiink, tehat 53
vagy 59 lehet. A két 3-asnal és két T-esnél mindegy, hogy az egyesek helyi értékén all
egy kétjegyli szdmban vagy magényosan all, osszértéke mindenképpen 20 lesz. Az 1 és 9
esetén arra kell torekedniink, hogy a kétjegyd szamban az egyesek helyi értékén alljanak.
Igy a mi sszegiinket (1 +9) - 2 = 20-szal novelik. A kapott részeredményeket dsszeadjuk:
T7+360420420 = 477. Ennél kisebb 0sszeg nem lehet. Ezen értéket meg is lehet valositani.
Lathato a fenti okoskodasbol, hogy a 2,5,41,47,61,67,83,89 szdmoknak mindenképpen
benne kell lenni az elgallitasban. Szabadsagunk csak a 23,29, 53, 59 tizesei, egyesei elrende-
zésében van. A konkrét elGallitas: 245+ 23 +41 4+ 47459 + 61 + 67 + 83 + 89 = 477 vagy
245+294+41 447+ 53 + 61 + 67 + 83 + 89 = 477. Tehat két megoldas van, vagyis a
minimalis 6sszeg 477.
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Masodik megoldas. Mivel 4, 6, 8 nem lehet primszamban egyesek helyén, és a 2 és
az b5 is legfeljebb egy alkalommal, a 18 felhasznalhat6 szamjegybdl az aldbbi 8 biz-
tosan legalabb tizest képvisel: 2, 4, 4, 5, 6, 6, 8, 8. Igy ezek az Osszegben legalabb
(2+44+4+5+6+6+8+8)-10 = 430-at adnak. A fennmaradé 10 szamjegy még legalabb
1+1424+34+34+5+7T+74+9+9 = 47-tel noveli az Osszeget, amelynek lehetséges
legkisebb értéke igy 430 4+ 47 = 477. Ez az érték akkor és csak akkor érhetd el, ha az elsé
csoportba sorolt 8 szdmjegy mindegyike tizes helyi értékre, a masik 10 mindegyike egyes
helyi értékre keriil. Mivel a 2 és az 5 nem lehet t6bbjegyi prim végén, 6k biztosan egyjegyi
szamot alkotnak. 60-t6l 69-ig csak a 61 és 67 prim, igy ezeket be kell venni. Hasonl6an
80-tol 89-ig csak a 83 és 89 jo. Maradt a 2, 4, 4, 5 a tizesek koziil és 1, 3, 7, 9 az egyeseknél.
A 2-es és az 5-0s utédn egyarant csak 3-as vagy 9-es johet, igy a 4-esek utén csak 1 és 7
johet (41, 47 prim). Igy két megoldast kapunk aszerint, hogy 23 + 59-et vagy 29 + 53-at
valasztunk. Vagyis a keresett minimum 477, amely pontosan kétféleképpen érhets el:
2454+23+41447+59+61467+83+89, illetve 2+5+29+414+47+ 53461467+ 83+ 89.

o

5. Kezdetben egy darab szamunk van, maga az 1. Meglevé szdmainkat gyarapithatjuk a
kovetkez6 miivelet segitségével: egy meglevé szdmot névelhetiink a szam valahany pozitiv
egész szazalékaval, ha igy ismét egész szamot kapunk. A szazaléklab a gyarapitas soran 1-t6l
100-ig barmelyik egész szam lehet, beleértve a hatarokat is, de ennél tobb nem. Mutasd meg,
hogy 1-t6] 50-ig minden egész szamot els lehet allitani! (Egy példa: ha méar elGallitottad a
8-at valamilyen modszerrel, akkor ebbdl meg tudod csinalni a 12-t, ha hozzdadod a 8-hoz
annak 50%-at a 4-et, mert 8 + 4 = 12.)

Az 1-b6l meg tudjuk csinalni a 2-t, ha az 1-hez hozzéadjuk az 1 100%-at. A 3-at igy
allitjuk els: a 2-hoz hozzaadjuk a 2-nek az 50%-at. A 4 elgallitasa: a 2-hoz hozzaadjuk a
2-nek a 100%-at. Az 5 elallitasa: a 4-hez hozzdadjuk a 4-nek a 25%-at. A 6 elGallitasa:
a 5-hoz hozzaadjuk a 20%-at (54 1 = 6). A 7 elgallitasa: az 5-hoz hozzaadjuk a 40%-at
(b+2=T7). A 8 elsallitdsa: az 5-hoz hozzaadjuk a 60%-at (5+ 3 = 8). A 9 elsallitasa:
a 6-hoz hozzaadjuk az 50%-at (6 +3 = 9). A 10 eldallitasa: a 8-hoz hozzdadjuk a 25%-at
(8+2 = 10).

Vegyiik észre, hogy a 10-nek a 10%-a 1, tehat 10%-onként lépkedve 11-t61 20-ig mindent el
tudunk allitani.

A kovetkezd észrevétel: a 20-nak az 5%-a 1, tehat 5%-onként lépkedve 21-t61 40-ig mindent
el¢ tudunk allitani. Innentdl a 25 4%-at és ennek tobbszoroseit hasznaljuk. A 25-nek a
4%-a 1, tehat itt is egyesével tudunk 50-ig névelni. o

8. osztaly Megyei fordulé

1. Legyen A egy 2013-ra végz6ds pozitiv egész szam, B pedig az a pozitiv egész szdm, amelyet
A utols6 négy jegyének torlésével kapunk. Tudjuk, hogy A egész szamu t6bb-szordse B-nek.
Hany ilyen A szam van?

A feladat szdvege alapjan
A = 100008 + 2013.
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Mivel B osztja 10000B-t, ezért az egyenlGség alapjan B akkor és csak akkor osztja A-t, ha
osztja a 2013-at. Innen B értéke az 1, 3, 11, 33, 61, 183, 671 és 2013 szamok barmelyike lehet,
de més nem. Minden B-hez pontosan egy A szam tartozik és kiilonb6z6 B-hez kiilonb6z§ A
parosul. Tehat A ugyanannyi értéket vehet fel mint B, igy 8-at. o

2. Négy kiilonb6z6 pozitiv szdmjegy felhasznalasaval elkészitettiik az Osszes olyan négyjegyt
szamot, amelyben a szamjegyek kiilonboz6k. Ezeknek a négyjegyl szamoknak 186648 az
Osszegiik. Melyek lehettek a kiindulé szamjegyek?

Legyen a négy szamjegy a, b, ¢ és d. Hat olyan négyjegyt szam van, melyben az a az ezres
helyi értéken szerepel:

abced, abdce, acbd acdb, adbe, adcb.

Ugyanigy hatszor szerepel az a a szazasok, tizesek és egyesek helyén is, és ezek a megallapi-
tasok mindegyik szamjegyre érvényesek. Igy amikor 6sszeadjuk a szamokat, minden szamje-
gyet minden helyi értéken hatszor adunk Gssze, tehat a szamok sszege 6666 (a + b+ ¢ + d).
Tehéat

6666 - (a + b+ ¢ + d) = 186648.

Ebbdl pedig (a+b+c+d) = 28. Ebbdl kivetkezGen az alkalmas szamjegyek pedig a {9,8,7,4}
és {9,8,6,5).

3. Héany olyan haromszog van, amelynek (z;y) csicsai a derékszogi koordinata-rendszerben
az 1 <x <4és 1 <y <4 feltételnek eleget tevs egész koordinataji pontok?

A feladatban szerepld feltétel szerint = és y egyméstol fliggetleniil 4 értéket vehetnek fel,
igy Osszesen 4 -4 = 16 pont koziil keriilhetnek ki a haromszoget csiicsai. Ezek egy 3 x 3-as
négyzetracs racspontjain helyezkednek el. A 16 pontbdl a hdromszog harom csicsa koziil az
els6t 16-féleképpen, a mésodikat 15-féleképpen, a harmadikat 14-féleképpen valaszthatjuk
ki. Legyen a kivalasztott haromszog ABC'. Vegyiik észre, hogy ezt a haromszoget hatféle-
képpen lehetett kivalasztani: ABC, ACB, BAC, BCA,CAB és CBA sorrendekben. Tehat
0sszesen 16'16# = 560 féle haromszog képezhets ebbdl a 16 pontbol.

Ez az 560 haromszog viszont tartalmaz néhény elfajulé haromszoget, tehat olyan pont-
harmast, melyek egy egyenesre esnek, igy haromszog helyett egy szakasz keletkezik. Fzek
az elfajulé haromszogek elhelyezkedhetnek a 3 x 3-as négyzetracs oldalaival parhuzamos
négy vizszintes és négy fiiggsleges egyenesen. Ezek mind négy pontot, igy négy elfajulo
haromszoget tartalmaznak, tehat Gsszesen 8 - 4 = 32 elfajuld haromszoget jelentenek.
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Elhelyezkedhetnek tovibba a két atlon, melyek egyenként négy-négy ujabb elfajuld harom-
szoget adnak.

Végiil pedig az atlokkal parhuzamos harom cstcsot tartalmazo négy darab ,kis 4tl6” szol-
galtat egyenként egy, igy 0sszesen négy elfajulé haromszoget. Ezzel megszamoltuk az 6sszes
elfajulé haromszoget, amik szdma tehat Osszesen 32 + 8 + 4 = 44.

Ezek alapjan Osszesen 560 — 44 = 516 nem elfajulé haromszog van, melyek csiicsai a feladat-
ban szerepl6 16 pont koziil keriilnek ki. o

4. Egy apa egy bizonyos Osszeget szétosztott a gyermekei kozott. A legidGsebb 100 Ft-ot
kapott és a maradék tized részét, a méasodik 200 Ft-ot és az 1j maradék tized részét, a
harmadik 300 Ft-ot és az Gj maradék tized részét és igy tovabb. A végén kideriilt, hogy
minden gyermek ugyanannyit kapott. Hany gyermek volt, és mennyit kapott egyik-egyik?

Jelolje x azt az Osszeget melyet az apa Osszesen szétoszt. Ekkor a legidGsebb gyerek

x — 100

100 + Ft-ot
kap. A maéasodiknak
x — (100 + Z=19) — 200 x — 300 — =100 T —290 — %
2 10 =9 10 =92 10 Ft
00 + ) 00 + 0 00+ ——5—"

jut. A feladat alapjan mindkett6nek ugyanannyi pénz jutott tehat:

£—100 o0 w200 - 55

1
00+ 10 10

Amibdl:

1000—1—1’—100:20004—1’—290—%.
Vagyis 810 = {5 fgy: o = 8100. Ezek alapjan az els6 két — és egyben az 6sszes — gyerek 900
Ft-ot kap. Mivel 8100/900 = 9, igy 9 gyerek van. Ellendrizhets, hogy mind a 9 gyerek 900

Ft-ot kap és az utolsonal elfogy az Osszes pénz.
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5. Az ABCD téglalap BC oldalanak felezépontja F. Hanyadrésze a satirozott teriiletek dssze-
ge a téglalap teriiletének?

D C
F
A B

Messe a DB 4tlo az AC' és AF egyeneseket rendre M és P pontban. Mivel barmely téglalap
atloi felezik a téglalap teriiletét és egymast, igy az AC'D héaromszog teriilete fele a téglalap
teriiletének, tovabba DM silyvonal a haromszogben. Ismeretes, hogy a stlyvonal felezi a
haromszog teriiletét, igy DM C héromszog teriilete fele az ADC haromszog teriiltének, igy
negyede a téglalap teriiletének.

D C
M F

P
A B

Az ABC haromszogben a BM és AF silyvonalak, igy az AFB és AM B haromszogek
teriilete egyarant fele az ABC héaromszog teriiletének, igy negyede a téglalap teriiletének.
Ismeretes, hogy a haromszog stulyvonalai harmadoljak egymast, tehat ?—i = % = % Mivel
FPB és FAB haromszogek F P és F A oldalakhoz tartozd magassidga megegyezik, igy terti-
letiik ardnya megegyezik az F'P és F'A oldalak aranyaval. Tehat F'PB héaromszog teriilete
harmada az F'AB haromszog teriiletének, igy tizenkettede a téglalap teriiletének. Ugyanigy
M P A haromszog teriilete is tizenkettede a téglalap teriiletének.

Tehat a satirozott rész teriilete:
1 1 1 5

ITnTn T
része a téglalap teriiletének. O
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5. osztaly, 1. nap Orszagos donté

1. Az iskolaban 1év6 tanul6éi szekrényeket az 1-essel kezd6dGen egyméas utan sorszamoztak
miianyagbdl késziilt szamjegyekkel. A szamjegyek darabja 20 forint volt. Tehat a 9-es 20
forintba kertilt, a 10-es pedig 20-2 = 40-be. Az 6sszes szekrény szamozasara 138900 forintot
koltottiink. Mi volt az utols6 szekrény sorszama?

Mivel 138900 Ft-ot koltottek és minden szamjegy 20 Ft-ba keriilt, igy % = 6945 szam-
jegyet vasaroltak. 1-t6l 9-ig sorszamozott szekrényekre Gsszesen 9 szamjegyet hasznaltak.
10-t61 99-ig 90 - 2 = 180 és 100-t6l 999-ig 900 - 3 = 2700 szamjegy kellett. Tehat 1-t6l 999-ig
Osszesen 9 + 180 + 2700 = 2889 szamjegy fogyott el, igy maradt 6945 — 2889 = 4056 darab.

999 utén 4-jegyl szamok jonnek, igy a 4056 darab szidmjegy tovabbi % = 1014 szamra
elegendd. 999 utan az 1014. szam a 2013, igy 2013 az utols6d szekrény sorszama. O

2. Gondolatban irjuk le a datumokat év.honap.nap formatumban. Pl. 1948.3.25. Nevezziik ezt
a datumot ,vegyesnek”, mert minden jegye kiilénb6z6. Hany nap telik el a XX. szédzad utolso
wvegyes” datumatol a XXI. szazad els6 ,yvegyes” datumaig? (Egyjegyt honap és egyjegyt
nap szama elé nem kell 0-at irni!)

Az utols6 ,yegyes” datum a XX. szdzadban az 1987.6.30 és az elsG a XXI. szdzadban a
2013.4.5. Tehat azt kell kiszdmolni, hogy ekozott a két datum kozott hany nap telt el.
Induljunk az 1987.6.30-as datumtol! Ez a datum janius utolsé napja, igy ebben az évben
Osszesen 6 teljes honap van még hatra, melyek a julius, augusztus, szeptember, oktober,
november és december. Ezek rendre 31, 31, 30, 31, 30, illetve 31 napos honapok, igy
1988.1.1-ig 31 + 31 + 30 + 31 4+ 30 4+ 31 = 184 nap van. Ezek utan 1988.1.1-t6l 2013.1.1-ig
Osszesen 25 év van, igy ekozott Osszesen 25 - 365 = 9125 nap telik el. Ekozott a 25 év
kozott 7 szokév is van (1988, 1992, 1996, 2000, 2004, 2008 és 2012), melyek djabb 7 napot
szolgaltatnak. Ezutdn méar csak 2013-ban eltelt napok szamat kell megszdmolni. 2013.4.5-ig
eltelik egy teljes janudr, februar és marcius, melyek rendre 31, 28, illetve 31 naposak.
Aprilisban még tovabbi 4 nap telt el. Tehat 1987.6.30-tol 2013.4.5-ig Gsszesen

184+ 9125+ 7+ 31 + 28 + 31 + 4 = 9410
nap telik el. o

3. Egy otletes roviditést vezetiink be olyan szamok lefrasara, amelyben sok egyforma szdmjegy
all egymas utan: jelolje d,, a d szamjegy n-szeres fellépését. Az nlehet 1,2, 3, ... PL 77755 =
7352, 11119999988333 = 14958233, 5557755 = H3725,. Ha ezen jel6lés mellett

2,35 + 3,522, = 5372855175

akkor mivel egyenld x, y és 27

Vizsgaljuk az Osszeadast az egyes helyiértéktdl indulva. A 2,3,5, utolsé szamjegye az 5 és
a 3.5,2, utols6 szamjegye a 2.

Az Osszegben a tizes helyi értéken 7-es van. Mivel az 6sszeadanddkban csak a 2-es, 3-as és
5-0s szamjegy all, igy ellenérizhetd, hogy csak akkor lehet a tizesek helyén az Gsszegben 7,
ha az Gsszeadandokban a 2-es és 5-0s szerepel (hiszen atvaltas az egyes helyiértéken nincs).
A 2-es nem lehet a 2,3,5, szimban a tizesek helyén, mert az els§ 2-es el6tt kell szerepelnie
3-as szamjegynek. Tehat 2,3,5, szdm tizes helyiértékén az 5-6s van és 3,5,2, szamnal pedig
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a 2-es.

Ugyanez a meggondolas igaz a szazasok helyiértékét nézve. Ekkor is az deriil ki, hogy a
szazasok helyén a 2,3,5, szdmban 5-6s fog allni és a 3.5,2, szdmban 2-es.

Az Osszegben az ezresek helyén 5-0s szamjegy all. Mivel atvaltas a szazasoknél sincs, ezért
ellenérizhetS, hogy ez csak Ggy lehet, hogy az Gsszeadandok ezres helyiértékénél egyikben
3-as, a masikban egy 2-es szamjegy all. (Lehetne tgy is, hogy az egyik Osszeadand6 csak
3 szamjegyd és a masik Osszeadand6 ezres helyiértékén pedig 5-0s all, de mindkét szam
x4y + z jegyd, igy ez nem fordulhat els.) Mivel eddig még nem szerepelt 3-as szamjegy
a 2-es tovabbra sem lehet a 2,3,5, szadmban, igy ennek a szdmnak ezres helyiértékén a 3-as
van. Ebbd6l mar kovetkezik, hogy z = 3, hiszen a 2,3,5, szdm 3 darab 5-0sre végzddik.
Mivel megint nincs atvaltas, igy az osszegben talalhat6 tizezres helyiértéken 16vG 8-as csak
ugy érhetd el, hogy az 6sszeadandokban ezen a helyiértéken egyikben 5-6s, a masikban 3-as
van. Akarhogy is van elrendezve a 3.5,2, szamban megszakad a 2-es szamjegy sorozata, igy
ez 4 darab 2-re végzddik, amibdl kovetkezik, hogy y = 4.

Mivel a 2, 3 és 5 jegyl szdmokndl az Osszeadasnal atvaltas csak két 5-Os Osszeadasaval
lehetséges és a 2,3,5. szamban csak az utolsé harom jegy 5-0s, ekkor viszont a maésik
szamban csak 2-es szamjegy van, igy az Osszeadasnal nem torténik sehol atvitel. Mivel
mindkét Gsszeadando6 = + y + 2z jegyd, igy az Osszeg is ennyi jegybdl all. Viszont az Gsszeg
3+24+3+1+3=12jegyl,igy xr+y+2=2x+4+ 3 =12, ahonnan x = 5. Tehat x = 5,
y =4 és z = 3, melyek valéban j6 megoldast szolgaltatnak. o

4. Egy 82 cm hosszu és 40 cm széles téglalap alaki keménylap négy sarkabol levagtunk egy-
egy egybevagd négyzetet, a megmaradt papirbél egy feliil nyitott téglatest alaka dobozt
készitettliink. Milyen magas volt a doboz, ha annak elkészitéséhez felhasznélt papir 3136
cm? volt?

Ha a téglalap négy sarkardl levagjuk a négyzeteket, akkor az abran lévé alakzatot kapjuk.

Ebbdl a dobozt gy készithetjiik el, hogy a szaggatott vonallal hatarolt téglalap lesz a doboz
alja és az ezt koriilvevé négy kisebb téglalap behajtva alkotja a doboz négy falat. Ebbdl
viszont az kovetkezik, hogy a doboz olyan magas, mint a levagott négyzetek oldalhossza.
Eredetileg (a vagas el6tt) a téglalap teriilete 82 - 40 = 3280 cm? volt. Mivel csak 3136 ¢cm?
keriilt felhasznélasra, igy a levagott négy négyzet osszteriilete 3280 — 3136 = 144 cm?. Mivel
a négyzetek egybevagoak, igy egy négyzet teriilete 1%4 = 36 cm?®. Ebbdl viszont kovetkezik,

hogy egy négyzet oldala, igy a doboz magassiga is 6 cm. o




Megoldasok

XLII. verseny 2012-2013.

5. A biivos négyzetben minden sorban, minden oszlopban és mindkét atloban a szamok Gsszege
ugyanannyi. Egy 3 - 3-as méretii blivos négyzetet hidnyosan toltottiink ki. Ird be a hidnyzé
szamokat! Ird le a gondolatmenetedet is!

40 28

13

10

Jeloljiik a hidnyzo6 szamokat a, b, ¢, d és e-vel az abranak megfelelGen.

40| a | 28
13| b | c
d| e |10

Tovabba legyen x az ebben a biivos négyzetben 1év6 oszlopokban, sorokban és az atlokban
lévs Gsszeg. Ekkor az egyik atlo miatt 40+ b+ 10 = x, amib6l b = x —50. Az egyik oszlopbdl
tudjuk, hogy 28 + ¢ + 10 = x, amib6l ¢ = x — 38. Ekkor az egyik sorbol 13 +b+c =2 =
13 + (v — 50) + (z — 38) = 22 — 75. Igy # = 2z — 75, tehat z = 75. Innen tudjuk, hogy
b =25 és ¢ = 37. Ekkor a 40 + a + 28 = x = 75-bdl lathatjuk, hogy a = 7 és végiil pedig a
404+ 13+d=x="Thilletveaz a+b+e =7+25+e =z =75 egyenléségekbdl kovetkezik,
hogy d = 22 és e = 43. Igy talaltunk egy helyes kitoltést (a mellékelt Abran lathato) és az
is kideriilt, hogy nincs mas megoldas.

40 | 7 |28
13 |25 | 57
22 | 43 | 10
()

\.

5. osztaly, 2. nap Orszagos donté

1. Allitsd el6 a 100-at egymastol kiilonb6z6 modokon az 1,2,3, ..., 9 szamjegyek segitségével,
négy alapmiiveleti jelet és zarojelet hasznalhatsz, de a szdmjegyek sorrendjét nem valtoz-
tathatod meg! Ha két vagy tobb szamjegy kozé nem teszel semmilyen megengedett jelet,
akkor azokat (balrol kezdve) egy tobbjegyti szamnak olvashatod!

a) 100=123456789
b) 100 =987654321
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3.

Helyes elsallitasok a kovetkezok. (Egyéb megoldasok is léteznek.)

a) 100=(1+24+3+4)-5-((-6)+7—-8+9)
100=123-4—-5-6—-7+8—9
100=1-(2+3)-4-5-(6—7)-(8-9)
b) 100=9-8+7+6+5+4+3+2+1
100=(9+8—7—6)-5-(4-3/2—1)
100=98+7—-6+5—-4+3-2-1 (4)

300 darab 1 cm®-es kiskocka mindegyikét felhasznalva kiilonféle méretti tomor téglateste-
ket allitottunk Gssze. Hany olyan téglatest van, amelynek oldalhosszai egész szamok és a
térfogata 300 cm®? Ird le a talalt testek méreteit!

Azok a téglatestek, melyek térfogata 300 cm? és 1 cm3-es kiskockakbol épiilnek fel, pontosan
azok, melyek méretei (hossziisag, szélesség, magassag) centiméterben mérve egész szamok
és ezen harom szam szorzata 300. Két téglatest akkor kiilonbozik, ha a harom méretiik
centiméterben mérve kiilonboz6 szamharmast ad. (Egy szamharmasban 1év szamok
sorrendje nem szamit!) FEzek alapjan Osszeszedheté a 20 féle téglatest, melyek méretei
centiméterben mérve:

1,1,300; 1,2,150; 1,3,100; 1,4,75; 1,5,60; 1,6, 50; 1,10,30; 1,12,25; 1,15, 20;

2,2,75; 2,3,50; 2,5,30; 2,6,25; 2,10, 15;

3,4,25; 3,5,20; 3,10, 10;

4,5,15;

5,5,12; 5,6, 10. (4)

a) Igazold, hogy nem helyezhetiink el egy kocka csucsaiban a 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,
10, 11, 12 szamok koziil nyole kiilonboz6t tigy, hogy barmely él két végpontjaban levs
szamok Osszege oszthato legyen 2-vel.

b) Igazold, hogy elhelyezhetiink egy kocka csicsaiban a 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11,
12 szamok koziil nyolc kiilonb6z6t agy, hogy barmely él két végpontjaban levs szamok
Osszege oszthato legyen 3-mal.

a) Egy él két végpontjaban 1évs szam Osszege, akkor lesz oszthaté 2-vel, ha mindkét szam
paratlan vagy mindketts paros. Tehat szomszédos csticsok paritasa azonos. Igy ha jol
szamozzuk (a feladatnak megfelelgen) egy kocka csucsait és az egyik csicsban paros szam
van, akkor ezen cstics szomszédaiban is paros szam kell szerepeljen és ekkor ezek szomszé-
daiban is és igy tovabb. Igy eljuthatunk az Gsszes csticshoz, tehat megbizonyosodhatunk,
hogy ha egyik csicsban péaros szam van, akkor az Gsszesben. Ugyanigy lathato, hogyha
van egy paratlan szdmmal elldtott csiics, akkor mindenhol az van. Tehat ha egy kockat
jol szamozunk, akkor vagy csak paros vagy csak paratlan szdmot hasznalunk a szamo-
zashoz. Viszont a megadott 13 szam kozott 7 darab paros és 6 darab paratlan szam
szerepel, igy nem valaszthatunk ki koziiliikk 8 darab azonos paritast szamot.

b) Egy él két végpontjaban 16v6 szamok sszege akkor lesz 3-mal oszthato, ha mindkét szam
3-mal oszthat6é vagy ha az egyik szam 1-et, a mésik pedig 2-t ad maradékul 3-mal oszt-
va. Tehat, ha van 3-mal oszthat6 szam az egyik cstcsban, akkor az el6z6 gondolatmenet
alapjan minden szamnak 3-mal oszthatonak kell lennie, de a felsorolt 13 szam kdzott
nincs 8 darab 3-mal oszthato, igy ez nem lehetséges. Viszont ha a masik lehet&séggel
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probalkozunk, vagyis az élek egyik végpontjaban 1évé szam 1-et, a masik 2-t ad 3-mal
osztva maradékul, akkor talalhatunk helyes szamozéast. Egy jo szamozas az dbran lat-
hato.

2 7

-
-
-
-

8 0 o

4. Az Gsszel almat szedtiink. A vodorbe és a kosarba gyiijtott almat beleboritottuk a ladaba,
majd tovabb szedtiik a kisebb edényekbe. Egy vodorben 36 kilogrammal kevesebb alma
volt, mint egy ladaban. A ladaban pedig 12 kilogrammal t6bb alma van a kosarban 1év§
alma kétszeresénél. A kosarban pedig 6 kilogrammal tébb alma van, mint a védorben.
Mennyi almat szedtiink, ha a sziiret végén négy ladank, harom voédriink és egy kosarunk
volt tele? (A szovegben szereplé adatok mindig a tele edényekre vonatkoznak.)

Jeloljiik a vodorben, kosarban és ladaban tarolhaté alma mennyiséget kilogrammban mérve
rendre v-vel, k-val és [-lel. Ekkor a feladatban taladlhato kikotések alapjan teljesiil, hogy

v+36 =1
[ —12 =2k
k—6=v

Ekkor harmadik és elsg egyenletet hasznalva lathatjuk, hogy v+36 = (k—6)+36 = k+30 = .
Ezt ¢és a masodik egyenletet felhasznalva | — 12 = (k4 30) — 12 = k + 18 = 2k, amibdl
kapjuk, hogy k = 18. Igy a harmadik egyenletet hasznalva k — 6 = 18 — 6 = 12 = v, illetve
a masodikat hasznalva [ — 12 = 2k = 2 - 18 = 36, amibé6l | = 48. Igy a sziiret végén a négy
lada, harom vodor és egy kosar Osszesen 4]l + 3v +k =4 -48 + 3 - 12 4+ 18 = 246 kilogramm
almat jelent.

5. Ot szamkartyank van D @ Mindegyiken egy-egy nullanal nagyobb, de egy-
mastol kilonbozé szamjegy all. Az egyik szamkértya forditva keriilt a képre, ezért nem

lathato, hogy melyik szamjegy van rajta. Az 0t szamkartya felhasznalasaval egy kétjegyti
és egy haromjegyt szamot allitunk el6. Mennyi lehet a két legnagyobb kiilonbségli szam
kiilonbségének és a két legkisebb kiilénbségii szam kiilonbségének a kiilonbsége?

Jelolje x az utolsd kartyan 1évé szamjegyet. Mivel a kartyakon lévé szamjegyek kiilonbozsk
és nem szerepel koztiik a 0, igy 8 > x > 2 egyenl&tlenségek teljesiilnek. Barmely 3-jegyi
szam nagyobb egy 2-jegyl szdmnal, igy egy 3-jegyi és egy 2-jegyl szam kiilonbségét gy
kapjuk meg, hogy a 3-jegyid szambol kivonjuk a 2-jegyiit. Tehat ha ezt a kiilénbséget
akarjuk maximalizalni, akkor arra toreksziink, hogy a 3-jegyd szam minél nagyobb a 2-jegyii
szam pedig minél kisebb legyen. Figyelembe véve, hogy 8 > = > 2, a legnagyobb 3-jegy
jegy( szam, ami ebbdl az 5 kartydbol készithets a 98z és a legkisebb 2-jegy(i pedig a 12.
Ezek egyidejiileg elkészithetSek, igy a legnagyobb kiilonbség, ami elérhets a 98z — 12.

Ha a legkisebb kiilonbségre toreksziink, akkor a 3-jegyd szdmot akarjuk minimalizalni
és a 2-jegyd szdmot maximalizalni. Ekkor is elérhet§ egyidejileg a legkisebb 3-jegyi és
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legnagyobb 2-jegy(i szam, ami elkészithets ezen 5 kartyabol, amik rendre a 12z és 98. Igy a
minimélis kiilonbség itt a 12x — 98.

Tehat a két legnagyobb kiilonbségii szam kiilonbségének és a két legkisebb kiilénbségii szam
kiilonbségének a kiilonbsége 98z — 12— (122 —98) = (10-98+z) —12—([10-1242] —98) = 946
fiiggetleniil az utols6 kartyan 1évs szamtol.

6. osztaly, 1. nap Orszagos donté

1. Egy 90 méter hosszu és 28,5 méter széles, téglalap alaki telken nyulakat és tytikokat tenyészt
egy gazda. Amikor egy latogato érkezett, megkérdezte, hogy hany nyul és hany tyik van a
telepen. A gazda igy vélaszolt: Az allatoknak 6sszesen 2652 1abuk és annyi fejiik van, mint
a telek - m%-ben kifejezett - teriilet mérészamanak 2 6tod része.” A latogatd nem ismerte
a teriilet nagysagat, igy nem tudta megoldani a feladatot. Segitsiink neki!

A telek teriilete 90 - 28,5 = 2565 m?, aminek 2/5-e éppen 1026. Vagyis 1026 allat van a
telken. (Feltéve, hogy minden allatnak pontosan egy feje van.)

Els6 megold4ds. Ha minden allatnak két laba lenne, akkor 2052 labuk lenne Osszesen. A
valosagban ennél 600-zal tébb 1ab van, amit a nyulak adnak, hiszen nekik 2 helyett 4 labuk
van. A 600 1ab ,felesleget” igy 300 nyul adja.

Masodik megoldés. Egyenletrendszerrel is megoldhatjuk a feladatot. Legyen n darab nyl
és t darab tyik a telken. Ekkor egyrészt tudjuk, hogy ¢t +n = 1026, hiszen ennyi allat van
Osszesen. Masrészt pedig 2t + 4n = 2652, hiszen ennyi labuk van Osszesen. Ezt megoldva
kapjuk a végeredményt.

Vagyis 300 nyul és 726 tyuk adja a 2652 labat. (1)

2. 1 cm éli kockakbol 18 x 18 x 18-as méretti tomor kockat raktunk ossze, majd a felszinét
pirosra festettiik. Legkevesebb hany pirosra szinezett kiskockat kell elvenni a nagy kockabdl,
hogy a megmarado6 test felszine 2014 legyen! Indokolj!

A nagy kocka felszine 6 - 18% = 1944 c¢m?, ami 70-nel kevesebb 2014-nél. Tehat 70 cm?2-rel
kell a nagy kocka felszinét novelniink. Ha a teljes kockabol vesziink el egy kis kockét, akkor
a kovetkezGképpen véltozhat a kocka felszine:

e ha csticsnal 1évé kis kockat vesziink el, akkor nem valtozik a felszin,
e ha egy élnél 1évét, akkor 2-vel ng,
e ha egy oldal belsején lévét, akkor 4-gyel né.

Ezek alapjan minél tobb egymassal nem szomszédos oldal belsejénél 16v6 kis kockat érdemes
elvenni, mert ezek novelik leginkdbb a feliiletet. 17 ilyen elvétele utan 68-cal nétt a feliilet,
igy még el kell venniink egy kockat valamelyik élr6l is. Kénnyen meggondolhatjuk, hogy ez
meg is valésithato. Osszesen tehat legkevesebb 18 kocka elvételével oldhaté meg a feladat.

Megjegyzés: Ha nem csak a kocka ,felszinén” 16v6 kis kockakat lehet elvenni, akkor kevesebb
kis kocka elvételével is megvaldsithato a feliilet 2014-re novelése. o
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3. A Kalmar dontére egy iskolabol 6 gyerek, valamint Alfa, Béta és Gamma tanar urak utaztak
el. Szamukra egy sorban 9 egymas melletti helyet tartottak fenn a rendezvény szervezdi. A
tanarok érkeztek els6ként, és elhataroztak, hogy tgy fognak leiilni, hogy mindharman két
didk kozott iiljenek. Hanyféle iilésrend képzelhets el?

Szamozzuk meg a székeket 1-t6l 10-ig. Ekkor 10 féleképpen lehet 3 helyet kivalasztani a
tanaroknak tgy, hogy minden tanir mindkét kozvetlen szomszédja didk legyen. Ezek a
lehetGségek: 246,247,248, 257,258, 268, 357, 358, 368, 468. Ha rogzitettiik a tanarok helyét,
akkor azon a harom helyen 3 -2 -1 = 6 féleképpen iilhetnek a tanarok. A didkok a
kimaradé 6 helyen ugyanilyen megfontolasb6l 6 -5-4-3 -2 -1 = 720 kiilonbo6z6 féleképpen
helyezkedhetnek el. Igy az sszes lehetéség szama: 10 - 6 - 720 = 43200.

4. Hany olyan négyjegyt pozitiv egész szam van, amelyben szerepel a nulla szamjegy?
Els6 megoldas. Szamoljuk meg a szamokat aszerint, hogy hany 0 szerepel benniik.

e 1 darab 0. Ekkor a mésik 3 szdmjegy egymastol fiiggetleniil 9 féle lehet. Ha a 0 helyét
rogzitjiik, akkor 9° ilyen szam van. De 3 helyen lehet a 0, igy Osszesen 3 - 93 = 2187
ilyen szam van.

e 2 darab 0. Ekkor a maradék két szamjegy egymastol fiiggetleniil 9 féle lehet. Ha a két
0 helyét rogzitjiik, akkor 92 ilyen szam van. A két 0 haromféleképpen helyezkedhet el,
vagyis Osszesen 3 - 92 = 243 ilyen szam van.

e 3 darab 0. Ilyen szambol nyilvan 9 darab van: 1000, 2000, . .., 9000.

Osszesen tehat 2187 + 243 + 9 = 2439 ilyen szam van.

Masodik megoldas. Szamoljuk meg azokat a szdmokat, amikben nincsen 0, majd ezeket
vonjuk le az Osszes négyjegyi szadm szaméabol. Ha nem lehet a szdmban 0 szidmjegy, akkor
minden helyiértéken egyméstol fiiggetleniil 9 féle szamjegy lehetséges. Vagyis 9* = 6561
olyan négyjegyt szdm van, amiben nem szerepel 0. Mivel 9000 négyjegyii szam van Osszesen,
ezért 9000 — 6561 = 2439 olyan szdm van, amiben szerepel a 0 szdmjegy.

5. Ha az 1234 négyjegyt szambol minden lehetséges modon torliink két szamjegyet, majd az
igy megmaradt két szamjegyet kétjegyi szamként kiolvassuk, akkor a 12, 13, 14, 23, 24, 34
szamokat kapjuk. Ezek Osszege 120. Keressetek olyan négyjegyl szamot, amelynél ez az
Osszeg a) 220 b) 540. (Vigyazz! Pl. az 1052-ben a 02 nem kétjegyt, hanem egyjegyti és
értéke 2.)

Legyen a keresett négyjegyt szam abed. Ekkor a vizsgalt 6sszeg: ab+ ac+ ad + be+ bd + cd,
ami ilyen alakban is irhato:

10a +b+10a+c+ 10a+d+ 106+ ¢+ 10b +d + 10c + d = 30a + 21b + 12¢ + 3d.

a) Ez az Osszeg tehat jol lathatdo modon oszthatd 3-mal, hiszen minden tagja oszthato 3-
mal. Viszont 220 nem oszthaté 3-mal, igy nem létezik olyan 4-jegyl szam, amire a fenti
Osszeg 220 lenne.

b) 540 oszthato 3-mal, igy az el6z6 bizonyitas nem miikodik, de ez nem jelenti azt, hogy
feltétleniil kell is ilyen szamnak lennie. Ha van ilyen szam, akkor tudjuk, hogy

30a + 21b + 12¢ + 3d = 540.
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Oszthatunk 3-mal, ekkor a kicsit egyszeriibb 10a+ 7b+4c+ d = 180 egyenlethez jutunk.
Ha a = 9, akkor 70 + 4c + d = 90. Ha b = 9, akkor 4c + d = 27. Ebben az esetben c
legfeljebb 6 lehet. Ekkor ¢ = 6 és d = 3 esetén jo megoldast kapunk. Ilymédon juthatunk
el a 9963-hoz, ami megfelel§ szam.

A feladat szovege nem kérte, de az dsszes jo megoldas: 9963, 9957, 9882, 9876, 9795,
9789, 8991, 8985, 8979, 8898.

6. osztaly, 2. nap Orszagos donté

1.

Hany olyan négyjegyi pozitiv egész szam van, amely oszthato 9-cel és 25-tel, és mind a
négy szamjegye kiilonb6z6?

Ha egy szam oszthatd 25-tel, akkor az utolsé 2 szamjegye 00, 25, 50 vagy 75. Mivel a
keresett szamainknak minden szamjegye kiilonb6z6, igy a 00 végzédés nem jon szoba. A
keresett szamok 9-cel is oszthatoak, vagyis a szdmjegyek Osszege oszthaté 9-cel. Fzek
alapjan az alabbi lehet&ségek vannak:

e 25-re végzddik a szam. FKEnnek a két szamjegynek az Gsszege 7, igy a maradék két
szamjegy Osszege 2 vagy 11, mert csak igy lehet a szdmjegyek Gsszege 9-cel oszthato.
Két szamjegy Osszegeként a 2 csak gy allhat elG, hogy 1, 1, illetve 2, 0, de ez egyik sem
jO, hiszen kiilonboz6knek kell lenniiik a szamjegyeknek, és a végzddésben mér van 2-es.
Ha 11 az Osszeg, akkor nem lehet a két szdmjegy azonos, ezzel nem kell térGdniink.
Viszont el kell keriilniink a 2-t és az 5-6t. Igy négy lehetGség képzelhets el: 3825,
4725, 7425, 8325.

o 50-re végzddik a szam. Ekkor a mésik két szdmjegy Osszege 4 vagy 13 lehet. Hasonléan
az el6z6ekhez, ha nem lehet két azonos szamjegy, illetve 5 és 0 sem, akkor a kovetkezd
esetek lehetségesek: 1350, 3150, illetve 4950, 6750, 7650, 9450.

o 75-re végzidik a szam. Ekkor a masik két szamjegy Gsszege 6 vagy 15. Igy 5 lehetdség
van: 2475, 4275, 6075, illetve 6975, 9675.

Osszesen 15 szam felel meg a feladatban megfogalmazott feltételeknek. o
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2. Egy 8 x 8-as sakktabla mezGire az abran lathaté modon irtuk be a szamokat 1-t6l 64-ig.

Helyezzétek a sakktabla mezdire ezt a harom kis négyzetbdl 4ll6 alakzatot! | Hény olyan
elhelyezés lehetséges, amelyben a lefedett mez&kben 1évG szamok Gsszege oszthato 3-mal?
A kis alakzatot tetszélegesen forgathatod a sakktablan!

11213145678

9 101112 13|14 | 15| 16

171811920 |21 22|23 |24

2526|2728 129303132

331343536 |37 |38|39]40

41 | 42 1 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48

49 1 50 | 51 | 52 | 53 | 54 | 55 | 56

57 | 58 59|60 6162|6364

Els6 megoldas. A bal fels§ 2 x 2-es négyzetben két elhelyezés lehetséges: 1, 2, 9, illetve 2, 9,
10. Ha egy jol elhelyezett alakzatot vizszintesen egy négyzettel jobbra mozgatunk, akkor is
jo elhelyezést kapunk, hiszen mindharom lefedett szam 1-gyel né, igy az 0sszeg éppen 3-mal.
Igy tehat az els6 két sorban 14 jo elhelyezés van, hiszen 6-szor lehet eggyel-eggyel jobbra
tolni az alakzatot. Hasonlb6an lefelé elmozditva az alakzatot, szintén jo elhelyezést kapunk,
akkor ugyanis minden lefedett szam értéke 8-cal n6, az dsszeg tehat éppen 24-gyel. Igy jo
elhelyezéshél jo elhelyezést kapunk. 6-szor lehet egyesével lejjebb tolni a jo alakzatokat,
vagyis Osszesen 7 - 14 = 98 megfelel6 elhelyezés van.

Masodik megoldas. Ha tetszGleges 2 x 2-es négyzet bal fels6 sarkaban n szerepel, akkor
a masik harom mezén n + 1,n + 8 és n + 9 talalhatdé. A 4 lehetséges elhelyezésbél az
n,n+1,n+8 lefedése esetén az Osszeg 3n+9, ami oszthatd 3-mal, illetve az n+1,n+8,n+9,
ami 3n + 18. Tehat minden 2 X 2-es négyzetben két jo elhelyezés van. 2 x 2-es négyzet 49
van a tablan, hiszen a bal fels6 sarka meghatarozza a négyzete, az pedig barhol lehet a nagy
négyzet bal felsG 7 x T-es négyzetében. Igy a megoldasok szama 2 - 49 = 98.

3. Egy kocka 125 darab 1 cm3-es fehér és piros kiskockabol all. Kozottiik pontosan annyi
fehérre festett van, amennyi sziikséges ahhoz, hogy a nagykocka kiilsején a fehér és a piros
négyzetlapok sakktablaszerien helyezkedjenek el. Hany fehérre festett kocka van a 125
kozott, ha a cstcsokba piros kockat helyeztiink el?

A kocka élhosszusaga 5 cm, hiszen 5 -5 -5 = 125. Nézziik a kocka egyik lapjat.
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Ha a csticsokban piros kis kockdk vannak, akkor egy lapon 12 fehér kockat latunk. Ebbdl 4
helyezkedik el a belsG 3 x 3-as négyzetben. Igy tehat minden oldalon van 4, ami 6sszesen
6 - 4 = 24 fehér kocka. Ezeken kiviil a kocka minden élén van 2 fehér kis kocka. (Ha ezeket
laponként szamolnank, akkor minden ilyen fehér kockat kétszer vennénk szamitasba.) Mivel
12 éle van egy kockanak, igy Osszesen 24 fehér kis kocka van a nagy kocka éleinél. Vagyis 48
fehér kis kocka segitségével elGéllithatd a kivant test.

Masodik megoldas. A kockat felszeletelhetjiik 5 részre az egyik oldalaval parhuzamosan és
minden szeletben megnézhetjiik, hogy hany fehér kis kocka van. Az elsé és az utolso szeletben
éppen az abran lathato kis kockak lesznek fehérek, ami Osszesen 24 darab. A méasodik és
negyedik szeletben csak a kék négyzeten kiviili keretben lesz fehér négyzet, mégpedig 8-8
darab. (Pontosan azok, amik ezen az &bran éppen pirosak.) A harmadik szeletben ismét 8
fehér kis kocka lesz, azok, amik a kék kereten kiviil az abréan is fehérek. o

4. Egy egyenl6szara haromszog oldalai rendre (z+89), (Tz+41) és (3z+85) cm. Az x értékeérdl
semmi informacionk nincs. Hany cm a haromszog keriiletének a lehetd legnagyobb értéke?

Harom eset lehetséges aszerint, hogy a haromszognek melyik két oldala egyenl6:

o Ha r+89 = 7Txr+41, akkor ebbdl azt kapjuk, hogy x = 8, a keriilet pedig 974+97+109 =
303 cm.

e Ha z + 89 = 3x + 85, akkor x = 2, amibdl a keriilet 91 + 55 4+ 91 = 237 cm.
e Ha 7x 4+ 41 = 3z + 85, akkor x = 11, vagyis a keriilet 100 + 118 + 118 = 336 cm.

Mivel 100 + 118 > 118, igy teljesiil a haromszog-egyenlStlenség, vagyis létezik ilyen harom-
sz0g. A lehet6 legnagyobb keriilet tehat 336 cm. o

5. Egy nagy papirlapra leirtuk az évszamokat egyméas utén Istvan kiraly megkoronazasanak
évétdl a mostani évig (2013-ig, a 2013-at is beleértve). Mennyivel egyenld a leirt évszamok
szamjegyeinek osszege? (Istvant 1001. januar 1-jén koronaztak meg.)

Nézziik meg, hogy melyik helyiértéken melyik szdmjegy hényszor szerepel 1001 és 1999
kozott. Az ezresek helyén az 1-es 999-szer, az ebbdl adodo Gsszeg 999. Vegyiik hozza az
1000-et is a szdmokhoz, mert annak az utols6é 3 jegye nem valtoztatja meg a szamjegyek
Osszegét. A szézas, tizes, és egyes helyiértéken is minden szamjegy pontosan 100-szor
szerepel, hiszen a masik két szamjegy barmi lehet, ami 10 - 10 = 100 lehetGség. Egy
helyiértéken tehat a szamjegyek Gsszege

100 (04+1+2+3+445+6+7+8+9) = 4500.
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Szamitasba kell még venniink a 2000 és 2013 kozotti szamok szadmjegydsszegét. Ennek értéke:
243 +44+54+6+7+84+94+104+11+3+4+5+6=83.

Tehat 999 + 4500 + 4500 + 4500 + 83 = 14582 a megfelel§ szamjegyosszeg. o

2.

7. osztaly, 1. nap Orszagos donté

1.

9 kg mogyordt vasaroltunk, kilogrammonként 1800 forintért. A mogyoré megtisztitasa
utan - lemérve a kapott mogyorobelet és héjat - megéllapitottuk, hogy a mogyorohéj sulya
a mogyorobél silyanak 2 harmadrésze. Mennyibe keriil a mogyorobél kilogrammja?

Az Ossztomeg nem valtozott attol, hogy meghamoztuk a mogyorot. A mogyorobél silyat
x-el jelolve kapjuk, hogy

+2 9
T+ - -x=
3

Az egyenletet megoldva

27
x:Ekg:5,4kg

Tehat osszesen 9 - 1800 forintot fizettiink 5,4 kg mogyorobélért. Igy egy kg mogyorobél
9-1800  9-1800
54  3-1,8

forintba keriil. o

= 3000

1-t6l 100-ig az egész szamokat két szinnel kiszineztiik: 74 szdmot pirosra, a maradék 26-ot
kékre.

a) Bizonyitsd be, hogy a pirosak Gsszege nem lehetett egyenls a kékek Gsszegével!

b) Legfeljebb hany szamot szinezhettiink pirosra, ha a fenti két Gsszeg megegyezett?

100 - 101
Az els6 szaz szam Gsszege —y = 5050. Ahhoz, hogy a két kupacban megegyezzen az

Osszeg, az kell, hogy mindkét kupacban a szamok Osszege 2525 legyen.

Ha a legkisebb 74 szamot szinezziik pirosra, mar akkor is tillépiink az Gsszegen. Ugyanis
7475

az els¢ 74 szam Gsszege = 2775. Tehéat akarmelyik 74 szdmot valasztjuk, ennél csak

nagyobb lehet az Osszeg.
Kérdés, hogy melyik az a legkisebb szam, hogy annyi piros a fentiekhez hasonld érvelés
miatt biztosan nem lehet. Az els§ 74 szam Gsszege 250-nel 1épte tul a 2525-6t, ezért ha 3
szammal kevesebbet vesziink, még tullépjiik az Osszeget, de ha csak 70-ig megyiink, mar
nem. Pontosabban

7172 7071

— = 2556 > 2525, — = 2485 = 2525 — 40
Tehat 70 piros szamot valasztva elérhets, hogy a két kupacban egyenls legyen a szamok
Osszege, ehhez a legkisebb 70 szdm &sszegét 40-nel kell névelni. Ez megtehets példaul dgy,

hogy kivalasztjuk az els6 68 szamot, és még a 89, 90-et.
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3. Keressétek meg az Osszes olyan csupa kiilonb6z6 szamjegybdl all6 haromjegyt szamot,
amelynek a szdmjegyeibdl képezhetd, kiilonboz6 szamjegyeket tartalmazo kétjegyti szamok
Osszege egyenl az eredeti haromjegyti szammall!

Jeldlje a haromjegyt szamot abc, ahol a # 0 és a, b, ¢ kiilonboz6 egyjegyii szamok. Kiilon
kell megvizsgélni azokat az eseteket, amikor valamelyik szdmjegy 0.
1.eset Ha egyik szdmjegy sem 0, 6 kiilonb6z6 érvényes kétjegyd szam képezhetd:
ab, ac, be, cb, ba, ca
Ezek Gsszege
10a+b+10a+c+10b+c+10c+ b+ 100 +a+ 10c +a = 22(a + b+ ¢)
Olyat keresiink, ahol ez az 0sszeg egyenld az eredeti haromjegyi szaimmal, azaz
22(a+b+c¢) = 100a + 10b+ ¢
12b+ 21c = 78a
4b + 7c = 26a

Ennek az egyenletnek keressiik azokat a megoldasait, ahol a, b, ¢ kiilonb6z6 nem 0 egy-
jegyid szamok. 4b+Tc < 4-9+7-9 =99 < 26 - 4, ezért a értéke 1,2, vagy 3 lehet.
Ha a =1, b= 3, c = 2 az egyetlen megoldas, ez j6. Ha a = 2, b = 6, ¢ = 4 az egyetlen
jo megoldas. Ha a = 3, b =9, ¢ = 6 az egyetlen j6 megoldas.
2. eset Ha b =0, 4 kiilonboz6 érvényes kétjegytli szam képezhetd:
ab, ac, cb, ca
2la 4+ 21c = 100a + ¢
20c = 79a

Ennek nincsen megfelel§ megoldasa, mert a 79 prim, igy csak gy lehetne egyenlGség,
ha c oszthato 79-cel.

3. eset Ha c =0, 4 kiilonb6z6 érvényes kétjegyl szdm képezhetd:
ab, ac, be, ba

21la + 21b = 100a + 10b

116 = 79a
Ez hasonlé okokbdl nem megoldhato.
Tehéat a megfelel6 haromjegyid szamok: 132, 264, 396. o

4. Egy n oldald szabalyos sokszog oldalhossza legyen a , beirt korének sugara r. A sokszog
belsejében felvettiink egy P belsé pontot, amelybsl merdlegeseket allitottunk a sokszog
minden oldaldnak egyenesére. Igaz-e, hogy ezen merdleges szakaszok hosszanak Osszege
allando? (n=3,n=4,n=>5n=0)

Jelolje a mer6leges szakaszok hosszat xi,xo,...,x,. Ha a P pontot 6sszekotjiik a sokszog
cstcsaival, akkor a keletkezé haromszogek teriiletének 6sszege éppen a sokszog teriilete, ami
nem fiigg a P pont valasztasatol. Jelolje ezt T5,.
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Masrészt a kis haromszogeknek mind a az alapja, és az ehhez tartoz6 magassag éppen x;.

Igy a sokszog teriiletét a haromszogekbdl kiszamolva

a

ary aro axlny
Ty=—+—+...+—
2 * 2 o 2
a
2T,
T:$1+I2++I‘n
Tehat rogzitett n esetén valoban allandé a szakaszok hosszédnak dsszege. o

5. Széamitsd ki 2013-nak azt a legkisebb tobbszorosét, amely 2014-re végzddik!

Legyen 7, ... x3727; az a szam, amivel a 2013-at szorozzuk, z; hatulrdl az ¢. helyen &llo
szamjegy. A szorzat utols6 szamjegyét x; - 3 = 4 hatarozza meg, ezért x; csak 8 lehet.
82013 = 16104, ezért a szorzat utolsod el6tti szamjegyét x5 - 3 + 0 = 1 hatarozza meg, igy
Ty csak 7 lehet.

78 - 2013 = 157014, ezért x5 -3 4+ 0 = 0 kell, hogy teljesiiljon, igy z3 = 0. Ezzel nem
valtozik a szorzat ismert része, x4 -3 + 7 utolso szdmjegye 2 kell, hogy legyen, igy x4 = 5. A
tovabbi szamjegyek nem befolyasoljak, hogy a tobbszords 2014-re végzddik-e, csak novelik
a tobbszorost. Ezért 5078 - 2013 = 10222014 a legkisebb t6bbszoros, ami 2014-re végzddik.

o

\

J

1. Bizonyitsd be, hogy 1-t6l 2013-ig minden természetes szam elGallithat6o a 2000 néhany
osztojanak Osszegeként! (Minden osztot legfeljebb egyszer szabad felhasznalni egy szam
eléallitasa soran.)

2000 = 2% - 53, 2000 &sszes osztoja :
1,2,4,5,8,10, 16, 20, 25, 40, 50, 80, 100, 125, 200, 250, 400, 500, 1000, 2000

7. osztaly, 2. nap Orszagos dontd
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Az 1,2,4, 8 szamok segitségével elGallithaté minden szam 15-ig, tehat 9-ig is.

A 10,20, 40,80 szamok segitségével minden tizzel oszthatoé szam elGallithatd 150-ig, tehat
90-ig is. A 100, 200, 400, 500 szamok segitségével minden szazzal oszthatd szam elGéllithato
900-ig.

Tehat minden szamot elGallithatunk, ha elGszor az ezres helyiérték alapjan vessziik az 1000-
et, 2000-et, vagy semmit, majd kiilon beallitjuk a szazasok, tizesek, egyesek szamat. Igy
minden osztot legfeljebb egyszer hasznalunk fel. Példaul

1929 = 1000 + (500 + 400) + 20 + (8 + 1) (1)

2. Harom tanulo jatékgolyokkal jatszik. A golyokat a jaték megkezdése el6tt 7 : 6 : 5 ardnyban
osztotték szét egymas kozott. Jatékgolyoik szaménak aranya a jaték végén a tanulok ugyan-
azon sorrendje szerint 6 : 5 : 4. Valaki koziiliik 12 darab golyot nyert. Hény jatékgolyot
kaptak az egyes tanulok a jaték megkezdése el6tt?

Legyen a jatékosoknak kezdetben 7x, 6z, illetve bx darab jatékgolyojuk. A jaték végén
pedig 6y, by, illetve 4y. Osszesen nem valtozott a golyok szdma, ezért

(7T+64+5)x=18x =15y = (6+5+4)y

6x = Sy
6 és 5 legkisebb kozds tébbszorose a 30, ezért
xr =05t y=~06t

a lehetséges megoldasok, ahol t pozitiv egész szam.

Az els6 jatékosnak a jaték elején 35¢, a végén 36t jatékgolydja van. A masodiknak az elején
30t, és a végén is 30t. A harmadik jatékosnak az elején 25¢, a végén 24t.

Tehat csak az elsé jatékos nyer, és 6 t darab golyot nyer. Igy t = 12, x = 60. Tehat az els6
jatékos 420, a masodik 360, a harmadik 300 jatékgolyot kapott a jaték megkezdése el6tt. o

3. Egy ,matematikus” kenguru a szdmegyenesen ugral véletlenszertien egyet jobbra vagy egyet
balra tetszése szerint. Ugrasai 1 egységnyi hossziiak. Jelenleg a kezd6ponton (nullan) &ll és
a 6-os ponton szeretne megpihenni, befejezni az ugralast.

a) Az egyik alkalommal 8 ugréssal jutott el a 6-os pontba pihenni. Hanyféleképpen tehette
meg az utat?

b) Egy maésik alkalommal 10 ugrassal jutott el a 6-os pontba pihenni. Héanyféleképpen
tehette meg az utat?

Jelolje a jobbra ugrisok szaméat j, a balra ugrasok szamat b. Ahhoz, hogy a 6-os pontba
érkezzen, az kell, hogy Osszesen 6-tal tobbszor ugorjon jobbra, mint balra, mindegy, hogy
ezt milyen sorrendben teszi.

Ha Gsszesen nyolcat ugrik, b+ j = 8, b + 6 = j, tehat hetet ugrik jobbra, egyet balra. A
nyolc ugrasbol nyolcféleképpen valaszthatja ki, hogy mikor ugrik balra, ez mar az egész
ugrassorozatot meghatarozza egyértelmiien. Tehat ebben az esetben nyolcféleképpen tehette
meg az utat.

8-7
Ha 0Osszesen tizet ugrik, b+ 5 = 10, b+ 6 = 7, tehat nyolcat ugrik jobbra, kettGt balra. 5

feleképpen valaszthatja ki, hogy melyik az a két alkalom, amikor balra ugrik. Tehat ebben
az esetben 28-féleképpen tehette meg az utat. o
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4. Egy haromszog legnagyobb oldala kétszerese a legrovidebbnek. A legnagyobb oldallal szem-
kozti szog haromszorosa a legkisebb oldallal szemkozt 1év6 szognek. Héany fokos a haromszog
legkisebb szbge?

Az 4bran lathaté modon legyen a haromszog legrovidebb oldaldnak hossza b, ekkor a leg-
hosszabb oldala 2b hosszt, a felezpont legyen F'.

B
B\ b
F
b
.
0]
A
¢ b

A feltételek szerint v = 33. A héaromszog szogeinek Osszege 180°, ezért J = %. F
felez6pont, ezért a CAF haromszog egyenl6szart, igy ACF< = 90° — 5. Igy

180° — « o a
BOF<q=180° —a— [ —¢ —(900——):450——: .
< « ( 4 ) 2 ;=7

Tehat a BFC haromszog is egyenlszart, CF = b. Igy az ACF haromszog egyenlsoldali,
tehat a = 60°. Ekkor g = 30°, v = 90°, tehat a haromszog legkisebb szdge 30°.

5. Kovécs ar egy évre bérbe akarja adni a hazat. A hirdetményén a kovetkez6 szoveg olvashato:

Ez a héaz kiado egy évre.
7-HAZBER = 6-BERHAZ

A bérleti dijat Kovacs ar HAZBER-nek irta. Minden betd mas-mas szamjegyet jelol, egy-

forma betiik egyforma szamjegyeket. A felirt szorzas igaz. Mennyibe keriil a HAZBER
?

Jeloljiik a HAZ haromjegytd szamot a-val, a BER haromjegyti szamot b-vel. Ekkor
7-(1000a + b) = 6 - (10006 4 «a)
6994a = 5993b
2-13-269a = 13 - 461b
2-269a = 461b

A 269 és a 461 primszamok, valamint 461 paratlan, ezért egyenlGség csak gy teljesiilhet, ha
a oszthaté 461-gyel, b oszthatd 2-vel és 269-cel, azaz 538-cal. De b haromjegyti szdm, ezért
csak b = 538 lehetséges, igy a = 461.

Tehat HAZBER= 461538, itt valoban kiilonboz6 betik kiilonbozé szamokat jelolnek. €
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8. osztaly, 1. nap Orszagos donté

1. Egyszer két juhasz igy beszélgetett:
— Adj nekem 8 béaranyt, akkor nekem is annyi lesz, mint neked!
— Ink&bb te add nekem a baranyaid felét, s akkor nekem 7-szer annyi lesz, mint neked.
Hany baranya volt egyik-egyik juhésznak?

Az elsé allitas szerint 16 a kiilonbség a két juhasz barényainak szdma kozott, tehat (fel-
tételezve, hogy a baranyok szdma egész) paros sok barany van Osszesen. A maéasodik
allitds szerint ennél tobb is igaz. Ha 7 : 1 ardnyban is el lehet osztani az allatokat, akkor
8-cal is oszthato szamuk. Legyen tehat sszesen 8b barany, ahol b pozitiv egész. Az elsd
feltétel szerint kezdetben 4b — 8,4b + 8 volt a megoszlés, a mésodik feltétel szerint pedig
7b = 4b+ 8 + (4b — 8)/2. Innen 7b = 6b + 4, tehat b = 4, vagyis a juhaszoknak 24, illetve 8
baranya volt. O

2. A tavon tszott egy labda, majd a tél bealltaval befagyott a t6 vize, s befagyott a labda.
A labdat sikeriilt eltévolitani, igy visszamaradt egy 24 cm atmérdji, 6 cm mély ,lyuk”.
Mennyi a labda sugara? (Feltételezziik, hogy a labda gémb alaka, gumibol késziilt és beliil
tires! A labda koézéppontja a viz felszine felett volt.)

Készitsiink abrat!

12
A B C
D6

A lyuk” atmérGje az AC szakasznak, ,mélysége” a BD szakasznak felel meg. Az OBC
haromszogre felirt Pitagorasz tételbsl (R? = (R—6)?+12?) kiszamolhatjuk a labda sugarat.
A négyzetre emelések elvégzése utan R? = R* — 12R + 36 + 144, innen 12R = 180, vagyis
R =15. Teh4t a labda sugara 15 cm.

3. Egy korbe irhato hatszdgnek 6 darab 120°-os szoge van. Kovetkezik-e ebbdl, hogy a sokszog
szabalyos?

Nem kovetkezik. Megadunk egy ellenpéldéat.
Rajzoljunk a korbe egy szabalyos hatszoget (az dbran fekete). Ezutéan hizzunk parhuzamos
hart (kék) a szabalyos hatszog valamelyik atméré hossza atlojaval. Ennek a hurnak a
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végpontjaiban mérjiink fel a hir mindkét oldalan 60 fokokat, és a kapott félegyeneseket
(piros) a korig hosszabbitsuk meg. (Ha jol vettiik fel a kék hurt, akkor a félegyenesek
a koron beliil nem metszik egymast.) Igy két szimmetrikus trapéz keletkezik, mindkettd
szogei: 60°, 60°, 120°, 120°.

Y X

\ /

A piros hatszog minden belsG szoge 120°-0s, de nem szabdalyos, nem minden oldala egyenld.

4. Dudley Langford skét matematikus tiszteletére nevezziik DudlLa szdmoknak azokat a sza-
mokat, amelyeknek minden szamjegye legalabb kétszer szerepel a szamban, és az is igaz,
hogy barmely két ugyanolyan értékd szamjegy kozott annyi darab mas értékii szamjegy all,
mint amennyi azok értéke. Péld4ul ilyen DudLa szdm a 723121327, mert két 1-es kozott 1
db, két 2-es kozott 2 db, két 3-as kozott 3 db, két 7-es kozott 7 db téle kiilonbozo értéki
szamjegy all. Ebben a szamban 3 darab 2-es van, a két széls§ kettesre nem vonatkozik a
szabaly!

Melyek a hétjegyid DudLa szamok?

Els6é megoldas. A legnagyobb szamjegy, ami szerepelhet egy hétjegyii DudLa szadmban, az
0t0s, hiszen két 6tos kozott van 0t masik jegy és igy megvan az Osszesen hét szamjegy.
Réaadasul ha szerepel két 6tos a DudLa szdmban, akkor csak az els§ és utolsdé helyen
szerepelhet.  Aszerint fogjuk csoportositani a lehetséges megoldasokat, hogy melyik a
legnagyobb el6forduld szamjegy.

a) A legnagyobb jegy 5. A szam alakja: 5_____ 5.

A fentihez hasonlé modon a masodik jegy legfeljebb 3. Ha 3, akkor csak igy nézhet ki a
szam: 53___35. Ekkor a kozépsd harom jegy kotelezGen 0, mert feltétel, hogy minden jegy
legalabb kétszer szerepel. Elsé megoldasunk az 5300035. Ha az els6 5-6s utan 3-nal kisebb
jegyet szeretnénk irni, akkor hamar kideriil, hogy az 1 és a 2 nem j6, mert az 51_1__5 és az

52__2_5 nem fejezhets be, hiszen a két 1-es, illetve a két 2-es kozé nem tudunk megtelels
szamot irni. A 0 viszont ad egy 4j megoldast: 5000005.

b) A legnagyobb jegy 4. A szam alakja: 4____
Elég az els6 esetet megoldani, a masodik szimmetrikus parja ennek, mert egy "maganyos”
nulla nem allhat a szdm végén, a feltételek miatt. A 3, 2, 1 jegyeket a szdm végére probalva
egyediil az utolsé esetben kapunk megoldast: 4000141. A 4_3__43 és a 4__2_42 nem

fejezhet6 be. Tehat ebben az esetben két megoldast kaptunk: 4000141 és 1410004.

Itt harom megoldast kapunk, mindegyik a kozépsé elrendezésbdl jon ki: 2312132, 1312132,
2312131.

¢) A legnagyobb jegy 3. A széam alakja: 3___3__ vagy _3___3_ vagy __3___3.

d) A legnagyobb jegy 2.
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Ilyen megoldas nincs, mert a két 2-es kozé csak nulldk férnek, de nullakbol csak egyetlen
"blokk” lehet, igy a 720027 nem fejezhets be.

A hétjegyi DudLa szamok tehat a kovetkez6k: 5000005, 5300035, 4000141, 1410004,
2312132, 1312132, 2312131.

Masodik megoldas. Mivel minden jegy legaldbb kétszer szerepel, lesz olyan, amelyik harom-
szor is, mert Osszesen paratlan sok (hét) jegy van. Valojaban vagy pontosan haromszor,
vagy pontosan 0Otszor fordul els, mert minden jegy nem lehet nulla, igy csak a kdvetkezd
darabszam eloszlésok lehetségesek: 5-2, 4-3, 3-2-2. Ezek koziil a 4-3 nem valdsul meg, mert
csak a nullak lehetnek szomszédosak.

Felhasznéljuk azt is, hogy a leggyakoribb jegy értéke csak 0, 1 vagy 2 lehet, hiszen 3___3___3
tObb, mint hét hegyd.

Csoportosithatjuk tehat eseteinket a legtobbszor el6forduls jegy értéke szerint. A kovetke-
z6ket kell vizsgalnunk:

2_.2__2,

1.1 1 __vagy _1_1_1_vagy __1_1_1,

_000___ vagy __000__ vagy _00000_ vagy ___000_ vagy ____000.
Innen rendre a kovetkez6 megoldasokat kapjuk:

2312132,
1312132 és 2312131,
4000141 és 5000005 és 5300035 és 1410004. o

5. Az ABCDE szabélyos 6tszog. Az A csicsbol allitsunk merélegeseket a BC, CD és DFE
oldalak egyenesére. A mer6legesek talppontjai legyenek rendre @), P és R. Legyen O az
Otszog koré irhato kor kézéppontja. Ha OP = 1, akkor mivel egyenlé AO + AQ + AR?

Legyen a szabalyos 0tszog oldalanak hossza h. Az O pont szabélyos sokszog esetében a
beirt kotnek is kozéppontja, vagyis OP = 1 a beirt kor sugara, igy O az 6tszég oldalaitol
egységnyi tavolsagra van.

ok — )

Az O6tszog teriiletét fogjuk felirni kétféle modon, és ebbdl kapunk egy egyenletet a kérdéses
0sszeg meghatarozasahoz.

T =Toap +Tosc +Tocp +Tope +Tora = Tapc +Tacp +Tupk

Az els§ felirasban szereplé haromszogek h hosszu oldaldhoz egységnyi magassag tartozik,
hiszen el6bb lattuk, hogy O mindegyik oldalegyenestdl egységnyi tavol van. A masodik
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felirasban a haromszodgek h-hoz tartozé magassaga rendre: AQ, AP = AO + 1, AR. Egyen-
letiink igy alakul:

h-l h-AQ h-(AO+1) h-AR

> S

A torteket eltiintetve és h # 0O-val egyszertisitve:

b=AQ + (A0 + 1) + AR, vagyis 4 = AQ + AO + AR

Tehat AQ + AO + AR = 4. (4]

8. osztaly, 2. nap Orszagos donté

1.

Bontsd fel a 13157-et négy szam Osszegére gy, hogy ha az els6 részhez 2-t hozzaadunk,
a masodik részbdl 3-at elvesziink, a harmadik részt 7-tel megszorozzuk, a negyedik részt
11-gyel elosztjuk, akkor mindig ugyanazt a szamot kapjuk!

Ha z jeloli az emlitett miiveletek elvégzése utan kapott kozos értéket, akkor

13157 = (x — 2) + (x + 3) + (x/7) + (= - 11).

o 7-13156
Osszevonas utan: 13156 = (13 4+ 1/7)x = 922/7, tehat x = —9 = 1001.
A felbontés tehat a kovetkezd: 13157 = 999 + 1004 + 143 + 11011. (1)

Egy tiz résztvevss asztalitenisz versenyen mindenki pontosan egyszer mérkézott minden-
kivel. Az egyes versenyzék gyGzelmeinek szama a,b,c,d, e, f,qg, h,7,j vereségeinek szama
rendre A, B,C,D,E,F,G,H,1I,J. Bizonyitsd be, hogy a versenyz6k altal szerzett gy&zel-
mek szdma négyzetének Osszege ugyanannyi, mint a vereségek szidma négyzetének Osszege.

Az asztaliteniszben nincs dontetlen, ezért A = 9 —a,B =9 —0b,...,J = 9 — 7, hiszen
mindenki pontosan 9 mérkGzésen vett részt. A bizonyitando6 allitas tehat igy irhato:

CHP+E+E+E+ P+ PR+ P+ =9—a)+ 9=+ (99—’ +(9—d)?+
O=e)+O-/+0O—9+ O+ +(9—Jj)"

A zarojelek felbontésa és a négyzetes tagok kiejtése utan igy alakul az allitas:

18- (a+b+c+d+e+f+g+h+i+7)=10-81 =810,
vagyis

atbtctdtet+frgth+itj=4s.

Ez pedig igaz, mert mind a % = 45 mérkdzésen pontosan egy gyGzelem sziiletett (valamelyik

jatékos nyert). O
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3. Keress olyan primszamokat, amelyekre igaz, hogy alkalmas szamrendszerben felirva a szam-
rendszer minden szamjegyét pontosan egyszer hasznaljuk fel! (0 nem &llhat elsl.) Igazold,
hogy a hetes, illetve a tizes szamrendszerben nincs ilyen szam.

Kezdjiink el kisérletezni! Kettes és harmas szamrendszerben gyorsan ellenérizhetd az Gsszes
lehet6ség és a kovetkez6 megoldasokat talaljuk: 10, = 2,1023 = 11,2013 = 19.

Négyes szamrendszerben nem irhatunk paros jegyet (0,2) a szam végére, mert akkor egy
2-nél nagyobb paros szamot kapnank, hiszen az utolsé jegy kivételével minden jegy helyér-
téke paros (négy hatvanya). Mivel 0-val nem kezd6dhet a szam, Osszesen nyolc lehetség
marad: 23014, 32014, 20314, 30214, 21034, 12034, 20134, 10234. Ezek értéke tizes szamrend-
szerben rendre: 177,225,141,201,147,99,135,75. A felsoroltak egyike sem prim, példaul
azért nem, mert mindegyik oszthaté harommal.

Ha jobban belegondolunk, ehhez a felfedezéshez elég lett volna egy szamot megnézni, pél-
daul: 3 | 2301, = 177. Ugyanis a 2301, szambol kiindulva eljuthatunk a t6bbi csu-
pa kiilonbozd jegybol 4llo szamhoz szamjegy parok feleserélésével. (Altalaban n kiilon-
boz6 dolog Osszes sorrendje elGallithatd gy, hogy egy lépésben mindig két elemet cseré-
link ki.) Mivel a helyértékek (1,4,16,64) mindegyike egy maradékot ad harommal oszt-
va, ezért az a és b jegyek felcserélésekor nem valtozik a harommal vett osztasi maradék
(a+b=0b+a). Tébb is igaz: a harommal vett osztasi maradék egyenls a szamjegyek Gssze-
gének harmas maradékaval. Ez utobbi allitas a ,cserélgetss” érvelés nélkiil is igazolhato:
64a + 160+ 4c+d — (a + b+ ¢+ d) = 63a + 15b + 3¢ oszthaté hdrommal. Tehat négyes
szamrendszerben nem kapunk primet.

Az el6z6 gondolatmenet 1ényegében véltoztatés nélkiil alkalmazhaté hetes és tizes szamrend-
szerben is (illetve minden olyan esetben, amikor a szaimrendszer alapszama egy maradékot ad
harommal osztva). Hetesben 14243444546 = 21, tizesben 14+2+3+4+5-+6-+7+8+9 = 45,
mindkét dsszeg oszthaté harommal, ezért ezekben a szamrendszerekben csak hdrommal oszt-
hato (és haromnal nagyobb) szamokat tudunk el6allitani, igy egyik sem lesz prim.

Altalanositéds. Megmutathato, hogy a 2, 11, 19 primeken kiviil nincs olyan prim, aminek
alkalmas szamrendszerben felirt alakjaban a szamrendszer Gsszes jegye pontosan egyszer
szerepel.

Legyen a szamrendszer alapja n > 3.

e Ha n paros, akkor a feltételnek megfelel§ szaimok mind oszthatok (n — 1)-gyel. Az
n hatvanyai 1 maradékot adnak (n — 1)-gyel osztva, ezért elég megmutatni, hogy az
1,2,...,n — 1 jegyek Osszege oszthaté (n — 1)-gyel. Ez pedig igaz, mert 1 +2 + 3 +

et n—1= w = (n—1)-(n/2), és a masodik tényezd egész, ha n paros. n > 3
esetén a vizsgalt szamok mind nagyobbak (n — 1)-nél, tehat nem lehetnek primek, ha
oszthatok (n — 1)-gyel, ami 2-nél nagyobb.

e Ha n = 2k + 1 paratlan, akkor minden helyérték 1 maradékot ad k-val osztva. Meg-
mutatjuk, hogy a kiilonbozd jegyekkel felirhato szamok k-val oszthatok. Az el6zGekhez
hasonloan elegendd belatni, hogy a szamjegyosszeg oszthato k-val. Ez pedig igaz, mert
1+2+---+(n—-1)= ("_21)'" = (2k)~(22k:+1) =k-(2k+1). n > 3 esetén k > 1, tehat egy
valodi osztot taladltunk.

Azt pedig korabban lattuk, hogy n < 3 esetén harom megoldas van: 10, = 2,1023 =
11,2015 = 19.
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4. Legfeljebb hany oldalu lehet egy olyan konvex sokszog, amely feldarabolhat6 olyan derék-
szogl haromszogekre, amelyek hegyesszogei 30 és 60 fokosak?
(Megjegyzés: a feldarabolas soran csak ilyen haromszog keletkezhet, mésféle sokszog nem.)

Kis oldalszamok esetén konnyen taldlhatunk megfelel§ feldarabolasokat. Példa négyszogre,
hatszogre és nyolcszogre:

OEE

A feltétel miatt csak olyan sokszogek johetnek szoba, amelyeknek minden belss szoge (fo-
kokban mérve) 30 egész szamu tobbszorose, hiszen a felbontasban szerepld haromszogek is
ilyenek. Mivel konvex sokszogr6l van szd, egy bels6 szog legfeljebb 150° lehet.

Ha nincs 150°-nél nagyobb belsG szog, akkor a belsé szogek atlaga sem lehet nagyobb 150°-
nal.

(n —2) - 180°
n

< 150°

Atrendezve:

180n — 360 < 150n < 30n < 360 < n < 12

Azt kaptuk, hogy legfeljebb 12 oldali lehet a keresett sokszog. Ez lehetséges is, példaul igy:

o

5. Bizonyitsd be, hogy minden természetes szam elgallithaté a? 4 b> — ¢ alakban, ahol a, b, ¢
egész szamok!

El6szor a paratlan szamokat allitjuk el6. Legyen n = 2k 4+ 1. Emlékezhetiink ra, hogy
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a szomszédos négyzetszamok kiilonbségének sorozata éppen a paratlan szamok sorozata,
innen a adodik az elallitas:

n=2k+1=(k+1)2 -k =Kk +2k+1) -k =a=0b=k+1,c=k.

Ha pedig paros szamot kell elGallitanunk, akkor egyszeriien hozzdadunk egyet az eggyel
kisebb paratlan szam elGallitadsahoz:

n=2k+2=1+k+1)° -k =1+ +2k+1) -k =a=1b=k+1,c=k.

Az els6 néhany természetes szam felirdsa: 1 = 02+12-0%,2 = 124+12-0%,3 = 02+22-12,4 =
12422 -125=0%+32-2% ...




—E )

Név
1 Goor Vanessza
2 Szeman Krisztidn

Varga Gabor

Bulatkd Anna

S8 | (= | €Y

Fekete Panna

6-8 Laskay Katalin

6-8 Nemes Gyorgy

6-8 Trepess Beatrix

Iskola Tanar(ok)

Sagvari Endre Altalanos Iskola Huma Erzsébet

Oroszlany Gobr Csaba
Jokai Moér Altalanos Iskola Durda Marosszéki  Kallos
Nyiregyhédza Agnes Gabor Béla

Dob6 Katalin Gimnézium a FEA

[ —— Takacs Aniko

Moricz Zsigmond Altalanos Iskola
Nyiregyhéaza

Ajler Erika
Kallos Béla

Deéak Ferenc Gyakorlé Iskola

Péos Lovas Zoltan

Ajler Erika
Kallos Béla

Moricz Zsigmond Altalanos Iskola
Nyiregyhéaza

Dienes Valéria Altalanos Iskola
Szekszard

Enyediné
Szakélas Mariann

Batthyany Lajos Gimnéazium

Nagykanizsa Léabodi Gyﬁngyi

XXXVII. verseny 2007

Pont
54
49
48
45
43
40
40
40

9-10  Talyigas Gergely LI UL Rubéczki Gybrgy 39
910 ) Tamss Ambrus [ somtacte fittoe e T [T
— O
Név Iskola Tanéar(ok) Pont
1 Homonnay Bélint I UL Jakucs Erika 53
2 Léposi Viktoria Morice Zﬁ%@i?ﬁgﬁff“‘m skl Olah il 48
3 Németh Gergely Gregor Jéz;ifd’jy;lf“‘” Iskola Marton Katalin 47
4 T6ri Tiinde e T B 46
5 Maga Baldzs ~  Avieset Coorgfnen Samborlo fit Bk 0l T me 4D
6  Tossenberger Tamas Sy e Horvath Eszter 42
7-9 Csépke Péter Vért Bl Tarsuldson Atalénos Iskola Jaieas Aanriella 41
7-9 Majoros Péter Jokai Mor Altaldnos Iskola Bere Gybngyi 41
79 Toth Pal Gabor | G i it M
10 Kabos Eszter LR A L R L) Herbert Maria 40

Budapest




XXXVII. verseny 2007—-08

Eredmények

XXXVII. verseny 2007—-08

Név Iskola Tanéar(ok) Pont
1 Janzer OllVér Fazekas Mil];{:llc);agz/:tkorlé Iskola Tagflﬁ;fcx?g;al;/é?rta 62
2 Nagy Rébert Fazekas Mil]l;:llzagg/:tkorlé Iskola Tagflﬁfcxillaz;al:/éirta 61
3 VargaTmre Karoly e gio gmneaun S, 60
4-5 Csuka Robert Padr-Madaras Reformétus Gimndsium Nagy-Bal6 Andrés 59
4-5 Szabo Attila R Németh Norbertné 59
6-8  Reiter Anna A fiiepm i
6_8 T(’)th Emese Anna Fazekas Mil];éi)d/agz;korlé Iskola Tégzzfcxin(g;égirta 58
6-8 Zilahi Tamas Hiories ZSii@?ﬁiﬁgffms it e T e 58
9 Kovacs Aron R e vean ) [ eeiotmtiol (Ll
10 WelsZ Gellért Fazekas Mi}];{illt};agg':,tkorlé Iskola Ta;){(zlrbn(;écx(iin(g;élg/é?rta 52
. J
Név Iskola Tanarok Pont
1 Agoston Tamas Fazekas Mil];éulga(;z;korlé Iskola Tébor;stiE;?ESMérta 63
2 Bunth Gergely Fazekas Mil];éi)d/agz/;korlé Iskola Télg)é;;éz‘};ijl(;zielifjrta 59
3 Strenner Péter Teleki Blanlga;é(;;rgzggitz és Alt. Isk. Ponééiri{éayosggti{rl\e/lérta 56
4 Nguyen NOéml Fazekas Mi}];{a;llga(;z;korlé Iskola Vi;ik;o;‘/il:rta 55
5 Kovacs Nora Ve Csap6 Laszloné 50
6 Beke Lilla s T (W
7 Kiss Melinda Flora Feekas A aycorl6 Tokola Beleznay Ferenc 48
8-9 Gyarmati MAté Deédk Ferenc Altall:’éérézs Iskola és Gimn. G;:;,risa tziollstéa‘:; . 46
8-9 Marussy Kristof S L oy s Juhész Istvén 46
10 Kovalcsik Anna ST L e T Hegediis Csaba 42

Balassagyarmat




XXXVIII. verseny 2008-09

Eredmények

4-5
4-5

Név
Nagy Kartal
Csik6s Dominik
Szebellédi Marton
Nguyen Shannon
Timér Zsuzsanna
Szab6 Eszter
Sal Kristof
Juhasz Daniel

Thari Séra

Iskola

Kossuth Lajos Altalanos Iskola
Veszprém

Nagyasszonyunk Katolikus Intézmény
Kalocsa

Banyai Jalia Gimnézium
Kecskemét

Radnéti Miklés Gimnéazium
Budapest

Lengyel Jozsef Gimnazium
Oroszlany

Apaczai Csere Janos Altalanos Iskola,
Nyiregyhéaza

Koch Valéria Altalanos Iskola
Pécs

Damjanich Janos Altalanos Iskola
Szentes

Dedk Ferenc Gyakorlé Altalanos Iskola

Pécs

Tanar (ok)

Nagyné
Czaun Mariann

Korsos Lajosné

Breny6 Mihalyné
Badé6 Zsolt

Kornai Jalia
Csére Imréné
Bodnar Mihaly
Hahn Attila

Horvath Jozsefné

Vinczéné
Csete Gabriella

XXXVIII. verseny 2008—-09

Pont
48
46
44
41
41
40
39
38
38

9-10
9-10

Kovacs Balint
Vu Lien Viola
Mészaros Gabriella
Burian Lorant
Goor Vanessza
Budai Blanka

Berényi Balazs

Radnéti Miklés Gimnéazium
Budapest

Jedlik Anyos Gimnéazium
Budapest

Altalanos és Zeneiskola
Kemence

Budenz Jozsef Alt. Isk.
Budapest

Sagvari Endre Alt. Isk.
Oroszlany

Kempelen Farkas Gimnéazium
Budapest

Szent Erzsébet Kat. Alt. Isk.
Szentes

Kornai Jualia
Arvaneé
Doba Maria

Gulyas Gertrad
Mészaros Gaborné

Cséanyi Erzsébet,

Huma Erzsébet
Goor Csaba

Nagy Emese

Papp Maria

10 ~ Garat Péter Zsombor e e aocori6 Tokola Jakucs Erika 36
,—m XXXVIIL verseny 2008—09
Név Iskola Tanéar(ok) Pont
1 Khayouti Sara Frkel Ferenc (ﬁgjﬁ““ ko Halasz Péter 51
g g A Barcsay Altalanos Iskola To6thné
2 Leltereg Mlk]'os : }ézentengre Vojtek Eva 49
] Jedlik Anyos Gi azi Arvané
3 Holczer Viktor . dape‘s’;m Zrm Dobe Méafn 46

40
39
39
38
35
33
33
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Eredmények

— )

XXXVIII. verseny 2008—-09

Név Iskola Tanéar(ok) Pont
1 Agoston Péter e M e et e T 62
2 Németh Gergely LR UL Ruboczki Gybrgy 60
3 Maga Baléazs fAtems: Qeorp Jinee Simiorio fn tik  mcien Snan Senn l 54
4 Varga Daniel T T AT [0
5  Tossenberger Tamas S Dr. Horvath Eszter 47
6_9 Dobra Gébor Gyakorlo AFl)zilsanos Iskola Kigif;bﬁzfta 46
60 Halicsy Gergely i ogalls
6-9 = Tar Benjamin P eyhioa Turik Simen 46
6-9 Tran Duy An RO s gt Morvai Eva 46
10 Leipold Péter Jedlik A];)l);gsap(iisrtnnazium Arv&;islj%l;ajohfaria 45

L J

Név Iskola Tanéar(ok) Pont
1 Szab() Attila Pazmény Pét;zclétcai Alt. Isk. Néml:’e;:aNI;oarjl?)eSrtné 62
2 Nagy Rébert Fazekas Mi}];é‘bll(}iragzjtkorlé Iskola Téll%(‘)lrglééclfin(éz;éi\‘/éirta 61
3 T(’)th Emese Anna Fazekas Mihély Gyakorlo Iskola Téaborné Vincze Méarta 58

Csuka Robert

Janzer Olivér

Sipos Agoston
Varnya Jozsef
Fodor Andras

Zilahi Tamas
Szkupien Bence

Kalocsai Akos

Budapest

Baar-Madaras Reformatus Gimnazium
Budapest

Fazekas Mihaly Gyakorlo Iskola
Budapest

Arpad Gimnazium
Tatabénya

Fazekas Mihaly Gimnézium
Debrecen

Arpad Gimnazium
Budapest

Moéricz Zsigmond Alt. Isk
Nyiregyhéaza

Szent Istvan Gimnézium
Budapest

Szandaszollgsi Als. Isk.
Szolnok

Rubobczki Gyodrgy
Nagy-Balé Andras

Taborné Vincze Marta
Ruboczki Gyoérgy

Kovéacsné
Schandl Agnes

Balazs Tivadar
Kovéacs Péter

Beseny6né Titter Beata
Vajda Istvan

Bodnarné
Kerekes Agnes

Halek Tamés

Kiss Jo6zsef
Kalocsai Ferenc

57
56
26
52
02
43
42
42




XXXIX. verseny 2009-10

Eredmények

— B

XXXIX. verseny 2009-10

Név Iskola Tanéar (ok) Pont
1 Williams Kada Sz1' Sagvari b. Si{};‘;‘;ﬂé Alalesea L Dicshézi Attila 54
2 Baran Zsuzsanna  Avydiees Oplors atios el br smabone 54
3 Kovacs Bence R Turner Laszlo 54
4 Fekete Gabor SRR R O Alialescak Vincze Istvanné 53
5 || Borbényi Mérton || s Atituos o no i N33
6-8 Lajké Kalman Juhész Gy“‘;‘zfglgjlé“‘)s Iskola Konfar Lészl6 52
6-8 Nguyen Hai Yen BLTE Radnoti THeos cyakorto PAALLS Steller Gabor 52
68 Radnai Balint e =
9-10 Kovacs Péter Tamas Zrinyi ;A;I‘;L"’gsesz‘:gmi“‘“ Tus‘;ifyvi;f:falm 51
9-10 Péterfty Orsolya R e, 51

—

Név Iskola Tanéar(ok) Pont
1-2 Csikds Dominik Nagyasszo“yuni;:;s;ikus Intézmeény Korsos Lajosné 56
12 Nagy Kartal i o 56
3-4  Horvath Hanga ~ Atmes Verer Gundaim eo A T Horveih Séndor 55
3.4 N moth Marcell N man secast s Gimptsivn N oz 55
5-7  Kormdezi Mark R ke Brengo Mindly 54
5-7 Sal Kristof Koch Valeria Altalanos Iskola Hahn Attila 54

o-7 Szab6 Barnabas
8 Szebellédi Marton

9-10 Horvath Akos

9-10 Major Andras

Aldas u. Altalanos Iskola Rudolf Tam4sné

Budapest
Banyai Julia Gimnéazium Breny6 Mihalyné
Kecskemét Bado6 Zsolt
1. Rakéczi Ferenc Altalanos TIskola Zantoné
Paks Sélley Katalin
Veres Péter Gimnéazium Marton Gabor

Budapest Burian Hana

54
93
52
52




Eredmények

XXXIX. verseny 2009-10

,—m XXXIX. verseny 2009—10

Név Iskola Tanéar(ok) Pont
1-2 Janzer Barnabéas LIl UL Fazekas Tiinde 63
1_2 Jenei Adrienn Fazekas Mil];{:ll(};agg/:tkorlé Iskola Rizﬁﬁ?%i;&egy 63
3 Khayouti Sara Faselas M oyaorio Iekola Rubéczky Gydrgy 62
4-5  Burian Lorént e s i 61
4-5 Fehér Zsombor ek A aycorio Tokola Fazekas Tiinde 61
6 Volford Andras sl Abraham Géabor 5YH
7 Schwarz Taméas ey et A R 95
8 To6th Métyés Zrinyi Mg:gfné;tﬁg;os =ola Bartalis Istvanné 53
9 Bir6 Janos Faekas M o yecori6 Tokola Fazekas Tiinde 52
10 Nagy Gergely RS Arki Tamas 50
. J
Név Iskola Tanarok Pont
1 Kabos Eszter B Herbert Maria 5iE
2 Halacsy Gergely s e Spmee 53
3 Agoston Péter fckee Mty Smeio e 2ot fe, e W62
4 Majoros Péter Jokaihion ilgjslé‘“s =kole Bere Gybngyi 47
5 Maga Balazs B Ale f8k [ Do Kok Gl pomt | 43
6 Bozsik Marton e et Keratin Lo Ton Al
7 MOgyOI'()Sl Ferenc NagyszombatasszZ(;nmya[}}yémai Kat. Gimn. sz\llgztl}?i 38
8 Tran Duy An Radnoti Mikios Gyakoro sk s Gimn. Morvai Eva 33
9-10 Ijjas Mihaly Radnoti Mikios Gyakorto sk s Gimn. Morvai Eva 32
9-10 Tossenberger Tamas Selldyt B e o mnasim Dr porvth 32
. J




XL. verseny 2010-11

Eredmények

XL. verseny 2010-11

Név Iskola Tanéar(ok) Pont
1 Lakatos Adam Aldas uteat Altalanos Iskola Kruchi6 Méria 56
9 Otott Péter SzTE Juhé,szsz(e}g:clla Alt. Tskola, Li‘é;;u}ilg?ké 55
3 Géspér Attlla Adgm ‘:f:mﬁ:l{;:ﬁ?f; Bl Molnar Anna 94
4 Szép Abris Belvarosi Altalanos Iskola Bir6 Janosné 53
5 Papp Bence Bornemissza B Glimn. és Alt. Iskola Szabé Imre 51
6 Cseh Viktor ey et 50
7 Kulesar Gergd APATel o iy 1 D iy Sendor 49
8-10 Korodi Baléazs R e Steller Gabor 48
8-10 Szemerédi Levente Bonifert D'Silgt:é"’“"s Iskola Gybre Mihalyné 48
8-10 Villanyi Soma A s e 48
—
Név Iskola Tanéar(ok) Pont
I Radnai Balint ) [
2 Lajko Kalméan LR Konfar Laszlo 54
3 Lendvai Péter Paragvarig;giibigilé;os kola Agoston Méria 53
4 Baran Zsuzsanna Arany Janos Gyakorlo Alt. Isk. Dr. Szab6né Zavaczki Andrea 52

ot

Gerliczky Bence
6 Kovécs Bence
7-8 Almasi Nora
7-8 Toth Viktor
9-10  Borbényi Marton

9-10 Kovacs Péter Tamas

Debrecen

Fazekas Mihaly Gyakorl6 Iskola
Budapest

Gardonyi Géza Alt. Isk. és Ovoda
Gy6r

Arany Janos Gyak. Alt. Iskola
Debrecen

Kodaly Zoltan Koézp. Alt. Isk.
Kaposvar

Kisfaludy u. Tagiskola
Kaposvar

Zrinyi Mikl6s Gimnéazium
Zalaegerszeg

Posa Lajos

Jakucs Erika 51

Turner Léaszlo 50

Dr. Szabo6né Zavaczki Andrea 46
Posa Lajos

Sovany Jo6zsefné
Posa Lajos 46

Agobesné 44

Horvath Andrea

Palovicsné
Tusnady Katalin 44




XL. verseny 2010-11

Eredmények

Név
1 Szab6 Barnabas
2 Sal Kristof

3 Szebellédi Marton

4 Gyulai-Nagy Szuzina

9-6 Nagy Kartal
3-6 Szabo Eszter
7-8 Major Andrés

7-8 Regé6s Krisztina

Iskola

Fazekas Mihaly Gyakorlo Iskola
Budapest

Koch Valéria Altalanos Iskola
Pécs

Banyai Julia Gimnéazium
Kecskemét

Radnéti Miklés Gimnéazium
Szeged

Kossuth Lajos Altalanos Isk.
Veszprém

Krady Gyula Gimnézium
Nyiregyhéaza

Veres Péter Gimnézium
Budapest

Radnéti Miklés Gimnazium
Szeged

Tanar(ok)

Taborné Vincze Marta
Gyenes Zoltan

Hahn Attila

Csordas
Mihaly

Pésa  Varga
Lajos Jozsef

Abraham Gabor
Tigyi Istvan

Nagyné
Czaun Marianna

Katonané Végh
Cserepes Maria  Leona Eva

Lajtosne
Mérton Géabor
Szamadoné Békéssy Szilvia

Abraham Gabor
Tigyi Istvan

XL. verseny 2010-11

Pont
63
60
o8
55
52
52
50
50

Tulassay Zsolt
Fehér Zsombor
Almési Péter

Schwarz Tamas

=1 BRS) gRCT A BRCO

Jenei Adrienn
8 Weisz Ambrus
9-10 Babik Balint

9-10  Talyigas Gergely

Budapest

Fazekas Mihaly Gyakorlo Iskola
Budapest

Fazekas Mihaly Gyakorlo Iskola
Budapest

Fazekas Mihaly Gimnéazium
Debrecen

Berzsenyi Déaniel Gimnéazium
Budapest

Fazekas Mihaly Gyakorlé Iskola
Budapest

Fazekas Mihaly Gyakorlé Iskola
Budapest

Fazekas Mihaly Gyakorl6 Iskola
Budapest

Fazekas Mihaly Gyakorl6 Iskola
Budapest

Posa Lajos

Ruboéczky Gyorgy

Fazakas Tiinde

Remeténé Balazs Posa

Orvos Viola Tivadar Lajos

Gal Gyorgyné
Nemecsko6 Istvan

Fazakas Tiinde
Poésa Lajos

Rubbczky Gydrgy

Fazakas Tiinde
Rubbéczky Gyodrgy

Rubéczky Gyorgy

o Fazekas Mihaly Gyakorl6 Iskola Téaborné Vincze Marta
9 Vu Mal Phuong Budapest Gyenes Zoltan 47
10 Kovacs David R e Juhasz Istvan 45
8. osztaly XL. verseny 2010-11
Név Iskola Tanarok Pont
4 Kanizsai Dorottya Altalanos Iskola Heidfogelné
1 HO]CZGI‘ Andras Siklés Seregélyes Edit 62
2 Janzer Barnabés Fazekas Mihaly Gyakorlo Iskola Fazakas Tiinde 58

57
96
23
52
51
50
47
47




XLI. verseny 2011-12

Eredmények

Név Iskola Tanéar(ok) Pont
1 Kerekes Anna P L Sztané Zsuzsanna 49
2 Mészaros Anna Pitvis Jozsel Mtalinos Tskola Vincze Imréné 47
3 SahoBlanka | ewiopritmecm | mosme g6
4 GI‘éCZl Gergely Veres P]gtledragérsntnézium Szélna%(ll;?aiégisnsr}:asﬁlvia 44
5-6 Botkos Benedek Desk Ferenc Gyak. Alt. Isk. és Gimn. Lovas Zoltan 43
5-6 Horvath Csongor — Almes Veser Gimrasium es Alt. Iskola Németh Katalin 43
7 Bindics Boldizsar e Lavai Karoly 42
8 Fraknoi Adam Jedlik Agl{g;i;“mi“m Zsilvolgyi Marta 40
9 Matolesi David Kés Koty Altlénos Tkot Gromlaine 39
10 Kiss Péter Kavy 8. Altalénos Iskola Lengyel Laszloné 38
L
—azm
Név Iskola Tanéar(ok) Pont
1 Molnar-Séska Zoltan ~ Vérosisei Ateiinos ko Turgoyi Zovsanna 55
2-3 Imolay Andras Pannonis Altalanos Iskola Nagypal Ildiko 48
2-3 Lakatos Adam Aldds uteai Mtalinos Tskola Krucki6 Maria 48
4 Alexy Marcell nacs Gy‘ﬂav/zlctalanos ola Horvath Gaborné 46
5-7 Kulesar Gergd PR DR R Lot Dr. Gat Gyorgyne || 45
5-7 Szakaly Marcell L O Jakucs Erika 45
5-7  Bszter Akos Endre e anos lskola S e 45
8 Kovéacs Adém Hajés Alfréd Igélttézr;.esl\tlyelv. Alt. Tsk. Na};svlill‘liéiké 44
9-10 Bursics Balazs Fasekas My poyecorio Iekola Partczay Jozsef 43
9_10 Dobék Dév1d Banyai Jalia Gimnézium Reiterné Makra Zsuzsa 43

Kecskemét

Breny6 Mihaly
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Név
Gal Hanna
Williams Kada

Almasi Nora

Baran Zsuzsanna

Lajké Kalman
Radnai Balint
Toth Viktor
Szabo Aron
Kovacs Benedek

Csitari Nora

Iskola

Radnoti Miklos Kisérlrti Gimnéazium
Szeged

Radnoti Miklos Kisérleti Gimnéazium
Szeged

Fazekas Mihaly Gimnazium
Debrecen

Fazekas Mihaly Gimnazium
Debrecen

Radno6ti Miklos Kisérleti Gimnézium
Szeged

Rékoéczi telepi Tagiskola
Varpalota

Kodaly Zoltan Kozp. Alt. Isk.
Kaposvar

Bolyai J. Gyak. Alt. Isk. és Gimnazium
Szombathely

Fazekas Mihaly Gyakorl6 Iskola
Budapest

Fazekas Mihaly Gyakorlé Iskola
Budapest

Tanar (ok)

Schultz Janos
Mike Janos

Schultz Janos

Mike Janos
Lakatos Posa Toth
Tibor Lajos Mariann
Lakatos Poésa Toth
Tibor  Lajos Mariann

Schultz Janos
Mike Janos

Gerstmarné
Takacs Beatrix

Szantainé Erdés Johanna
Po6sa Lajos

Némethné
Békeéssy Ildiko

Pluhar Gabriella

Pluhar Gabriella

XLI. verseny 2011-12

Pont
63
62
62
61
57
56
55
54
52
50

8. osztaly

Név
Szab6 Eszter
Sal Kristof
Szab6 Barnabas
Kovécs Viktoria
Zarandy Almos
Bodnér Levente

Nagy Kartal

Szebellédi Marton

Nagy Simon

Németh Flora

Iskola

Krady Gyula Gimnézium
Nyiregyhéaza

Koch Valéria Altalanos Iskola
Pécs

Fazekas Mihaly Gyakorl6 Iskola
Budapest

Arpad Gimnazium
Budapest

Fazekas Mihaly Gyakorlé Iskola
Budapest

Reformatus Altalanos Iskola
Kecskemét

Kossuth Lajos Altalanos Iskola
Veszprém

Banyai Julia Gimnéazium
Kecskemét

Berzsenyi Déaniel Gimnéazium
Budapest

Csany-Szendrey AMK Belvarosi Tagisk.
Keszthely

Tanarok

Katonané Cserepes Méaria
Varga Szilveszter

Kamards Pésa  Liptak
Lajos Lajos Eva

Téaborné Vincze Marta
Gyenes Zoltan

Meszlényiné Roka Agnes
Koncz Levente

Gyenes Zoltan
Téaborné Vincze Marta

Nagy Csordasné Poésa
Tibor Szécsi Jolan Lajos

Nagyné
Czaun Mariann

Varga  Csordésné  Posa
Jozsef Szécsi Jolan  Lajos

Sztranyak Attila
Dr. Okérdi Péterné

Volf Jozsef
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Pont
63
62
61
60
60
59
59
59
57
49
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