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ELOSZO

E konyvet mindenekel6tt tankonyvnek szanjuk aktuérius képzésben résztvevs egye-
temi hallgatok szamara, de hasznos olvasmany lehet azoknak is, akik biztositasban
és pénziigyekben alkalmazhat6é matematikai koncepcidk és modszerek irdnt érdek-
16dnek, feleleveniteni vagy béviteni szeretnék ismereteiket.

Szamitunk az olvasé jartassigéra a matematikai analizisben, val6szintiségsza-
mitasban és optimumszamitasban. A szévegben felhasznalt valoszintiségszamitasi,
optimalizalasi és sztochasztikus programozasi eredményeket, tételeket emlékeztetsiil
fiiggelékekben Osszefoglaltuk. Arra toreksziink, hogy a konyvben eligazodjanak azok
az olvasok is, akik nem matematikus végzettségtiek, de kell6 vonzalmat mutatnak a
matematika és gyakorlati alkalmazasai irant. A tételek terjedelmesebb bizonyitasara
kiilon szekciot szanunk vagy a fejezet végére hagyjuk.

A hangsulyt olyan kockazatelméleti modellek és eljarasok bemutatasara helyez-
ziik, amelyek alapvet&ek az aktuériusi gyakorlat szempontjabol mind a nem-életbiztositas,
mind az életbiztositas teriiletén.

Az els6 fejezetben a biztositasi tevékenységet kozgazdasagi Osszefiiggésébe he-
lyezziik. A masodik fejezetben a legismertebb kockézati modelleket mutatjuk be.
A biztositd déntései dijrol, tartalékrol, stb. a széban forgd kotvényallomany teljes
karanak ismeretén alapulnak, amely kirt az egyéni kockazati modellek korében az
egyes kotvények karainak osszegeként fogjuk fel, mig a kollektiv kockazati model-
lek korében a bekdvetkezs karokat nem az egyes kotvényekhez kapcesoljuk, hanem a
biztositasi allomanyt mint kockdzatkozdsséget fogjuk fel, és az allomany egészében
bekdvetkez6 karok nagysagat, szamét, stb. vizsgaljuk.

A harmadik fejezetben a kockazati modellekkel kapcsolatos ismereteinket altala-



6 TARTALOMJEGYZEK

nositjuk azzal, hogy a karalakuldst és az ettsl és a biztositas dijatol fiiggs tobblet
alakulasat hosszabb id&szakra kovetjilkk. Azt vizsgaljuk, mekkora kezdeti tobblet
(szavatolo tGke) sziikséges ahhoz, hogy az inszolvencia (cséd, tonkremenés) valoszi-
niiségét kellGen alacsony szinten tartsuk.

Ha egy kockazat tul nagy a biztosité tarsasag szamara, vagy ha egy egész al-
lomannyal kapcsolatos veszteség lehetGsége til silyos, akkor a tarsasig a sajat és
a biztositottak biztonsiga, a szolvencia fenntartasa érdekében viszontbiztositassal
védelmet vasarol. A negyedik fejezet a viszontbiztositas valtozatait és klasszikus
modelljeit foglalja Ossze.

Az 6tddik fejezetben a biztositasi dijnak azt a részét vizsgaljuk, amely a biztosi-
tott kar nagysdgahoz kapcsolodik szorosan. Bemutatjuk a dijszamitas soran kdvetett
elveket és ezeknek a cs6d bekdvetkezése valoszintliségére gyakorolt hatasét is.

A kockazatok biztonségos kezelésének - a viszontbiztositas mellett — a tartalék-
képzés az eszkoze. Biztositasban sok fajta biztositastechnikai tartalék sziikséges. Az
aktuariusok figyelme elsGsorban az IBNR (Incurred-But-Not-Reported) karok tarta-
lékanak meghatarozasara iranyul. A hatodik fejezetben bemutatjuk a legismertebb
modszereket és egyben egy matematikai programozasi modellt az IBNR tartalék
koncepcionalis felfogasara.

Pénzintézetek, kiilonosen életbiztosito tarsasagok befektetési stratégidjukat tore-
kednek tigy megvalasztani, hogy a befektetési portfoliojukbol szarmazé jovedelmeik
minden idGszakban lehet6vé tegyék a kotelezettségeik zavartalan teljesitését. Ez
az eljards az ALM (eszkoz—kotelezettség menedzsment, eszkoz—forrés illesztés). A
hetedik fejezet ennek a modellezésébe ad betekintést.

Koszonet illeti Vékas Pétert a széveg gondos lektoralasaért, szakszerd javitasaért.

Budapest, 2009. januar



1. fejezet

BIZTOSITAS ES HASZNOSSAG

A déntéshozd - vagyon tulajdonosa, biztositott, biztosito, vallalkozo, stb. - gazda-
sagi lehetGségei koziil olyant valaszt, amely a "legkedvez&bb” jovébeli kilatasokkal
rendelkezik. A jovébeli kilatdsok azonban véletlen természettiek. Ha példaul két be-
fektetési lehetGségilink van, koziiliik azt szeretnénk véalasztani, amelyik a szébanforgd
id6szak végére nagyobb hozamot biztosit majd a szdmunkra. De a befektetési lehe-
t6ségek hozama a gazdasigi kornyezettdl és annak alakulasatol fiigg. Tisztazando
ezért, mi lenne az alapja egy rangsor felallitasanak a dontéshozatal idépontjaban,

mit jelent az, hogy "legkedvezGbb”.

A biztositd és a biztositott is gazdasagi szereplék, mindketts gazdasagi dontést
hoz, amikor valaszt: kossOn-e szerzédést vagy ne. A biztosité arrol dont, hogy
véllalja-e, milyen mértékben és milyen dij fejében a biztositott vagyoni kartalanitasat
egy esetleg bekovetkezd véletlen kar esetén. A biztositott arrél dont, hogy hajlando-
e fizetni és mennyit a biztosito altal ajanlott szolgdltatasért vagy nem hajlando és
ezzel vallalja a kockdzatat annak, hogy véletlen események kedvezétlen financialis
hatasaként tervei nem val6sulhatnak meg vagy éppen romlésat okozzak. Mindkét fél
szamara akarmelyik dontés kovetkezménye a sajat vagyonanak a gyarapodasa vagy

csOkkenése is lehet.
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1.1. Pénzben mérhetd dontési alternativak

A dontési alternativakat - az egyes dontések lehetséges financialis kovetkezményeit
- valoszintiségi valtozok jellemzik, ezeket a dontéshozonak ismernie kell. Elképze-
lése kell, hogy legyen arrél, hogy ha valamely dontési alternativat valaszt, dontése
kovetkezményeként egy jovébeni id6pontban milyen valésziniiséggel milyen Osszegit
lehet a vagyona (nyeresége, koltsége, stb.). A biztositott esetében példaul a bizto-
sitasrol hozott dontés kdvetkezménye az idészak végi vagyona, amely a biztositasi

szerz6désnek megfelelGen igy alakul:

//////

- a kifizetett biztositdsi dij
- az iddszakban a vagyondban bekovetkezelt kdr
+ a biztosito dltal kifizetett kdrtalanitds értéke.

Az id6szak végi vagyon tehat a kar nagysagatol fiiggs értékeket vehet fel, ezek
valoszintiségi valtozonk lehetséges értékei, amelyek bekovetkezési valosziniiségeit is-
mertnek tekintjiik. Az egyes biztositasi lehetGségek kozotti valasztas igy valészind-
ségi valtozok kozotti valasztast jelent. Kérdés, milyen alapon rangsoroljunk valészi-
niiségi valtozokat.

Az egyik gyakran alkalmazott elv a wvdrhaté érték elve. Ez azt jelenti, hogy a
dontéshozo két gazdasagi lehetGség koziil azt valasztja, amely esetében a szamara
pozitiv kilatasokat jellemz6 valoszintiségi valtozo (nyereség, hozam, stb.) varhato ér-
téke nagyobb. A kozgazdasagtanban pénzbeli kifizetéssel jaro véletlen kovetkezmény

varhato értékét gyakran a kovetkezmény aktudriusi értékének is hivjak.

Sok gazdasagi szerepl6 azonban a dontési alternativait mint valoszintiségi valtozo-
kat nem azok varhato értékei alapjan hasonlitja Gssze, hanem a kildtasok "hasznos-
saganak" varhato értékei alapjan — ahol a hasznossagot a dontéshozo hasznossagi
fiiggvénye méri. A valoészintiségi valtozo minden fiiggvénye, beleértve a dontéshozo
hasznosséigi fiiggvényét is, szintén valészintiségi valtozo. A varhato hasznossag elve
azt jeleneti, hogy a dontéshozod két gazdasagi lehetGség koziil — jelolje X és YV a

megfelel6 valoszintiségi valtozokat - azt részesiti elényben, amelyiknek a varhato
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hasznosséga nagyobb:
X elénydsebb Y-ndl, ha E[u(X)] > E [u(Y)],

ahol u(v) jeloli a dontéshozo hasznossagi fliiggvényét. Hasznosséagi fiiggvény barmi-
lyen fiiggvény lehet. Esszert és évatos magatartast azonban olyan u fiiggvény fejez
ki, amely névekvs és novekedési iiteme csokkend: vagyis ha kétszer differencialhato,
akkor v’ > 0,u” < 0. Ha u” < 0, akkor a dontéshoz6 "kockazatkeriilg”, ha v” > 0, ak-
kor "kockazatkedvel§”. Ha az u hasznossagi fiiggvény linearis: u (v) = av +¢,a > 0,

akkor
Eu(X)|=FaX+c=aFE[X|+c>FEulY)=FEaY +c=aE[Y]+c

akkor és csak akkor, ha F[X]| > FE[Y] : azaz ekkor a varhato hasznossag elve
megegyezik a varhato érték elvvel.
Az alabbi példa azt illusztrélja, hogy a varhato hasznossag elve akar kimondat-

lanul is megjelenik a déntések hatterében.

1.2. Szentpétervari paradoxon

A szentpétervari paradoxon néven hiressé valt problémat Daniel Bernoulli irta le
1738-ban "A kockazat mérésének 1j elmélete” cimid cikkében. Olyan jatékra vonat-
kozik, amelyben a jatékos egy pénzérmét dob fel egymés utan addig, amig fej-et nem
dob. A jatékos nyereménye 2~ dukat, ahol k azt jelsli, hanyadik dobasra dobott a
jatékos elGszor fej-et. Annak a valoszintsége, hogy a jatékos eldszor a k-adik dobéasra
dob fej-et: 2%, e jaték varhato értéke tehat: y oo, 2%2’“’1 végtelen. Mégis, mint Ber-
noulli irja, minden jézan jatékos szivesen elcseréli a jaték lehetGségét 20 dukatra. Mi
ennek az oka? Csak az lehet, hogy a jatékos nem a varhato nyereményével, hanem

a nyereménye varhaté hasznossagéaval méri a kilatasait.

1.1. Példa. Mi a jdtékos hasznossagi fiigguénye, ha ak—+b alaki fiigguénnyel értékeli
a 2871 nyereményét, a > 09 Az a és b paraméterck milyen értéke mellett lesz a

vdrhatd hasznossdg 20 dukdt és a hasznossdg variancidja 2 dukdt®?
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Megoldds. A kérdés tehat az, mi az u(v) fiiggvény, ha tudjuk, hogy u(2F1) =
ak+0b, az X nyeremény varhato értéke és variancidja: Flu(X)] = 20, Var[u(X)] = 2.
A széamitashoz sziikségiink van az aldbbi Gsszegekre, amelyek meghatarozasa-
nak menetét azért is tiintetjiik itt fel, hogy emlékeztessiik az olvasét korabban, a

matematikai analizis keretében tanultakra.

i I 1 1
I

k=1

\)

!/
=1 a1 1 (<, 1/ 1Y
)DIERIE) SIS zx) = ()
11
= |1 =2
2(1—x)” 1772
N | SN I 1 =1
2 _ 2 _
DR = D K= k=g Y ke
k=1 k=0 k=0 k=
1 00 " 1 1 "
- = k —— )
- 4<Z$> I=§+2_4(1_3;) I:§+2
k=0
1
= - o=l +2=6
4(1—g)® 1772
igyaz
= 1
E[u(X)}:Z(ak—kb)?:Qa—kb:QO
k=1
Osszefiiggésb6l b = 20 — 2a. A varianciara vonatkozo
Var[u(X)] = E[u(X)’] = E*[u(X)] =) (ak +b)* ——400_
k=1
1
= Zk2—+2ab2k—+b22——400
k=1

= 6a® +4ab+62—400:2.

Osszefiiggéshdl a b = 20—2a helyettesitéssel a = 1 és b = 18 adodik, vagyis u (2k_1) =

k + 18. Ha az u hasznossagi fiiggvény argumentuméat v-vel jeldljiik, a v = 2F!

Inv

s+ 1 Igy azt kapjuk, hogy

Osszefiiggésbol: k =

u(v):mlnv—l—a—kb—nlnv—l—w
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Ez tehat a keresett hasznossagi fiiggvény.

1.3. Biztositas és hasznossag

Biztositéasi szerz6dés megkotésekor mindkét gazdasagi szerepls: a biztositott és a
biztosito is, két gazdasagi cselekmény koziil valaszt. A biztositott szdmara az egyik
az, hogy biztositja a vagyonat, a masik az, hogy nem kot biztositast. Az elsé esetben
kifizeti a szolgaltatas dijat, amivel csokken a vagyona, a masodik esetben vallalja
a vagyonaban bekovetkezd, X valoszintiségi valtozoval kifejezett veszteséget. A két
lehetség koziil a varhaté hasznossag elve szerint valaszt, de a vélasztas fiigg a
biztosito altal kirott dijtol. Mi az a maximalis D dij, amit a dontéshozo hajlando
megfizetni vagyona teljes védelméért? Annyi dijat hajlando fizetni, hogy vagyonanak
a hasznossaga a biztositasi idgszak végén ne legyen kevesebb, mint vagyona varhato
hasznossiga abban az esetben, ha karat szerz6dés hidnyaban a biztosité nem tériti
meg.

Jelolje a dontéshozo vagyonanak jelenlegi értékét V. Ha az u hasznossagi fligg-
vénye novekvs, és ezt a tovabbiakban feltételezziik, akkor e D érték az alabbi érték-

egyenletet elégiti ki:
Eu(V-D)=u(V-D)=FE[uV—-X)|.

A biztosito részérdl is felmeriil a kérdés: Mi az a minimélis dij, ami megfizetése fejé-
ben teljes védelmet hajland6 adni a V' vagyonnal rendelkezé tigyfelének? Annyi dij
fejében hajlando a kart fedezni, hogy sajat vagyona varhatd hasznosséga a biztositasi
idGszak végére ne csokkenjen.

Jelolje a biztosito vagyonat (sajat t6kéjét) Vp, a biztosité altal megszabott mi-
nimalis dijat Dp, novekvd hasznossagi fiiggvényét ug. A Dpg érték ki kell, hogy

elégitse az alabbi értékegyenletet:

up (VB) = E[UB (VB —f-DB —X)]

Mindkét értékegyenletben a dijat a varhaté hasznossaggal hasonlitottuk Ossze.

Kérdés, milyen kapcsolat all fenn a dij és a fedezett kar varhato értéke kozott?
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u(m)+u’ (m) (v-m)

1.1. Abra.

1.4. Jensen egyenlStlenség

Ha az u hasznossagi fiiggvény konkav és differencialhato, akkor
Elu(X)] <u(E[X])
és egyenlGség csak akkor all fenn, ha u linearis vagy X konstans.
Bizonyitas. Az u konkavitasa miatt
u(v) <u(E[X])+u (B[X]) (v- E[X])
fennall az X valoszintiségi valtozo minden v lehetséges értékére, amint ez az 1.1. ab-
ran lathato, ahol m = E [X]. Minthogy az egyenl6tlenség az u (X) és az u (E [X]) +
v (E[X]) (X — E[X]) valoszintiségi valtozok minden lehetséges értékére fennall, ezért

varhat6 értékeikre is fennall:
Efu(X)] < E [u(E X))+ (E[X]) (X ~ E[X])].
Mivel
Eu (B [X]) + o (E[X]) (X ~ E[X])
= w(E X))+ (B [X]) (B [X] - E[X]) = u(E[X]).

az allitds adodik.
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1.5. Dij és varhato kockazat

Hatarozzuk meg, mi az a maximalis dij, amit a biztositott hajlando fizetni a V'
vagyonaban keletkez6 X kar megtéritéséért és az a minimalis dij, amiért a biztositod
hajlandé6 vallalni ezt a védelmet.

Ha a biztositott a varhato hasznossag elvét alkalmazza, hasznossagi fliggvénye
konkav, differencidlhato és novekvs, akkor az értékegyenlet és a Jensen egyenlGtlen-

ség figyelembe vételével fennall, hogy
u(V-D)=FEu(V-X)]<u(V-FE[X]).

Az u fliggvény névekvs volta miatt ez azt jelenti, hogy a D > E[X] egyenlGtlen-
ségnek is fenn kell allnia és egyenlGség csak akkor teljesiilhet, ha wu linearis vagy
X konstans. A dontéshozéd tehat a veszteség varhaté értékénél nagyobb dijat is
hajlando fizetni a vagyona védelméért, ha kockazatkeriils. (Hasonldé megfontolassal
belathato, hogy a varhato veszteségnél kevesebbet hajlandé fizetni, ha kockazatked-
veld.)

Vizsgaljuk meg a biztosit6 altal minimalisan kirovando6 dij nagysagat. Ha a biz-
tositd a varhato hasznossag elvét alkalmazza, hasznossagi fiiggvénye konkév, diffe-
rencialhato és novekvd, akkor az értékegyenlet és a Jensen egyenlGtlenség figyelembe

vételével fennall, hogy
up (VB) = E[uB (VB+DB —X)] S up (VB+DB —E[XD

Az up fiiggvény novekvs volta miatt ez azt jelenti, hogy a D > E [X] egyenlétlen-
ségnek is fenn kell allnia és egyenlGség csak akkor teljesiilhet, ha up linearis vagy X
konstans. Vagyis a biztosito altal megszabott dij sem lehet alacsonyabb a kockazat
(kér) varhato értékénél.

A biztosité és a vagyon tulajdonosa kozott tehat akkor johet létre biztositasi

szerz6dés, ha D > D > F [ X] fennall.

1.6. Jellemz6 hasznossagi fliggvények

o Linedris figgvény: u(v) = av+ b, a > 0.
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Ekkor a varhato hasznossag elve ekvivalens a varhato érték elvvel, amint ezt mar lat-
tuk. Az alabbi hasznossagi fiiggvényekre, mint ez kdnnyen belathato, teljesiil, hogy

u’ (v) > 0,u” (v) <0, tehat kockazatkeriils dontéshozo preferenciajat képviselik.
e FErponencidlis figguény: u(v) = —e~*, a > 0.

Hasznos tulajdonsaga ennek a fiiggvénynek, hogy a biztositott altal fizetendd (a
biztosito 4ltal kirovando) dij nem fiigg a biztositott (biztositd) vagyonatol, amint ez

az értékegyenletekbdl kivetkezik: A biztositott egyenlete:

_e—a(V—D) - FE [_e—a(V—X)}
e’ = E[e*] = My (a).
A biztosité egyenlete:
—_e@8VE _— [_e—aB(VB—i-DB—X)]
ewPe — B[] = My (an),

ahol My (t) az X valoszintiségi valtozo6 momentumgeneraléd fiiggvénye: Mx (t) =

E [¢X"] . Ebbdl
In Mx (o) , In Mx (ap)
_ X e Dy = X TB)
o €s B ap

D
adodik.
e Logaritmus fiiggvény: u(v) = alnv, a > 0.

o Tirtkitevds hatvanyfigguény: u(v) =v", 1 >r > 0.

1.7. A momentumgeneral6 fiiggvény
Az S valoésziniiségi valtoz6 momentumgenerald fliggvénye a kdvetkezd:
MS (t) =F [esq .

E fiiggvény értelmezési tartomanya azon valés t értékek Osszessége, amelyekre a

definicioban szerepld varhato érték létezik.
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A "momentumgeneralo fiiggvény” elnevezés magyarazatra szorul. Emlékeztetiink

arra, hogy az exponencialis fiiggvény hatvanysora a kovetkezd:

1 1
e =14+az+ a2§z2 + a3§z3 +......., a konstans.

frjuk fel az e5* hatvanysorat:

1 1
eSt =1+ St + SQW2 + S3§t3 + o

Itt S az S valbszintiségi valtozo tetszéleges lehetséges értékét képviseli. Olyan ¢

értékekre, amelyekre et varhato értéke létezik, felirhatjuk, hogy
My (1) = B[] =1+ BIS]t+ B [87] 5 + B[S] 565+ ..
Trjuk fel Mg (t) t szerinti derivaltjat:
My (1) = BIS)+ B[]t 4 B [S%] 5t + .
Irjuk fel Mg (t) masodik derivaltjat:
Mg (t)=E[S* |+ E[S®]t+ ..

Lathato, hogy
Mg (0) = E[S]; Mg(0)=E[S?],....

Osszefoglalhatjuk tehat: A momentumgeneralo fiiggvény elsé derivaltja a 0 helyen
megadja a szoban forgd valoszintiségi valtozo varhatod értékét: elsé momentumét,
masodik derivaltja a 0 helyen a négyzet varhato értékét: masodik momentumaét,
sth. - feltéve természetesen, hogy e momentumok léteznek.

Mutassuk meg, hogy a p varhato értékd és o szoérast normélis eloszlasi & valdszi-

niiségi valtoz6 momentumgeneralo fiiggvénye a kdvetkezs:

Mﬁ(t)zeﬂt+ 2.

Figyelembe véve, hogy ¢ striiségfiiggvénye

1 (z—w)?
f£ (x) = e_ 2(7% 3

2mo
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az e varhato értéke igy frhato fel:

1 Foo (@—p)? 1 TO (emw?
Me(t) = Elef] = —/ e 27 dr = / ¢ mt oy

20 J_o 210 J_oo
1 +oo _12—2z,u+,u2—21tc72 1 +oo _z2721(u+t02)+(u+t02)27t20'472,u,t02
= (A 202 xrT = [ 202 d
210 J— o 270 J—co
- 1252 1 +oo 2?2 —2a(utto?)+(utto?)?
— eu 2 — e 202 dl’
20 J_o
+o0 2412
202 1 _ (@ (utto?)) 202
= e'LLt+ 2U e 202 dﬂj — eut+ ; 3
2m0 J_oo
(z—(u+ta?)?
1 —Eerg ) 2 s P TA T foso £ . e
mert —=—e 202 a p+to” varhato értékd és o szorasu normalis eloszlas stird-

ségfiiggvénye, amelynek integralja a valos szdmegyenesen 1.
Mutassuk meg, hogy a (8 paramétert exponenciélis eloszlasu & valoszintiségi val-

toz6 momentumgenerilo fiiggvénye a kdvetkezs:

Mg(t):%, t<p.

Figyelembe véve, hogy ¢ stirtiségfiiggvénye
Be P ha x>0
fe(x) =

0 kilonben,

az e varhato értéke igy irhato fel:

M (t) = E[egt} —/ extﬁeﬁmdx—ﬁ/o et=Pdy

0

5
__p [t = ) B hat <p

+oo  kiilonben.

Mutassuk meg, hogy a A paraméteri Poisson eloszlast & valészintiségi valtozo

momentumgeneralo fiiggvénye a kovetkezd:
Mg (t) = M,

Figyelembe véve, hogy & eloszlésa

T
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az e varhato értéke igy irhato fel:

© n 0o PN
M{ (t) =F [eﬁt] — Zetn)\_e—)\ _ 6_)\2 (8 )\) _ 6)\(6"’—1)

ahol az utolsé egyenlGség azért all fenn, mert az itt talalhato végtelen dsszeg az e’

hatvanysora.

1.8. Portfolio-valasztas varhato hasznossag maxima-

lizalassal.

Ebben a részben olyan befektetérél beszéliink, aki befektetési alternativait azok
varhato hasznossaga szerint rangsorolja.

Tegyiik fel, hogy a befekteté V vagyonnal rendelkezik és hasznossagi fliggvé-
allitja 6ssze, amelyekbdl szarmazo jovedelmek ugyanazon késébbi id6pontban esedé-
kesek. Az egyes értékpapirok (vagyonelemek) ara: Py, ..., P, a dontés id6pontjaban
ismeretes. Az egyes értékpapirok egy-egy egységéhdl szarmazo jovends dy, ...d,, jove-
delmek valosziniiségi valtozok ismert valoszintiségi eloszlassal. (Ez a megfogalmazés
természetesen nem zarja ki a modellbél a determinisztikus bevételii vagyonelemeket,
amelyek esetében a vagyonelembdl egyetlen lehetséges késGbbi id6pontbeli jovedelem
szarmazik és biztosan: 1 valoszintiséggel.)

A befektets portfoliot szeretne Gsszedllitani, vagyis meghatarozni az egyes érték-
papiroknak azt a mennyiségét, amelyekkel ezek a portfélioban szerepelnek. Jelolje e
meghatarozand6 mennyiségeket - valtozokat - 64, ..., 0,,. Ekkor a befektetd vagyona
a szoban forgo késébbi idépontban igy irhato fel: x = 61dy + ... + 6,,d,,. Minthogy
dy, ...d, valoszintiségi valtozok, ezért x is valoszintiségi valtozo, amelynek lehetséges
realizacioi és azok bekovetkezési valoszintiségei a dy, ...d, realizacioibol és azok be-
kovetkezési valoszintiségeibdl szamithatok. A befektetd tehat maximalizalni akarja
a portfoliobol szarmazé jovendd o vagyona hasznossaganak a varhato értékét tudva,

hogy jelenlegi V' vagyonanal nem fektethet be t&bbet.
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Modelliink tehat a kovetkezd:

Elu(x)] — max

i 0,d;
=1

T

=1

v I
[} 8

IN
=

Itt x > 0 azt jelzi, hogy az x valdsziniiségi valtozo lehetséges értékei csak nemnega-

tivak lehetnek.

1.2. Példa. Tekintsiink egy befektetést, amely 2 év milva a befektetd V vagyondt hd-
romszorosan megtériti, ha nagyon kedvezd feltételek dllnak be, a befektetd visszakapja
vagyondt kézepesen kedvezd feltételek mellett, és teljes egészében elveszti, ha rosszul
alakulnak a dolgok. E hdrom dllapot valdsziniségei sorra: 0,3;0,4;0,3. A vdrhato
megtérilés tehdt: 0,3-3+0,4 =1,3. Ez azonban csak eqy kicsit kedvezdbb, mint ha
kockdzatmentes értékpapirba fektet, amelynek megtérilése 1,2. Kérdés, vagyondbol
mennyit kellene e kockdzatos befektetésben és mennyit kockdzatmentes értékpapir-
ban tartania, ha hasznossdagi fiigguénye a logaritmus fiigguény és mindkét befektetés

eqységdra azonos: eqy értéki?

Két valtozonk van tehat: 6 és 65. Foglaljuk tablazatba az adatainkat:

Allapotok Valosziniség Kockdzatos Kockdzatmentes A portfolio
befektetés befektetés realizdcion
Nagyon kedvezd 0,3 3 1,2 301 4+ 1,20,
Kozepesen kedvezd 0,4 1 1,2 0, + 1,20,
Kedvezdtlen 0,3 0 1,2 1,20,

Ar 1 1 91 +92
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Megoldandé feladatunk a kovetkezd:

(P) 0,3lnx; +0,4lnxy +0,3lnzr3 — max

301 +1,20, = x;
01+1,200 = x
1,200 = a3
0,+60, < V

Ti,%9,r3 > 0.

Vizsgaljuk meg a feladatot. Elhagyjuk az elsg feltételcsoportot és z; (i = 1,2, 3)
megfelel§ kifejezését behelyettesitjiik a célfiiggvénybe. Ez azt is lehetévé teszi, hogy
az r nemnegativitasira vonatkozo feltételt elhagyjuk, mert a In fiiggvény alkalma-
zaséval az argumentumot automatikusan pozitivnak irjuk els. Végiil a feltétel az
optimalis megoldasban, a logaritmus fiiggvény névekvd volta miatt, sziikségképpen

egyenldséggel teljesiil. Marad tehat a kovetkezd feladat:

0, 31D(391 + 1, 202) -+ O, 41H(91 + 17 292) -+ 0, 31H(17 292) — Imax

0,+0, = V.

A konvex programozés irodalmabol ismeretes, hogy feladatunk optiméalis megol-

désa kielégiti a kovetkezs tn. egyenstlyi feltételeket (a Kuhn-Tucker feladatot):

(0] (g

vL(b1,....0,,\) = VFE

n

Z&-Pi =V

i=1
ahol L a feladat Lagrange fliggvénye, A pedig az egyetlen megmaradt feltételiinkhoz
tartozo6 dudlis valtozo.

Példankban ez a feltételrendszer a kovetkezSket jelenti: Mivel a In fiiggvény

6; szerinti derivaltja az argumentum reciproka szorozva az argumentum 6; szerinti
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derivaltjaval, ezért a példa-feladat egyensilyi feltételei igy néznek ki:

0,3-3 0,4

—
50, +1.20, 0, +1.20,
0.3-1.2  0.4-1.2 0,312
+ + -
30, + 1.20, 0, +1.20, | 1.20
61+(92 = V

E harom egyenlet harom ismeretlenét V' fiiggvényében ki tudjuk szamitani. Az
eredmény: 6, = 0,089V;60, = 0,911V; X = 1/V. Mas szavakkal: a befektetének
vagyona 8,9%-at érdemes a kockazatos, és 91, 1%-at a kockdzatmentes befektetésben
tartani - legalabbis a kovetkez6 két évre a példaban bemutatott koriilmények kézott.

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a modellben nem zartuk ki, hogy valamelyik
0; valtozo negativ legyen, azaz nem zartuk ki az a.n. "rovidre eladas” (short sel-
ling) lehetdségét. Természetesen kizarhatjuk. Ekkor egy tovabbi feltételcsoportot
alkotnak a 6; valtozokra vonatkozo nemnegativitasi feltételek. (Példankban ugyan
ilyen feltétel nem szerepel, az optimalis portfoli6 azonban negativ befektetést igy
sem tartalmaz.) Kiegészithetjiik, az adott helyzettdl fiiggGen, mas feltételekkel is a
feladatot, pl. adhatunk fels6 korlatot a portfoli6 variancidjara, stb. A feladat megol-
dasat illetGen a kiegészitések azzal a kdvetkezménnyel jarnak, hogy explicit formulak
helyett szamitogépes program adhatja meg az optimélis portfoliot. ElGfordulhat az
is, hogy a kiegészits feltételek miatt megsziinik a feladatnak a megoldhatosag szem-
pontjabol igen fontos tulajdonsaga: a konvex volta. Mivel ekkor egy lokalis optimum
pont tobbé nem feltétleniil globélis is, ezért dltalaban nem szidmithatunk arra, hogy

a rendelkezésre allo szamitogépes programok meghizhaté eredményt adnak.

1.9. Gyakorlatok

1. Legyen a hasznossagi fiiggvényiink u(v) = —e™°'. Két gazdaségi lehetéség koziil
akarunk valasztani. Az egyiket jellemz& X valoszintiségi valtoz6 normalis eloszlast
5 varhato értékkel és 2 értékd variancidval. Az Y valdszintiségi valtozo szintén
normalis eloszlastu 6 varhato értékkel és 2, 5 értéki varianciaval. Melyiket részesitsiik

elényben?
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2. Legyen a dontéshozo hasznossagi fiiggvénye: u(v) = klnwv, k > 0 konstans.
Legyen vagyona: V > 1, X vesztesége a (0, 1) intervallumon egyenletes eloszlast va-
loszintségi valtozo. Mennyi az a maximaélis D dij, amit a teljes védelemért hajlando
fizetni?

3. Legyen a biztositott vagyona 100 egység, hasznossagi fiiggvénye u(v) = /v.
A (0,100) intervallumban egyenletes eloszlast kar érheti. Mekkora az a maximalis
dij, amit a teljes védelemért hajlando fizetni?

4. Annak a valoszintisége, hogy egy bizonyos vagyontargy kart szenved a ko-
vetkez$ idGszakban: 0,25. Ha az X kar bekovetkezik, a kar eloszlasat az f(z) =
0,01e %02 » > 0 stiriiségfiiggvény irja le, vagyis a kdr nagysaga 0,01 paramétert
exponencialis eloszlasi valoszintiségi valtoz6. A vagyontargy tulajdonosanak és a
biztositonak egyarant a kovetkezd a hasznossagi fiiggvénye: u(v) = —e %905 ¢ > 0.
A biztosito felajanlja a tulajdonosnak, hogy esetlegesen bekdvetkezé karanak a felét
tériti.

a) Gondolja meg, alkalmas-e az exponencialis eloszlas a vagyontargyban beko-
vetkez$ kar leirasara?

Fogadjuk el a kar leirasara a 100 varhato értékid exponencialis eloszlast.

b) Mekkora dijat hajlando a tulajdonos maximalisan fizetni a felajanlott részleges
védelemért?

¢) A biztosit6 minimalisan mekkora dijat allapit meg?

d) Mennyi a biztosito altal vallalt kar varhato értéke?

e) Létrejohet-e a szerz6dés?

5. Az 1.2. példa (P) feladatara hivatkozunk. A 6, = V — 6, helyettesitéssel a
feladat egyvaltozos fiiggvény maximalizalasdva alakul. Oldja meg, és vesse Ossze a

megoldast a példa megoldasaval!
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2. fejezet

KOCKAZATI MODELLEK

A biztositassal kapcsolatos kockazatnak harom f6 eleme a biztosito altal kifizetendé
kardsszeg, a dijbevétel és a biztosito fizetGképessége, azaz a szolvencia. A kocka-
zati dij a biztositas dijanak az a része, amely a szoban forgd kockazatot hivatott
fedezni, figyelmen kiviil hagyva a biztosité tarsasag fenntartasaval, a kotvények el-
adasaval kapcsolatos, stb. koltségeket. Ahhoz, hogy meghatarozzuk a kockazati
dijat, a kiargyakorisagot és karnagysagot kell ismerniink, szamitanunk. A tanulma-
nyozott modellek alapvetd feltételezése az, hogy a kar bekdvetkezése és a kar 6sszege
elkiiloniilten vizsgalhato. Ez gyakran indokolt feltételezés - pl. az inflacié hat a kar-
nagysagra, de nem hat a kargyakorisagra; a biztonsagi ov kotelezévé tétele csokkenti
a karnagysagot, de csak kis hatassal van a kargyakorisadgra; a szigoribb alkohol-
tilalom csokkenti a kargyakorisdgot, de kevésbé a kirnagysagot -, de nem mindig:
cstisz6s, havas id6ben pl. a karszam és a kdr nagysaga is megnéhet.

Tekintsiink egy kockazatallomanyt. Az ebbdl az allomanyboél szarmazo Osszkar
érdekel benniinket. El6szor ennek az alakulasét egy rovid idészakra: egy periédusra
vizsgaljuk. Ha az allomany zart, vagyis n darab fix id6tartamu biztositasbol all, és
lényegében nincs belépd, sem kilépd; ha az egyes kotvényekre a tobbi kbtvénytol fiig-
getleniil kévetkeznek be karesemények; és ha a biztositasi allomanyhoz kapcsolodo
kockazatot, karnagysagot az egyes kotvényekre bekovetkezs karok osszegeként fog-
juk fel, akkor egyéni kockazati modellekrsl beszéliink. A modellek masik csoportjat

a kollektiv kockazati modellek alkotjak, amelyek korében a bekovetkezd karokat nem

23
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az egyes kotvényekhez kapcsoljuk, hanem a biztositasi alloméanyt mint kockazatko-
zosséget fogjuk fel, és az allomany egészében bekovetkez6 karok nagysagat, szamaét,

sth. vizsgéljuk.

2.1. EGYENI KOCKAZATI MODELLEK

Alljon az allomanyunk n darab kotvénybél. Az i. kétvényre a szoébanforgo idgszak-
ban benyujtott karigény valosziniiségi valtozo, jeldlje X;. Feltessziik, hogy min-
den kétvényre legfeljebb egy kar kovetkezik be, és az egyes kétvényekre benyujtott
karigények egymastol fiiggetleniil kdvetkeznek be. Megjegyezziik, hogy ez nem til
realisztikus feltevés pl. arvizkar elleni biztosités esetén, de pl. nagyszami személy-
gépkocsi felelGsséghiztositas vagy egyéves idGtartamra szolo életbiztositasok esetén
realisztikus.

Az allomanyunk 6sszkara igy alakul:
S=X;+Xo+ ...+ X,.

S szintén valdszintiségi valtozo, ennek az eloszlasa érdekli a biztositoé tarsasdgot. A
teljes karigény eloszlasa (varhato értéke, variancidja és egyéb tulajdonsagai) képe-
zik a dijszamitas, a tartalékképzés alapjat, ebbdl kovetkeztethet a biztosito arra,

fenyegeti-e cséd, és ha igen, milyen valoszintséggel.

2.1.1. A karszim

Ha az egyes kotvényekre azonos valdsziniiséggel kdvetkezik be kar, akkor a karszam
binomialis eloszlas.

A valbszintiségelméletben a binomialis eloszlast a kiovetkezSképpen szokas be-
vezetni: Végezziink n szadmu fiiggetlen kisérletet annak a megfigyelésére, hogy egy
bizonyos p valoszintiségli esemény e kisérletek alkalmabol hanyszor kovetkezik be. A
¢ valoszintiségi valtozo lehetséges értékeit a szobanforgd esemény bekdvetkezéseinek
lehetséges szamai alkotjak, ezek: 0,1,2,...,n. Annak a valbészintisége, hogy az n

szamu kisérlet soran a szoban forgd esemény pontosan k alkalommal kdvetkezik be,
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n
a kisérletek fliggetlensége miatt: P ({ =k) = Pk (1 —p)”_k, k=0,1,..n.

k
Koénnyen lathato, hogy E [§] = np és Var[{] =np (1 —p).

Az n kotvényt tartalmazéd allomany esetében az 4. kisérlet arra iranyul, hogy
megfigyeljiik, az i. kdtvényre bejelentenek-e kart az adott idGszakban. Ha kotvé-
nyenként legfeljebb egy kar kovetkezik be, egymastol fiiggetleniil és azonos valoszi-
niséggel, akkor az alloméanyra bejelentett karok szama sziikségképpen binomiélis
eloszlast valoszintiségi valtozo.

Mint ismeretes, a binomialis eloszlast normalis eloszlassal kozelithetjiik, ha az np
varhato karszam nagy, vagy Poisson eloszlassal, ha p elég kicsi, vagyis np és np(1—p)

kozelitSleg azonos értékd.

2.1.2. A biztositasi Allomany osszkara

Négy modszert ismertetiink arra, hogyan jarhatunk el a biztosito altal vallalt koc-
kazat: az S teljes karigény eloszlasanak a meghatarozasaban.

Ko6zelités normalis eloszlassal

Ha az dllomany homogén, vagyis az egyes kdtvények karigénye azonos eloszlasi,
és az egyes karigények kozel normalis eloszlastiak, vagy nem normélis eloszlastak,
de n elég nagy (hiivelykujj-szabaly: n > 30), akkor, mint a valoszintiségelméletbol
ismeretes, S kozelitSleg normalis eloszlasunak tekinthetd (kozponti hatareloszlas té-
tel). Ez az egyszert eset: ekkor csak a kozelité normalis eloszlas két paraméterét:
az eloszlas varhato értékét és szordsat kell az egyes kotvényekre esé karigények var-
hato értéke és varianciaja (szorasnégyzete) ismeretében meghataroznunk. S varhato

értéke a varhato értékek osszege:
E[S] = E[Xi]| + E[Xs] + ... + E[X,],
és a fliggetlenség feltevése miatt S variancidja a variancidk Osszege:

Var[S] = Var[Xi] + Var[Xs] + ... + Var[X,].
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Val6sziniiségi valtozék Osszege konvolicidval

Ha S nem tekinthet§ normalis eloszlastinak, akkor az eljaras hosszadalmasabb:
meghatarozandoé az egyes kotvények karigényének eloszlasa és ezekbdl az Osszeg el-
oszlasa. Az Gsszeg eloszlasat két valoszintiségi valtozo Gsszegének eloszlasara vonat-
koz6 szadmitasok ismételt alkalmazéasaval nyerhetjiik a kovetkezé modon:

Legyenek & és n tetszéleges nemnegativ diszkrét valoszintségi valtozok. A ¢ =

& + n valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye definicié szerint a kovetkezé:
Fo(z) = P(c <a) = P(§+n <)
A teljes valoszintiség tételének alkalmazéasaval diszkrét esetben a kovetkezét kapjuk:

Fo(z) = > P(E+n <zn=v)P(n=v)= > P <z—vlp=0v)Pn=u0).

v<x v<x
Ha & és n fiiggetlenek, akkor P(§ < z —wv|n = v) = P(§ < x —wv). A P(§ =
z) = fe(x), P(n = v) = f,(v) jelolést alkalmazva F. és f. mint az F¢ F, és fe, f,
fiiggvények konvolicioja igy frhato fel:
1) =) Felr—v)fy(v);P(c=1)=f(x) =) fe(x—v)f(v).
v<z <
Folytonos nemnegativ valoszintiségi valtozok esetében a megfelels Osszefliggések a

kovetkezék:

P <x—vn=0v)f, (v )dvzofog(x—v)fn(v)dv

J
0
bffé r —v) fy (v) dv;

Momentumgeneralo fiiggvény alkalmazasa
Az 6sszkar eloszlasat néha a momentumgeneral6 fliggvény segitségével hataroz-

hatjuk meg:
MS (t) - F [etS] - E [et(X1+X2+...+Xn)} —FE [etXlethn‘etXn} .

Ha X1, ..., X, fiiggetlenek, akkor e!*1, ... e"Xn is fiiggetlenek, ezért szorzatuk varhato

értéke egyenl6 a varhato értékek szorzataval:

Ms (t) = My, (t) Mx, (t) ..My, (t).
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A momentumgeneral6 fiiggvények szorzatdhoz tartozo egyetlen eloszlas néha felis-
merhetd.

Rekurziés médszerek

Ha az 0sszeadando valoszintiségi valtozok eloszlasa bonyolult, vagy nem fiiggetle-
nek, nagyszamu eloszlas 6sszegének a meghatarozasa nehéz feladat. Kozelits rekur-
z16s modszerek azonban gyakran alkalmazhatok, ezekrdl statisztikai kézikonyvekbdl
tajékozodhat az érdekl6ds olvaso.

Az els§ két esetben is sziikség van az i. kotvényre benytujtott X; kar varhato
értékére és szorasara, a masodik esetben X; eloszlasara is. A kovetkezs részben azt
vizsgaljuk, hogyan hatarozhatjuk meg a bekovetkezd kirnagysag eloszlasanak isme-
retében a biztositasi szerz6dés szerinti (pl. ha Onrészt tartalmaz vagy a kartérités
maximalis Osszegét kikoti) B; kartérités eloszlasat. Ezutan a kotvényre esé X; kari-
gény eloszlasat elemezziik, ha tudjuk, mekkora p; valosziniiséggel kovetkezik be kar
a kotvényre.

Mind a B;, mind az X; valoszintiségi valtozo az esetek nagy részében kevert el-
oszlast: a valdszintiségi valtozo lehetséges értékeinek tartomanya tartalmaz olyan
szakaszokat, amelyeken az dsszesen 1 valoszintiség egy része folytonosan oszlik el, és
olyan pontokat, amelyekben pozitiv valoszintiség 6sszpontosul. Vizsgaljuk meg, mi-

ként irhatok le e kevert eloszlasok egy diszkrét és egy folytonos eloszlas segitségével.

2.1.3. Kevert eloszlasok

Legyen ¢ diszkrét, n pedig folytonos valoszintiségi valtozo. & eloszlasat azzal irjuk
le, hogy megadjuk a lehetséges értékeit és azok bekdvetkezési valdszintiségeit: a
P(¢ = x) = fe(x) értékeket; n eloszlasat pedig az f,(v) strtségfiiggvény jellemzi.
Mindkettst egyértelmiien leirja az eloszlasfiiggvénye is: P(x < £ < x 4 dx) =
Fe(x +dx) — Fe(z) = P(§ = z) = fe(x), ha dx elég kicsi, és P(x <n <z +dz) =
Fy(x +dx) — F)(x) = x}dwfn(t)dt ~ fp(x)dz, ha dv elég kicsi. A kevert eloszlasok
tartalmaznak pozitiv val%szim’iségt’i pontokat és olyan intervallumokat is, amelyeken

a valoszintiség folytonosan oszlik el.

Nézziik elGszor, hogyan szarmaztathatd egy kevert eloszlas a diszkrét € és a
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folytonos n valoszintiségi valtozokbol.
Legyen I karakterisztikus eloszlasa: P(I =1) =p,P(I=0)=1—-p,0<p <1,
valamint [,¢ és n fliggetlenek. Ekkor a ¢ = I-£ 4 (1 — I) - np valosziniiségi valtozod

eloszlasfiiggvénye a kovetkezo:

Fe(z) = P(C < 2|[I = 1)P(I = 1)+ P(¢ < z|I = 0)P(I = 0)
=pP(§<z)+(1—-p)Pn<z)=pFe(z) + (1 = p)Fy(2).

lgy dF:(2) = P(2 < ¢ < 2+dz) = Fe(2 +dz) — Fe(2) = pfe(2) + (1 — p) f(2)dz, ha
dz elég kicsi. Lathato, hogy pfe(z) azt mutatja, hogy a z pontban, (1 — p)f,(2)dz
pedig kozelit6leg azt, hogy z és z + dz kozott mennyi valosziniiség koncentralodik
az Osszesen 1 értékd valosziniiségbdl.

¢ egy g figgvényének varhato értéke ezért a kovetkezd, ahol az Osszegezés &
lehetséges xj, értékeire torténik:

Blg(©) = [ 9 (@) dF (1) =S () fe () + (1 =) [ 9(0) fy () d

=pEe[g(§)] + (1 —p) E,[g(n)]-

¢ momentumgeneral6 fiiggvénye tehat:

M (t)= | e=dF, (a)
—p- S et f () + (1= p) _Toet’”fn (z) do

= pMe (t) + (1 = p) My (1) .

A valoésziniiségelméletbdl ismeretes, hogy egy nemnegativ  valosziniiségi valtozo var-
oo

hato értéke csak az eloszlasfiiggvénye segitségével is kifejezhets: E[¢] = [ (1 — F. (z)) dx.
0
Ezt az Osszefiiggést belatjuk, ha az eloszlas folytonos. Parcialis integralassal azt

kapjuk, hogy
[at @de=—le 1= F@)F + [ (1= F@)d.

Be kell latnunk, hogy az els6 tag 0-hoz tart. Vegyiik észre, hogy

o0

(=R @)= [ f@d< [t

x
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1
0.8F
0.6 xdF (x) /
[ dF(x)
/
//
0.4F Y,
/
/
/
/
//
0.2F /
| | | 1 | 1 |
0] 0.0 1 X 2 2.0 3 3.0
2.1. abra.

Mivel lim, j?tfg (t)dt = 0, hiszen feltettiik, hogy ¢ varhato értéke létezik, ezért
lim, 2 (1 — %g (x)) = 0. Ezzel az allitast belattuk.

Az Osszefiiggést folytonos, diszkrét és kevert eloszlas esetére egyarant illusztralja
az 2.1. abra.

Nézziik most, egy kevert eloszlasb6l hogyan kovetkeztethetiink arra, hogy mi-
lyen alkoto elemekbdl all a valoszintiségi valtozonk. Tekintsiik a kovetkezd kevert
eloszlast ¢ valoszintségi valtozot: P(¢ = 0) = 0,2; P(( = 10) = 0,4, P(2 < ( <
z4dz) =0,125dz, ha 2 < z, 2z + dz < 5,2, vagyis

(

0; ha z<0

0,2; ha 0 <2< 2

F(2) =9 02+%2% ha2<2<5,2

0,6; ha 5,2 < z < 10

1; ha z > 10

\
Lathato, hogy ( = I'{ + (1 — I)'m, ahol P(I = 1) = 0,6, a £ és n dsszetevsk koziil &
diszkrét eloszlasa: P (£ =0) =0,2- 0—16; P(=10)=10,4- Oi, n pedig a (2, 5,2)

6
5,2
intervallumon egyenletes eloszlasia. M. (t) = 0,6 - (% - %6101‘/) +0,4 2f e ggdz.
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f(x)

0,1

0,9

2.2. abra.

A gondolatmenet akkor is alkalmazhato, ha két folytonos vagy két diszkrét valo-
szintiségi valtozot ,keveriink Ossze”. Ha ¢ momentumgenerdld fiiggvénye példaul
M. (t) = p- % + (1—-p) %, akkor tudjuk, hogy (¢ két — 5 illetve 7 paramé-
terd - exponencialis eloszlasi valoszintiségi valtozo keveréke, strtiségfiiggvénye tehéat
f(z)=p-5-e®+(1—p)-7-e ™ z>0. Ha (¢ momentumgenerals fiiggvénye
M. (t) =0,140,9- %, akkor tudjuk, hogy ( egyik Osszetevéje az a degeneralt
valoszintiségi valtozd, amelynek egyetlen lehetséges értéke a 0, amelyet ennélfogva

1 valoszintiséggel vesz fel, a mésik Osszetevs pedig egy 7 paraméterd exponencidlis

eloszlast valoszintiségi valtozo. Eloszlasfiiggvénye:

0; ha z <0,
F<<Z):

0,1+0,9(1—¢e); ha0< 2

Az eloszlas az 2.2. abran lathato.

2.1.4. A Kkar, amit a biztosité megtérit

A karigény - a biztosito altal vallalt kockazat - kiilonbozhet a ténylegesen bekovetkezd
kar nagysagatol, hiszen a biztositasi szerz6dés tartalmazhat onrészt, maximalisan
fizetendd kartalanitasi értéket, stb. Példdkon mutatjuk be, hogyan jarhatunk el,
ha a biztosito altal megtéritendd B kirnagysag eloszlasat szeretnénk meghatarozni,

természetesen a bekovetkez6 karnagysag eloszlasanak ismeretében.
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2.1. Példa. A biztosito maximdlja a megtéritett kdrt.

Egy biztositasi allomanyban a bekovetkezd karok nagysaga 0,5 paraméterii expo-

nencialis eloszlast kovet, vagyis siirtségfiiggvénye a kovetkezo:

iz
%672 yha x >0,
fx) =

0 kulonben.
Ha kar kovetkezik be, a biztositod teljes egészében kifizeti a kart, ha az nem haladja
meg a 3 értéket, ha meghaladja, akkor pedig 3-at fizet (ugyanolyan mértékegységhen,
mint a varhato érték: lehet 1000 Ft-ban, 10000 Ft-ban, stb.). Szamoljuk ki a
biztosito altal fizetends kartérités eloszlasat, varhato értékét, variancidjat.
Megoldas. ElGszor leirjuk a biztosito altal megtéritett B karnagysag eloszlasat.

Megallapitjuk, hogy az 1 valészintiségb&l annyi koncentralodik a 3 pontban, amennyi

annak a valdszintisége, hogy a kar 3 vagy tobb:

1 1, 1% 3
fe(3) = /%e_ﬁxdx = [—e—if] —e 2 & 0,2231.
3
3

3
A maradék 1—e 2 valoszintiség a (0, 3) intervallumon oszlik el. B eloszlasat, amelyet

a 2.3. abra mutat, tehat az alabbi eloszlasfiiggvény irja le:

Ly
1—e 27 ha0< 2z <3;

Fp(z)=4¢ 1; haz > 3;

0; hazxz <0.
\

A p varhato értéket és o2 varianciat szamoljuk:
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fB (2)

|
vl

FB (l’)

2.3. abra.
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3 Y - I 3
=9¢ 2 + |—x2%e 2 +f2xe 2%dr =4(2—5e 2 |;

0 0

3 3\ ?
0?=8—-20e"2 —4 (1 - 6_2) ~ 1,1233.
2.2. Példa. A szerzddés meghaladdsos énrészt tartalmaz.

Egy biztositasi allomanyban a bekovetkezd karok nagysaga 0,5 paramétert expo-

nencidlis eloszlast kovet, vagyis siirtiségfiiggvénye a kovetkezd:

%e_%x,ha x>0,
flx) =

0 kulonben.
Az egyes szerz6dések meghaladasos 6nrészt tartalmaznak, azaz a biztosito az 6nrész
alatti kadrokat nem tériti meg, az onrész feletti karokat azonban teljes egészében
megtériti. Az onrész 1 értékid. Szamoljuk ki a biztosito altal fizetends kartérités
eloszlasat, varhato értékét, varianciajat.

Megoldas. ElGszor leirjuk a biztosité altal megtéritett B karnagysag eloszla-

sat. Megallapitjuk, hogy ha kar kovetkezik be, a biztosito vagy 0 értéket térit vagy

legalabb 1 értéket. Az 1 valoszintiségbdl tehat annyi koncentralodik a 0 pontban,

amennyi annak a valoszintisége, hogy a kar 1-nél nem nagyobb:
! 1
L1, 1, 1
f(0)= [ e 2%der=|—e"27| =1—e2=0,3935.
0
0

1
A maradék e 2 valosziniiség az (1, 00) intervallumon oszlik el. B eloszlasat tehat,

amelyet a 2.4. dbra mutat, az alabbi eloszlasfiiggvény irja le:

( 1
1—e2; ha0<z<1;
IR 1
Fp(x)=< 1—e 2+ [Ze2°dz=1—¢"2"; haz > 1;
1
0; haz <0.

\

A o varhato érték és o2 variancia a kovetkezd lesz:
o0 1
p=E[B]=0,3935-0+ [ e 2"adx
1

1, ] o 1 1
= {—xeﬁx] —f—fe_imdx =3e 2 ~ 1,819;
11
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[
SIS

2.4. abra.
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00 1
E[B? =0,3935-0%+ [ le 2%2%dx
1

1,]1% o0 1y 1
= | —a22%e 2 + [ 2ze 2%dx = 13e 2;
1 1

1 C1\?
0?=13e"2 — (3e72 | =~4,57.
2.3. Példa. A szerzddés levondsos onrészt tartalmaz.

Egy biztositasi allomanyban a bekovetkezd karok nagysaga 0,5 paramétert ex-
ponencidlis eloszlast kovet, vagyis siirtiségfiiggvénye a kovetkezo:
1
%e_ix; ha x > 0,

flx) =

0 kulonben.

Az egyes szerzédések levonasos Onrészt tartalmaznak, azaz a biztosité az Onrész
alatti kdrokat nem tériti meg, az Onrész feletti kirokbol pedig az onrészt levonja a
kartéritésb6l. Az onrész 1 értékd. Szamoljuk ki a biztosité altal fizetendd kértérités
eloszlasat, varhato értékeét, varianciajat.

Megoldas. ElGszor leirjuk a biztosito altal megtéritett B karnagysag eloszlasat.
Megéallapitjuk, hogy az 1 valoszintiségb6l annyi koncentralédik a 0 pontban, amennyi
annak a valészintisége, hogy a kar 1-nél nem nagyobb:

f5(0) = /e_%xdx = [—e_%x] 1 =1- e_% ~ 0, 3935.
0
A maradék e_% valosziniiség a (0, 00) intervallumon oszlik el, a ténylegesen beko-

vetkezett B + 1 kidrnagysag eloszlasat koveti oly modon, hogy:

b+1 1 b 1
_ 1,527, (1,-5(@+1
—fEeZdZ—fie 2 ( )dm
a+1 a
RS
=e 2f§e2da:,a>0,b>a.
a

B eloszlasat tehat, amelyet a 2.5. abra mutat, az alabbi eloszlasfiiggvény irja le:

IS U S 11,
l—e2+4e€ 2f%e2dz:1—e 2¢ 2% hax > 0;
0; ha x <0.
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fB(z)

L 1- e_% 6_%
Fg ()

1 //
1-— 6_%*

2.5. abra.
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A 1 varhato érték és a o? variancia a kovetkezd:

2.1.5. A kotvényre benyujtott karigény

Vezessiik be az [I; valosziniiségi valtozot, amelynek értéke 1, ha az . kotvényre be-
kovetkezik kar, 0, ha nincs kar. Legyen a kar bekdvetkezésének valoszintisége az 1.
kotvényre: P (I; = 1) = p;. Az I; valoszintiségi valtozo tehat a jol ismert karakte-
risztikus eloszlassal rendelkezik, E [I;] = p;; Var [I;] = p;(1—p;). Ez azt jelenti, hogy
ha p;, = p minden i-re és a karok egymastol fiiggetleniil kovetkeznek be, akkor az
allomanyban bekovetkezd karok szama: N = I; + Is + ...+ I, binomidlis eloszlési.

Jelolje az i. kotvényre bekdvetkezhetd karigényt B;. Amint err6l mar szo volt,
feltessziik, hogy a B; kidrnagysag és a karszamot jelenté I; valoszintségi valtozok
fiiggetlenek. Jeldlje X; az i-edik kotvényre bekovetkezd karigényt. Hagyjuk el az
indexeket és szamoljuk ki X eloszlasat. Minthogy az X val6szintiségi valtozo lehet-
séges értékeit B lehetséges értékei alkotjak, ha I = 1, illetve X a 0 értéket veszi
fel, ha I = 0, ezért az X valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye a kovetkezSképpen

irhato fel (szintén a teljes valoszintiség tétele alkalmazaséval):
Fy(2)=P(X <) = P(X <2|l = )P(I = 1) + P(X < z|I = 0)P(I = 0);

Fy () = P(B < 2)P(I = 1) + g(z)P(I = 0), (2.1)

ahol g(z) =1, ha x > 0, g(x) = 0 kiilonben.
Hatarozzuk meg most X varhato értékét és varianciajat, ha E[B] = ués Var[B] =

o? ismeretesek. Felhasznaljuk a kovetkezd Osszefiiggést, amely fennall tetszéleges &,
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n valosziniiségi valtozok kozott:
Elgl = E[E[], Var[¢] = E[Var g+ Var [E[¢]n].

Az X valoszintiségi valtozo I feltétel melletti virhatd értéke és variancidja igy irhato
fel:
E[X|I)=IE([B) = Iu; Var[X|I| = IVar[B] = Io*

A masodik Gsszefiiggésben felhasznaltuk, hogy I és B fiiggetlenek. Igy

E[X] = EE[X|I]] = Elu] = py;
Var [X| = E|Var [X|I]] + Var [E[X|I]] = E [I6%] + Var [I4]
=po® + ?p(1 —p).

Folytassuk az el6z6 fejezetben bemutatott példakat a koétvényre es6 X karigény

eloszlasanak a meghatarozasara.
2.4. Példa. A biztosité maximdlja a megtéritett kdrt.

Tekintsiik az 2.1. Példaban leirt gépjarmi-toréskar biztositasi allomanyt. Mualt-
beli adatokbol tudjuk, hogy annak a valdsziniisége, hogy egy kotvényre karigényt
jelentenek be: 0,15. a) Szamoljuk ki egy kotvény kareloszlasat, varhato értékét,
varianciajat. b) Mennyi legyen a ktvény biztositasi dija (ezer Ft-ban), hogy a dij
95%-0s valoszintiséggel fedezze a kart?

Megoldds.  a) Felhasznéljuk a biztosito altal megtéritett B karnagysag elosz-
lasat, amelyet a 2.1. példa megoldédsaban kaptunk. Megallapitjuk, hogy 0,85 va-
loszintséggel nem kovetkezik be kar, vagyis ekkora valoszintiség koncentralédik a 0
pontban. A maradék 0,15 valosziniiség B eloszlasaval aranyosan oszlik el. Igy az
X valoszintiségi valtozo szintén kevert tipusi — Id. 2.6. abra -, eloszlasfiiggvénye a

kovetkez6:

(

1, hax>3;

1
Fx (z) = O,85+O,15(1—65I); ha 3 > x > 0;

0; hax<O.

\
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fx (z)
I o.8s 0,15(1 — e~ 3) 0,15¢~3
3
Fx (z)
17
///
0,85+
\
3

2.6. abra.
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X varhato értékének és variancidjanak a kiszamitdsahoz a B valoszintségi valtozo

2

mar meglévs p varhato értékét és o varianciajat felhasznalva azt kapjuk, hogy:

E[X]=0,151=0,15-1,5537 = 0, 233;
Var[X] =0,150% + 0,15 - 0, 8542 = 0, 4763.

b) Szamoljuk ki a D biztositasi dijat, ha a dij 95%-os valoszintiséggel fedezi a kart:
P(X <D)=0,95.

Minthogy 3 vagy annal nagyobb értéket az X 0,05-nél kevesebb valosziniiséggel vesz

fel, ezért a (0,3) folytonos szakaszon kell keresniink D értékét. Az eloszlasfiiggvény

P

1
0,85 40,15 (1 _ eED) — 0,95

D:—21n( —M) ~ 2,197,

0,15

2.5. Példa. A szerzddés meghaladdsos dnrészt tartalmaz.

Tekintsiik a 2.2. Példéban leirt gépjarmi-toréskar biztositasi dllomanyt. Mult-
beli adatokbol tudjuk, hogy annak a valdsziniisége, hogy egy kotvényre karigényt
jelentenek be: 0,1. Hatarozzuk meg az egy kiétvényre es§ X karigény eloszlésat,
varhato értékét és varianciajat.

Megoldas. Felhasznaljuk a biztositd altal megtéritett B karnagysig eloszlasat,
amelyet a 2.2. példa megoldasaban kaptunk. Megallapitjuk, hogy 0,9 valoszintiség-
gel nem kovetkezik be kar és ha kar bekovetkezik, 0,1 valoszintiséggel, még akkor is
1— e_% valoszintiséggel a biztositot nem terheli kartéritési kitelezettség. Osszesen

1
tehat 0,9+ 0,1 (1 — 6_5) ~ 0,94 valoszintiség koncentralodik az x = 0 pontban.

1 .
A maradék 0,1 - e 2 valoszintiség B eloszlasaval ardnyosan oszlik el. Igy az X

valészintiségi valtozo szintén kevert tipusi — ld. 2.7. abra -, eloszlasfiiggvénye a

kovetkezd:
( 1
1—-0,1e72; haO<uz <1,
1 z 1, 1,
Fx(z)=< 1-0,1e7240,1[3e 2°dz=1—-0,1le 2"; haz>1;

1

0; hax<O.

\
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fx (z)
1-0,1e> 0,1le2
1
Fx ()
— 1
P
10, 1e"
\
1

2.7. abra.
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X varhato értékének és variancidjanak a kiszdmitasdhoz a B valdszintiségi valtozo

2

mar meglévd p varhato értékét és o varianciajat felhasznalva azt kapjuk, hogy:

E[X]=0,1=0,1-1,819 =0, 1819;

Var[X]=0,102+0,1-0,942 = 0, 58.

2.6. Példa. A szerzddés levondsos onrészt tartalmaz.

Tekintsiik a 2.3. Példaban leirt gépjarmi toréskar biztositasi allomanyt. Mult-
beli adatokbdl tudjuk, hogy annak a valdszintisége, hogy egy kotvényre karigényt
jelentenek be: 0,1. Hatarozzuk meg az egy kiétvényre es§ X karigény eloszlésat,
varhato értékét és varianciajat.

Megoldas. Felhasznaljuk a biztositd altal megtéritett B karnagysag eloszlasat,
amelyet a 2.3. Példa megoldésaban kaptunk. Megallapitjuk, hogy 0,9 valoszintiség-
gel nem kovetkezik be kar, és ha kar bekovetkezik, 0,1 valoszintiséggel, még akkor
is 1 — e_% valoszintiséggel a biztositot nem terheli kartéritési ktelezettség. Ossze-
sen tehat 0,94 0,1 (1 — e_%> valészintiség koncentralodik az x = 0 pontban. A
maradék 0,1 - 73~ 0,06 valoszintiség B eloszlasaval aranyosan oszlik el. Igy az
X valoszintiségi valtozé szintén kevert tipusi — Id. 2.8. abra -, eloszlasfiiggvénye a

kovetkezd:

1 1w, 11
1-0,1le2+0,1-¢ 2 [e2°dz2=1-0,1-¢ 2¢ 27; hax > 0;

0; hax <0.

X varhato értékének és variancidjanak a kiszamitdsahoz a B valosziniségi valtozo

2

mar meglévs p varhato értékét és o varianciajat felhasznalva azt kapjuk, hogy:

E[X]=0,1u=0,1-1,213 = 0,233;
Var [X]=0,10%+0,1-0,9u% = 0,47.

A kovetkezd példak az dlloméany teljes kara kiszdmitasanak menetét mutatjak be.
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fx (z)
l1-0,1e2 0,le>
Fx (z)
1 /
1—0,1le 2f

2.8. abra.
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2.1.6. Az S 0Osszkar
2.7. Példa. Normdlis eloszldssal kozelitink.

Az el6z6 két rész els6 példajaval folytatjuk: Egy gépkocsi biztositasi allomany
1000 kotvényt tartalmaz. Minden kotvényre legfeljebb egy kar kdvetkezik be, egy-
mastol fiiggetleniil. A kidrnagysagok azonos eloszlasiak.

a) Hatarozzuk meg a biztositasi dllomany S karnagysaganak varhato értékét és
varianciajat.

b) Mennyi legyen az allomany egészére befoly6 dij, és ebbdl mennyi jut egy
kotvényre, ha az Osszesen befolyo dij 95%-os valoszintiséggel fedezi az allomanyra
bejelentett kart? Hasonlitsa Ossze az eredményt az el6z6 szakasz elsG példajaban
az egy szerzGdésre megallapitandé dijjal abban az esetben, ha a szerz6dést nem
onmagaban, hanem az alloméany részeként tekintjiik!

Megoldds. a) Felhasznaljuk az el6z6 részben az X varhato értékére és varianci-
ajara kapott eredményeket. A kotvényekre bekovetkezd karok fiiggetlensége miatt

nemcsak a varhato értékek, hanem a varianciak is 6sszeadodnak:

E[S] = 1000E [X] = 1000 - 0,233 = 233;
Var [S] = 1000Var [X] = 1000 - 0,4763 = 476, 3.

b) A kotvények nagy szama és a kotvényekre bekovetkezd karok fiiggetlensége miatt

S -t normalis eloszlasinak tekinthetjiik. A befoly6 D dijra adott feltételiink tehat

D —233
P(S<D)=d=—2) =0,95
( ) (\/—47673) o

ahol ® a standard normaélis eloszlas eloszlasfiiggvénye. A & fiiggvény az 1,645 ar-

igy irhato fel:

gumentum mellett veszi fel a 0,95 értéket, vagyis

D — 233
V476, 3

Ebbdl egy szerzédésre kb. 0,512 dij jut (abban az egységben, amelyben a karokat

=1,645 = D =~ 269.

mértiik). Az els§ példaban az egy szerzGdésre jutd dijat szintén azon feltétel mellett
szamitottuk, hogy a dij a kart 95%-os valoszintiséggel fedezze, de a szerzédést on-

magaban tekintettiik és nem egy alloméany részeként fogtuk fel. Igy egy szerzédésre
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kb. 2,197 dij jutott. A rendkiviil nagy eltérés annak tudhat6 be, hogy a varhato
érték tobbszorosét kitevd szoras hatasa a kotvények nagy szama miatt jelent&ségét

veszti és igy a dij a varhato érték kozelébe keriil.
2.8. Példa. Konvolicios eljardst alkalmazunk.

Az X, X5, X5 olyan fiiggetlen valoszintségi valtozok, amelyek eloszlasat az
alabbi tablazat els§ harom oszlopa tartalmazza. Szamoljuk ki X; + X5 + X3 el-
oszlasat.

Megoldds. A 2.1. tablazat (4)—(8) oszlopait szamoljuk. F (x) az X, eloszlasfiiggveé-
nyét, F@ (x) és F® (2) az X| + Xy illetve az X, + X, + X3 valoszintiségi valtozok
closzlasfiiggvenyét, ) (z) és f©) (z) ezek valészintiségeloszlasat jelentik. Az elss
oszlopban az egyes valoszintiségi valtozok lehetséges értékeit soroljuk fel. A szami-
tasok eredményeit a tablazatban tiintetjiik fel.

Pl. a (4) oszlop X = 2 -hoz tartozd soraban 16v6 0,7 értéket a kovetkezSképpen
kaptuk: F; (2) =P (X1 <2)=P(X;=0vagy X; =1)=0,44+0,3=0,7.

Pl. a (7) oszlop X = 3 -hoz tartozé soraban 16v6 0, 16 értéket a kovetkezGképpen
kaptuk:

fo(3) =P (X1 + X2=3)
=P(X;=0 & Xo=3)+P(X;1=1 & Xy;=2)
+P(X;=2 & Xo=1)+P(X;=3 & X,=0)

=0,4-0,14+0,3-0,14+0,2-0,2+0,1-0,5=0,16.
Lathato, hogy a konvolicios eljaras diszkrét esetben jol automatizalhato, konnyen

alkalmazhato eljaréas.
2.9. Példa. A momentumgenerdlo figguényt alkalmazzuk.
2Az X1, X5, X5 fiiggetlen exponencialis eloszlast valoszintségi valtozok,

E[X;] =i hai=1,2,3.

! A példa Bowers, N.L., Gerber, H.U., Hickman, J.C., Jones, D.A., Nesbitt, C.J. konyvének 34.

oldalan talalhaté.
2A példa Bowers, N.L., Gerber, H.U., Hickman, J.C., Jones, D.A., Nesbitt, C.J. kényvének 43.

oldalan talalhato.
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2.1. tablazat.
o @ 6 ¢ (5) (6) (7) (8)
X file) folz) fila) Fi(x) FO@) FO@) fP() fO()

0 04 05 06 0,20 0,120
1 03 02 0 04 020 0,120 023 0,138
2 02 01 01 07 043 0258 020 0,14
3 01 01 01 09 063 0398 0,16 0,139

4 0 0,1 0,1 1 0,79 0,537 0,11 0,129

5 0 0 01 1 0,90 0,666 0,06 0,115
6 0 0 0 1 096 0,781 003 0,088
70 0 0 1 099 0869 001 0,059
8 0 0 0 1 1 0,928 0 0,036
9 0 0 0 1 1 0,964 0 0,021
10 0 0 0 1 1 0,985 0 0,010
11 0 0 0 1 1 0,995 0 0,004
120 0 0 1 1 0,999 0 0,001

13 1 1 1 0
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Hatarozzuk meg az S = X; + Xy + X3 eloszlasat

a) a momentumgeneralo fiiggvény segitségével;

b) konvolucios eljarassal.

Megoldas.

a) Hatarozzuk meg az S = X+ Xy + X eloszlasat momentumgeneralo fiiggvénye
segitségével. Felhasznaljuk, hogy a § paramétert exponencialis eloszlasi valészint-

ségi valtozdé momentumgeneralé fiiggvénye: My (t) = E [etx] =2 ha t < f.

B—t’
Ezért

Ms (t) = E [¢!5] = E [fX1+X4X)] = B[] E [eX2] E [¢!X5]
_l’_

N | =

4

3.

N
Wl
[

11 _
—t 21—t —t

N |

Az eredményt a kicsit hosszadalmas, de jol ismert parcialis tortekre bontéassal kap-
tuk. Az eljarast ismertetjiik, el6bb azonban megallapitjuk, hogy S momentumge-
neralo fiiggvénye harom exponencialis eloszlasi valészintiségi valtoz6 momentum-
generalo fliggvénye lineédris kombinaciéjanak bizonyult. Ekkor S strtségfiiggvénye
e harom exponencialis eloszlast valoszintiségi valtozo stirtségfiiggvényének linearis

kombinacioja (I1d. a kevert eloszlasokrol mondottakat), igy irhato fel:

1 1
fs(z) =19 = %e’x —2e 2% %e_§x; ha x > 0

Most bemutatjuk a parcidlis tortekre bontas menetét. Olyan tortek Gsszegeként

keressiik a szorzatot, amelyek tagjaiban a nevez&ket az egyes tényezdk nevezdi al-
kotjak:
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=AG-t)E-t)+BA-t)(E-t)+C1-t)(s-1)

AR+ -3t)+B(3+t2—3t)+C(3+t2 -3¢

=t?(A+B+C)+t(-34A-4B-3C)+4+ 2+ ¢

— - 5 4 3 _n- A B cC _ 1
:>A+B+C—O,—6A—§B—§C—O,€+§+§

1. _ . _ 3

b) Hatarozzuk meg az S = X; + Xy + X3 eloszlasat konvolicios eljarassal. Al-

kalmazva a két fiiggetlen valoszintiségi valtozd Osszegét leird képletet azt kapjuk,

hogy

Yy 1 Y 1
fxiix (y) = fef(y*“)%e_ivdv =ev [ %e‘ivdv

x 1
_=(xr — o
[xi+ x4 x5 (2) be(e 3@ —v) _ @ U)) le73%dv
_ —%SU r —%'Ul —%'Ud 7‘%1 vl 3'Ud
=e fe 3€ v—e fe 3€ v
0 0

At Ly 12

=e 2 {566 dv—e*‘”fge?) dv

Természetesen a két eljarassal ugyanahhoz a striségfiiggvényhez jutunk.

2.2.

KOLLEKTIV KOCKAZATI MODELLEK

Az egyéni kockdzati modellekkel ellentétben most a teljes kirosszeg eloszldsat mas

szemszoghdl, az adott kotvényallomany egészére modellezziik. Az egész kotvényallo-

many kirgyakorisagit és karnagysagat vizsgaljuk. Jelolje N egy kotvényallomany

adott idGszak alatt bekdvetkezd karainak szamat, legyen X, Xo, ..., Xy az els6, méa-

sodik, N-edik kar 6sszege. Ekkor az idGszakban az allomanyban bekovetkezd dsszkar:

S=X1+Xo+ ...+ Xn.
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A karok szédma és az eseti karosszegek is valoszintiségi valtozok. Csak olyan mo-
dellekkel foglalkozunk, amelyekben X7, X5, ..., Xy azonos eloszlastuak, fliggetlenek

egymastol és N-t6l is. Jelolje a kozos eloszlast valoszintségi valtozot: X.

2.2.1. Az S 0Osszkar Osszetett eloszlasu

Kollektiv kockazati modellekben az &sszkar valoszintiségi eloszlasat két eloszlassal
tudjuk megadni: a karszam eloszlasdval és az eseti kar nagysaganak eloszlasaval.
Az Osszkar tehéat Osszetett eloszlast, nevét a karszam eloszlasrol kapja. Az Gsszkar
eloszlasa, hasonléan az egyéni kockazati modellekhez, altalaban normalis eloszlassal
kozelithet6 a varhato érték és variancia ismeretében, amennyiben a karszam varhato
értéke elég nagy; vagy konvolucios eljarassal illetve rekurzioval; vagy a momentumge-
neralo fiiggvény segitségével szamolhato. Miel6tt e harom megkozelitésre ratérnénk,
vizsgaljuk meg, hogyan hatarozhat6 meg az Gsszkir varhato értéke, variancidja és
momentumgeneral6 fiiggvénye az egyes kiarok momentumai és momentumgeneralé
fiiggvénye segitségével.

Megéllapitjuk, hogy E [S|N] = NE [X], és mivel feltettiik, hogy az N karszam
és az X karnagysag fiiggetlen valoszintiségi valtozok, ezért Var [S|N] = NVar [X].

Az S varhato értékét és varianciajat tehat igy kapjuk:

E[S] = E[E[S|N]] = E[N] E[X] (2.2)
Var[S|=FE |Var iXi]N +Var |E iXi]N]
= E[NVar[X]]+Var [NE[X]] = E[N]Var [X] + Var [N] E* [ X] (2.3)

Hasonl6 modon szarmaztatjuk S momentumgeneralo fliggvényét is:

Ms(t) = E[e] = B |E [ =55 N | = B | B ﬂetxi N”
Ms(t) = E [MX (t)N} = B [NV Mx0] = My (InMy (t)) (2.4)

Az aldbbi példakban a momentumgeneral6 fliggvényt alkalmazzuk S eloszlasanak

meghatarozaséra. Feltessziik, hogy az N karszam p paraméteri geometriai eloszlast
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valoszintiségi valtozo, vagyis

ahol 0 <p<l,g=1—p.

2.10. Példa. Hatdrozzuk meg az 0sszkdir momentumgenerdld figguényét az egyes

kdrok Mx (t) momentumgenerdld fliggvénye segitségével.

Megoldas. Mivel

Mm@%=EkW}=§:WWf=§:p@&"=1f%t
n=0 n=0

a geometriai sor Osszegképletét alkalmazva, ha ¢ < Ing, ezért a (2.4) Osszefiiggés

alapjan
p

AT AO)

2.11. Példa. Legyen ezen felil az eqyes X karigények nagysdga exponencidlis el-

0szldsu % varhato értékkel. Hatdrozzuk meq az dsszkdr eloszldsdt.

Megoldds. Az X eloszlasfiiggvénye Fx (r) = 1 — e P (z > 0), ezért, mint mar
lattuk, Mx (t) = %,t < [3. Behelyettesitve ezt Mg (t)-nek az el6z6 példaban sze-

replé fenti kifejezésébe, némi atalakitas utan azt kapjuk, hogy

qpp
pB—t

Mivel 1 a momentumgeneral6 fiiggvénye a konstans 0 értékid valosziniiségi valto-

Ms () =p+

zonak, és z% a pf paraméterti exponencidlis eloszlasnak, ezért S eloszlasa e két

valoszintiségi valtozo eloszlasanak p-vel illetve g-val siilyozott atlaga:

0, haz <0,
Fg(z) =

p+q(1 —e*pﬁ‘”), ha x > 0.
Az 6sszkar eloszlasa tehat kevert tipust, a teljes 1 valoszintiségbdl p koncentralodik
az S = 0 pontban, ¢ pedig p paramétert exponencialis eloszlas szerint oszlik el.

El6z6 példainkban az Gsszkar Gsszetett geometriai eloszlasi. Az Osszkar eloszlasat
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két paraméterrel adjuk meg, az elsé a karszam eloszlast azonositdé paraméter vagy
paramétercsoport - példainkban p -, a mésodik az egyedi karnagysag eloszlasanak
valamilyen azonositdja: eloszlasfiiggvénye vagy valoszintiségi fiiggvénye. Jellemz§
Osszetett eloszlasok még az Osszetett binomidlis eloszlas, az Osszetett negativ bi-
nomialis eloszlas. Leggyakrabban talan az Gsszetett Poisson eloszlast alkalmazzak
az aktuariusok, egyrészt statisztikai megalapozottsdga miatt, masrészt pedig azért,
mert meglehetGsen jo tulajdonsagokkal rendelkezik, amint ezt a kdvetkezSkben 1at-

juk.

2.2.2. Az osszetett Poisson eloszlas

A karesetek N szaméat rendszerint és itt a kovetkezékben A paramétertd Poisson

eloszlassal modellezziik, vagyis feltessziik, hogy

Mint ismeretes, a Poisson eloszlas varhato értéke és varianciadja egyenlS az eloszlas
A paraméterével:

E[N]= X Var(N) = A,

momentumgeneral6 fiiggvénye pedig:
My (t) = E [¢"] = iet"e’\/\—n — Met-1) (2.5)
N ()= = i . :
n=0
Ezért a (2.2) és (2.3) Osszefiiggések felhasznalasaval azt kapjuk, hogy
E[S] = \E[X] (2.6)

Var[S] = \Var [X]+ AE? [X] = \E [X?],
Mg (t) = eXMx(0)-1),
Ha a karesetek N szama Poisson eloszlasi \ varhato értékkel és a kardsszegek el-

oszlasfiiggvénye F'(z), akkor azt mondjuk, hogy az S Gsszkar A és F(x) paramétert

Osszetett Poisson eloszlast.?

3 A valoszintiségelméletbdl ismeretes, hogy ha a karok szdma A paramétert Poisson eloszlast, ez

annyit jelent, hogy két kiar bekovetkezése kozott eltelt id6t exponencialis eloszlastinak tekintjiik,
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Az Osszetett Poisson eloszlassal valé modellezésnek szamos el6nyds tulajdonsaga
van, mivel fiiggetlen Poisson eloszlasu valoszintiiségi valtozok 6sszege is Poisson elosz-
lasi. A kovetkezd allitas Osszetett Poisson eloszlasi valdszintiségi valtozok osszegérol
sz0l.

Allitds. Ha Sy, Ss, ..., Sy, fiiggetlen valoszintiségi valtozok, S; sszetett Poisson
eloszlasu \; és Fi(x) paraméterekkel, i = 1,...,m, akkor az S = S; + So + ... + S,

valoszintiségi valtozd ismét Gsszetett Poisson eloszlasu

A= Z)\ és F (x zm:

>/|>*

paraméterekkel.

Bizonyitds. Legyen M;(t) az F; momentumgeneral6 fiiggvénye. Akkor az S =
S1+ So+ ...+ 5, valészintiségi valtozd momentumgeneralo fiiggvénye a fiiggetlenség
miatt

N

Mg (t) = H Mg, (t) = eZiMOE0=1) = M S Mi0-1),

i=1
ahol A = >, \;. Lathato, hogy Mg (t) ismét Osszetett Poisson eloszlas momentum-
generalo fiiggvénye, amelynek paraméterei: A\ =) \; és F (z) = Z aLF; (z).
Ebbél az kovetkezik, hogy ha Osszekapcsolunk m b1zt081tas1 allomanyt, ame-
lyek mindegyikében az Osszkarok Gsszetett Poisson eloszlastiak és fiiggetlenek, akkor
az Osszegzett biztositasi allomény Osszkara ismét Osszetett Poisson eloszlast lesz.
Ugyanigy, ha egy biztositasi dlloméanyt megfigyeliink m éven &t és az m szamu
éves karosszeg fliggetlen és egyenként Gsszetett Poisson eloszlasi, akkor az m éves
idgszak teljes karosszege is Osszetett Poisson eloszlédsi. Vegyiik észre, hogy az ily

modon Osszekapcsolassal keletkezett allomény eseti kdrnagysagai mar nem azonos

amelynek paramétere (a varhato érték reciproka) szintén A. Ha a karnagysag is (8 paramétert)
exponencidlis eloszlasi, akkor azt mondjuk, hogy a kockazati folyamat leirdsara az Erlang modellt
hasznaljuk. Az elnevezés torténelmi eredetd. Erlang dan matematikus a 20. szézad elején a te-
lefonk6zpontok miikddését sorbanéllasi rendszernek fogta fel és a miikddési modellt ugy alkotta
meg, hogy mind a telefonhivasok id6tartaméat, mind két telefonhivas kozotti idGtartamot exponen-
cidlis eloszlassal kozelitette. Erlang modell esetén tehat az 6sszkar momentumgeneralé fliggvénye

egyszerd alakot 6lt: In Mg (t) = )\ﬂt 1< B
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eloszlastiak, az Gsszkar mégis tgy viselkedik, mintha azonos eloszlasi val6szintiségi

valtozok Gsszege lenne.

2.12. Példa. A biztosito tdrsasdg két, eqgyenként n = 5000 kdtvénybdl dllo dllomdnyt
equesit. Az eqyikben a biztositdasi 6sszeq 1 millic Ft, a mdsikban 2 millic Ft. FEgy
kétvénytulajdonos dtlag p = 0,04 szami kdrigényt nyiujt be. Milyen az egyesitett
dllomdny kdreloszldsa, ha a kdrok szdmdt Poisson eloszldsunak tekintjik? Irja fel az

dsszkdr eloszldsdt, momentumgenerdlo fligguényét, varhato értékét és variancidjdt.

A torténet kotvényekrdl szol, tehat a helyzet egyedi kockazati modellel lenne lefr-
hato, ami azt is jelenti, hogy a koétvényekre bekovetkezs karok fliggetlensége miatt
a karszam mindkét dllomanyban binomialis eloszlasa A = np = 5000 - 0, 04 varhato
értékkel. Az a feltételezés, hogy a karszam Poisson eloszlasi, ténylegesen azt jelenti,
hogy a karok bekdvetkezésének szaméat Poisson eloszlassal kozelitjiik. E kozelités ak-
kor jogos, ha a két eloszlas varhato értéke: np és varianciaja: np(1—p) kozeli értékek,
vagyis akkor, ha p elég kicsi. A példaban ez teljesiil: p = 0,04, igy 1 —p = 0,96
kozelitGleg 1-nek vehetd.

Megoldds: Az 1 millio Ft Osszegii kétvények allomanyanak karszama a feltevés
szerint Poisson eloszlési, amelynek varhato értéke és egyben a Poisson eloszlas pa-
ramétere: \; = np = 5000-0,04 = 200. Az Gsszkar tehat osszetett Poisson eloszlasi

A1 és F paraméterekkel, ahol

0, hazr <1,
Fl (.flf) =

1 killonben.

A 2 milli6 Ft osszegii kotvények alloméanyanak karszama a feltevés szerint Pois-
son eloszlast, amelynek varhato értéke és egyben a Poisson eloszlas paramétere:
Ao = 5000 - 0,04 = 200. Az Osszkar tehat Osszetett Poisson eloszlasu Ay és Fy

paraméterekkel, ahol

0, haxr <2,
Iy (z) =

1 kilonben.
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Az egyesitett allomany Osszkara tehéat szintén Gsszetett Poisson eloszldst A = A\ +

Ay = 400 és F' paraméterekkel, ahol

0, ha x <1,

F(z) = 0,5, hal <x <2,

1 killonben.

Az 6sszkar varhato értékének és variancidjanak kiszamitasdhoz sziikségiink van az
E[X]=0,5-1+0,5-2=1,5; E[X?] =0,5-1+0,5-4 = 2,5 értékekre, S momen-

tumgeneralo fliggvényének felirasdhoz pedig X momentumgeneralo fiiggvényére:
My (t) = 0, 5e" + 0, 5e*.
Igy
E[S|=AE[X]=400-1,5= 600,
Var[S] = AE [X?] =400 - 2,5 = 1000,
Mg (t) = £400(0,5¢" +0,5¢2 —1)
A varhato érték egysége természetesen millié F't, a varianciaé pedig ennek a négyzete.
Az E[S] és Var[S] értékeket S momentumgeneralo fiiggvénye segitségével is
kiszdmithatjuk:
E[S] = M4 (0) = (400 - 0,5¢° + 400 - 0,5 - 2€°) ¢100(05e7+0,5¢20-1) _ 600;
t 2t /
E[$%) = M (0) = ((400-0,5¢ + 400 - 0,5 - 262) (03 +05 1) )y g
= 1000 + 600;

Var[S] = E[S? — E?[S] = 1000.

2.2.3. QOsszetett Poisson eloszlas kozelitése normalissal

Allitds: Ha S 6sszetett Poisson eloszlast valoszintiségi valtozo A és F' (z) paramé-

terekkel, akkor a
S — Ap1

VAD2

valoszintiségi valtozo eloszlasa tart a standard normalis eloszlashoz, ha A — oo - itt

p1=E[X], p» = E[X?].
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Bizonyitds. Az allitast azzal igazoljuk, hogy belatjuk, hogy

|

lim My (t) =e?2,

A—00

vagyis My (t) tart a standard normaélis eloszlas momentumgeneralo fliggvényéhez.

Vilagos, hogy

2oty (ar (=) -1
— e_ \/)\pg e X \/APQ .

A momentumgenerald fiiggvény definicidja szerint

t t?
MX(t):1+%+p;—'+...,

amely hatvanysorba ha t helyére ﬁ -t helyettesitiink, azt kapjuk, hogy

s
My(t)=e® VW

A kitevGben az Osszes tObbi tag A — t a nevezében tartalmazza. Amint A — oo, e
t2
tagok 0-hoz tartanak, és igy a kifejezés értéke e 2 -hoz. Ez az, amit belatni akartunk.

2.13. Példa. Legyen S dsszetett Poisson eloszldsi A\ = 48 paraméterrel és a (0,1)
intervallumon eqyenletes X kdrnagysdg-eloszldssal. S eloszldsdt normdlis eloszldssal

kézelitve szamoljuk ki a P(S < 32) valdszintséget.

Megoldds. Az dsszkar varhato értékét és varianciajat kell meghataroznunk. Eh-

hez sziikségiink van az eseti kdrnagysag elsé és masodik momentumara:

E[X]=0,5E[X? =3

E[S]=0,5-48 = 24; Var[S] = 1 - 48 = 16.

Igy P (S <32) = (22) = ®(2), ¢ a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggve-

nye.
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2.2.4. Az 0Osszkar eloszlasanak meghatarozasa konvoltciéval

Végiil, amikor a karnagysagok azonos eloszlastuak, fiiggetlenek, de a karszam varhato
értéke kicsi, és ezért a teljes karosszeg eloszlasa normalis eloszlassal nem kozelithetd,
a konvolicio modszeréhez folyamodhatunk. A diszkrét esettel foglalkozunk.

Jelolje, mint eddig, fx (x) az eseti kir eloszlasat: fx (x) = P (X = z). Jelolje

W (x) az fx (r) onmagéaval vett k-adik konvoluciojat; ¥ (z) = 1, ha z = 0 és

értéke 0 kiilonben. Nyilvanvalo, hogy f¥ (z) = fx (z). Lathato, hogy
¥ (z)=P(S=z|N=k).

Ezért az 6sszkar eloszlésa a teljes valoszintiség tétele értelmében a kdvetkezs:

fs(ﬁ)ZP(5=$)ZZf}k(x)P(N:k),xzo.

2.14. Példa. Legyen S dsszetett Poisson eloszldsu N = 2 paraméterrel és a kdvet-
kezd kdrnagysdg-eloszldssal: P(X = x) = 0, lz;x = 1,2,3,4. Szamitsuk ki, hogy az

S dsszkar a 0,1,2,3 és 4 értékeket milyen valdsziniséggel veszi fel.

Megoldds: Az Gsszkarra és a kirszamra vonatkozo szamitasokat és a 0-t6l kiilonbozé

valoszintiségeket az alabbi tablazat foglalja Gssze.

N ) @) ) 7@

0 1
1 0,1

2 0,2 0,01

3 0,3 004 0,001

4 0,4 0,1 0,006 0,000
N 0 1 2 3 4
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A tablazat segitségével szamolhatjuk az S eloszlasat:

)=0,2-2¢2+0,01-2¢2=0,42¢%

N
I
@

)=0,3-2¢72+0,04-2¢72+0,001 - 3¢ = 0,68¢2;

e v B v B o B v
/\/-\/C-Q\/-\/-\
Il
[\

S=4)=0,4-2e7240,1-2e72+40,006- 2¢72 40,0001 - Ze~% = 1,00806¢ 2.

Megjegyezziik, hogy a konvolicidés modszer alkalmazasat itt meglehetsen egyszert
esetekre korlatozzuk. Sokkal szélesebb korben alkalmazhatd modszerként ajanljuk
azonban az érdekl6dé olvasonak a Panjer rekurziot, amelyrsl b&séges irodalmat ta-

lalhat, 1d. példaul Kaas et al. (2001) konyvében.

2.3. Gyakorl6 feladatok

1. Neégy kotvényre a karigény eloszlasat tartalmazza az alabbi tablazat. E karok
egymastol fliggetleniil kdvetkeznek be. Alkalmazzuk a konvolicios eljarést az S =
X1+ Xy + X3 + X, kardsszeg eloszlasanak meghatarozéasara. A tablazatban f@(z)
jeloli az els6 ¢ valosziniiségi valtozo Osszegének eloszlasat. Tiintesse fel a tablazat
hianyzé elemeit.

2. % Legyen a 100 kdtvénybdl allo allomanyban minden kdtvény karigényének

momentumgeneralo fiiggvénye azonos:
9 1

Az egyes kotvények karigénye egymastol fiiggetlen. Adjon becslést annak a dijbe-
vételnek az Osszegére, amely 95% -os valdszintiséggel fedezi az Osszesen felmeriils
kart.

3. Egy ttizbiztositassal foglalkoz6 térsasig 160 épitményt biztosit. A biztositasi

4A példa Bowers, N.L., Gerber, H.U., Hickman, J.C., Jones, D.A., Nesbitt, C.J. konyv 43.

oldalan talalhaté.
5A példa a Bowers, N.L., Gerber, H.U., Hickman, J.C., Jones, D.A., Nesbitt, C.J. kényv 43.

oldalan talalhato.
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X fi(x) folx) fa(z) falx) [Ox) fOx) fO(z)
0 06 07 06 09 042
1 00 02 0 0 0,12
2 03 01 0 0 027
3 00 0 04 O 006
4 01 0 0 01 0,10
5 00 0 0 0 0,02
6 00 0 0 0 0,01
7 00 0 0 0 0
8 00 0 0 0 0
9 00 0 0 0 0
10 0 0 0 0 0
110 0 0 0 0
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osszegeket (1000 Ft-ban) és a szerzddésszémokat az alabbi tablazat tartalmazza:

Mindegyik épitménynél tiiz bekovetkezésének a valosziniisége 0,04. A biztositasi

Biztositasi Osszeg Szerz&désszam

10 80
20 35
30 25
50 15
100 )

idGszakban a biztosito legfeljebb egy tiizeset karat fedezi (enyhiti). A tiizesetek
egymastol fiiggetleniil kovetkeznek be. Ha tiiz kovetkezik be, a kirnagysag egyenletes
eloszlasi a (0, biztositasi Osszeg) intervallumban. Jelolje N a tiizesetek szamat a
biztositasi idGszakban, S az Osszkart.

a) N milyen eloszlasu? Szamitsuk ki N varhato értékét és varianciajat. b) Sza-
mitsuk ki S varhato értékét és varianciajat. ¢) Mekkora relativ biztonsagi potlékot
alkalmaz a biztosito, hogy a dijbevétel 95% valoszintiséggel fedezze a felmeriils kart,
ha az S sszkir eloszlasat normalis eloszlassal kozelitjiik? d) Mi szol amellett és mi
sz6l ellene annak, hogy az S valoszintiségi eloszlasat normélissal kozelitsiik?

4. Egy biztositasi alloméany 500 kotvénybdl 4ll. Annak a valészintisége, hogy egy
kotvényre kar kdvetkezik be: 0, 15. Ha a kar bekovetkezik, a kirnagysag exponencialis
eloszlast kévet 1 varhato értékkel. Ha a kir nagysaga tobb, mint 2,5, akkor a
biztosito csak 2,5 egységet fizet.

a) Mennyi lesz az egyes kotvények karigényének varhato értéke és varianciaja? b)
Mekkora relativ biztonsagi potlékot tartalmaz a dij, ha 95% valoszintiséggel fedezi
a teljes karigényt?

5. Legyen az N karszadm binomialis eloszlasti n = 8 és p = 0,2 paraméterekkel.

A binomialis eloszlasi N momentumgeneralé fiiggvénye, mint lattuk:

My (t) = (pe' +1-p)".
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Legyen az X eseti karnagysag eloszlasa a kovetkezd:
P(X=1)=0,4,P(X =2)=0,6.
Hatarozzuk meg az
E[N],Var|N],E[X],Var[X],E[S],Var][S]

értékeket, és az S Osszkdr momentumgeneralo fiiggvényét.
6. Vizsgdljunk egy biztositasi portfoliot, amelyben az N kirszam eloszlasa a

kovetkez6:
P(N=0)=0,1;P(N=1)=0,3;P(N=2)=0,4;,P(N =3)=0,2.
Az X eseti karnagysag eloszlasa a kovetkezd:
P(X=1)=05P(X=2)=0,4P(X=3)=0,1.

Szamitsuk ki az S Osszkar eloszlasat!

7. Legyen az el6z6 példaban N Poisson eloszlasi A = 1 paraméterrel. Az
S osszkar milyen valoszintiséggel lesz 0, 1,2 illetve 3 értékd? Hatarozzuk meg az
E[S],Var|S] értékeket és az Mg (t) fliggvényt!

8. Legyen S; Gsszetett Poisson eloszlasi A = 2 paraméterrel és a kovetkezd X,

karnagysag-eloszlassal:
P(X;=1)=0,2,P(X;=2)=0,6;P(X; =3)=0,2.

Legyen S, Osszetett Poisson eloszlasi A = 6 paraméterrel és a kdvetkez X, kirnagysag-
eloszlassal:

P(Xy=3)=0,5P(Xy=4)=0,5.
Ha S; és S, fiiggetlenek, mi az eloszlasa az Sy + S valoszintiségi valtozonak?

9. Egy biztositasi allomany 10000 kétvénybdl all. Koziiliik 2000 esetében a biz-
tositasi Osszeg egyforma valoszintiséggel 3 illetve 4 ezer Ft, 4000 esetében 5 ezer F't
és 4000 esetében % valoszintiséggel 6 és % valoszintiséggel 7 ezer Ft. Egy kétvénytu-
lajdonos atlag 0,02 karigényt nyudjt be. Milyen az dllomany aggregalt kareloszlasa,
ha a kirok szidmat mindegyik csoportban Poisson eloszlastnak tekintjiik? Mennyi
dijbevételre van a biztositonak sziiksége ahhoz, hogy 95%-o0s valoszintiséggel fedezze

a karkiadasait?



3. fejezet

KOCKAZAT HOSSZU TAVON:
A CSOD VALOSZINUSEGE

A kollektiv kockazati modellekkel kapcsolatos ismereteinket altaldnositjuk azzal,
hogy a karalakulast és az ettdl és a biztositas dijatol fiiggs tartalékunk (t6bbletiink)
alakulasat hosszabb idészakra kovetjitk. Erdeklgdésiink elsGsorban arra iranyul,
hogy megallapitsuk, mekkora kezdeti tartalék (tobblet, szavatold téke) sziikséges
ahhoz, hogy a biztositasi allomanyunk (az iizletag, a biztosito tarsasag) miikodése
pénziigyi szempontbol kellGen stabil legyen, az inszolvencia (cs6d, tonkremenés) va-
loszintségét kellGen alacsony szinten tartsuk.

Bemutatunk két modellt, amelyek a biztosité tobbletének az alakulasat irjak le.
Tobbleten itt azt az Osszeget értjiik, amellyel egy kiindulo pénzeszkéz (melynek for-
rasa az indul6 téke) plusz a befolyo dijak (eszkozok) Osszege meghaladja a kifizetett
kart (kotelezettségek). A tobblet ilyen meghatarozasban természetesen nem teljesen
szamviteli kategoria, bajt okoz azonban, ha negativva valik. Ha negativva valik,
akkor azt mondjuk, hogy cséd (fizetésképtelenség, katasztrofa, tonkremenés) kovet-
kezett be. Ez az elnevezés nem jelent jogi értelemben vett cs6dot, nem is feltétleniil
tragikus esemény, inkabb jelzés a biztositonak, hogy azonnali intézkedést igényld
helyzet alakult ki.

A bemutatott modellek azt vizsgaljak, hogy hosszabb idszak alatt az id6 fiigg-

vényében hogyan alakul a tobblet, és hogy milyen valdszintiséggel kovetkezhet be
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cs6d, hogyan lehet ezt a valdszintiséget csokkenteni.

A folytonos modellben a tobbletet a kezdési id6pontot kiveté minden idépontra
leirjuk, a diszkrét modellben pedig diszkrét idépontokban elemezziik a tobblet ala-
kulasat. A folytonos modellt vizsgaljuk részletesebben, észrevételeink azonban a

diszkrét modellre is érvényesek lesznek.

3.1. A folytonos modell

A biztosité tobbletén a kovetkezs fiiggvényt értjiik:
U(t) =u+ Dt — S(t),

ahol u: a kezdeti tobblet (kezd6téke); D: az egységnyi iddszakra esd, de folyamato-
san fizetendd biztositasi dij; S(t): a ¢t id6pontig bekovetkezett Gsszkar.
Jelolje N(t) a t id6pontig bekévetkez6 kdrok szamat, Xi, Xo, ..., Xy a t id6-

pontig bekovetkezett karok nagysagat. Ekkor nyilvanval6an
S(t)=X1+ Xo+ ... + Xng.

Feltessziik, hogy egy id6pontban legfeljebb egy kar kovetkezik be. Minthogy az
X1, X, ..., Xy kdrnagysagok és az N(t) karszam valoszintiségi valtozok, ezért az
S(t),U(t) figgvények is valoszintiségi valtozok minden nemnegativ ¢ értékre. E
fiiggvényeket sorra tobblet folyamatnak, kiarszam folyamatnak, 6sszkér-folyamatnak

nevezziik és igy jeloljiik:
{U(t) :t>0},{N(t): t >0},{S(t) : t > 0}.

Modelliinkben a biztositasi dij a bekdvetkezd karok nagysaganak a varhato értékével
aranyos, mégpedig az aldbbi modon:

D = Egységnyi idGszakra es6 kar varhato értéke - (1 +6)

ahol 6 a relativ biztonsigi potlék, és a dijnak a kir varhato értéke feletti része
az abszolut biztonsagi potlék.

Jelolje T azt a legkorabbi idépontot, amikor cs6d kovetkezik be, vagyis

T=T(u)=inf{t:t>0,U(t) <0}
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- értéke + oo, ha nem lesz cs6d - és W (u) a cs6d (fizetésképtelenség, katasztrofa)

bekdvetkezésének valosziniiségét az u kezdeti tobblet fliggvényében:
U(u)=P(T < +00).

Az a feladatunk, hogy W(u) értékét vizsgaljuk. Ha pontos értékét nem is tudjuk fel-
tétlentil kiszamitani minden esetben, legalabb als6 és/vagy fels6 korlatot szeretnénk

U(u) értékére adni. Ehhez lesz sziikségiink a kovetkezd fogalmakra.

3.2. Osszetett Poisson folyamat

Azt mondjuk, hogy {N(t) :t > 0} X paramétert Poisson folyamat, ha barmely t;
és ty idGpontok (t; < ty) kozott bekovetkezs karok szama A(to — t1) paramétertd
Poisson eloszlast valoszintségi valtozo, tovabba a karszam-eloszléas fliggetlen attol,

hogy el6z6leg hogyan alakult a karok szdma:

Aty — 1))
P(N (ts) — N (1) = k|N (s),s < t1) = e’\(tQtl)% Vi, >t > 0.

Azt mondjuk, hogy {S(t): ¢t >0} X és F(x) paraméteri Osszetett Poisson folya-
mat, ha X, Xy, ..., Xn@) az F(x) eloszlasfiiggvénnyel meghatarozott azonos elosz-
last, egymastol és a A paramétertd Poisson {N(¢):t > 0} karszam folyamattol is
fiiggetlen valbszintiségi valtozok - jelolje X ezt a kozos valoszintségi valtozot. A

tovabbiakban feltessziik, hogy X momentumai léteznek. Jeldlje S az egységnyi id6-

szakra esG Osszkart. Ekkor fennéll, hogy F [S] = AE [X] és
E[S(t)] = NME[X]; Var[S(t)] = ME [X?]; D=XE[X](1+6).

A jozan észre hallgatva is csak olyan biztositasi dfjat vesziink figyelembe, amely
meghaladja az egységnyi idGszakra es¢ kar varhato értékét. Tamasszuk ala ezt az

allaspontunkat a matematika eszkozével is: Mivel Var [@] = 1\E [X?] tart 0-hoz,
U(t)

ha t tart co-hez, ezért a nagy szamok torvénye szerint == sztochasztikusan konvergél

D — AE[X] -hez. Ha D — AE[X] < 0, akkor U(t) negativ lesz el6bb vagy utobb.
Ha D — AF [X] = 0, akkor a hatarérték 0, de Dt — S (t) variancidja igen nagy, ezért

U(u) = 1 barmely u kezdeti tobblet mellett, a cséd 1 valoszintiséggel bekdvetkezne.
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3.3. Az illeszkedési egyiitthato

Az illeszkedési egyiitthato (Lundberg egyiitthato, korrekcios tényezd, szolvencia pa-

raméter) az alabbi egyenlet pozitiv megoldasa:
D-r=InMs(r) == eP" = Mg (r) == Mg_p(r) = 1.

Ennek az egyenletnek nem mindig van pozitiv megoldasa, vagyis az illeszkedési
egylitthat6 nem mindig létezik, ha azonban van, akkor az egyértelmii. Gondoljuk
meg, miért.

Emlékeztetiink arra, hogy tetszéleges & valoszintiségi valtoz6 M, (r) momentum-
generalod fiiggvénye szigorian konvex, ha legalabb egy 0-tol kiilénb6zé lehetséges
értéke van: minden 0 < A < 1 és r; # ry esetén az exponencialis fiiggvény szigorian

konvex volta miatt

M A+ (1—=XNrg) =FE [e’\”f“l_MWq
< E[Aemf 4 (1= N e] = AE [en¢] 4+ (1= \) E [e¢]
=AM (r) + (1 = A) M (r2) ,

és egyenlGség csak akkor all fenn, ha A\ — 0 vagy A — 1 vagy & egyetlen lehetséges
értéke 0.

Ms_p (r) tehat szigortan konvex, ha S legalabb egy D-t6l kiilonboz6 értékkel
bir. Ertéke a 0 pontban: Mg_p (0) = 1; kérdés, felveszi-e ismét az 1 értéket egy
pozitiv pontban. (A szigort konvexitas miatt két pontban nem veheti fel.) Ennek
sziikséges feltétele, hogy a fiiggvény a pozitiv félegyenesen elGszor csokkenjen, azutan
ngjon, vagyis hogy derivéaltja a 0 pontban negativ legyen: E[S] < D, majd pozitivra
forduljon. Sziikséges azonban az is, hogy a fiiggvény értéke elérje az 1-et, aminek
elégséges feltétele az, hogy az Mg_p (r) értelmezési tartomanya nem korlatos. A
fiiggvény derivaltja pozitivra fordul, ha az S —nek van D-nél nagyobb értéke, mert

ekkor az
Ms_p(r)= [ e™“dFs_p ()
-D

D )
= [ e™dFs_p(x)+ [€*dFs_p (z)
-D D
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Osszefiiggésben a masodik tag végtelenhez tart, ha r tart végtelenhez.

Vegyiik észre, hogy e feltételek az ,illeszkedési egytitthatd” elnevezést is megma-
gyarazzak. Egy kicsit dnkényes magyarazatként azt mondhatjuk, hogy 6sszhangot
teremt a dij és az altala fedezendd kar kozott. Ilyen Osszhang nincs, ha a dij az
ésszeriinél kevesebb és akkor sem, ha nem kisebb, mint amekkora kér legfeljebb be-
kovetkezhet. Azt mutatja, hogy a dij és a kar nem illeszkednek megfelelen, ha

tilzottan elvalnak egyméstol.

3.4. Az illeszkedési egyiitthatdo, ha S(t) Osszetett
Poisson folyamat

A tovabbiakban feltessziik, hogy N(t) X paramétert Poisson eloszlast, az X1, X, ..., Xy
eseti karok fiiggetlenek és fiiggetlenek N (t) — t6l, azonos eloszlasuak, S jeloli az egy-
ségnyi idGszakra es¢ karigényt, D az egységnyi idGszakra megallapitott biztositasi

dijat, X az eseti kar nagysagat. Ekkor
In Mg (r) = M (Mx (r) = 1),
amint ezt az el6z6 fejezetben belattuk, és specidlisan, ha t =1 :
InMg(r)=A(Mx(r)—1) V 0<r<y,

ahol v az Mg értelmezési tartomanyanak legkisebb fels§ korlatja. Az R Illeszkedési

egyiitthaté meghatarozasara szolgald egyenlet ezért a kévetkezd lesz:
A+ D-r=AMx(r),0<r<n. (3.1)

Figyelembe véve, hogy E[S] = AF [X] és ezért D = AE[X]|(1+6), az egyenlet
tovabb igy alakithato:

1+ E[X](14+0)r=Mx(r),0<r <. (3.2)

Lathato, hogy ez esetben elegend6 X momentumgenerald fiiggvényét ismerniink ah-

hoz, hogy az illeszkedési egyiitthatora vonatkozo egyenletet felirjuk. Az egyenlet
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3.1. abra.

megoldhatosiganak: az illeszkedési egyiitthato létezésének a feltételei is més alakot
oltenek, foglaljuk Gssze Gket:

(a) {S(t) : t > 0} Osszetett Poisson folyamat;

(b) D > AE [X], azaz 6 > 0;

(c) Ha az X karnagysag momentumgeneralo fliggvényének az értelmezési tarto-
méanya (—o00,7), akkor v > 0 és Mx (r) — oo, ha r — 7.

A (c) feltétel nem zarja ki, hogy az X momentumgeneralo fiiggvénye az egész va-
16s egyenesen értelmezett legyen. Az (a) feltétel mellett S Osszetett Poisson eloszlast
valoszintiségi valtozo.

Az egyenlet R megoldasat mutatja az 3.1. abra.

Mind az Mx (r) gérbe, mind az egyenes az 1 pontban metszik a fliggéleges ten-
gelyt. Minthogy MY (0) = E [X] és az egyenes iranytangense (1 +0)E[X]| > E[X] a
(b) feltétel miatt, ezért létezik egyetlen pozitiv R argumentum, amelyben a gérbe és
az egyenes metszik egymast. Lathato, hogy ha 6 nullahoz tart, akkor, amint » — 0,

az egyenes meredeksége My (r) iranytangenséhez tart. Igy, ha  — 0, akkor R — 0.

3.1. Példa. (X exponencidlis eloszldsi) Legyen az dsszkdr folyamat osszetett

Poisson folyamat, X exponencidlis eloszlisiu [ paraméterrel. Szdmoljuk ki az R
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tlleszkedést egyiitthatot.

Megoldds. Mivel E [X] = %, ezért az egyenlet (3.2) szerint igy néz ki:

= B’
(1+0)r 6]
1+ = , 0<r <.
g G—r
Ennek a megoldasa:
05
R — 1——’_0. (3-3)

Altalaban ilyen explicit alakban nem hatarozhaté meg R értéke, iteracios eljarassal

azonban jol kozelithetd.

3.2. Példa. Legyen az dsszkdr folyamat dsszetett Poisson folyamat, a relativ bizton-
sdgi potlék: 0 = 2, X eloszldsa a kovetkezo: P(X =1) = 3, P(X =2) = 3, P(X =
3) = %. Szamitsuk ki az illeszkedést egyiitthatot.

Megoldds. E[X]=5+1+2 =24 R akovetkezs egyenlet megoldasa (3.2) szerint:

11

1 1 1
1 + (1 + 2) ET = geT + §€2T + 6€3r.

Szamitsuk ki a bal oldal és a jobb oldal értékeit r kiilonb6z§ valasztasa mellett:

Har=1: 6,5 7,94
HaT:%: 3,75 2,65
Har=3: 5,125 4,5

R = 0,85 elfogadhat6 kozelités.

3.5. Tétel a cs6d valoszintiségérol

Az aladbbi tétel, amely a cs6d valoszintiségét a kezdeti tobblet fiiggvényében fogal-
mazza meg, az olasz iskoldhoz tartozé DeFinetti és a svéd iskoldhoz tartozé Lundberg
és Cramer nevéhez fliz6dik:

1. Tétel: Az (a), (b) és (c¢) feltételek mellett

e—Ru
>0
Ele FUD|T < +oo] ' =

U (u) =
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ahol R az illeszkedési egyiitthato.
A tétel bizonyitasat bemutatjuk a fejezet végén. Foglaljuk Ossze a tétel tulaj-

donsagait:

1. A U (u) valoszintséget meghatérozo tort szamlaloja 1 -nél kisebb, mivel R > 0

véges értek.

RU(

2. A nevezd nagyobb 1-nél, hiszen U(T) negativ, az e V(T) valosziniiségi valtozo

minden lehetséges értéke tehat 1-nél nagyobb.

3. Ha 0 nulldhoz tart, akkor R is nulldhoz tart, ez pedig a tétel értelmében impli-
kalja, hogy a W (u)-t meghatarozo tort értéke, vagyis a cséd bekovetkezésének

valoszintisége 1 - hez tart.

4. Ha R > 0, akkor ¥ (u) < 1és1- ¥ (u) > 0 minden u > 0 mellett. Ezért, ha
valamilyen uy > 0 esetén 1 - ¥ (ug) = 0, akkor R = 0 és ¥ (u) = 1 minden
u > 0 értékre.

3 Ru __ 1 4 4 ,, . ,
Mivel W (u)e™ = o Gl < 1, ezért ésszerti az a kovetkeztetés, hogy

lim, o E [e BT < 400] = ¢, ¢ > 1. Az alabbi tétel ennél pontosabb allitast

tartalmaz. Ennek és a kovetkez$ tételnek a bizonyitdsa megtalalhatdo Michaletzky
(1997) jegyzetében.

2. Tétel (Cramer-Lundberg approximacio): Ha R létezik és My (r) véges
R egy kornyezetében, akkor

. D — AB[X]
lim U (u)e™ = ————
sim W (u)e MMy (R) =D’

ahol \ az egységnyi idGszak varhato karszama, X az eseti kar, D az egységnyi id6-
szakra esG dij.
Ez az Osszefliggés lehet6vé teszi, hogy elég nagy u kezdeti tobblet esetén a cséd

valoszintségét igy kozelitsiik:

. A kovetkezd tétel a cs6d méretérsl szol, ha a cséd bekovetkezik.
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3. Tétel: Legyen V (u,y) = P (T’ < +oo0 & U (T) > —y). Ekkor

u+y

W (u,y) D/ Lﬂm»w+—/1=mmw

ahol Fx az X eseti kar eloszlasfiiggvénye.
E tétel kdvetkezményei 6nmagukban is fontos Osszefiiggések:
3.1. Kévetkezmény: VU (0,y) = Df 1 — Fx (2))d=.
3.2. Kovetkezmény:

A 1
(0.00) = ¥ (0) = SEX] = -
3.3. Kovetkezmény: Annak a valészintisége, hogy a tobblet a kezdeti tobblet-
nél valaha kisebb lesz, csak a biztonsagi potléktol fiigg:

1

PEt:U() <u)=-——:.

GtV <0 =1

Ez abbol adodik, hogy az az esemény, hogy a tobblet a kezdeti tobblet ala esik,
ekvivalens u = 0 esetén a cs6d bekdvetkezésével.

3.4. Kovetkezmény: Ha U(0) — 0, akkor

P> =l < +0q) = T PlD=oN B0

P (T < +0) v

3.6. A maximalis aggregilt veszteség

Vizsgéaljunk egy Gjabb valoszintségi valtozot, amely a t idGpontig bekdvetkezd vesz-

teség: a kar és a befoly6 dij kiillonbségének maximuma t-ben:

L = max{S(t) — Dt}.

t>0
Mivel S(0) = 0, ezért L > 0. Az az esemény, hogy L > 0 azt az eseményt jelenti
egytttal, hogy van olyan véges id6pont, amelyben U(t) < u

Megfontolasaink eredményét allitasok formajaban foglaljuk Ossze.

1. Allitas: Az L > u és T < +oo események ekvivalensek, ezért

V(u)=P(T<+o00)=P(L>u)=1—-F,(u)—P(L=u).
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Vizsgaljuk most azokat az id6pontokat, amelyekben a tobblet folyamat egy ka-
resemény bekovetkezésével mélypontot ér el: minden ezt megel6z6 és ezt koveto
karesemény bekovetkeztekor is ennél nagyobb a tobblet. Jelolje ezeket a mély-
pontokat t,%s,...,t0 = 0. Jeldlje az L; valosziniiségi valtozé azt a mennyiséget,
amellyel a j. mélypontban a tébblet a j - 1. mélypontbeli tébbletnél kisebb:
L; = U(tj—1) — U (t;). A 3.2. abran mutatjuk a tobblet alakulasat!. Jelolje M

a mélypontok szaméat. Vegyiik észre, hogy a maximélis aggregélt veszteség:

2. Allitas: Minthogy a Poisson folyamat memoria nélkiili, ezért

- annak a valoszintisége, hogy egy mélypont az utolsd, hogy t6bb mélypont nem
lesz, minden mélypontra ugyanannyi;

- Ly, Lo, ..., L fiiggetlen és azonos eloszlast valoszintiségi valtozok.

Annak a valdszintisége, hogy a t; mélypont az utols6 (j = 0, 1, ... ), egyenls
annak a valoszintségével, hogy u = 0 kezdeti tobblet mellett ¢y az utolsé mélypont,
azaz nem kovetkezik be cs6d: 1—U (0). Az M valosziniiségi valtozo tehat geometriai
eloszlas:

3. Allitas: P (M =k) =pg*, k=0,1,2,...; ¢ =1—p,aholp=1—-V (0) = HLH
a 3.2. Kovetkezmeény szerint. Igy L sszetett geometriai eloszlas.

Annak a valoszintisége, hogy u = 0 kezdeti tébblet esetén legalabb egy tovabbi
mélypont van, ekvivalens azzal, hogy cs6d kovetkezik be, az L, veszteség nagysaga
pedig e mélypontban megegyezik —U (T') nagysagaval. Ezért Ly (Lo, Ls, ...) valoszi-
nifségi eloszlasa megegyezik a —U(T') valoszintiségi valtozonak a T < +oo feltétel

melletti eloszlasaval:
P(Ly <y|T < +00)=P(U(T) > —y|T < +0).

A 3.4. Kovetkezmény szerint Ly (Lo, Ls, ...) eloszlasat — eloszlasfiiggvényét, strii-

ségfiiggvényét és momentumgeneralo fliggvényét - igy kapjuk:

LAz abra a Bowers, N.L., Gerber, H.U., Hickman, J.C., Jones, D.A., Nesbitt, C.J. (2001) konyv
362. oldalan talalhatoé.
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o u/'4 P

U(t)

t1 ts t3
3.2. abra.
4. Allitas: y > 0:
Fua () = g i = (40 ¥ 0.1)
A(1+6) 1-Fx(y)

A 3. és 4. Allitasokbol kovetkezik az
5. Allitas: Az L maximalis aggregalt veszteség momentumgeneralo fiiggvénye

a 2. allitas szerint a kovetkezs:

My (r) = My (In My, () = =23

0 1
1 1
40 1- 155 ok (Mx (r)—1)

3.3. Példa. Milyen eloszlasi az az dsszeg, amennyivel a tobblet a kezdetr tobbletnél

az elsd alkalommal kisebb, ha minden kdrigény 1 értékia?
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Megoldas. Ekkor

0, hay <1
Fx(y) =P (X <y)=

1, hay > 1.
Ezért

W 1 hao<y<1

FEIX ) —
fut=q "

0,hay > 1vagy y < 0.

L, tehat egyenletes eloszlasu a (0, 1) intervallumon, vagyis a tébblet nagysaga akkor,

amikor elGszor esik a kezdeti tobblet ala, egyenletes eloszlast az (u — 1,u) interval-

lumon.

3.4. Példa. Milyen eloszlasi az az dsszeg, amennyivel a tobblet a kezdeti tobbletnél
az elsd alkalommal kisebb, ha minden kdrigény 2 paraméterd exponencidlis eloszldsi

valdsziniségi vdltozo?
Megoldas. Ekkor

1—e 2, hay >0,
Fx(y) =P (X <y) =

0 kulonben.

1—Fx(y)=e* hay>0.

Ezért
EW — 902 hg 4 >0
EIX )
fL1 (y) = i
0,ha y <0.

Ly tehat szintén 2 paramétert exponencialis eloszlasu valdsziniiségi valtozo.

3.7. Lundberg egyenlGtlenség

A cs6d valoészintiségére mindig rendelkezésre all egy felsG korlat - ezt fejezi ki a
Lundberg egyenlGtlenség:
U (u) < e (3.4)
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Mivel az 1. Tételben szereplé hanyados nevezGjének explicit kiértékelésére altala-
ban nincs mod, egy elfogadhatonak tekintett csédvaloszintiséggel 6sszhangban allo
kezdeti tobblet konzervativ becslésére a Lundberg egyenl6tlenséget egyenléség for-
méajaban szoktak alkalmazni. Ha e jeloli az elfogadhato cs6dvaloszintséget (értéke

jellemz&en 0,01 és 0,1 kozotti), akkor az e = e~ egyenlségbdl kapott

Ine
U =——

R

érték a kezdeti tobblet konzervativ becslésének tekinthets, mivel ekkor a cséd beko-
vetkezésének valoszintisége biztosan nem nagyobb a megadott £ értéknél.

Ha az X kar értékkészlete korlatos, azaz van olyan pozitiv m érték, hogy P (X < m) =
1, akkor a cs6d bekovetkezésének valoszintiségére also korlatot is tudunk adni. Ekkor
U(T) > —m, mivel az U (T') tébblet a cséd id6pontjaban negativ és a cs6d elstti
RU(T) < oRm

utols6 tébblet nemnegativ. Ezért e és

E [e‘RU(T)\T < +oo] <efm,

e Ru —Ru _,—Rm —R(u+m
Ekkor ¥ (v) = gromimmeray] 2 ¢ Rug=fim — o=Hlutm),

3.5. Példa. Legyen az dosszkdr folyamat dsszetett Poisson folyamat, a relativ biz-
tonsdgi potiék: 0 = 2, X eloszldsa a kivetkezé: P(X = 1) = 3, P(X = 2) =
5, P(X = 3) = 1, a kezdeti tobblet: uw = 2. Adjunk alsd és felsé korldtot a cséd

bekivetkezésének a valdsziniségére.

Megoldds. Ehhez a feladathoz meghataroztuk mar az R illeszkedési egyiitthatot:
az R = 0, 85 értéket elfogadhato kozelitésnek tartottuk. Az eseti kar 3 -nal nagyobb

értéket nem vesz fel. Tgy

0,0143 ~ e 083 < ¥ (2) < 7982 & (), 183.

3.8. Az eseti kir exponencialis eloszlast

Szamoljuk ki a cs6d valoszintiségét abban az esetben, ha a kiar § paramétert expo-

nencidlis eloszlast valoszintiségi valtozo.
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A tétel nevezGjében 1évs varhato érték kiszamitasahoz sziikségiink van —U(T)
eloszlasara, el6szor ezt szeretnénk meghatarozni.

A cs6d, ha egyaltalan bekovetkezik, akkor a T id6pontban kovetkezik be elGszor.
Kozvetleniil el6tte a tobblet sziikségképpen nemnegativ, jelolje ezt az értéket u'.
Vélasszunk egy y > 0 szamot. Az az esemény, hogy U(T') < —y vagyis —U(T) > y,
atfogalmazhato tgy, hogy a bekdvetkez6 X kar, amely a csédét okozza, nagyobb,
mint v’ + y, feltéve, hogy X cs6dot okoz, vagyis X > u'. Ezen esemény feltételes

valészintisége igy {rhato fel:

P(=U(T)>y|T < +o0)=P (X >u +ylX >u)

_PX > Wty & X > W) _ P(X > u+y)
- P(X > ) T PX > ) ’y>0‘

Figyelembe véve, hogy a kiar [ paramétert exponencialis eloszlast, ez azt jelenti,

hogy
6 fuo’o—i-y 6_55‘7 dx

=e P y>0. (3.5)

Igy
P(-U(T)<ylT < 4+00)=1—=P(-U(T) > y|T < +00)

—1 - P(~U(T) > y|T < +0)

=1—e

azaz —U (T) is § paraméterd exponencilis eloszlasu valoszintségi valtozo. (Az
utolso el6tti egyenldtlenség azért all fenn, mert —U (T') folytonos eloszlast.) Ez azt
jelenti, hogy

B [e—RU(T)’T < +o00| = M_y(r) (R) = %

Ezért az 1. Tétel a kovetkezs format Olti:

Ou
B —R e GHOEX]
= € =

v (u) 8 14+46

(3.6)

3.6. Példa. Mekkora u kezdeti tobblet sziikséges ahhoz, hogy a csdd bekdvetkezé-
sének a wvaldszindsége 0,1-nél ne legyen nagyobb, ha az dsszkdr folyamat 6sszetett
Poisson folyamat N\ = 1 paraméterrel, az X eseti kdrnagysdg exponencidlis elosz-

lasi valosziniségi vdltozo [ = % paraméterrel, és ha az iddegyséq alatt fizetendd dij
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akkora, hogy az dtlagosan bekivetkezd eqyetlen eseti kdrt legaldbb 95%-0s valdszini-

séggel fedezi?
Megoldds. ElGszor megallapitjuk a fizetendd dijat. A
D
P(X<D)=1-¢5=0,9

osszefiiggésbdl azt kapjuk, hogy D = 51n 20. Minthogy E [X] =5ésD = AE [X] (1 +6) =

5(1+6), ezért & = In20 — 1. Igy az R egyiitthaté értéke: R = 19+—59 = 20-d Fel-

hasznalva a (3.6) formulat, amelyet a cséd bekovetkezésének valészintségére expo-

nencidlis eseti kir esetében nyertiink, fenn kell allnia a

____Ou (In20—1)u
T e (1+0)E[X] e~ 5In20 <01
W=7~ "o =%

egyenlGtlenségnek. Ebbdl u értékére ezt kapjuk: u > 9, 05.

3.9. A diszkrét modell

A kovetkez6 modellben a kart, tobbletet diszkrét id§pontokban vizsgaljuk. A bizto-

sitd tobbletén a kovetkezd fliggvényt értjiik:
Un)=u+nD—S(n),

ahol u a kezdeti tobblet, D az egyes periddusokban fizetends dij, S (n) az elsé n

periddusban Gsszesen bejelentett karok Gsszege:

S; az i. periodusban bejelentett teljes kardsszeg, Sy, S, ....S, fliggetlen, azonos el-
oszlast valoszintiségi valtozok - e kozos eloszlasi valoszintségi valtozot jeldlje S.
Jelolje:

T'=min{n: U (n) < 0}

a legkorabbi id6pontot, amelyben a tobblet negativva valik és

U (u) = P (T < +00)
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ennek bekovetkezési valdsziniiségét.
Az R’ illeszkedési egyiitthato, ha létezik, az alabbi egyenlet egyetlen pozitiv meg-
oldésa:

e P Mg (r) = 1. (3.7)

Annak a feltételeit, hogy az R’ egyiitthato létezzen, a fejezet elején vizsgaltuk.

E modellben a karszam vizsgéalata csak az egyes idépontok kozotti periodusokban
jelenik meg. A kovetkez§ tételben feltessziik, hogy a kdirnagysag minden periodusban
azonos paraméterd Osszetett Poisson eloszlasia valoszintiségi valtozo.

4. Tétel: (Tétel a cséd valoszintiségérsl): Ha az egyes periodusok S Gsszkéarai
egymastol fiiggetlen Osszetett Poisson eloszlasi valoszintiségi valtozok, és ha létezik
az R’ illeszkedési egyiitthato, akkor

o—R'u

/ —
V() = g e “ 2

E tételt a fejezet végén bizonyitjuk.
A tétel kovetkezményeként a cséd valdszintségére a kezdeti tobblet fiiggvényében

fels6 korlat adhatoé a Lundberg eqyenldtlenség formajaban:

U (u) < e fi (3.8)

Alljon itt egy példa annak az illusztralasara, hogy az illeszkedési egyiitthatdo nem

mindig 1étezik.
3.7. Példa. Legyen az S kdrisszeg eloszldsa: P(S =1)=0,2; P (S =2)=0,8.

El6szor legyen a dij: D = 2,5. Ekkor a kardsszegnek nincs a dijnal nagyobb lehet-
séges értéke, ezért az

e > (0,2¢" +0,8¢) =1

egyenletnek » = 0 az egyetlen megoldésa.

A D = 1,5 valasztas mellett a dij a kar varhato értékénél kisebb, ezért az
e 77 (0,2¢" 4 0,8¢7) =1

egyenletnek ismét r = 0 az egyetlen megoldésa.
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A D = 1,9 valasztas mellett az
e 7 (0,2¢" +0,8¢) =1

egyenlet egyetlen pozitiv megoldasa: r ~ 1, 84.
A kovetkezs példaban a 6 relativ biztonsagi potlékra adunk konzervativ becslést

a Lundberg egyenl6tlenség felhasznalasaval.

3.8. Példa. 2Legyen az S éves kdr nagysdga fix a érték, bekivetkezésének valdszi-
nisége p. Az éves D dijat az éves kdr pa vdrhato értékére épitjik: D = pa(1+0).
Mennyi legyen a relativ biztonsdgi potlék az R illeszkedési egyiitthato fiigguényében?

Megoldds. Alkalmazzuk az illeszkedési egyiitthatéo meghatérozaséra szolgélé egyen-
letet:

R4 = pett 4 (1~ p)
Ebbél

In (peR“ + (1 - p))

-1
Rpa

9:

Latjuk, hogy a p karvaloszintiség névekedésével a relativ biztonsagi potlék csokken,

n(pefe+(1- .. . .
hiszen az Ra (1 +0) = l(p+(lp)> fiiggvény p szerinti derivaltja negativ.

3.10. Az illeszkedési egyiitthat6 kozelits értéke

Az R kozelité értékének meghatarozasara az ekvivalens
In Mg (r) — Dr =0

osszefiiggést hasznaljuk fel, és a In Mg (r) fiiggvényt sorba fejtve, soranak elsé harom
tagjaval - kvadratikusan - kozelitjiik. Mint tudjuk

In M (r) = In Ms (0) + (I MsO)® &

~ In Mg (0) + In Mg (0) r + 1 In Mg (0)" r?,

2A példa részben Jozsef Séndor: Altaldnos aktudrius moédszertan c. szakdolgozatabol (2001)
(BKAE Biztositasi Oktato és Kutatd Csoport, Aktuérius posztgradualis szak, 2004) szarmazik, 16.
oldal
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In Mg (O)(k) a In Mg (r) k-adik derivaltja az r = 0 helyen. Meghatarozzuk az
els6 és masodik derivaltakat, és felhasznaljuk, hogy Mg (0) = 1; M{ (0) = E [S]; Mg (0) =
E[S?):

(In Ms (r)) = 37555 Ms (1) ;
(In M (r)" = 3752 M (r)* + sy ME (1)
Igy

In Mg (r) =~ E[S]r + % (E[S?] — B2[S)) r%;
In Mg (r) — Dr =~ E [S]r 4 1Var [S]r? — Dr.

A In Mg (r) — Dr kifejezés értékét nullava tévs R illeszkedési egyiitthato tehat a
kovetkezd kozelitéssel kaphato meg:

o 20— E[5)

Var 9] (3:9)

Vegyiik észre, hogy ez a kozelités R pontos értékét adja, ha S normalis eloszlasu.

r2Var[9]
Ekkor ugyanis S momentumgenerdl6 fiiggvénye: Mg (r) = eIt

2

, gy a
In Mg (r) — Dr = 0 egyenlet egyenértékii az r = 222D

Var[o] egyenlettel.

3.11. A tételek bizonyitasai.

Az 1. tétel bizonyitasa:

Valasszuk a t > 0 és 7 > 0 értékeket tetszélegesen. Irjuk fel a teljes valoszini-

ség tételének felhasznalasaval —U(t) momentumgenerélo fiiggvényének értékét az r
helyen:

Bl =BT <t] P(T < t) + E[e""OIT > 1] P(T > 1).

Figyelembe véve azt, hogy —U(t)

—u — Dt + 5(t), és Mg (r) = eMMx()=1),
mivel S (t) Gsszetett Poisson eloszlasi valosziniiségi valtozo, ezért az egyenlet bal
oldala igy frhato fel:

E [e—rU(t)} — F [e—ru—rDt-I—rS(t)} — e—ru—rDtE [ers(t)}

_ e—ru—rDtMS(t) (7’) — e—ru—rDt—i-/\t{Mx(r)—l}
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Az egyenlet jobb oldala els6 tagjaban U (t) igy irhato fel:
UR)=UM+{U@Q)-UM}=UT)+DE-T)-{5()-5(T)}.

S(t) — S(T') osszetett Poisson eloszlast valoszintiségi valtozo \(t —T') és F'(x) para-
méterekkel. Ezért

GHSO=S(T)} _ A=T){Mx (1)1}

Vizsgaljuk az

E [e—rU(t)|T < t} —F [e—rU(T)e—rD(t—T)er{S(t)—S(T)}|T < t}

Osszefiiggest. Mivel t < T esetén e "V =rPU=T) or{SO-S()} fijggetlenek a
Poisson folyamat tulajdonsagai miatt, igy szorzatuk varhaté értéke egyenlé a varhato

értékek szorzataval. Ezért

Ha r = R, akkor a A+ D - R = AMx (R) Osszefiiggés miatt

Ezért azt kapjuk, hogy
e M =E[e™INT <] P(T<t)+E[e"WOT > P(T >1).
Nézziik, mi térténik, ha ¢ — oo. Ekkor T° <t azt jelenti, hogy T' > 400 és

lim P(T'<t)=P(T <+o0) =V (u).

t—o00
A tétel bizonyitasahoz be kell még latnunk, hogy limy_oo E [e FVO|T > ¢] P(T > t) =
0. Ez kovetkezik.
A T > t eseményt U(t) értékétdl fiiggGen két részre osztjuk és kiilon vizsgaljuk
az U (t) < ug(t) illetve U (t) > wg(t) eseteket egy alkalmasan valasztott wg (%)
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fiiggvény mellett. Megjegyezziik, hogy T > t maga utan vonja, hogy U(t) > 0,
vagyis e BV < 1. Azt kapjuk, hogy

E[e7?VOIT > ] P(T > t)
=E[eOIT>t & 0<U@l)<u@®)]P(T>t & 0<U(t) <up(?))
+E[eFVOIT >t & U@)>u@)]P(T>t & U(t)=>uo(t))

< P(U(t) < ug(t) + e Ruol®

Az Gsszeg masodik tagja 0-hoz tart, ha lim, .., ug (t) = +00. Az els§ tag kiérté-
keléséhez felhasznéaljuk egyrészt a tétel azon feltevését, hogy a tébblet minden t

id6pontra Osszetett Poisson eloszlast:
EU{#)]=u+D-t—XE[X];Var[U(t)] = ME [X?],

masrészt a Csebisev tételt, amely szerint

Var[U (t)]

P(U@) —EU €
(U0~ B @)l z=0) < =7 5

minden e(t) > 0 szamra. Ez az egyenl6tlenség maga utéan vonja, hogy

< Var|[U (t)]

PU@#) <EU®]-e() < e

Felhasznélva, hogy D > AE[X], valasszuk az ug (t) fiiggvényt ugy, hogy a

EU(®)]—uo(t)
Vit

hogy F [U (t)] — e (t) = ug (t) fennalljon. Azt kapjuk, hogy

limy o = oo is teljesiiljon, (pl. ug (t) = V) és valasszuk e(t)-t agy,

PU (1) < up (1)) < EUN;E[XQ] 7 = AE[XT]
(EU(t)] —ug (1)) (W)

és limy_oo B [e BVOIT > ¢] P(T > t) = 0. Igy e ® = E [e BT < +00] U (u),
ami éppen az allitas.

A 4. tétel bizonyitasa.

A diszkrét modellben hasznélt fogalmakat egy ,, ’ ., jelzéssel kiilonboztettiik meg
a folytonos modellben hasznalt fogalmaktol. Itt a jeldlés egyszertisitése érdekében

ezt elhagyjuk.



3.12. GYAKORLO FELADATOK 81

Vizsgaljuk a kdvetkezd azonossigot:
E[e ™M =N "B [e ™MD =i P(T =i)+E [e ™ ™|T > n] P(T > n).
i=0

Vegyiik észre, hogy mivel U(n) = U( n — 1) + D — S, az illeszkedési egyiitthato
vélasztasa miatt E [e VW] = B [e7 VO] i =0,1,...,n. Ezért az azonossag bal
oldalan e~ all és, figyelembe véve, hogy U(n) — U(i) fiiggetlen a T = i eseménytél,
azt kapjuk, hogy

e =N "E[e™OT =i P(T =i)+ E [e"™|T > n| P(T > n).
=0
Ha n — oo, akkor az els§ tag a jobb oldalon a kovetkez6hoz konvergal:
Y E[e™OIT =i P(T =1i)=E [e""|T < 00] P(T < o)
=0

Be kell még latnunk, hogy a jobb oldal mésodik tagja elttinik, ha n — co. Ugyanazt
a megfontolast alkalmazzuk, mint az 1. tétel bizonyitasaban, felhasznalva, hogy S

Osszetett Poisson eloszlast és a dij nagyobb a fedezni hivatott kar varhato értékénél.

3.12. Gyakorl6 feladatok

1. Legyen az 6sszkar folyamat Osszetett Poisson folyamat, az X kirnagysag diszkrét
eloszlast: P (X =1) = 1, P(X =2) = 2. Ha az R illeszkedési egyiitthato értéke
In 2, mennyi legyen a relativ biztonsagi potlék, hogy az 1. tételben szerepl§ hanya-
dos szamléloja a cs6d bekovetkezésének valoszintségére az u kezdeti tébblet fiigg-
vényében megfelels felsé korlatot adjon? Mennyi lesz a biztositasi dij, ha a Poisson
paraméter értéke: A = 37

2. 3BEgy kockazati folyamatra 6 = 0,4, az eseti kir eloszlasat az
1 —3x —Tx
f(x)= 3 (3% + 7¢™™)

stirtiségfiiggvény irja le. Valaszoljunk a a kovetkezs kérdésekre:

3A példa Kaas, R., Goovaerts, M., Dhaene, J., Denuit M. (2001) kényvébdl szarmazik, 106.
oldal
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a) A 0; 1; 6 értékek gyokei az illeszkedési egyiitthatdo meghatarozasara szolgalo
1+ (1+60)E[X]r = Mx (r) egyenletnek. Melyik az igazi illeszkedési egyiitthato?
b) A kovetkezs fliggvények koziil az egyik a cs6dvaloszintiség erre a folyamatra.

Melyik az, miért, és a tobbi miért nem lehet csGdvaloszintiség?

o U(u)=2e "+ et

_ 24 ,—u_ 11 ,-6u.
o U(u)=ge "+ e

_ 24 _—0,5u 1 ,—6,5u.
o U(u) = se + g€ ;

__ 24 —0,5u 11 _—6,5u
o U(u) = 3e + 3¢ .

¢) Mennyi lesz ¢ azon értéke, amelyre fennall, hogy lim, .., ¥ (u) ef = %?

3. *Allomanyunkban az éves Gsszkar Osszetett Poisson eloszlast, A = 1 a varhato
karszam, az X eseti kirok 3 = 0,001 paraméterii exponencidlis eloszlastuak. Foglalja
ossze tablazatban a téke (kezdeti tobblet) és a dij (t6ke) ardnyanak hatasat a cs6d
valoészintiségére, ha 6 = 0,2 és u = 1000 vagy v = 3000, illetve ha § = 1 és u = 1000
vagy u = 2000 vagy u = 5000.

1A példa Jozsef Sandor szakdolgozatabol (2004) szarmazik, 20. oldal



4. fejezet

VISZONTBIZTOSITAS

Ha egy kockazat tul nagy a biztosité tarsasadg szaméra, vagy ha egy egész allo-
mannyal kapcsolatos veszteség lehetGsége til silyos, akkor a tarsasag a sajat és a
biztositottak biztonsaga érdekében tgy dont, vagy éppen elGirasok kotelezik arra,
hogy viszontbiztositassal védelmet vasaroljon. A viszontbiztosito tarsasag gyakran
ugyanezt csinalja, vagyis tovabb adja a viszontbiztositasba vett kockazat egy részét
vagy egészét egy harmadik tarsasagnak. Ezzel a folyamatban részt vevs tarsasagok
felosztjak egymas kozott a kockazatot és igy nagyon kedvezGtlen karalakulds sem
jar tragikus kovetkezménnyel egyik résztvevd félre nézve sem. Viszontbiztositas-
sal altalaban nagy tGkeerével, széleskort technikai és adminisztrativ tapasztalattal,
nemzetkozi halozattal bird tarsasagok foglalkoznak.

A viszontbiztositas is a biztositasi iizlet egy nagy dgazata, amelyben kiilonbozd
szerepl6k vesznek részt. Mi a kovetkezGkben ezt leegyszertsitjiik két szereplére: az
egyik a direkt biztosito, amely a biztositottal szerzédik, a mésik a viszontbiztosito,
amely a direkt biztositoval szerzédik.

Viszontbiztositasi megallapodasok szamtalan varidcioban és kombinacidban kot-
tetnek. Hogy valamelyest tipizaljunk, harom szempontot emlitiink. Létrejohetnek
eseti szerz&dések, amelyek fakultativak abban az értelemben, hogy a szerz6dé felek
egyedi megallapodasatol fliggnek - ellentétben azokkal a szerz6désekkel, amelyeknek
megkotését-elfogadasat korabban kotott keretegyezmény a felek részére elGirja. A

szerzédések vonatkozhatnak a vallalt karral aranyos kockazatmegosztésra szemben a

83
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nem aranyos vagy fix megtartasi szint mellett torténd kockazatmegosztassal, amelyet
altalaban nagy karok fedezetére alkalmaznak. Végiil a viszontbiztosités dija lehet a
direkt biztositohoz befolyd dijbol a kockazatvallalassal aranyos, vagy azzal nem ara-
nyos részesedés. (A biztositasi dij megosztasat befolyasolja a kiilonb6z6 jutalékokra:
szerzési jutalék, nyereség, adminisztracios koltségek, vonatkozo megéllapodas.)

Az arényos viszontbiztositas klasszikus forméai kézé tartoznak a Quota Share és
Surplus, a nem-aranyos viszontbiztositas klasszikus formai kozé az Excess of Loss és a
Stop Loss szerzddések. A magyar biztositasi szohasznalatban is az angol elnevezések
jelennek meg, ezért itt nem probalkozunk meg a forditdsukkal. Ezeket a formakat

Osszefoglaljuk roviden és kissé leegyszertisitve.

4.1. A viszontbiztositas klasszikus formai

4.1.1. Aranyos viszontbiztositas

A Quota Share esetében egy allomany minden kareseményére (kotvényére) a kar

azonos hanyada a viszontbiztosito altal fedezett rész. Igy viszontbiztositasba keriil
Xy =aX, 0<a<l,

ahol az X valoszintiségi valtozo a bekovetkez6 kar nagysaga. A kar (1 — o) hanyada
marad sajat megtartasban:

Xd: (1—Q)X

X, Xq a viszontbiztosito illetve a direkt biztositd eseti kirdnak nagysagat jeloli.
A Surplus szerz6dések lehetéve teszik, hogy a viszontbiztositasba keriils hanyad
kockazatonként valtozzon. Ez a forma a direkt biztositonak inkabb lehet6vé teszi,

hogy a viszonthiztositas révén a nagyobb karokra nagyobb védelmet kapjon.

4.1.2. Nem-aranyos viszontbiztositas

Az Fzxcess of Loss szerzddés keretében minden egyes kirigényre nézve a viszontbiz-

tositd a szerzGdésben rogzitett m megtartasi szint feletti karokat fedezi. A viszont-
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biztositasi szerz6dés a megtartasi szintet meghatirozhatja kétvényenként, karese-
ményenként vagy karcsoportonként is. A viszontbiztosito illetve a direkt biztosito

kockazata a kovetkez§ valosziniiségi valtozo lesz:

0, ha X <m
X, =
X —m, ha X >m;
X, ha X <m
X, =

m, ha X >m.

Stop Loss viszontbiztositast a direkt biztosito egy iizletag kockdzatanak a csok-
kentése érdekében kot oly modon, hogy az idGszakban felmeriil6 6sszkirra hataroz
meg megtartasi szintet. Ha a direkt biztosit6 megtartasi szintje d, a viszontbiztosito
illetve a direkt biztositd altal fedezett S, és Sy Osszkar a kovetkezd valdszintiségi

valtozo lesz:
0, ha S <d

S —d, ha S > d,

S, ha S <d
Sy =

d, ha S > d.

A kiilonb6z6 viszontbiztositasi forméak kozotti valasztasban kulcsszerepe van a
viszontbiztositas dijanak, amely pedig a viszontbiztosito altal fedezett teljes kockazat
eloszlédsara, mindenekel6tt annak varhato értékére épiil. A viszontbiztositas netto
dija e varhato érték. Barmi legyen is a kivalasztott viszontbiztositasi forma, az
eseti kirokra és az Osszkarra egyarant érvényes, hogy az érte vallalt kotelezettség
megoszlik a viszontbiztosité és a direkt biztosito kozott (kivéve az SL biztositast,

ahol a megosztés természetesen csak az Osszkarra érvényes):

X=X,+ Xz S=8,+8,
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4.2. A viszontbiztositas nett6 dija

Felmeriil a kérdés, vajon a biztositasi allomany tulajdonsigai, f6ként az, ha az &al-
lomany aggregalt karosszege Osszetett Poisson eloszlast, fennmaradnak-e a viszont-
biztositas soran. Ha igen, ez megkonnyiti a viszontbiztositas nett6 dijanak a ki-
szamitasat, hiszen akkor az eddigi szamitasi, kiértékelési modszereink tovabbra is
alkalmazhatok.

Hogy eldonthessiik, a viszontbiztositasba keriilg (ill. a direkt biztositonal ma-
rado) teljes kardsszeg Osszetett Poisson eloszlast valoszintségi valtozo-e, felidézziik,
milyen tulajdonsagokkal kell birnia: a) az egyedi karok egymastol és a karszamtol
fiiggetleniil kovetkeznek be és azonos eloszlasiuak; b) a karszam Poisson eloszlast.

A Quota Share és az Excess of Loss biztositasi forma esetében a viszontbiz-
tositasba keriils egyedi karok valtozatlanul fliggetlenek és azonos eloszlastiak, bar
eloszlasuk természetesen megvaltozik; a karszam pedig marad, ami volt. A Surplus
esetében az egyedi kdrok nem maradnak azonos eloszlastiak, hiszen a viszontbiztosi-
tasba keriil6 karhanyad kockazatrol kockazatra valtozik. Stop Loss viszontbiztositéas
esetében pedig a viszontbiztositasba keriilg kirosszeg mar egyaltalan nem koveti az
allomanyban bekovetkezett eseti karok tulajdonsagait, s6t a karszamtol sem fiigg
kozvetleniil, ekkor tehat nem hasznalhatjuk ki az alloményunknak azt a szamitasok
szempontjabol kényelmes tulajdonsagat, hogy Osszkara Osszetett Poisson eloszlasi,
ezért mas megkdzelitést alkalmazunk.

A Stop Loss viszontbiztositas netto6 dija, vagyis a viszontbiztositédsba keriils 6ssz-
kar varhato értéke definicié szerint a kovetkezs: E [S,] = 70(1‘ —d)dFs (x), ahol d a
megtartési szint, x az allomany S Osszkaranak a lehetséggs értékeit képviseli.

E varhato érték, mint ismeretes, igy is felirhato: E[S,] = 70(1 — Fs, (y)) dy.

0
Minthogy

Fs, (y) =
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dFs

4.1. abra.

ha y > 0, ezért

— [a-r = [0 st
0 d

Ezt jol mutatja a 4.1. abra', ha S diszkrét eloszlast.

Bizonyitsuk az allitast kozvetleniil, ha S folytonos eloszlasi. Ekkor

E[S)] = [ (z —d) fs () dx

= —[(z—d)(1—Fs ()] +

ae—g

(1 - Fs(x))dx

a9

Belatjuk, hogy az els6 tag 0:

o0

(1—F5 _x/fs dt</tf5()dt—>0

xT
ha x — oo, mert S varhato értékérdl feltettiik, hogy létezik.
A viszontbiztositd varhatd karanak meghatarozasara egy maéasik megkozelités

is ajanlhato, amelyet diszkrét eloszlas esetében mutatunk be részletesen. Ekkor

LAz abra a Kaas et al. (2001) konyvben talalhato, 11.o.
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E[S,)) = > (x—d) fs(z). A formula azt mutatja, hogy sziikségiink van az allo-
x>d
many Osszkara eloszlasdnak ismeretére. Megmutatjuk, hogy elegendd ismerniink az

eloszlast csak a d megtartasi szintnél kisebb lehetséges értékekre:

dlw—d) fs(x) = Y (@—d) fe(x) =D (x—d)fs(x)
= ZIfS des =Y (z—d) fs(2).
Azaz
E[S]=E[S|—d+) (d—xz)fs(x

Folytonos eloszlast S Osszkarat az fg strtségfiiggvénnyel adjuk meg. Ekkor a

viszontbiztositas netté dija hasonloképpen hatarozhatd meg:

d
E[SU] d+/ — X fS
0

Mint mar megallapitottuk, folytonos, diszkrét és kevert eloszlasok esetén egyarant

megkaphatjuk e varhato értéket az S eloszlasfiiggvénye segitségével:

00 d
/1—F5 d+/1—FS
d 0

A harmadik lehetség az, ha a direkt biztositonal marad6 Osszkar eloszlasabol

indulunk ki:

P(Sq=k) = P(S=k), hak<d;
P(Sq=d) = P(S>d)=1-P(S<d).

Nyilvanvaloan

E[Sa] = E[S] = E[S.].

Vegylik észre, hogy a viszontbiztosité varhaté kockdzatdnak meghatarozasara
alternativ formulakat kaptunk, amelyek koziil konkrét esetben az alkalmasabbat
valaszthatjuk. A gondolatmenet Excess-of-Loss viszontbiztositas esetén hasonlo,

ekkor az S Osszkar szerepét a kétvény kara képviseli.
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Nézziink egy példat a viszontbiztosité varhato kockazatdnak vagyis a viszontbiz-
tositas netto dijanak a meghatarozasara kiilonboz6 viszontbiztositasi formak eseté-

ben.

4.1. Példa. A biztositdsi dllomdnyunk teljes kdrdsszege dsszetett Poisson eloszldsi
valdsziniségi valtozo, a kdrszdm vdrhato értéke: N\ = 2, az éuvi befolyo dij: D =6 és

az eseti kdrok két értéket vehetnek fel:
P(X=1)=0,3,P(X=2)=0,7.

Hatdrozzuk meg a viszontbiztositds dijat, ha a viszontbiztosito a dijmegdllapitdsban
0 = 1 relativ biztonsdgi potlékot alkalmaz, és hatdrozzuk meg a direkt biztositondl ma-
radd dijrésznek a direkt biztositondl maradd vdrhatd kockdzat feletti részét (vdrhato
nyereségét), ha a tdrsasdg

a) Excess of Loss viszontbiztositdst kot m = 1 megtartdsi szinttel;

b) Stop Loss viszontbiztositast kot d = 2 megtartdsi szinttel.

Megoldds. Allapitsuk meg, hogy
E[X]=0,3+1,4=1,7 E[S]=2-1,7=3,4

a) Az eseti kdr viszontbiztositohoz keriils, illetve direkt biztositonal marado része a

kovetkezé eloszlasu:
P(X,=0)=0,3;, P(X,=1)=0,7, P(Xy=1)=1.

A viszontbiztosito Gsszkara Osszetett Poisson eloszlasi, varhato értéke és egyben a
viszontbiztosito netto dija: E[S,| = AE [X,] = 1,4. A viszontbiztositas dija tehat:
D, = E[S,] (1 +6) =2,8. A direkt biztositonal marad a dijbol: Dy =6—2,8 = 3,2,
a karosszeg varhato értékébol: E[Sy) = E[S] — E[S,] = 3,4 — 1,4 = 2. A direkt
biztosito varhato nyeresége ezért: Dy — E [Sy] = 3,2 -2 =1,2.

b) A viszontbiztositohoz keriils teljes karosszeg mar nem osszetett Poisson elosz-

lasi. Véarhato értékének a kiszamitasahoz hatarozzuk meg az allomany S kardsszege
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elsG négy lehetséges értékének a valoszintiségét:

f(0) = P(S=0)=e*=¢2=0,135

—
=
I
T
N
I

1) =2¢720,3 = 0,081;
22
f(2) = P(5=2)=2e7%0,7+ 56‘20, 32 =0,214;

23 22
f(3) = P(S=3)=5¢70,3"+2--¢70,3-0,7=0,119.

A viszontbiztosit6 Osszkardnak varhato értéke és egyben a viszontbiztosité netto
dija:
ES) = E[S]-2+) (2-2)f(x)

<2

= 3,4-2+42-f(0)+ f(1)=1,751.

Ugyanezt az eredményt kapjuk, ha a direkt biztosité dsszkaranak eloszlasabol indu-

lunk ki:

P(S;=0) = P(S=0)=0,135
P(S;=1) = P(S=1)=0,08;
P(S;=2) = 1-0,135— 0,081 =0, 784.

Igy E[Sq = 0,081 +2-0,784 = 1,649 és E[S,] = 3,4 — 1,649 = 1,751. A vi-
szontbiztositas dija tehat: D, = E[S,] (14+0) = 3,5. A direkt biztositonal ma-
rad a dijbol: Dy = 6 — 3,5 = 2,5. A direkt biztosité varhatd nyeresége ezért:
Dy — E[Sq) =2,5—-1,649 =0, 851.

4.3. Viszontbiztositas és dijvisszatérités.

Forditsuk most a figyelmiinket arra, milyen megfontoldsok alapjan tériti vissza a dij
egy részét a biztositasi év eltelte utan a kotvénytulajdonosoknak a biztosité abban
az esetben, ha az S Osszkart a befizetett dij meghaladja. Megmutatjuk, hogy a
dijvisszatérités és a Stop Loss viszontbiztositads koncepcidja nem csak hasonlésigot

mutat, hanem értelmezésiik is 0sszekapcsolodik.
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Jelolje D az Gsszesen befizetett dijat: D — E'[S] > 0. A dijnak az a része, amely
a kar fedezésére szolgal:

kD, 0 <k < 1.

A biztositod visszatérit a dijbol G Gsszeget, amely a kdvetkezs valoszintiségi valtozo:

0, ha S > kD,
G:

kD — S, ha S < kD.

A dijvisszatérités varhato értéke:

kD
ElC] = /(k;D o) fs (x) da
0
ha S folytonos és fs az S strtiségfiiggvénye;
ElG)= ) (kD - ) fs(x)
z<kD
ha S diszkrét és fg az S valoszintségi fliggvénye.
frjuk fel egy kicsit részletesebben a dijvisszatérités varhato értékét a folytonos

esetben (diszkrét eloszlasiu S esetében ugyanigy jarunk el):

kD

EW]:‘/kD—xﬁ v) d

_ 7kD—9c ) fs ( )dw+70(x—kD)fS(x)dx
- kD]OfS dx—]oxfs( )d$+/oo(9€—kD)fs( ) dx

A jobb oldal els6 tagja kD, a masodik tag a kar varhato értéke, a harmadik pedig a

Stop Loss viszontbiztositas nett6 dija kD megtartasi szint esetén:
E|Gl|=kD — E[S]+ E|[S, (kD)].

A viszontbiztositas Gsszkarat itt S, (kD) -vel jeloljiik, hogy hangsilyozzuk a megtar-

tési szintet. Ez az Osszefiiggés arra indit benniinket, hogy megvizsgéljuk, fennall-e
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nem csak a varhato értékekre, hanem a széban forgo valoszintiségi valtozokra is egy

hasonl6 Gsszefiiggés, fennall-e, hogy
S+G=kD+S,(kD).

A valasz igen, ezt a kovetkezSképpen igazoljuk: Ha S < kD, akkor G = kD — S
és S, (kD) = 0, vagyis az egyenlGségjel mindkét oldalan kD lesz. Ha S > kD,
akkor S, (kD) = S — kD és G = 0, vagyis az egyenlGségjel mindkét oldalan S
lesz. Elemezziik ezt az azonossagot és nézziik meg, milyen Gsszefiiggést tar elénk.

Vonjunk ki az azonossag mindkét oldalabol D-t:
S+G—-D=S,(kD)—(1—-k)D

A bal oldalon az Gsszes, a kéarral osszefiigg6 S + G kifizetésnek a dij feletti részét
kapjuk. Igy az (1 — k) D dijrészt a kD megtartasi szint mellett kotott Stop Loss vi-
szontbiztositas dijanak tekinthetiink. Ez az értelmezés azt sugallja, hogy a biztosito
el6szor a dij k-ad részébdl fedezi a kart, azon karokra pedig, amelyekre ebb6l nem
telik, az (1 — k) D diju Stop Loss viszontbiztositas nytjtana fedezetet. Végiil, ha az

azonossagot az alabbi formaban irjuk fel:
G=kD—-S+S5,(kD),

arra a konkluziéra jutunk, hogy a dijvisszatéritést a dijnak a kar fedezésére szant
hanyadabdl fennmaradé rész és a Stop Loss viszontbiztositasbol szarmazo bevétel
Osszege alkotja.

Vegyiik észre azt is, hogy az 0sszes koltséget a dijbol a karkifizetés és a dijvissza-
térités utan marado Gsszeg kell, hogy fedezze. Irjuk fel, hogy a tervezés idGszakaban,

amikor a varhato értékekre hagyatkozunk, mit mond ez az Osszefiiggés:
E [6sszes koltség) = D — E[G] — E[9].

4.2. Példa. Az el626 példihoz kapcsolodva hatdrozzuk meg, hogy D = 6 értékd dij

és k=0,5 kdrszorzo esetén

1. mennyi a dijvisszatérités vdarhatd értéke?
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2. wvdrhatoan mekkora dsszeq marad a kéltségek fedezésére?

Megoldds. (a)

0, ha §>0,5-6=3,
G =

3-S5, ha S <3.

Az el6z6 példaban szamitott valosziniiségeket felhasznélva azt kapjuk, hogy

E[G] = 3f(0)+2f (1) + f(2)
= 3-0,135+2-0,081 + 0,214 = 0, 781.

Természetesen az
E|G]|=kD - E|[S|+ E|[S,(kD)]=0,5D — E[S]+ E[S, (3)]

Osszefiiggéshdl ugyanezt az eredményt kapjuk.

(b) E[6sszes koltségl| = D — E[G] — E[S]=6—10,781 — 3,4 = 1,8109.

4.4. Az optimalis viszontbiztositas

A viszontbiztositasi modozatok kozotti valasztaskor a biztositéd tarsasag kiilonbozo
szempontokat alkalmazhat. Az els6 esetben az SL (vagy XL) viszontbiztositast ha-
sonlitjuk Ossze tetsz6leges mas viszonthiztositdsi modozattal, azt vizsgaljuk, melyik
esetében lesz a biztositonal marado karrész varianciaja a kisebb, ha e karrész varhato
értéke a két modozat esetében azonos.

A masodik esetben — azt feltételezve, hogy a viszontbiztositoé a dijban érvénye-
sitett biztonsagi tobbletét a vallalt kar variancidjanak ardnyaban hatarozza meg
- a viszontbiztosité altal vallalt kar variancidjat szeretnénk minimalizalni a direkt
biztositd karrészének adott variancidja mellett.

Jelolje I(X) a nemnegativ X kirnak a viszontbiztosito altal fedezett részét vala-
milyen viszontbiztositasi konstrukciéban. Az I fliggvény ésszertien kielégiti a kovet-
kez§ feltételt:

0 < I(x) < x minden x > 0 esetén.
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Kezdjiik az els¢ feladattal. Az allitds az, hogy ha a direkt biztositdé karanak
varhato értéke a két modozat esetében azonos és a biztosito a kar varianciajat akarja
minimalizalni, akkor SL (vagy XL) viszontbiztositast érdemes kotnie.

A viszontbiztosito altal fedezett karrészt igy jeloljik: (X —d), .

1. Allitas: Ha E[I(X)] = E[(X —d),], akkor Var[X — I(X)] > Var[X — (X —
a).].

Bizonyitas: Alkalmazzuk a kovetkezs jelolést a direkt biztositonal marado kér-
részre:

V(X)=X—I(X) illetve W(X) =X — (X —d)y . Mivel E[V(X)] = E[W(X)]
a feltevés szerint, ezért

VarlV(X)] = Var[W (X)] < E[V3(X)] = E[W?(X))

— E[(V(X) —d)? > E[(W(X) — d)?]. Az utobbi egyenlétlenség teljesiil, ha
V(X) —d| > [W(X)—d|

1 valoszintiséggel. Ezt latjuk be:

Ha X > d, akkor W(X) = d, vagyis az allitas teljesiil.

Ha X < d, akkor W(X) = X és

VIX)—d=X—-d—-I(X)< X —-d=W(X)—d<0. Ez az allitas.

Nézziik a mésodik feladatot. Az allitas az, hogy a viszontbiztosité dija aranyos
viszontbiztositas mellett lesz minimalis, feltéve, hogy a viszontbiztositdo a dijban
érvényesitett biztonsagi potlékot a vallalt kar variancidjanak aranyaban hatirozza
meg és a direkt biztositonal marado kirrész variancidja eldirt érték.

2. Allitas: Ha Var[X — I(X)] = V, akkor Var[I[(X)] > Var|3X], ahol 3 =

\%
1= \/ Var[X]"

Bizonyitas: Irjuk fel a kovetkezs azonossagot:
Varll(X)] = Var[X]+ Var[I(X) — X]| — 2Cov[X, X — I(X)].

A jobb oldal els6 két tagjanak az értéke adott, a bal oldal minimalis értékd, ha
Cov[X,X — I(X)] maximalis értékdi. Az X és X — I(X) valoszintiségi valtozok ko-
varianciadja akkor maximaélis, ha korrelacios egyiitthatdoja maximaélis, hiszen e va-

loszintiségi valtozok szordsa adott. Korrelacios egyiitthatojuk akkor maximélis, ha
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kozottik linearis fiiggdség all fenn: I(x) = a + Bz, > 0. Mivel 0 < I(z) < =z,
ezert 0 < f <lésa=0,azaz [ (z)=Pxés [ (X)=0X. AVar[{(X)-X]=V

feltételbdl azt kapjuk, hogy (1 — )% = Ebbdl az allitas kovetkezik.

V[X

4.3. Példa. Az X kdrt leird valdsziniségi valtozd egyenletes a (0, 100) intervallu-

mon.

1. Tekintsiink eqy ardnyos viszontbiztositdsi szerzddést, amelyben

L(X)=aX, 0<a<1,ésegySL (vagy XL) szerzddést

0. ha X <d
I (X) =

X —d, ha X > d.

Hatdrozzuk meg az v és d értékeket gy, hogy a viszontbiztositott kdr vdrhato

értéke 12,5 legyen mindkét esetben.

2. Szamoljuk ki és hasonlitsuk dssze a Var[X - I (X)] > Var[X — L(X)] értékeket!

Megoldds. E[X] =50;Var[X] = 2%

(a) E[I1(X)] = a50 = 12,5 — a = 0,25.

E[l(X)] =1(100—d) (1 — &) =12,5 — d = 50.

(b) Var[X — Il(X)] Vm"[O 75X] = 0,75 50 = 468, 75.

E[X — L(X)] =% + f:c— x = 37,5.

100

Var[X — L(X)] = 22 + fq: Tgde — 37,5% = 260, 42.
0

4.5. A viszontbiztositas és a cs6d valdszintisége

A Lundberg egyenlé6tlenség szerint a cs6d bekovetkezésének a valdszintisége a foly-

tonos modell esetén

ahol U (t) a tobblet a t id6pontban, u a kezdeti tobblet, D a folyamatosan fize-

tendd, egy periodusra esd dij, S (¢) a t idSpontig bekovetkezd dsszkar, {S (t) : ¢ > 0}



96 4. FEJEZET: VISZONTBIZTOSITAS

Osszetett Poisson folyamat. S jeloli egy periodus Osszkérat, amely Gsszetett Poisson

eloszlasu valoszintiségi valtozo. Diszkrét modell esetén
VU(u)=P(@meN:U(n)=u—Dn+S(n)<0)<e ™

ahol U (n) a tobblet az n. periodusban, u a kezdeti tobblet, D az egy periodusra esé

dij, S (n) az n. periddussal bezéaroan bekovetkezs dsszkar. Diszkrét modell esetén
S(n)=251+ S+ ...+ Sn,

S1, 99, ..., Sy, az egyes periddusok Osszkarat jelentik, fiiggetlen azonos Gsszetett Pois-
son eloszlast valdszintiségi valtozok, kozos eloszlasukat S jeloli. R mindkét modell-
ben az illeszkedési egyiitthato, amelynek értéke az alabbi egyenlet egyetlen pozitiv
megoldasa:

e’ = E [”] = Ms (r).

A folytonos modellben az egyenlet a kovetkezd alakot oOlti:
A+ Dr = AMx (r).

Megoldas létezése az Mg (1) illetve Mx (r) fiiggvények alakjatol is fiigg, errdl korab-
ban mar sz6 volt. Diszkrét esetben az R illeszkedési egyiitthatoé az egyes periddusok
Osszkardnak eloszlasahoz, a folytonos esetben az eseti kareloszlashoz kapcsolodik.

A felidézett tétel azt mutatja, hogy adott pozitiv kezdeti tobblet mellett a cs6d
bekovetkezési valoszintiségének felsé korlatja csokken, ha az illeszkedési egyiitthato
né. Az illeszkedési egyiitthatd nagysaga igy a biztonsag egy mérdszamanak tekint-
hetd, ezért szolvencia paraméternek is nevezik. A viszontbiztositas azonban meg-
valtoztatja az illeszkedési egyiitthatot. A viszontbiztositas médozatanak illetve a
megtartasi szintnek a megvalasztasat (aranyos viszontbiztositas esetén a biztosito
altal megtartott aranyt) ezért sziikségképpen befolyasolja az, hogyan hat az illesz-
kedési egyiitthato értékére.

A kovetkez6 példaban a kiilonb6z6 viszontbiztositasi lehetdségeket a varhato

nyereség ¢és az illeszkedési egyiitthato értéke alapjan hasonlitjuk Gssze.



4.5. A VISZONTBIZTOSITAS ES A CSOD VALOSZINUSEGE 97

4.4. Példa. Legyen az dllomdny eqy évre esd S dsszkdra dsszetett Poisson eloszldsi,
amelynek paraméterer: a A értéke és az eseti kdreloszlds, amint az eldzd példdban,

1t is a kovetkezd:
A=2, P(X=1)=0,3;, P(X=2)=0,T7.

Az éves dij: D = 6. Hatdrozzuk meg a direkt biztositondl marado dijrésznek a di-
rekt biztositondl maradd kockdzat feletti részét (vdarhatd nyereségét) és az illeszkedési

eqyltthato értékét, ha a tdrsasdg

1. Quota Share viszontbiztositdast kot 1 — o = 0,4 megtartott kdarhdnyaddal;
2. nem kot viszontbiztositdst;

3. Excess of Loss viszontbiztositdist kit m = 1 megtartdsi szinttel és a viszontbiz-

tositd a dijmegdllapitisban 0 = 1 relativ biztonsdgi potlékot alkalmaz;
4. Stop Loss viszontbiztositist kot d = 2 vagy d = 3 megtartdasi szinttel és a
viszontbiztosito 0 = 1,8 relativ biztonsdgi potiékot alkalmaz.

Hasonlitsuk dssze a kapott alternativdkat.

Megoldas.
(a) Ha Quota Share viszontbiztositast kot, akkor a dijat, a varhato kockazatot
és a varhato nyereséget a két biztositoé egyforman osztja meg. Az eseti kir viszont-

biztositohoz keriild, illetve a direkt biztositonal marado része a kovetkezd eloszlési:

P(X,=0,6) = 0,3 P(X,=1,2)=0,7;
P(X;=04) = 0,3; P(X;=0,8) =0,7.
E[X,) = 0,1840,84=1,02; E[X,] =0,12+ 0,56 = 0, 68.

A direkt biztositd Osszkara Osszetett Poisson eloszlasi, varhato értéke:

E[SJ =AE[X,) =2-0,68=1,36.
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A véarhato nyereség: Dy—FE [Sq] = 6-0,4—1,36 = 1,04. Az R illeszkedési egyiitthatot

a

A+ Dgr = AMx, (r)

24+2,4r = 2(0,3¢"" +0,7e%)

egyvenlet megoldasaként kapjuk: R~ 1,4.
(b) Ha a direkt biztosité nem kot viszontbiztositast, akkor varhato nyeresége:

D —E[S] =6—3,4=2,6. Az illeszkedési egyiitthatot a
2+ 6r =2(0,3¢" +0,7e*)

egyenlet megoldasaként kapjuk: R =~ 0, 55.

(c) Ha Excess of Loss viszontbiztositast kot, akkor varhato nyeresége, mint lat-
tuk: Dy — E'[Sq) = 1,2. Az R illeszkedési egyiitthatot a A + Dgr = AMx, (1) :
2+ 3,2r = 2e"

egyenlet megoldésaként kapjuk: R ~ 0, 85.

(d) Ha Stop Loss viszontbiztositast kot d = 2 megtartasi szinttel és § = 1,8,
akkor azt kapjuk, hogy D, = 2,8E[S,] = 2,8 - 1,751 = 4,9; a direkt biztositonal
marado dijrész: Dy = 6 — 4,9 = 1,1. A direkt biztosité varhatd nyeresége ezért
Dy — E[Sy] = 1,1 — 1,649 negativ, igy ez az alternativa nem johet szoba.

(e) Ha Stop Loss viszontbiztositast kot d = 3 megtartasi szinttel, akkor

E[S,] = J—d+> (d—z)fs(x

r<d

= 3,4-3+3f0)+2f(1)+ f(2)
= 0,4+3-0,135+2-0,081 + 0,214 = 1,181.

Ekkor, mivel # = 1,8,

D, = 2,85[S,]=28-1,181=3,3; Dy=6-3,3=2,T;

E[S,] = 3,4—1,181 =2,22.

A direkt biztosité varhato nyeresége ezért Dy — E [Sy] = 2,7 — 2,22 = 0,48. Az R
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illeszkedési egyiitthatot a

e>" = Mg, (r)=E [°]

e>™ = 0,135+ 0,081le" + 0, 214> + 0,57¢"

egyenlet megoldésaként kapjuk: R~ 1,61.

Foglaljuk 6ssze az eredményeinket:

e Quota Share: « =0,6: Dy — E[S;] =1,04; R = 1,4.

Viszontbiztositas nélkil: D — E'[S] = 2,6; R = 0, 55.

Excess of Loss: m=1;0 =1: Dy — E[S4] =1,2; R=0,85.

Stop Loss: d =2;0 =1,8: Dy — E[Sy) < 0: elfogadhatatlan.

Stop Loss: d =3;0=1,8: Dy — E[Sq =0,48; R =1,61.

Nyereség szempontjabol a legkedvezébb az, ha nem kotiink viszontbiztositast, a
biztonsag mérésére alkalmas szolvencia egyiitthatd pedig Stop Loss viszontbiztositas
és d = 3 megtartasi szint mellett a legkedvezébb. A lehet&ségek koziil csak egyet
zarhatunk ki: a Stop Loss viszontbiztositast d = 2 megtartési szinttel. A két mu-
taté nem feltétlentil névekszik ellentétesen, de az itt kapott alternativak koziil csak

dontéshozoi preferencia alapjan valaszthatunk.

4.6. A kezdeti tartalék becslése

A tartalékot az u kezdeti tartalék, a befolyd D dij és kifizetett karok alapjan az id6
fliggvényében irtuk fel. Egy iddszakra leegyszertisitve a kovetkezd értékegyenlethez
jutunk:

U=u+D-S5

ahol U az id&szak (év) végi tartalék, S pedig az idészakban kifizetett kar nagysaga.
T6bbletrsl beszéltiink elsGsorban, de mér eddig is hasznéltuk a tartalék szot az u és

U jelentésére, jogos az is, ha u-t nyité tékének hivjuk.
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Alkalmazzuk, mint eddig is gyakran, az
S:X1+X2++XN

Osszefiiggést, ahol N jeloli az id&szak alatt bekdvetkezd karok szaméat, amelyrdl fel-
tessziik, hogy Poisson eloszlast valdszintiségi valtozo A paraméterrel. Tudjuk, hogy
ekkor E[N] = Var[N] = A. Feltessziik, hogy az X, Xs, ..., Xy eseti kdrnagysagok
azonos eloszlasiak - jelolje X ezt a kozos eloszlasi valoszintiségi valtozot -, fiigget-
lenek egymastol és az N karszamtol: az S Osszkar tehat Gsszetett Poisson eloszlast.

Ekkor S varhato értéke és variancidja a kovetkezs: E[S] = AE[X], Var[S] =
AE[X?], és a varhato érték dij elv alkalmazasa esetén a dij: D = AE[X](1 +6), 0
a relativ biztonsagi potlék. Az S Gsszkar normalis eloszlassal kozelithets, ha )\ elég
nagy.

Azt vizsgaljuk, mekkora idGszak eleji tékére — tartalékra— van sziikség ahhoz,
hogy annak a valoszintisége, hogy az idGszak alatt cs6d kovetkezik be, ne haladja meg
az elére megadott és elfogadhatonak tekintett e valoszintséget u értéki kezdGtéke

esetén: P(tartalék az iddszak végén ) < e Ez azt jelenti, hogy fenn kell allnia a

Plu+AEX](140)<S)<es
Pu+AEX|(14+60)>S)>1—¢

Osszefiiggésnek.

Ha S folytonos, akkor

Pu+AE[X](1+6)>S)=P(u+AE[X](1+6)>259)

=Fs(u+ AE[X](1+86)),
ahol Fg az S valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye. Vagyis az egyenlGtlenség igy
irhato fel: Fs(u+AF[X](140)) >1—c¢.

Ha X\ elég nagy - és itt ezt is feltessziik -, akkor S eloszldsa normalis eloszlassal

kozelithetd, igy

B u+ AE[X](140) — AE[X] B
Fg(u—l—)\E[X](l—l—G))—(I)( e )21 £,
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ahol @ a standard normalis eloszlés eloszlasfiiggvénye. Minthogy ® novekve fiigg-

vény, ezért létezik inverze és teljesiil, hogy
u+ AE[X](1+6) — A\E[X]
AE [X?]
Azt kapjuk tehat, hogy u értéke kielégiti a kivetkezs Osszefiiggést:

u>\/AE[XZ® 7 (1 —¢) — AE[X]0
=/Var[s]e~ (1 —¢) — E[S]6.

Megéallapithatjuk, hogy

Z(I)_l(]'_s)7

e az iddszak eleji tartalék és biztonsagi potlék Osszefligg: minél magasabb a

biztonsagi potlék, annal kisebb idGszak eleji tartalékra van sziikség és forditva;

e ha a biztonsagi potlék 0, akkor az idGszak eleji tartalék aranyos az Osszkar

szorasaval;

e ha a jobb oldal negativ: ha
Var[S]®7! (1 —¢)
E[S] ’

akkor nincs sziikség idGszak eleji tartalékra.

0 >

Tekintsiink egy példat.

4.5. Példa. Az aldbbi tabldzat eqy biztositdsi portfolic megfigyelt karnagysdgait mu-
tatja intervallumonként (ezer Ft-ban) egy adott évben és a kdresemények relativ gya-
korisdgdt: azon szdzalékdt, amelyek kdrnagysdgai az adott intervallumba estek. (Ha
felrajzolnank e relativ gyakorisdgokat a kdarnagysdg figguényében, a jol ismert hisz-
togramot kapndnk). Az intervallumokat a szamitdsokban kézéppontjaikkal becsiiljik.
A biztositdsi portfolic 1000 kétvényt tartalmaz. A biztosito év eleji tartaléka 200
(ezer Ft). A biztositdsi dij vdarhato érték elvd, a biztonsdgi potlék 5%. Annak a
valdszinidsége, hogy eqy kotvényre kar kévetkezik be: 0,035. Ha sziikséges, a bizto-
sitd Fxcess of Loss viszontbiztositdst kéthet 20,30 vagy 40 (ezer Ft) megtartdsi szint
mellett. Mi az a megtartdsi szint, amely mellett a biztosité 99%-0s valdsziniiség-
gel fedezni tudja a kdrkifizetési kotelezettségeit, ha az dsszkdr becslésére az Gsszetett

Poisson eloszldst alkalmazza?
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Megoldds. A tablazat utols6é oszlopdban az intervallumok kozéppontjainak négy-
zeteit is feltiintettiik, utolso soraiban pedig a kdrnagysag varhato értékének illetve
négyzete varhato értékének becslésére a kozéppontok illetve négyzeteik atlagat tiin-

tettiik fel viszontbiztositas nélkiil és 20, 30 illetve 40 (ezer Ft) megtartasi szint mel-

lett.
Kdarnagysdg Kozéppont | Relativ gyakorisdig | Kozéppont négyzete
[0 —10) 5t 0,5 25
[10 — 20) 15 0,220 225
[20 — 30) 25 0,155 625
[30 — 40) 35 0,094 1225
[40 — 50) 45 0,031 2025
viszontbiztositds nélkil | 14,36 336,8
m = 20 11,4 174
m = 30 13,425 271,375
m = 40 14,205 323,625

Foglaljuk ossze az adatainkat: A nyit6 téke: u = 200 (e Ft), 8 = 0,05;e =
0,01;®71(0,99) = 2,33. Az &llomanyban bekdvetkezs karok szama, mint errsl az
egyéni kockdzati modellek vizsgalatakor mar sz6 volt, binomialis eloszlast kovet,
amelynek becsiilt varhat6 értéke: 1000 - 0,035 = 35. A binomilis eloszlast Poisson
eloszlassal kozelitjiik, amit megtehetiink azért, mert a kar bekovetkezésének valo-
szintisége "elég kicsi”. Igy a varhato érték és a variancia kozel azonos értéki, ez az

érték egyben a Poisson eloszlas paramétere: A = 35.

Ujabb kozelitést alkalmazunk: mivel A “elég nagy”, ezért az Gsszkar eloszlasat
normalisnak foghatjuk és fogjuk fel. Irjuk fel az sszkar varhato értékét, szora-

sat és a sziikséges kezdeti tartalékot az egyes megtartasi szintek mellett: Ha nincs
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viszontbiztositas:

E[S] = 35 - 14,36 = 502, 6; Var[S] = 35 - 336,8 = 11788;

u>2,33-v11788 — 0,05 - 502, 6 = 227, 844.

Vegyiik észre, hogy

o (200 +35-14,36-0,05
V11788

vagyis a 200 értékd kezdeti tartalék 98, 1% biztonsagot nyujt. Ha m = 20:

) = @ (2,074) = 0,981,

E[S] = 399; Var[S] = 6090; u > 161, 39.

Ha m = 30:
E[S] = 469, 875; Var[S] = 9498, 125; u > 183, 63.

Ha m = 40:
E[S] = 497,175; Var[S] = 11326, 875; u > 223,12.

Ha tehat a biztosito tarsasag e viszontbiztositasi lehetGségek koziil valaszt, akkor
legfeljebb 30 (ezer Ft) lehet a megtartéasi szintje, ennél nagyobb megtartasi szint
mellett a 200 értékd kezdeti tartalék nem nytjt 99%-os valoszintiséggel fedezetet a
kotelezettségeire. Megjegyezziik, hogy ugyanezt a fedezetet a biztosité tarsasag agy
is elérheti, hogy a 200 értékd nyito tokét az el6z6 év végén megtoldja 27,844 értékid

biztositastechnikai tartalékkal, vagy ilyen mérvi t6keemelést hajt végre.

4.7. Gyakorl6 feladatok

1. Legyen az egy évre es6 karszam Poisson eloszlasi A = 1 paraméterrel, az egyes
karigények egymastol és a karszamtol fiiggetlenek, azonos eloszlasiak, eloszlasuk a
kovetkez6: P (X =1) = 0,5; P(X =2) = 0,4,P(X =3) = 0,1. Az éves dij:
D = 2. Hatarozzuk meg a varhato nyereséget (a dijnak a varhato kockéazat feletti
részét) és az R szolvencia paraméter értékét

- viszontbiztositas nélkiil;
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- Stop Loss viszontbiztositas esetén, ha a megtartasi szint d = 1, ha d = 2, illetve
ha d = 3, és a viszontbiztositas dija a fedezett kar varhato értékének a mastélszerese.

2. Tegyiik fel, hogy a és b olyan szamok, amelyekre P(a < S < b) = 0. Mutassuk
meg, hogy mi az Osszefiiggés E|[S, (d)] és E[S, (a)] kbz6tt, ha a < d < b.

3. Egy viszontbiztositdo a d megtartasi szint folotti rész 80%-at fizeti meg, de
legfeljebb egy m maximaélis értéket. Fejezziik ki a viszontbiztosito altal vallalt kar
varhato értékét az SL viszontbiztositas varhato értéke segitségével.

4. Legyen S Osszetett Poisson eloszlasi, paraméterei: A = 3 és P(X = 1) =
5/6; P(X = 2) = 1/6. Hatarozzuk meg az fs(x), P(S < xz), E[S,(x)] értékeket
r=0,1,2 esetén.

5. Egy 20000 kotvénybdl allo halaleseti biztositasi dllomany harom csoportra
oszthato a biztositasi Osszegek szerint, amint a tablazat mutatja. Minden biztosi-
tott esetében 0,01 annak a valoszintisége, hogy a biztositott meghal egy éven beliil.

A koétvényekre a biztosité XL viszontbiztositést kot. A viszontbiztositéd dija az altala

Biztositott osszeg: | Kotvények szama:

1 10000
2 2000
3 5000

vallalt kar varhato értékének 120 %-a. Azutan, hogy az alloméanybol az Osszes dij be-
érkezett, a biztosito T értékd tGkével rendelkezik. A biztosité arra torekszik, hogy a
T tke legalabb 0,95 valoszintséggel fedezze a karkifizetésbél 4 a viszontbiztositonak
kifizetett dijbol allo Gsszes koltségét.

Mennyi legyen legalabb e T téke, ha a h megtartasi szint:

a)h =1;b) h = 2;

¢) 1 <h < 2: Irjuk fel a sziikséges t6két h fiiggvényében!

d) Milyen valoszintséggel fedezi a koltségeket a biztosito t6kéje, ha T = 405 és
h = 2,57



5. fejezet

DIJSZAMITAS

A biztositasi termék helyes arazéasa életbevagéan fontos lehet, hiszen a tul alacsony
ar veszteségbe sodorhatja a biztosito tarsasagot, a tul magas ar pedig kiszorithatja
a piacrol. A biztositas dija ezenkiviil politikai kérdés is lehet pl. a tarsadalombizto-
sitas, egészségbiztositas, gépkocsi felelGsségbiztositas teriiletén. Végiil a feliigyelet

is kiilonleges figyelemmel figyeli a biztositasi dijakat.

A szerzédésben megallapitott biztositasi dij nyilvanvaléan magaban kell hogy
foglalja a biztositassal kapcsolatosan felmeriil¢ Osszes koltséget és a tarsasag nyere-
ségét is. Mi azonban itt a koltségeknek csak azt a részét vessziik figyelembe, amely
a biztositott kar nagysagahoz kapcsolodik szorosan. A dij a kar nagysaganak a var-
hato értékére épiil, de tiikrdzi azt a tényt is, hogy a kir nagysaga a varhato értékkel
csak ritkdn vagy soha nem egyezik meg, ezért a dij egy, a kdrnagysag terjedelmét
kifejez6 biztonsagi potlékot is magaban foglal. Errdl az eddigi fejezetekben mar sok
sz0 esett, koncepciondlis tijdonsagot nem véarhat az olvaso, egyik célunk az, hogy
osszefoglaljuk és rendezziik azt, amit a biztositasi dijrél eddig megtudtunk. Ma-
sik célunk az, hogy bemutassuk, hogyan vehetjiik figyelembe a kockdzatrol szerzett
multbeli tapasztalatokat a dij megéllapitasaban. Két modellt mutatunk be ebben a

fejezetben: a megbizhatosagi dij és a kdrmentességi bonusz szamitasat.

105
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5.1. Dij elvek

Dij elvnek hivjék gyakran azt a modszert, ahogy a dijat a vallalt kockdzat alapjan
a biztosité meghatarozza. Felsorolunk az alabbiakban néhany gyakran alkalmazott
dij elvet, ésszert, de ad hoc moddszert. Minthogy egységnyi idGszakra sz6l, a dijat
az egységnyi idGszak S karaval vetjiik 6ssze: D = D (5).

Netto dij elv: A dij nem tartalmaz biztonsagi potlékot:
D = E[S].

Alkalmazasa arra a feltevésre épiil, hogy a kir nagysaganak valtozékonysagaval kap-
csolatos kockézat eltiinik, ha az allomany eléggé nagyszamu azonos eloszlast kot-
vénybdl all. A kockdzatelméletbdl tudjuk, hogy a dij ilyen valasztasa miatt a cséd 1
valoszintiséggel bekdvetkezik. Mégsem irredlis ez a valasztas egyrészt azért, mert a
tervezési horizont véges, szemben a kockazatelmélet végtelen horizontjaval, masrészt
a dij indirekt modon igy is magaban foglal egy potlékrészt azaltal, hogy a befizetett
dij befektetésébdl szarmazo kamatot figyelmen kiviil hagyja. Befektetésre persze
csak akkor van mod, ha a dijat hosszabb idGszakra elére fizetik.
Viarhato érték dij elv:
D = E[S](1+0),

0 > 0. Ez az el6z6 dij elv kiegészitve egy, a vallalt kockdzattal aranyos biztonsagi
potlékkal.

Variancia dij elv:

D = E[S]+aVar[S],a > 0.

Az el6z6h6z hasonlo, de a biztonsagi potlék a karnagysag variancidjanak egy pozitiv
konstanssal valo szorzata.
Szords dij elv:

D = E[S] + by/Var[S],b > 0.

A biztonsagi potlék a karnagysag szorasanak egy pozitiv konstanssal vald szor-

zata. Vagyonbiztositdsban gyakran alkalmazzik.
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Ezxponencidlis dij elv:
1
D=—InE [¢°],a>0.
«

A egyenértékii hasznossag dij elvbdl is szarmaztathatd, amint ezt latni fogjuk. Pénz-
tigyi befektetések biztositasara alkalmazzak, illetve kiilonb6z6 biztositasi termékek
arazésara dinamikus piacokon.

Eqgyenértékd hasznossdg dij elv: A D dij kielégiti a kovetkezd egyenletet:
w(V)=E[uwV +D-29),

ahol u hasznossagi fliggvény, névekvd és konkav, és V' a biztositd kezdeti vagyona.
Ezzel az egyenlettel talalkoztunk mar az 1. fejezetben. Az egyenlet megoldéasat
"kozOombosségi arnak” is nevezik, hiszen ekkor a biztosité szaméra mindegy, hogy
ezen az aron eladja a biztositasi termékét vagy nem kot szerzGdést.

Belathato, hogy "kis” kockazat esetén a variancia dij elv jol kozeliti az egyenértéki
hasznossag dij elvét, ha az ott szerepls egyiitthatot igy vélasztjuk:

1d (V)
T2 V)’

ahol v/ és u” az u hasznossagi fiiggvény derivaltjai.

Ha az u hasznosségi fiiggvény a kovetkezs: u (v) = —e~* valamilyen pozitiv «
értékre, akkor az egyenértékd hasznossag dij elv éppen az exponencialis dij elvhez
vezet, amint ezt az 1. fejezetben bemutattuk.

Zéro hasznossdg dij elv: Ha bevezetjiik a v(z) = u(V + z) fliiggvényt és a fenti

értékegyenletbe ezt helyettesitjiik be, akkor a
v(0) = Efo(D - 5)]

egyenlethez jutunk. Ennek megoldasat zér6é hasznossag dij elvként emlegetik, bar
nyilvanval6an megegyezik az egyenértéki hasznossig dij elvvel.

A kovetkezé két dij elv elsGsorban azt illusztralja, hogy sajatos megfontolasok is
alkalmazhatok a biztositasi modozathoz illeszkedGen.

Svajer dij elv: A D dij kielégiti a kovetkezs egyenletet:

E[S —pD] = z((1 - p)D),
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ahol 0 < p < 1 és z novekvd konvex fiiggvény. Ez a zér6 hasznossag elve altalanosi-
tasanak tekinthetd.

Holland dij elv: A dijat a kovetkezGképpen hatérozzuk meg:
D =E[S]+0E[(S—pE[S)),],

ahol p > 1és0 < 6 <1, a+ jel az indexben a kifejezés nemnegativ részét jelenti.
Viszontbiztositasban és a tapasztalati dijszabasban alkalmazzak.

Percentilis dij elv: A D dij el6irt p valosziniiséggel fedezi a kart:

D=inf(z: P(S<z)>p)

5.2. Az exponencialis dij elv és a cs6delmélet

Amint a 4. fejezetben lattuk, egy elfogadhatonak tekintett ¢ csGdvaldszintiséggel
osszhangban allo u kezdeti tobblet (év eleji tartalék) konzervativ becslésére a Lund-
berg egyenlGtlenség egyenl@ség formajaban alkalmazando, vagyis a kezdeti tébbletet
az

Ine

U=——

R

Osszefiiggés adja, ahol az R illeszkedési egyiitthatd a kovetkezG egyenlet pozitiv

megoldésa:

E [67‘5] — €TD.

Ha a D dij kiszamitasara a biztosito tarsasag az exponencialis dij elvet alkalmazza

adott a > 0 paraméterrel, akkor a kirott dij a kovetkezé lesz:
1 aS
D=—InE ], a>0.
o
Az R illeszkedési egyiitthato tehéat kielégiti az
E[ers] = ew Bl o B[] = B[]

egyvenletet. Ennek az egyenletnek, mint err6l sz6 volt, egyetlen pozitiv megoldasa

van (ha egyaltalan van megoldasa). Az R = « lathatoan kielégiti az egyenletet és
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a > 0, ezért arra a kovetkeztetésre jutottunk, hogy az egyenlet egyetlen pozitiv
megoldasa: R =a és a = —h‘TE. Igy az exponenciélis dij elv szerint szamitott dij az
elfogadhatonak tekintett ¢ cs6dvaloszintiséggel és az u kezdeti t&bblettel kifejezve a
kovetkezd lesz:

ne 1
D= b [eS] = — g (_E) .
u

Ine
Ha pl. az idGszakra es§ teljes S kdr normdlis eloszldsi, akkor

[S]r2

MS (T) _ eE[S]T+ Var2 ’

ezért a dij igy alakul:

B u Ine  Var[S] (Ine\”
D= e (‘E[5]7+T<7))
gy Verls) e

Lathato, hogy ez a variancia dij elvnek felel meg.

Ha S Osszetett Poisson eloszlasi és a karszam A varhato értéke elég nagy, akkor
az S Osszkar, mint lattuk, normaélis eloszlassal kozelithetd, vagyis a dijszamitasra ez
a formula alkalmazhato.

Ha S 6sszetett Poisson eloszlast, akkor Mg (r) = e*Mx(=1 _ ahol X az eseti

kar nagysaga -, ezért a dij igy alakul:

Ha S &sszetett Poisson eloszlasi és az X eseti kdrnagysag exponencidlis eloszlasi

3 paraméterrel (Erlang modell, 1d. 1. fejezet), akkor My (r) = -2, r < [3, vagyis

B—r’

D=-" . #—1 - Al .
Ine B+ == B+ ==

Ekkor 3, ¢ és u kozott fenn kell, hogy alljon a (5 + lnf >0 e > % Osszefiiggés.

Ha S normalis eloszlast és a dij az u kezdeti tobbletre osztalékot is tartalmaz,

akkor
D =E[S] + (_m_5> VarlSl i .u

U 2
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Ha € és i adott, vizsgaljuk meg, mekkora kezdeti tobblet kell ahhoz, hogy a legala-
csonyabb (legversenyképesebb) dijat allapitsuk meg? Mekkora ez a dij?

-1 —lIne
%—O——TVCLT[S]——FZZ>U—\/V(LT’[S] 5

u2

A dij tehat: D = E[S] + /2i|lnel\/Var [S]

A szorés dij elvhez jutottunk.

5.3. A dij elvek tulajdonsagai

Amikor egy biztositasi termék dijat tervezziik, célszerd ellendrizni, hogy a figye-
lembe vett dij elv rendelkezik-e bizonyos kivanatos tulajdonsagokkal. Néhanyat itt
felsorolunk.

Fiiggetlenség: A dij csak a biztositasi esemény bekovetkezésének valosziniiségétsl
és a bekovetkezhetd kar nagysaganak eloszlasatol fiigg, fliggetlen a tobbi kartol, a
karszamtol, stb.

Biztonsdg: A dij a kar varhato értékénél nem lehet kevesebb.

Mazimdlis kockdzat: Ha a biztositott kockazat nagysiga nem halad meg egy
bizonyos értéket, akkor a dij sem lehet ennél az értéknél nagyobb.

Eltolds invaridns: Ha a kockdzatot egy fix értékkel noveljiik, akkor annak a dija

ugyanazzal a fix értékkel né:
D(S+a)=D(5)+a,

ahol D(S) az S kockazat dijat jeldli.
Skdla invaridns: Ha a kockazatot egy fix értékkel szorozzuk, akkor annak a dija

ugyanazzal a fix értékkel szorzodik:
D(bS) = bD(S).

Az e tulajdonsiggal rokonszenvezGk azzal érvelnek, hogy ez az arbitrazsmentességet
biztositja. Masok azonban tugy vélik, hogy a biztositasi kbtvény nem olyan likvid
értékpapir, hogy akar a biztositd, akar a biztositott hasznot htizhatna abbol, ha ez

a tulajdonsiga a dij elvnek nem teljesiil.
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Additivitas: A skala invariancidhoz hasonl6 tulajdonsag:
D(S+Y)=D(S)+ D(Y).

A szubadditivitas illetve szuperadditivitas tulajdonsagokban az egyenl@ségjelet a <

illetve a > jel helyettesiti.

5.4. Az exponenciilis dij elv kozelitései

A netto dij elvet az exponencialis dij elvbél megkapjuk, ha o — 0:

lim 2M5 (@), Ms (@) prgy
a—0 0% a—0 MS (a)

A variancia dij elv az exponenciélis dij elv masodfoki kozelitésének tekinthetd, ezt

mutatjuk be. Irjuk fel In Mg (o) hatvanysorat:

In Mg (o) = In Mg (0) + (lnMs(lo!é))’\azoa + (lnMs(;))f,‘azo Wi

=FE[Sla+ Var[S]a? + ...

Osszuk el a-val: ez a variancia dij elv a/2 paraméterrel.

5.5. Megbizhat6sagi dij

Amikor a biztosité egy kotvény dijat meghatarozza, altalaban a kockazat varhato
értékébdl indul ki, mégpedig nem egyediil a szoban forgé kotvényre vonatkozodan,
hanem a hasonlo kotvényekkel kapcsolatos kartapasztalatokra épit.

Esszer(i azonban az egyes kotvény (kockézat csoport, stb.) miltbeli kartorténetét
is, amennyiben van és most feltessziik, hogy van, figyelembe venni. A megbizhato-
sagi dij (credibility premium) szamitasanak hatterében altalaban az an. empirikus
Bayes-i megbizhatosdgelméleti modell all. Csak annyit tesziink fel itt, hogy egy id6-
szakban (évben) valamennyi eseti kar fiiggetleniil kovetkezik be és azonos eloszlasi.

Megbizhatosagi dijrol beszéliink, de igazabol a netto dijrol, vagy masként: a "ta-

pasztalati” kar varhato értékérsl van szo6 itt is. A modszer, amit itt bemutatunk,
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rdadasul nem csak a karnagysag varhato értékének, hanem a kirszam varhato érté-
kének a becslésére is alkalmazhato. A tovabbiakban kadrnagysagokrol beszéliink, de
behelyettesithetjiik a "karszam” kifejezést is.

Legyen u: a hasonlé kategoridba tartozd kockazatok - szuperpopulacio - (évi)
atlagos karnagysaga és z°: a szoban forgd kockazatnak (kotvénynek, homogénnek
tekintett alallomanynak, stb.) az id@szakban felmeriils (évi) atlagos karnagysaga.

Ekkor a kockazat megbizhatosagi dija a két adtlagkar konvex kombinacioja:
D=~z+ (1 -7, 0<vy<I1.

A v megbizhatdsigi tényezd annak a mértéke, hogy a biztosité tarsasag mennyire bi-
zik meg a szoban forgo6 kockazat adataiban. Jogos elvarni, hogy v értéke novekedjék,

ha

e novekszik a kockazatrol a tarsasag rendelkezésére allo adatok (évek) széama,

e ha csokken az egyes kockazatokon beliili szorodas a kockdzatok kozotti szoro-

déshoz viszonyitva.
A szamitasokat egy példan mutatjuk be.

5.1. Példa. Az aldbbi tablizatban a szuperpopuldcid 4 kockdzatbol dll: n = 4 és 5
éven dt tapasztalt karadatokat tintetink fel. Hatdrozzuk meg a 2. kockdzat megbiz-
hatosdgr dijat!

Megoldds: A tablazat utols6 harom sordban 1évé adatok mar a szamitésok ered-
ményeit tartalmazzak. A tablazatban feltiintetetteken kiviil a kovetkezd szamitaso-
kat végezziik el:

Az éves atlagok varhato értéke:

Y, 119485,24 80,84 75,8
4 4

w

=90, 2.

Az éves atlagok variancidja, amely a kockazatok kozotti szoroédast fejezi ki:
Z?:l (w— YJ)Q
4—-1
(90,2 — 119)* + (90,2 — 85,2)* + (90,2 — 80, 8)> + (90,2 — 75,8)”
3

V:

= 383,4.
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Kockdzatok: 1 2 3 4
1.év 122 72 87 67
2.év 144 78 71 105
3.év 99 98 88 71
4.év 95 88 88 68
5.év 135 90 70 68

Atlagok - Y; 119 852 80,8 75,8
STV, —Y;)? 1866 420,8 354,8 1075

Varianciak : 466,5 105,2 88,7 268,8

Az egyes kockazatok variancidinak atlaga, amely az egyes kockazatokon beliili,

az évek szerinti szorodast jellemzi az allomany egészére nézve:

466,54 105,2 + 88,7 + 268, 8

E
4

= 232, 3.

Ezutan a megbizhatosagi dij egyiitthatdja igy hatarozhatd meg:

n 5

T = E 2323
n+y o 9+ 53y

=0, 802.

Foglaljuk 6ssze a jeldléseket: n az évek szama, E a kockazatok évek szerinti
szorasnégyzetei becslésének az atlaga, V' az egyes kockdzatokra vonatkozo atlagok
variancidjanak a becslése. A 2. kockazatra () = 85,2, a i becslésére a szuperpo-
puldciéra vonatkozod w szolgdl, ezért a 2. kockdzat megbizhatosagi dija a kovetkez6

lesz: 0,892 - 85,2 40,108 - 90,2 = 85, 7.

5.6. Karmentességi bonusz

A biztosito gyakran dijengedményt ad a kdvetkez6 idGszakra azoknak a biztositottak-
nak, akik az adott idGszakban nem jelentettek be kart, illetve magasabb dijat allapit
meg a bejelentett kartol fliggfen. Ez a bonusz-malusz rendszer, amelynek {6 célja

az, hogy a biztositottat érdekeltté tegye a kirmentességben.
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Ha a biztosit6é mar alkalmazza a béonusz-malusz rendszert, ez azt jelenti, hogy
mar meghatarozott bonusz illetve méalusz osztalyokba sorolta be a kétvényeket. A
kovetkezd idGszak dijainak megéllapitasdhoz tudni szeretné, varhatéan mennyien
tartoznak majd a kovetkezd idészakban az egyes osztdlyokba. Ehhez sziiksége van
az ugynevezett "atmeneti valoszintiségek” matrixara, amelynek 7. soraban és j. osz-
lopdban 4all6 p;; szam azt mutatja meg, mennyi a valdszintisége annak, hogy egy
kotvénytulajdonos az . osztalybol a j. osztalyba lép at. Ha x1, o, ..., z, jelenti az
elsG, a masodik, az r. osztalyban jelenleg lévé kotvények szamat, akkor a kovetkez6

idGszakban az egyes osztalyokba keriil6k varhato szama sorra a kovetkez6 lesz:

I8 T IS
E TiPi1, E TiPi2y +ey E TiPir-
i=1 i=1 i=1

Amint a megfogalmazasbol mar kideriilt, 1ényegében zart allomanyt képzeliink el,
amelybdl nem lépnek ki és amelyhez nem csatlakoznak biztositottak. (Tudjuk, hogy
ez a feltétel csak korlatozott mértékben teljesiilhet.) Az altalanossag megszoritasa
nélkiil feltehetjiik és fel is tessziik itt, hogy x1,xs, ...,z az 1.,2., ..., r. osztalyokban
jelenleg lévé kotvények aranyat képviselik, ezért x; felfoghat6 Ggy, mint annak a va-
loszintisége, hogy egy véletlenszertien kivalasztott kotvény a j. osztalyban van. Ezek
a valoszintiségek évrdl évre valtoznak. Ha a biztosité mar hosszu ideje alkalmazza a
bonusz-malusz rendszert, akkor altaldban stabilizalodik az egyes osztalyokban 1évé
kotvények aranya. Ez az atmeneti valoszintségektdl fligg ugyan, de ésszerd rendsze-
rekben a stabilizalodas véghe megy. E stabil xq, xs, ..., x,, ardnyok természetszertileg

ki kell, hogy elégitsék a kdvetkezs egyenletrendszert:

1+t ... +x, = 1,
szpz] = Ij, j: 1,...,7’.
i=1

Feladatunk az, hogy ezeket a stabil aranyokat: a staciondrius valosziniségeket meg-
hatarozzuk.

A kovetkezs részben felhivjuk az olvasé figyelmét a kdrmentességi bonusz modell
szélesebb elméleti és modszertani kontextusara, majd egy példan bemutatjuk azt az

eljarast, amellyel a stacionarius valészintiségeket meghatarozhatjuk.
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5.6.1. A kirmentességi béonusz modell: Markov lanc

A t-edik évi (xgt), xgt), e xg)) valoszintiségeloszlast a kiindulo: 0-adik évi
(xﬁ“), xéo), ...,$£0)> = (21, xq, ..., x,) valoszintliségeloszlas és az atmeneti valoszintisé-
gek értékei egyértelmtien meghatarozzak.

Vezessiik be a £, valészintiségi valtozot, amely azt irja le, hogy egy véletlensze-
riien kivalasztott kotvény melyik osztalyban van a t-edik évben. Lehetséges értékei
az 1,2, ....,r és a hozzajuk tartozé valoszintségek: P (&, =1i) = xgt) . Vegytik észre,
hogy {&,:t >0, t egész} diszkrét ideji sztochasztikus folyamat, hasonléan a
(diszkrét) karszam folyamathoz, tobblet folyamathoz, amelyekrsl korabban sz6 volt.
Markov folyamatot (Markov lancot) alkot, mert a kovetkezd tulajdonsagokkal ren-
delkezik: 1) A &, -nek véges szami lehetséges értéke van: egy kotvény minden évben
véges szamu “allapot” valamelyikében van; 2) Az, hogy egy kétvény a kovetkezs év-
ben milyen "allapotba” keriil, csak attol fiigg, hogy jelenleg milyen “allapotban” van
és nem fiigg az el6z6 évek torténetétdl; 3) Az atmeneti valoszintiségek évrél-évre val-
tozatlanok; 4) adott a &, valoszintiségi valtozo eloszlasa. Ha mindegyik allapotbdl
minden mas allapotba el6bb-utébb el lehet jutni, akkor az atmeneti valoszintisé-
gek matrixat irreducibilisnek nevezziik. Ahhoz, hogy stacionarius valoszintségek
létezzenek, sziikséges feltétel, hogy az atmeneti valoszintiségek matrixa irreducibilis

legyen.

5.2. Példa. Egy biztosito gépjarmi-biztositdsi kétvényeire a biztositottak 5 szintd
engedményt kapnak, ezek: 0%, 5%, 15%, 30%, 50%. Jelilje xy, xa, ..., x5 az eqyes bo-
nusz osztalyokban jelenleg lévdk ardnydt. Kozottik az dtlépés az alabbiak szerint
torténik: Fgy kdrmentes év ultdn a bizlositolt a kovetkezd osztdlyba lép, vagy az
50%-o0s szinten marad. Ha egy kdr tortént, kettdvel alacsonyabb szintre lép vissza,
vagy csak egqyel, ha az 5%-0s szinten volt, illetve marad, ha a 0%-o0s szinten volt.
Ha kettd vagy tobb kdr torténik, akkor a biztositott a 0%-o0s szintre lép vissza (ott
marad). Minden egyes biztositott karszdima Poisson eloszldst kivet \ wvdrhatd ér-
tékkel. Az dllomdny nagyszamu kotvénybdl dll, a biztosito régota alkalmazza ezt a

bonusz-mdlusz rendszert vdltozatlan szabdlyok szerint, az egyes osztdlyokban lévik,
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illetve kerildk ardnya stabilizdalodott. Hatdrozzuk meqg az eqyes osztdlyokban lévdk
ardnydt: o staciondrius valosziniségeket az dllomdnyon belil. Hatdrozzuk meg az

egyes osztdlyokban lévdk ardnydt, ha A = 0, 2.

Megoldas: El6szor irjuk fel az dtmeneti valoszinitiségek méatrixat. Figyelembe

véve a szabalyokat és a biztositottak karszadm-eloszlasat, a matrix a kovetkezs lesz:

0% 5%  15% 30% 50%
0% 1—e? e 0 0 0
5% 1—e? 0 e* 0 0
15% 1—e? 0 0 e* 0

30% 1—e*=Xe ™ e 0 0 e

50% 1l—e*=Xe™ 0 X 0 e

Ha az zy,xo, ..., x5 értékek stabilak, ki kell, hogy elégitsék a kovetkezG egyenle-
teket.

1 = T1+ o+ X3+ T4+ Ts

x1 = (r1+ 22+ 23) (1 — e_’\) + (x4 + x5) (1 —e M — )\e_’\)
To = xie N+ Awge

T3 = x9e N+ Awse

Ty = :@,e’A

x5 = (24+x5)e?

Ezt az egyenletrendszert kell megoldanunk. Egy megkozelités lehet az alabbi.
Tekintetbe véve az els6 és utolso egyenletet, atalakitjuk a masodik egyenletet, majd
ebbdl a harmadik, negyedik és 6todik egyenletet:

= 1—e =\
Ty = e N — (e*A)2 — 2 \zse N + Az
T3 = (e”\)2 — (e”\)g — 2)\Ts (e’A)2 + 2 x5

Ty = (6_/\)3 — (e_’\)4 — 2)x5 (e_’\)S + 2\ (6_)\)2



5.6. KARMENTESSEGI BONUSZ 117

Felhasznélva, hogy az aranyok Osszege 1, az

()" = s (1-20 (7))
egyenletbdl x5, majd a tobbi egyenletbdl a tobbi ardny kifejezhets. Ha A = 0,2,
akkor x1 = 0,066; 2 = 0,075;x3 = 0,1557; 24 = 0,1275; x5 = 0, 5757.

5.6.2. A dij Loimaranta hatékonysaga

Az egyes boénuszosztalyokban 1évék stabil ardnyai a karszam valdszintiségeloszlasa-
tol és annak paramétereitsl, példankban a Poisson eloszlas A paraméterétdl fiigge-
nek: (zq,xs,...,2,) = (1 (\), 22 (A), ...,z (N)). A tovabbiakban feltessziik, hogy a
karszam A\ paramétert Poisson eloszlast, a gondolatmenet azonban mas eloszlasok
esetében is alkalmazhato.

Az (1 (N), 22 (N), ...,z (\)) ardnyoknak és az egyes bonuszosztalyokban 1évik

(b1, ba, ..., b,) dijelGirasanak ismeretében meghatarozhatjuk az atlagdijat:

b(\) = Z:c (A) b

A (b1, bg, ..., b,) dijelsiras hatékonysagat a b () atlagdij elaszticitasaval mérhet-
jiik, ami lényegében azt mutatja, hany szézalékkal valtozik az atlagdij, ha a kirszam
A varhato értéke 1%-kal n6 - ez a Loimaranta hatékonysag !:

e (M) = ﬁcwd—&”.
A gyakorlatban, ésszert dijak esetében 0 < e (A) < 1. A (by, bo, ..., b,.) dijel6iras annal

hatékonyabb, minél kozelebb van 1-hez.

5.3. Példa. Hatdrozzuk meg a fenti példdiban a b(\) dtlagos dijbevételt, ha A = 0,2
és az egyes osztdlyokban a dijek: (100,95,85,70,50)! Mennyi ekkor a dijeldirds
hatékonysdga?

Megoldds. Ha X\ = 0,2, akkor az atlagos dijbevétel: b(0,2) = 64,68. Ha A = 0,202,
akkor az atlagos dijbevétel b(0,202) = 64,84173, vagyis a varhaté karszam 1%-os

novekedése az atlagdij negyedszazalékos novekedését vonja maga utan.

'Ld. Kaas et al. (2001), Loimaranta (1972). A koncepci6t altalanositjak pl. De Pril (1978) és
Borgan et all. (1981)
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5.7. Gyakorlati feladatok

1. Gondoljuk végig, hogy a skala invariancia tulajdonsig nem teljesiilése miért és
hogyan tartalmazza arbitrazs lehetGségét! Mit jelent ebbdl a szempontbol a szubad-
ditivitas illetve szuperadditivitas?

2. Vegyiik sorra a felsorolt dij elveket és allapitsuk meg, hogy a felsorolt tulajdon-
sadgok koziil melyekkel rendelkeznek!

3. A kotvények szama a portfolioban n, egy kotvényre p valoszintiséggel kovetkezik
be kar és a relativ biztonsagi potlék 0. Az egyes kotvények karigényei egyméstol
fiiggetlenek. A kar nagysaga, ha a kar bektvetkezik, § paramétert exponencialis
eloszlasti. A biztosito kezdeti tobblete: u, a biztosité altal elfogadhaté csédvaloszi-
ntiség: .

Legyen n — 1000; 8 = 0,1; 0 = 0,1; p = 0,05; ¢ — 8 %.

a) Mennyi lesz az allomany teljes dijbevétele, ha a varhato érték dij elvet alkal-
mazzuk?

b) Mennyi lesz az allomany teljes dijbevétele, ha az exponencialis dij elvet al-
kalmazzuk, a teljes kar Osszetett Poisson eloszlasu (vagyis a karszam binomidlis
eloszlasat Poisson eloszlassal kozelitjiik) és u = 3517

¢) Mennyi lesz az allomany teljes dijbevétele, ha az exponencialis dij elvet alkal-
mazzuk, a teljes kir normalis eloszlasa és u = 3517

d) Mennyi lesz annak a valoszintisége, hogy az el6z6 pontban megallapitott dij
fedezi a kart?

e) Mennyi lesz az allomany teljes dijbevétele és mennyi legyen a kezdeti tobblet
(sajat téke), ha az exponencialis dij elvet alkalmazzuk, a teljes kar normalis eloszlasa,
a kezdeti tobbletre 10%-os osztalékot is beépitiink a dijba, de ezen feltételek mellett

versenyképes dij megallapitasara toreksziink?



6. fejezet

TARTALEK

Nem-életbiztositasban el6fordul, hogy a teljes fizetendd kar egy kotvény esetében
joval a dijfizetéssel lefedett idGszak utan valik csak ismertté. Késedelem meriilhet
fel a karesemény és annak bejelentése illetve a karbejelentés és annak rendezése ko-
zOtt. A karrendezés raadéasul tobb részletben is torténhet. A karbejelentés és a
karrendezés gyakori és elkeriilhetetlen késedelme miatt nem lehet mindig pontosan
meghatarozni az egy kotvényre kifizetendd teljes kiar nagysagat a dijfizetéssel lefe-
dett idGszak végén, ezért a biztositd meg kell, hogy becsiilje a fiigg6ben maradt kar
nagysagat, és erre biztositastechnikai tartalékot kell képeznie, fedezends a még hat-
raléve kotelezettségeit. A tartalékolas kiilonb6z6 modszerekkel torténhet a kockazat
természetétsl fiiggben. Lehet tartalékolni kotvényenként, kareseményenként vagy
allomanyonként (portfolionként).

A fiiggs karok tartaleka (IBNS: Incurred But Not Settled): a dijjal fedezett

biztositasi id6szak végéig nem rendezett karok tartaléka tovabbi két részre oszthato:

e IBNR (Incurred But Not Reported): Mar bekovetkezett, de még be nem je-

lentett: kései karok tartaléka;

e RBNS (Reported But Not Settled): Mar bejelentett, de még nem teljes egé-

szében rendezett karok tartaléka.

Az aktuariusok figyelme elsGsorban az IBNR kéarok tartalékanak meghatarozasara

iranyul. Megjegyezziik azonban, hogy e médszerek alkalmasak az IBNS és ezen beliil
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az RBNS tartalék meghatarozasara is.

Az IBNR tartalék meghatérozasira szamos determinisztikus és sztochasztikus
statisztikai modszert fejlesztettek ki. E modszerek mindegyike elGszor a multbeli
adatokat foglalja 0ssze, rendezi és megkisérel szabalyossagot feltarni a karrendezések
(kdrnagysag és karszam) kifutasaban, majd szamba véve a varhato valtozasokat (pl.
az inflacio, a biztositasi dontéseket érintd torvénykezési, birdi gyakorlat valtozasa,
makrogazdasagi tényezdk, stb), a feltart szabalyossagot alkalmazza a jovendd kései

kar és tartaléka becsléséhez.

A multbeli adatok Osszefoglaldsa és mindsitése a modszerek ésszert alkalmaza-
sanak igen fontos feltétele. Gyakran el6fordul, hogy egyes adatok hidnyoznak vagy
lathatolag irrealisak, korrekcidra szorulnak. Minthogy az IBNR tartalékmoédszerek
multbeli trendet feltarva becsiilik meg a jovendst, ezért az adatok szélsGséges érté-
keket csak nagyon indokolt esetben tartalmazhatnak. Az adatok eldkészitése tehat
figyelmet és alapossagot igényel. Mint minden statisztikai modszerre, az IBNR tar-
talék modszerekre is fennall, hogy nem vezethetnek "pontos” eredményre, vagyis
az eredményt mindsiteni kell. Lehetnek olyan miltbeli trendek példaul, amelyeket
nehéz vagy lehetetlen megmagyarazni, vagy kétségek meriilhetnek fel afelél, vajon
az eddigi trend folytatédik-e a jovében - ilyenkor nagy bizalommal nem lehetiink
a jov6beni karokra kapott becslés irant. Vagy ha a miltbeli adatok oly mértékben
szorodnak, hogy nehéz barmiféle szabalyossagot feltarni, akkor akarmelyik modszert
alkalmazzuk is mechanikusan, a kapott eredmény megbizhatosagaban kételkedniink
kell. Bizonytalansdgunkat noveli az is, hogy még akkor is, ha multbeli adataink
megfelelGen stabil és megmagyarazhato szabélyossagot mutatnak, a kiilénb6z6 mod-
szerek kiilonb6z6 eredményekre vezetnek. Ha a biztosité tarsasag leteszi a vokséat
egy modszer mellett, az azzal az elénnyel jar, hogy az egyik évrél a masikra kapott
(és adott) adatok 6sszehasonlithatok. Gyakori az is, hogy a tarsasag tobb modszert

alkalmaz, de az eredményeket kombinélja, pl. bizonyos stlyozott atlagukat tekinti.

A moédszerek kozotti valasztast befolyasolja példaul az a kérdés, hogy a képzends
tartalék meghatarozasaban vajon igazitsuk-e a miltbeli adatokat és a jovébeli be-

csiilt karosszegeket a bekovetkezett illetve becsiilt inflacidhoz, vegyiik-e figyelembe
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a tartalék befektetésébdl szarmazhaté hozamot. A modszerek egy része, mindenek-
el6tt a legrégibb és maig legnépszertibb "lanclétra modszer” lehetévé teszi ezt. Van
azonban olyan nézet, amely szerint inflaciét nem kellene figyelembe venni, mert a
multbeli adatok magukban foglaljak a bekdvetkezett inflaciot, amelyet ezért elGre
vetitenénk. A "szeparacidés modszer” példaul a kifizetett karosszeget szorzat forma-
jaban fogja fel, amelynek egyik tényezGje a karesemény naptari évét, a masik a kései
kar kifizetésének naptéari évét és a harmadik a késedelem idGtartaméat jellemzi. E
tényez6k a kiils6 hatasokra és a tarsasidg belsé szabalyozasaban beallt valtozasokra
és ily modon a karkifutési adatok dinamikus voltara reflektalnak. Egy masik prob-
léma az, hogy a legutdbbi években bekiévetkezett kireseményekrsl még nagyon kevés
adatunk van. Kérdés, vajon az ez id6 alatt bekovetkezett kiilsé és belsé valtozasok
a karkifutasok alakulasat mennyire valtoztatjdk meg a kordbban bekovetkezett ka-
resemények karkifutdsanak alakuldsahoz képest. Ezt a problémét probalja kezelni
a Cape Cod modszer azzal, hogy az IBNR tartalék értékét a veszteségaranyra (kar-
hényadra) épitve hatarozza meg, és ebbdl szamitja ki a teljes karosszeg értékét -
szemben a méasik két modszerrel, amelyek a teljes karosszeget hatarozzak meg, és
ebbdl levonva a méar teljesitett kifizetéseket adjak meg az IBNR tartalékot. E mod-

szert, itt nem ismertetjiik, de az olvasonak szives figyelmébe ajanljuk.

Barmelyik modszert alkalmazzuk is, az IBNR karok varhato értékét tudjuk csak
meghatarozni, a kar azonban valoszintségi valtozo, amelyet az eloszlasdval tudnank
jellemezni. Ha adataink és a meghatdrozanddé IBNR kartartalék egy elegendGen
nagy, elegendéen homogén allomanyrol szoélnak, akkor az allomény adott naptari
évre vonatkoz6 Osszkara, benne a mar kifizetett karosszeg és a kései kar nagysaga
is normalis eloszlastnak tekinthets. Az eloszlast a varhato értékével és a szorésaval
tudjuk megadni. A varhato értéket valamelyik IBNR tartalékmodszerrel becsiilni
tudjuk. A szoras becslésére is lehetGséget nyujtanak a multbeli adatok, de ez kiilén
eljarast igényel, része az adatelemzésnek — és f6ként annak, hogy az egyes években
keletkezett és az egyes kifutasi években kifizetett Gsszeg mint valdszintségi valtozo
eloszlasarol mit tételeziink fel. Ha példaul Poisson eloszlasunak feltételezziik, akkor

a variancia, ha exponencialisnak, akkor a szoras egyenlé a varhaté értékkel. A
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becsiilt varhato érték és szoras birtokdban vilaszt adhatunk arra a kérdésre, legalabb
mennyit kell tartalékolnunk az IBNR karokra ahhoz, hogy a tartalék ésszertien adott
(pl. 70%-o0s) valészintiséggel fedezze a ma még nem ismert, a jovében fedezendd
IBNR kéarokat. Minthogy egy normélis eloszlast valoszintiségi valtozé barmilyen
nagy lehetséges értéket felvehet, igaz, egyre csokkend valdszintiséggel, ezért ésszerd
feltenni - és megvalaszolni - azt a kérdést is, legfeljebb mennyit kell tartalékolnunk,
ha nem akarunk tulbiztositani, azaz megelégsziink azzal, hogy a tartalék pl. 90%-
os valosziniiséggel fedezze a kart. E két valoszintiséget a biztositod tarsasag belss

szabalyzataban rogzitheti is.

A kovetkezGkben el6szor bemutatjuk az tn. kifutasi haromszoget, amely vala-
mennyi fliggékartartalék-képzési modszer alapja. Ezutdn a két legnépszertibb tar-
talékképzési modszert, a lanclétra modszert és a szeparacios modszert ismertetjiik.
Egységes koncepcionélis keretbe foglaljuk ket azaltal, hogy entropiaprogramozasi

modellként fogjuk fel az IBNR tartalékolas probléméjat.

A modellek kiilonb6zéségeibdl adodoan a modszerek természetszeriileg kiilon-
b6z6 eredményekre vezetnek. A kapott eredmények “helyességét”, a szobanforgd biz-
tositotarsasag, biztositasi allomany leirasara valo alkalmassagat azzal tesztelhetjiik
példaul, hogy az egyes modszerekkel visszamendlegesen becsiilhets kirokat Ossze-
hasonlitjuk a ténylegesen bekdévetkezett karokkal. Mindharom moédszer b6 teret ad
az aktuariusi megitélésnek, konkrét alkalmazasukkor szamos kérdést az aktudrius
dont el, ilyen pl. a karkifizetési hanyadosok kivalasztasa ésszerii kereteken beliil,
az eredmények kombinécidja, a feltételezések ellendrzése. A kar keletkezési évét
feltiintethetjiik a keletkezés naptari évével, de a vizsgélt idGszak kezd6 évét feltiin-
tethetjiik 0-adik évként, stb. A “kifutési év” azt mutatja, hogy a keletkezési évhez
képest hanyadik naptéari évrél beszéliink. A 0-adik kifutési évben fizetjiik ki azt a
kardsszeget, amelyet a keletkezés évében fizetiink, az els6 kifutési évben azt, ame-
lyet a keletkezés évét kovets évben fizetiink ki, sth. Hangstlyozzuk, hogy a leirdsban
jelzett idGszakok lehetnek évek, honapok, negyedévek, stb., a modszerek lényegét a

valasztott id6egység nem érinti.
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6.1. A kifutasi hdiromszog

Jelblések:

C;; + az i. évben bekovetkezd kareseményekre a j. kifutasi évben kifizetett
karosszeg, 1 = 0,1,...,n; 7 =0,1,...,n; valdészintségi valtozo realizicidja, ha 1 4+ j <
n;

Xi; = i:o Cir  az 1. évben bekovetkez§ kareseményekre a j. kifutdsi évig
bezarolag kifizetett (halmozott) kardsszeg, i = 0,1, ...,n; 7 =0,1,...,n.

n + 1 : az évek szama.

Xin—i 1 azi. évben bekovetkezett kareseményekre eddig, a vizsgalat id6pontjaig
bezarolag ténylegesen kifizetett kardsszeg, i = 0,1, ..., n.

Ajiaj. és g — 1. kifutasi évig felhalmozott karkifizetések hanyadosa, valoszint-
ségi valtozo, j =1,...,n.

H; = ﬁ Me,j = 0,1,...,n—1; H, = 1 : kirfelhalmozasi tényez§ (Loss

k=j+1
Development Factor: LDF).

L;,= Hi] : késedelmi tényez6 (Lag Factor) : a j. kifutasi évvel bezarolag kifizetett
kardsszegnek a teljes karhoz mért aranya, 5 = 0,1, ..., n.

X; = lim;_ Xj; : az i. id6szakban bekovetkezett kareseményekhez kapcsol6do
teljes kardsszeg, 1 = 0,1, ..., n.

P; : az i. idGszakban befolyt dij, i = 0,1, ..., n.

Yi=X, — Xini (i =0,1,...,n) az i. id6szakban bekovetkezett kirok IBNR
tartaléka.

Az IBNR tartalék becslésére szolgdlé modszerek az tn. kifutasi haromszoghdl

indulnak ki. Ez egy olyan n 4+ 1 x n 4+ 1 méreti matrixhoz tartozik, amelynek n + 1

sora a karesemények 0., 1.,...,n. bekovetkezési éveit képviselik, n + 1 oszlopa pedig
a 0.,1.,...,n. kifutasi éveket. A matrix bal fels¢ felében, a jobb felsé sarokboél a bal

als6 sarokba vezetd atlot is beleértve, a ténylegesen kifizetett karosszegeket tiintetjiik
fel, i = 0,1,...,n; 7 =0,1,....,n; 7 < n —i; a matrix jobb als6 sarkidban pedig az
egyes keletkezési évekhez tartozd és a hatralévd kifutasi években kifizetenddé kar

varhato értekét. A {C;;} és {X;;} tablazatokat (i = 0,1,..,n; j =0,1,...,n; j <
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n — i) egyarant kifutasi haromszogeknek nevezziik. Az IBNR karokat az n. évet
kovets évekre becsiiljiik, vagyis azt hatarozzuk meg, mennyi a becsiilt teljes kar
és az egyes években bekovetkezett karokra ténylegesen kifizetett X;,_; halmozott
karosszeg kiilonbsége.

Ha nem tételezhetjiik fel, hogy a karkifizetés “kifut” n + 1 év alatt, barmi legyen
is a keletkezés éve, akkor a kifutasi haromszog elsé sorat kiegészitjiik az els6 évben
(idgszakban) keletkezett kareseményhez kapcsolodo tn. fiiggs kar-értékekkel, meg-
adjuk tehéat azt, hogy az n+ 1. év letelte utdn vélelmiink szerint mennyi kar lesz még
esedékes a kovetkez6 évekre. Ha két vagy tobb évre is feltételeziink még fiigg6ben
marado karokat, akkor a tobbi keletkezési évre is megadjuk a megfelels fiiggGkar
feltételezésiinket. Felmeriilhet a kérdés, hogyan hatarozzuk meg, mennyi kar marad
fiigg6ben az n + 1 kifutasi év utan. Statisztikai médszereket alkalmazhatunk ennek
a meghatarozasara. Pl. fiiggvényt illesztiink az éves kifizetések Osszegeire, és igy
tanulmanyozzuk, hogyan csengenek le, a fiiggvény alakjabol kovetkeztetiink arra,
hogy még mennyi kotelezettségiink van hatra, a fiiggében marado kotelezettségiink
a fiiggs kar nélkiil szamitott teljes kardsszeg milyen aranyat képviseli - a tovabbi ke-
letkezési évekre ezutan ezzel az ardnnyal szamolunk. Megjegyezziik azonban, hogy
az aktuariusi megitélés feliilbiralhatja, akar helyettesitheti ezeket a szdmitasokat.

A modszerek ismertetésénél erre nem tériink ki azért, hogy ne vessziink el a
jelolések rengetegében. Ennek megfelelGen a bemutatott példédk sem tartalmaznak

az n+1. kifutasi év utan még fiiggGben lévs karok becslésére vonatkozo szamitasokat.

6.2. A lanclétra modszer

A modszer a kovetkezs feltevésekre éptil: (1) Két egymast kovetd kifutasi év hal-
mozott karai hanyadosanak a varhato értéke nem fiigg az eredet - a kiresemény
bekovetkezésének - évétsl, sem pedig a szoban forgd kifutasi éveket megel6z6 karki-
fizetésektdl, csak a kifutés évétdl, vagyis a karesemény ota eltelt idészakok szamatol.
E feltételes varhato érték tehat igy irhato fel:

X
A = B | Y

| Xilv ceey Xi,j—l

ij—1



6.2. A LANCLETRA MODSZER, 125

(2) Kiilonboz6 keletkezési évekre vonatkozo halmozott karkifizetések mint valoszi-
niiségi valtozok vektorai fiiggetlenek egymastol. (3) Az {X,;} kifutasi haromszogre

fennall, hogy > X;; 1 pozitiv minden j =1,...,n indexre.
i<n—j
Az algoritmus a kovetkezd:

1. Lépés: Meghatéarozzuk a \; karkifizetési hanyadosok A_J becslését a kovetkezd

modon:
> Xij

~ i<n—j

N=—t  i=1,..n
! Z Xi,jfl

i<n—j
2. Lépés: Meghatéarozzuk a H; karfelhalmozasi tényezdk és az L; késedelmi tényezék

becslését a kovetkezd modon:
— — — — 1
H= ] % ji=01.,n-1 H =1 L;==, j=0,1,..n
k=j H;
=j+1
3. Lépés: Meghatarozzuk az egyes idGszakokban bekovetkezett kareseményekhez
kapcsolodo teljes kardsszeg és az IBNR kar becslését a kovetkezd modon:

X = Xis s = 228 Vi = X = Xy = (1 - Loy) i
| Lnii 7 Lnfi

;1=20,1,...,n.

Megjegyzések.

A karkifizetési hanyadosok A_] becslésére mas modszereket is alkalmaznak a gya-
korlatban, koziiliikk a miltbeli adatok birtokaban és lattan az aktuarius meggyo-
z6dése szerint valaszt vagy sajat modszert alakit ki. Bemutatunk tovabbi négy

lehetGséget:

e csak az utols6é n — k karkeletkezési évet vessziik figyelembe:

>, Xij

— k<i<n—j

\j=——=——, haj=0,..n—k N\j=1,haj>n—k;
J Z Xi,jfl j ) I ) ] j )
k<i<n—j
Xi,j
N . X i— .
e a soronkénti hanyadosok atlagat képezziik: \; = %, 7=0,1,...,m;

e a soronkénti hanyadosok atlagat képezziik, de csak az utols6 n — k karkelet-
%]

kezési évet vessziik figyelembe: \; = %, haj=0,1,..n—k \ =

1, haj>n—Fk;
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e A soronkénti hanyadosok atlagat képezziik, de kihagyjuk az extra nagy, vagy

extra kis karkifizetési értékeket tartalmazo sorokat.

A lanclétra modszer elénye az egyszertisége. Hatranyai is vannak azonban. Kér-
dés, hogy a feltevéseket helytallonak tekinthetjiik-e az adott helyzetre. A karfelhal-
mozasi tényezGk valoszintiségi valtozok hanyadosai szorzatainak a varhato értékei,
amelyek becslését szorzat formaban: a halmozott kdrok hanyadosai varhatd érté-
kei becsléseinek szorzataiként frunk fel. Ez azt implikdlja, hogy a szorzat varhato
értékét a varhato értékek szorzataként adjuk meg, vagyis vélelmezziik a tényezk
korrelalatlansagat, ami eléggé alaptalan feltevésnek tekinthets. Erzékeny az adatok
kis valtozaséra is.

Az L; késedelmi tényezd jelentésére ravilagit a modszer, tekintsiik a magyaraza-
tot. Az X, teljes karosszeg és az eddig Osszesen bejelentett X;,,_; Osszeg illetve az

Y; IBNR tartalékar kozott fennall az
Xi,nfi == Lnfi : Xi7 Y; = (1 - Ln71> : Xz

osszefliggés, ami azt mutatja, hogy a teljes kirosszeg L,_;-100%-at jelentették be
eddig, vagyis a tartalék a teljes kar (1 — L,,_;) -100%-a kell, hogy legyen. Ez felveti
a dijtartalék problémajat, arra utal, hogy a teljes dij L,_;-100%-at tekinthetjiik
megszolgaltnak. Ez maga utan vonja, hogy az % végs6 veszteségarany (karhanyad)

igy irhato fel:
X; Xin—i

P, Lo B

6.1. Példa. A biztosito 2010-2015 év kézitti késer kdr kifizetéseire vonatkozo ada-
tait tartalmazza az aldbbi kifutdsi hdromszog. A 2016. év elején vagyunk, és felté-
telezziik, hogy ot év alatt minden kdreseményt rendezink, vagyis a 2015-ben kelet-
kezetteket is leghkésébb 2020-ig. Szdamoljuk ki, mennyi tartalékot kell a biztositonak
képeznie a 6.1. tablazatban foglalt adatok - tapasztalatok - alapjin ahhoz, hogy a
2015. éuvig bekdvetkezett, tehdt dijfizetéssel fedezett, de még nem jelentett kdrokat

vdrhatoan fedezni tudja.

(A 6.1. tablazatban szerepls és a tovabbiakban szamitott értékek millio Ft-ban

értendGk. A szamok természetesen csak a példa céljait szolgaljak.)
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6.1. tablazat. A karkifizetések kifutési haromszoge

Keletkezési | Kifutasi évek

évek 0 1 2 3 4 5
2010 400 220 120 50 30 23
2011 500 413 193 159 64

2012 543 340 232 184

2013 652 660 310

2014 739 220

2015 752

Itt pl. a 2011. év sordban és az 1 kifutasi év oszlopaban talalhato 413 szam azt
mutatja, hogy a biztosité 413 (millio Ft)-t fizetett ki olyan karokra, amelyek 2011-
ben keletkeztek, de veliik kapcsolatos kotelezettségei e részének tudomasara csak a
kovetkezs évben jutott, ezért kifizetése is csak ekkor valt esedékessé. Igy a bal also
sarokbol a jobb fels6 sarokba vezetd atloban 16vé szadmok Gsszege: 752 + 220 + 310
+ 184 + 64 + 23 = 1553 a biztositot 2015-ben terhels olyan koltség, amely az el6zé

5 évben és 2015-ben bekovetkezett kireseményekbdl szarmazik.

A példa megoldasakor vegyiik figyelembe az inflaciot is - amennyiben ezt elha-
nyagol(hat)juk, akkor minden inflaciés szorz6 természetszeriileg 1. Feltessziik, hogy
az Osszes kiadas minden év kozepén meriil fel. A tédblazatban szerepld Ft-értékeket
és az ezutdn kovetkezs ot évre szamitand6 varhatdé IBNR karokat egységes pénz-
ben fogjuk megadni, ez lehet az értékek barmely valasztott idépontbeli jelenértéke.

Legyen ez itt a 2015. jinius 30-a4n érvényes forint.

Megoldds. Ahhoz, hogy Osszehasonlitasra alkalmas moédon egységes pénznemben
irjuk fel a karértékeket, meg kell adnunk a multbeli és a jovGbeli (feltételezett)
inflaciot.

t stz
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valamint a kovetkez8 ot évre feltételezett befektetési hozamratat a 6.2. tablazatban

foglaljuk 6ssze. Feltiintetjiik az adatoknak megfelels inflaciés szorzokat és a hozam-

ratakat is figyelembe vevs indexalési tényezdket is. Minden adatunk kerekitett

6.2. tablazat. Inflacio és hozam

Inflacioés Inflacios Hozam-rata | Indexalasi
rata szorz) tényez6k
(ezrelékben)| (ezredekben)| (ezrelékben) | (ezredekben)
2010.jl.1.-2011.jtn.30. | 100 1 469
2011.jtl.1.-2012.j6n.30. | 90 1335
2012.jl.1.-2013.jtn.30. | 80 1225
2013.j6l.1.-2014.jtn.30. | 70 1134
2014.jl.1.-2015.j4n.30. | 60 1 060
2015.jul.1.-2015.dec.31. | 0 1 000
2016.jan.1.-2016.j(n.30. | 50 70 1 050
2016.jl.1.-2017.jGn.30. | 50 70 1103
2017.jtl.1.-2018.jtn.30. | 45 65 1152
2018.j0l.1.-2019.jtn.30. | 40 60 1198
2019.j1l.1.-2020.jtn.30. | 35 55 1 240

Ezeknek megfelelen atszamoljuk a 6.1. tablazatban szereplé karértékeket!, és

feltiintetjiik a 6.3. tablazatban, majd a 6.4. tabldzatban az inflacioval korrigalt

halmozott kirkifizetéseket.

Azt feltételezziik, hogy a kovetkezd évek kései kar-kifizetései megfelelnek az eddigi

I+ Az IBNR tartalék szamitasara bemutatott példakban a tablazatok a Fabian Csaba altal irt

EXCEL szoftverrel késziiltek.
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6.3. tablazat. A kifutasi haromszog jelenértéken

Keletkezési | Kifutasi évek

évek 0 1 2 3 4 5
2010 587 294 147 57 32 23
2011 668 506 219 169 64

2012 665 386 246 184

2013 739 700 310

2014 783 220

2015 752

6.4. tablazat. A halmozott karkifizetések kifutasi haromszoge

Keletkezési | Kifutasi évek

évek 0 1 2 3 4 5
2010 587 881 1028 1 085 1117 1140
2011 668 1173 1392 1 561 1625

2012 665 1051 1297 1481

2013 739 1439 1749

2014 783 1003

2015 752
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tapasztalatoknak abban az értelemben, hogy a karokra a j. kifutési évvel bezarolag
és a j -1. évvel bezarolag Osszesen Kkifizetett Gsszegek aranya stabilnak tekinthetd.
Adatainkra tAmaszkodva ezekre az aranyokra és az ezekbdl szamitott karfelhalmozasi
és késedelmi tényezGkre a becsléseket az algoritmusban leirt médon szamitjuk ki, és

osszefoglaljuk Sket a 6.5. tablazatban.

6.5. tablazat. Trendek

Kifutasi aranyok (lambda)

1,611 | 1,203 1, 110 1, 036 1, 021 1, 000
A A2 A3 A As
karfelhalmozasi tényez6k (H)

2,275 | 1,412 1, 174 1, 058 1, 021 1, 000
Hy H, H, Hy Hy Hs
késedelmi tényezsk (L)

0, 439 0, 708 0, 852 0, 946 0, 980 1, 000
Ly L L, Ly Ly Ls

Ezen aranyok segitségével készitiink becslést a 2016-2020 évekig varhato karokra
2015. juniusi arakon. A halmozott karkifizetések tablazatanak eddig ki nem toltott
részét hatarozzuk meg ily modon (Id. 6.6. tablazat).

Példaként: varhatdéan 1388 a biztositonak az 2014. évben keletkezett kar alapjan
4 éven at, azaz a 2018. évig bezaroan fizetendd kitelezettsége, ez a 2014. év soraban
és a 4. kifutasi évnek megfelels oszlopban talalhato szam, amelyet gy kaptunk, hogy
a 3. kifutési évre szamitott becslésiinket: 1340-t megszoroztuk Ay, = 1,036 - tal.

A hidnyzé halmozott kéarkifizetéseket, beleértve az utolsé oszlopban taldlhato
teljes karosszegeket is, kozvetleniil a E karfelhalmozasi tényezGk segitségével is sza-
molhatjuk. A teljes karosszegeket, a ténylegesen eddigi felhalmozott karkifizetéseket
és kiilonbségiiket: az IBNR tartalék becslését 2015. juniusi arakon a 6.7. tablazat
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6.6. tablazat. A halmozott karkifizetések matrixa

Keletkezési | Kifutasi évek

évek 0 1 2 3 4 5
2010 587 881 1028 1 085 1117 1140
2011 668 1173 1392 1 561 1625 1 658
2012 665 1 051 1297 1481 1534 |1 566
2013 739 1439 1749 1942 | 2012 |2 053
2014 783 1 003 1207 |1340 |1388 |1417
2015 752 1212 | 1458 |1618 |1677 |1711

foglalja Gssze.

A modell josdganak ellenérzése érdekében készithetiink egy masik halmozott kér-
kifizetések matrixat, amelyben az eredeti kifutasi haromszoég helyén a modszerrel
becsiilt multbeli értékeket tiintetjiik fel, és vizsgaljuk a két kifutasi haromszog: a
tényleges és a becsiilt értékeinek az eltérését (szézalékos aranyban, a kiilonbségek
négyzetosszege vagy mas eltérésfiiggvény segitségével). Ttt gy kaptuk a becsiilt ér-
tékeket, hogy a 0. kifutési évben kifizetett értékre tamaszkodtunk, és a megfeleld

karfelhalmozasi tényezével szoroztuk a matrix megel6z6 oszlopanak elemeit.

Ha a kovetkez6 évek inflaciojat és befektetési lehetdségeinket is figyelembe akar-
juk venni, akkor tovabb szamolunk. A halmozott karkifizetések tablazatabol megha-
tarozzuk az egyes években keletkezett kidreseményekbdl szarmazo éves kotelezettsé-
geket a 2015. évet kovetd évekre, eldszor 2015. juniusi arakon. Esedékes kiadasaink
azonban a kifizetéskor érvényes Ft-ban meriilnek majd fel, ezért at kell &ket sza-
molnunk a feltétezett inflacios szorzok segitségével. Amit tartalékolnunk kell, még-
sem ezek az Osszegek, hiszen a tartalékot befektetjiik, vagyis rajta a felhasznélas
idépontjara hozam keletkezik. A 6.9. téblazat a kifizetéskor sziikséges Gsszegeket

tartalmazza az egyes keletkezési, illetve kifutési éveknek megfelelGen.
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6.7. tablazat. IBNR tartalék 2015. janiusi Ft-ban

Keletkezési Teljes karosszeg | Ténylegesen kifizetett | IBNR Tartalék
évek

2010 1140 1140 0

2011 1 658 1625 33

2012 1 566 1481 85

2013 2 053 1749 304

2014 1417 1003 414

2015 1711 752 959

Osszesen: | 9 545 7 750 1795

6.8. tablazat. A kifutasi haromszog becsiilt értékei

Keletkezési | Kifutasi évek

évek 0 1 2 3 4 5
2010 587 947 1139 1 264 1 310 1337
2011 668 1 076 1 294 1 436 1 488

2012 665 1072 1 289 1431

2013 739 1192 1433

2014 783 1262

2015 752
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6.9. tablazat. Jovends karkifizetések a keletkezés éve szerint

Keletkezési | Kifutasi évek

évek 1 2 3 4 5 Osszesen
2010

2011 35 35

2012 56 35 91

2013 202 78 48 328
2014 214 146 56 34 450
2015 483 271 185 70 43 1 052
Osszesen: 1 956
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Végiil osszefoglaljuk a kovetkezé 6t évben varhato Osszes kifizetéseket és ezek

fedezetére a 2015. év végén képzends tartalékokat a 6.10. tablazatban.

6.10. tablazat. Jovends karkifizetések és tartalék a kifizetés éve szerint

Jovendd karkifizetések

Sziikséges tartalék

2016 990 925
2017 530 463
2018 288 237
2019 104 81
2020 43 31

Megjegyezziik, hogy az inflacio figyelembe vétele nem kotelezd, a tartalék jovébeli

hozama lehet a tarsasag eredménye. Ha a jovébeli varhato kifizetéseket az inflacioval

diszkontaljuk, akkor a jelenlegi szabalyozés szerint a kiilonbdzetet ki kell mutatni,

és pl. annak értékével a szavatolo téke fedezetet csdkkenteni kell.
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Fontos, hogy a modellezett helyzetnek megfelels "inflaciot” vegyiink figyelembe.
Tizbiztositasban pl. az épitési drak alakulasa lehet ez, személyi sériilések esetén a

kiess jovedelem (elmaradt haszon) alakulésa, stb.

6.3. A szeparacios modszer

A szeparacios modszer azt feltételezi, hogy a karadatok (a halmozott kardsszegek
noévekmeényei) olyan tényezok szorzataként irhatok fel, amelyek a keletkezési évre, a
kifutasi évre és a kifizetések naptari évére jellemzdék. Tovébbi jeloléseket vezetiink
be:

rj: ateljes kdrnak az a varhato aranya, amelyet a j. kifutasi évben jelentenek be:
Y r; = 1. Azzal a feltevéssel éliink, hogy ezek az aranyok fiiggetlenek a keletkezés
éveétdl.

diy;: a naptari évre jellemz6 tényezs (ez foglalja magaban pl. az inflaciot, poli-
tikai, torvénykezési valtozasokat, stb.);

N; : a kdresemények szama az eredet évében;

B;; = (]’:}} :az 1. évben keletkezett kareseményekre es6 karkifizetés a j. kifutasi
évben, Cij = Xij - Xi,j—la j = 1, ceey N
fntj @ az n. évet kovetd j. évben a feltételezett éves inflacio.

Az algoritmus a kovetkezd feltevésre épiil:

E[Cij]IC'Ni'Tj‘(si+j<:>

E[C;j]
N;

=c-rj 045, 1=0,1,...,n; j=0,..,n.
[tt ¢ ardnyossagi tényezs, amelyet az aktuariusi irodalomban szokasos modon fel-
tiintetiink, de a tovabbiakban csak a c - d;4; szorzatban jelenik meg.

A jobb oldalon 1év§ szorzatot ugy foghatjuk fel i < n—j indexekre, mint a kifutasi
haromszog bal fels6 sarkdban all6 multbeli becsiilt adatokat szorzat formaban, a
tobbi ¢ indexre pedig a jovébeli varhato kifizetéseket a kovetkezd n évre. Ha e
varhato kifizetéseket meghatarozzuk, akkor megkapjuk az egyes keletkezési évekre
eso teljes varhato karosszeget, az IBNR tartalékot, illetve az egyes évekre képzendd

tartalék értékeit is, amint ezt a lanclétra modszer alkalmazasanal lattuk mar.
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Ha a tényleges N; karszam becslése rendelkezésiinkre all, és szamitasainkban N;
értékére ezt hasznaljuk, akkor a tényadatok bal fels6 haromszogének egyes sorait
ezekkel a karszamokkal osztva a szadmitando r; és c - d;1; értékek becsléseit e ki-
futasi haromszog diagonalis Osszegeit felhasznélva egy egyszerii eljaras segitségével

meghatarozhatjuk. A diagonalis 6sszegek ugyanis a kovetkezdk lesznek:

dOZC'T0'50
d1:c-r0-51+c-7°1-51ZC(T0+7’1)51

dg:C'T0'52+C'T1'52+C'T2~52:C<T0+7‘1+7’2)(52

dn,1 = C(?”O + ™ + ...+ 'I"nfl) (57171 = C(l — 'I"n) (Snfl

dy=c(ro+ri+..+r)d0p=c-o,

Az algoritmus ezt az egyszerii eljarast tartalmazza. Az algoritmus leirasidban minden
szamitott érték becslés, amit azonban azért nem jeldliink, mert a hosszas képletek

lefrasat és Attekintését ezzel megnehezitenénk.
Az algoritmus.

0. Lépés: Irjuk fel a tényleges C;; karosszegekbdl alkotott felsé kifutdsi harom-

szoget, osszuk el a sorokat az adott IV; kdrszamokkal (becslésekkel): ujabb kifutési

haromszoget kapunk a B;; = ?\}’ értékekbdl. Hatarozzuk meg a

do = Bo,d1 = By + Biyg,...,dn = Boy + Bin—1 + ... + By

diagonéalis Gsszegeket.
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1. Lépés: Végezziik el sorban a kovetkezs szamitasokat:

Bon—1+Bin-1

rnil - cdntcdn_1

dn72
1—rpn—rn—1

C: 5n—2 =

r Bon—2+B1,n_2+Ban_2
n=2 = T, cOn_1+con_2

2. Lépés: A c-6, és az r; értékek birtokdban meghatéarozzuk az atlagos karkifizetések
{B;;} matrixanak also kifutasi haromszogét a kovetkezé modon: Az i =1,..,n;j =

1,...,n,i 4 j > n indexekre 6,,; = d, és
Bij :C'(SH_]"’I“]' :C'(Sn'T’j

Megszorozzuk a sorokat az adott karszamokkal, igy megkapjuk az egyes évek karki-
fizetései {C;;} matrixanak also kifutasi haromszogét, a becsiilt varhato karkifizeté-
seket.

3. Lépés: A becsiilt inflacidos adatok segitségével az i = 1,...,n indexekre a
becsiilt varhato karkifizetéseket megszorozzuk a megfelel§ inflacios szorzoval, és a

{C;;} matrix als6 haromszégének 4j értékeit a kovetkezéképpen kapjuk:

Cl=cio I L+ farr), n=j>n—i

0<k<j
Megallapitjuk az egyes keletkezési évekre es¢ IBNR tartalékokat illetve teljes ka-
rosszeget.
Megjeqyzések.
Felmeriilhet a kérdés, hogyan hatarozzuk meg az N; karszamokat. Nyilvantarté-
sunkbol csak az eddig bejelentett karokra deriil fény, mikdzben N; magéban foglalja
azokat a kareseményeket is, amelyekrél a biztositonak még nincs tudomasa. Statisz-

tikai modszereket alkalmazhatunk annak a becslésére, hogy az egyes kifutasi években
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a kdresemények hany szazalékat jelentik be. Pl. kiindulunk a leghosszabb torténettel
bir6 els6 keletkezési év bejelentéseinek az egyes kifutési évekre es6 ardnyaibol. Egy
fiiggvényt illesztve e karszamokra (vagy azok halmozott értékeire) tanulméanyozzuk,
hogyan csengenek le a keletkezési évre vonatkozd karok 1j bejelentései (rendszerint
nagyon gyorsan). A fiiggvény alakjabol lehet kovetkeztetni arra, hogy még mennyi
van hatra. A szoban forgo keletkezési évre Gsszesen bejelentett kirszam és a be-
csiilt hatralévs j bejelentés-szam Osszegébdl kiszamithatjuk, hogy egy adott évben
a keletkezett karok varhatoéan hany szazalékat jelentik be ugyanabban az évben, a
kovetkez6ben, és igy tovabb - ezeknek az Gsszege természetszeriileg 100. Ezeknek
az ardnyoknak a birtokdban a tovabbi években keletkezett karok teljes szamat agy
lehet megbecsiilni, hogy Osszevetjiik a karszdm tényleges kifutasét illetve aranyait a
kiszamitott ardnyokkal. Hangsilyozzuk ismét, hogy az aktuariusi megitélés a sza-
mitasokat helyettesitheti, illetve eredményeit feliilbiralhatja.

A szeparacidos modszer itt leirt és leggyakrabban alkalmazott valtozataban az
{r;} és {cdiy;} értékek becsléseit hatarozzuk meg, és ezek birtokdban szamoljuk
az IBNR tartalékot illetve a teljes karkifizetést. E becsiilt paraméterek segitségé-
vel azonban becslést adhatunk arra is, mekkorak lennének a multbeli karkifizetések
az egyes keletkezési évek és kifutasi évek tekintetében, ha értékiik a feltételezett
szabalyt kdvetné. A kovetkeztetés, amit ebbdl levonhatunk, ismét kétirany:

(a) Az 7arany” modszer ("ratio method”) arra az elképzelésre épiil, hogy ha a
multbeli tényleges kifizetések meghaladjak a miltra vonatkozoé varhato kifizetése-
ket, akkor a varhato jovend§ kifizetéseket is ennek ardnyaban kell felfelé igazitani és
forditva, ha kisebbek annél, akkor lefelé kell a varhato jovendd kifizetéseket kiigazi-
tani.

(b) A "teljes karkifizetés” modszer ("total payment method”) ezzel ellentétes fel-
fogast tiikkroz, nevezetesen azt, hogy a teljes varhaté kar fix, rogzitett érték. Ha
tehat a miltbeli varhato kifizetések meghaladjak a tényleges kifizetéseket, akkor a

jovébelieknek ugyanannyival kisebbeknek kell lenniiik a becsiiltnél és forditva.

6.2. Példa. Haszndljuk fel ismét a lanclétra mddszerben bemutatott értékeket. A

6.11. tdablizat 2015. juntusi millio Ft-ban tinteti fel az egyes évek kdrkifizetései
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{Ci;} mdtrizdnak felsd kifutdsi haromszogét, és tartalmazza az egyes évek kdrszimait

18.

6.11. tablazat. Kifutasi haromszog (2015. janiusi millio Ft-ban) és a karszamok

Keletkezési | Kifutasi évek A karok
évek 0 1 2 3 4 5 szama
2010 587 294 147 57 32 23 20

2011 668 506 219 169 64 18

2012 665 386 246 184 21

2013 739 700 310 20

2014 783 220 20

2015 752 22

A feltételezett inflacio és a megfelels inflacids szorzok, amelyeket ahhoz kell alkal-
maznunk, hogy lassuk, nomindlisan milyen kotelezettségeink lesznek az adott évben,

a kovetkezd évekre a 6.12. tablazat foglalja Gssze.

6.12. tablazat. Becsiilt inflacié ezredekben és az inflaciés szorzok

2015.j 1.1.-2016.jtn.30. | 50 | 1,050

2016.j0l.1.-2017.j4n.30. | 50 | 1,103

2017.jl.1.-2018.jtn.30. | 45 | 1,152

2018.j0l.1.-2019.jtn.30. | 40 | 1,198

2019.j0l.1.-2020.jtn.30. | 35 | 1,240

Hatarozzuk meg az IBNR tartalékot és a teljes kardsszeget az egyes keletkezési
évekre.

Mennyi lesz a teljes kardsszeg, ha
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1. az "arany” modszert alkalmazzuk?
2. a "teljes karkifizetés” modszert alkalmazzuk?

Megoldds. A szamitasok soran kerekitett értékeket tiintetiink fel.
Kezdjiik a 0. Lépéssel: Osszuk el a sorokat a karszamokkal: a 6.13. tablazatban
megkapjuk az egy kareseményre juto atlagos karGsszegek {B;;} métrixat. Ebbdl

felirjuk a diagonalis Osszegeket ezeket tartalmazza a 6.14. tablazat.

6.13. tablazat. A kifutasi matrix atlagos karkifizetésekkel

Keletkezési | Kifutasi évek

évek 0 1 2 3 4 5
2010 29, 350 | 14, 700 7,350 | 2,850 | 1,600 | 1,150
2011 37, 111 28, 111 12, 167 | 9, 389 | 3, 556

2012 31, 667 | 18, 381 11, 714 | 8, 762

2013 36, 950 | 35, 000 15, 500

2014 39, 150 | 11, 000

2015 34, 182

6.14. tablazat. A kifutasi matrix atlos Gsszegei kifizetési évenként

2010

2011

2012

2013

2014

2015

29, 350

51, 811

67, 128

70, 348

96, 853

74, 149

Az 1. Lépésben meghatarozzuk az egyes kifutasi évekhez tartozo r; kifutasi ara-

nyok és a 2010-2015 évekhez tartozd, a kiilsé hatasokat kifejezd c - 0,4, szorzok

becsléseit, 1d. 6.15. tablazat.

ATt 6 A1d 4 : . _ Boows . 1,15 _ .
Az r5 értéket példaul igy kaptuk: r5 = s = T @ ¢ 901044 Ertéket pedig
P _ dy _ 96853
fgy: ¢ 0201014 = 17557 = T-0.016-
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6.15. tablazat. A c- ;1 szorzok és az r; kifutasi ardnyok

A kiils6 hatasokat kifejez6 szorzdok

2010 2011 2012 2013 2014 2015

64, 732 71, 480 77, 219 73, 693 98, 379 | 74, 149

A kifutasi aranyok

0 1 2 3 4 5

0, 453 0, 271 0, 144 0, 085 0,030 |0, 016

A 2. Lépésben meghatarozzuk a matrix als6 haromszogét, és egyben megszoroz-

zuk a sorokat a karszamokkal, 1d. 6.16. tablazat.

6.16. tablazat. A kifutasi matrix és a mar kifizetett kar

Keletkezési | Kifutasi évek Osszesen | Kifizetve
évek 0 1 2 3 4 |5 [9335 7751
2010 587 | 294 | 147 | 57 | 32|23 | 1140 1140
2011 668 | 506 | 219 | 169 | 64 | 21 | 1647 1626
2012 665 | 386 | 246 | 184 | 47 | 24 | 1552 1481
2013 739 | 700 | 310 | 126 | 44 | 23 | 1942 1749
2014 783 | 220 | 214 | 126 | 44 | 23 | 1410 1003
2015 752 | 443 | 236 | 139 | 49 | 25 | 1644 752

A 3. Lépésben: A jovendd karkifizetéseket igazitjuk az inflaicidhoz, 1d. 6.17. tab-

lazat.
Osszefoglaljuk az egyes keletkezési évekre esG IBNR tartalékokat és a teljes ké-
rosszeget a 6.18. és 6.19. tablazatokban.

Foglalkozzunk feladatunk mésodik részével.



6.3. A SZEPARACIOS MODSZER

6.17. tablazat. A jovendo karkifizetések inflacioval korrigalva

Keletkezési | Kifutasi évek Osszesen:
évek 0 1 2 3 4 5

2011 22 22

2012 49 27 76

2013 133 |49 26 208

2014 225 139 51 28 443

2015 465 | 260 | 160 | 58 31 974
Osszesen: 1723

6.18. tablazat.

Szamitott IBNR tartalék a karok keletkezési éve szerint

Kifizetési év | IBNR tartalék | Ténylegesen kifizetve | Teljes kar
2010 0 1140 1140
2011 22 1626 1648
2012 76 1481 1557
2013 208 1749 1957
2014 443 1003 1446
2015 974 752 1726
Osszesen: 1723 7751 9474

141
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6.19. tablazat. Jovends karkifizetések a kifizetés éve szerint

Kifizetési év | IBNR: J6vendé karkifizetések
2016 893

2017 475

2018 238

2019 86

2020 31

Osszesen: 1723

2. A teljes kardsszeg meghatarozasara elGszor bemutatjuk az “ardny” modszer

alkalmazasat.

Helyettesitsiik a {C;;} matrix felsé kifutasi haromszogében szerepld tényleges
értékeket azok varhato értékével: a c- 0,4, és rj tényezdk és a kdrszdmok szorzataval.

Ekkor a 6.20. tablazatot kapjuk.

Foglaljuk 6ssze az eredeti és ezen tablazat alapjan 2015. janiusig bezarolag a
tényleges és varhato kifizetések halmozott Gsszegét az eredet évei szerint. Hatéroz-
zuk meg a tényleges és a varhato kifizetések halmozott dsszegének a hanyadosait,
és ezzel a hanyadossal szorozzuk meg a kapott IBNR tartalékokat: igy nyerjiik az
“arany” modszer alapjan szamitott korrigalt IBNR tartalékot, amelyet a 6.21. tab-

lazat mutat be.

A 7teljes kdrkifizetés” maodszer alkalmazasahoz vegyiik ismét a varhato karkifize-
tések méatrixat. Hatarozzuk meg a teljes varhato kart, és ebbdl vonjuk ki a 2015.
junius 30-ig ténylegesen kifizetett karosszegeket. Igy nyerjiik a “teljes karkifizetés”
modszer alapjan szamitott korrigalt IBNR tartalékot, amelyet a 6.22. tablazat mu-
tat be. Negativ tartalékot természetesen nem képziink, a kapott eredmény tehét

csak informacio az aktuarius szamaéra.
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6.20. tablazat. A varhato kifizetések kifutasi haromszoge

Keletkezési | Kifutasi évek Teljes kar | Varhatoan kifizetve
évek 0 1 2 3 4 |5

2010 586 | 387 | 222 | 125 | 59 | 24 | 1403 1403

2011 583 | 377 | 191 | 151 | 40 | 22 | 1364 1342

2012 735 [ 419 | 297 | 132 | 49 | 27 | 1659 1583

2013 668 | 533 | 214 | 133 | 49 | 26 | 1623 1415

2014 891 | 402 | 225 | 139 | 51 | 28 | 1736 1293

2015 739 | 465 | 260 | 160 | 58 | 31 | 1713 739

6.21. tablazat. Korrigalt IBNR: ardny modszer

Keletkezési év | Szamitott Ténylegesen / Korrigalt IBNR:
IBNR tartalék | varhatoan kifizetve | Arany modszer

2010 0 1140/1403 0

2011 22 1626,/1342 27

2012 76 1481/1583 71

2013 208 1749/1415 257

2014 443 1003/1293 344

2015 974 752/739 991

Osszesen: 1723 1690
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6.22.
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tablazat. Korrigalt IBNR: teljes karkifizetés modszer

Kifizetési év

Teljes varhaté kar

Ténylegesen kifizetve

Korrigalt
IBNR:
teljes karkifize-

tés
2010 1403 1140 263
2011 1364 1626 -262
2012 1659 1481 178
2013 1623 1749 -126
2014 1736 1003 733
2015 1713 752 961
Osszesen: 9498 7751 1747




6.4. MODELLEZES ENTROPIA-PROGRAMOZASSAL 145

6.4. Modellezés entréopia—programozassal

Egészitsiik ki a kifutasi haromszoget a sor- ill. oszloposszegekkel, ezeket tartalmazza

a 6.23. tablazat utolso sora és oszlopa, T'= ¥ A; = ¥ B;:

6.23. tablazat. Kifutési hairomszog

Keletkezési | Kifutasi évek

évek 0 1 ... | n-1 n

0 Coo Cor e Con | Ao

1 Cio Cn coo | G A,

n-1 Cnfl,O Cn71,1 A,

n Chno A,
By B, B,; |B, | T

Elsfordul, hogy a kifutési haromszog tényadatai koziil egyesek hianyoznak, pl.
azért, mert lathatéan megbizhatatlan némelyik adat, vagy méas okbol, vagy egyesek
lehetnek negativ vagy nulla értékiek. Nevezzik ezeket tiltott celldknak. Ilyenek
megléte modositja a modellt, elsGsorban azaltal, hogy ha ezeket a cellakat a szami-
tasokbol kihagyjuk, csokkentjiik a valtozok szamat. E helyzet aprolékosabb elemzést
igényelne, az itt kdvetkezs targyalasban tiltott cellat nem engediink meg. Feltessziik,
hogy a Cj;, ésigyaz A;, B; (1 = 0, ..., n; j = 0, ..., n) paraméterek pozitivok.

A tablazat atloi az egyes naptari évek kifizetési adatait tartalmazzak, a benniik
szerepl6 értékek Osszege az egyes években Osszesen kifizetett karérték. Feladatunk
az, hogy e tényadatokra tdmaszkodva egy kifutasi trendet modellezziink, és elké-
szitslink egy matrixot, amelynek jobb als6 haromszogét az egyes keletkezési évekhez
illetve a hatra 1évd kifutasi évekhez tartozé becsiilt varhato karkifizetések toltik ki,
bal fels6 haromszoge pedig egy olyan kifutasi haromszog, amelyet a modell szerint

az elmult idGszakra ,yarnank”. A tablazat szerkezete azt a feltételezést implikalja,



146 6. FEJEZET: TARTALEK

hogy az elmilt n+1 évben bekiovetkezett kareseményekhez kapcsolodo karkifizetések
a kovetkez6 n évben kifutnak. Modellezési megfontolasaink azonban akkor is ér-
vényben maradnak, ha a kifutasi évek szama a keletkezési évek szamanal tobb vagy
kevesebb.

Részben a lanclétra modszer elméleti megalapozasat elGsegitend6 sziilettek olyan
modszerek, amelyek a karértékek vagy az ezekbdl szamitott halmozott karkifizetések
(rendszerint az exponencialis csaladhoz tartozo) valoszintiségi eloszlasara vonatkozo
feltételezéseket tartalmaznak és zommel tn. loglinearis modellhez vezetnek. Itt
az a célunk, hogy egy mas Osszefiiggésbe: az altaldnositott entropia-programozés
nytjtotta elméleti keretbe helyezziik az IBNR kar tartaléka problémat, és egyben
entropia-programozasi elméleti megalapozast is nytjtsunk a lanclétra modszerre. A
modell alkalmazasa a karértékek egy mas elrendezése esetén a szeparacios modszer-
hez vezet — errdl a fejezet végén lesz sz6.

Vegyiik észre azt, hogy a kifutasi hadromszogben foglalt értékek a T egységnyi kar-
kifizetés (kdrszam, stb.) egy realizélt eloszlasat képviselik a keletkezési év - kifutési
év cellak kozott, valoszintiségi eloszlast, ha (a feltevés szerint pozitiv) adatainkat
T-vel elosztjuk. Modelliinkben csak a kifutasi haromszég sor- és oszlopOsszegeit

tekintjiik adottnak, mas adatot nem hasznalunk fel.

A modell gondolatmenete

Az els6 kérdés az, hogy a sor- és oszloposszegek ismeretében ésszertien milyen moédon
osztjuk el a szoban forgd T értéket a cellak kozott, mi a teljes kifizetett T Osszeg
Jgazi” eloszlasa. Ha erre egy modell forméajaban sikeriil valaszolnunk, akkor az
is kideriil, mit gondolhatunk a jovérsl. Vegyiik észre elGszor, hogy ha a sor- és
oszlopdsszegeket sem ismernénk, nem lenne okunk arra, hogy kiilonbséget tegyiink a
cellak kozott, vagyis minden celldba ugyanakkora értéket helyeznénk: ,egyenletesen”
osztandnk el a T Osszeget. A sor- és oszloposszegek ismeretében ezért olyan x;;
eloszlast kell keresniink (i = 0,...,n;j =0 ,..., n; i+j < n), amely ezen (diszkrét)
egyenletes eloszlastol a legkevésbé tér el.

Az eltérésfiiggvényeket két tulajdonsag jellemzi: (i) nemnegativok; (ii) értékiik
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0 akkor és csak akkor, ha a két vektor, amelynek eltérését mérjiik, egyenls. Nem
kotjilik ki sem a szimmetriat, sem a tranzitivitast, sem a haromszog-egyenlStlenséget.

Feladatunk altalanossagban tehat a kévetkezs:

S S d(zy, R) — min

1=0 j:i+j<n

Z Tij = Ai7 1= 0, ., n
jitj<n

Z Tij = Bj, ] = 07 N
14+ j<n

ahol gondolatmenetiink szerint R = 2T /(n+1)(n+2), vagyis az egyes cellakba egyen-
16en es6 értékek. A matematikai kezelhetGség érdekében feltessziik, hogy a d eltérés-
fiiggvény az elsg valtozojanak szigortian konvex és differencidlhato fiiggvénye. (Az
z;; >0,i=0,..,n, 7 =0,...,n eldirassal nem éliink.)

A feladat megoldasa tehat a T karosszeg egy olyan eloszlasa az (i,j) cellak kézott,
amelynek az egyenletestsl valo eltérése a legkisebb, egy a prioritasainkat tiikroz6
eltérésfiiggvény alkalmazasa mellett. A megoldés szerkezete irAnymutato arra nézve,
hogy a mar bekoévetkezett, de teljes egészében még nem rendezett karok esetében
milyen lesz varhatoan a jovendd karkifizetések eloszlasa és nagysaga. Kézenfekvd,
hogy a jovendé karkifizetések becslése ,,josagat” is az alkalmazott célfiiggvény szerinti
eltéréssel mérjiik.

Megjegyezziik, hogy egy (v1, ..., Ym) vektornak egy (21, ..., zmm) vektortol valo elté-
rését mérs fliggvényeknek kiemelked§ jelent&ségl csoportjat alkotjak a Csiszar féle
¢-divergencia korébe tartozok illetve az in. Bregman fliggvények. Ko6zéjiik tartozik:

e a Kullback-Leibler relativ entropia-eltérés: > (yZ In# + 2 — yi>;
i=1 '

m
e ennek a véiltozok forditott sorrendjét tartalmazoé valtozata: (zi In z— + oy — zi)
i=1 !
2
« X (Va- Vi)
=
= 2
e a négyzetes eltérés: Y (z; — y;)";
i=1
m
e a Burg entropia: ) (— In 2+ 2 — 1> .

i=1

Y
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Kiilonboz6 eltérésfiiggvények — entropiaszert fiiggvények - alkalmazasa kiilon-
bo6z6 feladatokhoz és megoldasokhoz vezet. A négyzetes eltérés kivételével a felso-
rolt fiiggvényekkel csak pozitiv vektorok eltérését mérhetjik. A modellt a Kullback-

Leibler relativ entropia alkalmazasa esetén vessziik részletesen szemiigyre.

A koévetkez6 konvex programozasi feladatot vizsgaljuk:

i Z (xij In IIZ%J + R— xij) — min

1=0 j:i+j5<n

Z $ij:Aia ZZO,...,TL
Jritjsn

> =B, j=0,..n
i i+j<n

Nem tiintettiik fel az x;; > 0, 1 = 0,...,n, j = 0,...,n feltételt, de lathato, hogy a
célfiiggvény értelmezési tartoményanak és a megengedett megoldasok halmazanak
kozos része nem tartalmaz negativ komponenssel bird elemet.
A modell tulajdonségainak az elemzéséhez a nemlinearis programozéis optimali-
tasra és dualitasra vonatkozo, fiiggelékben 6sszefoglalt eredményeit alkalmazzuk.
Megéllapitjuk, hogy a modellnek mindig van a feltételeket kielégité pozitiv meg-
engedett megoldasa: a rendelkezésiinkre 4ll6 C;; tényadatok altal alkotott megoldas.
Vegyiik észre, hogy a Zn: > (l’ij In%2 + R — xij) célfiiggvény minimalizalasa

R
=0 j:14+j5<n
egy egyszertibb fiiggvény minimalizalasaval ekvivalens. Bemutatjuk az atalakitast:

i=0j:itj<n
n n n n

=> >, wmjlnzy =3 Y wylmR+Y >, R—-3 >
i=0j: it5<n i=0 j: itj<n i=0 j: itj<n i=0 j: itj<n

Mivel a méasodik és harmadik tag - a feltételek teljesiilése esetén - konstanssa va-
lik, ezért a modell célfiiggvényét a > > (x;; Inax;; — x;;)célfiiggvénnyel fogjuk

1=0j:1+j5<n
helyettesiteni. Megoldandé feladatunk a kovetkez6:

n
Z Z (Iij In ZIZ'ij — IEU) — min
1=0j:i+j<n

(E]_) Z *Tij:Ai’ i:O,...,n

jriti<n

Z xij:Bj; jIO,...,TL

i i+j<n
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Minthogy x Inx tart 0-hoz, ha x tart 0-hoz, ezért a célfiiggvényt kiterjeszthetjiik a 0
értékd valtozokra is a Oln0 = 0 alkalmazasaval. Ezzel a célfiiggvény értelmezési tar-
toméanyanak és a megengedett megoldasok halmazanak k6zos része korlatos és zart
halmazz4 valt, amelyen, ha nemiires, a folytonos célfiiggvény felveszi a minimumat.
A célfiiggvény szigortan konvex volta miatt a feladatnak legfeljebb egy minimum
pontja van. Mivel a feladatnak van pozitiv megengedett megoldasa, ezért, mint ezt
Klafszky (1974), illetve Fang, Rajasekera és Tsao (1997) bizonyitotték, az egyetlen
optimélis megoldésa pozitiv. Erre épiil a kdvetkezd allités.

1. Allitas: Léteznek olyan {u}, vi; i =0,..,n; j=0,..,n} értékek, hogy az (E1)
modell egyetlen pozitiv optimalis {x;}; 1=0,...,n; J=0,...,n; 14+ 75 < n} megoldé-
sanak komponenseire fennéll, hogy z}; = etie, illetve az of = e, B = e'i helyet-
tesitést alkalmazva: zj; = o3, af >0,5; >0, i=0,..,n; j=0,..,n; i+j<n.

Bizonyitas: A modell dualis feladata a kdvetkezé:

S Y (gl -+ Y (Az' - 2 Iz’j) Yy (Bj - 2 xz’j)

1=07:i+j<n =0 Jrit+j<n Jj=0 i i4j<n

— max

Inz;; —u;—v;=0,1=0,...,n; 7=0,...,n; t + 5 < n.
Wolfe dualitasi tétele értelmében — amelynek feltételei teljesiilnek: a modell célfiigg-
vénye konvex és differencialhato az optimélis {z};;i = 0,...,n;5 =0, ..., n;i+j < n}
pontban, a feladat regularis - léteznek olyan uj,vi; i =0,...,n; j =0,...,n értékek,

i =0,.,n; J=0,..,n; 1+ 7 < n egyiit-

hogy ui,vi; i =0,...,n; 7 =0,...,n, x7;

tesen megengedett és egyben optimalis megoldéasat alkotjak a dualis feladatnak. A
Inz;; —u; —v; = 0 egyenletet ekvivalens atalakitassal és helyettesitéssel felirhatjuk az

ryy = eve’; illetve x; = a5, ; > 0,8; > 0 alakban. Ezzel az &llitast belattuk.

*

. pur vl
i = ete

Az optimalis megoldas tehat a kovetkezd formékban kereshets: x

illetve xj; = ajf,a; > 0,6; >0,i=0,....,n; j =0,...,n; i+j < n, ahol az u},vj,

illetve af, 37 valtozok ki kell, hogy elégitsék a kovetkezd egyenletrendszereket:
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Modelliink megoldasa tehat a két egyenletrendszer valamelyikének a megoldasaval
ekvivalens. Alkalmazzuk a (*) tn. loglinearis alakot tartalmazo egyenletrendszert,
és hatarozzuk meg a modell megoldéasat az 7, = a;8;; 0 =0,...,n; 7 =0,...,n; i +
j < n formaban. Vegyiik észre, hogy a 2(n + 1) valtozot tartalmazo 2(n + 1)
egyenlet Osszefiigg. Alaposabb vizsgélat utan belathatjuk, hogy a feltételeket alkoto
egyenletrendszer matrixanak rangja pontosan 2n + 1, ezért mind a (*), mind a (*¥)
egvenletrendszernek egy szabadsigfoka van. Egy kiegészits feltétel beiktatasaval

egyértelmiivé tehetjiik a megoldast, e feltételként a kovetkezét valasztjuk:

Zﬁj =1
j=0

Lathato, hogy ekkor {a;;i = 0,...,n} éppen az i-edik évben bekovetkezett kare-
seményekhez kapcsolodo teljes kirkifizetést jelenti, {5;;7 = 0,...,n} pedig a teljes
karosszegnek az egyes kifutési évekhez tartoz6 aranyéat.

A modell megoldasaként a kifutasi haromszog bal fels6 sarkdnak igazi” értékeit
hatarozzuk meg. Esszertinek ttinik — {a;;4 = 0,...,n} és {855 =0,...,n} ismereté-

ben - a jovendd varhato karkifizetések becslésére is a modell struktirajat alkalmazni:
Ty =af;1+7>n

Kérdés, ezt a megoldast kapjuk-e akkor is, ha a modell megoldésabol adodoé és az
egyes keletkezési évekre vonatkozd varhato teljes karértékek illetve az egyes kifutési
évekre vonatkozo varhato teljes karértékek ismeretében ismét alkalmazzuk a kiin-
dulo megfontolasunkat, vagyis hogy az egyenleteshez legkozelebbi eloszlast keressiik

keletkezési év — kifutasi év felbontasban.

Rogritsiik az (E1) feladat optimalis megoldasat:

* * . .
af = e Bi=¢e%, i=0,.,n7=0,..,n;

i, = off;, i=0,...,n7=0,.,ni+j<n,

és tekintsiik a kovetkezd optimalizalasi feladatot, amelyben A; =a,i1=0,...,n
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n
. I % * g .
és B, =07 a;,j=0,..,n:
i=0

z Z (xij In CCij — mij) — min
=0 7=0
7=0

n

! .
YTy =B, j=0,..,n
i=0

A kérdés mas megfogalmazasban az, vajon az (E2) feladatnak
{xij =ajf;;1=0,..,n;j =0, ...,n}fe az optimélis megoldésa.

2. Allitas: Az (E1) feladat optimalis {xfj =a;f;,1=0,.n;5=0,..,n5i+j < n}
megoldasabol szamitott {:Eij = a;‘ﬁj,i =0,..n;7=0,..., n} optimélis megoldasa az
(E2) feladatnak.

Bizonyités. Irjuk fel az (F2) modell Kuhn-Tucker feladatat:

n
! .
zi; =A4;,1=0,...,n
~

j
n !/
YT =B, j=0,...,n
i=0
vy =B, 1=0,...,n; j=0,..n.
Mivel
% Lt k%
o = Oéiaﬁj = ﬁjaxij = Oéiﬁj

kielégiti e feladat feltételeit, ezért — az optimalitéas elégséges feltételérsl sz6l6 Kuhn-

Tucker tétel értelmében - az allitas kovetkezik.

Algoritmus a modell megoldasara.

A = jel6lés jelentése a kovetkezs: legyen egyenld.
0. Lépés: ag := Ag; 3, := E—Z;Vn =1,Uy := ap; k := 1.

cLépés: Vi p = Vikrr — Brrn

Vn—k ?

Bn_k

1
2. LépéSZ ap = A Uk = Uk—l + g
3. Lepes: B3, == =

4. Lépés: Ha k = n : meghatarozzuk az z;; = «;5;,1 = 0,..n;7 = 0,...,n

értékeket, amelyek az olyan (i,j) indexpéarokra, amelyekre i+j > n, a jovdbeli, ha
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1+ 7 < n, akkor a multbeli varhato kéarkifizetések becslései. Ezzel az eljaras véget
ér. Ha k <n:k:=k+1 és folytatjuk az eljarast az 1. Lépéssel.

3. Allitas: Az itt leirt eljaras eredménye megegyezik a lanclétra modszer ered-
ményével.

Bizonyités: Ugyanazokat a miiveleteket hajtjuk végre, csak a sorrend kiilonbozik.
Ennek a megfontolasat az olvaséra hagyjuk.

Végiil, a kapott megoldas ,,josdganak” mérésére ismét a Kullback-Leibler relativ

entropia-eltérést alkalmazzuk a multbeli szdmitott és a realizalt karkifizetések elté-
résének meghatarozasara:

n n+l—:

Z Z (aiﬁj In aé—i] + Cij — Oéiﬁj>

i=0 j=0
Lathato, hogy csak abban az esetben alkalmazhato, ha a multbeli realizalt C;; kar-
kifizetések értéke pozitiv.

Arra jutottunk, hogy a modell megoldasdnak komponensei a kadresemény beko-
vetkezési évétdl és a kifutas évétdl fliged tényezdk szorzataként allnak els. Az els6
feltétel csoport a kifutasi haromszog soraira, a masodik pedig az oszlopaira vonatko-
zik, nyilvanvalo, hogy a dualis valtozok a bekovetkezési évek illetve kifutasi éveknek
a karkifizetésre gyakorolt hatisat magyarazzak. Ez tovabbi kérdéseket is felvet,
példaul: milyen médon érvényesiilnek ezek a hatasok, ha méas eltérés fiiggvényt va-
lasztunk célfiiggvényként. Ha tovabbi feltételeket is tamasztunk, pl. a karkifizetések
éveire vonatkozoan, Gjabb magyarazé valtozok jelennek meg, amelyeknek az IBNR

tartalék-képzéssel Osszefiiggs tartalom adhato.

6.5. Gyakorl6 feladatok

1. Mutassuk meg, hogy a bemutatott modell megoldasa valoban a lanclétra mod-
szerrel kapott eredményt adja.

2. Induljunk ki a 6.1. tablazatban foglalt kifutdsi haromszogbhdl. Azt felté-
telezziik, hogy e tablazat adatait gy kaptuk, hogy az eredeti kifutasi haromszog

sorait mar elosztottuk a megfelels keletkezési évek becsiilt kdrszdmaival, amint ezt a
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szeparacios modszer alkalmazasakor tessziik. Adatainkat most atrendezziik a kovet-
kez&képen: az oszlopok valtozatlanul a kifutasi éveket képviselik, a sorok azonban a

kifizetés éveit:

Kifizetési | Kifutasi évek

évek 0 1 2 3 4 5
2010 400

2011 500 220

2012 543 413 120

2013 652 340 193 50

2014 739 660 232 159 30

2015 752 220 310 184 64 23

Mutassuk meg, hogy a szepardcios modszer kiils§ hatésokat kifejezd szorzoihoz,
illetve a kifutasi aranyaihoz jutunk, ha az (E1) entropia-programozasi modellt a
feladatnak erre a forméajara alkalmazzuk, e feladat sorosszegeit és oszlopOsszegeit
tekintjiik adottnak, és a bal als6 haromszog “igazi” értékeit hatarozzuk meg a szorzat
forméajaban.

3. Mutassuk meg, hogy a bemutatott (E1) modell megoldasa valoban a lanclétra

modszerrel kapott eredményt adja.
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7. fejezet

ESZKOZ-KOTELEZETTSEG
MENEDZSMENT (ALM)

Pénzintézetek, kiilonosen életbiztositd tarsasagok befektetési stratégidjukat toreked-
nek gy megvalasztani, hogy a befektetési portfoliojukbol szarmazéd jovedelmeik
minden iddszakban lehetévé tegyék a kotelezettségeik zavartalan teljesitését. Ugy
allitjak Ossze befektetési portfoliojukat, hogy a befektetési idépontok és a befekte-
tett eszkozokbdl szarmaz6 pénzaramlas idGpontjai és nagysaga is dsszhangban le-
gyenek a biztositasi portfoliojukkal: a biztositottakkal szemben fenndllo szerz&déses
kotelezettségeikkel - beleértve a dijfizetéseket is, amelyek eszkozként: negativ ko-
telezettségként foghatok fel. Ezt az eljarast hivjak eszkoz-forras menedzsmentnek,
eszkoz-kotelezettség menedzsmentnek, eszkoz-kotelezettség illesztésnek is, az angol
roviditésnek megfelelGen ALM-ként (Asset-Liability Management, Asset-Liability
Matching) hivatkoznak ra. Ha a befektetési portfoliobol szarmazo jovedelmek min-
den id6pontban megegyeznek a biztositasi portfolidbeli kotelezettségekkel, akkor tel-
jes illesztésrdl beszélhetiink. Ilyen azonban gyakorlatilag nincs. Arra térekedhetiink
csak, hogy a jov6beli pénzaramlés értéke a kamatlabak valtozasa esetén is legyen a
két portfolioban elég kozeli.

Az eszkdz-kotelezettség portfoliv-egyiittesben rejlé kockdzat feltarasara alkal-
mazzak a varhato hatralévs futamids- és konvexitas elemzést, illetve ennek ered-

ményeképpen a kamatlabvaltozasokbol adodo kockézataik csokkentése érdekében a

155



156 7. FEJEZET: ESZKOZ-KOTELEZETTSEG MENEDZSMENT (ALM)

biztosité tarsasdgok Osszehangoljak: “immunizaljak” a befektetési portfoliojuk és
kotelezettség portfoliojuk egyilittesét, errdl lesz szé a kivetkezo fejezetben. A joveo-
beli pénzaramlés jelenértékét persze nem ismerhetjiik, fiigg a kamatlabvaltozasoktol,
amelyeket elére csak becsiilni lehet. A kotelezettségekkel valod Gsszehangolas érdeké-
ben a befektetési portfolioban rejlé piaci kockdzatot is fel kell mérni. E kockazatot
azzal irhatjuk le, ha megadjuk a portfoli6 értékének mint valésziniiségi valtozonak
az eloszlasat a kérdéses jovibeli idépontokban (vagy minden jovébeli idGpontban,
ekkor a portfolié értékének a folyamatét irjuk le, hasonléan ahhoz, ahogy a kocka-
zatelméleti fejezetben a tobblet folyamatrol, kdrszam folyamatrol, stb. beszéltiink).

A kockazat és mértékének modellezésében kiilondsen sztochasztikus programo-
zasi modellekre és modszerekre tamaszkodhatunk. (Fiiggelékben osszefoglaljuk a
legismertebb sztochasztikus programozasi modelleket.) Az immunizaciorol szolo al-
fejezet utéan bevezetjiik a "kockaztatott érték” Value-at-Risk (VaR) fogalmat. Majd
bevezetjiik a feltételes kockaztatott érték: Conditional-Value-at-Risk (CVaR) fogal-
mat, és felirjuk, milyen modelleket kapunk, ha a portfoli6 kockazatat e két mutato
valamelyikével mérjiik, és ezt egyéb kikotések teljesiilése mellett minimalizalni akar-
juk. Ezutan a portfoli6 értékének maximalizalasara vonatkozo szandékunkat kifejezd
modellek kévetkeznek, majd ismertetiink egy tobblépcsds sztochasztikus programo-
zasi modellt annak illusztralasara, hogyan lehet a portfoli6 kondiciokat kiegyensi-
lyozni a pénziigyi kondiciok valtozasanak megfelelGen. Végiil valdszintiséggel korla-
tozott linearis programozasi feladatként fogalmazunk meg egy optimélis befektetési

stratégiara vonatkozo6 ALM modellt, amely vagyonbiztositasban alkalmazhato.

7.1. Immunizacido

Az eszkoz-kotelezettség portfoliv-egylittesben rejlé kockazatot két, a pénziigyi iro-
dalomban gyakran hasznalt fogalommal irjuk le, ezek: a vdrhato hdtralévd futamidd
(duration) és a konvezitds. Az irodalomban sokféle formulat talalhatunk ezekre, ko-
ziliik négy formulat ismertetiink. Az immunizéaci6 olyan eljaras, amely a befektetési

portfolionak a kotelezettségek portfoliojahoz valo illesztését segiti eld, és az illesztés
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e két jellemz6 mutatd szempontjabol torténik.

Ha két portfoliot illeszteni akarunk, kézenfekvd arra térekedniink, hogy kis ka-
matvaltozas esetén legyen lényegében egyenlé az értékiik: a jelenértékiik. Ha a
két portfolié jelenértékeinek, mint a kamatlabvaltozéas fliggvényeinek a hatvanyso-
rat felirjuk, és e hatvanysorok minden tagjanak az egyiitthatoja megegyezik, akkor
a kamatlabvaltozas barmely értéke mellett a két portfolio értéke egyenls. A két
portfolio értéke a kamatlab kis véiltozasa esetén kozeli, ha megegyezik a hatvany-
sorok els6 két tagja: vagyis jelenértékiik és a jelenértékiiknek a kamatlab valto-
zasa szerinti derivaltjai, azaz a két hatvanysor nulladfokd és els6foki tagjai. Még
erGteljesebb a hasonlosag a két portfolio kozott, ha emellett jelenérték fliggvényiik
hatvanysoranak masodfoku tagjai is megegyeznek. Egy portfoli6 hatralévs varhato
futamidejét (duration) ugy kapjuk, hogy a portfolié jelenértéke hatvanysoraban az
els6foku tag egyiitthatojat (a jelenérték derivaltjat) elosztjuk a jelenértékkel és a
hanyadost —1-gyel megszorozzuk. FEgy portfolio konvexitasat tgy kapjuk, hogy a
portfolié jelenértéke hatvanysoraban a masodfoku tag egyiitthatdjanak kétszeresét
(a jelenérték masodik derivaltjat) elosztjuk a jelenértékkel. (E szamitasokban a jele-
nérték fiiggvény-nek és derivaltjainak az azonnali kamatldbak mellett felvett értékét
tekintjiik.)

A kotelezettségek portfolidja és egy fix jovedelmezGségii befektetési portfolio ak-
kor illeszkedik tehat jol, ha a jelenértékiik, hatralévs futamidejiik és konvexitasuk
megegyezik. A jelenérték fiiggvény alakjanak tanulmanyozéasa azonban arra a meg-
allapitasra vezet, hogy ha a befektetési portfolionk konvexitdsa meghaladja a kotele-
zettségek konvexitasat, akkor a kamatlabnak a feltételezetthez képesti kis eltolodasa
a tarsasag szamara még némi nyereséget is hozhat. Az immunizéci6 alabbi megfogal-
mazasa, amely ezt az észrevételt is tartalmazza, Redington (1952) nevéhez fiizgdik,

az itt bemutatott altalanos alakjat azonban késGébb kapta.

A formulakban ry, 7o, ..., 7, azokat az azonnali kamaterGsségeket, illetve diszkrét
kamatozas esetén kamatlabakat jelolik, amelyek a befektetési illetve a kotelezett-
ségeket magaban foglalo portfoliobol szarmazoé pénzaramlés tq,ts,...,t,, idépont-

jaira érvényesek. A befektetések jelenértékét P,, a hatralévé varhato futamidejét
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Dy, konvexitasat K, jeloli, a kotelezettségek portfoliojara ugyanezeket a fogalmakat
Py, Dy, Ky, jeloli. Azt mondjuk, hogy a kotelezettségek portfolidja és egy befektetési

portfoli6 egyiittese immunizalt a kamatlab kis valtozésaval szemben, ha
e a befektetések jelenértéke egyenld a kotelezettségek jelenértékével:
Py (11,79, ey Tm) = P (11,72, ooy i) ;

e a befektetések hatralévs futamidejének varhato értéke egyenls a kotelezettsé-

gek hatralévs futamidejének varhato értékével:

P (ri,re, ..., r
Db (Tl,TQ, "'7Tm) - _Pb ETi"TQ? ’Tmi
b ) ym
Pl (T17T27' 7Tm>
= — =D (ri,79,....7m ) :
Py (11,79, .o i ) £ (1 m2 )

e a kotelezettségek portfoliojanak a konvexitdsa nem nagyobb, mint a befekte-

tések portfolidjanak a konvexitasa:

Ky (ri,72, oy Tm) =

Y

A véarhato hatralévs futamidére és konvexitasra a pénziigyi irodalomban alkal-
mazott négy nevezetes formula abbol adédik, hogy egy portfoli6 jelenértékét négy-
féle modon szamoljuk: folytonos illetve diszkrét kamatozast feltételezve, és mindkét
esetben minden idépontra ugyanaz illetve kiilonb6z6 azonnali kamatlabak mellett.
Bemutatjuk, hogyan kapjuk, a négy kiilonboz6 jelenérték fiiggvényt, mint a ka-
matvaltozas (parhuzamos eltolas) fiiggvényét sorba fejtve, a varhato hatralévs fu-
tamiddnek illetve a konvexitasnak a pénziigyi irodalomban ismeretes képleteit. Az
érdekl6ds, de a jelenérték fliggvény sorbafejtésének részleteibe elmélyiilni nem ki-
vano olvaso kedvéért a részletes kifejtést a fejezet végére hagytuk, de a négy formulat
itt Osszefoglaljuk. A formuldkban cq,cs, ..., ¢, a ty,to, ..., t, id6pontokban esedékes

pénzaramot jelentik.
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e Folytonos kamatozas és minden id6pontra ugyanazon r azonnali kamater&sség

esetén a "Macaulay duration” és a hozza tartozo konvexitas a kovetkezo:

Z _Ge Z e
k=1 Z cje ti" k=1 Z cjetir
j=1

—tEr —tgr

e Diszkrét kamatozas és minden id6pontra ugyanazon r azonnali kamatlab ese-

tén a "modositott duration” és a hozza tartozd konvexitis a kovetkezd:

D= Dt T
+Tk1 ZCJHr)a

7=1
K = —)) t(tit1)—
(L+7)" = 3¢
j=1

e Folytonos kamatozés és a tq,ts, ..., t,,, id6pontokra ry, 7, ..., 7, azonnali kama-
tergsségek esetén a "Fischer-Weil duration” és a hozzd tartoz6 konvexitas a

kévetkez6:

— g7k —tgTk

Cre€ Cr€

D = E ty————; K= E A

k=1 Zce”ﬂ k=1 Zce”a
Jj=1 Jj=1

e Diszkrét kamatozas és a tq,to, ..., t,, id6pontokra rq, 79, ..., 7, azonnali kamat-

labak esetén a “kvazi modositott duration” és a hozza tartozd konvexitas a

kovetkezo:
m 1
1 Ck i,
D o= Yt
Tk 1
m 1 1 .
K =), st (t+ 1)
— (L+rg S
) j=1 I (ry)'

A "varhat6 hatralévs futamids” elnevezés még magyarazatot igényel. E magyara-
zatban folytonos kamatozast és minden idépontra ugyanazon r azonnali kamaterds-
séget feltételeziink. Egy portfoliobol szarmazo pénzaramlas tq, to, ..., t,, idGpontjait
ugy fogjuk fel, mint a hatralévé futamidé mint valoszintségi valtozo lehetséges ér-

tékeit: realizacioit, amelyek stlyai, azaz bekovetkezési valoszintiségei azt mutatjak
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meg, hogy az egyes id6pontokban esedékes jovedelmek jelenértékei milyen aranyt
képviselnek az egész portfolio jelenértékében. Ekkor a hatralévs futamidd varhato
értéke (duration) e valoszintiségi valtozo varhato értéke lesz, a hatralévs futamidd
négyzetének a varhato értéke pedig a konvexités. A tobbi képlet esetén kis modosi-

tasokkal, de hasonld magyarazat adhato.

7.2. Kockaztatott érték: Value - at - Risk (VaR)

Ahhoz, hogy kockazatot menedzselni lehessen, valamit tudni kell r6la. A VaR biivszé
a kockazat mérésére alkalmas valamilyen mutatot is jelent, de az eljarast is, amivel
meghatarozzuk. Csak likvid eszkézok esetén alkalmazhatd a mutato, szamszerdsiti
a kockdzatot. Egy VaR mutaté (mérték) adott portfoliot jellemez egy jovSbeni
idépontban, és a portfolidt jellemz6 minden szamszerd mutaté: a portfolio jelenlegi
ismert értékének és a jovébeni nem ismert, valoszintségi valtozoként leirt értékének
barmely fiiggvénye ebbe a korbe tartozik. Egy korai példaként emlitheté Markowitz
(1952), aki a hozam varianciajat alkalmazta portfolié optimalizalasi modelljében.
A leggyakrabban azonban egy portfoli6 VaR mutat6jan a portfolio értékében
bealld veszteség megadott p-kvantilisét értik (p rendszerint 0,90; 0,95 vagy 0,99)
egy adott id6pontra (VaR horizontra): [, azt a szamot jelenti valamilyen megadott
pénznemben, amelyre fennéll, hogy annak a valbszintisége, hogy a portfolié értéke
(4ra) a jelenlegi P° értékéhez képest a szoban forgé idépontra legfeljebb [, —vel
csokken, egyenlé p—vel. Mésként fogalmazva ez azt jelenti, hogy 1 — p annak a
valoszintisége, hogy a portfolio akkori P! értéke legfeljebb P° —1[, lesz. Az egynapos
95% HUF VaR példaul egy ma P° értéki portfolio esetében azt az [ g5 értéket jelenti
magyar forintban, amelyre fennéll, hogy 95% annak a valoszintisége, hogy egy nap
miilva a portfolié értéke legalabb P — [ o5 lesz: P (P! > P% —ly95) = 0, 95.
Barmely VaR mutaté a portfolio piaci értékének a valészintiségeloszlasara épiil,
amelyet a piaci kockidzat minden forrasa befolyasol, legalabbis elméletben. Egy VaR
mutato a portfolio értékét a szobanforgd idépontban leird valoszintségeloszlas va-

lamilyen jellemzé értéke, pl. az ly g5, vagy pl. az eloszlas variancidja vagy szorasa.
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Ha ismerjiik e valdszintiségeloszlast, akkor meg tudunk hatarozni barmilyen VaR
mutatot. Az els6 teendd természetesen az, hogy leirjuk a portfolio P! értékének
a valoszintiség eloszlasat a P° ismeretében. Gyakran eléfordul, hogy feltételezhet-
jiik, P! valamilyen ismert eloszlast kovet: ekkor a feladatunk leegyszertisodik arra,
hogy az eloszlas paramétereit meghatarozzuk. Ha példaul arra a kdvetkeztetésre

1

jutunk, hogy P! normalis eloszlast p' varhato értékkel és o! szérassal, akkor a

P (P! > P% —ly95) = 0,95 egyenlet, amely ekvivalens a
P (P" < P’ —lygs) = 0,05
egyenlettel, igy fogalmazhat6 meg:

Po—l 1
<1>( 0,95 “) — 0,05

= —1,645,

® a standard normélis eloszlés eloszlasfiiggvénye. Ebbdl
l0795 = 1,6450’1 -+ PO - ul

adodik. Ha ezen feliil azt is redlis feltételezni, hogy P! varhato értéke a portfolio

jelenlegi P° értékével kozelithetd, akkor példaul

95% VaR = logs ~ 1,6450";
90% VaR = l0790 ~ 1, 28201;

9% VaR = lo’gg >~ 2, 3260’1.

Egy portfolié jovendd értékének (dranak) a varhato értéke és varianciaja a port-
foliot alkoto vagyonelemek jovends értékének a varhato értékétsl és varianciajatol,
illetve az ezek kozotti korrelacios egyiitthatoktol fiigg, vizsgaljuk meg, hogyan. Te-
kintsiink egy m-féle vagyonelembdl allo portfolidt, az egyes vagyonelemek mennyi-
ségét a portfolioban jeldlje xy, ..., x,,. Ekkor a portfolio P! ara, ha a P!, P}, ..., P}
valoszintiségi valtozok jelolik e vagyonelemek arat egy jovends idépontban, a kévet-

kez6 valdszintiségi valtozo lesz:

P' =2, P! + 3P} + ... + 1, PL.
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Pl varhato értékét és szorasat P, Py, ..., PL varhato értékeinek, szordsainak és kor-
relaciés egyiitthatoinak segitségével szamolhatjuk ki, amelyeket az alabbi m kom-

ponensi vektorokban illetve m x m méretd métrixban foglaljuk &ssze:

mo= (g, pg, e ) ;
s = (07,03 ...,0,,);
L pp Pim
T =
Pij
pml pm2 1

Itt 1) a P} varhato értéke, o} a szorésa, p; pedig a P és P} korrelacios egyiitthatoja

az adott id6pontban. A valoszintiségelméletbél ismeretes, hogy P! varhato értéke:
pt =2y + Topty + e A Tofly,,
P! szorasa pedig igy kaphato:

ol \/Z; (el +2  (alo}) (alo}) py;

E képletek alkalmazasahoz nincs sziikség P! valoszintiség eloszlasanak ismeretére,

csak a portfoliot alkotd vagyonelemek jovendd varhato értékeire, szorasaira, korrela-
cios egyiitthatoira, amelyek multbeli Aradataik segitségével becsiilhet6k. Ha azonban
jogos azt feltételezniink, hogy a portfolioban 1év6 vagyonelemek jovendd &rai egyen-
ként normalis eloszlas szerint alakulnak, akkor a portfoli6 ara is normalis eloszlasu
lesz.

Nézziink egy példat arra, hogyan alkalmazhatjuk az immunizaciéval és a kockéz-
tatott értékkel kapcsolatos fogalmakat. Megjegyezziik, hogy az alkalmazott fogal-
mak és Osszefliggések birtokdban e kis példaval illusztralt modell tébbféle iranyban

tovabbfejleszthetd.

7.1. Példa. Kitelezettségiink egyetlen, két év mulva esedékes, 100 darab eqységnyi

értékid kifizetésbol dll. Harom befektetési lehetdségiink van:
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e cqy hdroméves lejdrati, évente 5% kamatot fizetd kitvény, az eqységnyi névér-

tékd papir dra P = 0,9 (valamilyen pénzegységben,);

e eqy négyéves lejdrati kotvény, amely négy év mulva a névérték 124%-dt fizeti,

az eqységnyi névértékd papir dra P = 0,94;

o eqy kétéves lejdrati kotvény, amely eqy év milva 10% kamatot, két év milva a

névértéket fizeti, az egységnyi névértékd papir dra PY = 0,91.

A diszkonttényzdk az egyes évekre: (0,901;0,826;0,772;0,735). Szamitdsainkban
folytonos kamatozdst feltételeziink.

Lehet, hogy két év milva a portfoliot el kell adnunk azért, hogy kitelezett-ségiinknek:
eleget tegyiink. Kditvényeink P, Py, P} drai két év milva normdlis eloszldst kovetd
valosziniségi valtozok, varhato értékik, szordsuk és korreldacids egyiitthatoik a kovet-

kezdk:

p = 1,15;pu5 = 1,10; gy = 1, 20;
o1 = 0,01;05 =0,025; 05 = 0,02;

pra = —0,1;p13=0,1;pp3 = —0,0L.

Mennyit tartalmazzon a befektetési portfolionk e hdrom értékpapirbol, ha kdtelezett-
ségiinkhdz legjobban illeszkedd portfoliot szeretnénk dsszedllitani, és szeretnénk, hogy
ha erre sziikség mutatkozna, eladdsuk révén 90%-o0s valdsziniséggel ki tudndnk fizetni
kotelezettségiinket. E feltételek mellett minimalizdlni akarjuk o befektetési portfolionk
jelenlegi drdt.

Irjunk fel eqy matematikai modellt e feladat megolddsdra.

Megoldds. Modelliink valtozéi: x1,xo, x3 azt mutatjak, hogy a portfoli6 a harom
értékpapirbdl hanyat tartalmazzon. Vegyiik sorra a feltételeket.

Az x = (x1,x9, x3) vektorra teljesiilnie kell a nemnegativitasi feltételnek.
Hatarozzuk meg a modellben szereplé egyiitthatokat a varhato futamidére és a kon-
vexitésra vonatkoz6 Redington feltételekhez.
A kotelezettségek és a szoba johet befektetések pénzaramlasanak id6pontjai: (¢1, to, t3, ty) =

(1,2,3,4), 0 a jelenlegi: az értékelési idGpont.
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A 2. évben esedékes 100 értéki kotelezettségiink jelenértéke: P, = 100 - 0,826 =
82, 6.

A kotelezettségiink hatralévé futamidejének varhaté értéke maga a futamids, és
konvexitasa: Dy, =2és K, =2-2=4.

Az egyes befektetési portfolié elemek pénzaramlasat és azok jelenértékeit a kovetkezs

tablazat tartalmazza:

7.1. tablazat. A befektetési portfolio elemek pénzaramlasa és jelenértékei

Hdtra lévd 1. Jelen- 2. Jelen- 3. Jelen-

futamidd  kétvény  értéke  kdtvény  értéke  kitvény  értéke

1 év 0,05  0,04505 0 0 0,1 0,091

2 év 0,05  0,0413 0 0 1,0 0,826

3 év 1,05 0,8106 0 0 0 0

4 év 0 0 1,24 09114 0 0
Osszesen 0,89695 0,9114 0,9161

A befektetési portfolio jelenértéke igy a kdvetkezs lesz:
P, =0,89695z; + 0,9114x5 + 0,9161x3.

Koévetkezzék a varhato hatralévs futamidé és a konvexités elemzése. A hétralévs
futamidd mint valdszintiségi valtozo - jeloljiik t-vel - lehetséges értékei: 1, 2, 3 és 4.
Az egyes id6pontok bekovetkezési valdszintiségeit ugy kapjuk, hogy a szdéban forgo

id6pontbeli pénzaram jelenértékét elosztjuk az egész portfolio jelenértékével:

D= 0,04505z; + 0,0901z3

P(t=
(t=1) 5
41 2
Pt =) = 2041301 10,826z,

b,

0,8106:,
P(t=3) = 2"

(t=3) ="

114

Pt =4) = 201472

B,
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A befektetési portfolié6 varhato hatralévs futamideje és konvexitasa igy
D, = 1P(t=1)42P(t=2)+3P(t=3)+4P(t =4);
Ky, = PPP(t=1)+2P(t=2)+3*P(t=3)+4°P(t=4).

A szamitasokat automatizalhatjuk, ha tablazatba foglaljuk:

7.2. tablazat. A pénzéram jelenértékei szorozva az idépontokkal és négyzeteikkel

Hatra lévé 1. kotvény 2. kdtvény 3. kétvény
futamidd 1 12 1 12 N 12
1 0,04505  0,04505 0 0 0,0901 0,0901
2 0,0826 0,1652 0 0 1,652 3,304
3 2,4318 7,2954 0 0 0 0
4 0 0 3,6456 14,5824 0 0

Osszesen:  2,5601  7,50565  3,6456 14,5824  1,7421  3,3041

A befektetési portfolié hatralévs varhato futamideje ebbdl a kovetkezo:

2,5601x1 + 3,6456x2 + 1, 742123
P, ’

Dy =

és konvexitasa:

~7,506521 + 14,5824w5 + 3,394 123
- B :
A befektetési portfolio jelenlegi ara igy irhato fel:

b

P =0,92, 4+ 0,94z, + 0,91z5.
Kévetkezzék a 90% VaR feltétel. Sziikségiink van a portfolionk két év utani P!
értékének varhato értékére és szorasara:
pto= 1,152 + 1, 1oy + 1, 23;
(6))* = 0,01%2% +0,025%3 + 0,022
—2-0,1-0,01-0,025x 22
+2-0,1-0,01-0,02z123

—2-0,01-0,025-0,02z2x3.
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A P (P'>100) > 0,90 feltételiink ekvivalens a kovetkezd feltétellel:
P° —lyg = —1,2820" + pu* > 100.

Ez a kovetkezd kvadratikus egyenlGtlenséghez vezet:

100 < —1,282- 107 /a3 + 6,2503 + 423 — 0,5y + 0, 4y — 0, Ly

+1, 1521 + 1, 11’2 + 1, 21’3.
Foglaljuk 6ssze megoldandé modelliinket:

0,921 + 0,942z5 + 0,913 — min

0,8972x; + 0,911429 + 0,916523 = 82,6,
2,5601z; + 3,6456x9 + 1,742923 = 165, 2,

7,5075x; + 14, 582429 + 3,3957x3 > 330, 4,

—1,282-1072 \/x% +6,2522 + 422 — 0, 52179 + 0, 42123 — 0, Lagxs

1,152, + 1,12 + 1,225 > 100,

xy, T2, 23 > 0.

7.3. Feltételes kockaztatott érték (CVaR)

Legyen n szamut befektetési lehetGség, az els6 k szamu kétvény(alap), n-k szamu
részvény (alap). Vagyonunkbol az egyes befektetéseink aranyait foglalja magaban az
x vektor: x = (x1, X2, ... , X, ), amelynek elemei a szamitando értékek. ElGirjuk,
hogy kdtvényekbe kell fektetni a portfolio legalabb p aranyat, és azt is elGirjuk az
egyes befektetések (uy, fig, - - , it,,) Varhato értékeinek ismeretében, hogy a portfolio
varhato értéke legalabb adott p, legyen. Adott idGszakra a befektetési veszteségek
(= negativ hozamok) valosziniségi valtozok: &, &, ... , &,. Szeretnénk, ha (a

helyzethez igazodo feltételek mellett) az

L(x) = 21& + 228 + ... + 2,8,
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Osszes veszteség:a lehetd legkisebb lenne. L(x) azonban valésziniiségi valtozo, speci-
fikdlnunk kell, mit értiink azon, hogy ,legkisebb”.

Az egyik lehet&ség az, hogy megkeressiik a legkisebb olyan u értéket, amelynél
a veszteség « valoszintiséggel nem nagyobb: Minimalizaljuk a VaR,(z) = inf{u :
P(L(x) < u) > «} fiiggvényt, ahol « altalunk megadott (elég nagy) valoszini-
ség. Nyilvanvalo, hogy P(L(x) < u) = Fp)(u) adott @ esetén, ha L () folytonos

eloszlésu. Ekkor a feladat:

VaR,(z) — min

2w =1,

j=1

X > Oa] =1,..,n
(1)

> Tty = o,

j=1

k

Z x] Z p7

j=1

ahol u; = £ [fj} y,J=1,...,n, 0<p <1 Hagy,é,, ..., &, normalis eloszlasuak, ak-
kor VaR, () konvex fiiggvény. Mas esetekben, kiilonosen, ha (£,,&,, ..., §,,) diszkrét
eloszlast, akkor a feladat nem konvex, megoldasa reménytelen vagy hosszadalmas.
A masik lehetGség a kovetkezd: Adott x esetén definidljuk a T, (x) valdszindségi
vdltozot, amelynek lehetséges értékei L(x) azon lehetséges értékei, amelyek VaR, ()

— nél nem kisebbek, eloszlasfiiggvénye pedig a kévetkezs:

0, hau < VaR, (x)
FT&(QU) (U) =

Fr(p(u)—a
—— = hau>VaR, (z).

Definialjuk a CVaR, (z) = E [T, (z)] = E[L(z)|L(z) > VaR, (z)] feltételes koc-
kaztatott érték: Conditional-Value-at-Risk fiiggvényt!.
Ekkor a feladat:

LA fogalmat Rockafellar, R.T. és Uryasev, S. (2000) vezette be.
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CVaR,(x) — min
> rj=1

j=1

Z; > 0,] = 1,...,7’L
lejﬂj > o,

]:

k
> 15> p,
j=1

A CVaR mérték joval komplikaltabbnak ttinik, mint a VaR mérték. A (2) feladat
azonban a latszat ellenére sokkal jobban kezelhetd, mint az (1) feladat, legalabb is
akkor, ha L(x) olyan diszkrét valoszintiségi valtozd, amely véges sok értéket vehet
fel - amint azt itt vazoljuk.

Definialjuk a kovetkezs fliggvényt:

T (2,1) = u + ﬁE (1L (x) — ], ]

Itt [a], , mint eddig is, a zarojelben 1évé kifejezés nemnegativ része, vagyis értéke
a, ha a > 0 és 0, ha a negativ.

A kovetkezg allitas bizonyitasat az olvasé megtaldlhatja a Rockafellar, R.T.,
Uryasev, S. (2000) dolgozatban.

Allitas: T, (2, -) véges és folytonos. CVaR, (z) = Iilglr%l Lo (z,u).

Kovetkezmény: Ha L konvex z-ben, akkor CVaR,(x) konvex és I, (x, u) kon-
vex (x,u) —ban.

Ha L(x) diszkrét S szamu lehetséges értékkel, akkor

S
1
I, (ZE, u) =u-+ 1-4 ;ps [Ls (x) - u]+a
&
: o 3 ,
ahol Ls(x) az L(z) s-edik lehetséges értéke, s = 1,...,5. Ha lehetséges




7.3. FELTETELES KOCKAZTATOTT ERTEK (CVAR) 169

értékei:
a . o
(1) (2) (5)
r r r
) — S S R C 2 7
e e ()
és a hozzajuk tartozo valoszintiségek: py, po, ..., ps , akkor az L(x) veszteségfiiggvény

s-edik lehetséges értékét igy frhatjuk fel:
Ls(z) = Z ﬂjjTjS) =zr®.
j=1

Feladatunk ezzel az atalakitassal a kovetkezd alakot olti:

A feladat kétlépcs@s sztochasztikus programozési feladatnak bizonyult.
A 2. 1épcsGben minimalizaljuk u-ban a célfiiggvényt, ha = (21, ..., z,) adott. Az
alabbi optimalizalasi feladat optimalis megoldasaban sziikségképpen y, = [x rs) — u} .

egyenlgség teljestil.

S
Fa(x,u):u+ﬁ2psys—>min
s=1
(3) ar®) —u—Ys; <0& y, > orl) —y

ys >0, s=1,...,5.
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Igy a minT, (z,u) fiiggvényt mint 2 komponenseit alkotd valtozok fiiggvényét
irtuk fel egy lineéris programozasi feladat optimaélis célfiiggvényértéke formajaban..
Az 1. lépcs6ben az x vektor komponenseit kell meghataroznunk ugy, hogy mini-

malizaljak a min I, (z, u) fiiggvényt az adott feltételek mellett:

Iy (z) = minTl, (z,u) — min

A minT, (z,u) fliggvény kiértékelését nagyon megkonnyiti, hogy a (3) feladat dualis
feladata, ha a célfiiggvényt (1 — o) -val megszorozzuk, a kovetkezs egyszert linearis
programozasi feladat lesz:?

s
ﬁ Z17TS (xrs) — max
S:

0 WSSPS,ZWszl—CV

IN

7.4. Portfolié-optimalizalas

A portfolio-valasztasi feladatban adottak n vagyonelem jovends értékei a &, valoszi-
niiségi valtozok forméajaban egy kovetkezs idészak végén, ¢ = 1,... n. Ismertek az i-
edik vagyonelem pi; varhato értéke, o; szorésa és a kovarianciak: C' = {oy;},0 = o7.

A befektets arrol dont, hogy vagyona milyen x; aranyat fektesse be az i-edik vagyon-

targyba. A feltételek:
Somwi=1, 2, >0, i=1,......n; esetleg mas feltételek.

Minden egyes x = (1, ...,x,) dontéssel egyiitt jar a portfolio jovends & = x1&, +

x2€y + ... + x,€,, értéke, amely szintén valosziniségi valtozo, varhato értéke és vari-

2A feladat elemzésérsl és megoldasarol 1d. Rockafellar és Uryasev cikke mellett Fabian Cs.

(2005) illetve Kiinzi-Bay, A. and J. Mayer (2005) dolgozatokat.
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anciaja:

wz) = p=FEl =" wp,
o*(z) = o =Varl¢] = le Zil L0

A befektetd azt szeretné, hogy portfolidja jovendd értéke minél nagyobb legyen.

1. modell: (Markovitz, 1952):

‘72(33) = Z?:l Z?:l T;x;0  — mun
plx) = Z?:l Tifli = Mo
> T =1,
x; >0,i=1,....n;

esetleg mas feltételek.

2. modell: (Markovitz):

() =320, wipy — max
o*(z) = Z?:1 Yor o wiwio < og
D Ti=1,

v, >20,1=1,...,n;

esetleg méas feltételek.

A befektetének nyilvanvaléan az az érdeke, hogy minél nagyobb legyen a p var-
hato érték és minél kisebb a o2 variancia. Markovitz szerint a befektetd tgy valaszt
— vagy 1gy kellene valasztania — portfoliot, hogy valasztasa tn. efficiens pont le-
gyen, vagyis a portfolio jovendds értékének p varhatod értéke ne legyen névelhets

anélkiil, hogy a kockazatot kifejezé o>

variancidja ne néne és forditva, a variancia
csOkkentése csak a varhato érték csokkentése esetén valosithatdé meg. Efficiens pont
azonban rendszerint végtelen sok van. Kérdés, koziiliik hogyan valasszunk. E kér-
désre az egyik ésszeri valasz az, hogy stlyozzuk a két célt: minimalizaljuk a két
célfiiggvény egy linearis kombinacidjat a lehetséges befektetési dontések halmazan.
Legyenek « és (8 a befektetd szandékat kifejezd adott pozitiv paraméterek:

3. modell: (Markovitz): a,5 > 0:
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-a oL mipp+ B Y D wiwgoy;  — min
z;, >0,i=1,...,n;

esetleg mas feltételek.

E célfiiggvénnyel az a gond, hogy ha megvaltoztatjuk az egységet, amelyben a portfo-
lio értékét mérjiik, akkor ez a valtoztatas a masodik tagban négyzetesen érvényesiil,
magyaran a fiigyvény két tagjat nem ugyanabban az egységhen mérjiik. Ezért szokas
a varhato érték és a szorés silyozott Osszegét valasztani célnak:

4. modell:

oY Tifti 5(2?:1 D it xixjaij)l/g — min
Z?:l Ti = ]-a
X > O,Z: 1,...,71;

esetleg mas feltételek.

A kovetkez6 két modell a sztochasztikus programozasi modellek korébe tartozik.
5. modell: Olyan = = (z; , ... , z,) porfolitt szeretnénk vélasztani, amelyre
maximalis annak a valoszintsége, hogy a portfélionk jovends & teljes értéke az adott

feltételek mellett egy kivanatosnak tekintett d értéket elér:
P(¢ > d) maximalis értékd.

Vegyiik észre, hogy
P >d)=Pp—§ < p—d)>2P(lp—¢ < p—d) >

>1— (ufi)z (Csebisev egyenlétlenség)

Mivel a P(§ > d) maximalizalasa altalaban elég komplikalt, helyette az egysze-
riibb feladatot valasztjuk:
o2 L X1 Xt B0
(N*d)Q (Z?Zl mi,ui—d)Q
Z T; = 17
i=1

r; >0, 1=1,...,m

— min

esetleg mas feltételek.
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6. modell (Kataoka, 1953): Tegyiik fel, hogy a portfolié egy jovendd id6pont-
beli & = x1&; + 2285+ ... +7,€,, értéke normaélis eloszlasi. A befektetd maximalizalni
akarja azt a d értéket, amelyet egy (elegendden nagy) eldirt p valosziniiséggel a port-

folio értéke e jovendd id6pontban meghalad:

d — max
P>d)>p
D1 i =1,

x; >0,1=1,...,m;

esetleg mas feltételek.
ahol 0 < p < 1. Ekvivalens a kovetkezdvel:

—d — man
Fog(=d)=P(-{£ < —d) > p,
inzl,

i=1
r; > 00=1,....n;

esetleg mas feltételek.

A feladat konvex, ha F_; kvazikonkav - pl. ha logaritmikusan konkav. Ez ellenériz-
hetd:

Allitas: Egy folytonos eloszlasfiiggvény logaritmikusan konkav, ha siriségfiigg-
vénye logaritmikusan konkav (Prékopa, 1971).

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy ebbe a korbe tartozik a leggyakrabban alkal-
mazott tobbvaltozos eloszlas is: a normalis eloszlas. Feltessziik, hogy & normaélis
eloszlast. Ekkor a -£ valoszintiségi valtozo is normélis eloszlési, paraméterei: var-

hato értéke és szorisa szintén adottak:

B[ == wips o =Var [=€ =370, L, wiwjoi;.

Az optimalis d értékre P (—§ < —d) = p  kell, hogy teljesiiljon, hiszen ha P (—¢ < —d) >
p lenne, akkor —d csékkenthetd, d novelhets lenne a feltétel sérelme nélkiil. Trjuk

fel a feltételt:

e [ea

P(=€< ~d) = Fe(~d) = & (<20 = o (=4#) = p
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Az Osszefiiggés alkalmazasakor feltettiik, hogy 2?21 S wxo;; egyetlen szoba jo-

hetd (x1, 22, ..., x,) portfolio esetén sem lesz 0. Az Gsszefiiggéshol kovetkezik, hogy

—d=—p+ 0" (p)o ==Y zip+2" (p) (Z Zfil"jffij> :
=1

=1 i=1

A feladat ekvivalens a kovetkezdvel:

n n

=1 J

1i=1

—d= - XZZ 2+ 27 (p) (

fl?il'jO'ij) — min

™=

.Iizl,
1
,i=1,...,n;

.
Il

T 2

=)

esetleg mas feltételek.

Ha p > 0,5, akkor @' (p) > 0, ezért a célfiiggvény az xy, s, ..., x, valtozok
kvazikonvex fiiggvénye, amelynek szinthalmazai konvex halmazt alkotnak. Igy a
feladat maga is konvex. A megoldas efficiens pontja a 4. modellnek o = 1 és

B = ® ! (p) egyiitthatokkal.

7.2. Példa. Alljon a vdlasztdsi lehetdségiink két vagyonelembdl, amelyek jovendd

értékeit jelentd valdszinidségi valtozok normadlis eloszldsiak a kévetkezd paraméterek-

kel:
p, = FEl§] =1,1; 00 = 0,5 ; py= El§5] = 1,15; 09 = 0,4;
kovariancia egyitthatdjuk : 013 = E[(§; — py) (§ — pe)] = 0,1 .
Olyan portfolict szeretnénk dsszedllitani, hogy az az érték, amelyet portfolionk

jovendd értéke legaldbb 95 %-os valdsziniséggel meghalad, a lehetd legnagyobb legyen.

Megoldas. Vegylik észre, hogy 0,1 = poio,, vagyis p = 0,5. Tudjuk, hogy
®=1(0,95) = 1,645. Minthogy minddssze két vagyonelembdl valaszthatunk, ha z =
xy jeloli az els6 vagyonelem aranyat, akkor a masodik vagyonelem aranya: zo =

1 -2y =1— 2 . Feladatunk tehat a kovetkez6:

—d:—1,1x—1,15(1—x)+1,645\/O,25x2+0,2m(1—x)+0,16(1—x)2—>min
1>x2>0
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E feladatot megoldhatjuk valamilyen konvex programozési modszerrel. De meg-
probalkozhatunk azzal is (és itt ezt tessziik), hogy elemezziik a —d fiiggvényt. El6-

szOr kicsit egyszertibb alakban irjuk fel —d —t és derivaljuk:

—d = 0,05z — 1,15 4 1,645+/0, 16 — 0,12z + 0, 2122
8(—d)_005+1645'l. 0,124 0,42z
ox ’ ’ 2 ,/0,16 — 0,122 + 0, 2122

Megallapitjuk, hogy a derivalt értéke az x = 0 pontban negativ és az x = 1 pontban

pozitiv. Felveszi tehat a fiiggvény a minimumat a (0, 1) intervallum belsejében,

hatarozzuk meg ezt a pontot:

) —0,12+40,42z
1/0,16—0,122+0,21z2

0,054/0,16 — 0,12z + 0,2122 — 0,0987 + 0, 345452 = 0

%Al — 0,05+ 1,645 -

T

D=

=z =0,23
Az optimalis portfolionk tehat a kovetkezs: Befektetésre szant pénziink 0,23-szorosat
az els6, 0,77-szeresét a mésodik vagyonelembe fektetjiik. Ekkor 0,95 valészintiséggel
portfolionk jovendd értéke nem lesz kevesebb, mint jelenlegi befektetends pénziink
0,515-sz010se, és 1/ valoszintiséggel tobb lesz, mint portfolionk varhato értéke: 1,1 -
0,234 1.15-0,77 =1, 1385.
A kovetkezd modellt az els6 fejezetben mar elemeztiik.

7. modell: Portfolio vilasztas varhato hasznossag maximalizélassal:

Eu(§)|—mazx

Swp = 1,2, >0, i=1,...,n; esetleg mas feltételek.

7.3. Példa. Tekintsiink eqy befektetést, amely 2 év mulva a befektetett dsszeget hd-
romszorosan megtériti, ha nagyon kedvezd feltételek dllnak be, a befektetd visszakapja
a befektetett dsszeget kizepesen kedvezd feltételek mellett, és teljes egészében elveszti,
ha rosszul alakulnak a dolgok. E hdrom dllapot valdsziniségei sorra: 0,3;0,4;0,3. A
befektetd mdsik vdlasztdst lehetdsége: kockdzatmentes értékpapirba fektet, amelynek
megtérilése 1,2.

Keérdés, vagyonanak milyen ardanydt fogja a kockdzatos befektetésben és mennyit koc-

kdzatmentes értékpapirban tartani, ha a leirt modelleket alkalmazza.
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7.3. tablazat.
Allapotok: Valoszintiség | Kockazatos | Kockdzatmentes | A portfolio
befektetés | befektetés realizacioi
Nagyon kedvez6 | 0,3 3 1,2 3x1 + 1,2x9
Kozepesen 0,4 1 1,2 x; + 1,2 xo
kedvezs
Kedvezétlen 0,3 0 1,2 1,2 xo
Befektetési X1 Xo
arany

Megoldds. Az els6 6 modellben az x1,19 > 0, x1 + x5 = 1 feltételeket helyette-

sitjiik a kovetkezovel:
r=x1, x9o=1—z, 0< 2 <1.

Ekkor a portfolio varhato értéke pu(z) = 1,32+ 1,2(1 — ) = 0, 1z + 1,2, és varian-
cigja: o2 (r) =22 (0,3(3 - 1,3)*+0,4(1 —1,3)>+0,3-1,3%) = 1,412,
1. modell: py = 1, 25:

1,412% — min

0,lz+1,2>1,25: 0<x<1

Numerikus megoldas: z; = 0,5; x5 = 0,5; u = 1,25; 0% =0, 35.
2. modell: 03 =0,3:

0,1z 4+ 1,2 — max

1,4122 <0,3; 0<z<1

Numerikus megoldas: x; = 0,463; x5 = 0,537; pu = 1,2463; 0% =0, 3.
3. modell: 3> 0,a = 1:

—0,1z — 1,2 + 81,4122 — min
0<z<1.
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Numerikus megoldas: Ha 3 < 1/28: x1=1; 2o =0; u=1,3; 0> = 1,41. Ha 3 >
1/28 1 2y = 1/(2883); xo = 1—-1/(283); u=1,2+0,1/(283); 0% = 1,41{1/(286)}2.
4. modell: 3 >0, a=1:

—0,1z — 1,2+ 4(1,41)% 2 — min

0<z<1.

Numerikus megoldas: Ha 3 > 0,0845, akkor a célfiiggvény egy pozitiv meredekségi
egyenes, amely a 0 < x < 1 intervallumon a 0 -ban veszi fel a minimumat. Ekkor
pu=12 02=0.Ha3<0,0845: 21 =1; 2o =0; p=1,3; 0> =1,41.

5. modell: d: valtozo

1,4122 .
L e AN
(0,12+1,2—d)? in

0<z<1.

Legyen d = 1, 25:

1,41x2
(0,1z—0,05)?

0<z<1.

— min

Numerikus megoldéas hiperbolikus programozasi feladatként: Alkalmazzuk a ¢ =

0,1;0705' és y = xt helyettesitést:

1,41y* - min; y > 0; y <t; 0,1y —0,05t =1

Ezt kapjuk: y = 10(1 4 0,05¢t) és y < t— bosl: ¢ > 20. Minél kisebb a ¢, annél kisebb
az y. Bzért t = 20 és

y=20, =1, 21=1, 20=0; p=1,3; 02 =1,41.

6. modell: p = 0,95, a két befektetésrdl azt feltételezziik, hogy normalis eloszla-
siak.

Numerikus megoldas: ( = 1,645 vélasztas mellett (mivel 5 > 0,0845) a 4.

modell megoldasa: 7, =0; 2o =1; p=1,2; 02 = 0.
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7. modell: A befektetd hasznossagi fiiggvénye a logaritmus fiiggvény.

FE [U (.Z’ldl + l’gdg)] =
0,3In(3z; + 1,225) + 0,4 1In(zy + 1, 229) + 0,31In(1, 222) — max
Ty 41y < 1,

T Z 0.

E modellt az elsé fejezetben mar megoldottuk.

7.5. Tobblépcsés sztochasztikus modell

SEgy befektets portfoliot akar Osszeallitani ismert eszkozokbdl (értékpapirokbol,
banki betétekbdl, sth.) Mindegyik eszkozt az ara jellemez — ez valdszintiségi valtozo.
A lehetséges jovends arakat egy eseményfaval lehet leirni. A befektetd célja az, hogy
az id6horizont végén: T periddus milva portfoliojanak varhatéd értéke maximalis le-
gyen. Minden periodusban eladhat és vehet, minden tranzakciénak koltsége van.
Figyelembe kell vennie az egyes periddusokban felmeriilé kotelezettségeit és a port-
folio értékét novels befizetését. Donteni akar afelél, hogy az egyes periodusokban
mennyi eszkozt adjon el, vasaroljon illetve tartson meg.

Jelolések:

T: az id6 periddusok szama;

t : a szoban forgo id6 periddus, t =1,..... ., T}

I : azon eszkozfajtak szama, amelyek koziil a befekteté valaszthat;

i :eszkoz, i =1,......,[;

S szcenariok szama;

s : szeendrio, s =1,......,.5.

Adott paraméterek:

arys: az i. eszkoz ara a t. periédusban az s; szcenario esetében, i € {1,...,1},t €
{1,...,T},se{l,...,S};

pst az s. szcenario bekovetkezési valoszintsége, s € {1,...,5};

3E modellt Di Domenica N., Birbilis G., Mitra G., Valente P (2003) mutatték be.
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Ly;: at. periodusban a befektetd kotelezettsége, t € {1,...,T};

F;: at. periodusban a befektetd e portfolioba torténs befektetése, ¢ € {1,...,T};

Ay a t. periodusban a portfolionak egy elére meghatérozott célértéke, ¢ €
{1,...,T};

R: a portfolio ardnak (értékének) a célértéktdl valo maximalis relativ eltérése;

HO;: az i. eszkdz mennyisége kezdetben a portfolioban, i € {1, ..., I'};

g: egy tranzakcié koltségaranya.

A dontési valtozok:

H;s: az i. eszkOz mennyisége a t. periodusban az s. szcenario esetében, ¢ €
{1,.., 1}, te{l,..,T}, se{l,..,S};

Bis: az 1. eszkoz azon mennyisége, amelyet a t. periddusban az s. szcenarid
esetében vesziink, ¢ € {1,....,I},t € {1,...,T},s €{1,...,5};

Sits: az 1. eszkdz azon mennyisége, amelyet a t. periodusban az s. szcenarid
esetében eladunk, ¢ € {1,....I},t € {1,..,T},s € {1,...,5}.

A célfiiggvény, amit maximalizalni akarunk: a végs6 portfoli6 varhato értéke:

S I
max § Ds E ar;Ts HiTs .
s=1 i=1

A feltételek:
Az eszkozok mennyiségére vonatkozo feltételek:

Hps = HO; + Bjs — Sins, 1 €{1,...,1}, se{1,...,S5};

Hiys = Hy 15+ Bis — Sus, 1€{1,...,1},t€{2,...T},se€{1,..,S}.
Az eszkozok értékére vonatkozé feltételek:

1 1

(1 — g) Zdritssits - Lt + Ft = (1 + g) ZdritsBitm t e {1, ,T} , S < {1, S}

i=1 i=1
A portfoli6 célértékére vonatkozo feltételek:

1
At — ZdritsH#S S AtR, t e {27 ...,T}7S € {17 S}

=1

A leirast kiegészithetjiik mas, a jov6 eseményeitSl nem fiiggs feltételekkel.
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P(arl =10Nar2=20)=0.5

7 Plarl=11Nar2=20)=0.25

A

Plarl =12Nar2 =22) =0.25

7.4. Példa. Legyen két eszkoz, amelybdl vasdrolhatunk, az elsébdl kezdetben dara-
bonként 10 Ft-ért, a mdsodikbsl 20 Ft-ért. Osszesen 5.000 Ft-unk van. A port-
folionkra vonatkozo eldirds szerint kezdetben a mdsodikbol legaldbb hdromszor annyi
(darab) kell, hogy legyen, mint az elsébdl. Egy iddszakot vizsgdlunk. Az iddszak sordn

vasdrolhatunk, hdrom szcendrionak megfelelden, a kiovetkezd drak valamelyikén:
o az 1. eszkoz dra: 10 Ft és a 2. eszkéz dra: 20 Ft,
o az 1. eszkoz dra: 11 Fl és a 2. eszkéz dra: 20 Ft,
o az 1. eszkoz dra: 12 Ft és a 2. eszkioz dra: 22 Ft.

E hdrom lehetséges kimenetel bekdvetkezési valdszintségei sorra: Yo, Yu, s Az
iddszakban a nettd kotelezettségiink (kitelezettség — iddszak kozi befektetés) = 10 Ft.
A tranzakcios koltség 5%.

Dontsiik el, hogy mennyit adjunk, vegyiink, illetve mennyit tartsunk az egyes esz-
kézokbdl a portfolionkban gy, hogy az iddszak végi portfolico varhato értéke maximdlis

legyen.

Megoldds. A feladatot illusztraldo eseményfa, amelynek agai mellett az eszkozeink

arai altal alkotott valészintiségi valtozo vektort tiintettiik fel, igen egyszerii:
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P(ary = 10 & dry = 20) = %; P(ary = 11 & dry = 20) = i P(ary = 12 & ary =
22) = %. 20 valtozonk van, ebbdl ketts a portfolio kezdeti Gsszetételére vonatkozik,
minden kimenetelnek 6 valtozo felel meg. A fenti feltételek koziil értelemszertien
elmaradnak a portfolio célértékére vonatkozo feltételek, mert csak egy idGszak van. A
dontési valtozokat, az eszk6zok mennyiségére, illetve értékére vonatkozo feltételeket

és a célfiiggvény egyiitthatoit a 7.4. tablazatban foglaltuk 6ssze.

A tablazatban leirt linearis programozasi feladat optimélis megoldasa a kovetkezs:

Hyy = Hyy = Hyp = Hy3 = 71,4286;
Hy = Hyy = 213,7594; Hoz = 213,8073;

H02 = 214, 2857, 521 = 522 = 0, 5263, 523 = 0, 4785.

Az optimélis célfiiggvény-érték: 5150,188.

7.6. ALM a vagyonbiztositasban

Egy valoszintiséggel korlatozott linearis programozasi
modell ¢

Vagyonbiztosito tarsasagok befektetési és biztositasi politikdjukat rendszerint egy
idGszakra (évre) tervezik meg. Jovedelmeik az egyes befektetések hozamabol és az
egyes biztositasi tevékenységekbdl profitként szdrmaznak — ez utébbit a biztositasi
tevékenység hozaméanak tekintjiik. Modelliinkben a biztosité tarsasig sajat tékéje
évi hozaméanak maximalizalasat tekintjiik célnak, ezért a tarsasag portfolidja befek-
tetési lehetGségeket és biztositasi szerzddéstipusokat egyardnt tartalmaz. Ezek egy
egységéhez tartoz6 hozamokat normalis eloszlast valoszintiségi valtozoknak feltéte-
lezziik, és feltessziik, hogy a tarsasagnak sajat tGkéje utan més hozama nincsen.

A feltételek egy részét az egyes befektetés-fajtak illetve biztositasi szerzédéstipu-
sok részesedésére vonatkozo korlatozasok jelentik. A befektetés-fajtakra a korlato-
zasok lehetnek hatosagi el6irasok is: a biztonsag érdekében a befektetési alloméany-

ban a kockézatos értékpapirok maximélis aranyat jogszabély irja el6. A biztositasi

4E modell Li, S. X. (1995) dolgozataban talalhato.
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7.4. tablazat.

Kezdg

portfolio

Mennyiségekre vonatkozo feltételek

Ertékekre

vonat-

kozo feltételek

Célfgv.

10 3

20 -1

10,5

9,5

2,75

11,55

S12

10,45

His

Bis

12,6

S13

11,4

Ho

10

Bo1

-21

So1

19

Bao

-21

S22

19

Has

5,5

Bas

23,1

S23

20,9

Y

5000 | 0

10

10

10

Max
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portfolid-elemek mennyiségére is ésszert el6irni korlatozasokat, hiszen széleskort biz-
tositasi termékajanlattal rendelkezé tarsasagok egyik évrél a masikra drasztikusan
nem novelhetik, sem csokkenthetik allomanyaikat lényeges piaci veszteség nélkiil.
A kovetkez§ feltételt a biztositasi dijbevételek sajat tGkéhez viszonyitott aranya je-
lenti, amely aranyra fels6 korlatot, a szolvencia érdekében, szintén jogszabaly mond
ki. (Magyarorszagon ez 16-18%.) A biztositasi dijbevételek befektethetd részaranya
illetve a szolgaltatasok kifizetéséhez sziikséges likvid eszkdzrész leirdsa szerepel az
utolso feltételben.

Minthogy a hozamratak valészintségi valtozok a modellben (és a valosagban
is), ezért a sajat t6ke hozama is valoszintiségi valtozo, igy maximalizalni csak a
varhato értékét lehet, vagy, amint a modelliinkben tessziik, maximalizalni annak a
valoszintiségét, hogy e hozam egy elfogadhaténak tartott hozamnal nem lesz kisebb.

A sajat t6ke jelenlegi mennyiségeét a kovetkezékben egy értékilinek tekintjiik. Fz
csak annyit jelent, hogy ez a pénzértékegység a modellben, a tovabbiakban minden
pénzértéket ebben mériink.

Soroljuk fel a modellben szerepls fogalmakat és jeloléseket, és fogalmazzuk meg

a feltételeket.

® DPs, ..., p, jeloli az n fajta befektetési lehetGség évi hozamratajat,
Prts Prsas - - - Pnan, JelOli a h fajta biztositasi szerzédéstipus évi hozamrata-

jat (profitratajat) — valoszintségi valtozok, egyiittes valoszintiségi eloszlasuk
normélis. Ismertek a varhatod értékiik, variancidjuk és kovarianciajuk, az i-
edik hozamrata varhato értéke: F [p;] = r;, Var|[p;] = o2, az i-edik és j-edik

kovarianciaja: cov [pi,pj] , (i=1,..,n+h,j=1,...,n+h);

® 1y,To,..., T, az n befektetési lehetGség mennyisége és &, 11, Tpio, ..., Tnan a h
biztositasi szerzddéstipus dijbevételeibsl a kotelezettség teljesitésére forditott
mennyiségek (a tovabbiakban dijbevételen ezt értjiik) a portfolioban — egytttal
ezek a sajat t6kéhez viszonyitott aranyok is, hiszen a sajat t&ke értéke 1. Ezek
az értékek egyiittesen képviselik a portfolio Osszetételét. A modellben ezeket

fogjuk meghatarozni, ezek a modell valtozoi.



184 7. FEJEZET: ESZKOZ-KOTELEZETTSEG MENEDZSMENT (ALM)

o 1 = (2y, 25, .., x,,,) és 2’ = (2,35, ..,2,.,,)
n + h komponenst vektorok az egyes befektetési ill. biztositasi portfolibelemek
mennyiségére - sajat t6kéhez viszonyitott aranyéra - el6irt also és felsé korlatok. A
portfolio Gsszetételének tehat teljesitenie kell az alabbi feltételeket, amelyek a modell

elsG feltételcsoportjat alkotjak:
<z, <z i=1,.,n,n+1,..,n+h.

7 a sajat tGke éves hozama: a befektetésbdl szarmaz6 hozam és a dijbevételekbdl

szarmazoé profit Osszege:

n+h n+h
T= E Tip; + E Lipy = E LiPj-
i=n+1 =1

7 sziikségképpen valdsziniiségi valtoz6, normélis eloszlasi, hiszen normaélis eloszlasi

valoszintiségi valtozok Gsszege. Varhatod értéke és variancidja, mint ismeretes, igy

szamolhato:
n+h n+h n+h n+h
= E xiry,  of = Var|n] = E 5 wizjcov(p;, p;) + E 7
=1 i=1 j=1,j#i

Minthogy a dijakat elére fizetik, és lényeges idGbeli eltérés lehet a karkifizetés és a
kar bekovetkezése kozott, a dijtartalék egy része befektethets. Hogy milyen része,
az fiigg a szoban forgo biztositasi terméktsl, a karrendezés idGtartamatol. Jelolje
Vnt1s - Vnan az €ls6, a masodik, . .., a h-adik biztositési termék esetében a dijbevé-
telnek a szolgaltatas teljesitésére szant részének — a dijtartaléknak — a befektethetd
aranyat.

Fogalmazzuk meg, hogy a befektethet6 alapok forrasainak és azok felhasznalasa-
nak egyensiilyban kell lennie: Az Osszes befektetés a sajat tGkének és a dijbevétel

befektethets részének az Gsszege:

n+h

le =14+ Z i,

i=n-+1

az értékegyenletben 1 a sajat t6ke mennyisége.
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A biztositasi dijbevételek sajat t6kéhez viszonyitott aranyara alsd korlatot - a szol-
vencia érdekében - rendszerint jogszabaly mond ki. Itt ezt az aranyt ¢ jeloli. A
biztositd tarsasagnak nem lehet érdeke, hogy a sziikségesnél nagyobb sajat tékével

rendelkezzen, ezért a kdvetkezs feltétel ezt az el6irast egyenléség formajaban mondja

ki:
n—+h

i=n+1
A karkifizetés rendszerint a beérkezé dijbevételekbdl torténik. Ha ez nem elegendd,

akkor a biztositonak készpénzzé kell tennie eszkozeinek egy részét. Ezért a biztosito
tarsasag elég likvid eszkozzel kell, hogy rendelkezzék ahhoz, hogy a készpénzfizetési
kotelezettségének eleget tehessen. Nézziik, mibdl szarmazhat a tarsasagnak kész-

pénze.
o Készpénzzé teheti a likvid befektetéseit teljes egészében hozamaikkal egyiitt,

e nem likvid befektetéseinek likvid részét illetve azok hozamat: 1; és d; jeldli

ezeket (i =k+1,... , n); és
e a biztositasi tevékenységhdl szarmazo profitot.

Az n befektetési lehetség koziil az els§ k-t tekintjiik likvid befektetésnek, a kovet-
kez6 n — k-t pedig nem likvid befektetésnek.
A kovetkez6 egyenlGség ezt az Osszefliggést fogalmazza meg. A biztosité készpénzé-

nek és likvid eszkozeinek Gsszege valoszintiségi valtozo, y jeldli:

k n n+h
y= sz(l +pi) + Z zi(li +di) + Z T ;-
i=1 i=k+1 i=n+1

A hozamok sztochasztikus természete miatt nem zarhatjuk ki annak a lehet&ségét,
hogy a biztosité tarsasag nem tud eleget tenni egy fix minimalis — F-val jelolt - kész-
pénzfizetési kotelezettségének. E modellben a biztosité kockazati szintjét ennek az
eseménynek a bekdvetkezési valoszintsége képviseli. Ezért olyan portfolio-Osszetételt
keresiink, amely azt a feltételt is kielégiti, hogy a biztosit6 kockazati szintje ne legyen

nagyobb egy el6re megadott o értéknél:

Py<p) <a.
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(Ez azt jelenti, hogy a biztosito tarsasag a minimalis készpénzfizetési kotelezettsé-
gének legfeljebb o valoszintiséggel nem tud eleget tenni. )

A biztosito tarsasagok gyakran megallapitanak sajat tGkéjiikre kielégité hozamszin-
tet, jelolje ezt my. Ezért a biztositod célja az, hogy maximalizalja annak a valdszinii-
ségét, hogy m hozama ezt a kielégité hozamszintet eléri.

Irjuk fel a kapott sztochasztikus programozasi modellt:

n n—+h
(2) Yw=14+ > v,
=1 1=n+1
n+h
(3) X =4,
1=n+1
k n n—+h
4) y=>m(l+p)+ > wlli+d)+ > zip;,
=1 i=k+1 i=n-+1
(5) Ply<p)<a,
n—+h
© =3 a,

A széban forgd hozamratdk mint valoszintségi valtozok tulajdonsagainak ismereté-
ben felirhat6 e modell determinisztikus ekvivalens megfogalmazasa is. Az atalakitas
részleteit6l megkiméljiik az olvasot, de egy kis példan bemutatjuk a menetét. Megje-
gyezziik, hogy az atalakitas eredményeként kvadratikus feladathoz jutunk, amelynek
a megoldasa még nagy méretek esetén sem reménytelen — abban az esetben, ha va-

lamennyi valoszintségi valtozé normaélis eloszlastnak tekinthetd.

7.5. Példa. Annak a valdsziniségét maximalizdljuk, hogy a sajdt toke hozama leg-

aldabb az eldre megadott mo értéket eléri.

Egyetlen befektetési lehetdség van: éves p, hozamratajanak varhato értéke: E[p;] =
0,12, varianciaja: Var [p,] = 0,01. Eladhato évkozben.

Két biztositasi termékiink van, hozamratajuk ps és ps , E[py] = 0,15, Var|[p,] =
0,0025 illetve E [ps] = 0,18, Var [ps] = 0, 0036.

Mindhérom valoszintiségi valtozé normalis eloszlasi és paronként fliggetlenek, ezért

cov(pi, pj) =0, hai+#j(i=1,2,3).
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A tovabbi paraméterértékek legyenek a kovetkezdk:
0= 0,18; a = 0,05; v, = 0,5; v53 = 0,6.
0B és my értékét a feladatban nem specifikaljuk.
Irjuk fel a 7 és y valoszintiségi valtozokat — (4) és (6) feltétel -, varhato értékiiket

és varianciajukat:

T =2Z1p1 + T2py + T3P3

y =1 (14 py) + 22py + @33

E[r] =0,1221 + 0, 1525 + 0, 1823

Var [7] = 0,01z% + 0,002523 + 0, 003623

Ely] = 1,122, + 0, 1525 + 0, 18z3

Var [y] = 0,01z% + 0, 002523 + 0, 003623
Vizsgéljuk meg a feltételeket. Also és felsG korlatokat itt nem adtunk meg, ezért,
mivel a portfolio Osszetételének komponensei értelemszertien nemnegativok, az (1)
feltételcsoport az x1> 0, o> 0, £3> 0 feltételekbdl all.
A (2) feltétel igy alakul: zy =1+ 0,525 + 0, 6x3.
A (3) feltétel: xo + z3 =0, 18.
Az (5) feltétel azt mondja ki, hogy annak a valészintisége, hogy az y valoszini-
ségi valtozo értéke kisebb, mint a  minimélis szint, ne legyen nagyobb 0,05-nél:
P(xy (14 py) + x2py + x3p5 < B) < 0,05.
Minthogy az y = x1 (1 + p;) + xapy + x3p5 normalis eloszlasi valoszintiségi valtozok
Osszege, igy maga is normaélis eloszlasi, ezért az egyenlStlenség baloldalan 1évé valo-

szinliség a standard normaélis valészintiségi eloszlas ® eloszlastiiggvényének az értéke

a =L Yelyen. A feltétel tehat igy alakul:

v/ Varly]

@ 0 —1,12x; — 0,15z5 — 0, 1823 <0.05.
\/0,01z% 4 0,002523 + 0, 003622
A @ eloszlasfiiggvény értékei tablazatokban is megtalalhatok. Az az argumentum,
amelyre ® értéke 0,05: -1,645. Ezért az (5) feltétel igy alakul:
B—1,12z; — 0, 1525 — 0, 1825 < Lo,
v/0,01z2 4 0,002522 + 0, 003622
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vagyis

-1, 645\/0, 0122 + 0,002523 + 0,003623 + 1,121 + 0, 1529 + 0, 1823 > (.

Végiil nézziik a célfiiggvényt. Annak a valosziniiségét maximalizaljuk, hogy a sajat

t6ke 7 hozama legalabb az el6re megadott my értéket eléri:
P (x1py + xapy + x3p5 > ™) — max.

Ez azonos azzal, hogy minimalizaljuk annak a valészintiségét, hogy a sajat téke m

hozama kisebb az elére megadott my értéknél:
P (z1py + xapy + x3p3 < To) — min.

Minthogy 7 normaélis eloszlast, a minimalizalando célfiiggvényiink értéke:

mo — (0,1221 4 0, 15z5 + 0, 1823)
v/0,0127 +0,002523 + 0,003622 )

Ez pedig akkor lesz minimélis, ha az argumentum minimalis.
Foglaljuk 6ssze a modellt a példabeli feladatunkra:

m0—(0,1221+0,152240,18z3)

— min
1/0,0122+0,002523+0,00362:3

(1) Ty, T2,X3 2 Oa
(2) T, = 1+ 0, DTy + 0, 61’3,

(3) X9 + T3 = O, 18,

(5) —1,645./0,0122 + 0,002522 + 0, 003622 + 1, 1221 + 0, 1525 + 0, 18z5 > 3.

Megjegyezziik, hogy ez a feladat a hiperbolikus programozas korébe tartozik. Ezért
tovabbi olyan atalakitasokra is nyflik mod, amelyek a feladat megoldasat meg-
konnyithetik. Jeloljik a célfiiggvény nevezdjének a reciprokat a t valtozoval. Szo-

rozzuk meg az egyes feltételeket t-vel és helyettesitsiik tz;-t y;-vel. A kovetkezd
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feladathoz jutunk:

mot — 0,12y, — 0,15y, — 0, 18ys — min

(1) y1,92,93,t >0,

(2) y1—0,5y2 — 0,6y3 —t =0,

(3) y2+ys—0,18t =0,

(5) 1,12y1 + 0, 15ys + 0, 18ys — Gt > 1,645.

Linearis programozasi feladatot kaptunk tehat. Ha a feladat vy, ys, y3,t optimalis
megoldasdban t > 0, akkor 71 = %, 725 = 2 23 = % eredeti feladatunknak is

optimélis megoldésa.

7.7. A jelenérték hatvanysora

Portfoli6 jelenértéke, ha a pénzaramlas idépontjai t, to, ..., t,, és nagysagai: cy, ca, ..., Cp,

és a jelenlegi id6pont ¢y = 0, a kévetkez6 modokon irhatd fel:

1) P = ae,

ha r a mindegyik id6pontra azonos azonnali kamaterGsség, a jelenértéket folytonos

kamatozassal szamoljuk;

m

2 Pry=Ya

k=1

1
(14 7)™
ha r a mindegyik id6pontra azonos azonnali kamatlab, a jelenértéket diszkrét kama-

tozassal szamoljuk;
m

(3) ?(rl, ey ) = Z cpe TR,

k=1
ha 7,7y, ..., az egyes id6pontokra az azonnali kamaterésség, a jelenértéket foly-

tonos kamatozassal szamoljuk;

= m 1
4) P(riy...,rm) = Cp—————,
(4) (m ) ; k(l—l—m)tk

ha ry,7ry, ..., 7, az egyes id6pontokra az azonnali kamatlab, a jelenértéket diszkrét

kamatozassal szamoljuk.
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A kovetkezd részben az x = (x4, ..., z,,) vektornak és azon n-komponensii vektor-
nak az Osszegét, amelynek minden komponense A, z + A jeloli. Emlékeztetiink arra,
hogy egy m- valtozos f fliggvénynek az értéke az (x; + A, ..., z,, + A) helyen, azaz
f(z+N), az f fiiggvény és \ szerinti derivaltjainak az x = (1, ..., z,,) helyen felvett
értékeinek: f(z), fi(z), f7(z), stb. ismeretében a kovetkezGképpen irhato fel:

Flet ) = Fl@) + g A@A+ G AN+ @8

Hasznaljuk fel ezt az Osszefiiggést arra, hogy felirjuk a portfoli6 jelenértékének a
masodfoku kozelitését az r + X = (r1 + A, ..., + A) helyen. Az els6 két jelenérték-
fiiggvényben ry = ry = ... = r,,, = r. Sziikségiink van mindegyik jelenérték-fiiggvény

A szerinti elsé és masodik derivaltjara és ezek értékeire a A = 0 helyen:

’ d m lr m e m L
(1) P)\(f) = a che tr(r+A) |>\:0: — Ztkckze tr(r+A) |>\:0: _ Ztkcke 78 ’
k=1 k=1 k=1
" d2 m m m
(1) P)\ (z) = W Z cke—tk(r-i-)\) |>\:O: Z tzcke—tk(r-i-)\) |>\:O: Z tzcke_tkr.
k=1 k=1 k=1

— d2 i Ck tk+1 Ck:
2) Par) = —5 ¥ i § A=
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(3) Fx(f) = d)\2 che_tk (rit2) Ih—0= Zt% ot () h—o

k=1
= Z tzCke_tkrk .
k=1
= d n e trCr
4) Py(r) = - A=0 =
() >\(—> d)\zl 1+T —I—Atk ; 1+Tk+)\ (1+Tk:+)\)tk |)\0

= d? T i 1 tr (tk + 1) Ck
4) P,(r) = —0= -
( ) )\(—) dAQ Zl 1 +T _'_)\)tk ‘)\ 0 Z (1 +Tk + )\)2 (1 +rk + A)tk |)\ 0
B Xm: tk (ty + 1) e
— (1+ ri)” (14 7)™
Ezek segitségével irjuk fel a jelenértékek masodfoku kozelitését:
m 1 m
(1) P(r+XA) =~ P(r)—2A\ Z trege "+ )\25 Z thepe
— = tkck 1 e tk tk +1
2) P(r+)\) =~ — ;
(2) (r+2) +r ; 2 (1+47) 2 ; (147)"
(3) P (r4+M\) =~ ? — A Z tepe TR )\2 Z ticpe Tk
k=1
= = " tiC o] 1 te(te+ 1) e
4) P(r+A) =~ P(r)—2A\ + A= .
@ ( ) ;1+7“k (14 7)™ 2;(14'7%)2 (147"

A képletekbdl a varhato hatralévs futamidé és konvexitas mar ismertetett kép-

letei konnyen megkaphatok.

7.8. Gyakorlé6 feladatok

1. Portfolionk két értékpapirt tartalmaz: egy 3 éves lejaratt, évente a névértékre
5%-o0s kamatot fizets kotvényt, és egy egyéves lejaratut, amely egy év milva a néveér-

tek 124%-4t fizeti. Mindkettd 1 névértéki. Tegyiik fel, hogy az azonnali kamatlab 1
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évre 11 %, 2 évre 10%, 3 évre 9%. (Megjegyezziik, hogy az ezeknek megfelel kama-
tergsségek: Inl, 11 = 0,10436;In1,1 = 0,0953;In1,09 = 0,0862.) Szamitasainkban
folytonos kamatozast feltételeziink. Hatarozzuk meg a portfoli6 hatralévs atlagos
futamidejét és konvexitésat.

2. Portfolionk kétféle kétvényt tartalmazhat, amelyek jelenlegi 4ra (értéke): PP =
0,91 illetve P = 1,05 valamely pénzegységben. Egy év milva a portfoliot el kell
adnunk azért, hogy egy 1000 Ft értékid kotelezettségiinknek eleget tegyiink. Felté-
telezziik, hogy e két kotvény jovends Pl és Py ara normalis eloszlast kovet, varhato

értékiik, szorasuk és korrelacios egyiitthatojuk a kovetkezo:
pr=1,04; 45 =1,12;01 = 0,1; 05 = 0,025; p;, = —0,2

Héanyat vegyiink az egyes kotvényekbdl, ha szeretnénk, hogy eladasukkal 95% valo-
szintiséggel ki tudjuk fizetni 1000 értéki kotelezettségiinket?

3. A 7.4. példdhoz kapcsolodunk: Hatarozzuk meg, hany valtozonk lenne, ha két
idGszakot vizsgalnank, és a masodik idGszakban az arak vektoranak két lehetséges

értéke van:

d?“l 12

P = = %
dT’Q 25
d’f’l 15

P e = %
dTQ 20

Rajzoljuk fel a dontési fat! Irjuk fel a megoldandé LP feladatot tablazatos formaban!
Oldjuk meg!



8. fejezet

MEGOLDASOK

1. fejezet
1. A varhato hasznossag elvét alkalmazzuk. Irjuk fel az értékegyenletet: E [u(X)] =
_5)2
E[—e™5X] = —Mx(=5) = =957 — L B[u(Y)] = E [—e ] = —=My(=5) =

D)6+ 57" = —el? Az X valoszintiségi valtozoval jellemzett lehetéséget va-

—el=
lasztjuk tehat annak ellenére, hogy Y varhato értéke nagyobb.

2. Az értékegyenlet, amelyben D a maximalis fizethets dijat jelenti, a kovetkezd:
In(V—D) = EIn(V — X)]. Minthogy X stirtségfiiggvényének az értéke a (0, 1) in-

tervallumban 1, azon kiviil pedig 0, ezért a varhato érték formula behelyettesitésével

és parcialis integralassal azt kapjuk, hogy

1
In(V—-D) = /ln(V—x)da:
0
1
—z+V -V
— (V-2 - [ =24
e A
= In(V-1)—-1-VIn(V-1)+VhV

= m{(Vv-1)""VvVe '},

_ vy
D=V ==

3. Az értékegyenlet, amelyben D a maximélis ésszert dijat jelenti, a kovet-

kez6: +100—D = E [\/ 100 — X} . Ez az egyenlet igy irhat6o fel: /100 — D =
57100
foloo —Vllo(%_xdx. Az integralast elvégezve kapjuk a megoldéast: /100 — D = l%}
0

20
3

vagyis D = 58—0.

193
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4. a) Az, hogy a biztositott vagyonaban bekévetkezhets kar exponencialis elosz-
lasu valoszintségi valtozo, egyben azt is jelenti, hogy a kér - és ezzel egyiitt a vagyon
is, amelyben bekdvetkezik - barmekkora értéket felvehet. Ez természetesen lehetet-
len, a kar nagysaganak lefrasat mégis tekinthetjiik jo kozelitésnek. El kell azonban
gondolkodnunk azon, mekkora vagyon mellett fogadhatjuk el a 100 varhaté értékd
exponencialis eloszlast a kar jo leirdsanak és igy a leirt modszerrel kiszamitott dij
értékeket kiindulé alapnak. Ahhoz, hogy elfogadjuk, a vagyon 100-nal nyilvanvaldéan
tobb kell, hogy legyen. Elfogadjuk-e jo kozelitésnek, ha a vagyon 700 vagy tobb?
Téamaszkodhatunk arra a koriilményre, hogy a kozelits leiras szerint 0, 1%-nal ki-
sebb annak a valosziniisége, hogy a kar nagysiaga nagyobb lenne 700-nal, val6sagos
szituadcidban azonban a valasz a dontéshozora var.

b) Az értékegyenlet, amelyben D a maximalis ésszerti dijat jelenti, a kovetkezo:
E[0,75u(V — D) +0,25u (V — D — £)]

= E1[0,75u (V) 4+ 0,25u (V — X)]. A hasznossagi fiiggvényt és a varhato értéket
behelyettesitve ez azt jelenti, hogy

0,75 (_6—0,005(V—D)) +0, 25/ (_6—0,005(\/—[)—%)) 0, 0le0012 7,
0
= 0’ 75 (_6—0,005V) 4 0’ 25 / (_6—0,005(‘/—:!:)) 0’ 016_0’01xd.1'.
0
Osszuk el mindkét oldalt —e=%09Y _vel:

0, 7560,005D+0’25/ 60,005(D+%)0’016—0701md1,
0

= 0,75+0,25 / 09520 0170012 gy,
0

Tovabb azt kapjuk, hogy 0, 75¢%095P 1.0, 25¢%005P V[ (0, 0025) = 0, 7540, 25M x (0, 005),
vagyis e*0%P (0,75 4 §) = 0,75+ 0,5, amibsl D ~ 28, 6.
c¢) Az értékegyenlet, amelyben Dpg a minimélis fizetendd dijat jelenti, a kovetkezd

(Vg a biztosité vagyona):

X
E 0, 75u (VB + DB) + 0,25u <VB + DB - 5)} == U(VB)

A hasznossagi fliggvényt és a varhato értéket behelyettesitve ez azt jelenti, hogy
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0,75 (—e 0005(Va+Dr)) 0 95 [ (_670,005(VB+D37%)> 0,01e 0017y — _—0.005V5
Osszuk el mindkét oldalt —e=%005VE _yel:

0, 75e"%05Ps 4 () 25 / 6—07005(%—%)0, 01e %0 qpr = 1.
0

Tovabb azt kapjuk, hogy 0,75e~%005Ps 4 (0, 25¢70005D5 V. (0,0025) = 1, vagyis
—0,005Dp _ 12 -~
60005 B_1_37 DB~16 .
d) A biztosito altal vallalt kér varhato értéke: 0,25 [ 20,01le” %9 dx = 12, 5.
0
e) A szerz6dés létrejohet, mert a minimélisan fizetends dij kisebb, mint az a

maximalis dij, amit a biztositott hajlando fizetni ezért a szolgaltatésért.

2. fejezet

2. 18987
3. a) Binomiélis eloszlasa, F [N] = 0,04-160 = 6,4, Var [N] = 0,04-0,96-160 =

6, 144.
b) E[S] = 70000; Var[S] = 1706, 7.

p(10%)  p2(10°) 02(10°) E[X]=pu po® Pp(l—-p) Var[X]

5 25 100 200 0,33 0,96 1,29
10 100 400 400 1,33 3,84 5,17

15 225 900 600 3 8,64 11,64
25 625 2500 1000 8,33 24,00 32,33
50 2500 10000 2000 33,33 96,00 129,66

c) MegkozelitSleg egy ezrelék.

4. a) B[X] = 0,1377; Var [X] = 0,1948; b) 0 = 0, 2358.

5. E[N] = 1,6;Var[N] = 1,28, E[X]| = 1,6;Var[X] = 0,24; E[S] = 2, 56;
Var [S] = 3,6608; Mg (t) = (0,2(0,4e’ + 0, 6¢%) + 0, 8)".

6. P(S=0)=0,1;P(S=1)=0,15 P (S =2) = 0,22;

P(S=3)=0,215P (S =4) = 0,164; P (S = 5) = 0, 095;

P(S=6) = 0,0408; P(S=7) = 0,0126; P (S =8) = 0,0024; P(S=9) =

0, 0002.
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7. P(S=0)=0,368;P(S=1)=0,184; P(S =2) =0,193;

P(S=3)=0,118. E[S] =1,6;Var|[S] = 3;

Mg (t) = exp (0, 5¢e' + 0,4€* + 0,13 — 1) .

8. 51 + Sy Gsszetett Poisson eloszlasi, A =8 ¢és P (X =1)=0,05P (X =2) =
0,15; P (X =3) =0,425; P (X =4) =0, 375.

9. Az egész allomany Gsszkara Osszetett Poisson eloszlasi a kovetkezs paraméte-

rekkel (az Gsszegek 1000 Ft-ban értenddk): A = 200;
(

0, har <3

0,1, ha3 <z <4
0,2, had <z <5
Fx)=P(X <z)=
0,6, hab < x <6

0,733, ha6 <z <7

1, hazx > T,
D > 1201,6. )
3. fejezet
1. Az X varhato értéke: E[X] = I, momentumgeneralo fiiggvénye: My (r) =

1e" 4+ 3¢, Az R = In2 ki kell, hogy elégitse az 1 + E[X](1+6)r = Mx (r)

%1 S22 % 4 =
1+ 1(146)In2 egyenletet, vagyis a 6 = =25 — 1~ 1,061 és D = AE[X] (14 0) =
3-1.2,061 ~ 10,82 megoldas adodik.

2. a) R=1.b) Az els6. ¢) 2.

egyenletet. Fz azt jelenti, hogy 0 kiclégiti az je? + 2202 =

3. Az exponencialis kareloszlas 100%-os relativ szorasa az oka annak, hogy vagy
sokkal magasabb kockazati dijra, vagy sokkal magasabb tékére van sziikség ahhoz,

hogy cs6d kell6en alacsony valoszintiséggel kovetkezzék be.



8.1. tablazat. A cs6d valdszintisége exponencidlis eseti kar mellett

Tokeigény 20% ill. 100% biztonsagi potlékkal

kalkulalt dij mellett az exponencidlis karelosz-

lasos modellben

=02 |6=0,2 |0=1 =1 6=1

téke (kezdeti) = u | 1000 3000 1000 2000 5000
E[S] = AE[X] =% | 1000 1000 1000 1000 1000

Var[S] = | 1000 1000 1000 1000 1000

AE[X?] = 2

ElS] 1 1 1 1 1

Var[S] V2 V2 V2 V2 V2
Kockazati dij = D | 1200 1200 2000 2000 2000
% 1,2 1,2 2 2 2
toke/dij = & 83% 250% 50% 100% 250%
P(cs6d)= W(u) =|0,7054 |0,5054 |0,3033 |0,1839 | 0,041

197
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4. fejezet

1. Viszontbiztositas nélkiil: R = 0,225; a varhato nyereség = 0,4. Stop Loss
viszontbiztositas esetén: d = 1 : elfogadhatatlan; d = 2 : R = 0,35; a varhato
nyereség = 0,1402; d = 3 : R = 0, 36; a varhatd nyereség = 0,2677

2. Minthogy Fs(z) > Fs(a), ha a < x < b, ezért E[S,(d) = E[S,(a)] —
(d—a)(1—F(a)).

3. 0,8 E[S,(d)] — E[S,(h)], ahol h = d + m/0,8.

4.

x | fs(x) | P(S <x)|E|S, (x)]

0 | 0,050 | 0,050 3,500
1]0,124 | 0,174 2,550
210,180 | 0,354 1,724

5. E[S] = 10000 - 1- 0,01 4 5000 - 2 - 0,01 + 5000 - 3 - 0,01 = 350;
a) T = 403,14; b) T = 396, 5;

¢) E[S,(Rh)] = 5000(2 — h)0, 01 + 5000(3 — £)0, 01;

Dy, (h) = E[S,(h)] - 1,2; E[Sa(h)] =350 — E[S,(h)];

Var[Sqy(h)] = 10000 - 1- 0,01 - 0.99 4+ 10000 - k- 0,01 - 0.99;

T(h) = 1,645(Var[Sq(h)])'/? + E[Ss(h)] + Dy (h).

d) E[Sy] = 100 + 100 + 125 = 325; D, = 25 - 1,2 = 30;

Var[Sy] = 10000-1-0,01-0,99 +5000-4-0,01-0,99 + 5000 - 6,25-0,01-0,99 =

PR iy o 405-30—325
606, 375. Annak a valoszintisége, hogy a koltségeket fedezi a téke: & (W)

o (2,03).
5. fejezet
3. u = E| biztosito altal megtéritett kar | = 1/5 = 10;
0? = Var| biztosité altal megtéritett kar | = 1/5% = 100;
E[ kétvény karigénye | = p u = 0,5;
Var| ktvény karigénye | = po? + p?p(1 — p) =9, 75;
E[S] = 500; Var[S] = 9750.



a) Varhato érték dij: D = 550.

199

b) A = 1000, p = 50. Exponencialis dij 6sszetett Poisson eloszlasi 6sszkar esetén:

D=3
B+

= 539.

¢) Exponencialis dij normalis eloszlasu 6sszkar esetén: D = 535.

d)P(DZS)ZCD(

D—E[S]
r[S]

Va

) = ®(0,35)

e) A dijat minimalizalo kezdeti tobblet: u = /9750, /%% — 351, D = 570.

7. fejezet

1. Foglaljuk Gssze a pénzaramlas idGpontjait és adatait (kerekitve): A hatralévd

Pénzaramlas

Hatralévé | Diszkont L. 2. > Jelen- Sulyok
futamidé tényezok kotvény kétvény érték

1 év 0,8958 0,05 1,24 1,29 1,1556 0,5784
2 év 0,8187 0,05 0 0,05 0,0409 0,0205
3 év 0,7634 1,05 0 1,05 0,8015 0,4011
Osszesen: 1,998 1

futamidd mint valészintiségi valtozo lehetséges realizacioi példankban: 1, 2 illetve 3;

ezek bekovetkezési valosziniiségei az utolsé oszlopban talalhatok. D =1-0,5784 +

2-0,0205 4+ 3 -0,4011 = 1,8228. A hatralévs futamidé magasabb momentumait

és egyéb tulajdonsagait pontosan tugy szamoljuk, ahogy a valoszintiségi valtozok

esetében, beleértve a konvexitast is, amely a portfoliobdél szarmazé pénzaramlés

id6pontjai négyzetének a jelenérték aranyokkal silyozott osszege: K =1-0,5784 +
4-0,020549-0,4011 = 4,2703.

2. Jelolje z1 és xo a két kotvény mennyiségét a portfolioban. A portfolio P! ara

egy év mulva normalis eloszlasi valoszintiségi valtozo, amelynek varhato értéke és

szorasa a kovetkezs:
pt =1,04z; + 1,1229; 0! = \/O, 1222 +0,025222 —2-0,2-0,1- 0,025z, 7.
A P (P'>1000) > 0,95 feltétel ekvivalens a kovetkezs feltétellel: P° — Iy o5 =
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—1,6450! + ! > 1000. Ez a kovetkezs egyenlstlenség megoldasdhoz vezet:

1000 < —1, 645\/0, 1222 +0,025222 — 0, 0012125 + 1,04z, + 1, 1225,

A feladatnak sok megoldasa van, pl. x; = 475;x, = 520. Koziiliik példaul agy
valaszthatunk, hogy minimalizaljuk a portfolio jelenlegi arat, a P° = 0,91z, +1, 05,

fiiggvényt - ez kvadratikus programozasi modellhez vezet.



A. Fuggelék

Valo6szintiségszamitasi fogalmak és

tételek: emlékeztetd

A.1. Val6szintiségi valtozo

Egy £ valoszintiségi valtozot, E [£] varhato értékét és k—adik momentuméat: E (g’“)
-t a kovetkezSképpen adjuk meg:

Diszkrét eloszlas esetén a valdszintiségi valtozot leirjuk azzal, hogy megadjuk a
lehetséges értékeit: xq, xq, ... (lehet véges szamu vagy megszamlalhatoan végtelen) és

a hozzajuk tartozo valoszintiségeket: P (£ = 1), P (§ = ), .... Nyilvanvalo, hogy

ij(g::cj)zy

A £ valosziniiségi valtozo varhato értéke és k—adik momentuma kovetkezd:

Ef¢] = Zjﬂfjp(fzﬂfj);
E[¢f] = Y afP(¢=uy).

J

Folytonos eloszlds esetén a valdszintiségi valtozot leirjuk azzal, hogy megadjuk
az fe (v) striségfiiggvényét, amelynek egy (a,b) intervallum feletti integralja azt

mutatja meg, mennyi annak a valészintisége, hogy ¢ az (a,b) intervallumba esik.

+/oof (x)dz =1

201

Nyilvanvalo, hogy
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A € valoszintiségi valtozo varhato értéke és k—adik momentuma a kdvetkezo:

—+00

Bl = [ af @

—00

—+00

E[¢] = / 2" f () da.

S

Kevert: folytonos és diszkrét részt egyarant tartalmazo eloszlas esetén a & va-
loszintiségi valtozot leirjuk azzal, hogy megadjuk a diszkrét i, xo, ...x; lehetséges
értékeit és a hozzajuk tartozo valoszintiségeket: P (£ =z1), P (£ = x3), ... és a foly-
tonos szakaszokon az eloszlast striiségfiiggvénnyel irjuk le. Kevert valoszintiségi
eloszlas jellemzi példaul a biztositd altal megtéritett kar nagysagat onrészesedés-
sel bir6 kotvény esetében, hiszen annak a valdszintisége, hogy a megtéritett kar 0,
egyenld annak a valészintiségével, hogy maga a kdrnagysag nem haladja meg az 6n-
rész mértékét: ez a valosziniiség a 0 pontban koncentralodik, a kdrnagysag folytonos
szakaszat pedig az onrész feletti értékek jelentik. A folytonos szakasz allhat tobb
intervallumbol, lehet korlatos és végtelen is.

Mindhéarom esetben egyértelmien megadhatjuk a & valoszintiségi valtozot azzal,

ha megadjuk az eloszlasfliggvényét:
Fe(w) = P(¢ <a).

Az alabbi képletekben az egyszertiség kedvéért csak egy folytonos (a,b) szakaszt
tiintetiink fel, &, jeloli a diszkrét, &, a folytonos és & a bel6liik alkotott kevert

eloszlast, H a lehetséges értékek tartomanyat. Nyilvanvald, hogy

Zf51 (%‘)Jr/bng (z) dac:/ng = 1.

A £ valosziniiségi valtozo varhato értéke és k—adik momentuma a kdvetkezo:

b

E] = ijfgl (:rj)+/xf52 (x)dx = /xng;

a H

b
E[¢f] = Z:vffgl (z;) + /ZEkfgz (z)dx = /:z:deg.

a H
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Mindharom esetben £ varianciaja:

Varlg] = B [€°] - E*[¢].

A varhato értékre és varianciara fennall:

E[¢+n] = E[{]+En]; Elaf] = aE[¢]; Var[ag] = a’Var[¢],

a konstans szorzo.

A £ és n valoszintiségi valtozok fliggetlenek, ha

P <azésn<y) =P <z)P(n<y)=F(2)F Q).

Ha a £ és n valoszintiségi valtozok fiiggetlenek, akkor

e szorzatuk varhato értéke egyenls a varhato értékek szorzataval;

e Osszegiik variancidja egyenld a varianciak Gsszegével.

A.2. Néhany nevezetes diszkrét eloszlas

Karakterisztikus eloszlas

¢ karakterisztikus eloszlast p paraméterrel (0 < p < 1), ha:

P(¢=0) = 1—-p; P(=1)=p;
E§] = p; Var[§] =p(1—p).

Binomialis eloszlas

¢ binomialis eloszlasa n és p paraméterekkel (n > 0 egész, 0 < p < 1), ha n
szam fiiggetlen azonos p paraméterd karakterisztikus eloszlast valészintiségi valtozo

osszege:

E[§] = np; Var[{]=np(1—p).
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Poisson eloszlas

¢ Poisson eloszlasu A paraméterrel (A > 0), ha
k

A
P=k) = ge—A,/{;:o,Lz,...;

ElE] = X Varlg] = A

Geometriai eloszlas

¢ geometriai eloszlasu p paraméterrel (0 < p < 1), ha:

1—p)"'p, k=1,2,..;
_1-»
P

i
—~
Iy

I

&y
~—

I
—~

; Var[¢]

=

Negativ binomidlis eloszlas

¢ negativ binomialis eloszlast n és p paraméterekkel (n > 0 egész, 0 < p < 1), ha

Pe=k = (n+Z_1>pn(1—p)k,k:O,l,Q,...;
pig = 228 varg - 2022

A.3. Néhany nevezetes folytonos eloszlas

Normalis eloszlas

¢ normalis eloszlast p és o paraméterekkel (o > 0), ha:

1 _(@—w?
flx) = e 22, —00 < x < +00;
2ro

El§) = p; Varl¢] =0

A normalis eloszlasi & valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvényének az értéke a stan-
dard: 0 varhato értékid és 1 szorast normélis eloszlas @ eloszlasfiiggvényével igy

fejezhetd ki:
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Lognormalis eloszlas

¢ lognormalis eloszlast p és o paraméterekkel, ha In¢ normalis eloszlast p és o

paraméterekkel:

1 _(1[)7;7;1,)2

o) —¢ 222, x>0
X _—

0, z <0.

E = em+§; Var[¢] = 2™ (602 - 1) .

Exponencialis eloszlas

¢ exponencialis eloszlast [ paraméterrel (5 > 0), ha:

—Bx 0
o) - Be Pr x>
0, z <0.
1 1
Ef] = 5 Va’f“[é*]:@‘

Gamma eloszlas

¢ r-edrendii gamma eloszlasa [ paraméterrel (r > 0,5 > 0), ha:

7 or—1
BBt 2 >0

fr(l“) _ r(r)
0, <0
Bl = G Varld= 5 T0r) = / e .

Pareto eloszlas

¢ Pareto eloszlast « és 3 paraméterekkel (o > 0,5 > 0), ha:

oy = | FOT e
0, 2 <3

Bl = 22 varig = 255 - (22 )

a—1’
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A.4. Kozponti hatareloszlas tétel

Legyenek &,,&,...,&,,,... azonos eloszlasu fiiggetlen valoszintségi valtozok, p és o

kozos varhato értékiik és széorasuk. Ekkor az

valészintiségi valtozora - amelynek a fliggetlenség miatt a varhato értéke nu és szo-

rasa \/no - fennall barmely valos x szam esetén, hogy

limP(M<x) = (x).

n—00 no

A tétel fontos kovetkezménye, hogy az X, valdsziniiségi valtozo eloszlasa normalis

eloszlassal kozelithetd, ha n elég nagy.

A.5. Teljes valoszintiség tétele

Legyenek By, Bs,..., B, paronként egymast kizir6 események, amelyek Osszege a
biztos esemény, P(B;) > 0, i = 1,...,n; legyen A tetszéleges esemény. Az A esemény

bekovetkezésének a valdszintisége igy irhato fel:
P(A)=) P(A|B)P(B).
i=1

P(A| B;) : az A eseménynek a B; feltétel melletti feltételes valoszintisége:



B. Fuggelék

A nemlinearis programozas

alapfogalmai

B.1. A feladat

Tekintsiik a matematikai programozési feladatot altalanos alakjaban:

0(x) — min

reX={r:ze X" g(x) <0}

ahol X° C R", g(r) m-dimenzios vektorfiiggvény, 6 numerikus fiiggvény az X° hal-
mazon.

Az alabbi allitasok a matematikai programozas kulcstételei. Bizonyitasaik meg-
talalhatok pl. Mangasarian (1969), Rapcsak (2005), de Klerk et al. (2004) konyvei-
ben. Itt csak az egyszertibb bizonyitasokat kozoljiik.

1. Allitas. Ha T' C R” nyilt, konvex és 6 differencialhaté I-n, akkor 6 konvex
I-n akkor és csak akkor, ha 8(z") —60(2") > VO(z') (2" —2) fennall minden ', 2" € T
pontparra. Ha I' nyilt, konvex és 6 differencidlhaté I'-n, akkor # szigortian konvex
I'-n akkor és csak akkor, ha (z") —0(z') > VO(2')(z" —2") fennall minden 2', 2" € T’
pontparra, © # .

2. Allitas. Legyen X° konvex, ¢ konvex X%n. A minimalizacios feladat lehet-

séges megoldasainak X halmaza konvex.

207
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Bizonyitas. Legyen 2,2 két lehetséges megoldas: »° € X9 2" € X0, g(z') <
0,g9(z") < 0. Akkor 0 < X\ < 1 esetén X° konvexitasa miatt Az’ + (1 — )z’ €
X0 &s g konvexitdsa miatt g(Ax' + (1 — \)z") < Ag(z") + (1 — N)g(z") < 0, vagyis
A+ (1= Nz € X.

3. Allitas. Legyen X konvex, # konvex X-en. A minimalizacios feladat opti-
malis megoldésainak halmaza konvex.

Bizonyitas. Legyen 2, 2" két optimalis megoldas:

0(z)=0(z' ) =minb(z), = € X,z €X.

zeX

Valasszuk 0 < \ < 1-t tetsz6legesen. Ekkor

A+ (1-N2" € X,

(A" + (1= N)z") < A0(x") + (1 = N)f(z") = min O(x).

zeX
Ezért Az’ 4+ (1 — M)z is optimalis megoldas.

4. Allitas. Legyen X konvex, z* a minimalizacios feladat optimalis megoldésa.
Ha 6 szigortan konvex X -en, akkor x* a minimalizacios feladat egyetlen optimaélis
megoldésa.

Bizonyitas. Legyen az allitassal ellentétben x' # x* egy masik optimalis meg-
oldas: A(z') = O(x*), 2° € X. Ekkor A\z* + (1 — M)z’ € X is optimélis megol-
das minden 0 < A < 1 mellett az el6z6 tétel alapjan. De 0 < A < 1 esetén
O(A\z* + (1 — N)z') < M(z*) 4+ (1 — \)f(2) fennall a szigort konvexitas miatt. El-
lentmondasra jutottunk.

5. Allitas. Legyen X konvex, § nemkonstans konkav fiiggvény X-en. A mi-
nimalizacios feladat barmely x* optiméalis megoldéasa, ha létezik, az X tartomany
hatarpontja.

Bizonyitas. Legyen z* optimalis megoldés. Mivel 6 nemkonstans X-en, ezért
dr € X : 0(x) > 0(z*). Legyen z tetszéleges belss pontja X -nek. Ekkor Jy € X és
0<A<1,hogy z = (1— Az + \y. Igy 0 konkav volta miatt

0(z) =0[(1—Nzx+ \y] > (1 —=X)0(x) + \0(y)

> (1= N)0(z*) + N0(z*) = (x*),
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tehat € nem veszi fel a minimumat a z bels6 pontban.

A minimalizéacits feladathoz kapcsolodik a kovetkezs feladat:

B.1.1. A Kuhn-Tucker stacionarius pont probléma

Olyan z* € X° u* € R™ vektorokat keresiink, amelyek kielégitik az alabbi feltétel-

rendszert:
Vo(z) +uVg(x) =0,
(K =T) g(z) <0, ze€X°
ug(z) =0, u>0.
u = (uq,...,uy,): dudlis valtozok, Lagrange szorzok. Az ug(zr) = 0 az egyensilyi
feltétel: mivel u; nemnegativ és g;(x) nempozitiv (i = 1,...,m), ezért szorzatuk

és szorzataik Osszege nempozitiv és 0 akkor és csak akkor, ha az Gsszeg minden
tagja 0, azaz u; = 0, ha g;(z) < 0. Ha egyenl6tlenségi feltételek helyett egyenlGségi
feltételek szerepelnek a minimalizicios feladatban, akkor a megfelel6 u; Lagrange

szorzok elGjelkotetlenek és a megfelel§ tagok az egyensilyi feltételben 0 értékiek.

B.2. Optimalitasi tételek

6. Kuhn-Tucker elégséges optimalitasi tétel: Legyen X° nyilt, konvex, z* €
X0 0 és g differencialhato és konvex az z* pontban. Ha (z*, u*) megoldasa a (K —T')
feladatnak, akkor x* optimalis megoldasa a minimalizacios feladatnak.

Bizonyitas. Legyen x € X tetszileges.
O(z) —0(z*) > VO(z*)(z — 2*) = —u*Vg(2*)(x — z*)
> u*[g(z") — g()] = —u"g(z) = 0.
Mivel z* € X, ezért 0(z*) = min,ex 0(x).
Regularitasi feltételek. A g(z) < 0,2 € X° feltételrendszert regularisnak
nevezziik, ha eleget tesz kiilonboz6 regularitési feltételek valamelyikének. E regula-

ritasi feltételek koziil a leggyakrabban alkalmazottak:

1° A feltételrendszer linearis.
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2° A feltételrendszer kielégiti a Slater feltételt, ami a kivetkezs: Legyen X° C R"

konvex. Az X%n definidlt m-dimenziés g konvex vektorfiiggvény kielégiti a Slater
feltételt X-on, ha 32" € X°, amelyre g(z') < 0.
7. Kuhn-Tucker sziikségességre vonatkoz6 optimalitasi tétele: Legyen x* a
minimalizacios feladat optimalis megoldasa. Legyen X° nyilt, 6 és g differencialhato
az x* pontban. Tegyiik fel, hogy ¢ linearis vagy kielégiti a Slater feltételt X -on.
Akkor létezik u* € R™, hogy ( z* ,u*) megoldasa a (K — T') feladatnak.

B.3. Dualitas.

A minimalizacios feladat dudlisa a kovetkezd feladat:
0(z) 4+ ug(xr) — max
(z,u) €Y ={(z,u) :x € X°, u€ R™ ,u>0,V(z) + uVg(z) =0}
8. Gyenge dualitasi tétel: Legyen X nyilt, konvex, 0 és g differencialhato és
konvex X°-on. Ha z* € X, (z',u') € Y, akkor §(z*) > 6(z') + v g(2').
Bizonyitas.
0(z*) > 0(2') + VO(2') (2" — )
= 0(a') —u'Vg(a')(a* — )
> 0(a’) +u' [9(2)) — g(2%)]
> 0(x") +u'g(2).
9. Wolfe dualitasi tétele: Legyen X° nyilt, konvex, 6 és g differencialhato és
konvex X%-on. Legyen z* optimalis megold4sa a minimalizicios feladatnak és tegyiik
fel, hogy g linearis vagy kielégiti a Slater feltételt. Akkor Ju* € R™, hogy (z*,u*)
optimalis megoldésa a dudlis feladatnak és a két optimalis megoldashoz tartozo
célfiiggvény-érték egyenls:
O(z*) = 0(z") + u*g(z™).
Bizonyitas. A Kuhn-Tucker tétel értelmében létezik olyan u*, hogy (z*,u*) a

Kuhn-Tucker faladat megoldasa. Ez azt jelenti, hogy (z*,u*) € Y és u*g(z*) = 0.

Ezutan (z*,u*) optimalis volta a gyenge dualitési tételbdl kovetkezik.



C. Fuggelék

Sztochasztikus programozasi

modellek

A kiindulasul szolgald determinisztikus modell, legaltalanosabb formajaban, a ko-
vetkezG:
Keresiink olyan x n-dimenzios dontési vektort, amely minimalizalja a ¢(z,§) fligg-

vényt és kielégiti az aldbbi feltételeket:

g1 (2,6) >0, go(2,) >0, .., gm (2,€) >0, x €T,

ahol T' C R™ rogzitett, rendszerint véges szamui egyenltlenséggel meghatarozott
halmaz, g1, g2, ..., 9,, valos fiiggvények, £ jeloli azon paraméterek vektorat, amelyeket
a sztochasztikus modellekben véletlen jellegiinek fogunk tekinteni.

E feladat fontos specialis esete a kovetkezd feladat, amelyben a g; fiiggvények

linearisak és az © € T feltételt is linearis feltételek képviselik:

c(z,) — min

Az >2§, Bz >b,

ahol A és B adott m x n— illetve r x n—dimenziés matrixok, & m—dimenzios
valoszintiségi valtozo vektor. & mellett az A matrix elemei is lehetnek valoszintiségi

valtozok.
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Ha a modellben valoszintiségi valtozok megjelennek, akkor jelen formajaban, to-
vabbi magyarazat nélkiil, matematikai szempontbol értelmezhetetlenné valik. Mas-
fel6l azonban a valoszintiségi valtozok megjelenése olyan ohajt, szidndékot fejez ki,
amit éppen leirni szeretnénk matematikailag korrekt modon. A kovetkezé modellek

ebben nytjtanak segitséget.

C.1. Varhatoéérték-programozas

Véletlen paramétereinket varhato értékeikkel helyettesitjiik. Ekkor feladataink a

kovetkez6k:
¢(z, E[¢]) — min
5 (J],E[f]) Z 0792 ("Ev E[S]) Z Oa -y 9m (l’, E[f]) Z 07
rel,
illetve

c(z,E[E]) — min
Ax > E[§], Bz >b.

Ha c(x, E[§]) = = E[£], akkor a célfiiggvény linearis.

C.2. Valészintliség-maximalizalas

P(g1(2,§) > 0,92 (2,§) > 0,..., g (2,§) > 0) — max
zeT

illetve

P (Ax > £) — max
Bx > b.

Ismerniink kell ¢ komponenseinek egyiittes eloszlasat.



C.3. VALOSZINUSEGGEL KORLATOZOTT PROGRAMOZAS 213

C.3. Valészintiséggel korlatozott programozas
(Probabilistic constrained programming model)

c(x) — min
P(gl (135) > 0792 (l’,f) > Oa -5 m (x,f) > O) > b,
rel,

illetve

cxr — min
PAz>¢&) >p
Bx > b.

Az elGirt p valdsziniiség a rendszer megbizhatosaganak a jellemzGje, a modell
x megoldasaban rejlé kockdzatot tehat az 1 — p érték képviseli. Az utobbi fela-
dat a valoszintiséggel korlatozott linedris programozasi modell. Nyilvanvald, hogy
P(Ax > &) = F(Ax), ahol F' az m-dimenzios £ valoszintségi valtozo vektor elosz-
lasfiiggvénye, ha & folytonos eloszlasi, amit a tovabbiakban feltesziink.

A feladat megoldhatosaga és megoldasanak modszere elsGsorban attol fiigg, hogy
a feladat megengedett megoldasainak halmaza konvex-e, ez pedig a & valoszintiségi
valtozo eloszlasatol fiigg. A P(Ax > &) > p feltétel ekvivalens az F(Ax) > p fel-
tétellel, vagyis a feltételt kielégité n-dimenzios x vektorok halmaza konvex, ha az
I eloszlasfiiggvény felsé nivohalmazai konvexek, vagyis ha F kvazikonkav, amely
fennall akkor, ha F' egy szigortian monoton fiiggvénye konkav. (Ld. pl. Manga-
sarian (1969).) Ha ez fennall, akkor e halmaznak és a Bx > b feltételt kielégits
hiperstkoknak a kozos része, vagyis a feladat megengedett megoldasainak halmaza
konvex. A kovetkezd tétel a logaritmikusan konkav eloszlasfiiggvényekrsl Prékopa
(1971) eredménye, segit a feladat konvex voltanak az eldontésében.

Allitas: Ha € olyan folytonos valészintiségi valtozé vektor, amelynek stiriiség-
fiiggvénye logaritmikusan konkav, akkor eloszlasfiiggvénye is logaritmikusan konkév.

E tétel, amelyet korabban mar idéztiink, kdvetkezményeként megallapitjuk, hogy

ha a tobbdimenzios & valoszintiségi valtozd normaélis eloszlasi, vagy komponensei
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fiiggetlenek és exponencialis vagy béta vagy gamma eloszlasiak, akkor a feladat
megengedett megoldasainak halmaza és igy maga a feladat konvex. Gyakorlati
probléméakban a £ valoszintiségi valtozé suppF tartoja (a legsziikebb zart halmaz,
amelynek valoszintiségi mértéke 1) sziikségképpen korlatos. A felsorolt eloszlasokra
ugyan ez nem all fenn, de ezek gyakran jelennek meg kozelitG elméleti valdszintisé-
geloszlasként.

A sztochasztikus programozasban gyakran alkalmazott tobbi modellnél a valoszi-
niiséggel korlatozott linearis programozasi feladatot — duélisat és megoldhatosagat
— itt részletesebben vizsgaljuk. A részletek irdnt kevésbé érdekl6dd olvasénak azt
ajanljuk, hogy ezt hagyja ki, és folytassa a kovetkezé modell ismertetésénél.

Latjuk, hogy linearis célfiiggvényt minimalizalunk nemlineéris feltételek mellett. Meg-
oldhatosagi szempontbdl kedvezébb lenne, ha linedris feltételek mellett optimalizalnank
nemlinearis célfiiggvényt. Atalakitjuk ezért a feladatot. Vegyiik észre, hogy azon z vek-
torok halmaza, amelyekre fennall, hogy P (Az > ¢) > p, megegyezik azon z vektorok
halmazaval, amelyekre létezik olyan m-dimenzios y vektor, hogy a P (Ax >y > &) > p fel-
tétel teljesiil. Ezért a P (Ax > §) > p feltétel két feltétellel, egy linearis és egy nemlinearis
feltetellel helyettesithets: Az >y, P(y > &) = F (y) > p. Az y vektort a £ valoszintségi

valtozo vektor suppF tartojaban véalasztjuk. Igy a feladat felirhat6 a kovetkezGképpen:

cr — min

Ax

v

y; F(y) >p, y€ R™, y € suppF,

Bx > b.

Modelliink tehat felfoghato tgy, hogy elgszor adott y mellett minimalizaljuk a cx célfiigg-
vényt az Xy = {x € R"|Ax >y, Bx > b} halmazon, majd olyan y vektort keresiink, amely
minimalizalja a

mingex, cx, ha X, # 0,

z(y) =
+o00 kiilénben

konvex fiiggvényt az F' (y) > p, y € suppF feltétel mellett:

z(y) — min, y € Y = {y|F (y) > p, y € suppF}.

Ezt tekintjiik a tovabbiakban a minimalizdldsi feladatnak.
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A megengedett megoldésok Y halmaza konvex, ha az F' eloszlasfliggvény kvazikonkév,
pl. logaritmikusan konkav. Vizsgaljuk a célfiiggvényt. A linearis programozas dualitasi

tétele szerint adott y € R™ esetén

min cx = uy + vb,

max
zeXy (u,0)eV={(u,v)>0|uA+vB=c}

ahol u € R™,v € R", feltéve, hogy az X, primal és a V' dualis feltételi halmazok egyike
sem tires. A dudlis célfiiggvény értékét —oo-nek értelmezziik, ha V iires. (A linearis
programozést bemutat6 szamtalan kényv és jegyzet koziil néhényat az irodalomjegyzékben
feltiintettiink.)

Modelliink tehat a kdvetkezSképpen irhaté fel:

Minimalizaljuk az ¥ halmazon a max(, )ev—{(u,v)>0[ud+vB=c} 4y + vb fiiggvényt:

max uy +vb — min, y € Y = {y|F (y) > p,y € suppF}.
(u,v)eV

Ha az uy + vb fiiggvénynek van nyeregpontja a V' halmazon térténé maximalizalasra és az

Y halmazon toérténd minimalizalasra nézve, azaz fennall, hogy

min max wuy -+ vb= max minuy + vb,
yeY (u,v)eV (u,v)EV yeY

akkor a minimalizalési feladat helyett torekedhetiink megoldani a kovetkezg, linearis felté-

teleket és nemlinedris célfiiggvényt tartalmazo, dudlis feladatot:

minuy +vb — max
yey

uA+vB = ¢ (u,v) >0;u€e R™;veR".

E feladat is konvex, mert a célfiiggvény konkav. Hogy az uy + vb fliggvénynek mikor van
nyeregpontja a V halmazon torténd maximalizalasra és az Y halmazon torténd minimaliza-
lasra nézve; hogy van-e a minimalizalasi feladatnak optiméalis megoldéasa akkor is, ha ilyen
nyeregpont nem létezik; hogy az optimalis megoldas meghatérozasara milyen modszert

alkalmazhatunk - e kérdések vizsgalataval foglalkozik Komaromi (1986).!

! Bizonyitja, hogy ha a ¢ valdszintiségi valtozo vektor egyiittes eloszlasfiiggvénye szigortian lo-
garitmikusan konkav és suppF belsejében folytonosan differencialhato, és a duélis feladatnak van
(u,v), u # 0 optimalis megoldasa, akkor vagy vy (u) = minycy uy véges vektor, amely esetben
ez a minimalizalasi feladat egyetlen optimalis megoldasa, vagy a minimalizalasi feladatnak nincs

optimélis megoldédsa. A dolgozat a megoldédsra dualis algoritmust mutat be.
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C.4. Véletlennel korlatozott programozasi modell

(Chance constrained programming model)?

A megbizhatosagi kovetelményt az egyes egyenlGtlenségi feltételekre egyenként

irjuk elé:
clx) — min
Pgi(z,§) = 0)=p,
P(gs(z.§) = 0) = pa,
P(gm(z,§) > 0) > pp,
x € T,
illetve

cr — min

v

P(Ax &) >pi, i=1,...,m,

Bx b,

Vv

ahol ¢ mellett a ¢ vektor is lehet valdszintiségi valtozd vektor. Csak az utobbi
modellel foglalkozunk.

Ha ¢ konstans, akkor linearis programozasi feladathoz jutunk:

clr) — min

AZ‘{L’

%
£
I
“H
E

Bx

Vv
o>

ahol a; = F, *(p;), A; az A matrix i-edik sora, F; a & valQ oszintiségi viltozo elosz-
lasfiiggvénye, i =1,...,m.

Ha ¢ valosziniiségi valtozo-vektor, akkor harom tovabbi modellt kapunk. Mind-

harom esetben az x dontési vektort x = D¢ alakban keressiik. A feltételek a kovet-

2E feladatcsoportot Charnes et al. (1959) mutatték be.
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kez6 alakuak:
P (Z (Z aijdjk) §p 2> fz) >p; t=1,..,m.
k=1 \j=1

E-modell: a ¢D¢ varhato értékét minimalizaljuk:
E[cDE] — min

Ha ¢ és & sztochasztikusan fiiggetlenek, akkor E[cDE] = E[c]DE[(].

V-modell: ¢, és x, olyan vektorok, amelyek a c-ben foglalt valészintiségi valtozok
és az x dontési vektor bizonyos preferalt értékeit foglaljak magukban és a minima-
lizdlando célfiiggvény a cx szorzatnak a c,x, szorzattdl vald négyzetes eltérésének a
varhato értéke:

E[(cD¢ — cox,)?] — min
P-modell: Ha az eredeti feladatban a cz célfiiggvény maximalizalandé (nyereség,

stb. a jelentése), akkor értelmezésiink igy szol: maximalizaland6 annak a valoszini-

sége, hogy a célfiiggvényiink egy preferalt értéknél nem lesz kevesebb:
P (¢D¢ > c,x,) — max

Példa. Ez a példa azt illusztralja, hogy a feltételek egyiittes teljesiilésének a
megbizhatosidgat és a célfiiggvény értékét egyarant befolydsolja, hogy melyik mo-
dellt alkalmazzuk. Valasztasunk a modellek koziil attol fiigghet, hogy a koltség és
biztonsag koziil melyiknek mekkora jelentGséget tulajdonitunk.

Tekintsiik a kovetkezd feladatot:

T+ y — min
2x+y2€17
$+2y2£2,

x,y >0,

&, és &, fiiggetlen, a (0,2) intervallumon egyenletes eloszlasu valosziniiségi valtozok.



218 C. FEJEZET: SZTOCHASZTIKUS PROGRAMOZASI MODELLEK

Elgszor a feladat értelmezésére valasszuk a varhatoérték-programozast: helyet-

tesitsiik &;-et és &, -t a varhato értékeikkel. A kovetkezd feladathoz jutunk:

T +y — min
20 4+y > 1,
x4+ 2y > 1,

x,y > 0.

E feladat grafikusan is megoldhato, optimalis megoldasa: (z,y) = (1/3,1/3), az op-
timalis célfiiggvény érték: 2/3. A két feltétel egyiittes teljesiilésének a valoszintsége:
P1=&)P(1=¢&)=1/4

Masodszor irjuk eld, hogy a feltételek egyiittesen 0,9 valoszintiséggel teljesiiljenek.

Ekkor a kiovetkezs feladathoz jutunk:

T+ y — min

2r+y >¢&;
>0,9

T+ 2y > &

z,y > 0.

A két valoészintiségi valtozod fiiggetlensége miatt a valoszintiségi feltétel baloldala

szorzatta alakul:

2 >
r+y>¢& =PRr+y>&)Pr+2y>6E,).

x+2y > &,

A feltételek szimmetrikus voltat figyelembe véve a szorzat mindkét tényezGjének az
értéke /0,9, optimalis megoldasa: (z,y) = (1/0,4,/0,4), az optimalis célfiiggvény-
érték kozelitsleg: 1,26.

Harmadszor irjuk els, hogy a feltételek biztosan teljesiiljenek. Ez megtorténik,

ha & és &, -t legnagyobb lehetséges értékiikkel: 2 - vel helyettesitjiik. Ekkor a
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feladatunk a kovetkezd lesz:

T+ y — min

2 4y > 2,

T+ 2y > 2,

z,y > 0,
amelynek optimalis megoldéasa: (z,y) = (2/3,2/3), az optimalis célfiiggvény érték:
4/3, joval nagyobb, mint az el6z6 kettd.

Végiil a feltételek teljesiilésének valoszintiségét egyenként irjuk el6. Ekkor a

kovetkezd feladathoz jutunk:

T +y — min
P2x+y>&)>0,9
P(x+2y>¢&)>0,9

z,y > 0.

A két valoszintségi feltétel helyettesithetd a kovetkez6 determinisztikus feltételekkel:

2z +y > F; ' (0,9)=1,8

r+2y > F1(0,9) = 1,8

Ekkor az optimélis megoldés: (z,y) = (0,6;0,6), az optimélis célfiiggvényérték 1, 2.
A két feltétel egyiittes teljesiilésének valoszintisége pedig a valdsziniiségi valtozok

fiiggetlensége miatt 0,9% = 0, 81.

C.5. Bintetéses modellek

Ebben a modellben a célfiiggvény csak az x vektortol fiigg: c(z,§) = c(z). A szto-
chasztikus feltételeket is a célfiiggvényben jelenitjiik meg oly médon, hogy egy, e
feltételek megsértésének mértékét kifejezs, biintetd fiiggvényt adunk hozza a c(x)

fiiggvényhez. Csak a linearis modellen mutatjuk be és sztochasztikus feltételeinket
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az Ar = £ egyenletrendszer jelenti. Ekkor a sztochasztikus modell:

c(x) + Elq(§ — Az)] — min

Bx > b

A ¢ a biinteté6fiiggvényre fennall, hogy ¢(z) > 0,z € R™,q(0) = 0. E feladat fontos

specidlis esete a feltételek megsértését komponensenként biinteti. Ekkor

=1

Ms

ahol ¢(z) = (q;r(zz)Jr +q; (—2i)4), qi és q; adott konstansok, (a), = maz(a,0).

I
—

Ekkor Flq(§—Azx)| = Z E g (& — Aiw), +q; (Aiw—&,), ], acélfiiggvény ma-
i=1
sodik tagja szeparabilissa valik és ezért a numerikus megoldéasét illetGen egyszeriib-

ben kezelhetGvé.

C.6. A célfiiggvény valodszintiségi valtozot
tartalmaz

(a) A c(z,€) célfiiggvény Elc(z, )] varhatd értékét minimalizaljuk:
Elc(z,&)] — min

Ha speciélisan c(z, §) = x€, akkor E[c(x,§)] = E[¢]x linearis lesz.

(b) Hatékony v. efficiens v. Pareto optimalizalas:

Optimélis: olyan z, lehetséges dontési vektor, amelyre fenndll, hogy nincs olyan
masik x lehetséges dontési vektor, amelyre a Elc(x, §)] = Elc(x,,£)] és Var[e(x,§)] <
Var(ce(x,,€)], vagy Var[e(x,&)] = Var|e(z,,§)] és Elc(x,€)] > Elc(x,,§)]. Azaz
két célfiiggvényiink van: a c(x, ) varhato értéke (maximalizdlando) és variancidja
(minimalizalando), és e két célfiiggvény szerinti optimalis megoldast keresiink. Az

optimalis megoldasok korét leszikitjiik azzal, hogy a két célfiiggvényt silyozzuk.
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Ha specialisan c(x,§) = x£ és £ kovariancia matrixa C, akkor x{ variancidja
xC'x lesz, és a célfiiggvény az alabbi alakt: o E(€)x — fxCx, ahol « és [ alkalmasan

valasztott pozitiv konstansok.

(c) Meglévs feltételeinket kiegészitjiik egy tjabb feltétellel, és megoldando fela-
datnak a kdvetkezét tekintjiik:

d —min

Ple(z, &) <d)>p, z €T,

ahol p el6irt, rendszerint nagy valdszintiség, 0 < p < 1.
Ha specialisan c(z,£) = €, a £ kovariancia matrixa C' és £ tobbvaltozos normaélis
eloszlast valdszintiségi valtozo vektor, tovabba £ nemdegeneralt eloszlasd, minden

x € T mellett, akkor a feladat optiméalis megoldésara
Ple(z,§) <d)=p
kell, hogy teljesiiljon és az optimalizalando célfiiggvény:
d= E(§)z+ ' (p)VaCr,

ahol ® a standard normalis eloszlés eloszlasfiiggvénye. A determinisztikus feladat

tehat a kovetkezd:

E)z+ o ' (p)VoCr — min; x € T

C.7. Valo6szintiségeloszlas problémak

Erdeklédhetiink

1. a véletlen optimalis célfiiggvényérték eloszlasa ill.

2. a véletlen optimalis megoldas eloszléasa,

vagy az eloszlas valamilyen jellemz6i (pl. varhato érték, variancia) irant.
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C.8. Keétlépcsos sztochasztikus programozas

A masodik 1épesé feladata az, hogy az els§ lépesben (itt és most) hozott dontést

korrigaljuk. Ez a kovetkezd feladat megoldasat jelenti:

qy — min

ahol qy képviseli a korrekcio koltségét, Wy a korrekciot. Itt méar adottak az x
és a & vektorok, amelyekt6l a masodik lépcsd linearis programozasi feladatanak
optimalis célfiiggvény-értéke fiigg. Jeldlje ¢(z, &) az optimalis célfiiggvény-értéket:
q(z,&) = min{qy|Tx + Wy =&, y > 0} . Ekkor az x dontési vektort a modell ugy
valasztja ki, hogy amellett, hogy x kielégiti az eredetileg kirott

Ar=bx >0, r e X C R"
feltételt, minimalizélja a felmeriil6 Gsszes koltség varhatod értékét:

cx+Q(x) — min

Ar = bx>0;z€ X CR",

ahol Q(z) = E(q(z,£)). € X az un. indukalt feltételeket foglalja magaban.

Az indukalt feltételek jelentése a kovetkezs: Csak olyan, az els6 1épcsG eredeti
feltételeinek eleget tévs o dontési vektorok alkotjak a feladat megengedett megol-
désait, amelyekre a masodik lépcsében 1év6 feladat megoldhatd (megengedett és
véges optimummal rendelkezik) a szoban forgo valoszintiségi valtozo vektor minden
lehetséges értékére:

Te+Wy=¢& y>0

rendelkezik megengedett megoldéassal.
Ezen feliil a masodik lépcsds feladatnak a megengedett megoldasok koziil olyan-
nal is rendelkeznie kell, amelyre gy minimélis — ennek a feltételét vizsgaljuk:

Allitas: Tegyiik fel, hogy = € {x : Av = b, >0, € X}, vagyis a

Te+Wy=¢ y=>0
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feladatnak van megengedett megoldasa ¢ minden lehetséges értéke esetén. Ekkor a
maéasodik 1épcsds feladatnak van véges optimuma akkor és csak akkor, ha 4z € R™,
amelyre

W < q.
Bizonyitas: A
(P) gy — mun
Wy = {-Tz,y=>0

LP feladat duélis feladata a kovetkezo:

(D) (&—Tx)z — max

W < q

A lineéris programozas dualitasi tétele szerint a (P) feladatnak akkor és csak
akkor van véges optimuma - feltéve, hogy van megengedett megoldasa -, ha a (D)
feladatnak van megengedett megoldasa — és ekkor az optimalis célfiiggvény-értékek

egyenldk. FEz éppen az allitas.
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