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Bevezeto

A szén a természet és életiink egyik legfontosabb kémiai eleme. Két médosulata, a grafit
és a gyémant régota ismert. Koztiik csak a kristalyszerkeztiik a kiilonbség, mégis teljesen
eltéro tulajdonsagokkal rendelkeznek. A grafit hatszoges, mig a gyémént az in. gyémant-
szerkezetben kristdlyosodik [1]. A grafit nagyon puha, dtlatszatlan, elektromosan vezet
és olcsd, mig a gyémant nagyon kemény, atlatszo, szigeteld és draga anyag. Joval késobb,
1985-ben fedezték fel a Cgy molekulat, masnéven a fullerén molekulat , ami egy focilab-
ddhoz hasonlit, hatvan szénatom egy gomb felszinén 6t6s és hatos gytiriiket alkot [2]. A
felfedezésért 1996-ban F. Curl, H. W. Kroto és R. E. Smalley megosztva kaptak kémiai
Nobel-dijat. A szén masik, nemrégen, 1991-ben felfedezett moédosulata a szén nanocsd
, amit elészor egyértelmiien Ijima izolalt kisérletileg [3]. A szén nanocsovekrol szamos
osszefoglalé taldlhaté az irodalomban [4, 5].

A manchesteri egyetemen Geim kutatécsoportjanak 2004-ben sikeriilt a grafitbol
egyetlen atom vastagsdagi réteget, un. grafént levélasztani [0]. Ezzel a munkdval ér-
demelte ki 2010-ben a fizikai Nobel-dijat Andre Geim és Konstantin Novoselov. Rogton
ezutan Kim csoportjanak is sikeriilt grafént eloallitani, és meger6sitették Geim csoport-
janak az eredményeit [7]. A grafénben a szénatomok méhsejtszerti alakzatban helyezked-
nek, ahogy ez az 1 abran lathat6. A grafénnek kitiintett szerepe van hiszen a fullerént,
a szén nanocsovet és a grafitot is elvben a grafénbdl lehet szarmaztatni. A fullerénnél
a grafén szerkezetbe 12 darab Otszoges gytiriit kell beépiteni (ez pozitiv giirbiilet hi-
bat eredményez a grafénben), és igy fizikai szempontbdl a fullerén egy zérus dimenzidji
objektum, diszkrét energiaszintjei vannak. A szén nancsovek a grafénnek hengerré vald
feltekerésével, és a megfeleld szénatomok osszekotésével kaphaték. A szén nancsé igy
egy kvazi egydimenzids objektumnak tekinthetd. Végiil a grafit megfeleléen elrendezett
grafén rétegek egymds fole helyezésével szarmaztathato, ezért a grafit a grafénnek egy
haromdimenziés modosulata.

Mermin-Wagner-tétel szerint kétdimenzioban nem létezik hosszutavia rend, kétdi-
menzids kristaly termodinamikailag insatbil, ezért nem létezhet [3, 9]. Fizikailag, a ter-
mikus fluktudcidk olyan nagysdgrendii elmozduldsokhoz vezetnek, melyek 6sszemérhetok
a racsallandoval. fgy egészen mostanaig ugy gondoltak, hogy kétdimenzios szerkezet
csak egykristalyon noveszthetd. Ezért is nagy jelentoségii Geim csoportjanak a felfe-
dezése, az akar 100 pm méretli grafénpikkelyek izoldlasa. Ilyen nagysagi mintdk mar



1. dbra. A grafén kristalyszerkezete az a; és ay elemi cella vektorokkal jellemezheto.
Minden elemi celldban két bazisatom (két szénatom) van (az abréan a kék korok az A
tipusi, a piros korok a B tipusi szénatomokat jeloli).

alkalmasak tovabbi kutatdasokra, mint példaul transzport-tulajdonsagok vizsgalatara. Az
egy-, kétrétegii grafén mintakat grafitbdl véalasztottdk le. A grafitbol mechanikai hasi-
tassal kiilonbozo vasatgsagu kristdlyszemcséket éallitottak eld, a cellux ragasztéfeliiletére
ragadt pikkelyeket tobbszorosen ujrahasitottak, ugy, hogy a ragasztdszalag még tiszta
részeit hasznéltak a soronkoévetkezo hasitashoz. Majd végiil az utolsé hasitas eredmé-
nyét meghatarozott vastagsagu oxiddal boritott Si egykristaly feliiletére nyomték ra.
A kritikus 1épés, hogy az egyrétegii grafén szabadszemmel (optikai mikroszképpal) is
lathatéva valik, ha a szemcséket olyan Si lapkara helyezziik, melynek feliiletén jol meg-
valasztott vastagsagu, tipikusan 300 nm vastag, SiO, taldlhat6. Talan soha se fedezték
volna fel a grafént, ha nem ezzel a mddszerrel keresték volna. Megjegyezziik, hogy ha a
Si0, vastagsdga akéarcsak 5 % -kal eltér a grafén mar nem lathaté. A kérdést részlete-
sebben a 3.4 fejezetben ismertetjiikk. Az MTA Természettudomanyi Kutatokézpontban
Biré Lészlé Péter vezette csoportban Dobrik Gergely készitett [10] egy-, két- és hdrom-
rétegli grafén mintakat, amelyek optikai mikroszképos felvételei a 2 dbran lathatdak.
A SiOy lapra helyezett mintédn jol kiveheto a rétegek szamatél fiiggé kontraszt. fgy a
latszélag egyszeriinek tiné eljaras valdjaban komoly kisérleti felkésziiltséget igényel. A
Mermin—-Wagner-tétellel azért nincs ellentmondéas, mert a szénatomok kozti kélesonha-
tas még szobahOmérsékleten is olyan erds, hogy a termikus fluktuaciok nem elegendéek
diszlokaciok, mas kristdlyhibak keltésére vagy a grafénsik harmadik dimenziéban vald
kis torzulasara. Ugyanakkor, a minta méretének novelésével a grafén , behullamosodik”.
A 3.4 fejezetben megadunk néhany cikket, amelyekben ezeket a kérdéseket részletesebben



2. dbra. Az egy-, két- és haromrétegii grafén minta optikai mikroszképos felvétele (ké-
szitette: Dobrik Gergely, MTA Természettudomanyi Kutatékozpont).

tanulmanyozzak.

A grafén egyik fontos tulajdonsiga, hogy benne a toltéshordozdk mozgékonysaga ren-
dikiviil nagy, példaul 100 K hémérsékleten elérheti a p = 185000 cm?/Vs [11] értéket is,
mig 5 K-en p = 230000 cm?/Vs [12]. Ezek az értékek a szokdsos félvezetSknél jéval na-
gyobbak, példaul Si-ra p = 1350 cm?/Vs [13]. Igaz, hogy InSb-ra u = 77000 cm?/Vs,
de ez az érték csak dépolatlan félvezetére igaz, mig grafénre a mozgékonysag dopolt
esetben is megmarad nagy értékiinek. fgy a grafén elektromos transzportja balliszti-
kus marad akdr a szubmikronos méretskdlan (0,3 um) is. A mésik fontos ok, amiért
a grafén nagyon roévid idon beliil a kutatas kozéppontjaba keriilt az a benne 1év6 tol-
téshordozok kiilonleges jellege. Kondenzalt anyagok fizikdjaban a Schrodinger-egyenlet
hatdrozza meg az anyagok elektromos tulajdonsagait. A grafén kivétel: itt a toltéshor-
dozok dinamikédja a Schrodinger-egyenlet helyett a Dirac-egyenlettel irhaté le. Habar
az elektronok mozgasa egyaltalan nem relativisztikus, az elektronok kolcsonhatasa a
méhsejt-racsban elrendezett szénatomok periodikus potencialjaval olyan kvazirészecske
gerjesztést eredményez, ami alacsony energian nagy pontossaggal irhato le a 241 di-
menzids zérus tomegli Dirac-egyenlettel. Emiatt gyakran a neutrinékhoz hasonlitjék a
grafénben fellépé Dirac-fermionokat . Azonban egy fontos kiilonbség, hogy grafénben
az effektiv fénysebesség kb. 300-szor kisebb a vakuumban terjed6 fény sebességénél. A
grafén felfedezése és elektromos tulajdonsaganak mérése mostantél lehetOséget nyujt a
kvantum-elektrodinamikaban ismert kiilonleges jelenségek tesztelésére. Méagneses térben
a Dirac-fermionok a ,hagyomanyos” elektronokhoz képest szokatlan médon viselkednek,
és 1j fizikai jelenségek figyelhetck meg, mint példaul az anomaélis Hall-effektus. A fenti



gondolatokat a kovetkezo, bevezeto jellegli fejezetekben részletesebben is kifejtjiik.

Itt érdemes megemliteni a grafén tovabbi kiilonleges fizikai tulajdonsdgait is. A grafén
rendkiviil konnyti, 1 m?-es minta silya minddssze 0,77 mg. Ugyanakkor, mechanikai de-
formacidk szempontjabdl az egyik legerésebb anyag, 100-szor erésebb, mint a hipotetikus
acél film, a szakitdszilardsdga 1 TPa [11]. A nagy szakitészilardsag annak koszonhetd,
hogy a grafit racsdban a szén sikokban az atomok kozelebb vannak egymashoz, mint
a gyémant racsaban. A grafén a vilag legvékonyabb és legerdsebb anyaga. A 2010-es
Fizikai Nobel-dij bejelentéshez késziilt illusztracié azt mutatja, hogy a grafénbol késziilt
1 m?-es fiiggdagy meg tudna tartani egy 4 kg silyd macskat [15]. Majdnem tokéletesen
atlatszo, a fényatereszt6-képessége 98 % (lasd részletesebben a 3.4 fejezetben), de olyan
stirti, hogy a legkisebb gazatom se tud athatolni rajta. Jobb elektromos vezetd, mint a
réz, de annak ellenére, hogy a semleges grafénben a toltéshordozok szama zérus, mégis
mérhetd egy minimalis vezet6képesség (lasd a 3.3 fejezetet). A grafén hévezet6képessége
5000 %, azaz 10-szer jobb, mint a rézé [16, 17, 18]. Ezen kiilonleges fizikai tulajdonsa-
gok miatt a grafén lehetséges alkalmazasait illetéen az utébbi években igencsak megnétt
az érdeklodés, és ezekre a 3.4 fejezetben még kitériink.

Hazankban az MTA Természettudomanyi Kutatokozpontban Biré Laszlé Péter ve-
zette csoport 2005-ben kezdte el grafén minték eloallitasat, és az elsé cikkiik 2007-ben

jelent meg [19]. Pésztazé alagutmikroszképpal nanométeres pontossaggal tudtak gra-
fén mintakat ,méretre szabni”, ami lehet6vé teszi a grafén elektromos tulajdonsagainak
tervezését [20]. Az MTA Wigner Fizikai Kutatokozpontban Kamards Katalin vezette

csoport, illetve a BME Fizikai Intézetben Mihdly Gyorgy és Szunyogh Léaszld vezette
csoportok kisérletileg és elméletileg tanulmanyozzak a grafént.

A legfontosabb célunk, hogy az érdekl6d6 olvasonak egy, az egyetemi oktatasban is
hasznos 6sszefoglalét nytjtsunk megalapozva a grafén elektromos tulajdonsagait leird
elméletet, és a tovabbi kisérleti és elméleti munkdkhoz adjunk kiindulési alapot. Ezért
az 1 fejezetben részletesen ismertetjiik a grafén savszerkezetének elméleti alapjait, illetve
a 2 fejezetben az effektiv-tomeg kozelitésnek egy kevéssé ismert targyalasat. Ennek a két
fejezetnek az ismerete szilikséges a 3 részben vazolt legérdekesebb, legmeglepébb kisérleti
és elméleti eredmények megértéséhez. Az elmilt par év alatt a grafénrol tobb ezer cikket
frtak (lasd példaul az 1. dbrat a [21] cikkben). Nehéz lenne errdl szamot adni ebben a
rovid attekintésben. Ehelyett a 3.4 Gsszefoglaléban 6sszegytjtottiink néhany fontosabb
attekinté miivet az érdeklédok szaméra.



1. fejezet

A grafén savszerkezete

A grafén méhsejtszerii szerkezetének a stabilitasa az elektromos tulajdonsdgainak kovet-
kezménye. A szén s-pélyéja és a két p-pélyéja kozott felléps sp? hibridizdcié eredményezi
a hatszoges szerkezet stabilitasat, kialakitva az un. o-kotést, mas néven a o-savot. Ez
a 0-kotés felelés a szén Osszes médosulatanak stabilitasaért. A Pauli-elv miatt ez a sav
teljesen be van toltve, és egy alacsony energias vegyértékkotési savnak felel meg. A szén-
atom harmadik p-palydja, ami meréleges a hatszoges sikra (egyszeriiség kedvéért legyen
ez a p, palya) kovalens kotéssel kapesolddik a szomszédos szénatom p, palyajahoz, 1étre-
hozva az tin. mw-kotést, mas néven a w-savot. Mivel a p, palyan egy elektron van a m-sav
félig van betoltve.

A grafén savszerkezetét eloszor Wallace tanulmanyozta 1947-ben, de abban az idében
a tisztan kétdimenzios grafén szerkezet vizsgélatat pusztan elméleti modellnek tekintet-
ték [22]. Valdjaban, maga Wallace is kiinduldsi pontnak tekintette ezt a szamolast a
grafit jobb megértése érdekében, ami nagyon fontos volt az atomreaktorok kifejlesztésé-
ben a II. vilaghaboru idején. Késobb a Slonczewski-Weiss-McClure savszerkezeti-modell
nagyon jol leirta a grafit sdvszerkezetét, és sikeresen alkalmaztdk a kisérleti eredmények
megértéséhez [23, 21]. fgy Wallace eredményei feledésbe meriiltek, és csak napjainkban
a nanocsovek és a grafén irant megnott érdeklodés miatt valt ismét fontossa.

Ebben a fejezetben Reich és munkatdrsai munkajat kovetve [25, 5] dsszefoglaljuk a
szamolas legfontosabb pontjait a szénatomok kozti elsé harom szomszéd-kolesonhatast
figyelembe véve. Szoros kotésli kozelitésben (tight-binding approximation) [13, 20] a
m-sav meghatarozasahoz meg kell oldani a Schrédinger-egyenletet:

Hy(r) = E(k)Ty(r), (1.1)

ahol E(k) a sajatérték adott k hulldmszdm vektor mellett' és a Wy (r) sajitfiiggvényt
két Bloch-fliiggvény szuperpoziciGjaként irunk fel (tekintettel, hogy grafénben elemi cel-

LA k vektor a Brillouin-zéndban van, amit a reciprokracs b; és by elemi cella vektorai hataroznak
meg.



lanként két bazisatom van?): Uy (r) = Ca(k) @1((‘4) (r) + Cp(k) @LB) (r), ahol
oW (r MRa o(r — Ry), (1.2a)
f >
o (r ™R o(r — Rp), (1.2b)
Ay

és o(r) a szénatom 2p, dllapotdhoz tartozé normalt hulldmfiiggvény. N az elemi celldk
szama a mintaban, R4 és Rp az A, illetve B tipusi szénatomok racsvektora.

Beszorozva az (1.1) egyenletet balrél a (IDI((A) (r), illetve <I>§<B)(r) hulldmfiiggvényekkel,
és integralva r szerint a C'y (k) és Cp(k) egyiitthatékra kapunk egy-egy egyenletet. Az igy
kapott két egyenletben az egyes tagokat az R4 és Rp elemi racsvektorok kozti tavolsag
szerint csoportosithatjuk. Konnyti belatni, hogy a méhsejt-racsszerkezetben az elso-,
méasod-, és harmadszomszéd tavolsag \/ga/?) ~ 0,577 a, a, illetve 23 a/3 ~ 1,155 a, ahol
a=l|a| = |ag] = V3ac_¢ az elemi cella vektor hossza, aml a szén-szén atomok kozti,
mérésekbdl ismert ac_¢ ~ 1,42 A tavolsaggal adhaté meg?. Igy példaul az 1 abréan jelolt,
mondjuk Ry racsvektorral adott helyen 1évé A tipusi atomtdl elsészomszéd tavolsagra
1év6 harom darab B tipusu atom R = Ry+9; racsvektori pontokban vannak, mig a hat
darab masodszomszéd tavolsagra 1évé A tipusu atom az R4 = Rg + 9, illetve a harom
darab harmadszomszéd tavolsagra 1évé B tipusu atom az Rp = Ry + d3 racsvektoru
pontokban talalhatok, ahol

1 1 1
61 = g(al —232),5(32 —2a1),§(a1+a2), (13&)
62 = ial, :i:ag, j:(al — az), (13b)
2 2 2
03 = 3 (a1+32),§(231 _32)a§(232_a1)' (1.3¢)

Ro6vid szamolds utan adott k mellett a Wy (r) hullimfiiggvényt meghatarozé Cy(k) és
Cp(k) egyiitthatokra a kovetkezd sajatérték-egyenletet kapjuk:

(M ) (G109) g (4 S0 ) (G0)

ahol a hopping matrix és az S hullamfiiggvény-atfedési integralokbdl képzett matrix az

2Az 1 4bran az a; és ay elemi cella vektorokkal meghatdrozott elemi celldban a két bazisatom az A
tipusi szénatom (kék korok) és a B tipusi szénatom (piros korok).

3Megjegyezzilk, hogy ha az els6szomszéd kozelitésen til figyelembe akarunk venni tévolabbi szom-
szédokat is, akkor a masodszomszéd kolcsonhatds mellett szdmitdasba kell venni a harmadszomszéd kol-
csonhatdst is, mert a masod-, és harmadszomszéd tavolsagra 1év6é atomok viszonylag kozel vannak
egymashoz.



els6 harom szomszédot figyelembe véve a kovetkezo alaku:

Hin=Hpp=co+m Y e*0, (1.5)
J,

Hap=Hjy=7 > ™0 47y 3 ks, (1.5b)
o, 05

Sia = Spp = 1—1—8126“‘62, (1.5¢)

0>

Sap = SE4 = 50 Zeikal + 59 ZeikJS, (1.5d)

0, 03

ahol €9 = [ ¢*(r)H(r)p(r) d’r a p, dllapothoz tartozé atomi energiaszint (on-site ener-
gia), mig a hopping integralok: v; = [ ¢*(|r])H(r)o(|r — 8;41]) d?r, illetve az atfedési
integrdlok: s; = [ ¢*(|r])p(|r — 8;41]) d°r, ahol ¢ = 0,1,2 és * a komplex konjugaldst
jelenti.

Adott k allapoti Bloch-fiiggvényhez tartozé FE(k) energiat az (1.4) Ca(k)-ra és
Cp(k)-re homogén egyenlet detemindnsinak zérushelyei adjdk. Az eljards egyszeriien
altalanosithaté és programozhaté még tavolabbi szomszédok figyelembe vételével. A ~,
1, €s 2 hopping elemek, illetve az sg, s1, és sy atfedési integralok megtalalhatok Reich
és munkatarsai cikkében, ahol ezeket az értékeket az elsé elvekbdl nyert savszerkezetbol,
illesztéssel kaptak [25]. A tipikus értékek: 7o = —2,97 eV, v; = —0,073 eV, 72 = —0,33
eV, illetve sg = 0,073, s1 = 0,018, és s, = 0,026.

Legegyszeriibb kozelitésben elhanyagoljuk az dtfedési integralokat (ekkor az S métrix
egységmatrix lesz), és csak els6szomszéd kolesonhatdsokat vesziink figyelembe (csak 7
nem zérus). Konnyt belatni, hogy ekkor az (1.4) egyenletben a H hopping matrix (ebben
az esetben H a rendszer Hamilton-operatoranak tekinthetd) a kovetkezé alak:

€0

ahol f(k) =10 Y, k01 — it klartaz) (] 4 e—ikar  o=ikaz) és {gy H sajatértékei adjdk
a grafén diszperzids relaciéjat a legegyszertibb kozelitésben:

E (k) = ¢o + 5| f(K)| = €0 + s|70]1/3 + 2coska; + 2coskay +2cosk(a; —ay), (1.7)

ahol s = £1 a sdvindexet jeloli, az s = +1 a vezetési sdvot (mds néven m sav), az
s = —1 a vegyértékkotési savot (més néven 7 sav) irja le. A p, palydkbdl kialakuld -
kotésben az Ey(k) diszperzids relacidk k fiiggése az 1.1 dbran lathaté. Az irodalomban
gyakran az s = +1 vezetési savot — a félvezetokkel analdog médon — részecskesdvnak
vagy n-tipusu tartomanynak, és az s = —1 vegyértékkotési savot pedig lyuksdvnak vagy



(a) Haromdimenzids abra (b) Konturdbra

1.1. abra. A grafén FE, (k) diszperzids relacidja k = (k,,k,) fiiggvényében az (1.7)
egyenletbdl szamolva. A bal oldali débran az F. (k) vezetési és az E_ (k) vegyértékkotési
sav haromdimenziés képe, mig a jobb oldali abran a vezetési sav konturvonalai lathatok.
Az energidt || egységekben mértiik, és ¢g = 0. Az 1 abran lathaté a; = a(v/3/2, —1/2)
és ay = a(V/3/2,1/2) elemi cella vektorokhoz tartozé by = 27/a(1/y/3,—1) és by =
2r/a(1//3,1) vektorok a reciprokracs elemi cella vektorai. A fekete hatszog jeloli a
Brillouin-z6ndt, és a csicsai a Dirac-pontok . A K = (2by +b;)/3 és K' = (2by + bs)/3
pont a két nem-ekvivalens Dirac-pont a Brillouin-zénéban.

p-tipusi tartomanynak is nevezik. Lathatd, hogy a diszperzids relacio szimmetrikus az €
energiara, azaz Fy (k) —eg = — (E_(k) — €). Az irodalomban ezt kirdlis szimmetrianak
(vagy alrdcs szimmetridnak) nevezik [27].

Megmutathatd, hogy az abran lathato fekete hatszog alakd sokszog a méhsejt-racs
Brillouin-zénaja . A hatszog csicsait Dirac-pontoknak nevezik (az elnevezés okat késébb
indokoljuk). A hatszog cstucspontjai koziil csak két nem-ekvivalens Dirac-pont tartozik
a Brillouin-zénahoz, melyeket az irodalomban szokasosan K-val és K’'-vel jelolnek. Két
lehetséges nem-ekvivalens Dirac-pontnak valaszthatjuk a K = (2bs + by)/3 és K' =
(2by + bs)/3 pontokat, ahol by és by a reciprokrécs elemi cella vektorai (a;b; = 2745,
ahol 7,7 = 1,2). Hasonléan kénnyd belatni az (1.7) egyenlet alapjan, hogy E.(K) =
EL(K') = €, azaz a Dirac-pontokban az F_(k) vegyértékkotési sav (részecske sav) és a
E, (k) vezetési sav (lyuksdv) osszeér.

Amint kordbban emlitettiik, a m-kotéssel kialakul két sav (részecske- és lyuksav)
semleges grafén lap esetén félig van betoltve, azaz a grafén Fermi-energidja €y, melyet az



energia nulla~szintjének valasztdsdval zérusnak vehetiink (és vesziink a tovabbiakban).
A Fermi-energia éppen a Dirac-pontokon megy at. Mivel az anyagok elektromos vezetési
tulajdonsagait a Fermi-energia kozelében 1évo energidju elektronok hatarozzak meg, ér-
demes az (1.7) diszperzids relaciét sorba fejteni a Dirac-pontok kérnyékén. Vezessiik be
ak/ = k—K, illetve a k" = k — K’ Dirac-pontoktdl vald eltérést, és tegyiik fel, hogy |k'|,
illetve |k”| sokkal kisebb, mint |K| = |K'| = 47/(3a)! Hasznaljuk a Descartes-koordinata
rendszert, azaz k' = (kI,, k,) (hasonldan k”-ra), és vélasszuk az 1 dbrdn lathaté médon
az a; = a(V/3/2, —1/2) és ay = a(+/3/2,1/2) vektorokat! Ekkor a K, illetve a K’ Dirac-
pontok kozelében kapjuk:

Eq(k) = shv|k|, ahol (1.8a)

ho = |yolav/3/2. (1.8b)

Az egyszeriiség kedvéért elhagytuk a vesszot a k vektorrol. A tovabbiakban a k hullam-
szamvektort a K Dirac-ponttél mérjiik. Ugyanezt az eredményt kapjuk a tobbi Dirac-

pont kozelében is. A diszperzios relacié kiapos alaku, az energia a k hullamszamvektor
nagysagatol linearisan fiigg. Az 1.2 dbran lathato a hat darab Dirac-kip.

1.2. dbra. A Dirac-pontok kozelében a diszperziés relacio kupos. Ezeket Dirac-kipoknak
nevezik . A piros/kék a részecskesav/lyuksdv.

Végezetiil levezetés nélkiil felirjuk a grafén Hamilton-operdtorat masodkvantalt alak-
ban szoros kotési kozelitésben csak els6szomszéd kolesonhatést figyelembe véve:

H=—v Z[A+<R>B(R+5)+B+(R+a) AR)], (1.9)
R0

10



ahol A* és A (BT és B) az elektronok kelt$ és eltiinteté operdtorai az A (B) tipusi
racspontokban, és az R racsvektor az A tipusu racspontokon fut végig, és d az els6szom-
széd vektorokat jeloli (a jelolések egyszertisitése érdekében az (1.3a) egyenletben adott
els6szomszéd vektorokndl az 1 indexet a tovabbiakban elhagyjuk). A fenti eredmény elég
nyilvanvald, a szokasos masodkvantalt alak szoros kotési kozelitésben.
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2. fejezet

Effektiv-tomeg kozelités

A Dirac-pontok kozelében az elektron dinamikajanak leirdsahoz sziikség van egy effektiv
Hamilton-operatorra. Az irodalomban toébb mddszer is ismeretes ennek levezetésére,

példaul DiVincenzo és Mele [28], McClure [29], Ando és munkatdrsainak [30], illetve
Castro Neto és munkatérsainak a cikkeiben [78]. Itt most Semenoff [31] eljardséat fogjuk
kévetnit.

Induljunk ki a grafén Hamilton-operatoranak masodkvantalt alakjabdl (lasd az (1.9)
egyenletet)! Bevezetve a keltd és eltiintet$ operatorok A(k) és B(k) Fourier-transzfor-
maltjait:

AR) = / (;l:; SR AL B(R) = / (ka)QeikRB(k) (2.1)

az (1.9) Hamilton-operédtor a kovetkez6 alakba irhato:

[Pk A(K)
= [ 55 005 g | 50 | 2.2

ahol H(k) éppen az (1.6) egyenletben adott matrix (az integraldst a Brillouin-zénéra
végezziik). Az A és B operatorok megfelel6 linearkombindcidjaval H diagonalizalhato,
és visszakapjuk az (1.7) egyenletben felirt E(k) diszperzids reldciét.

A tovabbiakban az alacsonyenergids hataresetet vizsgaljuk (olyan k allapotokat, me-
lyekre F (k) < |v]|). Ekkor csak a K és K’ pontok kozelében 1évé elektron-allapotok

LAz eredeti cikkben a levezetés meglehetésen tomor. Ezért itt a fontosabb lépéseket részletesebben
ismertetjiik.
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vesznek részt a dinamikaban, és a Hamilton-operator jé kozelitéssel két tagra esik szét:

Y AL T _ A(k — K)
HN/(%)2 [A*(k - K), B (k - K)] H(k - K) [B(k—K)}
P e i e x| Ak—K)
+/(2W)2 [AT(k - K'), B"(k - K)] H(k - K') [B(k_K,J (2.3)

Az Ak — K), A(k — K') eltiintet6 operatorok (és hasonléan a B operatorok) csak olyan
k allapotokra adnak lényeges jarulékot, amelyek kozel vannak a K és K’ pontokhoz. Az
Ak — K), A(k — K') operatorok Fourier-transzforméltjai a térbeli koordinatak lassan
véltozé fiiggvényei, ezt nevezik az irodalomban burkolé-fiiggvény (envelope) kozelitésnek.
Kontinuum kozelitésben (azaz, ha a racsallandé a — 0) d-ban els6 rendig frhatjuk:

oi(k-K)O _ —iKO,ikd o ~iKO (1+1ikd). (2.4)

Itt az e—'K9 konstans, ha a — 0, hiszen |K| ~ 1/a és 6] ~ a. A (2.4) kozelitéssel a
H(k — K) métrix 6-ban els6 rendig:

H(k — K) ~ Hk(k) = — ( kgf)(K) kgéK) ) cgK)=i ) §e KO (25)
)

ahol kihasznéltuk, hogy > s e~iK9 — 0. Hasonlé igaz a K'-re is. A (2.5) alakot beirva
a (2.3) egyenletbe kapjuk:

4 d’k + +(1
= [ 5 =), B k= )] Bk [

Pk AN
o [ e A= KB =) el |

Vezessiik be a kvazi fermion téroperatorokat (kétkomponensti spinorok):

=] g ] s -u [ SRR

ahol az U unitér 2x2-es matrix a kovetkezo alaku:

Ak — K') }
Bk-K') |-

U=¢%5"Qo,, Q= H Q}, (2.7b)

(4

és 0, 0, a Pauli-matrixok! Ekkor a (2.6) Hamilton-operator alakja:

i | % (900) B0 009+ % (5-00) H.(-00. @9
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ahol H, (k) = UHk(k)U* és H_(k) = UHk/(k) U". Ezeknek a 2x2 métrixoknak a
szorzasa egyszer(i, de kissé hosszadalmas. Erdemes a (2.5)-ben adott 2x2-es métrixot
egy adott koordinatarendszerben kiszamolni, pl. az 1.1 abra felirataban adott vektorokat
hasznalva. A szamolas a kovetkezd egyszerli eredményre vezet:

H_ (k) = ho (02ky + oyk,), H_(K) = ho (0.k, — oyk,), (2.9)

ahol kihaszndltuk a v sebesség (1.8b) definicidjat. Egyszertien belathatd, hogy a H. (k)
és H_(k) operatorok unitér transzformacioval egymasba viheték, hiszen o,H, (k)o, =
H_(k). Ezért a diszperzios relacié a K és K’ Dirac-pontok kozelében azonos. A (2.8)
egyenletbe befrva Hy (k) (2.9) eredményét, majd attérve valds térbeli reprezentéciéra a
Hamilton-operator méasodkvantalt alakjara a kévetkezot kapjuk:

N . + . . + .
H=v / @ ($(1)) " (0ups + 0yp,) () + 0 / @ ($-(0)) " (0upe = oymy) V- (x),
(2.10)

ahol bevezettitkk a p = (ps,py) = h/i(0/0x,0/0y) impulzus-operatort. Megjegyezziik,
hogy az inverz Fourier-transzformaciét formalisan a hk — p cserével végezhetjiik el. Az
eredménybol jol lathatd, hogy az eredeti Hamilton-operator szétesett két azonos maso-
latra, az egyik a K, a mésik a K’ pont kozelében 1év6 k allapotok dinamikajat irja le.
A (2.10) eredmény alapjan felirhatjuk a Hamilton-operator els6kvantélt alakjat is:

_( Hy O _ T2z + OyPy 0
I L S Tt
A fenti Hamilton-operatorral leirhaté kvazirészecskét Dirac-fermionnak nevezik. Be-
lathato, hogy a H, operator sikhullim-megoldasaihoz tartozé sajatértékek megegyez-
nek az (1.8a)-ben szamolt Fg(k) diszperziés reldcidoval. A H Hamilton-operator blokk-
diagondlis szerkezetii, a K és K’ pontok koriil degenerdlt (az angol irodalomban valley
degeneration). Ezért legtobb szamoldsban ezt a degeneraciot egyszerilien egy 2-es szorzé-
val lehet figyelembe venni. Az elektron spinje szerinti degeneraciét (a Hamilton-operator
nem fiigg az elektron spinjétol) egy tovabbi 2-es szorzdval lehet szamitdsba venni.

A H, Hamilton-operéator hasonlit a kétdimenzids elektron relativisztikus Dirac-egyen-
letéhez. Ezért hivjak a Brillouin-zona csicsait Dirac-pontoknak, és a diszperzios rela-
ciét a Dirac-pontok kozelében Dirac-kipoknak. A grafénben az elektron dinamikaja
megfeleltethetd egy Dirac-fermion dinamikajaval. Ezt az analdgidt eldszor Wallace [22]
alkalmazta szdmoldsdban, majd kés6bb McClure [29], és DiVincenzo és Mele [28]. Az
elektron sebessége az (1.8b) egyenlet alapjan és || =~ 3,16 eV-tal szdmolva [32] v =
Iv0|av/3/(2R) = ¢4/300, ahol ¢y a fény terjedési sebessége vakuumban.

Fotoelektromos effektussal (az irodalomban ARPES mdédszernek nevezik az angol
Angle Resolved Photoemission Spectrometer alapjan) kimérhetd a szilard testekben az
elektron-savszerkezet. Monokromatikus és polarizalt fénnyel megvilagitva a mintat ab-
bdl elektronok repiilnek ki, melyeknek megmérve az energiajat és a kirepiilés iranyat ko-
vetkeztetni lehet a minta savszerkezetére. Nemrégen az ARPES mddszert alkalmaztak
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grafén esetében is, és latvanyos eredményekkel sikeriilt igazolni a Dirac-fermionok léte-
z6sét [33, 34]. A mérést majdnem vékuumban, kb. 20 K-en, 95 eV energidji fotonnal, és
25 meV energiafelbontassal végezték. A mérési eredmények kitlinen egyeznek az (1.7)
diszperziés relacioval |y = 2,82 eV és ¢ = 0,435 eV illesztési paraméterekkel. Az
ARPES moddszer alkalmas tobbrétegii grafén, illetve az elektron-fonon, elektron-elektron
kolesonhatasok vizsgalatara is.

Megmutathaté, hogy szoros kotési kozelitésben, figyelembe véve harmadszomszédok
kolesonhatasait is a sebesség renormalédik, és a korabban adott hopping elemekkel, illetve
atfedési integralokkal ssamolva: v & ¢(/380. A diszperzids relacié Dirac-kup jellege nem
valtozik, csak a sebesség numerikus értéke médosul kissé.

Végiil, kénnyen kiszdmolthatjuk a Dirac-pont kozelében a o(E) =},  6(E — Ey(k))
allapotstiriiséget is az (1.8a)-ben szamolt Fy(k) diszperzids reldcié alapjan, és az A, =
V342 /2 elemi celldra vonatkoztatva kapjuk:

2 A
E)= 2 ¢
o(E) — g2

B, (2.12)

ahol egy 2-es szorzoval vettiik figyelembe az elektron spinjei szerinti degeneraciot, illetve
egy tovabbi 2-es szorzét jelent a K és K’ degenerdcié. Fontos megjegyezni, hogy ez
az allapotstiriiség eltér a jol ismert kétdimenzié nemrelativisztikus elektrongaz konstans
allapotstiriiségétol.
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3. fejezet

Néhany fontos kisérleti és elméleti
eredmény

Ebben a fejezetben néhany alapveto kisérleti és elméleti eredményt ismertetiink, amelyek
a grafént kiilonlegessé teszik. A grafénnel kapcsolatos kutatas igen széleskorti, tébb ezer
cikk jelent meg az elsé mérések ota. Ezért ebben a rovid attekintésben — a teljesség
igénye nélkiil — csak néhany fontosabb jelenséget szeretnénk megemliteni.

3.1. Dirac-fermion magneses térben, anomalis kvan-
tum Hall-effektus

Geim csoportjanak elsé és legfontosabb mérésében a grafént magneses térbe helyezték
és tanulmédnyoztdk a minta longitudinalis és Hall-ellenalldsét [6]. A Landau-nivok mi-
att a hagyoményos kétdimenzids vezetékhoz (az angol irodalomban gyakran irjék two
dimensional electrongas, roviden 2DEG) hasonléan [35] platék jelennek meg a Hall-
vezetOképességben, a vezetéképesség kvantdlt. Azonban a platok szekvencidja eltér a
hagyomanyosétél. Az eltérés oka, hogy grafénben az elektronok diszperzids relaciéja —
ellentétben a 2DEG-ben ismert parabolikus fiiggéstél — linedrisan fiigg az impulzustdl.
Ez a mérés szolgalt arra, hogy egyértelmiien kimutassak, grafénben az elektronok dina-
mikajat a kétdimenzioés relativisztikus, zérus nyugalmi tomegti fermionok irjak le. Geim
csoportjanak mérési eredményét par héttel késébb Kim [7] csoportja megerésitette. Az-
6ta szamos laboratoriumban megismételték a kisérletet, és a grafén Hall-vezetoképessége
valéban kvantalt. Hazénkban nemrégen Tévari Endre végezte el a mérést [30], az ered-
ményeit a 3.1 4bra mutatja. JOl ldthatdk a platdk a o, tranzverzalis vezetSképességben'.

1A Vy kapufesziiltség valtoztatdsdval ugyanazt érjiik el, mintha a B magneses tér valtoztatasakor
atlépnénk a szomszédos Landau-nivékra rogzitett Fermi-energian. Ugyanakkor, ez 2DEG-ban nem al-
kalmazhaté.
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3.1. dbra. Grafénben mért longitudindlis ellenallas (o, ) és a tranzverzélis vezet&képesség
(04y) &V, kapufesziiltség fliggvényében 4,2 K-en, 12 T mégneses térben.

El6szor roviden ismertetjiik a Landau-nivok kiszamitasat. A grafén sikjara merd-
leges iranyd B homogén magneses térben a Dirac-Hamilton-operator alacsony energias
kozelitésben a (2.11) alapjan a kovetkezd alaki:

Hy =v(o,m, £ 0ym,), (3.1)

ahol a + (—) indexek K (K’) pontoknak felelnek meg, mig a kinetikus impulzus a szokasos
moédon a 7w = (m,,m,) = p — €A, ahol p a kanonikus impulzus és A a vektorpotencidl,
melyet a B = rotA egyenlet hatdroz meg. A Hamilton-operator K és K’ pontok szerint
degeneralt, azaz tetszéleges magneses térre (inhomogén térben is) o,Hyo, = He, és igy
elegend6 csak egy K pont koriil vizsgalni a rendszert.

A H, Dirac-Hamilton-operétor spektruma a H, ¥ (z,y) = E V(z,y) egyenletbdl kap-
hat6 (14sd pl. [37, 38]). A szdmitdsok szerint az E,, Landau-nivok:

E, = Sgn(n) hwc\/m’ (32)

ahol w, = v/2v/1 a ciklotron frekvencia, | = \/h/|eB| a magneses hossz, n = 0, £1, ..., és
sgn(-) az el6jelfiggvény. Hasonlé eredményt ad a K’ pont koriili H_ operator spektruma.
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A degeneracidkat is figyelembe véve, azt kapjuk, hogy minden Landau-nivo 4-szeresen
elfajult (2-es faktor a spin, 2-es faktor a K és K’ pontok szerint degenerdcié miatt),
kivéve az n = 0 allapothoz tartozé E = 0 energiaju szintet, mely csak a spin szerint
degeneralt.

A kisérletileg megfigyelt kvantum Hall-effektus grafénben [0, 7] megértheté a fenti
Landau-nivék degeneracidja alapjan. A hagyoményos kvantum Hall-effektushoz hason-
16an [39, 40] minden betltott Landau-nivohoz tartozé éllapot Gy = €?/h vezetOképesség-
kvantumnyit jarul a minta teljes vezetOképességéhez. Az E = 0 zérus mod miatt

2 X (2N + 1) betoltott allapot van Ey energiaszint alatt (N pozitiv vagy negativ egész),
és igy
1Y 4e?

Oy =2X (2N +1)Gy = (N + 5) e (3.3)
A tranzverzalis vezetSképesség (Hall-vezetOképesség) kvantélt, a 4G vezetOképesség-
kvantum félegész szamu tobbszorose, ellentétben a nemrelativisztikus kétdimenzios elekt-
rongaz esetével, ahol a vezetOképesség egész szamu tobbszorose 2Gg-nak. Ezért nevezik a
jelenséget anomdlis Hall-effektusnak. A 3.1 abran jol lathato, hogy a Hall-vezetoképesség
a (3.3) egyenletnek megfelel6 platokat alkot.

A maégneses tér fliggvényében mért vezetoképesség-platok szekvencidja, kisérletileg
egyértelmtiien kimutathaté modon, eltér a nemrelativisztikus esetben mért platdk szek-
venciajatol. Fontos megjegyezni, hogy az anomalis Hall-effektus szobahomérsékleten is
megfigyelhetd. Ez azzal magyarazhatd, hogy példaul B ~ 10 T magneses térnél a szom-
szédos Landau-nivok kozti kiilonbség 1000 K, ellentétben a hagyomanyos kétdimenzios
vezet6kkel (2DEG)? | ahol ez az érték néhdny K. Hasonlén, a Zeeman-felhasadds nagyon
kicsi, gupB ~ 5 K, és igy elhanyagolhat6. Az elektronok kozti Coulomb-kolesénhatés
szerepét pl. Ezawa vizsgélta [38], és szamitdsai szerint a kolesonhatés tovabbi felhasada-
sokat eredményez. Geim [0] és Kim [7] csoportja dltal mért anomalis Hall-effektus volt az
elsé bizonyiték arra, hogy grafénben az elektron dinamikajat a Dirac-egyenlet hatarozza
meg.

3.2. Kiralis alagutazas, a Klein-paradoxon, negativ
torésmutato

Ebben a részben a kiralis Dirac-fermion kétdimenziés potenciallépcson torténd szérasat
vizsgaljuk. A relativisztikus Dirac-egyenlet alapjan Klein mutatta meg el6szor, hogy az
elektron T transzmisszios valdszintisége csak gyengén fiigg a potencialgat Vy magasa-
gdtdl, ha értéke nagyobb az elektron mc? nyugalmi energidjanak 2-szeresénél [11]. S&t
végtelen nagy Vj esetén is elérheti a tokéletes transzmissziot, azaz a T' = 1 értéket. Ez

2M4s széval nemrelativisztikus kétdimenziés elektrongdz (az angol irodalomban two dimensional
electrongas, roviden 2DEG).
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szoges ellentétben van a nemrelativisztikus Schrodinger-egyenletbol kapott eredménnyel,
ahol T exponencialisan csokken Vj novekedésével. Ezt a ,, jozan észnek” ellentmondo
eredményt Klein-paradoxonnak nevezik [11, 12]. Ugyanakkor, kisérletileg nehéz kimutat-
ni a jelenséget, mert a potencidlvaltozasnak nagyobbnak kell lennie 2mc?nél a h/(mc)
Compton-hullamhossz nagysagrendjébe es6 tavolsagon, ami éridsi elektromos teret jelent
(€ >10"%V/cm).

Szén nanocsoveknél, elészor Ando, Nakanishi és Saito fedezte fel a tokéletes transz-
misszi6 lehetéségét [30]. Grafénben, elszor Katsnelson, Novoselov és Geim mutattak
meg a Klein-paradoxon 1étezését [13]. Mivel a v sebbesség joval kisebb a fénysebességnél,
egy realisztikus méretii grafén mintaban is konnyen megvalésithaté a sziikséges nagysagu
elektromos tér (€ > 10°V/cm), és igy a Klein-paradoxon kimutathaté kisérletileg. Atté-
telesen a Klein-paradoxon befolyédsolja a transzport-tulajdonsagokat is, ezért a jelenség
megértése mind elméleti, mind kisérleti szempontbol rendkiviil fontos. Tovabbiakban,
ismertetjiik a jelenség lényegét.

Sikhullam-megoldast feltételezve, egyszerii szamoldssal belathat6, hogy a (2.11)-ben
definidlt H, operatornak az (1.8a) egyenletben adott Fg(k) sajatértékeihez tartozé sa-
jatfiiggvényei a K pont kozelében:

—ibhe/2 .
s x(r) = % ( iewk/Q ) ™ ahol 6y = arctgl;—i. (3.4)
A fenti hullamfiiggvényt gyakran kvdzirészecske dllapotnak is nevezik. A hullamfiigg-
vény a K’ pont kozelében megegyezik a fenti hullamfiiggvény idotiikrozottjével, azaz, ha
végrehajtjuk a k — —k transzformaciot.

Vegyiik észre, hogy ha a 6 szog elfordul 27 szoget, akkor a hullamfiiggvény el6jele
megvaltozik, ami egy extra 7 fazist jelent. A hullamfiiggvénynek ez a tulajdonsaga a
spinor jellegére utal (az irodalomban Berry-fazisnak nevezik).

A hullamfiiggvény jellemezheto a helicitdsdval, ami az impulzus-operator vetiilete a
o pszeudospin iranyra. A helicitas-operator alakja

ol

h = o —, (3.5)
D

és a definici6bdl vilagos, hogy a (3.4) egyenlettel adott 1, (r) energia-sajatfiiggvény
egyben sajatfiiggvénye a helicitas-operatornak is s = +1 sajatértékkel:

hi i (r) = sUs(r). (3.6)

A (3.6) egyenlet szerint a o operédtor két sajatértékéhez tartozé varhatéérték irdanya
vagy megegyezik a p iranyaval, vagy azzal ellentétes iranyu. A helicitdas vagy masnéven
kiralitds jol meghatarozott kvantumszam, amig a rendszer Hamilton-operatora leirhato
a (2.11) éltal adott H, Dirac-Hamilton-operatorral. Megjegyezziik, hogy a kiralitas
nem az elektron spinjével kapcsolatos (amint lattuk, az elektron spinje kozvetleniil nem
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is szerepel a problémdaban), hanem a o pszeudospinnel, ami a 1,y (r) hullimfiiggvény
kétkomponensti jellegével van 6sszefiiggésben.

A tovabbiakban megvizsgaljuk, hogy hogyan szorédik az elektron egy potencidllép-
cs6n. Az irodalomban ezt gyakran p — n atmenetnek is nevezik. Feltessziik, hogy az
elektron p — n atmeneten torténd athaladaskor nem 1ép fel a K és K’ pontok kozti
szoérasi folyamat, azaz a rendszer leirhaté a (2.11) egyenlettel adott Hgpaten Hamilton-
operatorral. Feltessziik tovdbba, hogy a grafén tetejére helyezett kapukkal (vagy kémiai
dépolassal) megvaltoztatjuk az elektronok energidjat a grafénben gy, hogy a potenciél
V(z) = 0, az x < 0 féltérben (I. tartomany), és V(z) = Vy, az x > 0 féltérben (1L
tartomény), ahol V; egy konstans, pozitiv érték (lasd a 3.2 a. dbrat). A p-n atmenet
Hamilton-operatora a K pontra a (2.11) alapjan:

H,,=H,+V(z) =vep+ V(x). (3.7)

Az II. tartomanyban a Dirac-kip V| értékkel megemelkedik, ahogy ez a 3.2 b. dbran
lathato. A potencidl nem fiigg az y koordinatatol, a rendszer transzlacié invaridans az y
irdnyban, és igy az elektron y irdnyu impulzusa megmarad.

Legyen az I. tartomanybol balrél érkezo elektron energidja E < Vj, és haladjon a szog-
ben a hatérfeliilet normélisahoz képest (ldsd a 3.2 c. dbrat)! Ekkor a hullamszdmvektora
k; = kg) (cos o, sin v), ahol klg) = E/(hv). A bejové hullam egy része visszaverédik. A
reflektalt kvazirészecske hullamszamvektora kj,. = k‘g)(— cos o, sin a), ahogy ez a 3.2 b.
abran lathaté.

A potencidllépcsén vald athaladas utan a kvazirészecske E energidja kisebb a V{ po-
tencidlndl. A II. tartoményban a lyuksav két dllapota (a 3.2 b. dbran az iires és teli piros
karika) koziil csak az egyiket toltheti be. Az 1. tartoméanybdl bejové kvézirészecske helici-
tasa +1 (mivel s = 1), a II. tartoményban pedig —1 (mivel s = —1). A potenciallépcsén
valé dthaladds utdan a o pszeudospin megmarad (példdul elektrosztatikus potencial ese-
tében), ezért az impluzus x komponensének el6jelet kell véltania. A lyuksdvban a két
lehetséges allapot koziil a teli piros karikaval jelzett allapotba szoréodhat az elektron a
p—n atmeneten val6 athaladaskor. Ez azt jelenti, hogy a II. tartoméanyban a lyuk impul-
zusanak x komponense negativ lesz, de az y komponense véltozatlan marad az ebben az
iranyban érvényes impulzusmegmaradas miatt. Az impulzusnak ezt a furcsa viselkedését
megérthetjiik ugy is, hogy II. tartomanyban a részecske csoportsebbességének pozitiv-
nak kell lennie, ha a hatarfeliilett6l jobbra tavolodé hullamcsomagot vizsgalunk. fgy a
diszperziés relaciéo miatt a lyuk impulzusanak x komponense negativ lesz.

Masképpen szolva, a kvazirészecske hullamcsomagja a II. tartoméanyban — az op-
tikaban megszokottdl eltéréen — negativ szogben torik meg. A tovabbiakban f < 0
konvenciét vessziik. Igy frhatjuk, hogy k;; = kém (cos(m + B),sin(m + ()), ahol k%m =
|E — Vo|/(hv). Mivel a bejove és az dtmend kvazirészecske hullamszamvektordnak y
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3.2. dbra. A p—n dtmenet leirdsa. a) Az E energidju elektron balrdl, az I. tartomanybol
érkezik a hatarfeliiletre, és atmegy a V(x) potencidllépcsén a II. tartomanyba. b) A
II. tartoményban a Dirac-kip V| értékkel megemelkedik az I. tartomanyhoz képest. Az
elektron-szerti allapot (a teli kék karika) atalakul lyuk-szerii dllapotta (a teli piros karika,
melynél a csoportsebesség = komponense pozitiv). ¢) Az elektron a hatérfeliilet norma-
lisdhoz képest « szogben érkezik (folytonos kék vonal), és ezutan egyrészt elektronként
reflektalédik (szaggatott kék vonal), mésrészt lyukként halad tovabb a II. tartomanyban
(folytonos piros vonal), ahol az impulzusdnak = komponense negativ.

komponense valtozatlan, adodik:

sina:n:_ﬁ:_w (3.8)
sinfg A E '

Ez nem maés, mint a Snellius-Descartes-féle torési torvény , csak a torésmutato negativ
Grafénben az elektronnak erre a kiilonos viselkedésére eloszor Cheianov, Fal'ko és
Altshuler hivték fel a figyelmet [11, 15]. A jelen szerz6 MTA doktori dolgozatdban [10],
illetve munktarsaival és PhD hallgatdival irt publikdciékban [17, 48 49, 50] tovébbi
példakat lathatunk a negativ torésmutatéju rendszerek elektron-optikai viselkedésére.

3.3. Minimalis vezetoképesség

Az elozoekben taglalt szokatlan transzport-tulajdonsdgok mellett egy masik fontos ki-
sérleti tény az un. minimdlis vezetdképesség [0, 7]. A mérések szerint ha véltoztatjuk
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a toltéshordozok e energidjat példaul kapufesziiltséggel vagy a toltéshordozok szama-
nak valtoztatasaval, akkor grafénben a fajlagos vezetoképesség minimalis értéket vesz
fel az € = 0 Fermi-energiandl. A Dirac-pontban mért véges ellenéllds (vezet6képes-
ség) elméleti magyardzata egyaltaldn nem nyilvanval6, hiszen a Dirac-pontban (E = 0)
a (2.12) egyenletnek megfeleléen az éllapotsiiriiség zérus. Meglepé médon elméleti-
leg sokkal korabban, a grafén felfedezése el6tt mar tanulmanyoztak a minimalis veze-
téképességet a Dirac-fermion kapcsédn [51]. De a fenti kisérleti eredmények d6ta még
tobb cikk foglalkozik a minimélis vezetOképességgel, és e?/h nagysdgrendii értéket jo-
soltak [52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61]. Nemrégen Miao és munkatdrsai [62],
illetve Danneau és munkatarsai [03] kisérletileg igazolték, hogy egy W szélességil és L
hossztisdgi egyrétegii grafénben a minimaélis vezetSképesség omin = (4/m) e%/h univer-
zélis értékhez tart a W/ L novelésével (széles, de rovid mintdkra), és ez legtobb elméleti
eredménnyel megegyezik [55, 57, 58, 59, 60, 61].
Ebben a részben kiszamoljuk a minimélis vezetéképességet a Landauer-formula [67,
| alapjan, melyet eldszor Tworzydlo és munkatdrsai vizsgaltak ezzel a médszerrel [60)].
A szamolas sokban hasonlit a 3.2 fejezetben targyalt Klein-paradoxon problémajdhoz, a
legfontosabb kiilonbség, hogy itt a minta keresztirdnyu (y irdnyd) mérete véges. Ezért,
illetve a meglep6 eredmény miatt, érdemes bemutatni részletesebben is a szamoldst. A
kovetkezdkben kissé modositva Tworzydlo és munkatarsainak a szamolasat kovetjiik.
Az 1 abran lathato grafén-szerkezet jobb- és baloldali részéhez helyezziink egy-egy
kontaktust! A jobb és bal oldali kontaktusokat gy lehet modellezni, hogy a grafénnek
ezen részein a potencialt nagy negativ V,, értékre allitjuk. fgy itt az M nyitott csatornak
szama (a definiciot 1lasd kés6bb) tart a végtelenhez, ha V., — —oo, ami a kontaktusok
fémes jellegét modellezi. Az ¢ = 0 Fermi-energidju elektronok a bal oldali kontaktusbdl
lépnek be a mintdban, ahol a kapufesziiltséget Viapy értékre allitjuk, majd a jobb oldali
kontaktuson tavoznak. A minta mentén a V' (x) potenciél valtozdsa a 3.3 abrén lathato.

V(x)

Vkapu

0 L

_Va; —

3.3. dbra. Az 1 dbran lathat6 grafénre kapcsolt V() potencial fiiggése. A kontaktusokon
a potencidl V.., mig a mintdra Vi,,, kapufesziiltséget kapcsolunk. A potencial nem fiigg
az y irdnytdl (az 1 dbran a vizszintes és a fliggbleges irdnyok az x és y tengelyeknek
felelnek meg).

Feltessziik, hogy a potencial a minta keresztirdnyaban konstans, azaz nem fiigg y-tol.
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A o fajlagos vezetOképesség a Landauer-formula [64, 65] alapjén a G konduktanciabol
hatarozhaté meg:

W 4e? 4e? U
G=0—=—Tr(ttT) = — T,, 3.9
TR ) =g (3.9)
ahol a 4-es faktor a spin, illetve a K és K’ Dirac-pontok degeneracidjabol szarmazik, T,
a tt™ matrix sajdtértékei, és t a transzmisszids amplitudd, melyet a kontaktusokban és
a mintaban 1év6 hullamfiiggvények illesztésébdl szamolhatunk ki. A szamitasok részletei
megtaldlhatok a szerz6 dolgozataban [10], és a kovetkez6 eredményt kapjuk:

_462 M 1

G=— )
h = cos?k,L + Z—; sin? k,, L

(3.10)

1

ahol adott n keresztmddusra k, = \/q2 — k2, ha ¢, > K, és k, = i\/r? — @2, ha ¢, < K,
ahol k = e|Viapu|/(hv). Ha k, tisztdn képzetes, akkor a fenti képletben a két trigonomet-
rikus fiiggvény helyett a megfelel6 hiberbolikus fiiggvényeket kell venni, azaz a cos — ch,
illetve sin — sh cserét kell elvégezni. A nyitott csatorndk szama: M = Int(koW/m+ ),
ahol ko, = e|Vy|/(hv)? . A keresztirdnyt ¢, hullimszémvektort az y irdny hatarfeltéte-
lekbdl hatdrozhatjuk meg [60, 66]. A kiilonboz6 tipusi szélek esetében g, = 7 (n + «),
ahol 0 < o < 1 a grafén szélének jellegétél fiigg [66].

Kiilonleges esetnek szamit, ha a Dirac-pontban vagyunk, azaz amikor Vigp,, = 0.
Ekkor k, = ig, tisztdn képzetes. A transzmittalé médusok evanescens (exponenciali-
san lecsengd) hulldmok. Ekkor a (3.9) és a (3.10) egyenletekbél a o = & G fajlagos

vezetdképesség:
oo

4e? L 1
TR W Zch2 [(n+a)nL/W] (3.11)

n=0

A W/L — oo hatéresetben bevezethetjitk az x = (n+a)m% védltozot, és az n szerinti

Osszegzésrol attérhetiink az x szerinti integrédlasra. fgy a fajlagos vezetoképességre a
kovetkezd univerzalis érték adodik:
_4e? [ dx 4

o2
- = = — 3.12
wh Jo ch®x Twh (312)

g

Lathatd, hogy az eredmény nem fiigg az o paramétertél, ha W/L — oc.

Tworzydlo és munkatdrsai numerikusan is elvégezték a szamolést [60], de a részle-
teket nem kozolték. Ezért Visontai David, volt diplomamunkasom, szakdolgozatanak
keretében megismételte a szamolast [07]. A numerikus szamolds a szoros kotési kozeli-
tésben (tight-binding approximation) tortént, a Dirac-egyenlet felhasznéldsa nélkiil. lgy

3A nyitott csatorndk szdmét az hatdrozza meg, hogy milyen ¢,-nél vélik a longitudinélis hulldm-
szamvektor zérussa.
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a szamolas fliggetlen ellenorzésnek tekinthetd. Ez a mddszer a rekurziv Green-fiiggvény
technikan alapul, melyet az elmult években szdmos fizikai rendszerre alkalmazott az a
lancasteri csoport, mellyel tobb éves egyiittmiikodésem van, illetve korabbi PhD hallga-
tém, Koltai Janos [68].

A o fajlagos vezetéképesség W/ L ardanytdl valé fiiggését a 3.4 dbra mutatja. Lathato,

o (2¢%/(7h))

1
5

3 N
2 B e ————

ot S : W /L

{0 1 L

[
Lk
I
L

3.4. abra. A o fajlagos vezetéképesség fiiggése a W/ L aranytol. A folytonos gorbe a (3.11)
elméleti, a pottyok a numerikus szamolasbol kapott eredmények (o = 0 esetén).

hogy a fajlagos vezetdképességre kapott elméleti eredmény kitiinden egyezik a numeri-
kus szadmolasbdl nyert eredménnyel minden W/L ardany mellett. Nagy W/L értékre a
fajlagos vezetéképesség a fent kapott univerzalis értékhez tart. Az els6 mérésekben [(]
a fajlagos vezetOképesség kb. egy 3-as faktorral volt nagyobb a fent véazolt, illetve méas
elméleti szamoldsbdl nyert univerzalis értéknél [55, 57, 58, 59, 60, 61]. Ez a rejtélyes
eltérés valdszintileg amiatt tapasztalhatd, hogy a W/L ardny nem volt elegendéen nagy.
Ezt a feltételezést 1dtszik igazolni a legutébbi mérés is; melyben kiilonbézé W/ L arany
mellett mérték a fajlagos vezetOképességet, és j6 egyezést kaptak a (3.11) elméleti ered-
ménnyel [62, 63].

3.4. A grafén optikai tulajdonsagai

A grafén mintét az eredeti kisérletben [6] Si hordozéra helyezték gy, hogy koztiik egy jol
megvalasztott vastagsdgi (tipikusan d = 300 nm vastag) SiOs réteg volt (ldsd a 3.5 db-
rat). A bevezet6ben emlitettiik, hogy a SiO, réteg vastagsdgénak helyes megvélasztdsa
lényeges volt a grafén mintak optikai mikroszképpal, szabad szemmel torténé kivalasz-
tasanal.

Lajer Marton részletesen vizsgalta kisérletileg és elméletileg is ezt a kérdést a TDK
munkdjaban [69]. Az elektromagneses térnek a Maxwell-egyenleteket kielégit6 sikhulldm-
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levego

3.5. abra. A Si hordozon 1év6 oxidalt feliiletre helyezett grafén minta.

megoldasait illesztve az egyes hatérfeliileteken levezethetjiik a grafénre beeso fény reflexi-
6s és transzmisszidés amplitudéit, illetve a megfelel6 intenzitasokat. A szamolds eredmé-
nye sokban hasonlit a véges vastagsagu optikai torokozegekre ismert Fresnel-formuldkra.
Ugyanakkor grafén esetén a szamitasokban figyelembe kell venni, hogy a grafén egy atomi
vékony és véges vezetOképességii minta. fgy a reflexios és transzmisszios intenzitasok-
ra kapott képletek a grafénre kiterjesztett Fresnel-formuldknak tekinthetok (a részletek
megtaldlhaték Lajer Marton TDK munkajaban [69]).

A 3.5 dbran lathato elrendezésre kiszamithatjuk a grafénre merdlegesen beérkezo fény
reflexiéjat, és ez alapjan definidlhatjuk az un. kontrasztot, ami a reflektalt intenzitas re-
latfv eltérése, ha a grafén rajta van a SiO, rétegen, és ha nincs®. A 3.6 4bra mutatja a
szamitott kontrasztot a beeso fény hullaimhosszanak és a SiO, réteg d vastagsaganak a
fiiggvényében. Az dbra jol mutatja, hogy lathaté fényre a kontraszt nagyon érzékenyen
fiigg a d vastagsagtol, és példaul 600 nm hulldimhosszi fényre d = 100 nm és d = 300
nm vastagsag mellett a legnagyobb a kontraszt. Més vastagsagra a kontraszt gyorsan
lecsokken, és a grafén detektalasa optikai mikroszkoppal nem lehetséges. Amint a beve-
zetOben is emlitettiik a vastagsag helyes megvélasztasa donté fontossdgi volt az eredeti
mérésben [6]. Most mar érthet, hogy akdr néhany szazalékos eltérés is elég, hogy a
grafént ne lehessen észrevenni szabad szemmel optikai mikroszképon keresztiil.

A fentiekkel szorosan 6sszefiiggéen a grafén optikai tulajdonsagai koziil az egyik legér-
dekesebb eredmény Nair és munkatarsainak a szenzaciosnak szamité legutobbi kisérleti
munkdja [70]. A méréseik szerint a szabadon 1év6 grafén (ha nem egy hordozén van)
optikai atlatszdsagdt, a transzmissziét (transparency) lathaté fényben csak az o = 1/137
finomszerkezeti dllandd hatarozza meg, és igy a minimélis vezetéképesség (lasd a (3.12)
egyenletet) mellett az optikai transzmisszié is univerzdlis értéket vesz fel. A 3.7a &b-
ra mutatja a fénynek (a kozel infravoros és ibolya szinli tartomédnyban) felfiiggesztett
grafénen valé transzmisszidjét, illetve az optikai vezetéképességet,” mig a 3.7b abrdn a

4Minél nagyobb a kontraszt, annél kénnyebb detektélni a grafén mintét a hordozén.
5A (3.12) egyenlettel adott minimélis vezetSképesség eltér a frekvencia fiiggd optikai vezetéképes-
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3.6. abra. A kontraszt merdlegesen bees6 fényre a hullaimhossz és a SiO, réteg d vastag-
saganak a fliggvényében.
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3.7. dbra. (a) Fehér fény transzmisszi6ja standard spektroszkdpidval (voros korok), és
optikai mikroszképpal (kék négyzetek), az dbra-betétben a vezetéképesség lathatd, (b)
fehér fény transzmisszidja egy-, illetve kétrétegii grafénre [70]. Az dbrén jelezve van az
elméleti joslat is (lasd a szoveget).

transzmisszio lathatéd egyrétegi, illetve kétrétegli grafén esetén.

ségtbl. Az eltérés oka a mérési eljards. Mig az elsd esetben az egyendramu vezet&képességet mérik, az
utébbinal a mintdra es6 adott frekvenciaju fény mellett mérik a vezetOképességet. Ebben az esetben a
vezetOképesség a fény altal 1étrejovo elektron-lyuk optikai atmenetekbél szarmazoé elektron-transzportra
jellemzé.
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A mérési eredmény megértése érdekében sziikség van a transzmisszionak az optikai
vezetOképességtol vald fliggésére. Megmutathatd, hogy a 7o, optikai transzmisszié a
kiterjesztett Fresnel-formuldk alapjan [69, 71]:

Tyt = (1+—0(”))2, (3.13)

2806

ahol o(w) a grafén w frekvencidtdl fiiggd optikai vezetoképessége, g9 a vakuum dielekt-
romos allandéja. Szamitasok szerint az optikai vezetOképesség a teljes lathaté fény tar-
tomanyban fliggetlen a frekvenciatodl, és a o(w) = o9 = g% univerzalis értéket veszi
fel [72], amit a (3.13) egyenletbe frva az optikai transzmisszié is univerzalis, és csak a

finomszerkezeti allandotoél fiigg:

—2
ﬂm:<1+ga> ~1—ma=0977, (3.14)
ahol o = 1/137 a finomszerkezeti allandé, és az optikai transzmisszio a teljes lathaté fény
tartomanyban érvényes. Kétrétegii grafénre o(w) = 20y, ésigy Tope = 1—27ma [71]. Mas-
részt a mérés (a 3.7a abra dbra-betétje) aldtdamasztja Mischenko szamitasait, miszerint a
vezetSképességben a Coulomb-kolesénhatas jaruléka elhanyagolhaté [72]. Erdekes tény,
hogy Nair és munkatédrsainak a mérését [70] megelézte Kuzmenko és munkatérsainak gra-
fiton torténd mérése [73]. Ttt jegyezziik meg, hogy a grafén vastagsdgénak mérése kiemelt
fontossagu, és két hazai kisérleti csoport is tanulmanyozta a kérdést atomerds-mikroszkop
(AFM, Atomic Force Microscope) segitségével, illetve Raman-mérésekkel [71].
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Osszefoglalis, kitekintés

Ebben az atekinté anyagban a grafén fizikajanak alapjait, illetve a legfontosabb kisérle-
ti és elméleti eredményeket ismertettiik. Legfontosabb célunk egy olyan oktatasi anyag
elkészitése volt, ami hasznos kiindulépont lehet, elsGsorban a grafén elektromos tulaj-
donsagainak megértésében. Az érdeklodd olvasok szamara mar tobb Osszefoglalé mi
sziiletett a grafénrél [75, 76, 77, 78, 79], s6t egy kiilon kiadas is megjelent a Solid State
Communication folyéiratban [30], illetve egy kisérleti attekinté [31].

A terjedelmi korlatok miatt szamos kutatasi teriiletet nem emlitettiink ebben a mun-
kaban. Ezért itt roviden, csak cimszavakban, felsorolunk néhany tovabbi érdekes és
fontos kutatasi témat megadva a fontosabb hivatkozasokat is, ami kiindulasi alap lehet
az olvasé szamara az adott téma részletesebb megismeréséhez.

e Grafén mechanikai tulajdonsagai, grafén membran, a Mermin-Wagner-tétel kérdé-
s€ [ ) ) ) ) ) ) ]a

szennyezések szerepe az elektromos vezetdképességben [39],

e Raman-mérések grafénen [90, 91],

e a spin-palya kolcsonhatds [92, 93],

e két- [94, 95, 96, 97, 99, , , : | és haromrétegii [104, : :
grafén,

e grafén—szupravezet6 hibrid rendszerek Josephson-atmenet [10%, , .

Befejezésiil felsorolunk néhany alkalmazasi lehetoséget. Kiilonféle érzékelok, szenzo-

rok [111], nanoelektronika alkalmazasok [112], tranzisztor készitése [113, 114], hajlékony
érint6képernyk [115], kompozitok (grafén és miianyag) készitése [110], hidrogén taro-
las [117], litium-elemek [1 18], grafén alapt antibakteridlis lapok [119].

Nehéz lenne itt felsorolni az irodalomban talalhato osszes alkalmazasi lehetoséget, de
remélhetéleg a fenti hivatkozasok segitik az olvasét a grafénnel kapcsolatos kutatasok
attekintésében. Ugyancsak bizunk abban, hogy az itt bemutatott anyag hasznosnak
bizonyul az oktatasban is.

28



Targymutato

sp? hibridizécié, 6
Osszefoglald cikkek, 28
allapotstirtiség, 15
érzékelOk, szenzorok, 28
2DEG, 18

alacsonyenergias hatareset, 12, 17
anomalis kvantum Hall-effektus, 4, 16
antibakteridlis anyagok gyogyszereknél, 28
atomero-mikroszkép, 27

ballisztikus transzport, 4
Berry-fazis, 19
BME Fizikai Intézet, 5

Coulomb-kolcsonhatas, 18, 27

Dirac-egyenlet, 4, 14
Dirac-fermion, 4

Dirac-fermion magneses térben, 16
Dirac-kup, 10

Dirac-pontok, 9

effektiv-tomeg kozelités, 5, 12
egy-, kétrétegii grafén, 3
egyrétegii grafén, 26
evanescens modusok, 23

finomszerkezeti allando, 25
fotoelektromos effektus, ARPES, 14
Fresnel-formulak grafénre, 25
fullerén, 2

Geim kutatocsoportja, 2
grafén, 2

grafén Brillouin-zénaja, 9

grafén diszperzios relacidja, 8

grafén elektromos transzportja, 4, 21

grafén elektron-optikai tulajdonsagai, 21

grafén elemi cellaja, 3

grafén hévezetOképessége, b

grafén Hall-ellenallasa, 16

grafén Hamilton-operatoranak elsokvantalt
alakja, 14

grafén Hamilton-operatoranak masodkvan-
talt alakja, 10

grafén kivalasztasa optikai mikroszkoppal,
3

grafén méhsejtszerti kristalyszerkezete, 2

grafén membran, 28

grafén optikai tulajdonsagai, 3, 24

grafén reflexidja, 25

grafén savszerkezete, 5, 6

grafén transzmisszidja, 25

grafit, 2

gyémant, 2

haromrétegli grafén, 28
hajlékony érintoképernyd, 28
helicitas, kiralitas, 19
helicitas-operator, 19
hidrogén tarolas, 28

idotiikrozott megoldas, 19
Josephson-atmenet, 28

kisérleti attekinto, 28
kétrétegii grafén, 26, 28
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kiralis alagutazas, 18 volgy szerinti degeneracio, 14
kiralis szimmetria, 9 vegyértékkotési sav, lyuksav, 8
Klein-paradoxon, 18

kompozitok készitése, 28 Zeeman-felhasadas, 18

litium-elemek, 28
Landau-nivék, 16
Landau-nivok degeneracidja, 18
Landauer-formula, 22

mechanikai hasitas, cellux, 3

Mermin—-Wagner-tétel, 2, 28

minimalis vezetoképesség, 5, 21

MTA Természettudoményi Kutatékozpont,
3,5

MTA Wigner Fizikai Kutatékozpont, 5

nanocso, 2

nanoelektronika alkalmazéasok, 28

negativ torésmutato, 18, 21

nemrelativisztikus kétdimenzios elektrongaz
(2DEG), 18

neutriné, 4
optikai vezetoképesség, 25

p-n atmenet, 20
pszeudospin, 20

részecskesav, 8
Raman-mérések grafénen, 27, 28
rekurziv Green-fiiggvény technika, 24

sikhullam-megoldas, 19
Snellius-Descartes-féle torési torvény, 21
spin-palya kolcsonhatas grafénben, 28
szennyezések grafénben, 28

szoros kotéstu kozelités, 6

tokéletes transzmisszio, 19

toltéshordozok mozgékonysaga grafénben, 4
termikus fluktuaciok grafénben, 2
tranzisztor kétrétegii grafénnel, 28
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