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Egy reformeszmét kivanok megpenditeni, moly ugyan az em-
berok nagy részének a régi szokasokhoz val6 merev ragaszkodasa
miatt a gyakorlati életben leendd elterjedésre — legaldbb a ko-
zel jovében — nem szdmithat, de mely dacéra ennek, mar érde-
kességénél fogva is megérdemli elméleti szempontbdl a megvita
tast. A kovetkez6kben ugyanis térekvésem lesz kimutatni azt, hogy
a peénzintézetek ama szokasa, mely szerint a fol nem vett kama-
tokat félévimként csatoljak a t6kéhez : a kamatos-kamatszdmolas lé-
nyegének meg nem felel6 eljaras: iparkodni fogok bebizonyitani
azt, hogy csak a folytonos (pillanatonként vald) tékésités az, mi a
kamatos-kamatszamoléas természetével egyedill egyeztethet6 Ossze s
melynek szigord, tudoményos alapja van, a mivel az elébbi, gya-
korlati eljards nem dicsekedhetik.

Els6 sorban le fogom vezetni folytonos kamatcsatolas esetén
a téke feln6tt értékének kiszdmolaséra szolgal6 alapképletet s mind-
jart kijelolom a modot is, melylyel ez a gyakorlati életbe atiltet-
het6 lenne az addsok érdekeinek minden sérelme nélkil a kamat-
lab megfelel6 csekély leszallitdsdval. Ezutan red fogok mutatni
ama gyarlésagokra, melyekkel a kamatos-kaitiatszdmolasnak most
hasznalatban levé képletei jarnak, .minden oly esetben, midén az
id6 nincs egész szammal kifejezve. Erinteni fogom azt a viszassa-
got is, hogy a jelenleg divd kamatcsatolasi mod mellett ugyan-
azon téke, percent és id6 esetén is kilonbézd nagy lehet a ka-
mat: éhbdl kifoly6lag szt emelek az egyszer(i kamatszdmolasnak
a pénzintézeteknél vald teljes eltorlése mellett, mert csakis igy és
a folytonos tékésités elfogadédsa altal lehet megsziintetni amaz ano-
malidkat, melyek abbdl a kodvetkezetlen eljarasbol erednek, hogy

ugyanazon téke utan manapsdg részben egyszer(, részben kama- X
*m
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tos-kamat szamittatik. Zaradékul a folytonos tékésitést Kiterjesztem
az alland6 idészakos betétekre és a jaradékokra (amortizacios kol-
csonokre) is, kimutatvan itt is a tervbe vett Gjitds el6nyeit a most
divo eljaréas felett.

Szikségesnek tartom azonban e helyen megjegyezni, hogy. ¢
munkam keretébe mindeniitt, csak az utdlagos (decursiv) kama-
tozéast vehettem fol s mell6zni voltam kénytelen az Ugynevezett
el6lege» (anticipativ) kamatozas targyaldsat (mit torlesztési kdlcso-
noknél tobb tekintélyes pénzintézet — koztiik a magyar foldhitel-
intézet is —) hasznal, mert ennek folvétele és a reform szempont-
jabol valo taglaldsa 4ltal e munka joval tallépné a terjedelmére
nézve Kkitlizott hatarokat.

Hogy c képletek levezetéseit s az ezekbdl folyd szamitasokat a
mennyiségtanban kevésbbé jaratosakra — kilondsen kozépiskolai
tanulokra s ezek kozott els6 sorban tanitvdnyaimra — nézve is
hozza férlietékké tegyem, csaknem mindenitt elemi mennyiségtani
levezetéseket hasznéltam. Csupan ket esetben kellett az elemen-
taris mathematikai ismereteket tagitanom : el6szor is a természetes
logarithmusok alapszamanak (e-nek) hatvanyozasanal, mit azonban
szintén elemi utdbn — indukcié alapjan — végeztem, mell6zve az
algebrai analysis / (u). f(v) fuggvény-egyenletébdl folyo
nehezebb deduktiv mddszert; a masodik hely, hol az elemi mennyi-
ségtani ismeretek hatéarat tual kellett Iépnem, az altalam forgalomba
hozott és kritikus idének elnevezett id6pont kiszdmolésa volt, mely-
nek elérésére egy exponencidlis flggvény maximumaét kellett meg-
hatdaroznom, mit csak is differencial-szdmolassal végezhettem. Mivel
azonban e levezetés a szOban forgd dolog lényegére nézve nem
alapvetd fontossagu, azért a fels6bb mennyiségtanban jaratlan ol-
vasO c részt batran atugorliatja a nélkil, hogy az egész értekezés
érthet6sége ez altal lényeges csorbat szenvedne ; e rész szembe-
szokd feltlintetése végett nyomattam azt a tébbinél aprobb hetiikkel.

l.

A kamatos kamatszamolasi feladvanyoknal vagy azt szokéas
foltételezni, hogy a kamatok egész évenként csatoltatnak a tokéhez,
vagy pedig az van megszabva, hogy a kamatcsatolas, mas szoéval
tOkésités — a pénzintézetek maddjara —féléves id6kdzokben tor-
ténjék. E kétféle kamatcsatolasi mod kozil az utobbi a kdlcson-
adora nézve elényosebb, mert ugyanazon téke egyenl6 percent és-
id6 esetén nagyobb 6sszegre szaporodik fel a pénzintézeteknél szo-
kasos féléves t6késitéssel, mint ha a kamatok csak minden évv
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gén csatoltatnanak a tokéhez. FOként akkor igen szembeszokd c
kilénbség, lia hosszabb id6rél van sz6. igy példaul 1 irt t6ke 5°/0
mellett 100 év alatt egész évenként vald kamatcsatolassal 131-50
irtra szaporodik fel, mig ugyanennek feln6tt értéke féléves t6kési-
tés mellett 139-56 frt, s eként az ut6bbi tobblete az el6bbivel szem-
ben a betevé el6nyére 8\06 frt, vagyis tobb, mint az eredeti t6ke
nyolcszorosa. Természetesen még el6nydsebb lenne a dolog a hite-
lez6re nézve, ha a kamatos itolas még félévnél is rovidebb id6ko-
zokben torténnék. igy negyedéves tékésitéssel az elébbi téke, per-
cent és id6 esetén 143-88 frt lenne a felszaporodott t6ke, mely a
téléves kamatcsatolasnal feln6tt t6kével szemben 432 frt tobbletet
mutat, mely Kkisebb ugyan, mint az el6bbi kulonbség, de azért az
1 frt eredeti tokét tekintve még mindig elég tekintélyes 0Osszeg
Tovabb folytatva még a szdmolast —éves (vagyis masfél hona.

imaként valé) kamatcsatolasra, végosszegul 14642 irtot nyerink,
melynek tdbblete a legutdbbival szemben 224 frt vagyis megint
kevesebb, mint az utolsd kilénbség volt. Ismételve még a szamolast

10 gz o el €szf; eves id6kozokben valdé kamatcsatolassal,

nyerjik az aldbbi tablazatba foglalt értékeket, hova teljesség és
attekinthetdség végett a mar felsorolt értékek és kilonbségek is
folvétettek :

T® 1 frt toke felnbtt Két szomszé-
y .9 értéke 100 év alatt  dos érték
|

W] % mellett kulonbsége

1 131-50

1 8-06
T 139-56

4-82
T 143-88

L 2-24
14642

1 1-14
147-26

1 0-58
147-84

t 0-28
04 148-12

1 045
148-27

0-07
148 34

2? 003
148-37

512
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E tablazat*) vilagosan mutatja, hogy a téke felszaporodott ér-
téke a kamatcSatolasi id6kézok folytonos felezésével mindig nd
ugyan, de fokozatosan csdkkend mértékben, mint err6l a kiulénbsé-
gek rovata tanuskodik.

Onkényt folmeril tehat amaz érdekes kérdés : mi lenne a
t6ke felszaporodott értéke, ha a kamatcsatolds végtelen kis id6-
kozokben — pillanatonként — torténnék ? El6re varhatd, hogy az
elébbi példara vonatkozva ez esetben csak kevéssel fogunk tobbet
kapni a tablazat utols6 rovatdban lev6 szdmnadl a novekvés sza-
kadatlan csokkenése miatt.

Hogy e reank nézve fontos problémat megoldhassuk, induljunk
ki a most divd id6szakos kamatcsatoldsnak

T,=T0 k&
alapképletéb6l, hol T, a t6kének n id6egyseg alatt felndtt értékét,
T,, az eredeti t6két, k pedig a kamattényez6t jelenti, melynek ér-
téke a percentt6l és a tdkésitési id6koztdl fligg : és pedig, ha a

percontet p-vel jeldijiik, egész éves tbkésitésnél k=1-j—jj-,vagy

még (Ugy most, mint ezentll) rovidség kedvéért ~, vagyis aper-
cent szazadrésze helyett o-t Irva: k==I4<j; ellenben féléves Ka-
matcsatolas esetén k = 142 épigy negyedévesnél k=1-E —ésigy
tovabb : Ugy hogy Aaltaldban, ha a kamatcsatolds az év minden
—ed részének végén torténik k—1-—V; a mi végli n-et, k hat-
vany-kitevgjét illeti, ennek nagysédga a kamatozési idétartammal
és a tOkésitési id6kozzel valtozik, és pedig n helyett mindig az
egész kamatozasi id6tartalomban foglalt t6késitési id6kozok szama
frandd, Ugy hogy.l, | ceeceeereeienne. —cd évenként vald t6késités
esetén n értéke is 2 szer. 3-SZOT....cccocvvivrrennne X-szer nagyobb lesz,

mint egész éves kamatcsatolasnal. Eként tehdt az idGszakos ka-;
matkapcsoldsnak ezen értelmezések alapjan traiisformalt képlete

oT,—TO ( 1+ ") mX

*) Az ide vagd szamolasok végrehajtasara 6 jegy( logarithmusokat egy-
altalan nem liasznalliatutik, mert ezek mar az els6 értéket is a szazadrészekben

hibdsan adnak. Hét jegyl logaiithmnsok is legfeljebb évi tokésitési™ alkal
kabnazhatok ; a tablazat két utols6é adatanak kiszamolasara tehat vagy 10 j'egy(i
logarithmusokat kell igénybe venniink, vagy ezek hianyaban a roviditett szorzas
I(i, illet6éleg 17-szer egyméasutan valé alkalmazasaval kozotleniil keresni az ered-
ményt 4—5 tizedesre, melyek k;ziil a 2 els6 okvetlen pontos lesz,
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melynek segélyével szamittattak ki TO= 1 esetre vonatkozllag az
elébb kozolt tdblazatba foglalt értékek.

Hogy ebbdl a folytonos t6késités megfelel6 képletét nyerjik
csak x-et — az egy évben foglalt pillanatok szamat — kell végte-
len nagynak vennink, s e foltétel szem el6tt tartdsaval a zérojel-
ben lev kéttagu mennyiséget a binomiélis képlet alapjan sorba
fejtenlink, a mint ez itt kovetkezik:

(I+y) - i+"4 + d r + Ix(u N (u-)=+
. , nx(x—1) 92 , nx(nx—I)( ns—2) g3 .
=-l+nd+ - Fo---xM + 23 oo

i 1 =1 1 —1 nx—2_,.
=I—]—'n<| f-y g™ % q*4 ,,r AL N VAL
=l+ng+yn(u -~)g*+ n(—y) (n—-])g3+ -

Mivel azonban x a foltétel szerint végtelen nagy, mindazon

tortek, melyek nevezdje x és szamlalojuk véges szadm, zérussal lesz-
nek egyenl6k, és igy :

I+ f;“ = 1+ n<l+ j-n’g’+ ~ n°q°4-......

= l+n.j+if+ 2f + ...
mely értéket az el6bbi transformélt alapegyenletbe irva:

T,=T, tl+ M+ "f+ »T + ... m
E szerint folytonos t6késités esetén a t6ke felszaporodott ér-
tékét egy végtelen sornak az eredeti t6kével valé szorzata adja.
E congvergens sor értekének kiszdmolésa konny( feladat, lia
«=1 év; igy példaul p—5% esetén 6 tizedesre:

14 O 4 00524 U0 _ gy pyp 4 0925 . 0-09g125.
= 1+0705-j- 0-00125'-f 0-000021 = 1-051271,
a mennyiben a kdvetkezg 92F = 292900525 _ 4.00000026 tag mar

nem bir befolyassal a 6-ik tizedesre. Ezzel szemben a kamatté-
nyezd egész éves tékésitésnél 1-05, vagyis csak kevéssel kisebb,
igy 10,000 frt toke esetén egész évenként valé kamatcsatolassal
az 1 év alatt felszaporodott érték 10,500 frt, mig folytonos t6ké-
sités mellett 10,512-71 frt, vagyis 12-71 irttal tobb

Nem nagy nehézséggel jar a szamolas akkor sem, han=100
év és a percent 1. Ez esetben ugyanis a végtelen sor :

111 - il L
yTT - 7T|—23—~—§ﬂ— .....................
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oz pedig a természetes logarithmusok alapszdma: <= 2-718,282.
Ezzel szemben egész éves kamatcsatolds esetén a kamattényez6
100-adik hatvanya 2'704,814, mi 10,000 frt t6két véve, 134-68 trt
kamatdifferenciat mutat.

Erdekes megjegyezni, hogy ugyancsak «=2-718,282 lesz a pénz-
egység felszaporodott érléke 1 év alatt 100 percontes uzsorakamat ese-
tén is folytonos t6késités mellett, mig egészévenként csatolvan a kama-
tokat a t6kéhez, megfeleld értékiil csak 2 egészet nyeriink : e kell6 ki-
I6nbsége 0-718,282, mi 10,000 frt eredeti t6kénél 7182-82 frt kiilonb-
ségnek felel meg, tehéat sokkal nagyobb pénzdsszegnek, mint az
elébb. Ez eltérés oka az. hogy mig folytonos t6késitésnél a vég-
telen sor tagjainak tanusaga szerint percent és id6 egyenl6 mér-
tékben folynak be a t6ke felszaporodott értékére, addig hosszabb
id6kozokben vald kamatcsatolasnal az id§ befolydsa — mint hat-
vanykitev6é — nagyobb a percenténél, mely az alapszam egyik
tagja.

Faradsagosabb lesz azonban a munka, ha n = 100 év ese-
tén a percontet 1-nél nagyobbra, pl. 5%-ra veszsziik. Mert mig az
el6bb e értékét 6 tizedesre a végtelen sor els§ 11 tagja mar pon-
tosan adta, addig 5%-nal 25 tagol kell 7 tizedesre kiszdmolnunk
és Osszeadnunk, hogy a pénzegység felszaporodott értéke gyanant
148-413,159-t nyerjiink, mclylyel szemben az egész éves kamat-
csatolas 131-501,258 értéket mutat fel, miknek kildnbsége 16-911,901,
s ez 10,000 frt eredeti t6ke esetén 169,119-01 frt kamattdbbletet
ad a pillanatonként vald6 kamatcsatolas javara. — Ha pedig az
imént adott 148-413,159-b6l két tizedest tartunk meg, nyerjik a
a 3-ik lapon kozolt tabella z&radéka gyanant 1 frt tokének 100
év alatt 5% mellett feln6tt értékét folytonos tékésités esetén 148-41

frt értékben, mely az T éves kamatcsatolasnak megfeleld 148-37

irtnél csak 4 krral tébb, s e tobblet kicsiny értéke fényesen iga-
zolja a nevezett tablazat interpretacidjanak zéaradékdban tett ko-
vetkeztetésiunk helyességét.

Még hosszadalmasabb és faradsagosabb ut all eléttiink, ha az
id6 100 évnél kisebb; mert bar ilyenkor még 5°/0 esetén is 6 ti-
zedes nyerésére 25 tagnal kevesebbet kell kiszamolnunk, de az
egyes tagok meghatarozasa most sokkal nehezebb lesz, mert ilyen-
kor az el6bb szerepelt tagokhoz legtobbszér nehezen vagy épen
nem egyszer(sithetd tortek hatvanyai is lépnek tényezdk gyanant.

Az 0Osszes nehézségek eloszlatasara tehat oly formula birto-
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kédba koM jutnunk, mely az el6bbi végtelen sort véges, zart alak-
ban adja. Ennek elérése végett <-nek, a természetes logaritlimusok
alapszaméanak hatvanyait kifejez6 sorokkal kell megismerkedniink,
melyeket indukcié utjan fogunk kifejteni.

A mi el6szor a masodik hatvanyt illeti, lesz :

=HHAH44T+T1+ s Q(L+y+y+y+gj+ ... )

'= 1+ 1'+y + 0+.&+

+1+1+1+1+

%
Hogy pedig az egymas alatt allo torteket 6sszeadhassuk, hoz-
zuk Gket kozOs nevezbkre: vagyis:

N +1+1+1+28B+---"-
1 * oy 4
T +

+

i PZECHENY1 K
iy|T+((+ o o

—1 1.0l 4 18Led- 112 122128, 24,

— J T 4G 721 4% ee — 14 71421 +ITI+ 41
mely értéket e sordvaldsszehasonlitvan, latjuk, hogy ez amattél
csakis abban kulénbdzik, hogy atortek sz&mlaldi gyanént az el6bbi
1 helyett 2 nek, az uj hatvanykitevonek oly hatvanyai szerepel
nek, melyeknek kitevGit a természetes egész szamok alkotjak.

Tovébb folytatva a szdmolast, e3ra nézve nyerjik :

{fi+a+i+i+ I+ 0 )(i+i+i-+1+x2+ ..)

= (I1+2+2+4+{+ .. )(+1+4+4+7r1r+ .))
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=1+ 2+ a“Hy't'T+ eecem

4-1+.2+ 2 + £ + ...
+4+1 + 1+ om; e

+ 4 + 1 + o me oo

Vagy — mint az el6bb — most is az egymas alatt all6 tor-
teknek kozos nevez6t csinalva:

N+ 2+ 4+4+9g+ L ; n

+ 1+ 4+t +S+----

1 1Qlr 91z, 8, , H,32,33,

- it 3t t+-6F24+ e e o==l4ri+ 21+ {40+ _

mely megint csak abban kilonb6z'k e eredeti sorétdl, hogy a tor-
tek szamlaldiban az egységet 3-nak, e kitev6jének oly hatvanyai
helyettesitik, melyeknek KitevGit ismét 1-t6l kezdve a természetes
egész szdmok teszik.

E két esetb6l méar nagy valoszinliséggel kovetkeztethetiink

indukcié alapjan az altalanos szabalyra, mely szerint m béarmely
tetsz6leges egész szamot jelentsen is:

in lm2+, m3+, m4+,

em= 1+

E val6szinlség teljes bizonyossadgga lesz, mihelyt sikeril ki-
mutatnunk, hogy ha a térvény m hatvanykitev6re érvényes, akkor
(»n+1)-re is helyes marad. Ugyanis :

Ns s (M A R L) (I H [ e e e



- 1n

14m ¥
| P

+ 1+»>

JL_
24

S lia itt is — az el6bbiek mddjara — az egymas ala irt

torteket kdzos nevezére hozzuk:
_ P (17 in3 , m4
eml= 1 m--""; o0 -k
2in 8m* 4ms *
M e T A R s
1 Mn  Gin3
2 *mT T o vyTH
1 4m
iTt vyrt
1
toyT 4

ini--4m33-6m2--4m—--3
21

- (m ] 1) | m*¥+gm+l | mM-»m«+8in+l
| jim+1)2 j (m+1)» . (in-f-1)4 ,

11 ' 20 1 8 o« 4l 1 ' ees

Ebbdl latjuk, hogy ha a térvény m hatvanykitev6re helyes,
agy (m-j-1)-ro is érvényes marad. De miutdn ?n=3 esetén érvé-
nyességét kimutattuk, kovetkezik, hogy helyes lesz akkor is, ha
w<==3~|-1=4, tovabb4 ha w=4-|-1=5"és igy tovabb, barmily egész
szamot jelentsen is m. Hogy pedig m tort értéke esetén sem val-
tozik meg a dolog, ezt az algebrai analysis egy fliggvényegyenlet
taglaldsa altal mutatja ki s ennek alapjan altalanos érvénylnek

fogadhatjuk el az

o= I+ TT+if+S+ ...
egyenletet. Tekintsik most m-ct két: n és q szdni szorzatanak,
vagyis Irjunk m helyett ng-t:

,ng 1 Ing , (iigé . (ng)» ,
° — AX ] 1-20 ~r 3 -1

Ez egyenlet jobb oldala azonban teljesen egyez6 a folytono
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kamatcsatolas (7-ik lapon folirt) alapképleténck végtelen soraval;
lia tehat abba a végtelen sor értéke gyanant e"i kifejezést helyet-
tesitjik, lesz a folytonos tékésités transfonnalt, egyszerlibb alap-
egyenlete :

T, Tu.em=TO0(c")',
mit az id6szakos kamatcsatolasnak

In  To. &0

alapegycnictévcl egybe vetve, lathatjuk, hogy folytonos t6késités
esetén a kamattényez6t ei képezi ; vagyis folytonos kamatcsatolas
esetén a kamattényezd azon szam, melyet nyeriink, Im et, a természe-
tes logarithmusok alapszamat, a percent szazadrészére! egyenl6 hatvanyra
emeljlik; vagy mas szavakkal. pillanatonként valo t6késités mellett
a kamattényez6 azon szam, melynek természetes logarithmusa a per-
cent szazadrésze.

Ha tellat a természetes logarithmusok tablajaval rendel ke
zlliik, ugy a folytonos t6késités kamattényez6jének (melyet Af-val
fogunk jeldlni) kiszdmolasa egyszerit logarithmus visszakeresési
munka.

A szamolés mesterséges (Brigg-féle) logaritlunusokkal alig va-
lamivel hosszabb. Ugyanis a

K= &
egyenletbdl
l6g K — q. 16g e = 04134 2045 q,
vagyis ez esetben q értékét az allandé 0.434 2045 szammal — a
Brigg-féle logarithmusok modulusaval — kell el6bb szoroznunk s

az igy nyert szorzat kozonséges logarithmusat visszakeresnink,
hogy eredményil a folytonos t6késités kamattényezGjét nyerjik.

Az imént lehozott kényelmes képlet birtokdban kdnnyit szerrel
végezhetjik el az ellen6rzd szamolast a pénzegységnek 100 év
alatt 5°/0 mellett folytonos kamatcsatolas esetén feln6tt értékére
nézve, mit a 8-ik lapon — a végtelen sor 25 tagjanak faradsagos
kiszdmolasa és osszegezése alapjan — 14H-413,159-nek irtunk fel;
ha a szamolésra legalabb tizjegylu logarithmustablat hasznalunk,
akkor ugyanezen értéket fogjuk hasonlithatlanul kevesebb munka
aran nyerni. Kp ily kénnyd modon kapjuk 1\ 1, n 100 év és
p= 6 esetben folytonos t6késitésre vonatkozélag 403428,793 ér-
téket, melylyel szemben az egész éves kamatcsatolas megfeleld
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értéke csak 839-302,084, mi 10,000 frt t6ke esetén 641,207 09 fit
kamatdifferencianak felel meg.*)
A folytonos t6késitésnek legutébb talalt
Tn= TOew

alapképletét megfigyelve, altalanossagban igazolva latjuk ama meg-
jegyzés helyességét, mit a 8-ik lapon 100 év és 1%i valamint 1
év és 100% esethdl kifolydlag tettiink, hogy t. i. a t6ke felsza-
porodott értékének nagysagara a folytonos kamatcsatolasnal id6 és
percent egyenlé mértékben birnak befolyassal, mig ezzel ellentét-
ben az id6szakos t6késitésnél az id6nek — mint hatvanykitevé-
nek — befolyédsa tulnyomd. igy példaul a pénzegységnek 6% mel-
lett 3 év alatt feln6tt értéke egeész éves tbkésitésnél 1'191,016,
holott — id6t és percontet megcserélve — 3% mellett 6 év alatt
méar 1-194,052 vagyis 0-003,036 tal tobb ;ez eltér6 értékekkel szem-
ben a folytonos t6késités mindkét esetben 1-197,217 eredményt ad.

S e tekintetben a folytonos kamatcsatolas az id6szakosnal
egyszer(ibb és természetesebb. Ha ugyanis a kamatos-kamatszatno-
lasnél a logarithmusokat mell6zni akarjuk, Ugy a kamattényez6k
hatvanyait tablazatokba foglalva szoktuk Osszeéallitani, s ekkor a
t6ke felszaporodott értékének nyerésére csak e tablazatokbol kike-
resett megfelel6 szamot kell az eredeti t6kével szoroznunk. Csak-
hogy e tablazatok kiszamoléasa id6szakos kamatcsatolasnal igen fa-
radsdgos munka ; hiszen minden egyes id6szakra és pcrccntro nézve
kUlon-kiilon kell a pénzegység feln6tt értékeit Kikeresniink, egyet-
len-egy pért sem taldlunk koztik, moly teljesen egyez6 volna.
Nem igy a folytonos t6késitésnél! Itt az 1%"es - évi ép akkora,
mint a 2%-es 1 évi; épigy az 1%'CS4 évi egyenld a 2%-es 2
évivel vagy a 4%-cs 1 évivel ; hasonléan az 1%'CS 3 évit meg-
talaljuk a 3%-csnek 1 évi vagy a 1-5% esnek 2 évi rovatéban.
Ha tehat az 1%-esoket mar kiszamoltuk, ezek kozil minden ma-
sodikat beiktathatjuk a 2%-esnck megfelel6 rovatdba, minden har-
madiknak hasznat vehetjik a 3%-eseknél, minden negyediket al-

*) Ugy ezen, mint az 5%-nal emlitett 169,119.01 frtnyi 6riasi kamat-dif-
ferencidk frappans ellentétein érdekes folemliteni, hogy révid — nehéany napi —
id6tartamra a folytonos t6késitéssel val6 kamatos-kamatszamolas még nagyobb
t6kéknél is ugyanazon feln6tt értéket adja, mint az egyszer(i kamatszamitas igy
10,000 frt t6kének 5% vagy 6% mellett 7 nap alatt felngtt értékeit még a kraj-
carokban is egyez6knek taldljuk mindkét szamolasi méd szerint 10,009°69, ille-
téleg 10,011-51 frt értékekben.
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kaimazhatjuk a 4% .tel val6 szamolasnal és igy tovabb, mi altal &
tablazatok osszeallitdisdnak munkaja tetemesen kevesebbre szall ala.

De még egy masik, nyomosabb ok is szdl a pillanatonként
val6 kamatcsatolds mellett! A kamatos-kamatszamolas lényegének
ugyanis legjobban megfelel a kamatkapcsolasnak e maédja. Ha
ugyanis a kamatos-kamatszamolas egyaltaldban jogosult, Ugy a leg-
természetesebb és a kolcsbnadéra nézve legigazsagosabb eljaras
az, ha az uj kamatok folytonosan novelik a tokét s mindjart ka-
matoznak is. A pénzintézetek most divd féléves tékésitési uzusa-
nak komoly, tudoményos alapja nincsen, legfélebb praktikus szem-
pontok ajanlhatjak azt, nevezetesen a szamolas egyszerlisége. A
kisebb pénzintézetek ugyanis a t6ke felszaporodett értékének Ki-
szamolasara, sem a kamattényez6k hatvanyainak tabellait, sem
logarithmus-kdnyvet nem hasznélnak, hanem minden félév végén
beirjak a betéti konyvekbe a fol nem vett kamatokat ,t6késitett
kamat“ cimen s eként a toke felndtt értékét a lehet6 legprimiti-
vebb modon: az egyszerit kamatszamolas ismételt alkalmazasaval
hatarozzak meg. Ily kezdetleges eljarast a folytonos kamatcsato-
lasnal hasznalni nem lehet, jeléll annak, hogy a kamatos-kamat-
szdmolas e mddja az egyszer(i kamatszamolastol teljesen fuggetlen
és igy a kamatos-kamatszamolads Iényegének egyedil megfeleld.

Féként azonban az igazolja a pillanatonként val6 kamatcsa-
tolas létjogosultsdgat, hogy ennek szigorlan tudomanyos alapja
van, mely a természetes logarithmusok alapszaméan nyugszik. E ne-
vezetes, az egész matliomatikdban vezérszerepet vivé szamhoz az
id6szakos tdkésitéssel vald kamatozasnak semmi koze sincs s igy
ez természetes alappal nem is bir.

Detalan aztvethetné ellenvalaki, liogya folytonos tékésités nagy
terhet réna az addsokra, hiszen, mint lattuk — kiiléndsen hosszabb
id6 alatt — a t6ke ily modon tetemesen tdbbre szaporodnék fol,
mint a jelenlegi féléves kamatcsatolassal, s eként nékik kamatok
fejében nagyobb 6sszegeket kellene fizetniok, mint manapsag. E
bajon azonban igen kdénnyd lenne segiteni a percentnek megfeleld
leszallitdsa altal. Az el6bbiek alapjan ugyanis igen konny( Kisza-
mitani azon pt percontet, mely mellett a téke folytonos kamatcsa-
tolas esetén is ép annyira novekszik meg, mint p percent (és k
kamattényezd) mellett egész vagy féléves tbkésités esetén ugyan-
azon id6 alatt. E végbOl csak a kamattényezOket kell egyenldkké



tenniink s az igy keletkezett egyenletbdl, pt értékét kikeresnunk.
igy az egész éves kamatcsatolassal valé dsszehasonlitasndl:
1—+g=¢eql,
honnan
16g (1-f-g) =qi loge,
vagy 1> helyett a szokasos k jelzést hasznalva és < l'og
értéket liclyettesitve:

loS k = lab loge>
mib6l
100
loge

Pi 16g k ;

s végul 290 4lland6 értéket helyettesitve :
Pl = 230-258,510 lég k
Ha pedig a féléves kamatcsatolas percentjével aequivalens
percentet akarjuk kapni, akkor a megel6z6k maodjara
@+ J-). _ ed
egyenletbdl:

2 16g 1+ -J-) =q, loge,
és ismét 1-|— helyett &-et, q, helyett pedig~-at irva;

2 loS k’ = ibo ioge’
mibél:

D, l6g k’ - 460-517,020 16g K’.

E formuldk segélyével koénny(i kiszdmolni, hogy a takarék-
pénztarak altal nalunk ez id6 szerint az u. n. allandd betétek utan
fizetni szokott 5%-nek, mennyi lenne a folytonos kamatcsatolas
aequivalens percentje az egész és féléves tOkésitéssel szemben. Az
egész évesnek megfelel 4-879,017, vagyis kortlbelll 4-88°/L a fél-
évesnek pedig 4-938,524 azaz korilbelil 4-94°/0- Ha tehat a pénz-
intézetek a mostani féléves kamatcsatolast elhagyva a folytonos
tékésitésre térnének at, ugy az 5°/0-es kamatlabat csak 0-06°/0Ocl
kellene Icszallitaniok, hogy kamatok fejében valé tulkiadasoktdl
meg legyenek kiméivé, mi altal azonban az egész kamatos-kamat-
szdmolas szigorGan tudomanyos alapra lenne fektetve.

A percentnek c csekély leszallitasa azonban csak addig egyen-
liti ki a féléves és a folytonos kamatcsatolas kozott a kilonbsé-
get, mig ily kis percontr6l van sz4. Mar évi 10°/0-nél a folytonos
tOkésités aequivalens percentje a féléves kamatcsatolassal szemben
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9-758,033 vagyis korilbelil 9*76%, mi csaknem *-% apadast mu-
tat, Még nagyobb a csokkenés 100°/0 uzsorapercentnél egész éves
t6késitéssel szemben, melynek aequivalens pcrcentje csak 69 31472
vagyis korilbelll 69y3%, mi 3023% csokkenést ad.

Az imént levezetett formuldk segélyével vajmi konnyl meg
forditva a folytonos t6késités percentjénok megfeleld aequivalens
percentet kiszdmolni egész vagy féléves kamatcsatolas esetére.
Ugyanis a legutobbi két formulabdl :

i°g k Pl -0-004 3429 Pl éslégk’ -'f~ 0002 1715 Pl

Nehany ezek alapjan kiszamolt adatot az aldbbi kis tablazat
foglal magéaban 2 tizedesre :

Folytonos egész éves féléves

kamatcsat olas

50 5-13% 5-06%
10% 10-52% 10-25%
100% 171-83% 129-74%

1.

Még egy elvitdzhatlan nagy elénye van a folytonos t6kési-
tésnek az id6szakos felett, s ez az, hogy mig amannak képletei az
évek szamat jelz6 n minden értékénél megtartjak érvényességiiket,
addig az id6szakos kamatcsatolas alapegyonlete azonnal megsziinik
helyes lenni, mihelyt n helyett akar valddi tortet, akar vegyes
szamot irunk, s6t az imént emlitett els§ esetben azon absitrd ered-
ményre vezet, hogy a t6ke kamatos-kamattal kevesebbre szaporodik
fel, mint egyszer(i kamatozas esetén.

Igazoljuk ezt el6szor a kovetkezd egyszer(i példa kiszamo-
lasaval : 10,000 frt t6ke 5°/0 mellett egész éves kamatcsatolas ese-
tén fél év alatt 250 frt egyszer( kamatot hajt, tehat ezzel 10,250
irtra n6 fel; ellenben az id6szakos kamatos-kamatszamolas for-
muldja szerint Tn = TOkZ =10,000 Vi-06 = 10,000X1">24,695
= 10,246-95 frt lenne a felszaporodott érték mi az el6bbinél 3-05
irttal kevesebb. — Ez absurd értékkel szemben a folytonos t6keési-
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tés Tn== TOerd formuldja Tn = 10,000 el = 10,253-15 irtot
ad vagyis az egyszer( kamatszamolas végeredményénél 3-15 irttal
tobbet.

Hogy pedig nemcsak ez esetben, hanem barmely szazalék és
az év barmely tortrésze mellett is kevesebbet kapunk, ha a téke
feln6tt értékét az egyszer(l kamatszamolds mell6zésével az id6-
szakos kamatcsatolas képletének segélyével szamoljuk, ezt a bino-
mialis tantétel alapjan a kovetkez6leg bizonyithatjuk be: TO pénz-
egység egyszer(i kamatja p% mellett az év barmely x tortrészére

Huh 1 |X s >67 a kikének ez egyszer(i kamattal feln6tt értéke:
Tx=T, +T0gx=TO0(l+gx).
Ugyanezen érték az id6szakos kamatos-kamatszamolas alapképlete
szerint:
T, TO(-fq)%
mit a binomialis képlet segélyével sorba fejtve:
X(x-1) (x—2)
2.3 q
. L —1) (x—2
To (1)xq) §-TOL g2 7 Fgs
1 Tx-j-T0 (aF&—2—g-f-bb—LgefcLg)—......... )
ha t. i. az utolsé el6tti sor szdgletes zardjelében levé paratlan
tagokat rovidség kedvéért, sorban « h. c...... betlikkel jeldljuk.
Mivel pedig x valddi tort azért az a-val jelolt els6 tag az (x—1)
tényez6 révén negativ, a masodik azonban az (x—2) uj negativ
tényez6 hozza lépése folytdn maér positiv; a harmadik tag (b) ismét
negativ, mert ez a masodik, positiv taghol az altal keletkezik,

hogy azt Ljr§ q tényez6vel szorozzuk, melynek (x—3) része nega-
tiv; a negyedik tag az (x—4) uj negativ tényezd révén ismét
positiv lesz és igy tovabb; szoval a paratlan tagok mind negativ,
a parosak pedig valamennyien positiv el6jeltek. Uc mindaddig
mig g legf6lebb egy, azaz mig p legfélebb 100, minden péros,
positiv tag kisebb, mint az el6tte all6 paratlan, negativ tag, hiszen
minden péros, positiv tag az altal keletkezett az el6tte all6 péa-

ratlan, negativ tagbol, hogy azt egy ~j-T valodi torttel szoroztuk;

e szerint két szomszédos tagpar Osszevonasanak eredménye és igy
az egész soré is egy negativ S szam lesz, vagyis:

IX =I'X—9
mib6l kovetkezik, hogy Tx100% hatarig kisebb T -nél.

Tx T,[l'+xq+"V -
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Mivel pedig a gyakorlati életben — héla az uzsatérvény-
nek! — mar 100% som fordul el6, azért felesleges lenne a vizs-

galédast még 100-nal nagyobb percentre is Kiterjeszteni, s e meg-
jegyzéssel altaldnosan igazoltnak mondhatjuk ki ama tételt, mely
szerint a t6ke felszaporodott értékéll az id6szakos tékésités for-
muldja a kamatcsatoldsi id6koznél kisebb idére mindig kevesebb
— tehat hibas m— értéket ad, mint az egyszeri kamatszamolas
képlete.®)

Erdekes megvizsgalni azt is, hogy a kamatcsatolasi id6koz
mely tortrészére lesz a kildnbség legnagyobb, vagyis hogy az év
mely x tortrésze esetén ad az id6szakos kamatos kamatszamolas
formuldja leyhibasabb értéket ?

E kérdést felsébb mennyiségtan segélyével a kovetkezd egyszerld utén
oldhatjuk meg: a szoéban forgé kulonbség

Tx — Tx= To fl-j-fix) — TO (I-]-q)x ,
vagy az egyenlet baloldalan levé kulénbséget rovidség kedyeért y-nal jeldlve :
y = To [1+gX — (1-3-g)x ]

Ezen flggvény elsé differencidlndnyadosa pedig — TO és q értékeit &llandéknak
dy iog (i+q).
£ = q- @1+~ loge °’

vagy még itt 195-g helyett a szokasos I jelzést hasznalva s gq helyett ez alapon
le—1 értéket irva s végil az egész differencialhanyadost zérussal egyenl6vé téve;

o= (k—1) - kx I~k
loge
Ebbél pedig:
l6g k

kx -
loge

- 'k -
es meg
(k—1) logo
l6g k
mely exponencidlis egyenlet megoldasa logarithmusok segélyével:
x logk == l6g (k—1) 16g loge — log l6g K

kx

s innen végre ;
_ lgg (k—1) -}- l6g loge — lég loég k.
~ 16g k.

*) Sajatsagos, hogy e dolog egy mathematikai l4ngésznek: Euler-nek
kikerulte a figyelmét. A nevezett nagy mathematikus ugyanis klaszikus szépsé-
gekben gazdag Aiye6?'«-janak elsé részében az 558-ik szakaszban minden meg-
szoritds nélkul érvényesnek mondja ki a kamatos-kamatszdmolasnak, Tn= To kn
alapegyenletét azon esetre is, ha n barmilye i tértszdm és a kovetkezd 559-ik
pontban ki is szdmolja e formula segélyével 100,000 tallérnak 8 nap alatt 5%
mellett egész éves kamatcsatolas esetén felndtt értékét, mit 100,107 tallérnak s
igy a kamatot 107 tallérnak tal&lja, nem vevén észre, hogy a szoban forgé

pénzosszeg egyszer(i kamatja az adott id6 és percent mellett 109'G tallér vagyis
2°G tallérral tobb a talalt hibas értéknél.
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Hogy pedig x ezen értéke valdéban az i/-nal jelolt kiilonbségnek maximumat
adja, mutatja a fontebbi elsé differencial- hanyadosb6l képezhet§ masodrendl
differencidl- hanyados, mely — tekintettel arra, hogy qése allandék — negativ.

Ha ezen formula segélyével x értékét kulénb6z6 percentek
mellett kiszdmoljuk, azt mindig V2-nél tébbnek fogjuk talalni, de e
tobblet még igen nagy percent esetén is nagyon csekély. igy
100%-mél x értéke 0-528,766, mig a nalunk szokasos 5°/0-nél csak
0'502,032 ugy hogy csupan a gyakorlati életben el6forduld esetekre
reflektdlva kimondhatjuk, hogy az id6szakos kamatos-kamatszdmolas
formulaja a felszaporodott t6kére nézve azon esetben ad leghiba-
sabb értéket, midén a kamatozasi id6 a kamatcsatolasi idészaknak
kortlbelll felét teszi. Ezen id6t a kovetkezOkben kritikus ido-
nck fogom nevezni.

E jelentékeny hibaforrds hozza ama kényszerhelyzetbe az
id6szakos kamatos-kamat szdmolG6jat, hogy azon esetben, ha az
id6 vegyes szdm, csakis az id6egység adott egész szaml tobb-
szOrOseire  szamoljon kamatos-kamatot, az id6egység hatralevé
tortrészére pedig csupdn egyszer( kamatot keressen, mert ha
ellenkezéleg jarna el (vagyis ha az id6t jelz6 teljes vegyes szamra
kamatos-kamatot venne), a t6ke valéban leiszaporodott értékénél
megint kevesebbet kapna. igy példaul 10,000 frt tékének 2la év
alatt 5°/0 mellett felszaporodott értékéiull egész éves kamatcsatolas
esetén 11,297-26 frtot nyeriink, ha az egész 212 évre kamatos-ka-
matot szdmolunk ; mig ellenben — helyes eljarassal — csak két
egész évre keresve kamatos-kamatot, a hatra levd fél évre pedig
egyszeri kamatot véve, eredményil 11,300-62 frtot nyerink vagyis,
az el6bbi hibas értékkel szemben 3'36 irttal tobbet. E gyarlésaggal
szemben a folytonos tékésités alapegyenlete sértetleniil megtartja
érvényessegét itt is, és a jelen esetben 21/2 évre kozvetlenll alkal-
mazva eredmeényul 11,33148 frtot ad.

E szerint az id6szakos kamatos-kamatszamolas eredeti Tn-
TOkllalapegyenlete azon esetben, ha n egy egész m és egy * tort-
szdm 0sszege, vagyis ha n — m -|- x, a kovetkezd atalakulason
megy at: a tbke felszaporodott értéke m egész év alatt TOkm, s

ennek a hatra levé x tortrészre es6 egyszer(i kamatja =
TOkmagx, tehat:

Tn= TOK* + T,kmgx= TOkm(l+gx)= TOK™[1+ (k—1)X].

2.
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Magatol értetddik, hogy id6szakos kamatcsatolds esetén az
eredeti t6ke kiszdmolasara is az imént lehozott komplikaltabb
képletet kell haszndlnunk, mihelyt az id6 vegyes szam, mert az
eredeti egyszer(ibb alapképlet segélyével szamolt kezdet-t6két
— az el6bbi okoskodasbdl kifolyolag — kelleténél nagyobbnak
taldlnék. igy ha az iméut kiszdmolt feladvanyt megforditjuk és
kérdezziik: héany frt t6ke fog 2l/a év alatt egész éves kamatcsa-
tolds esetén 5% mellett 11,300-62 frtra ndni, Ugy az eredeti alap-

egyenletbdl folyd TO = jok képlet 10.002-97 frtot, vagyis kelleté-
nél 297 frttal tdbbet ad, holott a transformalt formulabdl kovet-
kez6 Tn -T 0:km11-[- (k—1) X] pontosan megadja a 10,000 frtot.
— Alig sziikséges talan megjegyezni, hogy a folytonos tékésités

alapegyenletébdl szdrmazott TO- egyenlet az eredeti t6két is
teljes pontossaggal fogja szolgaltatni.
Még sokkal nehézkesebb — igazan toldott-foldott munka —

id6szakos kamatcsatolas esetén az id6 kiszdmolasa, mihelyt ez az
eredeti formuldbo6l nem egész szdmnak adddik ki. Az el6bbi fej-
tegetések alapjan konny( belatni, hogy az id6 szamara az eredeti
formula segélyével nyert érték kelleténél nagyobb lenne, az at-
alakitott képlet pedig a benne el&fordulé két ismeretlen (m és Xx)
meghatérozasara egy magaban nem hasznélhatd. Ez okbdl az id6
kiszdmolasat a kdvetkezd hosszadalmas uUton szokads végezni: Ki-
keressiik annak értékét az eredeti Tn= TOknalapegycnlctbél folyo:
n Kl InJoj "OLIIL képlet segélyével, de az n szamara nyert
nr-j-& vegyes szambol csak az m egészet tartjuk meg, a megbiz-
hatlan x tortrészt pedig figyelmen kivil hagyjuk ; a hidnyz6 tort-
rész helyes értékének kiszamolasara keressik most, hogy mennyire
né fel az eredeti t6ke m egész id6 egység alatt a Tm TO km
képlet segélyével s ezt Tn adott értékébdl kivonva a nyert Tn— Tm
kilonbséget Tm pénzegységnyi téke egyszeri kamatjanak tekint-
jik s az ennek megfelel6 id6t az egyszerli kamatszamolas x'
100 (T, - Tm) | . s . . (144

b T keéplete segélyével hatarozzuk meg. igy példaul a
legutobbi feladvanypéarra reflektalva keressik, hogy hany év alatt
fog 10,000 irt t6ke 5°/0 mellett egész éves kamatcsatolas esetén
11,300-62 frtra felszaporodni ? Az eredeti alapegyenletb6l folyo
képlet az ismeretlen n szdmara 2-506 évet ad; elhagyva itt a
megbizhatlan tortrészt, keressiik ki 10,000 frt t6kének 2 egész év
alatt feln6tt értékét, mit 11,025 irtnak fogunk, talalni; vonjuk ezt
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ki az adott 11,30062 irtbdl, hogy kilonbségil 27562 irtot talal-
junk, mit 11,025 irt toke egyszer( kamatjanak véve az id§ hianyz6

.. . 100 y.275.02 27.562 . , ..
tortrésze x 5y 11025 55.125 05 év tehat az 0Osszes id6

25, és nem 2'503 év, mint az eredeti formulabdl elsé izben hibasan
talaltuk. E két érték kulénbsége 0 006 év vagyis valamivel tébb
2 napnal, a mi gyakorlati szempontbdl a 212 évvel szemben elég
csekély id6 ugyan, de mégis teljesen elég arra, hogy az id6szakos
kamatos-kamatszamolés eredeti alapegycnletének matliematikai pon-
tossdgan cs megbizhatdésagan jokora rést (isson. — Visszapillantva
még a kritikus idénél el6bb végzett maximum szadmolasra, zaradékul
kimondhatjuk még, hogy az eredeti alapformuldb6l n szaméra nyert
hibas érték akkor szorul legjobban a javitadsra, ha az id6 szdmara
az elsd szamitassal nyert érték tortrésze Us vagy ehhez kozel es§
szdm s ez esethen az id6 sz&méra talalt hibas és helyes érték
kilonbsége a pereenttal lassan, de folytonosan n6 igy 100% esetén
304 napra rag. — Alig szlikséges kiléndsen hangsulyozni, hogy
a folytonos t6késitésnek Tn  TOeni| alapegyenletébél foiyd n

169 Tn_logi‘e)g 0 képletet minden akadaly nélkil, a legnagyobb

kénny(séggel alkalmazhatjuk az id6 teljesen pontos meghatarozésara.

Utoljara hagytuk az id6szakos kamatszamolas percentjének
Kikeresését azon esetben, ha az id6 vegyes szam, mert ez a sza-
molads valamennyi kozott a legfarasztobb, s6t — ha pontos értéket
akarunk nyerni — a legtdbb esetben algebrai Gton végre sem hajt-
hatd. Ennek kimutatasara kisértsiik mog Kkikeresni az atalakitott
Tn  TOkm[1-f-'(k—1) X] képletb6l a percentet magéaban foglalo
k kamattényez6t. Elvégezve a beszorzasokat és TO -ot a baloldalra
oszténak atvive, nyerjik a

= (1—) kmtx kH1

egyenletet, mely azonban az ismeretlen k szdmara (m-j-1)-ed foku
vegyes egyenlet, melyb6l k pontos értékét algebrai (ton csakis
akkor tudjuk meghatarozni, ha m legfélebb 3 id6egység, mid6n
a nyert negyedfoku vegyes egyenlet még algebrai Gton megoldhato.
Amint azonban az id6t jelz6 vegyes szdmban az egész rész 3 id6-
egységnél nagyobb, a fenti egyenlet negyedfokénal magasabb lesz.
s igy ennek algebrai Gton val6 megoldasa — mint Abel bebizonyi-
totta — lehetetlen. Nincs teh&t més segitség, mint a faradsagos
kozelit modszerek — a regula faisi, a Newton-féle stb. — altal
keresni a legtbbb esetben k értékét, ha ebbdl a percentet pontosan
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akarjuk kapni. Mert az eredeti Tn= TO kn alapegyenletbdl folyo
logk :8TNF8E formuta T 'és igy p szamara is hibés, és
pedig a kelleténél nagyobb értéket ad, mint err6l meggy6z&dhetiink,
ha az el6bb mar 3 izben kiszamolt feladatot a kdvetkez6leg formu-
lazzuk: hany percent mellett fog 10,000 frt t6ke 2X2 év alatt
egész éves kamatcsatolas esetén 11,300-62 frtra felszaporodni — és
e feladvanyt a legutdbbi formula segélyével megoldjuk. Az ered-
mény 5-012°/o, mely érték a pontos 5%-t6l kevéssé differdl ugyan,
de mégis a mathematikai pontossidgnak hijaval van és nagyobb
pénzosszegeknél, hosszabb id6 alatt tetemes kauiatdiffenciakat
okozhat. Az el6bbiek alapjan minden tovabbi bizonyitgatas nélkl
vildgos, hogy az eltérés a hibésan talalt és az igazi percent kozott
magaval a percenttel n6, mint ezt a koOvetkez6 egyszer(i példa
mutatja: hany percent mellett n6 100 frt t6ke 572 év alatt egész
éves kamat csatolas esetén 48,000 frtra? Az eredeti alapegyenlet-
b6l foly6 l6g k = '°9T" 19T formula k szamara 24)2153 er-
t6ket ad, mib6l p - 102-153% kovetkezik. Hogy azonban ezen
érték hibéds, igen egyszer(ien konstatalhatjuk itt abbdl hogy az
adott t6ke 5 év alatt 100% vagyis k — 2 esetben felndvekszik
1000 X 25= 1000 X 32 = 32,000 frtra, melynek még a tovabbi
félévre es6 egyszer( kamatja 16,000 frt, és igy a t6ke felszaporo-
dott értéke 48,000 frt: vagyis a percent nem 102-153%, hanem
csak 100%, tehat a talalt hibéas értéknél 2°153%-kal kevesebb. —
Zaradékul itt is roviden folemlitjuk még, hogy a kvitikm id§ a
percent szamitasakor ts ép (gy érezteti a maga befolyasat, mint
az el6bbi esetekben, s hogy folytonos t6késitésnél az Osszes
nehézségek elesnek, vagyis az eredeti alapegyenletbdl eredd p

Ui i, I"™~J’~ formula mindig teljes pontosan szolgaltatja a
percent értékeét.

Osszefoglalva e szakaszban targyalt dolgokat, kimondhatjuk,
hogy az id6szakos kamatos-kamatszamitasnak kozénségesen hasznélt
eredeti, egyszeiax formulai igen sokszor alaposan kompromittaljak
az algebrai képletek altalanos érvényességét, az atalakitott formu-
lak pedig id6 és percent keresésekor csak (gygyel-bajjal, néha
hosszas veszddség ardn adhatnak oly pontos értékeket, mindket
a folytonos t6késités egyszer(i formuldi minden esetben a legna-
gyobb konny(séggel szolgéaltatnak.
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V.

De még ezzel sem végeztink a most divd kamatos-kamat-
szdmolas mizériaival! Az imént részletesen kifejtett hidnyok leg-
folehb a mathematikust boszantjak, de a gyakorlati életre kihatassal
nem igen vannak. Van azonban az idészakos kamatcsatolasi médnak
még egy mas abnormis furcsasaga is, mely mar a sz szoros értelmében
a praktikus embernek is a zsebébe vdg, s ez ama viszassag, hegy
manapsag valamely ‘pénzintézetben elhelyezett két, egyenld nagy tokl
ugyanazon id6 és szazalék mellett is kulonboz6 nagy kamatot hajthat,
a mennyiben a kamat nagysadgéra nemcsak a kamatozasi idGtartam-
nak, hanem azon korulménynek is befolyasa van, hogy a polgari év
mely szakaban tortént a toke betevése és kivevése.

Nézzuk el6szor a dolgot oly révid kamatozési id6tartam mel-
lett, hogy a t6ke betcvésének és kivevésenek idépontjai kozé csak
egy kamatcsatoldsi nap essek s kezdjik a targyaldst a kovetkezd
egyszer( specialis esettel: tegylink be 120,000 frtot egy kdzonsé-
ges (nem szok6) év april 1-én s vegyik ki ugyanezen év szep-
tember 29-én ; kérdés, hogy 6% mellett féléves kamatcsatolas ese-
tén mennyi kamatot kapunk ? lla a pénzintézetek moédjara a be-
tcvés és kivevés napjaira kamatot nem szémitunk, (gy a téke
Osszesen 294+-31430-f31+31-j28=180 napig kamatozott, mely
id6re az egyszeri kamat (az évet bevett szokds szerint 360 na-
posnak véve) 3600 frt lenne. 1Jgy de a betevés és Kkivevés id6-
pontjai kozé esik a kamatcsatolasi napok egyike (julius 1), és igy
a kamat két részb6l fog allani, az els6 részlet julius 1-ig vagyis
90 napra 1800 frt, a masodik részlet pedig a hatralevé 90 napra
120,000-f-1,800=121,800 frt utdn 1827 frt. tehat az Osszes kamat
3627 frt, mi 27 irttal tobb, mint egyszer(i kamatszamolassal volna.
Nézzuk most: mint valtoznak meg a viszonyok, ha a fenti tokét
majus 31-ikén teszsziik be és november 28-an veszszik ki ? A ka-
matozasi id6tartam 30+3143133033127=180 nap, vagyis
ép annyi, mint elébb volt; mar most az eredeti t6ke els6 részlet-
kamatja junius 30 napjara 600 frt, s az ezzel 120,600 irtta feln6tt
t6kéé pedig a hatralevé 150 napra 3015 frt, teh&t az Osszes ka-
mat 3615 frt, mi az el6bbi 3627 irttal szemben 12 frt csokkenést
mutat. Ep igy lenne a dolog, ha a botevés januar 31-én és a ki-
vevés julius 31-én torténnék, midén a téke ismét 28-(—31-(—30—+F—
31{30330—=180 napig kamatoznék és pedig az eredeti téke els6
kamatrészlete julius 1-ig vagyis 150 napra 3000 frt, s az ezzel
123,000 irttd feln6tt t6ke masodik kamatrészlete a hatralevd 30
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napra 615 frt vagyis az 0sszes kamat ismét 3615 frt. mi az els6-

vel szemben Ujbol az el6bbi 12 frt kamatcsdokkenést adja.
Ez egyszerit példa két dolgot enged veliunk sejtetni; az egyik

az, begy allandé kamatozési id6tartam mellett ugyanazon téke,
percent, id6 és kamatcsatolasi mod esetén akkor lesz legmagasabb a
kamat, lia a kamatcsatolasi nap abetevés és kivevés kozt elmulé idé
kozepére esik: a masik — most még ingatag alapon all6 — kovet-
keztetés pedig az, hogy a kamat végdsszege nem véltozik meg, ha

a kamatcsatolasi nap el6tt és utdn elmil6 id6ket egymassal fol cserélj k.
Mindkét sejtelmet az algebrai targyalds van hivatva a teljes

bizonyossadg fokara emelni; ezt pedig pusztan elemi mennyiségtani
ismeretek felhasznalasaval a kdvetkez6 egyszer(i médon végezhetjik :

Tegylink be T pénzegységnyi t6két valamely pénzintézetbe,
mely ott 6sszesen i ideig (az év részeiben Kkifejezve) kamatozik
280 mellett. Legyen a betét napjatol szamitva x id6 mulva (szintén
az év részeiben kifejezve) a kamatcsatolasi nap (januar 1 vagy
julius 1); ugy a t6ke els6 részletkamatja a kamatcsatolasi napig

: Togx, mit a t6kéhez adva; T -j- Tq x T (m-gx)
lesz a kamatcsatolasi napig felszaporodott t6ke, melynek a még
hatralevé i—x id6re esdé kamatja -1 — T (149 q
(i—x). s igy az 0sszes kamat;

Tax + Tq(l-j-gx) (i—x) = mTq [xj- (1-fqx) (i—x)].

Mivel pedig itt Tq allando, azért e fliggvény maximuma vagy
minimuma csak is a zarojelbe foglalt tényez6tél fligg. Ez pedig a
szorzésok és gsszevonasok fokozatos végrehajtasa utan ily alakot olt:

X -+ GHgx— X —gx2 - — gx2-j- igx -f- i,
mely masodfokl fliggvénynek maximuma van, mert *2 coefficiense
negativ; e maximum pedig akkor all el6, midén

mi altal az elébbi gyanitdsok elseje a teljes bizonyossag fokara
emelkedett. i
A mi masodikat illeti, Irjunk az el6bbi — qgx2j-igx-j-i ma-
sodfokd flggvényben x helyett (i—x)-et, lesz:
— q (i—X)2-j- iq (i—X) -)- i - m—q (i2—2 ix -j- xJ -F-i2(—i(x 4" i
-—qi2-f- 2 igx — gqx2-\- gi* — igx |~ i — — ((\2-f- i(jx - i,
mi altal — mint lathatjuk — a fiiggvény értéke nem valtozott,, s
igy az el6bbi példabdl levont méasodik kovetkeztetésiinket is fel-

tétlentl biztosnak mondhatjuk.
Lényegében azonos marad a dolog akkor is, ha hosszabb ka-

matozasi id6tartam esetén a betevés és kivevés idOpontjai kozé
nem egy, hanem tébb — mondjuk n — kamatcsatolasi nap esik.
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Ismét jeloljuk a?-szel a kamatozasi id6tartam kezdetét§l az elsd
tOkésitési napig lefolyt id6t, tovabba ennek és az utols6 kamat-
csatolasi naptdl a kamatozasi id6tartam végéig elmalt id6nek
Osszegét i vei, Ugy hogy az utols6 tékésitési nap és a kamatozéasi
id6tartam vége kozé es6 id6 i—x legyen. Mar most az elsé kamat-
csatolasi napig a t6ke egyszer( kamatot hoz s ezzel felnd T (1-j-gx)
értékre, mint ezt mar el6bb is talaltuk; ennek a tovabbi a id6-
egységen at kamatos kamattal felszaporodott értéke: Tkn(I-f gx) lesz,
melynek ismét egyszeri kamatja, a még hatralev6é i—x iddre:
Tk“(1-j-gx) [ (i—x) s eként a véglegesen felndtt élték:
Thn(l+gx) + Tkn(1+gx) g (i-x) = Tk“[1+gxfqg (1+gx) (i—X)]

Mivel pedig itt Tkn &'land6, azért az egész fliggvény maxi-
muma vagy minimuma felett megint csak a szOgletes zaiéjeiben
levl tényez6 dont. Ez pedig a szorzdsok és Osszevonasok succes-
siv végrehajtasaval a kovetkez6 alakokat olti:

1-f-gx-f ((+<12%) (i—x) I1+qgx-fqi-fgqdx— gx — q2

=- — q2f-q2x-|-qi-j-I,
mely masodfokd fliggvénynek — x2 negativ el6jelének tanlsaga
szerint — ismét maximuma van, mely akkor all el6, midén

vagyis megint azon esetben, ha a kamntos-kamatszdmolas kere-
sése be nem illeszthet6 i id6b6l ép annyi mualik el a szamolas
kezd6pontjatol az elsé kamatcsatolasi napig, mint a mennyi eltelik
az utolso tékésitési idéponttdl az egész kamatozasi idGtartam végéig.
Ha még a legutdbbi —qX2-gaix-j—gi-+2 flggvénybe x he-
Iyett (i—x)-et irunk, nyerjik :
— 20 —x)2-)- q2i (i—x) -f qi -j- |
—02(@i2 2ix-j-x2+ gq2i2— (2ix G- gi -j- 1
— Q2i24-292ix — g2x2-(- g2i2— Q2 ix +—q — 1
— g2 Xx2-f- q2ix -f- qi -j- 1,
tehat a flggvény értéke ép Ugy nem valtozott, mint midén ugyan-
ezen helyettesitést az el6bbi analdg, egyszer(bb fliggvényben végeztik.
S ezek alapjan batran kimondhatjuk, hogy mindazon, kamat-
szamolasi feladvanyok, melyekb6l a kamatcsatolasi mod megje Ulésén
kivid csali a toke, percent é& a kamatozasi id6tartam van adva, de a
kamatozas kezdetének naptari datuma nincs megjel6lve, hianyosan van-
nak fogalmazva és igy szabatos megoldasra nem is tarthatnak igényt.
llyen példaul a kovetkez6 is; 10,001) frt t6ke évi GO0 mellett fél-
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éves kamatcsatolas esetén 3 félév alatt mennyire n6 fél kamatos-
kamattal ? Ha mind a 3 félévre kamatos-kamatot keresiink, ered-
ményll 10,927-27 irtot kapunk, mi azonban csak akkor helyes, ha
hallgatagon feltételezzilk, hogy a toke elhelyezése a kamatcsatolasi
napok (januar 1 vagy julius 1) egyikén tortént. De mar hibasnak
kell nyilvanitanunk az eredményt, mihelyt a betevés ideje az év
barmely més napjara, pl. februar 1-ére esik, midén a szdmolas
eként alakul: az eredeti 10,000 frt toke egyszer( kamatja februar
16l julius 1-ig vagyis 5 hdra 250 frt, a melylycl 10,250 irtta
feln6tt t6ke 2 félévig, vagyis a kovetkezd év juh 1ig kamatos-
kamatot hoz s ezzel 10,874 23 irttd szaporodik ; végul ennek a
még hatralevé (julius hdra es6) 1 havi egyszer(i kamatja 54\37
frt. s igy a végleg feln6tt t6ke 10,928-60 frt, mi az elébbivel szem-
ben 1-33 frt tobbletet ad; e tdbblet fokozatosan mindaddig né,
mig a betét napjat apr. 1-ro (vagy okt. 1-re) nem tesszik, mint
err6l az aldbbi kis tblazat beszdmol, melynek értékei mindarrdl
szdmokban adnak felvildgositast, miket az el6bb algebrai utdn
megvizsgaltunk.

A betevés A kivevés 10,000 frt toke fel- Tobblet az
folyd évi kovetk. évi nétt értéke 6%-tel,

féléves kamatcsato- elsQig]

naij»ja las mellett szemben

jan. 1 jilL. 1. 10,927-27 0-00
fobr. 1 aug. 1 10,928-60 1-33
marc. 1.  szept. 1 10,929-39 2-12
apr. 1 okt. 1 10,929 66 2-39
maj. 1 nov. 1 10,929-39 2-12
jun. 1 dec. 1L 10,928-60 1-33

Annak okat, hogy miért nagyobb a téke feln6tt értéke az
utolsd6 5 esetben, mint az els6nél, megtalaljuk ama kortilményben,
hogy mig az els6nél a betevés és kiveves id6pontjai kozé csak 2,
addig a tobbinél. 3 kamatc«atolasi nap esett.
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Még csak azt tartozunk indokolni, hogy miért szbvegeztik
az el6bbiekben adott szdmolési feladvanyokat mi is oly pon-
gyolan, mint az &ltalanos szokés : a toke elhelyezési idejének el-
hallgatasaval ? Tettiik ezt egyszerlien azért, mert nem akartunk
a hagyomanyos rovid — de inkorrekt — sz6vegezéssel mindad-
dig szakitani, mig ennek okat a fentebbiekben nem adtuk. El&bbi
feladvanyaink tehat mind Ugy értelmezendék, hogy a téke elhe-
lyezése mindig a kamatcsatolasi napok egyikén tortént.

Mar most kérdezziik : igazsdgos- és mindenek felett logikus-e,
hogy a kamat nagysdga ne csak a kamatozasi id6tartamtdl, ha-
nem ama puszta véletlentdl is fiiggjon, hogy az év mely szakaban
torténik a téke elhelyezése és kivevése ? Indokolt dolog-e, hogy
az kapjon aranylag legtébb kamatot, ki a kamatcsatoldsi nap utan
ép annyi nappal vette ki t6kéjét, mint ahany nappal azt a kamat-
csatolasi nap el6tt elhelyezte ? Lehetetlen, hogy e kérdésekre minden
gondolkozé f6 hatarozott nem mel ne feleljen és ez illogikus dolog meg
szlintetését kivanatosnak ne mondja. A baj orvoslasara pedig csak
egyetlen egy mod van : Ggy az egyszer(, mint az id6szakos kamatos-
hamatszamolas teljes eltdrlése s mind kett6 helyett a folytonos tékési-
téssel valo kamétos-kamatszamolds életle Iéptetése még a legrovidebb
id6re sz016 kolcsonoknél is.

Es e radikalis reformtdl nincs miért idegenkedni! A kamatos-
kamatszamoléas ugyanis egyaltalaban vagy jogosult, vagy nem ; ha
nem, Ugy el kell azt torllni végkép és helyette még a leghosszabb
lejarati kolcsonoknél is az egyszer(i kamatszamolast kell életbe
léptetni; ha pedig megvan a kamatos-kamatszdmolasnak a maga
Iétjogosultsaga, ugy a lényegének egyedill megfelel§ folytonos t6-
késitéssel kell azt alkalmazni, az egyszer(i kamatszamolas teljes
mell6zésével. Tisztan mathematikai szempontbdl mindkét széls6ség

egyarant elfogadhatd, mert mindkét eljards egyarant egyszeri és
logikus, sem egyiknek, sem masiknak eredeti, egyszer( egyenletei
semmi korlilmények kozt nem vezetnek helytelen vagy plane absurd
értékekhez. A mathematikusnak csak az ellen kell tiltakozé szavét
folemelnie, hogy =— a manapsadg divd mddon — ugyanazon tbke
utan részben egyszer(i, részben kamatos-kamat ne szamittassak,
mert e két heterogén elemnek szerencsétlen egyesitése teremti azon
anomaliakat, melyek targyaldsaval az imént foglalkoztunk. Mivel
azonban gyakorlati szempontb6l véve a dolgot, a hitelmiiveletek mai
fejlettségi fokan alig lehetséges a kamatos-kainatszamolas Kikiiszo-

bolése, azért a bajok alapos orvoslasa csakis a masik mddon tor-
ténhetik: az egyszer( kamatszamolas egyeduralménak felallitasa altal.
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V.

Térjink at most annak megbeszélésére : vannak-e és miféle
elényei a folytonos kamatcsatolasnak a most (livd id6szakos felett
a komplikaltabb hitelm(veleteknél : az id6szakos betétek, jarade-
kok és amortizacios kolcsonok szamitasanal?

Ami els6 sorban az allando id8szakos betéteket illeti, ezek
felszaporodott értékének kiszamitisara gy az algebrai tankonyvek,
mint nagyobb hiteligyi munkak is is egy-egy geometriai haladvauy
Osszege gyanant a kovetkezd két képletet adjak.

— AN Nceshe— Ak —  Aj

melyek elseje akkor hasznélandé a betétek feln6tt értékének (/S-nek)
kiszamitasara, ha n id6egységen at minden id6egység végéu teszink
A pénzegységet valamely pénzintézetbe; a masodik pedig akkor
nyer alkalmazast, ha a betétek minden id6egység elején torténnek.
— Az id6szakos kamatcsatolds eme képleteibél a folytonos t6kési-
tés megfelelé képleteit egyszerlien az altal nyerjik, ha azokba a
k kamattényezd helyett a folytonos t6késitésnek el tényez6jét ir-
juk, mi altal nyerjik e két analég formulat:

Sa = A" az utdlagos betéteknél és

Sc Acel P-faz el6legeseknél.

E két képlet az el6bbieknél komplikaltabbra vel6k val6 sza-
molds — féként a nevezd konstrukcidja miatt — nehézkesebb,
Ggy hogy — legaldbb az els§ tekintetre — a folytonos t6késités
itt hatranyban latszik lenni az id6szakos felett. E hatrany azonban
csak latszélagos. Az idészakos kamatcsatoldsnak fent kozoélt for-
muldi ugyanis csak addig hasznalhatok a Kkit{iz6tt feladat pontos
megoldéasara, mig a befizetések id6pontjai a kamatcsatolasi napok-
kal Osszeesnek (pl. egész éves — jan. 1-én tortén6 — betéteknél
és egész éves kamatcsatolasnal vagy féléves — jan. 1-én és jul.
1-én val6 — befizetések esetén, ha a tOkésités is félévenként tor-
ténik), de azonnal elvesztik érvényességiiket, mihelyt a jelzett két
id6pont nem vag ossze (pl. egész éves betéteknél féléves kamat-
csatolds mellett, vagy forditva féléves befizetések és egész éves
tOkésités esetén). Pedig manapsag kilondsen ez utdbbi esettel
analdg befizetések igen sokszor szerepelnek ; igy igen gyakran
fordulnak el életbiztositdsoknal féléves kamatcsatolas mellett
negyedéves vagy havonként vald befizetések, s6t betegsegélyz6
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egyeslleteknél, a népbankok torzsbetéteinél és hitelszovetkezeteknél
féléves t6késites mellett heti befizetéseket is taldlunk.

Nézzilk tehat: mily atalakitasoknak kell az idGszakos tékeé-
sités fent kozolt egyszerit formuldit alavetniink, hogy azok a
praktikus életben el6forduld 6sszes esetek kiszamoldsara alkalma-
sak legyenek. Mint az el6bbiekbdl lathatd, két fesetet kell itt
megkuldnboztetnink, u. m. el6sz6i-, ha a befizetési id6kdzok nagyob-
bak a t6késitéseiknél, és masodszor, ha a betétek id6kozei kisebbek,
mint a kamatcsatolasiak.

Az elsg foeset altalanositott formuldjat elézetes betétekre vonat-
kozblag a kovetkezGen vezethetjiik le : legyenek, a befizetési id6-
kd6z6k minden egyes A pénzegységet tevd betétre nézve r-szer
nagyobbak a kamatcsatolési id6kdzoknél és keressik ez &llando
id0szakos betéteknek n id6egység (kamatcsatolasi id6koz) alatt
felszaporodott értékét, mid6n Osszésen -L-szer helyeziink el beté-
teket. Mivel minden egyes idGegységben r szer torténik kamat-
csatolds, azért a legutoljara betett A pénzegység feln6tt értéke
Akr, az utolsd el6tti betété Akr kr = AK2 lesz és igy tovabb, mig
a legelGszor befizetett A pénzegység A (kr)n'r = AK" 0Osszegre
szaporodik fel. Tehat az 6sszes felndtt érték:

Se :Akl-f Ak -f..-f AK"-= A[kl+ (kr)2-f...+ (kr)niy

Itt azonban a zarGjelben oly mértani haladvany all, melynek,
Ugy els6 tagja, mint hanyadosa kr és tagjainak szama ~ s eként
0sszege:

Se = Akr
mi az eredeti — nem &ltalanos — formulatol csak abban kilon-
bozik, hogy itt Ggy A szorzdjaként, mint a nevez6ben k helyett
kr szerepel. E formula r—1 esetén az eredeti, egyszeriibb képletbe
megy at, mi a levezetés helyességét mutatja.

E képletb6l kénnyen levezethetjiik az els fGesetre nézve az
utélagos betétek altalanositott formuldjat, ha a legutdbb nyert kép-
letben n helyett (n—r)-et irunk s ha az igy nyert értékhez még

A-t (mint legutolso, nelm kamatozO betétet) hozzdadjuk. Lesz tehat
_ K n—r— _AKki'tn——AKk r_|_Akr-A k" —1
Sn= Akr T A= e . Akr_l,-
moly &ltalanos képlet az eredeti, szlk korre szoritéttdl csakis a
nevezében kilonbodzik, a mennyiben itt kT fordul el6 az eredeti
formula 7cja helyett*).

*) E legutols6 formulaval némileg* egyez6 talalhaté C. Spitz Allgemeine
Arithmetik cimd munkajaban (2-ik kiadas, |. kotet, 208. 8§) ; az eltérés az imént
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Térjink &t most a masodik f6esetben az el6zetes betétek kép-
letének tagitasara! Legyenek a befizetési id6kozok in-szer kisebbek
a tékésitési id6koznél; ekkor minden egyes id6egységben m-szer
befizetett A pénzegység, tehat 6sszesen mA pénzegység az illetd id6-
egység veégéig csak egyszer(i kamatot hajt, s csak a héatra lev
id6egységeken at hoz kamatos kamatot.

A legutoljara befizetett A betét csak az id6egység-1 ed részén
at hoz egyszer(i kamatot, és igy felszaporodott értéke A -|— lesz;
az utolsé el6tti betét mar az id6 egység R-ed részén at kamatoz-

van, egyszerit kamatjaval A-j-~--értékre novekszik és igy to-
vabb végil az id6egység elején betett A pénzegység az egész
id6egységben kamatozik, tehat felnd A-f- Aq= A-f-m”" 1 értékre.

E szerint az id6egységben m-szer befizetett A pénzegység felsza-
porodott értéke:

Adr N+ A 20 + 4- Amt--"=m A-[i—(]-j-2-f; ®+m)..
S ha itt a zarOJeren levd arlthmetlkal haladvany Osszegét Kkike-

ressiik, lesz a legutolsd id6egységben befizetett m A pénzegység
felszaporodott értéke:

mA+ t2(+ m)|=mA + iH Ilx«,

lehozott az ott kozdlt formula koézott kulséleg csak abban all, hogy Spitz a ka-
mattényez6t nem fc-val, hanem a régi, nehézkes madon i‘0 jp-vel, a betétet pe-
dig A helyett r-rel jel6li s viszont a mi formulankban szerepl§ r hatvanykitevo
helyett ro-et haszndl. E kilsé, lényegtelen kilonbségeken Kiviil van azonban
lényeges eltérés a két levezetés alapfoltételeiben s ebb6l kifoly6lag a formula al-
kalmazasaban is. Mig ugyanis mi azt tételeztik fel, hogy a befizetési idékdzok
r-szer nagyobbak legyenek a kamatcsatolasiaknal, addig Spitz alapfoltétele az,
hogy n éven at minden m-edik év végén torténjenek a befizetések. (,, .o n

Jahre lang, jedesmal am Ende yoii m Jahren........ “) E két foltétel pedig, bar
latsz6lag nagyon hasonl6, de még sem azonos. Szerintink ugyanis r-nek ok-
vetlentl egész szdmnak kell lenni, mig Spitz szerint megeshotik az, hogy n nem
oszthaté maradék nélkil m-mel. Ez esetre a megoldas a Spitz-féle alapfoltételnek
megfeleléen koénnyl szerrel aként torténik, hogy hanyados egész részére a
fenti formula szerint 8 értékét kiszamolvan a héatra ley6 tort részre a mar talalt
8 fidszaporodott értékét keressiik a kamatos-kamatszamolas alapképlete szerint.
Mig ellenben, ha a mi értelmezésiink szerint r nem egész szdm, akkor — mint
késébb behatébban Kifejtjluk — mi csak egy egészen Uj, a mostaninal sokkal
komplikaltabb formulaval tudnank célt. érni. Hogy ennek dacara is megtartjuk a
mi felfogasunkat, tessziilk ezt egyrészt.azért, hogy a mindjart targyalandé maso-
dik f@esettel azonos jeldléseket hasznaljunk, s masrészt azon okbdl is, mert amaz
esetnek, midén r nem egész szam, semmi gyakorlati jelentésége sincsen.
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s ha iné"; ide q helyett le—1 értéket irunk és fokozatosan trans-
jorradlunk:
mA A (k—1) (1-j-tn) 2m-j-k — I-f-m k = = A m-)-k—1 mk
.k (inf- 1) -]~ (m—t)
A 2
Mar most ha a befizetések n id6egységen at folynak, Ugy a
legutolsd idGegységben befizetett betétek csak egyszer(i kamatot
hajtanak, a legels6 idGegységben befizettek pedig n—1 id6egysé-
gen at kamatos-kamatot is hoznak ép Ugy, mint ha n id6egységen
at minden id6egység végén tennénk be ugyanannyi tékét. Ue ez
esetre az id6szakos betétek eredeti formuldja :
Su: Ak:__ll
s ha ide A helyett az imént talalt értéket irjuk, lesz az altalano-
sitott képlet el6zetes betétekre: )
g _ Ak(uij-l)ffin—y Kn_ i

k—1
fcn \
mely m= 1 esetben az elGzetes betétek Se= Ak -*—=j-credeti kép-
letébe megy at, mi a lehozés helyességét igazolja.
A mi mar most a masodik foesetben az utdlagos betétek alta-

lanositott formuldjat illeti, ennek leliozasa a megel6z6h6z hason-
I6an kovetkez6képen torténik :

Az utolsd id6egységben legutoljara betett A pénzegység ka-
matot nem hoz ; az ez el6tt befizetett A botét az id6egység — -ed

részén at hajt .egyszeri kamatot s ezzel A-[ ~-értékre n6; a még

ezt megel6z6 betét  ed idGegységen at A-)- értékre szaporo-
dik és igy tovabb ; végll az els6 id6tortrész végén betett A pénz-
egység”™-ed idbegység alatt A-(- Aq"~1értéket ér el. Tehat az
utols6 idGegységben w-szer betett A pénzegység felnétt értéke:
At AAN+AAL-"4-  +A4-@ 1

— mMA + [1+2-(-........ -j- (m—1)] ;
s itt ismét a szdgletes zardjelben arithmetikai haladvany van, mely-
nek 0sszegét helyettesitve:

mA+ ai (i+m—m1).7'= mA-f Aq"” 1;
s ha még ide g=k—1 értéket irjuk, lesz fokozatos transformalas utan

i AfA (k=D (M—1 _p_ 2m-j-mk—m—k-3 m-j-mk- k-f-1

K (in—1)-|-(m-j-1
A 2
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mint a legutols6 id6egységben betett mA pénzegységnek egyszer(
kamattal feln6tt értéke.

Helyettesitve az utdlagos betétek eredeti formuldjaba A he-
lyett imént talalt értékét, lesz az altalanositott formula utdlagos
betétekre:

a _ .k(m—=D-f(m-f-I) Im—1

®u A 2 * k-1
mely m 1 esetben ismét atmegy az eredeti alakba a levezetés
helyességének igazolasaid.*)

Ha most, az id6szakos t6késitésnek az id6szakos betétekre
vonatkoz6 4 &ltalanositott formuldjat a folytonos kamatcsatolas
ide vago eredeti formulajaval 6sszehasonlitjuk, az ols6 tekintetre
lathatjuk, hogy az utdbbiak még a szdmolas technikai nehézségeit
illetbleg sincsenek hatrdnyban az el6bbiek felett. Alig szikséges
talan folemliteni, hogy a folytonos t6késités eredeti képletei semmi
ltalanositasra nem szorulnak, hiszen itt a kamatcsatolas pillana-
tonként torténvén, a betétek id6pontjai minden koértlmények kozott
Osszeesnek a kamatcsatolasi idépontokkal; ha tehat a folytonos
tOkésités képleteinek alkalmazésanal id6egységul a betétek iddkozeit
vélasztjuk és q értékét ennek megfeleléen szabjuk meg, uUgy az
eredeti formuldkat a legnagyobb kényelemmel hasznalhatjuk fel
minden képzelhet eset megoldasara, mit az id6szakos kamatcsatolas-
nak imént altalanositott képleteir6l nem mondhatunk. El&szor is
azért nem, mert ezek az altalanositott képletek is csak addig ér-
vényesek, mig a levezetések alapfoltétele szerint r, illet6leg m egész
szam ; ellenkezd esetben ezek is felmondjak a szolgélatot; igy pél-
daul az utolsd két képlet jol hasznalhatdo 4 havonként torténd be-
fizetéseknél és egész éves kamatcsatolasnal, de mar hasznavehetetlen
lesz, ha a 4 havi befizetések félévenként tOkésittetnek; ép igy 5,
7—11 havonként tett befizetéseknél is cserben hagynak benniinket
altalanositott formulaink akar egész, akar féléves tOkésités esetén. De
maésodszor azért sem mondhatjuk 6ket teljesen altalanos érvényiieknek,
mert levezetésiiknél hallgatagon foltételeztlik, hogy az els6 betét befi-

*) E legutébb lehozott kot képletet — bar nagy gyakorlati jelentéséguk
van — sem algebrai tankdnyvekben, sem nagyobb, kereskedelmi szakmunkéakban
nem sikerilt megtaldlnom. igy példaul a német kényvek koézul SpiU-nek fent
emlitett munkdja — mely egyébként a kamatos-kamatszdmolast igen részletesen
targyalja — emlitést sem tesz e masodik féesetrél. Ep ily hasztalan kerestem e
formuldkat a magyar nyelven megjelent legterjedelmesebb hiteligyi szakmunka-
ban : Weninger Politikai Szdmtan-ah&n is, Ggy hogy tudoméasom szerint e képletek
most jelennek meg el6sz6r a nyilvanossag el6tt.
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zetési idépontja kamatcsatolasi napra esik: ha e 1ényeges foltétel nincs
meg, Ugy — még r, illetbleg m egész szaml értékének esetén is
— mint hasznavehetetleneket dobhatjuk félre ezeket is az eredeti
formuldkkal egyutt, melyek levezetésénél is, hallgatagon bar, de
ott lappang ez a conditio, sine qua non. lgaz ugyan, hogy az al-
gebra elég hatalmas fegyverekkel rendelkezik arra, hogy még az
ilyféle szovevényes esetek nehézségeit is legy6zve teljes Aaltala-
nossagy, formuldkat szolgéltasson, de ezek aztan ugyancsak kompli-
kaltak lennének az id6szakos t6késités eredeti, egyszerli képletei-
vel szemben. Nem akarunk e helyen ezeknek hosszadalmas és
farasztd levezetésével* foglalkozni, mar csak azért sem, mert ezek-
nek gyakorlati hasznuk absolute nincsen, a mennyiben az id6sza-
kos betétekkel kapcsolatos hitelmiveleti szdmolasoknal csak is oly
esetek fordulnak el6, melyek megoldasara a mi részben Aaltalanosi-
tott formuldink teljesen elégségesek. E helyett inkdbb bemutatjuk
az ezek segélyével végzett nehany szamolas eredményét parhuzam-
ban a folytonos (pillanatonként vald) tékésités megfeleld eredmé-
nyeivel az aldbbi tablazat két utolsd rovataban, melyek 1000
pénzegységnek, mint alland6 id6szakos betétnek felszaporodott ér-
tékét adjdk a tabella els6 rovatai &ltal megszabott foltételek mellett:

1000 pénzegységnyi betét felnétt,
értéke, ha a betevések az id6szakok

g x3 &,
5 55 fr 8¢
3 % E% = S = elején végén
L
években. torténnek.
6 2\ v 4313-15 4185-99
” " . pillanat. 431396 418646
| 4 3 1 74 3250-29 3123-46
\ N . pillanat. m 3251-59 3124-09
5 3 I 75 3314-13 3154-44
» . , Ppillanat.  3318-26 3156-43
4 3 T 1 6430-50 6305-63
” » pillanat. 6438-79 6311-29
I 4 2 7s 8366-86 8284-43
" N pillanat. ~ 8370-40 8287-11
6 5 1 17,587-73 17,249-51
” Y L, pillanat.  17,668-45 17,318-59
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E tablazatra vonatkozdlag sziikségesnek tartom még folem-
litni azon okot, melynél fogva az idészakos és folytonos t6késités
vegeredményei kozott levl érték-differencidk arénylag Kkicsinyek
(a legnagyobb 8072 pénzegység). Ezt abban kell keresnink, hogy
a kamatozasi id6tartamot mindenitt kicsinyre — legfolebb 5
évre — vettem, hogy az Uj formuldkra vonatkozd ellen6rz§ sza-
molasokat kénny( szerrel végezhessem. Magatol értetédik, hogy
nagyobb id6tartam és betét esetén az eérték-differencidk is teteme-
sebb eltéréseket mutatnanak.

Ezek utdn az utdlagos jaradékkal és az amortizicids kolcso-
nokkel konnyen végezhetink. Az ut6lagas jaradék jelen- vagy
készértékénck és egyuttal amortizacios kolcsondknél utélagos tor-
lesztések esetén az addssagnak kiszamolasara altalanosan a kovet-
kezd formula van jelenleg forgalomban:

m A kn~1
kn* k—1°
hol T jelenti az A jaradék jelen- vagy készértékét (illet6leg az
A torlesztd Osszegnek, megfelel6 addssagot), k és n pedig megtartjak
eddig hasznalt jelentésiiket. — Ebb6l a folytonos tékésités meg-
felel6 képletét megint az &ltal nyerjik, ha ebbe k helyett, mindendtt
el értékot irunk; vagyis
m _ eqn-1
e el 4
lesz a folytonos t6késitésnek a jelzett cél elérésére szolgdlé kép-
lete. Ez utébbi formula (eltekintve ama fékérdéstdl, hogy mennyi-
vel jobban megfelel a dolog Iényegének a folytonos tékésités az
id6szakosokndl), ismét azzal a nagy elénynyel bir az elébbi felett,
hogy mig ez utobbi minden esetben, addig az els6 csak addig
hasznalhatd, mig a jaradék vagy a torlesztések esedékességi id6-
pontjai Osszeesnek a kamatcsatolasi id6pontokkal, ellenkez§ eset-
ben pedig az id8szakos betéteknek megfelel§ atalakitasra szorul.

Az el6bbiek alapjan konnyen lehozhatjuk az altalanositott
képleteket, ha T t6ke n id6 alatt feln6tt értékét egyenléve tcsz-
szUk a negativnak vett A ut6lagos betétnek ugyanezen id6 alatt
feln6tt altalanositott értékeivel. Ezen egyenletekb6l nyerjik a
kovetkez6 két képletet:

m_A

/ kr o kr —1 » .
arra az esetre, ha a jaradék vagy a torlesztések esedékességi
idészakai r-szer nagyobbak a kamatcsatolasi id6kdzoknél; és
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A k(ni—1)G4mf1) k»-1
kn 2 Cok—1

képletet azon esetre, mid6n a jaradék vagy torlesztések iddszakai
m-szer kisebbek a tOkésitési id6koznél.*)

Meg kell azonban itt is jegyezniink, hogy ezen altalanositott
képletek alkalmazasi kore is esak r, illet6leg m egész szamua ér-
tékeire terjed ki s itt is még ama tovabbi megszoritassal, liogy
az egész szamolas kiinduld pontjdnak kamatcsatolasi napnak kell
lenni ép Ggy, mint az id6szakos bfetétek analdg formulaindl. A
teljes altalanositas itt is igen komplikalt végeredményekre vezetne,
melyek leTiozasat nyugodt lélekkel mell6zhetjiik, mert azok semmi
gyakorlati jelent6séggel nem birnak, d6 kilonbé# is valamennyi
feleslegessé valnék, ha a folytonos tOkésités életbe Iéptetésének
szép ideadjat meglehetne valdsitani. Ep igy elhagyhatjuk a folyto-
nos kamatcsatolas alkalmazasat ama kilonben érdekes esetekre,
melyeket Spitz el6bb mar tobbszoér emlitett kényvének 211, 213—
211). 8§8-aiban targyal, melyekben majd bizonyos szamd évek mdl-
tan esedékes jaradékokrél, majd ismét olyanokrol van sz, melyek
nagysaga id6szakonként aritlimetikai vagy geometriai haladvany
tagjainak modjara nének vagy fogynak, majd ismét az van folte-
telezve, hogy adossdg és visszafizetések utan kilonbdzd percentek
szamittatnak ; mert barmily érdekesek is e probléméak tisztan ma-
thematikaj szempontbdl, gyakorlati jelent6ségik alig van nékik, s
részletes targyalasuk tallépné az ezen értekezés terjedelmére ki-
szabott hatarokat. Megelégsziink tehat ezek helyett két, rovid le-
jaratd kolcson torlesztési tablazatainak kozlésével, melyek elsgje
amaz esetre vonatkozik, midén a torlesztések id6koze nagyobb a
kamatcsatolasi id6szaknal, a masodik pedig az ellenkez§ esetet mu-
tatja be, s hozzajuk csatoljuk 6sszehasonlitas céijabdl a folytonos
tékésités megfelel§ értékeit.

*) E legutébbi két formula elsejéhez részben hasonlét taldlunk Spitz
el6bb méar emlite'.t munkajanak 212. §-4ban az id&szakos betéteknél mar
targyalt jelolési és értelmezési kulonbségnek megfelel6 eltéréssel; az imént
kozolt masodik képlet nyomaéara. azonban ismét nem sikerilt mindeddig
akadnom.
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a)

100,000 ])énzegységnyi adossag 6% mellett 5 év alatt torlesz-
ttmdd utdlagos évi részletekben

féléves folytonos
kamfBtcsatol assa 1
annuitds 23,797'79  « annuitas 23,858-37
Ev | Kamat Torlesztés Adéssag BV Kamat Torlesztés Addssag
t G090-00 17,707-79 82,292-21 1 G183-G 17,074-7-1 82,325-29

2 5011'GO  18,780-19 CH506-02 0 5090 73  18,767-64 63,557*65
3 3867-52 19,930-27 43,575 75 3 3,930-18  19,928-19 43,629-46
4 2653-7G 21,144'. 2 22,431-72 4 2G97-90  21,160-47 22,468-99
5 1366*09  '22,431-70 0-02 5 1389-40 22,468-97 0-02

hol az utols6 év végén fenmiradt (402 pénzegységnyi addssdg a
szamolasi roviditések alkalmazasabél eredt hibanak tudhaté be,
b)

2 év- 4 félév alatt 6% mellett 1000 pénzegységnyi utdlagos 2 havi
részletekben torlesztendd
11,262-81 pénzegységnyi addssag 11,251-49 penzegysegnyi adéssa"
féeléves folytonos
kamatcsatolassal
Félév  Kamat Torleszt.  Addssadg | Félév 1 Kamat  Torleszt, j Adéssag

11:.-08 886-92 10,364 59

1 1 104-16 895-85  9,468-73
8,570-69 95-16 904--84  8,563-89

. 337*88  2,692-12 Gsszel 240 65z 2687*60
86-07 91393  7,649-96
5 76-83 923-12  6,726-84
579781 ° 67-60  932-40 5794-44

257-12  2,772-88 5s82230*55 @5z 27 69*45
58-23 941-77 4,852 67
3 3 48-77 951-23  3,00144
2,941-74 39-21 960-79  2,940-65

173-93 2,856 07 0ssz146%21 G5z 2853-79

29-55 ' 970-45 1,970-20
19-80 980-20 .990-00
—0-0l 9-95 99005 —005

88-25 2,941*72 08SZ 59*30 @sz2940-70
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E tabella az el6bbinél kissé részletesebb magyarazatot kivan.
Mint lathatd tolytonos t6késités esetén félévenként 3 szor torténik
a torlesztések levonasa, mig féléves kamatcsatolas esetén csak
egyszer (a félév végeén). E két kulénbozd eljardst a tOkésitési mod
Iényegében mutatkozo eltérés teszi szlikségessé; mivel ugyanis
folytonos kamatcsatoldsnal a torlesztések id6pontjai okvetlenil
Osszesnek a t6késitések idOpontjaival, azért a torleszté 0Osszegek
rogton levonanddk a fenmaradt ad6ssagbdl. Nem igy az id6szakos
tékésitésnél! Itt ugyanis a féléves id6kdz els6 2 honapja utan
visszafizetett 1000 pénzegység utdn a kamatcsatoldsi napig hétra-
lev6 4 héra csak egyszer(i kamat szamitandd, mi 20 pénzegységet
tosz ; a 4 h6 mulva viszafizetett mésodik 1000 pénzegységnek a
hatralev6 2 hora szintén csak egyszerl kamatja veend6, mi 10
pénzegységgel egyenld ; végre a félév végén visszafizetett harmadik
1000 pénzegység kamat nélkil hozand6 szamitasba; igy tehat az
egész félév alatt, 3 egyenld részletben visszafizetett 3000 pénz-
egység Ugy tekintendd, mint ha minden félév végén 3030 pénz-
egyseg egyszerre fizettnék vissza. — Mindkét sz&mitasnal az utolsd
rovatban talfizetés mutatkozik, és pedig féléves kamatcsatolasnal
(M1, folytonosnal pedig 005 pénzegység. Hogy ez utdbbi nagyobb
a megel6zénél, ennek okat abban taldljuk, hogy folytonos t6kési-
tésnél 12-szer kellett kamatot, szamolnunk és addssag levonast
végeznink, mig az id6szakosnal csak 4-szer; mivel pedig mindkét
esetben korlatolt pontossagu szamvetést alkalmaztunk, természetes,
bogy a tulfizetés is, mint hiba, nagyobb a masodik, «mint az els§
esetben. .

* X

Ezekben kivdntam a kamatszdmolas reformtervét fébb vo-
nalokban kifejteni. Meg vagyok gy6z6dve, hogy e munkadmnak
minden figyelmes, elfogulatlan: és szakavatott olvastja velem eg'yitt
szlikségesnek fogja vallani ezen — reményiem helyes alapokra
fektetett — reformterv megvaldsitasat, s a most divo, viszassagok-
kal telt kamatos-kamatszamolas eltorlését’. Csakhogy ez — mint
mar a bevezet§ sorokban is rdviden emlittm — még soka igen
sokd a ,,'pium desideriumItok sordba fog tartozni. Hiszen a vilag
a mathematikai reformokkal szemben még most, a XX szdzad Kkii-
szbbén is nagyon konzervativ! Gondoljuk csak el, hogy mily nehezen
tudott utat torni a tizes szamrendszerre fektetett modern mérték-
rendszer, s hogy az idészamolasnak nagynev( tudoésok altal annyi-
szor slrgetett reformja még mindig késik! A napnak oOrékra, per-
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cekre és masodpercekre valo felosztdsdban manapsag is sajnosait
nélkilozzik a tobbi mértékeinket domindlé tizes beosztast; az
évnek hdnapokra s ezeknek napokra valo felosztasdban is sok
furcsasag boszantja a gondolkozd embert: igy februdr az évnek
most is \a legsatnydbb (rendesen 28 napos) hoénapja, holott vajmi
kénnyen lehetne ezt is két més, 31 napos hénap rovésara 30
napossa tenni » az sincs semmivel sem indokolva, hogy sz6ké évek
ben a sz6ké nap épen februarba, az év 'masodik hdnapjaba essék,

holott ennek — mint korrekciénak — természetszer(ileg vagy az elsé
vagy utolsé honapndl volna a helye; de maganak az utolsé 4 ho-

napnak elnevezése is anachronizmus: az év 9-ik hdna]jat saeptamhév-
nek, hivjuk, mi 7-ik honapot jelent; oktober vagyis 8-ik hé-néven
ismerjik, a 10-iket; égyigy kett6vel kevesebbet jelz6 latin elneve-
zéseket, hasznalunk az év két utols6 havanak megjel6lésére is. —
Es bar c'viszassagok altalanosan ismeretesek, azok megsziintetése
mégsem mondhatd altalanos Ohajtasnak. A vildg manapsag is oly
kdzonydsen, s6t idegenkedve fogadnd az imént érintett kisebbszeri
naptar-reformokat, mint Julius Caesar vagy XIIl. Gergely papa
kordban a radikalis naptér-javitasokat.

Hat még mily mozgalmat — val6sagos forradalmat — okozna

az, ha a pénzintézetek kdzmegallapodassal a folytonos t6késitéssel
val6 kamatszamolast akarnak életbe léptetni! A laikus publikum
bizonyara zsebbeli érdekeit latna veszélyeztetve o reform Altal,
pedig még akkor is ok nélkul, ha a kamatlabnak a Tl. szakaszban
emlitett leszallitasa elmaradna. Mert a mennyivel tobb kamatot
szednének a pénzintézetek a reform életbe léptetése utan addsaik-
tol, azon aranyban fizetnének 6k is tobbet a naluk elhelyezett
betétek utdn, s igy a kodzonség ép oly alaptalanul zOgol6dnék a

vélt igazsagtalansag ellcu, mint a mily oktalanul reklaméltdk a
londoni munkésok ,,hdrom hdnapjukat" Chesterfield lordtdl 1752-ben,

mid6én Anglidban az Ujév napjat marcius 25-ikér6l januar 1-érc
tették at. Kilonben a kamatszamoléds Kifejtett reformjanak meg-
valdsitdsa még azért sem sikeriilhetne egy konnyen, mert ez nem
indulhatna ki egyetlen, tekintélyes kozpontbdl (mint a korszak-
alkot6 naptérjavitasoknal volt), hanem csak a legel6kel6bb pénz-
intézeteknek, vajmi nehezen létre hozhatdé kdzmegéallapodasa adhatna
meg az impulzust e szép idea megtestesitésére, melynek Altalanos
elterjedése csak a torvényhozd faktorok hozzdjaruldsa utan volna

lehetséges.
Mindent Osszefoglalva tehat, alig van Kkilatds arra, hogy a

kamatszamolasnak kifejtett reformtervét a gyakorlati élet elfogadja
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— legaldbb a kozel jév6ben nincs ! Hogy ennek dacara is e mun-
kamat kozre bocsatottam, tettem ezt azért, mert — véleményem
szerint — az elméleti vizsgdlodasokkal foglalkozonak kotelessége
a Szaktudoméanya korében barhol észlelt hianyokra és hibakra ra-
mutatni, az ezek javitasara vezet§ eszkozoket Kkijeldlni, és ezek
alapjdn a tokély eszményképét kitlizni, tekintet nélkul arra, hogy
ezt a praktikus élet elfogadja-e, s ha igen — mikor teszi azt?
Ha ezt a célt sikerilt elérnem, Ggy elmondhatom, hogy e munkat
nem hidba irtani meg. s ha még szaktarsaim kifejtett elveimet
osztani fogjdk ugy azt is szerénytelenség nélkil bevallhatom, hogy
c lapokat nem tettem sikertelenul kozzé.
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