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Még-mar a mesés multban élt (a ferde torony megépulése elétt) egy Leonar-
do di Pisa, Leonardo Pisano, aki 1202-ben sokadszorra felfedezte azt, amit arany-
metszésnek nevezink, azaz Fibonacci szamsornak.

Olvashato6 az interneten, hogy a Fibonacci-sorozat elsé két tagjaa 0 és az 1.
A kovetkezd tagok mindig az 6ket megel6z6 két tag 6sszegével egyenlék. (0, 1, 1, 2,
3,5, 8,13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, ...)

A Fibonacci-sorozat egymast kovet6 tagjainak hanyadosabdl képzett sorozat
(171, 211, 3/2, 5/3, ...) hatarértéke éppen az aranymetszés aranya.

Még néhany adat:

>>A Fibonacci sorozat egyre nagyobb sorszamu elemeinek hanyadosa egy
allandé szamhoz, az aranymetszéshez tart. Mar az Okori gorogok is ismerték, és
aranymetszésnek, ,isteni aranynak” hivtak.<<
https://de.wikipedia.org/wiki/Fibonacci-Baum.

.<<Hemachandra és mestere, Gopala azt is vizsgalta, hogy a rovid és hosszu
szotagok miként toltenek ki egy adott idétartamot a szanszkrit koltészetben. igy fe-
dezték fel a matematikai sorozatot, melynek elsé pontos emlitése 1150-bél
valo. >>
http://indiahangja.reblog.hu/fibonacci-sorozat-a-szamtani-sorozatok-kiralya



https://de.wikipedia.org/wiki/Fibonacci-Baum
http://indiahangja.reblog.hu/fibonacci-sorozat-a-szamtani-sorozatok-kiralya

En magam is verselgetés kdzben vettem észre, hogy hany féle médon sza-
kaszolhaté a (nemcsak felezd) nyolcas, valamint a tiz szétagu sorok. Majd a 13
szOtagu sorral is megismételtem. Utana kovetkezett az esztétika kdnyvemben kozolt,
alabb idemasolt szamtémb.

Ha egymas ala irjuk az dsszeadas-sorbdl képzett szamsor elsd 15 elemét és
egy masok oszlopba a koztuk I1évé aranyszamot négy tizedesig kiszamolva, tehat o6t
szamjegyet figyelembe véve, rajovink, hogy éppen a tizenharmadik sorban all be az
1,6180-as arany, ami a tovabbiakban valtozatlan. Lehetne barhol, de mintha a maga
belsé szerkezeti szépségére is figyelne. Sok szerkezeti érdekessége fedezhetd fel
az aranymetszés sorozatnak, koézllik a Nyelv és esztétikum cimi kdnyvemben
(mek.oszk.hu/14100/14145/index.phtml) az alabb kdvetkezb keresztrejtvény szer(-
séget kozoltem:

8+5+8=21=1x5+2x8
13+8+13=34=2x5+3x8
21+13+21=55=3%x5+5%8
34+21+34=89=5x5+8x%8
55+34+55=144=8x5+13x8




Késébbi ismeretek felhasznalasaval a fenti szamtomb igy egészithetd ki:

8+5+8=21=1x5+2x8 = 3x5+2x3 =3x8-1x3
..13+8+13=34=2x5+3x8 = 3x8+2x5 =5x8-2x3
21+13+21=55=3x5+5x8 = 3x13+2x8 =8x8-3x3
4+21+34=89=5x5+8x8 = 3x21+2x13 =13x8-5x3
55+34+55=144=8x5+13x8= 3x34+2x21 =21x8-8x3

Hasonlé szamtombdk keletkeznek a kovetkez6, nem csupan 6sszeadasra
épulé kombinacidkbal:

2x5+3=13 3x5+1=2x8 4x5+1=21 5x5+1=2x13
2x8+5=21 3x8+2=2x13 4x8+2=34 5x8+2=2x21
2x13+8=34 3x13+3=2x21 4x13+3=55 5x13+3=2x34
2x21+13=55 3x21+5=2x34 4x21+5=89 5x21+5=2x55
2x34+21=89 3x34+8=2x55 4x34+8=144 5x34+8=2x89



Aki az eredeti szamsorban nem talalja meg a szamara kedves mennyiséget,
vagy kerulni szeretné a 13-at, keresheti az alabbi, az eredeti szamsorhoz hasonlé

kombinacidkban:

5+1=6= 8-2=
8+2=10=13-3=
13+3=16=21-5=
21+5=26=34-8=

34+8=42=55-13=

55+13=68=89-21=

2x3
2x5
2x8= 3x5+1
2x13=5x5+1=
2x21=8x5+2=

2x34=13x5+3=

8x3+2x1
8x5+2x1=
8x8+2x2=

3x13+3 =2x13+2x8 =34+8
3x21+5

89+21=110=144-34=2x55=21x5+5= 8x13+2x3=3x34+8
144+34=178=233-55=2x89=34x5+8= 8x21+2x5=3x55+13

5+2=7= 8-1=
8+3=11=13-2=
13+5=18=21-3=
21+8=29=34-5=
34+13=47=55-8=

55+21=76=89-13=

13-2x3=  2x3+1=  21-13-1=  2x2+3
21-2x5= 2x5+1= 34-21-2=  2x3+5
34-2x8= 2x8+2=  55-34-3=  2x5+8
55-2x13= 2x13+3= 89-55-5=  2x8+13
89-2x21= 2x21+5= 144-89-8= 2x13+21

144-2x34=2x34+8=

233-144-13=2x21+34

89+34=123=144+21= 233-2x55=2x55+13= 377-233-21=2x34+55



8+1=0= 13-2x2= 3x3=2x5-1= 21-8-2x2
13+2=15= 21-2x3= 3x5=2x8-1= 34-13-2x3
21+3=24= 34-2x5= 3x8=2x13-2=  55-21-2x5
34+5=39= 55-2x8= 3x13=2x21-3=  89-34-2x8
55+8=63= 89-2x13= 3x21=2x34-5= 144-55-2x13
89+13=102=144-2x21=3x34=2x55-8=  233-89-2x21
144+21=165=233-2x34=3x55= 2x89-13= 377-144-2x34
233+34=267=377-2x55=3x89=2x144-21=610-233-2x55

Vagy akar a kovetkez6kben:

1+3+8=12 1+5+21=27 5+21+89=115
2+5+13=20 2+8+34=44 8+34+144=186
3+8+21=32 3+13+55=71 13+55+377=445
5+13+34=52 5+21+89=115 21+89+610=720

8+21+55=84 8+34+144=186 34+144+987=1165



1+3=4 8+21=29
2+5=7 13+34=47
3+8=11 21+55=76
5+13=18 34+89=123
13+5-1=17 21+5-1=25
21+8-2=27 34+8-2=40
34+13-3=44 55+13-3=65
55+21-5=71 89+21-5=105

Szintén szamtombok allithatdk 6ssze az alabbi sorozatokbodl is:

2x2+1=5 3x2+2x1=8
2x3+2=8 3x3+2x2=13
2x5+3=13 3x5+2x3=21
2x8+5=21 3x8+2x5=34
2x13+8=34 3x13+2x8=55
2x21+13=55  3x21+2x13=89

55+144=199
89+233=322
144+377=521
233+610=843

34+5-1=38
55+8-2=61
89+13-3=99
144+21-5=160

2x5-2=8
2x8-3=13
2x13-5=21
2x21-8=34
2x34-13=55
2x55-21=89
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377+987=1364
610+1597=2207
987+2584=3571
1597+4181=5778

55+5-1=59
89+8-2=95
144+13-3=154
233+21-5=249

2x5+3=13
2x8+5=21
2x13+8=34
2x21+13=55
2x34+21=89
2x55+34=144

3x2-1=5
3x3-1=8
3x5-2=13
3x8-3=21
3x13-5=34
3x21-8=55



3x5-2=13
3x8-3=21
3x13-5=34
3x21-8=55
3x34-13=89
3x55-21=144

1+8=3x3=9
2+13=3x5=15
3+21=3x8=24
5+34=3x13=39
8+55=3x21=63
13+89=3x34=102

5x5-2x2=21 8x3-3x1=21 13x3-5x1=34
5x8-2x3=34 8x5-3x2=34 13x5-5x2=55
5x13-2x5=55 8x8-3x3=55 13x8-5x3=89
5x21-2x8=89 8x13-3x5=89 13x13-5x5=144
5x34-2x13=144 8x21-3x8=144 13x21-5x8=233
5x55-2x21=233 8x34-3x13=233 13x34-5x13=377
34-8=2x13=26 13-3=2x5=10
55-13=2x21=42 21-5=2x8=16
89-21=2x34=68 34-8=2x13=26

144-34=2x55=110
233-55=2x89=178
377-89=2x144=288

55-13=2x21=42
89-21=2x34=68
144-34=2x55=110



ime egy, a bemutatott eldmunkalatokat eléfeltételezé szamtdmb, és az eredeti
sorozat két, mddositott valtozata:

1+3x2+2x3=13=3x3+2x2 1+2x5=2+3x3=3+8=11=13-2
2+3x3+2x5=21=3x5+2x3 2+2x8=3+3x5=5+13=18=21-3
3+3x5+2x8=34=3x8+2x5 3+2x13=5+3x8=8+21=29=34-5
5+3x8+2x13=55=3x13+2x8 5+2x21=8+3x13=13+34=47=55-8
8+3x13+2x21=89=3x21+2x13 8+2x34=13+3x21=21+55=74=89-13
13+3x21+2x34=114=3x34+2x21 13+2x55=21+3x34=34+89=123=144-24

21+3x34+2x55=233=3x55+2x34 21+2x89=34+3x55=55+144=199=233-34
Eqgy, az eredeti szamsort kettével beszorzé valtozat:

2x8=3x5+16=5x3+1=2x3+2x5
2x13=3x8+2=26=5x5+1=2x5+2x8
2x21=3x13+3=42=5x8+2=2x8+2x13
2x34=3x21+5=68=5x13+3=2x13+2x21
2x55=3x34+8=110=5x21+5=2x21+2x34
2x89=5x55+13=178=5x34+8=2x34+2x55
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Egyes kombinaciok az eredeti szamsor minden masodik elemét eredménye-
zik, de néha felbukkan az 6ket kiegészité parjuk is (ahol az 6sszeadas helyett kivo-
nas van):

3x5+2x3=21 3x5-1x2=13

5x8+3x5=55 5x8-2x3=34

8x13+5x8=144 8x13-3x5=89

13x21+8x13=377 13x21-5x8=233

21x34+13x21=987 21x34-8x13=610

34x55+21x34=2584 34x55-13x21=1597
2x5-1x2=8 1x3+2x5=13
3x8-1x3=21 2x5+3x8=34
5x13-2x5=55 3x8+5x13=89
8x21-3x8=144 5x13+8x21=233
13x34-5x13=377 8x21+13x34=610
21x55-8x21=987 13x34+21x55=1597

34x89-13x34=2584 21x55+34x89=4181

11



Olvastam, hogy Uj sorozat alkothaté csak az egyjegyl szamainktdl inditva:

2+2=4=2x2
2+4=6=2x3
4+6=10=2x5
6+10=16=2x8

10+16=26=2x13

16+26=42=2x21

6+6=12=6x2
6+12=18=6x3
12+18=30=6x5
18+30=48=6x8
30+48=78=6x13
48+78=126=6x21

3+3=6=3x2
3+6=9=3x3

6+9=15=3x5

9+15=24=3x8
15+24=39=3x13
24+39=63=3x21

7+7=14=7x2
7+14=21=7x3
14+21=35=7x5
21+35=56=7x8

35+56=91=7x13
56+91=147=7x21

4+4=8=4x2
4+8=12=4x3
8+12=20=4x5

12+20=32=4x8
20+32=52=4x13
32+52=84=4x21

8+8=16=8x2
8+16=24=8x3
16+24=40=8x5
24+40=64=8x8

40+64=104=8x13
64+104=168=8x21

5+5=10=5x2
5+10=15=5x3
10+15=25=5x5
15+25=40=5x8

25+35=65=5x13

5+65=105=5x21

9+9=18=9x2
9+18=27=9x3
18+27=45=9x5
27+45=72=9x8
45+72=117=9x13
72+117=189=9x21



Ha a fentiekben keletkezett eredményeket, vagyis a 4, 6, 10, 26, 42 (stb.)
szamokat tablazatba rendezzik, a kovetkez6 dsszkép all el6:

@ & 6 6 @3 (@2
! ) ! ! !

4~ 6 ~ 10 ~16 ~ 26 ~ 42
6~9 ~15~ 24 ~ 39 ~ 63
8 ~12 ~ 20 ~ 32 ~ 52 ~ 84
10 ~15 ~ 25 ~ 40 ~ 65 ~ 105
12 ~18 ~ 30 ~ 48 ~ 78 ~ 126
14 ~21 ~ 35~ 56 ~ 91 ~ 147
16 ~ 24 ~ 40 ~ 64 ~ 104 ~ 168
18 ~ 27 ~ 45 72 ~ 117 ~ 189

PN TN N N N N N N
O NO O D[WIN
N N N i e

L A A A A

l
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Két primszamunk, a 7 (7=22+3=3%-2) és a 11 (11=2x5+1=3°+2), amely szere-
pel a 21-ben és az 55-ben, ugyancsak bevonhatd az aranymetszés sorozatba:

7x8-1= 55 11x13+1= 144 1x11+3=2x7
7x13-2= 89 11x21+2= 233 2x11-1=3x7
7x21-3= 144 11x34+3= 377 3x11+2=5x7  (4x11-2=6x7=2x21)
7x34-5= 233 11x55+5= 610 5x11+1=8x7  (6x11-3=9x7=3x21)
7x55-8= 377 11x89+8= 987 8x11+3=13x7 (9x11-1=14x7)

Egy harmadik primszam, a 17 is (amely a 34 fele; 17=2x8+1=3x5+2) a fenti
modon Fibonacci szamsort képez. Ebben az esetben hagyomanyos sorozatot egy

eredményez.

2x17=34 ... 21x17=357 (357+20=377)
3x17=51 (51+4=55) 34x17=578 (578+32=610)
5x17=85 (85+4=89) 55x17=935 (935+52=987)
8x17=136  (136+8=144) 89x17=1513  (1513+84=1597)

13x17=221 (221+12=233)...  144x17=2448 (2448+136=2584)
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Ugyanez a moédszer, vagyis a primszam két oldalrdl valo jellemzése a Fibo-
nacci szamokkal, érvényes a 19-re (19=2x8+3=3x8-5) is, tovabba a 13-ra, valamint a
rajuk kovetkez6 21-re szintén:

(7=22+3=3%-2); 13=1x8+1x5= 2x8-1x3
(11=2x5+1=3+2); 21=2x8+1x5= 3x8-1x3
(17=2x8+1=3x5+2); 34=3x8+2x5= 5x8-2x3
(19=2x8+3=3x8-5); 55=5x8+3x5= 8x8-3x3

89=8x8+5x5=13x8-5x3

A tovabbiakban az 6sszeadas-kivonas, szorzas utan az osztas és a hatvanyra
emelés valamint a gyokvonas is szerepet kap. Midtermem falan egy oldészerbe mar-
tott, széles ecsettel huzott vizszintes csik ilyen szabalyos lecsorgasokat eredménye-
zett: harom hosszu, két révid, harom hosszu, két révid, harom hosszu. Osszesen 13
fiiggdleges csik, ami igy irhato fel: 22+3%. Sorozatta pedig a kdvetkezé képpen fej-
leszthet6k:

2°+3%=13 ... 8%+13%=233
32+5%=34 13%+21%=610
52+8°=89 ... 21%+34°=1597
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Az atugrott szamokat el6allitani igy lehet:

52.22=21 ... 21%-8%=377
82-3°=55 342-132=987
132.5%=144 .... 552-21%=2574

Létezik olyan szamtomb-dsszefliggés, amelyben az eredeti szamsor és az
atugrasos egy-egy oszlopban egymas mellett van; kdbre emeléskor kettés az atug-
ras:

32=8+12 23+33.13=34
52=21+22 3%+53.2%=144
8%=55+32 53+83-3%=610
13%=144+52 8%+13%-5°=2584
122=377+8? (Csupa paros szam, megfelezve minden masodik is az.)

342=987+13°
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Abban az esetben, ha az eredeti sorbdl minden harmadik szamot kiemeljik,
harom, egymast (eredetivé) kiegészité sort kapunk (kanonszerii visszatéréssel),
ezek bels6 Osszetettsége a kovetkez6 eredményekkel szolgal:

~1~2~3~5~8~13~21~34~55~89~144 ~233~377 ~610 ~987 ~
a b c¢c d e

f g h i j k I m n o}
# # # # #
# # # # #
# # # # #
(#) (5-1=2x2) # (8-2=2x3) # (13-3=2x5)
21-5=2x8 34-8=2x13 55-13=2x21
89-21=2x34 144-34=2x55 233-55=2x89
377-89=2x144 610-144=2x233 987-233=2x377

Hogyha a fenti szamtombokben a kivonas jelét osztas jellel helyettesitjuk, akkor (a
zardjelben Iévd sorok kivételével) mindenhol a 4.2-es aranyszam jelentkezik, ami
azonos az 1,618 hatvannyal.
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Kiemelhetjuk a szamsor minden negyedik elemét is, ekkor a kozottuk jelent-
kez6 aranyszam 6,853 lesz, ami azonos az 1,618* hatvannyal. Ebben az atugrasos
szamsorban: 1 ~ 8 ~ 55 ~ 377 ~ 2584 (kozottuk helyezkedik el szimmetria pontként
a 3,a2l, al44 és a987) még a kovetkezl ket szabalyszeriség figyelheté meg:

1+8=9=3x3; 2+13=15=3x5; 3+21=24=3x8;
8+55=63=3x21; 13+89=102=3x34; 21+144=165=3x55;
55+377=432=3x144; 89+610=699=3x233; 144+987=1131=3x377;

377+2584=2961=3x987; 610+4187=4797=3x1597; 987+6765=7752=3x2584:
A masodik szabalyszerlseg:
1+8=9=32
9+55=64=8:
64+377=441=21%
441+2584=3025=552.

(Bizonyara létezik megoldas az atugrott szamok hasonlé tdmbdsitésére.)
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Hogyha a szamsor egymasra kovetkez6 négy elemét vizsgaljuk, velik ilyen
mivelet végezheté: 1; 2; 3; 5; 8; 13; 21; 34 sorozat elsé négy szamabdl (1, 2, 3, 5)
ha a legkisebbet 6sszeszorozzuk a legnagyobbal és ezt hozzaadjuk a masodik szam
négyzetéhez, az eredmény azonos lesz a harmadik szam négyzetével:

1x5=5; 5+22=3?; vagyis 5+4=9; 3x3=9.
A kovetkezd négy kivalasztott szamjegy a 8; 13; 21; 34.
8x34=272; 13%=169; 272+169=441; 21?=441.

(Algebrailag: axd+b?=c?; illetve c?-b?=axd; vagy: c’=b?+axd. A korabban kialakitott
rendhagy6 szamsorok legtobbje eleget tesz ennek a négyszamjegy-szabaly nevi
feltételnek, amely egy masik valtozatban is megjelenik: c’=(a’+d?):2-b% ~~ (Ha is-
merné a szdvegszerkesztém a gydkjelt, a c? egyszerisithetd lenne c-re.) ~~ Az elsé
valtozatot elemzi a Fliggelék.)

Meglep6, hogy ez a két négyszamjegy-szabaly érvényes a sorozat els6é 13
szamjegyére is, ahol még nem jelentkezik az 1,61803398874989484820-as arany-
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szam, ettél fuggetlen, altalanosabb érvényd, végtelen tizedes tort helyett egész
szamokat alkalmaz.

Harmas szamcsoporttal végzett mlveletek ilyen érdekességgel szolgalnak: a
két széls6 szorzata plusz-minusz eggyel tér el a kozéps6 negyzetétdl.

b2+1=axc; 2:3;5. (a=2;b=3;c=5) 2x5=10; 3%=9.
Vagy: 3:5:8. (a=3;b=5;c=8)  3x8=24; 5?=25.

Ez a haromszamjegy-szabaly. Szamtombbé alakitva a +1 kombinaciok:

22.1=1x3 2x3=6=1x5+1=32%-22+1
32+1=2x5 3x5=15=2x8-1=5-32-1

52.1=3x8 5x8=40=3x13+1=8%-5%+1
82+1=5x13 8x13=104=5x21-1=13%-8%-1
132-1=8x21 13x21=273=8x34+1=212-13+1

(Ennek a haromszamjegy-szabalynak a késébbiekben ilyen valtozatai lesz-
nek: b?+n=axc.)
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Visszatérve a korabb bemutatott (elsé) négyszamjegy-szabaly elemeihez,
amint kiegészitjik otté, kdvetkezetesen jelentkezik az ismert + 1:

1,2,3,5,8; 1x5=5+
22=4

3°=9 9=1x8+1

2,3,5,8, 13: 2x8=16+
32 =9
52 =25 25=2x13-1

3,5,8,13,21; 3x13=39+
52 =25
8% =64 64=3x21+1

5,8, 13,21, 34: 5x21=105+
8% =64
137=169  169=5x34-1
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Ot masik, pluszt-minuszt valtogaté szamtomb:

2x13=3x8+2
3x21=5x13-2
5x34=8x21+2
8x55=13x34-2
13x89=21x55+2
21x144=34x89-2
34x233=55x144+2

1x5+1=2x3
2x8-1=3x5
3x13+1=5x8
5x21-1=8x13
8x34+1=13x21
13x55-1=21x34
21x89+1=34x55

3x8=2x13-2 2x3-1=1x5
5x13=3x21+2 3x5+1=2x8
8x21=5x34-2 5x8-1=3x13

13x34=8x55+2
21x55=13x89-2
34x89=21x144+2
55x144=34x233-2

8x13+1=5x21

13x21-1=8x34
21x34+1=13x55
34x55-1=21x89

3x5+1=2x13
5x8+2=2x21
8x13-2=3x34
13x21+2=5x55
21x34-2=8x89
34x55+2=13x144
55x89-2=21x233
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Léteznek még +3-as és +5-0s, de +8-as és +13-as sorozatok is:

2x8-3=1x13 2x13-5=1x21 2x21-8=1x34 2x21+13=1x55
3x13+3=2x21 3x21+5=2x34 3x34+8=2x55 3x34-13=1x89
5x21-3=3x34 5x34-5=3x55 5x55-8=3x89 5x55+13=2x144

8x34+3=5x55 8x55+5=5x89 8x89+8=5x114 8x89-13=3x233
13x55-3=8x89 13x89-5=8x144 13x144-8=8x233 13x144+13=5x377

Plusz-minusz el6jel-jaték esetén csupan a négyzetre emelés miveletével két
korabbi (és két masik, hasonld logikaval jatszadozé*) szamtomb o6sszefésulésébdl
(és dsszefésulendésebbl*) az kovetkezik, hogy az eredeti Fibonacci-szamsor lesz a
végeredmeény, a kisebb szamok ilyen kombinaciojabdl el6allnak a nagyobb szamok:

22+1%=5 ...8%-3°=155 * 2x32+1x3=21 *2x3°-1x5=13
321%= 8 82+5%=89 *2x52+1x5=55 *2x5%-2x8=34
3242%=13 132-5=144 *2x8%+2x8=144 *2x82-3x13=89
52.22= 21 132+8%=233 *2x13%+3x13=377  *2x13%-5x21=233
52+3%=34... 21°-8%=377 *2x21%+5x21=987  *2x21%-8x34=610

23



Hét elemre is alkalmazhaté ez az elSjel-jaték: 3x21=63; 8°=64; 5x13=65;
2x34=68; ebben az esetben a szorzatok kdézotti kuldnbségekként megkapjuk a
minusz egyet, minusz kettdt, minusz harmat, minusz 6t6t; megjelenik a Fibonacci-
szamsor belsé onmozgasa, amely mintha egy szonata dinamikajat kottazna:

82-1=63=3x21=5x13-2=2x34-5

Abban az esetben, ha a szamsor minden masodik elemét vesszik sorra,
azokbodl négyes csoportokat alkotva, ilyen szabalyszerliség jelentkezik:

1~3~8~21: 1x21+3=3x8 21-1=(8-3)x4
2~5~13~34: 2x34-3=5x13 34-2=(13-5)x4
3~8~21-55: 3x55+3=8x21 55-3=(21-8)x4
5~13~34~89: 5x89-3=13x34 89-5=(34-13)x4
8~21~55~144: 8x144+3=21x55 144-8=(55-21)x4
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Sorozatba illeszkedé szamcsoportoknal is valtakozhat két szam kozotti 6sz-
szeadas és kivonas, mihelyt azok egy masik szinten is megismétlédnek, amint az az
5-1 és az 5+1, valamint a 8-2 és a 8+2, és az utanuk kovetkez6knél megfigyelhetd:

2x2= 4=3+1= 5-1
2x3= 6=5+1= 82
2x5= 10= 8+2=

1
2x8= 16=13+3= 2
2x13=26=21+5= 34-8
2x21=42=34+8=
2x34=68=55+13= 89 21

U‘I
U‘I
H
{0V)

Négyzetre emeléssel keletkez6 szamtombok:

32-22=5=1x5 132-2%=169-4=165=3x55 12+5%=2x13=2x(2%+3?)

52-32=16=2x8 212-3%=441-9=432=3x144 2%+8%=2x34=2x(3%+5%)

82-52=39=3x13  34°-5°=1156-25=1131=3x377  3°+13%=2x89=2x(5°+8?)
132-8%=105=5x21 55%-8?=3025-64=2961=3x987  5%+21%=2x233=2x(8%+13?)
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Négyzetre emeléssel keletkez6 szamsorokrol a szamtombok kiteritésével ki-
deril, hogy soronként nézve rejtetten az eggyel van tovabblepes ervenyesul az ug-
rasos sorozatban, a kovetkez6 képpen: ( (a®+d?):2=g; majd: (a®+d%):2=h;
(a®+d? ) 2=i; (a2+d22 2-1, |Iletve a klegeSZ|to ugrasos sorozat esetében ilyen valtozat-
ban: (¢*+a’)=e; (¢™+a%)=f; (¢*+a’)=g; (¢*+a’)=h; (¢*+a’)=i; vagyis:

1~~2~~3~~5~~8~13~21~34~55~89~114~233~377~610

(a) (b) (c)..(d) (e)(f)

(a) (b) (c) (d)(e) (f)...(a)
(a) (b) (c).(d) (e) () (q).(h)
(@) (b)(c)(d) (e) (f)(g) (h).. (D ()
(@) (b) (c)(d) (e) (f) (@ (h) (). Q)

(1+25):2=13 9-1=8
(4+64):2=34 25-4=21
(9+169):2=89 64-9=55
(25+441):2=233 169-25=144
(64+1156):2=610 441-64=377
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Milyen eredményt kapunk, ha figyelembe vesszuk és felhasznaljuk az eddig
atugrott, vagyis a Fibonacci-szamsorbdl kimaradt szamokat?

2x3+4x5=2x13; vagy: 2x3+1x7=13;
3x4+5x6=2x21; 2x3+6x6=42=2x21;
2x3+4x5+6x7=2x34; 2x3+4x7=34;
3X4+6X7+7x8=2x55; 2x3+7x7=55.

,Kiforditottan” is szemugyre vehet6 a Fibonacci szamsor, amennyiben a 3, 5,
8, 13, 21, 34, 55, 89 szamok kozdotti, ,atugrott” mennyiségekre figyelink. 3+5=8. Iit
kimaradt a 3 és az 5 kdzotti 4, ami a 8 fele. Kovetkezik az 5+8=13. Kimaradt a 6 és a
7, ezek 0sszege éppen 13. Végul: 8+13=21, a kozottuk 1évo 9+10+11+12=42, ami a
21 kétszerese. 13+21=34, ebben az esetben mar 3,5 lesz az eredmény, 119:3.5=34.
Tovabb folytatva a 0,5; 1; 2; 3,5-0s aranyszamot, ekkor 6-ot, 10-et, 16,5-0t és 27-et
kapunk. Ezek aranya: 1,75; 1,74; 1,66; 1,65; 1,63 lesz, tehat mind jobban kdzelite-
nek az ,egy + négyzetgyok alatt 6t osztva ketével’ = 1,618033988749894848-hoz.
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Egy kis furcsasag. Ha az 1-, 2-, 3-, 5-, 8-bdl az els6 harom szamot egybeirva
hozzaadjuk a tovabblépéssel keletkez6 masik harom szamhoz, megkapjuk a harma-
dik harom elembdl allé6 szamcsoportot.

123+

235= (Ugyanezt ,tudja” a 1321+2134=3455 illetve a 2134+3455=5589 is.)

358 (Meg lehet probalni a 12+23+35+58-cal.)

Van egy dallamunk, amelynek a szévege:
,Cifra / palota / zold az ablaka, / gyere ki te, tubardzsa, / var az ibolya.”

Itt 6t részre tagolodik a szOveg, a szotagok szama 23, ami az aranymetszést
mintaz6é Utemezésbdl adddik Ossze: 2+3+5+8+5=23. (Kifinomult stilusérzékre vall
egyrészt az, hogy a masodik, a harmadik és az 6todik tag rimel, masrészt az, hogy
mindharom rimsz6 azonos szétagszamu.) A korabban el6fordult valtozatok koézott
nincs a 23-as, tehat a ,gyakorlat” kib6viti az itteni kombinaciok vilagat.

Klalénben maga a 23-as szam sorozata is meglepden furcsa sajatossagokat
mutat. Ha leirjuk az eredeti Fibonacci-sor els6 10 szamat, latjuk, hogy abbdl 6t egy-
jegyl és ot kétjegyl szam. Tovabba azt is, hogy az egyjegyl szamok megismétléd-
nek a kétjegylek elsé szamjegyekeént: 13 ~ 21 ~ 34 ~ 55 ~ 89.
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Ha az els6 6t szamot: 1 ~2 ~ 3 ~ 5 ~ 8, sorra hozzaadjuk (négyes ugrassal) a
masodik 6théz: 13 ~ 21 ~ 34 ~ 55 ~ 89, megkapjuk az ~ 1+13=14 ~ 2+21=23 ~
3+34=37 ~ 5+55=60 ~ 8+89=97 ~ sorozatot. (Ugyanez: 144; 233; 377.)

De kivonassal a 23-t6l és 14-t6l visszafelé felbukkan a ~9 ~5 ~4 ~ 1 ~ is,
ami éppen a ~ 89 ~ 55 ~ 34 ~ és a 21 masodik szamjegye. (Az 1-et és a 4-et meg-
el6zi a ,misztikus” 13-bdl a harom, amely sorozatot igy indit: 3+1=4; 1+4=5.)

Jellemzé erre a tiz szambdl allé sorozatra (~3~1~4~5~9~14~23~37 ~
60 ~ 97 ~), hogy a négyszamjegy-szabaly mindkét valtozatat kielégiti, illetve a
haromszamjegy-szabaly b?+1=axc képletét nem, csak annak b®+11l=axc valtozatat.
(Ez utébbi +11 szintén kimaradt a korabbi levezetésekbél.) Tovabba, hogyha nem az
1-gyel és 4-gyel, hanem az 1-nél nagyobb 3-mal inditjuk a sorozatot: 3~1~4~5 ~
9, az el6ébb emlitett harom szabalyszerliség mindenikét teljesiti a szamsor. (Ez is
igazolja altalanosabb érvényiket.) Ellenérizve a haromszamjegy-szabalyt:

3x4=12=1%+11; 1x5=5=4%-11; 4x9=36=5%+11.

Megismételhetd a levalasztasos modszer a haromjegyl szamoknal is, ha ki-
emeljuk az utols6 szamjegyet, a 144 ~ 233 ~ 377 ~ 610 esetében kapjuka 4 ~3 ~7
~ 10 szamokat. Alkalmazhatdk a négyszamjegy-szabalyok:
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c’=axd+b® —— 4x10=40+  c*=(a*+d%):2-b> »— 7x7=49=(16+100):2-9
3x3= 9
7x7=49

Itt a haromszamjegy-szabaly igy médosul: c®>+19=axc. (Ugyanezt a sorozatot
kapjuk a kétjegyl szamok szamjegyeinek 0sszeadasabdl is: 1+3=4; 2+1=3; 3+4=7;
5+5=10; 8+9=17.) Onmagukra még igy reflektalnak a kétjegy(i szamok: amint kivon-
juk a masodik szamjegyeket az els6kbdl, kapjuk a ~-2 ~-1 ~1 ~ 0 ~ 1 ~ sorozatot,
itt is a haroszamjegy-szabaly allanddja: +1.

De az utolsé kétjegyl (89) és az elsé haromjegyl (144) szam utolsé szamje-
gyeivel is indithaté sorozat: 9 ~4 ~ 13 ~ 17 ~ 30 ~ 47, érvényesek a négyszamjegy-
szabalyok, azonban a haromszamjegy-szabaly allanddja +101 lesz.

Osszeadhatjuk a 89-et kdvet6 els6 harom haromjegyli szam szamjegyeit:
1+4+4=9; 2+3+3=8; 3+7+7=17. (8+17=25, stb.) Itt az allando éppen: +89. Amire még
felteszi az aranykoronat, hogy 17°=289; tovabba az is, hogy 67°=4489.

GYERGYOSZENTMIKLOS, 2017 szeptembere Burjan-Gal Emil
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FUGGELEK

Lajos Arpéad aradi szamitas technikus szives munkéjanak kdszénheté a mar
megismert ,négyszamjegy-szabaly” elsé valtozatanak, az axd+b?=c?> matematikai
levezetése, bizonyitasa, atirata (Facebookon kdzolve):

A bizonyitasi eljaras egyik nagyon kézenfekvé modszere ebben a kérdéskor-
ben a matematikai indukcié. Ennek a médszertani algoritmusnak a Iényege az, hogy
ismerunk egy képletet, amit igaznak sejtunk és tudjuk, hogy bizonyos, véges medfi-
gyelés alapjan az i-dik elemre igaz a minta. Ezt ismerve, atlatva nekink minddssze
azt kell kétseget kizaréan kimutatnunk, hogy abbdl, hogy az i-dik elemre rahuzhato a
minta kétséget kizaréan kovetkezik, hogy az i+1 - dik elem-re is rahuzhatdé a minta.
Ebben is szivesen segitek. Ha ezeket a képleteket kimutatjuk, akkor a dolgozat mar
tudomanyosan publikalhatd lesz és érdemes megkérni valakit, hogy nézze meg,
hogy a talalt mintak és képletek kozul melyek innovaciok és melyek voltak mar felfe-
dezve 6ntdl fuggetlenul egy masik kutatd altal. Ezek utan érdemes publikalni egy
tudomanyos lapban az eredményeket. Miutan a képleteket el6készitettiik egy korab-
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bi kutatétarsamat megkérhetem, hogy nézzen utana a képletek egyediségének. A
szamtombok jelenlegi formajukban megfigyelések és nem tudom, hogy igy lehet-e
publikalni. Ugy vélem, hogy el6szor kell a képleteket felirni és kidolgozni, utana
ellen6rizni kell, hogy mi innovacié és ez utan valik tudomanyos eredménnyé. Ezért
arra kérném, hogy valasszon egy peldat, egy szamtombot, amit kielemezhetlnk ko-
zbsen, hogy vigyuk végig azon a folyamaton, amelyben megfigyelésbdl tudomanyos
ténnyé valik. ,Kezdjiik az egyszeriibb négyszamjegy-szabaly képlettel”. A szavakban
leirt gondolati minta (azaz a ,négyszamjegy-szabaly”) igy néz ki:

F(i)* F(i+3) + F(i+ 1) *F(i+1) = F(i+2) * F(i + 2)

az i-dik szam a sorozatban szorozva a harommal utana kdvetkezével, majd ezt
0sszeadva az utana kovetkez6 négyzetével megkapjuk a kettével utana levé négy-
zetét.

legyeni=1
Fi)=1F(i+1)=2F(i+2)=3F@i+3)=5
Fi)*F(i+3)+F(i+1)*F(i+1)=1*5+2*2=9
Fi+2)*F(i+2)=3*3=9

32



Most, hogy a mintat ismerjuk, meg kell hatarozzuk, hogy milyen i-re varjuk el,
hogy a minta miikddjon
Kiprobalom i = 2-re is
Fi)=2F(i+1)=3F(i+2)=5F(i+3)=8
Fi)*F(i+3)+F(i+1)*F(i+1)=2*8+3*3=25
Fi+2)*F(i+2)=25

Eddig biztaté a minta. Létezik néhany szolid megfigyelés, amire mikodik a
sejtésunk szerinti minta, azt akarjuk megvizsgalni, hogy ha F(i)-re igaz, akkor ebbdl
kovetkezik-e, hogy F(i + 1) - re is igaz, mert ha ezt igazolni tudjuk, akkor a minta
immar tudomanyos, altalanosan érvényes tény a matematikai indukcio elve alapjan.
A dolgozatban szerepel, hogy a Fibonacci sorozatrol van sz6 abban a kontextusban,
ha megemliti, hogy F-el roviditi a sorozat valahanyadik elemét és azt, hogy a hanya-
dik elem fuggvényparaméterként adjuk at, akkor ugy gondolom, hogy értheté.

Tudjuk, hogy F(i) *F(i+3)+ F(i+1)*F(i+1)=F(@i+2)* F(i + 2)
azt szeretnénk bizonyitani, hogy ebbdl az kdvetkezik, hogy
Fii+1)*F(i+4)+F(i+2)*F(i+2)=F(@+3)*F(i+3)
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Induljunk ki az egyenlet bal oldalabdl és jussunk arra, hogy megegyezik a jobb oldal-
lal (bizonyiték) vagy kulonboézik téle (cafolat).

Fi+1)*"F@i+4)+F(i+2)*F(i+2)=
=F@i+1)*"F@i+4)+F(@)(Fi+3)+F@i+1)"F@i+1)=
FGi+1)*[F(i+4)+Fi+1)]+F@i)*F@i+3)=
Fi+1)*[F(i+2)+F@i+3)+F(@i+1)]+F(i)*F@+3)
=F@i+1)*[F(i+3)+F(i+3)]+F(i)*F(i+3)
=2*F@i+1)"F(@+3)+F(i) " F(Gi +3)
F(i+3)*[2*F(@i+1)+F(i)]
FGi+3)*[F(i+1)+F(@i+1)+F(i)
=F@i+3)*[F(i+1)*"F(i+2)]

=F@i+3)"F(+3)

Ez az, amit bizonyitani akartunk.

Ugyanezzel a modszertannal valdszinlileg az 6sszes minta, vagy nagy tobb-
séguk ellenérizhetd és bizonyithatd vagy cafolhatd.” (2017. Augusztus 13.)
(“Jél néz ki, majd még kell szerkeszteni rajta, de az nem suirgés.”)
A levezetéssel kapcsolatban roviden elmagyarazom a lépéseket.
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El6szor felirtam a kiinduldpontot, oda behelyettesitettem az F(i + 2) * F(i + 2)
értékének ismert mintajat, ami a korabbi megfigyelések alapjan tényszerd.
Kiemeltem F(i + 1)-etfelhasznaltam, hogy F(i + 2) + F(i + 1) = F(i + 3)

Osszevontam F(i + 3) + F(i + 3) = 2F(i + 3) alapjan kiemeltem F(i + 3)-mat a nagy
zardjelben 2F(i + 1) + F(i) = F(i + 3), hiszen F(i + 1) + F(i) = F(i + 2) és ezért 2F(i + 1)
+F(i)=F(@i+2)+F(i+1)=F(@+3)

Ezzel megkaptam, hogy a jobb oldali zaréjel is F(i + 3), azt szorozva a baloldali
zargjellel, F(i + 3) - mal megkaptam az egyenlet jobb oldalat, tehat a sejtés beiga-
zolodott, altalanos érvényl tudomanyos tény.

A tobbi esetben is hasonloan kell eljarjunk, F(i) fuggvényében felirjuk a mintat,
majd a megfigyelésekbdl kiindulva igazoljuk azt, hogy egy i-dik elemre tetszéleges i
esetén ha teljesul, akkor a kovetkezdre is teljesul, ezzel egy végtelen kovetkeztetési
lanccal a bizonyitas a teljes feladatteret bejarja.
Az sem baj, ha egy mintardl kiderul, hogy nem helyes, akkor viszont ra lehet mutatni,
hogy az 6sszefluiggés csak latszdlagos, az is fontos tudomanyos eredmény.
A lényeg az, hogy minden felvetést gorcsé ala kell vennink és barmi is legyen a ki-
értékelés, azzal hasznos munkat végeztink.
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Megjelent a Mark House Kft. tamogatasaval.
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