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Még-mar a mesés multban élt (a ferde
torony megépulése elbtt) egy
Leonardo di Pisa, azaz Leonardo
Pisano, Bonacci fia, innen a masik
neve, a Fibonacci, aki 1202-ben
sokadszorra felfedezte azt, amit
aranymetszésnek nevezink, azaz
Fibonacci szamsornak.Olvashato az
interneten, hogy a Fibonacci-sorozat
els6 két tagja a 0 és az 1. A kovetkezb
tagok mindig az 6ket megel6z6 két tag
osszegevel egyenlok. (0, 1, 1, 2, 3, 5,
8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377,
610, ...)

A Fibonacci-sorozat egymast kovetd

tagjainak hanyadosabol képzett



sorozat (1/1, 2/1, 3/2, 5/3, ...)
hatarértéke éppen az aranymetszes

aranya.

Még nehany adat:
>>A Fibonacci sorozat egyre
nagyobb sorszamu elemeinek
hanyadosa egy allandé szamhoz, az
aranymetszeéshez tart. Mar az okori
gorogok is ismerték, és
aranymetszeésnek, ,isteni aranynak”
hivtak.<<

https://de.wikipedia.org/wiki/Fibonacci

-Baum.


https://de.wikipedia.org/wiki/Fibonacci-Baum
https://de.wikipedia.org/wiki/Fibonacci-Baum

.<<Hemachandra és mestere, Gopala
azt is vizsgalta, hogy a rovid és
hosszu sz6tagok miként toltenek ki
egy adott idétartamot a szanszkrit
koltészetben. igy fedezték fel a
matematikai sorozatot, melynek
els6 pontos emlitése 1150-badl valé.

http://indiahangja.reblog.hu/fibonac

ci-sorozat-a-szamtani-sorozatok-

Kiralya>>

En magam is verselgetés kézben
Magam is verselés kdzben vettem
észre, hogy hany féle médon
szakaszolhato a (nemcsak felezd)

nyolcas, valamint a tiz szotagu


http://indiahangja.reblog.hu/fibonacci-sorozat-a-szamtani-sorozatok-kiralya
http://indiahangja.reblog.hu/fibonacci-sorozat-a-szamtani-sorozatok-kiralya
http://indiahangja.reblog.hu/fibonacci-sorozat-a-szamtani-sorozatok-kiralya

sorok. Majd a 13 szo6tagu sorral is
megismételtem. Utana kbvetkezett az
esztétika konyvemben kozolt, alabb

idemasolt szamtdmb.

Ha egymas ala irjuk az 6sszeadas-
sorbdl képzett szamsor els6 15 elemét
€s egy masok oszlopba a koztuk 1évé

aranyszamot négy tizedesig
kiszamolva, tehat 6tszamjegyet

figyelembe véve, rajovink, hogy (a

nulla nélkdl) éppen a tizenharmadik
sorban all be az 1,6180-as arany, ami

a tovabbiakban valtozatlan. Lehetne

barhol, de mintha a maga bels6

szerkezeti szépségére is figyelne. Még



sok szerkezeti érdekesség fedezhet6
fel az aranymetszés sorozatban,
kozilik a Nyelv és esztétikum cim(
konyvemben (lasd: mek.oszk.
hu/14100/14145/index.phtml) az
alabbi keresztrejtvény szerliséget

kozoltem:

8+5+8=21=1x5+2x8
13+8+13=34=2x5+3x8
21+13+21=55=3x5+5%8
34+21+34=89=5x5+8x8
55+34+55=144=8x5+13x8

KésBbbi ismeretek
felhasznalasaval a fenti szamtomb igy

egészithetd ki:




8+5+8=21=1x5+2x8 = 3x5+2x3 =3x8
1x313+8+13=34=2x5+3%8 = 3x8+2x5=5x8-2x3
21+13+21=55=3x5+5x8 = 3x13+2x8=8x8-3x3
4+21+34=89=5x5+8x8 = 3x21+2x13=13x8-5x3
55+34+55=144=8x5+13x8=3x34+2x21=21x8-8x3

Talaltam az interneten egy, kissé a
Fibonacci sorozat szamtombjeihez

hasonlot:

1x8+1=9
12x8+2=98
123x8+3=987
1234x8+4=9876
12345x8+5=98765
123456x8+6=987654
1234567x8+7=9876543
12345678x8+8=98765432
123456789x8+9=987654321
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HATVANYOK

Mdtermem falan egy oldoszerbe
martott szeéles ecsettel huzott
vizszintes csik ilyen, elégggé

szabalyosnak tliné lecsorgasokat
eredményezett: harom hosszu, két
rovid, harom hosszu, két révid, harom
hosszl. Osszesen 13 fliggdleges csik,
ami igy frhato fel; 2°+3%. Sorozatta
pedig a kovetkezb képpen

fejleszthetbk:

22+3%=13... 82+13%=233
3°+5%=34... 13%+21%=610
52+8%=89 ... 21%+34%=1597
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Az atugrott szamokat el6allitani igy
lehet: 34-13=21; (3°+5°)-(2°+3%)=5°-2*:

52.22=21.... 21%-8%=377
82-3%2=55.... 34%-13%=987
13%-5%=144... 552-21%=2574

Létezik olyan szamtomb-0sszefligges,
amelyben az eredeti szamsor és az
atugrasos egy-egy oszlopban
egymas mellett van, kdbre emeléskor

kettds az atugras:

(*) 3°=8+12 23+3%.13=34
52=21+22 3°+5%-23=144
8°=55+3 53+8%-3°=610
13°=144+5> 8°+13°-5°=2584
12°=377+8> 133+213-8%=4181
34%=987+132 213+34%-13°=6765
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132-2%=169-4=165=3%55
21%-3°=441-9=432=3x144
34%-5=1156-25=1131=3x377
552-8°=3025-64=2961=3x987
892-13°=7821-169=7752=3x2584

52-3%=2x8
8%-5°=3x13
13°-8%=5x21
21%-13°=8x34
34%-21°=13x55
55°-34°=21x89

12+5%=2x13=2x(2%+3%)
22+8%=2x34=2x(3%+5%)
3%+13%=2x89=2x(5°+8?)
5%+212=2x233=2x(8%+13?)
8%+34°=2x610=2x(13%+21%)

A csillaggal (*) megjelolt szamtomb

kés6bb még eléfordul.
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Kiemelhetjuk a szamsor minden
negyedik elemét is, ekkor a kdzottik
jelentkez6 aranyszam 6,853 lesz, ami
azonos az 1,618 hatvannyal. Ebben
az atugrasos szamsorban: 1 ~8 ~ 55
~ 377 ~ 2584 (k6zo6ttuk helyezkedik el
a3,a2l,al44 ésa987) még a
kovetkezb két szabalyszerliség

figyelhet6 meg:

1+8=9=3x3;
8+55=63=3x21;
55+377=432=3x144; X
610+4187=4797=3x1597;

2+13=15=3x5;
13+89=102=3x34,
89+610=699=3x233
987+6765=7752=3x2584;
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3+21=24=3x8,;
21+144=165=3x55;
144+987=1131=3x377,
377+2584=2961=3x987;

A masodik szabalyszerlség ket,

egymast kiegészitd valtozatban:

1%°+8=9=3
3%2+55=64=8%
82+377=441=21°
212+2584=3025=55>

2°421=25=5"
5°+144=169=13"
13°+987=1156=34"
34°+6365=7921=89°

Veay: 1x3+1=4=2"
3x8+1=25=5
8x21+1=169=132
21x55+1=1156=342

15



NEGYSZAMJEGY-SZABALYOK

Hogyha a szamsor egymasra
kovetkezb négy elemét vizsgaljuk,
veluk ilyen mlvelet végezhetd:1; 2; 3;
5; 8; 13; 21; 34 sorozat elsé négy
szamabol (1, 2, 3, 5) ha a legkisebbet
0sszeszorozzuk a legnagyobbal és ezt
hozzaadjuk a masodik szam
négyzetéhez, az eredmény azonos

lesz a harmadik szam négyzetével:

1x5=5: 5+2°=3%
vagyis 5+4=9; 3°=9.
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A kovetkez6 négy kivalasztott

szamjegy a 8; 13; 21, 34.

8x34=272+
13%=169=
21%=441.

Algebrailag: axd+b’=c”; illetve

c’-b*=axd;vagy:c’=b*+axd. A

korabban kialakitott rendhagyo
szamsorok legtdbbje eleget tesz
ennek az elsé negyszamjegy-
szabaly nevd feltételnek, amely egy
masik valtozatban, mint masodik
négyszamjegy-szabaly is megjelenik:

c’=(a’+d?):2-b*. ~~(Ha ismerné a

szdvegszerkesztém a gyokijelt, a c*
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egyszerUsithetd lenne c-re.)~~(Az
elsé négyszamjegy-szabalyt elemzi a
Fuggelék.) Meglepd, hogy ez a két
négyszamjegy-szabaly érvényes a
sorozat els6 13 szamjegyére is, ahol
még nem jelentkezik az
1,61803398874989484820-as arany-
szam, ettél fuggetlen, altalanosabb
ervényd, végtelen tizedes tort helyett
egész szamokat alkalmaz. Sét, akkor
is érvényes, ha igy indul a sorozat:
~1~1~2~3~
Furcsa médon alkalmazhat6 a
négyszamjegy szabaly ugy is, ha,
miutan a kétjegyl szamokhoz

hozzaadjuk szamjegyeik szorzatat,
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majd azokbdl parosaval sorozatot
inditunk: 13+1x3=16; 21+2x1=23;
34+3x4=46; 55+5x5=80; 89+8x9=161.

16+23=39; 23+39=62;

39+62=101.
Ellen6rizve:
16X62=992+ 23x101=2323+
23%= 529= 39%=1521=
39%=1521 622=3844

23+46=69; 46+69=115;
115+69=184.
Ellenérizve:

23x115=2645+
46°=2116=
69°=4761

46x184=8464+
69°=4761
115%=13225
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46+80=126; 80+126=206;
126+206=332.

Ellen6rizve:
46x206=9476+ 80x332=26560+
80%°=6400= 126°=15876=
126°=15876 206%=42436

Azzal a szamsorral sem Iépunk ki az
eddigi képletek hatalya aldl, ha a
kétjegyl szamokhoz hozzaadjuk sajat
szamjegyeiket: 13+1+3=17;
21+2+1=24; 34+3+4=41; 55+5+5=65;
89+8+9=106. (A késbbb rogzitett
haromszamjegy-szabaly allanddja
+121.) T6bb valtozata létezik a fenti
modszernek, kozulik a kovetkez6 a

szamsor egyjegyl szamainak a

20




(kordbban mar felbukkant) kilenccel
val6 szorzata: 13-(1+3)=9; 21-
(2+1)=18; 34-(3+4)=27; 55-(5+5)=45;
89-(8+9)=72. Rajuk illik a

négyszamjegy-szabaly:

9x45=405+ 18x72=1296+
18%=324= 27%= 729=
27%=729 45°=2025

Erdekes, hogy az 6t szam kozill az
utolso a 72, els6 a 9, kdzottik pedig
ott a 27. (Ugyanaz a két szamjegy
forditott sorrendben.) Hatvanyra
emelve a 27 egyenld lesz 729-cel.

(Haromszamjegy-szabaly szerliség.)

Lehet kisérletezni ezzel is:
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13-1=12; 21-2=19; 34-3=31; 55-5=50;
89-8=81.
(Itt a haromszamjegy-szabaly

allandgja + 11.)

Visszatérve a masodik négyszamjegy-

szabaly nevd feltételhez: c’=(a*+d?):2-

b?, ebben az az érdekes, hogy amikor
dsszeadjuk a sorozat barmely a és d
szamat, mindig paros szamot kapunk,
ugyanigy lesz négyzetre emelésukkor
is. Tovabba az igy nyert paros szamok
elosztva kett6vel a sorozat valamely,
de minden masodik szaméat
eredményezik, eme szamtémb

kiegészitd valtozata is kitalalhato.
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Két, korabban bemutatott szamtomb

iIsmétlése:
1%+5%=2x13 82-1%=3x21
22+8°=2x34 132-22=3x55
32+13%=2x89 21%-3°=3x144
52+21%=2x233 34%-5°=3x377
82+342=2x610 552-8%=3x987

Van meég egy harmadik és egy

neqgyedik négyszamijeqy-szabaly is,

ilyen képlettel: a+d=2c; illetve: d-
a=2b. Ebben a két esetben a négy
szamjegy-sorbol a masodik, illetve a

harmadik elem kimarad.
Ezekkel sajatos ,kozéparanyt” is ki

lehet szamitani. Ha kiemellnk a

sorozatbol négy egymas utani szamot
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(a, b, c, d), ugyanakkor ha (kett6s
atugrassal) 6sszeadjuk a legkisebbet
a legnagyobbal (a+d), megkapjuk a
harmadik (c) tag kétszeresét: a+d=2c.
Es megkapjuk a méasodik tag (b)
kétszeresét, ha a negyedik tagbdl
kivonjuk az elsat: d-a=2b. Ezt a
két szamtombot egyesiteni tudjuk,
ekkor 6t tagbol allé szakasz keletkezik

a kovetkez6 képlettel: e-b=a+d=2c.

a+d=2c d-a=2b
14+5=6=2x3 5-1=2x2
2+8=10=2x5 8-2=2x3
3+13=16=2x8 13-3=2x5
5+21=26=2x13 21-5=2x8
8+34=42=2x21 34-8=2x13

24



e-b=a+d=2c

8-2=1+5=2x3
13+3=2+8=2x5
21-5=3+13=2x8
34-8=5+21=2x13
55-13=8+34=2x21

Elcsuszhat a ,k6zéparany”
egyharmadra is, amennyiben nem
négy, hanem ot egymast kovetd
szamot elemzunk. llyenkor a+e=3c

lesz az eredmény:

1+8=3x3
2+13=3x5
3+21=3x8
5+34=3x13
8+55=3x21
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Nem illik a mostaniak k6zé, de
hasonlit rajuk a kovetkez6 két
dsszetartozé szamtémb, az els6 a
negyszamjegy-szabaly 6todik
valtozata, a masik 6tszamjegy-

szabalynak felel meg:

c2+a’=bxd c?-a’=e
32+1%=2x5 3%2.1°=8
52+1%=2x13 52-22=21
82+2°=2x34 82-3°=55
13%+3%=2x89 13°-5%=144
21%+5%=2x233 21%-8°=377
34%+8%=2x610 34%-13%=987

Van kivonasokon alapuld, 6tos

csoportokat is tartalmazo szamtémb
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IS, a kdvetkezd otszamjegy-képlettel:
2d-b=e=3c-a.

2x2-1=3
2x3-1=5=3x2-1
2x5-2=8=3x3-1
2x8-3=13=3x5-2
2x13-5=21=3x8-3
2x21-8=34=3x13-5

HAROSZAMJEGY-SZABALYOK:
+1; és
TOBBSZAMJEGY-SZABALYOK

Harmas szamcsoporttal végzett
muveletek ilyen érdekességgel

szolgalnak: a két széls) szorzata
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plusz-minusz eggyel tér el a kozéps6
négyzetétdl.
b*+1=axc 2; 3; 5.

(a=2; b=3; c=5)
2x5=10; 3°=9.

Vagy:

3;5; 8.
(a=3; b=5; c=8)
3x8=24; 5°=25.

Ez a haromszamjegy-szabaly,
amelynek a késdbbiekben ilyen

véltozatai lesznek: b*+n=axc.
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Szamtombbeé alakitva a +1

kombinaciok:

22-1=1x3 2x3=6=1x5+1=3%-22+1
32+1=2x5 3x5=15=2x8-1=5%-3%-1
52-1=3x8 5x8=40=3x13+1=82-5%+1
8°+1=5x13 8x13=104=5x21-1=13°-8*1
132-1=8x21 13x21=273=8x34+1=21%-3+1

Visszatérve a korabb bemutatott (elsd)
négyszamjegy-szabalyhoz, amint

kiegeszitjuk otté, ismét jelentkezik az

ismert + 1:
1, 2, 3,5, 8;
1x5=5
22=4
3°=9 9=1x8+1
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2,3,5,8, 13;

2x8=16
32 =9
52 =25

25=2x13-1

3, 5,8, 13, 21,

3x13=39
52 =25

8% =64

64=3x21+1

5, 8, 13, 21, 34;

5x21=105
8% = 64
13% =169

169=5x34-1
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Ot masik, pluszt-minuszt valtogato

szamtomb:
2x13=3x8+2 3x8=2x13-2
3x21=5x13-2 5x13=3x21+2

oXx34=8x21+2
8x55=13x34-2
13x89=21x55+2

8x21=5x34-2
13x34=8x55+2
21x55=13x89-2

2%x3-1=1x5

3x5+1=2x8
5x8-1=3x13
8x13+1=5x21
13x21-1=8x34

1x5+1=2x3
2Xx8-1=3x5
3x13+1=5x8
5x21-1=8x13
8x34+1=13x21

3x5+1=2x13
ox8+2=2x21
8x13-2=3x34
13x21+2=5x55
21x34-2=8x89




Léteznek még +3-as és +5-0s, de +8-

as és +13-as sorozatok is:

2x8-3=1x13 2x13-5=1x21
3x13+3=2x21 3x21+5=2x34
5x21-3=3x34 5x34-5=3x55
8x34+3=5x55 8x55+5=5x89
13x55-3=8x89 13x89-5=8x144
2x21-8=1x34 2x21+13=1x55
3x34+8=2x55 3x34-13=1x89
5x55-8=3x89 5x55+13=2x144
x89+8=5x114 8x89-13=3x233
13x144-8=8x233 13x144+13=5x377

Plusz-minusz el6jel-jaték esetén
Ccsupan a négyzetre emelés
maveletével két korabbi (és két masik,

hasonlo logikaval jatszadozod)
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szamtomb Osszefésulésebdl (és
osszefésulendésebdl) az kovetkezik,
hogy az eredeti Fibonacci-szamsor
lesz a végeredmeény, a kisebb szamok
ilyen kombinacidjabdl el6allnak a

nagyobb szamok:

2%2+1%=5 82-3°=55
32-1°=8 8%+5%=89
3%2+2%=13 132-5°=144
52.2°= 21 13°+8%=233
52+3%=34 212-8°=377
2x3°+1x3=21 2x3%-1x5=13
2x5°+1x5=55 2x5%-2x8=34
2x8°+2x8=144 2x8%-3x13=89

2x13%+3x13=377 2x13%-5x21=233
2x21%+5x21=987 2x21%-8x34=610
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Hét elemre is alkalmazhato ez az
eldjel-jaték: 3x21=63; 8°=64; 5x13=65:
2x34=68; ebben az esetben a
szorzatok kozotti kilonbsegekként
megkapjuk a minuszegyet, minusz
kett6t, minusz harmat, minusz 6tot;
megjelenik a Fibonacci-szamsor bels6
dnmozgasa, amely mintha egy

szonata dinamikajat kottazna:

8°-1=63=3x21=5x13-2=2x34-5

Abban az esetben, ha a szamsor
minden masodik elemét hasznaljuk,
azokbol négyes csoportokat alkotva,

ilyen szabalyszerlség jelentkezik:
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1~-3~8~21: 1x21+3=3x8 21-1=(8-3)x4

2~5~13~34: 2x34-3=5x13 34-2=(13-5)x4

3~8~21~55: 3x55+3=8x21 55-3=(21-8)x4

5~13~34~89:  5x89-3=13x34 89-5=(34-13)x4

5~13~34~89: 5x89-3=13x34 89-5=(34-13)x4

5~13~34~89: 5x89-3=13x34 89-5=(34-13)x4

8~21~55~144: 8x144+3=21x55 144-8=(55-21)x4

Sorozatba illeszked6 szam-
csoportoknal is valtakozhat két szam
kozOtti 6sszeadas és kivonas, mihelyt

azok egy masik szinten is megis-

métlédnek, amint az az 5-1 és az 5+1,
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valamint a 8-2 és a 8+2,és az utanuk

kovetkezoknél megfigyelhetd:

2x2=4=3
2x3=6=5+1=8-2
2x5=10=8+2=13-3
2x8=16=13+3=21-5
2x13=26=21+5=34-8
2x21=42=34+8=55-13
2x34=68=55+13=89-21

+1=5-1
+1

N

Néhany agyafurt furcsasag. Ha az 1~,
2~, 3~, 5~, 8-bdl az els6 harom
szamot egybeirva hozzaadjuk a

tovabblépéssel keletkezd masik harom
szamhoz, megkapjuk a harmadik

harom elembdl allé szamcsoportot.

123+
235=
358
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(Meg lehet probalni a 12+23+35+58-
cal, de ugyanezt ,tudja” a
1321+2134=3455 vagy a

2134+3455=5589 is. Ervényes rajuk

az elsb négyszamjegy-szabaly.)

Kombinaciok a sorozat elsé és
masodik 6t szamjegy-csoportjaval
(érvényes rajuk is a négyszamjegy-

szabaly):

~12~23~35~58 ~
~21~32~53~85~
~22~33~55~88~

~ 21-2=199 ~ 34-3=31 ~ 55-5=50 ~

89-8=81 ~

~13+3=16 ~ 21+1=22 ~ 34+4=38 ~

55+5=60 ~ 89+9=98
~ 133 ~ 211 ~ 344 ~ 555 ~ 899 ~
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Kilénben maga a 23-as szam
sorozata is meglepd sajatossagokat
mutat. Ha leirjuk az eredeti Fibonacci-
sor els6 10 szamat, latjuk, hogy abbdl
Ot egyjegyl és ot kétjegyl szam.
Tovabba azt is, hogy az egyjegyl
szamok megismetlédnek a kétjegylek
els6 szamjegyeként: 13 ~ 21 ~ 34 ~ 55
~89.(Magaa23a2ésasl
egymashoz kapcsolasa.)

Ha az els6 ot egyjegyld szamot:
1~2~3~5~ 8, sorra hozzaadjuk
(négyes ugrassal) a masodik 6thdz: 13
~ 21 ~ 34 ~ 55 ~ 89, megkapjuk az~
1+13=14 ~ 2+21=23 ~ 3+34=37 -~
55+5=60 ~ 89+8=97 ~ sorozatot.
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ZOKKENOVEL INDULO
SOROZATOK

De kivonassal a 23-t0l és 14-t6l
visszafelé felbukkana~9~5~4~1 ~
is, ami éeppena~89~55~34~ésa
21 masodik szamjegye. (Az 1-et és a
4-et megeldzi a ,misztikus” 13-bdl a
harom, vele igy indithatunk: 3+1=4;
4+1=5; 5+4=9. Ebben az esetben az
els6 szamjegy nagyobb a masodiknal,
rendhagyo volta nem mas, mint

zOkkendOvel induld sorozat.

Jellemzd erre a tiz szambdal all6
sorozatra (amely tovabb folytatva
szabalyos szamsort képez), hogy a

négyszamjegy-szabaly két elsé
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valtozatat kieléqgiti, illetve a
haromszamjegy-szabaly axc=b*+1
képletet nem, csak annak axc=b*+11
valtozatat. (Ez utobbi +11 szintén

kimaradt a korabbi levezetésekbdl.)

Tovabba, hogyha nem az 1-gyel
és 4-gyel, hanem a nagyobb 3-mal és
a nala kisebb 1-gyel inditjuk a
sorozatot: 3~1~4~5~9~ 14,
vagyis ,zokkendével”, akkor az el6bb
emlitett harom szabalyszer(iség
mindenikét teljesiti a szamsor.

Ellenérizve a négyszamjegy-szabalyt:

3x5=15: 15+1%+16: 4°=16.
1x9=9: 4°=16:; 9+16=25; 5°=25,
4x14=56; 5°=25: 56+25=81: 9°=81
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Zokkendvel induld sorozatot
eredményez a levalasztasos modszer
a harom jegyld szamoknal is, a 144 ~
233 ~ 377 ~ 610 esetében kapjuk a 4

~3~7~10(~17 ~ 27 ~ 44 sth.)
szamokat. Alkalmazhatok a

négyszamjegy-szabalyok:

axd+b?= ¢?
4x10=40+

3x3=9
7X7=49

c’=(a’+d%):2-b*— —7x7=49=(16+100):2-

Ezekre is érvényes a haromszamjegy-
szabaly, amely igy médosul:

b*+19=axc.
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Ugyanezt a sorozatot kapjuk a
kétjegyl szamok szamjegyeinek
0sszeadasabol is: 1+3=4; 2+1=3;

3+4=7; 5+5=10; 8+9=17.

Zokkeno6vel induld tovabbi

sorozatok:

~9~1~10~11~21~ 32
~9~2~11~13~24~37;
~9~3~12~15~27~42
~9~4~13~17~30~47;
~9~5~14~19~33~52
~9~6~15~21~36~57;
~9~7~16~23~39~62
~9~8~17~25~42~67;

Ugyanigy keletkeznek sorozatok a
~8~1~9~10~19; illetve a:
~7~1~8~9~17 ~; sth. esetében.
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Meg lehet vizsgalni a ,zOkkenével”
kezd6db sorozatok képletvaltozasat,
azaz, miben kilonbdznek a mégis
azonos eredmennyel szolgald
szabalyok. Az eredeti dsszefligges, a
~b ~ ¢ ~ d sorozat szabalya:
axd+b®=c®. A ,z6kkenével” induld
sorozat: b ~a~c ~d;. Ennek a
négyszamjegy-szabalya: bxd;+a’=c?.
Ebben az esetben a c” allando, de: b-
a=d-d;. ,Z0kken6s” sorozatok
alkothatok az eredeti szamsor
barmely, harom egymast kovet6
szamaival, de az igy el6allitott

sorozatok is alkalmasak erre.
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,Z0kkendvel” indulé sorozatok
képezhetdk még az eredeti szamsor
harmas csoportositasaval is,
amelyekben helyet cserél a két elsé
szam:

2~1~3~4*~7~11~;
3~2~5~7*~12~19;
5~3~8~11*~ 19 ~ 30;

8 ~5~13~18*~ 31 ~ 49;
13~8~21~29*~50~79;
21 ~13 ~ 34 ~ 47* ~ 81 ~ 128;

Itt is érvényes a négyszamjegy-

szabaly:
2x4=8+ 3x7=21+ 5x11=55+ 8x18=144+
1%2=1 3°=9 5°=25 8°=64
32=9 52=25 8°=64 13%=169

13x29=377+ 21x47= 987+
13°=169 21°%= 441
21%=441 34°=1156

44




Azért figyelemre méltdk a fenti
vizsgalatok, mert kiderul, hogy az
eredeti szamsor (8-cal induld) minden
masodik elemét osztani lehet az
eredeti (2-vel induld) szamaival:

8/2=4;
21/3=7;
55/5=11;
144/8=18;
377/13=29;
987/21=4T7;
377:13=29*;
987:21=47*,

Ugyanakkor kilon sorozatokat is
rejtenek a harmas csoportositas

fuggbleges oszlopait nézve, mint:

4% ~ 7%~ 11* ~ 18* ~ 29* ~ 47%,

5~7~12~19~31~50 ~ 81,

8 ~11 ~19 ~ 30 ~ 49 ~ 79;
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SZABALYOS
SZABALYTALANSAGOK

Onmagukra még igy reflektalnak
a keétjegyl szamok: amint kivonjuk a
masodik szamjegyeket az els6kbdl,
kapjuka~-2~-1~1~0~1~
sorozatot, amelynek folytatasa ~ 1 ~ 2
~ 3 ~ 5 ~ sth. A haroszamjegy-szabaly

allandoja a +1.

De az utolso kétjegyl (89) és az
elsé haromjegyl (144) szam utolsé
szamjegyeivel is indithato sorozat: 9 ~
4~13~17 ~ 30~ 47;érvényesek a

négyszamjegy-szabalyok, azonban a
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haromszamjegy-szabaly allanddja

+101 lesz.

(axd+b?*=c?)

9x17=153+
42 = 16=
13%=169

(axc+101=b%

9x13=117- 4x17=68+
101= 101=
4°=16 13%=169

Ha 0sszeadjuk a 89-et kdvet6 elsd
harom haromjegyl szam szamjegyeit,
az eredmény: ~ 1+4+4=9 ~ 2+3+3=8 ~
3+3+7=17 ~. (Folytatasként: ~ 25 ~ 42

~ 67 ~ stb.) Alkalmazhatok a
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négyszamjegy-szabalyok. Viszont a
haromszamjegy-szabaly allanddja
eppen: +89 lesz. Amire meg az teszi
fel az aranykoronat, hogy a 17°=289.
(Hozza tarsul a sorozatbdl a
67°=4489.) Ellendrizve:

(axd+b?=c?)

9x25=225+
8°= 64=
17%=289

(axc+89=b?)

9x17=153- 8 x25=200+
89= 89=
8°=64 17%=289

Furcsa modon alkalmazhato a

négyszamjegy szabaly ugy is, ha

48



elébb a kétjegyl szamokhoz
hozzaadjuk szamjegyeik szorzatat,
majd azokbdl parosaval sorozatot
inditunk: 13+1x3=16; 21+2x1=23;
34+3x4=46; 55+5x5=80; 89+8x9=161.

16+23=39; 23+39=62;

39+62=101.
Ellen6rizve:
16x62= 992+ 23x101=2323+
23%= 5209= 39%=1521=
39°=1521 62°=3844

23+46=69; 46+69=115; 115+69=184.

Ellen6rizve:
23x115=2645+ 46x184=8464+
46°=2116= 69°=4761=
69°=4761 115%=13225

46+80=126:80+126=206;
126+206=332.
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Ellen0rizve:

46x206= 9476+ 80x332=26560+
80%= 6400= 126°=15876=
126°=15876 206°=42436

Azzal a szamsorral sem lépunk ki
az eddigi képletek hatalya aldl, ha a
kétjegyl szamokhoz hozzaadjuk sajat
szamjegyeiket: 13+1+3=17,
21+2+1=24; 34+3+4=41; 55+5+5=65;
89+8+9=106. (A haromszamjegy-
szabdaly allandgja +121.) T6bb
valtozata létezik a fenti modszernek,
kozuluk a kovetkezd a szamsor
egyjegyl szamainak a kilenccel valo
szorzata: 13-(1+3)=9; 21-(2+1)=18;
34-(3+4)=27; 55-(5+5)=45;
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89-(8+9)=72. Rajuk is illik a

négyszamjegy-szabaly:

9x45=405+ 18x72=1296+
182=324= 27%= 729=
27%2=729 45%=2025

Erdekes, hogy az 6t szam koziil az
utolso a 72, els6 a 9, kdzottik pedig
ott a 27. (Ugyanaz a két szamjegy
forditott sorrendben.) Hatvanyra
emelve a 27 egyenl6 lesz 729-cel.
(Haromszamjegy-szabaly szerlség.)
Haroszamijegy-szabalynal a +81=9°.

Ellen6rzése:

Ox27=243 ~~18°=324 ~~ 324-243=81;
18x45=810 ~~ 27°=729 ~~ 810-729=81;
27x72=1944 ~~ 45°=2025~~2025-1944=81.
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OX72=648; 27°=729; 729-648=81.

Ez egy atugrasos otszamjegy-
szabaly, ami a haromszamjegy-
szabaly parja, mert egyditt:
axe=c’+1=bxd. Egyszerisitve, a c*
nélkul: axe+1=bxd+1; axe-1=bxd+1;
axe+1=bxd-1.

Azonos a plusz-minusz a
haroszamjegy-szabaly és az
atugrasos 6tszamjegy-szabaly szerint
olyan sorozatnal is, amit a 89 utan
kovetkezd harom haromjegyl szam
els6 szamjegyének elhagyasaval
nyerink:

144 ~ 233 ~ 377: >>> 44~ 33
~77~110~ 187 ~ 297.
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44x77=3388- 44x187=8228- 110%=12100-
332 =1089 77°=59293 33x297= 9801
2299 2299 2299

Szorzassal-kivonassal induld és

hatvanyokig érkez6 két szamtomb:

1X2=2 oo
>56-228227 ..o,
2X3=6 ........... >> 9-
4=5=1x5
>>15-6=9=3" ..o,
3x5=15 .......... >> 25-
9=16=2x8
>>40-15=25=5"................
5x8=40.......... >>64-
25=39=3x13
>>104-40=64=8"..........
8x13=104 ...... >>104-
64=105=5x21
>>273-104=169=13"...
13x21=273 ... >>441-
169=272=8x34
>>714-273=441=21"....
21x34=714 ...
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2x3-1x2=27 (*) 3%-2°=1x5
3x5-2x3=37 52-3%=2x8
5x8-3x5=5" 82-57=3x13
8x13-5x8=8" 13%-8%=5x21
8:2-1=3 (8:2=4)
8:2+1=5
4-1=3
(2x2°=8) 4+1=5
34:2-2=13 (34:2=17)
34:2+2°=21
17-4=13
(2x17=34) 17+4=21
144:2-17=55 (144:2=72)
144:2+17=89
72-17=55
(2x72=144) 72+17=89
610:2-72=233 (610:2=305)
610:2+72=377
305-72=233
(2x305=610) 305+72=377

2584:2-305=987
2584:2+305=1597

(2°+3%=17)
(23x3?=72)

(2584:2=1292)

1292-305=987
1292+305=1597

Stb.
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Raciot kerilget a fenti két szamoszlop.

Szintén zsonglér szer( akrobatikaval
lep meg a kovetkez6 szamtomb,
|Uktetése annyira leny(igozé, hogy
muszaj hoszabban felirni, tovabba
hozzatenni még harom rokonat,

------

kovet:

2x2-1=3 2x21-8=34
2x2+1=5 2x21+13=55
2x3-1=5 2x34-13=55
2x3+2=8 2x34+21=89

2x5-2=8 2x55-21=89
2x5+3=13 2x55+34=144
2x8-3=13 2x89-34=144
2x8+5=21 2x89+55=233
2x13-5=21 2x144-55=233
2x13+8=34 2x144+89=377
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8x3-3=21
8x3+2x5=34

8x5-2x3=34
8x5+3x5=55

8x8-3x3=55
8x8+5x5=89

8x13-3x5=89
8x13+5x8=144

8x21-3x8=144
8x21+3x13=233

3x2-1=5
3x2+2x1=8

3x3-1=8
3x3+2x2=13

3x5-2=13
3x5+2x3=21

3x8-3=21
3x8+2x5=34

3x13-5=34
3x13+2x8=55
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5x3-2=13
5x3+2x3=21

5x5-2x2=21
5x5+3x3=34

5x8-2x3=34
5x8+3x5=55

5x13-2x5=55
5x13+3x8=89

5x21-2x8=89
5x21+3x13=144

2x2-1x1=3
2x3-1x1=5
2x5-1x2=8
3x5-1x3=13
3x8-1x3=21
5x8-2x3=34
8x8-3x3=55
8x13-3x5=89
8x21-3x8=144
13x21-5x8=233
13x34-5x13=377
21x34-8x13=610
21x55-8x21=987




A 2-vel valo szorzas 6tszamjegy-

szabalyt eredményez: 2xb+a+c=e

2x2+1+3=8
2x3+2+5=13
2x5+3+8=21
2x8+5+13=34
2x13+8+21=55
2x21+13+34=89

KET PRIMSZAMUNK: a7 és a 11 is
bevonhat6 az aranymetszés sorozat

alakitasaba:

7x5-1=34

7x8-1= 55
7x13-2= 89
7x21-3= 144
7x34-5= 233
7x55-8= 377
7x89-13=610
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2X11-1= 21

21X11+2= 233

3X11+1= 34

34X11+3= 377

5X11+0= 55

55X11+5= 610

8X11+1= 89

89X11+8=987

13X11+1=144

144X11+13=1597
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Ismétlés: llyen érdekes,
onszervez6dd szamtombok arra
szolgalhatnak, hogy zenemiivek belsd
tagoltsagat tbbbféle szakaszolassal
lehessen elemezni, példaul, ha 55
egysegbdl all, ahany valtozatban
el6fordult a fentiekben az 55, annyi
részegység szerint lehet vizsgalni.

JOjjon par peélda:

8x5+5x3=55;
8x5+3x5=55;
5x8+3x5=55;
5x8+5x3=55;
2x21+13=55;
2x34-13=55;
22X13+3=55;
3x13+2x8=55
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igy is tagolhat6 az 55, ezekbél a
valtozatokbdl az a szerencsésebb,
amelyik (esetleg t6bb) szamtombbdl

szarmaazik.

*kkk
*%*

*
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Valamikor egy tudomanyos adast
kovetve megjegyeztem egy
parbeszédet, miszerint egy
matematikus 0sszeallitotta a
primszamok grafikonjat, amit
ebédsziinetben megmutatott egy
fizikusnak, aki felismerte benne az
elektronpalyak szabalyszerlségeit.
Amennyiben a primszamok sorozata
az atomi szintQ vilaghoz tartozik, a
Fibonacci szamsor egy
nagysagrenddel nagyobb
mozgasformakhoz tartozik, sét a
psziché folyamataiban is felbukkan,

annak valamilyen leképezése.
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A négyszamjegy-szabaly kerete
raillik a szabalyos mértani testek
elemeinek 6sszegezésére. Példaul a
szabalyos mértani testek jellemzdi is
sorba allithatok a kiterjedés novekvd
sorrendje szerint: kezdve a kiterjedés
nélkuli Csucsoktol, az egydimenzios
Eleken, majd a kétdimenziés Lapokon
at a haromdimenzids Testig, ami a
kovetkezb ,egyenlettel” irhato le: C-
E+L-T=1 (ami kocka esetében: 8-
12+6-1=1). Itt az egydimenzios €l és a
haromdimenzids test elétt all a negativ
el6jel, a masik két alkoto elem (pozitiv
szam és) pozitiv el6jel, egyutt szintén

(egymasba ékel6dd) két ellentétes
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ellentétparkeént viselkednek. Az a
szabalyszerliség, ami a szabalyos
mértani testek elemeinek harom
dimenzids rendezettségében
kimutathat6, egy harmadik
megnyilvanulasban, a lélek
dimenzidiban lezajlo torténéseknél
sincs maskent.

C. G. Jung az Analitikus
pszichologidjaban leirja, hogy ,A
tudattalan a természet, és a természet
soha nem hazudik”. (208) Tovabba a
négyes tagoltsagrol (amely szerinte
3+1) a kovetkez6 a véleménye: ,A
kvaternitas olyan archetipus, amely

ugyszolvan univerzalis jelenség.
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Logikus el6feltétele mindennemdi

teljességigenynek. Ha ilyen itéletet

akarunk alkotni, annak négyes
aspektusunak kell lennie. Ha példaul a
horizont egéeszét akarjuk
meghatarozni, akkor a négy égtajat
nevezzik meg. Mindig négy elem van,
négy elsédleges minéség, negy szin,
négy kaszt Indidban, négy utat ismer a
buddhizmus a szellemi fejlédés
lehetéségeit illetben. Ezert a
pszichikus orientalédasnak is négy
pszichologiai aspektusa van, ezeken
tul semmi alapvetét nem lehet tobbé
kifejteni. Szikségiink van az

orientadlodashoz egy olyan funkcionak,

64



amely azt konstatéalja, hogy valami van
(érzekelés), egy masodikra, amely
megallapitja, hogy mi az
(gondolkodas), egy harmadik
funkciora, amely kozli, hogy vajon
megfelel-e ez nekiink vagy sem,
elfogadjuk-e vagy sem (érzeés) és egy
negyedik funkciora, amely tajékoztat
rola, hogy a dolog honnan j6tt és
merre tart (intuicid). Ezen tulmenden
semmi tbbbet nem lehet mondani. (...)
Egy kvaternitasnak vagy kvaternionak
gyakran 3+1 a szerkezete,
amennyiben az egyik érték kivételes
helyet télt be és eltéré jellegd. (...) Ha

a negyedik érték a masik haromhoz
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tarsul, létrejon az >>Egyseg<<, amely
a teljességet jelkepezi. Az analitikus
pszichologiaban nem ritka az
>>alacsonyabb rend(i<< funkcio
(vagyis az a funkcid, amelyik nem all
az embernek tudatos rendelkezésére),
amely ezt a >>negyedik<<-et testesiti
meg. A szbban forgo funkcio
integralasa a tudatba az individuacioés
folyamat eqgyik f6 feladata.” (1987,
444)
A kvaternitas teljességigényének
megfelel6 negyedik elem a

négyszamjegy-szabalybodl a c?.
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Valbszinl, hogy a Fibonacci szamsor
valamilyen titkos térépit6
programjanak kovetkezménye lehet,
hogy tiz ujjunk van, illetve, mivel a
kezUnktél tanultuk a tizes
szamrendszert, emez ezért tud
ennyire idomulni a szamsor
szeszélyeihez. Korré csukodoé

adekvatsagok.
* Gyergyoszentmiklds, 2017

szeptembere; 2019 majusa *

Burjan-Gal Emil *
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FUGGELEK
Lajos Arpad aradi
szamitastechnikus szives munkajanak
koszOnheté a mar megismert ,els6é
négyszamjegy-szabalynak”, az
axd+b?=c” képlenek a matematikai
levezetése, bizonyitasa, atirata
(Facebookon kozolve):

A bizonyitasi eljaras egyik nagyon
kézenfekvé modszere ebben a
kerdeskorben a matematikai indukcio.
Ennek a modszertani algoritmusnak a
lényege az, hogy ismerink egy
kepletet, amit igaznak sejtiink és
tudjuk, hogy bizonyos, véges

megfigyelés alapjan az i-dik elemre
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igaz a minta. Ezt ismerve, atlatva
nekink mindéssze azt kell kétséget
kizaréan kimutatnunk, hogy abbdl,
hogy az i-dik elemre rdhuzhato a
minta kétseget kizardan kovetkezik,
hogy az i+1 - dik elem-re is rahdzhato
a minta. Ebben is szivesen segitek.
Ha ezeket a képleteket kimutatjuk,
akkor a dolgozat mar tudomanyosan
publikalhato lesz és érdemes
megkeérni valakit, hogy nézze meg,
hogy a talalt mintak és képletek kozul
melyek innovaciok és melyek voltak
mar felfedezve ontél fuggetlenul egy
masik kutato altal. Ezek utan erdemes

publikalni egy tudomanyos lapban az

Q)
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eredmeényeket. Miutan a képleteket
elékeészitettuk egy korabbi
kutatotarsamat megkérhetem, hogy
nézzen utana a képletek
egyediségenek.A szamtombok
jelenlegi form4jukban megfigyelések
€és nem tudom, hogy igy lehet-e
publikalni. Ugy vélem, hogy elészor
kell a képleteket felirni és kidolgozni,
utana ellendrizni kell, hogy mi
innovacio és ez utan valik tudomanyos
eredmeénnyé. Ezért arra kerném, hogy
valasszon egy példat, egy
szamtombot, amit kielemezhetiink
k6zdsen, hogy vigyik végig azon a

folyamaton, amelyben megfigyelésbdl
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tudomanyos ténnyé valik. ,Kezdjuk az
egyszerlibb négyszamjegy-szabaly

képlettel”. A szavakban leirt gondolati

minta (azaz az els6 ,négyszamjegy-

szabdaly”) igy néz ki:

FOO*Fi+3)+Fi+1)*F(i+1)=F(

+2)*F(i + 2)

az i-dik szam a sorozatban szorozva a
harommal utana kovetkezével, majd
ezt 0sszeadva az utana kovetkezd
négyzetével megkapjuk a kettvel

utana levd négyzetét.
legyeni=1
Fi)=1F(i+1)=2F@i+2)=3F(i +3)

=



FOO*Fi+3)+Fi+1)*Fi+1)=1*

5+2*2=9

Fi+2)*F(i+2)=3*3=9

Most, hogy a mintat ismerjik, meg kell
hatarozzuk, hogy milyen i-re varjuk el,

hogy a minta mikodjon

Kiprobalom i = 2-re is

FO)=2F@i+1)=3F(i+2)=5F(i +3)

=8

FOO*Fi+3)+Fi+1)*Fi+1)=2*

8+3*3=25

Fi+2)*F(i+2)=25

Eddig biztaté a minta. Létezik néhany
szolid megfigyelés, amire mikodik a
sejtésink szerinti minta, azt akarjuk

megvizsgalni, hogy ha F(i)-re igaz,

=



akkor ebbdl kovetkezik-e, hogy F(i + 1)
- re is igaz, mert ha ezt igazolni tudjuk,
akkor a minta immar tudomanyos,
altalanosan érvényes tény a
matematikai indukcio elve alapjan. A
dolgozatban szerepel, hogy a
Fibonacci sorozatrol van sz6 abban a
kontextusban, ha megemliti, hogy F-el
roviditi a sorozat valahanyadik elemét
és azt, hogy a hanyadik elem
fuggvényparaméterként adjuk at,

akkor ugy gondolom, hogy érthet6.

Tudjuk, hogy F(i)) *F(i+3) + F(i+ 1) *
Fi+1)=F(i+2)*F(@+2)
azt szeretnéenk bizonyitani, hogy ebbdl

az kovetkezik, hogy

i



Fi+1D*Fi+4d)+F(i+2)*F(i+2)=
FGi+3)*F(@i+3)
Induljunk ki az egyenlet bal oldalabdl
és jussunk arra, hogy megegyezik a
jobb oldallal (bizonyiték) vagy
kilonbozik tdle (cafolat).
Fi+1D*Fi+4)+Fi+2)*F(i+2)=
=F@i+1)*F@i+4)+F(@i) (F@(i+3)+
Fi+1)*F@i+1)=
=F(@i+ 1) *[F(i + 4) + F(i + 1)] + F(i) *
F@i+3)=
=F@i+1)*[F(i+2)+F(@i+3)+F(@i+
1)] + F(@i) * F(i + 3)
= F(i+2)* [F(i + 3) + F(i + 3)] + F() *
F(i + 3)
=2*F(@i+1)*F@{+3)+ F(i) * F@i + 3)
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= F(i + 3) * [2* F(i + 1) + F()]
= F(i + 3) *[F(i + 1) + F(i + 1) + F(i)]
= F(i+3) *[F(i + 1) * F(i + 2)]

= F(i + 3) * F(i + 3)

Ez az, amit bizonyitani akartunk.
Ugyanezzel a modszertannal
valoszinlleg az 0sszes minta, vagy
nagy tobbséguk ellenérizhetd és
bizonyithat6é vagy cafolhaté.” (2017.
Augusztus 13.)

(“Jol néz ki, majd meg kell
szerkeszteni rajta, de az nem
surg6s.”)

A levezetéssel kapcsolatban réviden

elmagyarazom a lépéseket.

=



El6szor felitam a kiindulépontot, oda
behelyettesitettem az F(i + 2) * F(i + 2)
ertékének ismert mintajat, ami a
korabbi megfigyelések alapjan
tényszerd.

Kiemeltem F(i + 1)-etfelhasznaltam,
hogy F(i +2) + F(i+ 1) = F(i + 3)
Osszevontam F(i + 3) + F(i + 3) = 2F(i
+ 3) alapjankiemeltem F(i + 3)-mat a
nagy zaroéjelben 2F(i + 1) + F(i) = F(i +
3), hiszen F(i + 1) + F(i) = F(i + 2) és
ezért2F(i+ 1)+ F) =F@i+2) + F(i +
1) = F(i + 3)

Ezzel megkaptam, hogy a jobb oldali
zarodjel is F(i + 3), azt szorozva a

baloldali zarojellel, F(i + 3) - mal
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megkaptam az egyenlet jobb oldalat,
tehat a sejtés beigazolddott, altalanos
ervényl tudomanyos tény.

A tobbi esetben is hasonléan kell
eljarjunk, F(i) figgvenyeben felirjuk a
mintat, majd a megfigyelésekbdl
kiindulva igazoljuk azt, hogy egy i-dik
elemre tetszbleges i esetén ha
teljesul, akkor a kovetkezdre is
teljesul, ezzel egy végtelen
kovetkeztetési lanccal a bizonyitas a
teljes feladatteret bejarja.

Az sem baj, ha egy mintardl kiderdl,
hogy nem helyes, akkor viszont ra

lehet mutatni, hogy az dsszefliggés

i



csak latszolagos, az is fontos
tudomanyos eredmény.
A lényeg az, hogy minden felvetést
gorcsd ala kell vennunk és barmi is

legyen a kiértékelés eredménye, azzal

hasznos munkat végeztink.
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